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RESUMO

Tem-se argumentado que medicoes precisas de frequéncias de transicao optica entre
estados de Rydberg para ions semelhantes ao hidrogénio, poderiam ser usados para
obter um valor melhorado da constante de Rydberg e até mesmo para testar a ele-
trodinamica quantica (QED) com mais precisao, evitando a incerteza sobre o raio do
proton. Motivados por essa perspectiva, investigamos a influéncia da interagao gravi-
tacional sobre os niveis de energia de fons semelhantes ao hidrogénio em estados de
Rydberg no contexto de branas. Como sabemos, neste cendrio, a interacao gravitacio-
nal é ampliada em pequenas distancias. Mostramos que, para os estados de Rydberg,
o principal contributo para a energia potencial gravitacional nao vem da energia de
repouso concentrada no nicleo, mas da energia do campo eletromagnético criado pela
sua carga elétrica, que esta espalhada no espaco. Isto estd ligado ao fato de que,
quando o fon estd em um estado de Rydberg com alto momento angular, a energia
potencial gravitacional nao é computavel no limite de brana fina, devido a influencia
gravitacional do eletro-vacuo em que o lépton estd se movendo. Considerando um
cenario de branas com espessura, calculamos a energia potencial gravitacional associ-
ada a carga do ntcleo em termos do parametro de confinamento do campo elétrico na
brana. Mostramos que os efeitos gravitacionais nos niveis de energia de um estado de
Rydberg podem ser amplificados pelas dimensoes extras mesmo quando a escala de
compactacao das dimensoes extras € menor que o raio de Bohr.

Palavra-chave: branas, estados de Rydberg, dimensoes extras.



ABSTRACT

It has been argued that precise measurements of optical transition frequencies
between Rydberg states of hydrogen-like ions could be used to obtain an improved
value of the Rydberg constant and even to test Quantum Electrodynamics (QED)
theory more accurately, by avoiding the uncertainties about the proton radius. Moti-
vated by this perspective, we investigate the influence of the gravitational interaction
on the energy levels of Hydrogen-like ions in Rydberg states within the context of the
braneworld models. As it is known, in this scenario, the gravitational interaction is
amplied in short distances. We show that, for Rydberg states, the main contribution
for the gravitational potential energy does not come from the rest energy concentrated
on the nucleus but from the energy of the electromagnetic field created by its electrical
charge, which is spread in space The reason is connected to the fact that, when the
ion is in a Rydberg state with high angular momentum, the gravitational potential
energy is not computable in zero-width brane approximation due to the gravitational
of the electrovacuum in which the lepton is moving. Considering a thick brane scena-
rio, we calculate the gravitational potential energy associated to the nucleus charge in
terms of the confinement parameter of the electric field in the brane. We show that
the gravitational effects on the energy levels of a Rydberg state can be amplified by
the extra dimensions even when the compactfication scale of the hidden dimensions is
shorter than the Bohr radius.

Keywords: braneworld, Rydberg states, extra dimensions .
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Capitulo 1

Intoducao.

A busca por uma teoria capaz de unificar as interagoes fundamentais e de condensar
a descricao dos fenomenos da natureza por meio de um esquema tunico é um dos
principias interesses da atual Fisica Moderna. Um fato importante é que essas teorias
exijem a presenca de dimensoes espaciais extras quando a gravitacao é incluida. A
primeira teoria moderna de dimensoes extras foi proposta em 1921 por Theodor Kaluza
[1] e ajustada em 1926 por Oskar Klein [2], que forneceu uma justificativa para a
nao observancia dessa dimensao na natureza. Neste modelo, a dimensao extra esta
enrolada formando um circulo de raio [ da ordem do comprimento de Planck, o que a
torna indetectavel até para os mais avancados aceleradores de particulas. Essa teoria se
alinha a tao sonhada Teoria do Campo Unificado procurada por Einstein E] ao formular
a unificacao do eletromagnetismo de Maxwell com a sua Teoria da Relatividade Geral,
considerando nosso Universo com cinco dimensoes; as quatro dimensoes do espaco-
tempo ordinédrio e uma dimensao espacial extra.

Com o passar do tempo, o interesse pelas dimensoes extras foi de certo modo
arrefecido, dada a impossibilidade de verificacao empirica. No entanto, em 1998 a

ideia ressurge com um modelo de branas que se propoe a resolver o problema da

'Na época de Einstein, os dois campos conhecidos eram o campo elétromagnético e o campo
gravitacional.



hierarquia, que corresponde a grande diferenca de energia entre a escala de Planck
10'8Gev e a escala eletro-fraca 10°Gev. Esse modelo foi proposto por Nima Arkani-
Hamed, Savas Dimopoulos e Georgi Dvali, e é conhecido como modelo ADD [3]. Esse
modelo deu impulso as chamadas teorias de branas (em alusdo a uma menbrana) no
quadro de dimensodes extras, onde nosso Universo é tratado como uma hipersuperficie
(3-brana), imersa em um espago ambiente dimensionalmente maior, conhecido como
“bulk”. Neste cendrio, a matéria e os campos se encontram presos na brana em um
estado de confinamento, enquanto que a gravidade pode se propagar ao longo da
dimensao extra. Em consequéncia disso o estudo do campo gravitacional se torna um
bom instrumento para investigar a existéncia de dimensoes extras

Desde entao, outros modelos de branas surgiram, dentre estes podemos citar os
propostos por Lisa Randall e Ramam Sundrum [4] [5], mais comumente conhecidos por
modelo Randall-Sundrum, sao os modelos: RSI e RSII. De maneira geral, a principal
difrenca entre os modelos de branas é de como a dimensao extra estd escondida dos
dados observacionais. Em Teoria de Campos, uma brana pode ser interpretada como
uma solugao do tipo “kink” (parede de dominio) que por meio de interagoes é capaz de
aprisionar a matéria e outros campos em seu interior.

A grosso modo, os modelos de branas propoem que a razao da gravidade ser tao
fraca comparada as demais forcas esta no fato de que o campo gravitacional é o tinico
campo que pode se espalhar em todas as diregoes, portanto, para longas distancias,
parece ser mais fraco do que as demais interagoes, onde o tratamento quadridimen-
sional usual é recuperado. Contudo, para distancias menores do que o comprimento
das dimensoes extras, esses modelos predizem que a forca gravitacional é ampliada em
comparagao com a forca newtoniana tridimensional por um fator que é proporcional
ao numero de dimensoes extras. Este fato motivou muitos pesquisadores a estudarem

os efeitos da gravitacao em nivel atomico e molecular como uma maneira de obter



limites experimentais para os parametros das teorias de dimensoes extras [6), [7].

Neste trabalho, estudamos a influéncia da dimensao extra sobre os estados de Ryd-
berg para dtomos tipo hidrogénio. Estamos motivados por recentes desenvolvimentos
na area de espectroscopia, que propoem que as frequéncias de transicoes Opticas en-
tre os estados de Rydberg seriam métodos eficientes para testar a QED, (do inglés,
Quantum Electrodynamics), e também para determinar a constante de Rydberg mais
precisamente[8]. A atual incerteza relativa para a constante de Rydberg é da ordem de
10712 [9], este valor é determinado a partir das comparagoes de predigoes tedricas e das
medicoes entre frequéncias de transicoes do estado S para o Hidrogénio e o Deutério
[8,9]. Entretanto, em relagao ao estado S, as predigdes tedricas sao limitadas pela in-
certeza sobre o raio do préton [8], conhecido como o enigma do raio do préton [10] [11],
que se configura como uma diferenca entre as medidas para o comprimento do raio do
préton baseada na espectroscopia do hidrogénio muodnico e o valor recomendado pelo
CODATA [9], que por sua vez estd baseado na interagao elétron-préton.

No entanto, para altos valores de momento angular a influéncia da estrutura in-
terna sobre os estados de Rydberg pode ser negligenciada, assim, as predigoes sao
praticamente independentes do raio do préton, de sorte que estejamos livres dessas
incertezas. Com os avangos tedricos e experimentais [10], hd uma grande expectativa
de que medigoes mais precisas de certas transicoes entre estados de Rydberg, pode nos
levar a uma constante de Rydberg cada vez mais precisa. Diante destas possibilidades
nos parece relevante investigar como as dimensoes extras podem interferir nos estados
de Rydberg no cenario de branas. Um ponto importante é o fato de que quando o
espago possui mais de duas dimensoes extras a energia potencial gravitacional média
para atomos tipo hidrogénio no estado S, < Ug >, diverge se a estrutura da brana
nao ¢ levada em conta.

Este comportamento deve-se ao fato de que o potencial gravitacional ¢ produzido



pelo préton nao é calculado no interior do nicleo, na aproximacao em que a espessura
da brana tende a zero [I3], 12, [14]. No entanto, caso o dtomo esteja em um estado de
Rydberg, essa situacao pode ser diferente. Nesses estados com momento angular alto,
o termo dominante < Upg, > ¢ finito no limite da brana fina, de modo que a brana
sem espessura é uma idealizacao valida. Contudo, sob tais circunstancias, a ampliacao
da energia potencial gravitacional pela dimensao extra é significante somente se o raio
de compactificagao R for maior em comparacao ao raio de Bohr. Se considerarmos
as atuais restringoes para (R) poderiamos ser levados a concluir que os efeitos da
dimensao extra nos estados de Rydberg sao despreziveis.

No entanto, uma caracteristica importante deve ser destacada nesse contexto. A
geometria em torno do nucleo deve ser similar a geometria de Reissner-Nordstrom.
Portanto, além do potencial gravitacional ¢ produzido pela massa de repouso existe
também uma influéncia gravitacional associada a energia do campo eletromagnético
criado pela carga do nucleo, que no limite de campo fraco sera descrito por um certo
potencial y. Embora no espaco tridimensional, x seja pequeno quando comparado a
©, no cenario de branas essa relagao pode ser diferente para uma certa regiao fora
do nicleo como veremos. De fato, como o campo elétrico esta espalhado no espaco
tridimensional, o potencial y diverge em todo ponto do espaco no limite em que a
espessura da brana tende a zero, neste caso a distribuicao de energia elétrica dentro
da brana deve ser considerada para obtermos um resultado computével.

Considerando nosso problema no cenério de brana com espessura, estudamos a
funcao de Green associada ao potencial gravitacional em escalas de comprimentos
menores que R, onde os efeitos das dimensoes extras sao mais fortes. Com esta funcao
de Green, calcularemos o potencial y, de curtas distancias e concluimos que este
pode ser mais forte do que o potencial yg, fora do ntucleo. Isso pode nos trazer

resultados interessantes. De fato, considerando um fon tipo Hidrogénio em um estado



de Rydberg, veremos que os efeitos da dimensao extra podem amplificar a energia
potencial gravitacional do fon, mesmo quando a escala de compactificacao R é menor
do que raio de Bohr, devido ao comportamento de .

Motivados por este resultado, estimamos os efeitos da gravidade em dimensoes mais
altas sobre as transicoes Opticas para ions tipo Hidrogénio e discutimos a possibilidade
de usar a espectroscopia dos estados de Rydberg na busca por tragos de dimensoes

extras.



Capitulo 2

Teorias de Dimensoes Extras.

Em 1916, Albert Einstein apresentou ao mundo a sua Teoria da Relatividade Geral.
Uma nova teoria para a gravitagao, que mudaria para sempre a nossa compreensao do
Universo. Completa e auto-consistente, a Relatividade Geral surpeendeu a comunidade
cientifica com sua elegante descricao matematica, e ainda mais com suas confirmagoes
experimentais: a deflexao da luz, o avanco do periélio de Merctrio e a recente detecgao
das ondas gravitacionais.

Apo6s essa descoberta, Eisntein buscou uma teoria de campo unificado, um modelo
completo e coerente, pelo qual as forgas da natureza fossem descritas por meio de um
esquema unico. Em sua época, as duas forcas conhecidas eram a forca eletromagnética
e forca da gravidade, entao, ele imaginou que assim como a gravidade era descrita
pelas propriedade geométricas do espaco-tempo, a forca eletromagnética seria também
advinda de propriedades semelhantes. Eisntein nao obteve éxito em sua busca.

Foi entao, que em 1921, o matematico Theodor Kaluza, publicou um breve artigo
no qual descrevia a unificacao da gravidade com o eletromagnetismo, considerando um
espaco-tempo de cinco dimensoes. Passados cinco anos, em 1926, o fisico sueco Oscar
Klein, introduziu algumas modificagoes na teoria de Kaluza, desde entao, a teoria ficou

conhecida como teoria de Kaluza-Klein. Era o surgimento dos modelos de dimensoes



extras no contexto da Relatividade Geral.

Nos dias de hoje, os modelos de dimensoes extras se fazem presentes em boa parte
do ramo da fisica tedrica. Neste capitulo, faremos uma revisao sobre algumas teorias
de dimensoes extras. Comecamos com a teoria de Kaluza-klein, e depois partiremos

para aos chamados modelos de dimensoes extras de grande escala.

2.1 A Teoria de Kaluza-Klein.

A unificacao entre o Eletromagnetismo de Maxwell e a Relatividade Geral de Eins-
tein é possivel quando consideramos o espago-tempo contendo 5 dimensoes. Uma di-
mensao temporal e quatro espaciais. A quinta dimensao z, juntamente com as quatro
dimensodes do espago-tempo ordinario formam um conjunto de coordenadas (4 + 1)-
dimensional descrito como: (z*, z), onde = 0,1,2, 3.

A métrica, elemento fundamental para as chamadas Teorias Métricas de Gravitacao
(Relatividade Geral, por exemplo), quando observada de um espago-tempo fisico na

teoria de Kaluza-Klein, contém trés partes distintas:
e A métrica do espago-tempo ordindrio g, com p = 0,1,2,3.
e Um campo 4-vetorial g, = g....
e Um campo escalar g...

A parte g,. pode ser identificada com A, o potencial vetor eletromagnético. J4 a
parte g, com o campo escalar ¢. De modo que tenhamos uma métrica gp, parame-

trizada da seguinte maneira:

G + KOALA, KOA
gap= | " : g (2.1.1)
KOA, ¢
consideramos a métrica 4-dimensional com assinatura do tipo: (+, —, —, —). os indices

de gap, variam com (A, B =0,1,2,3,4).



Como ponto de partida, Kaluza propos que o Universo em cinco dimensoes esta
livre de matéria. Na tal condicdo, as equagoes da Relatividade Geral (equagoes de

Einstein), sdo descritas como:

Gap =0, (2.1.2)

isto equivale a:

Rup =0, (2.1.3)

aqui, temos que: Gap = Ruap — %RgAB é o tensor de Einstein 5-dimensional. A

quantidade Rsp definida como:
Rap = 001G, — 05150 + TSI s — TG0, (2.1.4)

é o tensor de Ricci, e ainda R = gagRA®P é o escalar de curvatura.

O tensor de Ricci 5-dimensional possui a mesma forma do caso ordindario, assim
como os simbolos de Christoffel, que sao definidos em termos da métrica g sao dados
por:

1
[ip = §QCD (9agpB + O8gpa + Opgan) - (2.1.5)

2.1.1 Condicao Cilindrica.

Fenomenologicamente, a dimensao extra nao é observada. Para incorporar isso em
sua teoria, Kaluza impos uma condi¢ao ao seu modelo, essa condi¢ao conhecida como
condicao cilindrica, exige que a derivada de todas as componentes da métrica com

relagdo a coordenada extra sejam nulas [I], ou seja,

09aB
0z

-0, (2.1.6)

Baseados nesta condicao, podemos determinar as equagoes de campo no contexto

de dimensoes extras. Utilizando as equagdes (2.1.4]) e (2.1.6) e ainda a métrica gap,

teremos

O L 9,0.0) — 9, 217

G = 5
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VFIF,, = —3(%5, (2.1.8)
2¢3
O¢ = F,, F"™ (2.1.9)

aqui, temos que G, = R, — Rg,,/2 é o tensor de Einstein ordindrio em 4 dimensdes.
O tensor T, fVM = }L 9 Fopl of _F = Fya representa o tensor energia-momento eletro-
magnético e F,3 = 0,Ap — 0sA, corresponde ao tensor eltromagnético.

Se considerarmos que o campo escalar ¢ é constante no espago-tempo, entao ob-

temos das equagoes (2.1.7)) e (2.1.8]), as correspondentes equagdes de Einstein e as

equacoes de Maxwell sem fonte:

G, = 8TGH*TEM (2.1.10)

pv
VHE, =0 (2.1.11)

observa-se de ([2.1.9)), que a condigao adicional F),, F* = 0, ¢ satisfeita por campo de

radiacao.
O Método Variacional.

Como sabemos, boa parte dos sistemas fisicos possuem a dinamica de suas equagoes
obtidas do conhecido principio de Hamilton, o “principio da agao minima”. Neste
principio, a “agao”, que é uma funcao das variaveis dinamicas, é estaciondria com
respeito a uma pequena variacao destas variaveis.

A grande vantagem de usar este método, é que ele nos permite estabelecer uma
conexao entre simetria e leis de conservacao. Na Teoria da Relatividade Geral, as

equagoes de Einstein sao obtidas a partir da “acao”de Einstein-Hilbert;

SEH——W/ 2v/—gR, (2.1.12)

neste caso, g = det(gu,) é o determinante em 4 — D e R é o escalar de Ricci. As

equagoes de Maxwell na auséncia de fontes sao obtidas por;

Senm = ——/d“:p\/ gF,, F" (2.1.13)
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sendo F},, o tensor eletromagnético.

Em 5 dimensoes, a acao que de Eisntein-Hilbert seria

= /d5x\/§§f{ (2.1.14)

onde g e R sao o determinante da métrica (—, +...+) e o escalar de Ricci no espaco
ambiente. Usando a decomposicao da métrica e a condigao cilindrica podemos mostrar

que

S = /d4m\/_d> (m+ —¢*F,, " + %%f’”b) (2.1.15)

desta maneira, observamos que a Teoria da Relatividade Geral, quando interpretada
como uma teoria 5-dimensional no vacuo, contém a Relatividade Geral no espago de

4-dimensional na presenga de uma campo eletromagnético.

2.1.2 A compactacao de Klein.

Em 1926, o matemético Oscar Klein procurou justificar em bases fisicas a condi¢ao
cilindrica de Kaluza. Ele considerou que a coordenada extra deveria ter a topologia
de um circulo e uma escala de comprimento muito pequena. Isto justifica a Natu-
reza aparentemente quadridimensional do Universo. Este aperfeicoamento a teoria de
Kaluza ficou conhecido como o mecanismo de compactacao de Klein, e desde entao a
teoria ficou conhecida como teoria de Kaluza-Klein.

A figura 2.1 ilustra de maneira simples essa idéia. As quatro dimensoes espaciais
formam um “cilindro”onde as trés dimensoes usuais (z', 2%, ®) sdao infinitas com a
topologia do R3. A dimensao extra z é um circulo de raio [, topologia S*.

Essas modificagoes trouxeram algumas implicacoes interessantes. Vamos considerar

uma campo escalar ¢ (z#, z), em um espago de cinco dimensoes. Devido a topologia

compacta, os campos devem ser peridédicos com respeito a dimensao extra

¢ (2" z) = ¢ (at, 2z + 2ml) (2.1.16)
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Figura 2.1: A teoria de Kaluza-Klein.

onde [ é o raio da quinta dimensao.
Em razao disso, os campos que compoem a métrica (2.1.1) podem ser expandidos

em séries de Fourier:

G (29, 2) = ngﬁ) (z#) em*/t, (2.1.17)
¢ (at,2) =Y o™ (a) e (2.1.18)
A (ot z) =) A () e (2.1.19)

onde o n-ésimo modo de Fourier é rotulado pelo indice n. Observe que os campos sao

independentes da coordenada extra apenas para n = 0, ou seja, no modo zero.
Agora, vamos estudar o comportamento de um campo escalar em um espago-tempo

plano. A equacao de Klein-Gordon para um campo escalar sem massa em cinco di-

mensoes é:

Oy = 0, (2.1.20)

2, . . .
onde Oy = O + % é o operador d’Alembertiano em 5 dimensbes. Podemos resol-
ver a equacao diferencial acima pelo método da separacao de varidaveis. Para isso,

consideramos uma solucao do tipo:

Qb(xu’z) - X(ZL"M)QO(Z) ) (2'1'21>

onde x (z*) é uma fungao apenas de x*, enquanto que ¢ (z) é fungao apenas da coor-
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denada extra z. Entdo, substituindo (2.1.21)) em (2.1.20)), encontramos:

1 1 9% (2)
Oy (2" = 0. 2.1.22
@ XSG o 212
A tnica condicao que satisfaz a equacao acima é
! oy =c (2.1.23)
X (") = C, 1.
X (z#)

1 Pp(2)
=-C. 2.1.24
p(z) 022 ( )

Para alguma constante C', a equacao ([2.1.23]) pode ainda ser escrita como:
Ox (z") = Cx (2"), (2.1.25)

que nada mais é do que a equagao de Klein-Gordom no espago-tempo de 4-dimensoes,
onde a constante C representa a massa do campo.

Por sua vez, a equagao ([2.1.24)), quando resolvida apresenta a seguinte solucao:
¢ (2) = Asin (\/52) + B cos (\/5 ) . (2.1.26)
Entao, com as condigoes de contorno de (2.1.16)), devemos ter

6 (0) = 6 (2r) . (2.1.27)

Com isso, observamos que C' nao pode ser arbitrario, os possiveis valores permitidos

para C sao expressos por

C = % (2.1.28)

Veremos adiante, que este resultado leva a um importante fato.

Observamos que C' é positiva, entdao podemos escreve-la como C' = m?. Para cada

valor permitido de m devemos ter:
Ox™ (2#) = m{ X" (a*) , (2.1.29)

onde

m2 =" (2.1.30)
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Com isso, podemos ver que do ponto de vista quadridimensional, x (x,z) pode ser
decomposto em um modo zero n = (0 sem massa ((b(o)), e um conjunto de outros modos
que denominaremos modos de Kaluza-Klein, ou simplesmente modos KK. Neste caso,
cada modo KK, pode ser interpretado como uma particula com massa |n|/I.

Sendo assim, se [ for suficientemente pequeno, por exemplo da ordem do compri-
mento de Planck [ ~ 1073*m, como Klein sugeriu, a quantidade de energia suficiente
para excitar o modos nao nulos n # 0, estariam fora do alcange dos experimentos
atualmente. Assim, para que a dimensao extra seja observada, as energias dos acele-
radores devem ser da ordem de E ~ 1. Isto explicaria o fato de ndo haver ainda a

l

deteccao da dimensao extra.

2.2 0O Modelo ADD.

Vimos que na teoria de Kaluza-Klein, a dimensao extra é compacta, se seu com-
primento é proporcional ao comprimento de Planck, entao ela seria indetectavel, como
vimos na sec¢ao anterior. Passados quase 70 anos, os fisicos Nima Arkani-Hamed, Sa-
vas Dimopoulus e Georgi Dvali, propuseram um modelo para dimensoes extras que
divergia em um aspecto muito crucial da teoria de Kaluza-Klein. Neste modelo, co-
nhecido como o modelo ADD [3], a dimensao extra ainda é compacta, no entanto, o
seu comprimento pode atingir a escala submilimétrica, sem trazer qualquer conflito
com a experiéncia. Uma das motivacoes desse modelo, é a tentativa de resolver o
conhecido problema da hierarquia. Este problema, de maneira resumida, consiste na
grande diferenca de energia da escala eletro-fraca comparada a escala de Planck.

O modelo ADD, se baseia na hipotese de que a matéria e os campos estao confinados
em um espago com trés dimensoes espaciais (a 3-brana) enquanto que a gravidade pode
se propagar ao longo da dimensao extra. Nesta se¢ao, vamos estudar a localizacao dos

férmions na brana [16], e discutiremos também os efeitos da dimensao extra sobre a
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gravitagao nesse modelo.

2.2.1 O Confinamento da Matéria.

Podemos imaginar nosso Universo em (3 + 1) dimensoes, como sendo uma hiper-
superficie imersa em um espaco de dimensoes extras. De acordo com o modelo de
branas, nossa hipersuperficie ordinaria se encontra confinada e evolui. A parte espa-
cial é chamada 3-brana e o ntimero 3 se refere ao nimero de dimensoes espaciais da
hipersuperficie. Concluimos desta maneira, que uma brana é uma subvariedade de um
espaco ambiente maior.

Uma maneira simples de ilustrar o mecanismo de confinamento da matéria, é consi-
derar uma teoria de localizacao de férmions por uma parede de dominio em um modelo
que admita a existencia da dimensdo extra z [I7]. Neste caso, a parede serd descrita

por um campo escalar ¢ = ¢ (z#, z). A acado referente ao campo escalar é dada por:

5= / d'zdz B (040)> -V (qb)} | (2.2.31)

onde A =0,1,2,3,4 e V (¢) é o petencial escalar. Consideremos o potencial V (¢),

como sendo:

)\2
V)= (¢~ V)2 (2.2.32)
E f4cil observar que V (¢), possui dois minimos de energia estaveis, para ¢ = —v e
V(o)

\ [

\"\ /\ /I
\-V/ - ¢

Figura 2.2: Gréafico do potencial V (¢) em fun¢ao do campo ¢.
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¢ = v e um maximo instavel em ¢ = 0. Observamos esse comportamento na figura
2.2.

Nosso objetivo é o de encontrar uma solucao do tipo parede de dominio. Para isso,
vamos procurar uma solucao estatica que seja uma funcao apenas da dimensao extra z.

Devemos levar em consideracao a dinamica do campo, isto é obtido quando aplicamos

a equacao de Euler-Lagrange %;?: — 04 [%} = 0 na Lagrangiana vista em (2.2.31]),

onde encontramos como resultado

av

O . 2.2.
AD + —— o =0 (2.2.33)
Aqui, 0® = 0% = 189,05, neste caso;
d2¢
d02< 2) + ¢0 (62 —v*) =0, (2.2.34)

que possui solugao do tipo parede de dominio, conhecida como “kink”na seguinte forma

[16]:
Avz
¢o (2) = vtanh (T) . (2.2.35)
¢(z)
y
z
-y
Figura 2.3: Solucao do tipo“kink”, parede de dominio.
Notemos que, quando ¢y (z — —00) = —v e ¢g (2 — +00) = v. Portanto, a solugao

(2.2.35)) separa os dois estados de menor energia. E por esta razao que esta configuracao

¢é chamada de parede de dominio.
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A parede de dominio possui uma certa densidade de energia. Consideremos 773,

a densidade de Hamiltoniana associada ao campo escalar ¢, onde 4 = Hé - %,

IT= % é o momento conjugado & ¢. Entdo, temos que:
= % (040)? + %2 (6* — %), (2.2.36)
Note ainda, que se ¢ = —v e ¢ = v temos 5%, = 0, no entanto, considerando a solugao
do tipo , o resultado sera:
A212

My = (2.2.37)

1
Zcosh4 (%) '

Podemos visualizar a distribuigcao de energia, como mostrado na figura, abaixo:

/|\
VAN

Figura 2.4: A Densidade de Energia da Brana em z = 0.

Observa-se que a energia se concentra em torno de z = 0, em uma faixa proporcional
a A. Sendo assim, concluimos que A introduz uma escala que pode ser vista como o
inverso da espessura da brana.

Uma vez conhecida 74 em (2.2.37), podemos calcular a densidade de energia.

Integrando na dimensao extra temos:

© 1 A2 2008
a:/ Y gp="Y (2.2.38)

. 4cosh? (2) 3

note que se A — oo, a espessura da parede vai a zero. Se o é mantido constante, neste

limite a parede de dominio dard origem uma 3-brana.
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2.2.2 A Localizagao dos Férmions.

Férmions sao particulas de spin semi-inteiro como o elétron e o préton, por exemplo.
O movimento dessas particulas é descrito pela equacao de Dirac [12]. Nesta secao,
vamos descrever a teoria de Dirac no espaco-tempo de 5 dimensoes. Uma discussao
mais profunda serd feita no capitulo seguinte desta Tese, que sera dedicado apenas
para a Mecanica Quantica Relativistica.

Na teoria de Dirac, férmions sao descritos por espinores 1, sobre eles atuam as
matrizes de Dirac [16]. Em 5 dimensoes, as matrizes de Dirac I'** podem ser definidas

a partir das matrizes de Dirac quadridimensionais v* de acordo com a seguinte forma:

TH = A
5

[* =iy

onde, v° = in%9v1v%243, e 70, 41, 42, 43 sdo as matrizes de Dirac:

0 1
NP = ( 2 ) . (2.2.39)
Ioxa 0

Podemos verificar que as matrizes I'°, satisfazem a dlgebra usual das matrizes de Dirac:
MAT8 4 7874 = 2415, (2.2.40)
A acdo do campo de Dirac pode ser representada como segue:
Sijp = / d*zdz (i(VT4940 — mUe) (2.2.41)
onde a lagrangiana para o campo de Dirac em cinco dimensoes tem a forma:
L = iU — mUU, (2.2.42)

Usando a equagao de Euler-Lagrange, a equagao de Dirac no contexto de dimensoes

extras é da forma:

(iT404 —m) ¥ = 0. (2.2.43)
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Essa equacao descreve o campo de Dirac livre. Vamos agora considerar a interagao
desse campo com uma parede de dominio. Como vimos na secao anterior, a parede é
descrita por um campo escalar numa configuracao particular. Vamos considerar uma

interagao tipo Yukawa [17] entre ¢ e ¢. A acdo de interagao seria:
Sint = —h / d*rdzp00, (2.2.44)

onde h é uma constante de acoplamento. Considerando isto, a agao total do nosso
sistema serd composto da soma da acao puramente fermionica com a acao de interacao

S = S1/2 + Sinr, com ¢ no estado de parede de dominio ¢y, assim temos:
S = / d*zdz (V1494 — mUV — hep V) . (2.2.45)
Considerando um férmion sem massa, m = 0, a acao se reduz a:
S = / d*zdz (V4040 — hepy V) (2.2.46)
o que nos fornece a seguinte equacao de movimento
iI#0,¥ 4 i 0, ¥ — h¢p¥ = 0. (2.2.47)

Agora, nosso proximo passo serd resolver a equacao acima. Para isso, faremos uso
do método de sepacao de varidveis. Vamos considerar que W5y = 1 (x) f (2), onde
¥ (z) é um espinor de Dirac 4-D [I8] 21], f (z) é uma fungao apenas da coordenada

extra. Assim, ficamos com:

azf (Z)
f(2)

iT*y () + T, (2) — heot) (x) = 0, (2.2.48)

Vamos impor que v = 1, isto ndo implica em nenhuma restricio fisica, uma vez
que afirma que particulas de massa nula possuem quiralidade bem definida. Assim

devemos ter:

ﬁazf (2) + hoo|  (x) — ir" By (x) = 0, (2:249)
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entao, para satisfazer a condicao acima devemos ter

it (x) = map (z) (2.2.50)
e simultaneamente:
d
fdiz) — (m — héyo) f (2). (2.2.51)

Por causa de ([2.2.50)), m é interpretada como a massa do espinor em quatro di-

mensoes. No caso em que m = 0 temos a seguinte configuragao,

df (2)
dz

= —hoof (2) (2.2.52)

admitindo que f (z) tende a zero no infinito, a solucao de ([2.2.52)) é:

f(2) = exp (—h/oz ¢0dz) (2.2.53)

Do comportamento de ¢g, ver figura (2.3), observamos que para z grande f (z) cai
de forma exponencial. Isto significa que o modo zero dos férmions estd confinado na

brana. De fato, a funcao de onda para os férmions de modo zero é dada por:

Yo = exp (— / heo (2) dz) U, (2.2.54)

0

Com essa expressao, chegamos a conclusao que o modo zero esta localizado préoximo
a z = 0, ou seja, na parede de dominio. Uma vez que a funcao de onda para |z| muito
grande vai a zero ao longo da dimensao extra.

Com a equacao ([2.2.51)), é possivel determinar os valores admissiveis para m. Como
j& mencionamos m pode ser interpretado como os modos K K. Segundo Rubakov [16],
o espectro de massa dos férmions presos na brana tem o comportamento semelhante
ao da figura 2.5. KEsse espectro se caracteriza por um salto entre o modo zero e os
demais modos, que sao proporcionais a m ) = hv. Sendo assim, considerando v muito

grande, os modos com massa estariam inacessiveis a experimentacao.
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Mlgermion

ms = hr

const - hy

m =20

Figura 2.5: Espectro de massa para os Férmions presos na Brana.

2.2.3 O Potencial Gravitacional para um sistema de n di-

mensoes.

Como ja mencionamos, no modelo ADD os campos e a matéria estao localizados
na brana. No entanto, o campo gravitacional pode se propagar ao longo da dimensao
extra. Para estudar as implicacoes disto, vamos obter o potencial gravitacional New-
toniano em um espaco com D dimensoes espaciais gerado por um corpo de massa
m.

Para tal objetivo, devemos fazer duas consideragoes importantes. A primeira é
considerar que o campo gravitacional § seja conservativo para um espaco de D di-
mensoes, e a segunda, que as equagoes de campo tenham a mesma forma da equacao

quadridimensional [22]. Assim, a equagao sera:
V.- §=—4rGPp, (2.2.55)

onde p é a densidade de matéria e GP é a constante gravitacional em D dimensoes.
Se o corpo tem simetria esférica, g(r) é radial e depende apenas de r. Nesta
situacgao ¢ util aplicar o teorema da divergéncia para encontrar o campo produzido
pelo corpo. Para isso, considere um corpo de massa m e uma esfera SP~! (r) de raio
r, de modo que a esfera esteja centrada no corpo de massa m. Esta esfera, é por sua

vez, o contorno de uma bola BP (r) [22]. Com isso podemos integrar ambos os lados
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de (2.2.55)) sobre a bola B” (1), assim teremos:

(V- §)dv = —47TG(D)/ pdv. (2.2.56)

B(D) B(D)
Sabemos que | B(D>(6 - §)dv = ®,,, ou seja, a integral equivale ao fluxo de § através

de SP~1(r). Precisamos do volume da esfera em um espago de dimensoes extras, que

¢ dado por:
271'5/2
Vol(SP~(r)) = rP ™t . 2.2.57
ol(57 () = 17 5 (2257)
Logo considerando que g(r) é conservativo entao, g(r) = —6gz5, onde ¢ é o potencial
gravitacional, usando a simetria esférica do corpo, concluimos que
2I(D/2)  Gm
= 2.2.58
¢(7~) 7TD/2_1(2 _ 2D) TQ ( )
Note que se temos D = 3, o potencial Newtoniano é recuperado, se D = 4 o

potencial ¢ é fungao de 1/r%. Este comportamento nao é compativel com as observagoes
de fenomenos gravitacionais de uma escala de longa distancias e por isso é necessario

compactificar a dimensao extra, para tornar o modelo fenomenologicamente viavel.

2.2.4 Potencial Gravitacional numa Dimensao Extra Com-

pacta.

Considere que o espaco possui uma dimensao extra espacial e tem a topologia de
R x S! hipercilindrico. Para determinarmos de forma explicita o potencial gravitaci-
onal newtoniano produzido pela massa m nesse espaco, vamos fazer uso da seguinte
ilustracao abaixo.

Na figura, o observador no ponto O vé o corpo de massa m em um ponto do Uni-
verso tem a “forma”de um cilindro. Na figura seguinte, o cilindro é representado por
um espago aberto com “massas”topologicas. Na iltima figura, temos uma situagao
onde o observador estd muito distante da massa e observa uma distribuicao pratica-

mente continua.
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Figura 2.6: Corpo de massa m vista pelo observador O.

Como a dimensao extra é compacta e tem a topologia de um circulo, as linhas
de forca provenientes do corpo de massa m dao voltas em torno do espaco, até que
atingem o observador em O.

Imaginemos agora que pudéssemos desenrolar o cilindro. O que o observador veria,
seria um plano onde a nossa massa m estaria no centro. Nessa configuracao, ele
também estaria sofrendo a agao de outras “massas” (my, ms...), que estao distribuidas

43

ao longo da linha que passa pelo centro da massa m. Essas “massas”, sentidas por
O sao chamadas de imagens topoldgicas. A distancia minima entre elas é exatamente
27l, ou seja, o comprimento da dimensao extra.

Caso o observador esteja a uma distancia R suficientemente maior que [, as “mas-
sas” estarao distribuidas de maneira praticamente continua ao longo da dimensao extra.
Podemos entao, calcular o potencial gravitacional produzido por essa “massa”. Uti-
lizamos a lei de Gauss, escolhemos uma superficie gaussiana que envolva a linha de
massa como mostra a figura, lembrando que como o espago possui 4 dimensoes, a
base do cilindro serd uma esfera em vez de um circulo, sendo assim, a “area”’dessa

“superficie” gaussiana serd 4rR?L, onde L é o comprimento do “cilindro”na dimensao

extra.
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Segue pela lei de Gauss que:
/g- dA = —47Gs My, (2.2.59)

aqui, My € a quantidade de massa topoldgica contida na linha continua dentro da
superficie gaussiana cilindrica. As “massas”estao separadas por uma distancia de 27,
sendo assim, o numero de imagens contidas em uma linha de comprimento L equivale

a L/2ml, de modo que tenhamos:
My = ——m. (2.2.60)

Considerando a simetria cilindrica da distribuicao de matéria, concluimos que g, possui
simetria cilindrica. Neste caso, § dependera apenas da coordenada radial R, sendo
assim:

- Gsm
= —— 2.2.61
g(‘R) 27TR216R7 ( 6 )

0 que nos leva a um potencial do tipo:

S(R) = — (ij:?) L (2.2.62)

R
Gs recuperamos o potencial gravitacional no espaco usual

Se considerarmos Gy = 377,

(3 4+ 1)-dimensdes no dominio R > .

2.2.5 Escala de Comprimento e o Problema Hierarquia.

As constantes ¢ e h foram reveladas pela teoria moderna da fisica. No estudo
de gravitacao, também se faz presente a constante gravitacional G. Com essas trés
constantes, podemos construir o sistema de unidades de Planck, cujas unidades basicas
sao: comprimento de Planck /p, tempo de Planck tp e massa de Planck mp.

Definimos essas trés unidades usando essas constantes da seguinte maneira

|Gh
lp=1/—5 = 1,61 x 10"%cm, (2.2.63)
C
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l [Gh
tp = ?P =\ 5 =5.4x 104, (2.2.64)

mp = % = 2,17 x 10 °gm. (2.2.65)

Considerando que essas quantidades envolvem G associado a gravitacao i a mecanica
quantica e c¢ a relatividade, é natural pensarmos que essas quantidades definem uma
escala na qual os efeitos da gravidade quantica podem ser importantes.

Desejamos agora, mostrar uma relacao entre essas quantidades que se apliquem
a um espaco de D dimensdes. Em D dimensoes, a constante gravitacional GP tem

dimensao de G multiplicado por isto se da através de:

(Ip)° 2 = : (2.2.66)

Observando essa equacao, podemos notar que o valor de [p seria um valor efetivo,
advindo da constante fundamental [ definida no espago ambiente[3], 22, 24]. Em um
espago que contém uma dimensao extra compacta, e que possuia a topologia de um
circulo de raio [ cujo comprimento da dimensao 27l, as constantes gravitacionais se

relacionam da seguinte maneira:

GO

onde [. é o comprimento da dimensao extra. Como vimos em (2.2.62)), as constantes
gravitacionais do espago-tempo ordindrio 4-D e a do espaco de 5 dimensdes (uma
dimensao compacta), diferem por um fator que é proporcional ao comprimento da
dimensao extra.

Podemos generalizar a expressao acima para um espaco de n dimensoes, através

da relagao:
G(PD)

S = n)” = (1" (2:2.68)

isto considerando que o comprimento da dimensao extra é o mesmo. Combinando

(2.2.66) com a equacao acima, podemos escrever [. em termos de [p num espaco 4-D
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e o comprimento de Planck em D dimensoes (Ip):

P
I =1p (ZZ—D) . (2.2.69)

O problema da Hierarquia estaria resolvido se admitissemos que o comprimento de
Planck [p em um espago com D dimensoes extras fosse da mesma ordem da escala
eletrofraca Ip ~ 10~ ¥cm. Com esta condicao obtemos uma relacao para o tamanho

da dimensao extra e [, e o nimero de dimensoes do espaco
2
le=10""%(10")P~* (2.2.70)

Da relacao acima, observamos que no caso em que D = 5, ou seja, uma dimensao
extra [, ~ 102cm. Assim, um Universo com apenas uma dimensao extra nao seria
compativel com esse modelo, uma vez que com esse comprimento, essa dimensao ja
teria sido observada na natureza. Por outro lado, considerando um Universo de 6
dimensoes, duas dimensoes extras, teriamos [, ~ 0,0lmm. Esta é uma distancia na
qual as leis newtonianas da gravitacao estao sendo recentemente testadas.

Concluimos entao, que eventuais desvios da lei do inverso do quadrado da gra-
vitacao, poderia ser interpretada como indicios de dimensoes extras. Note que, quanto
maior o nimero das dimensoes extras , menor serd o comprimento da dimensao extra.
Para o caso de D = 10, ou seja, 6 dimensoes extras, o que sugere a teoria das super-
cordas [25], o tamanho seria de I, &~ 10~ 3cm, o que seria ainda um comprimento bem
maior que o comprimento de Planck. Por isso, esses modelos também sao conhecidos

como modelos de dimensoes extras de longa escala.

2.3 Os Modelos de Randall-Sundrum.

Os modelos de Randall-Sundrum RS [4, 5], também sao modelos de brana. Em
relagao ao modelo ADD, os modelos RS se destacam por mostrar que o espaco ambiente

de cinco dimensoes nao é incompativel com a experiéncia. Isto é possivel, em virtude do
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espago ambiente possuir uma constante cosmolégica negativa cujo valor esta ajustado
a tensao da brana.

Sao dois modelos, conhecidos por RSI e RSII. No modelo RSI, ha duas branas
separadas na dimensao extra que é compacta e finita. Ja no modelo RSII hé apenas

uma Unica brana permitindo que a dimensao extra possua comprimento infinito.

2.3.1 O Modelo RSI.

No espago ambiente do modelo RSI [4], existem duas branas, fazendo com que a
dimensao extra seja compacta. As branas estao localizadas em dois pontos fixos do
espaco ambiente. A primeira possui tensao positiva o, em z = 0 e a segunda, de
tensao negativa o_, em z = 2., onde z. é o comprimento da dimensao extra.

Admite-se que a dimensao extra possui a topologia do espago S'/Z,, cuja descricao
é feita da seguinte forma. Seja 6 € [—7, 7], a coordenada que rotula os pontos do circulo
St a topologia S'/Z, é obtida caracterizando os pontos —6 e #. Note que hé dois
pontos fixos com respeito a esta identificacao, os pontos § = 0 e § = w. As branas
estao localizadas nesses pontos.

A métrica de fundo do modelo RSI é dada por [20]:
ds® = a*(2)n,,datde” — dz? (2.3.71)

onde 7, é a métrica de Minkowski no espago-tempo (1 + 3), a(z) é o chamado fator
de deformacao dado por:
a(z) = e "l (2.3.72)
onde a constante x serd obtida via solucao das equacgoes de Einstein.
Na figura abaixo, podemos ver o comportamento de a(z) em S'/Z,.
Agora vamos tratar das equacgoes de campo para o espago ambiente, a fim de que

tenhamos conhecimento do fator k. As equacoes de Einstein, no espago ambiente, sao:

1
RAB — §gABR:TAB, (2.3.73)
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Figura 2.7: Comportamento de a (z).

onde Typ € o tensor de energia momento da fonte. Ele contém um termo relativo a

constante cosmoldgica A, assim como a tensdo da brana [24) [4]
Tap = AgAB —|—87TG(5)TAB, (2374)
onde aqui 745 nos traz o conteido de energia da brana, e é dado por:

(2.3.75)

T = 09&51,)6(2) — agffl,)é(z — 2),
TAB =
Ty, =0.

A expressao (2.3.75) implica que o fluxo de energia entre o espago ambiente e a brana
¢ nulo. Com a métrica (2.3.71]) e com o tensor energia momento em ([2.3.74]), obtemos

as equagoes de Einstein:
a/ 2 a//
[—3 (—) -3 (;)] = 871G 5 [06(2) — 0d(2 — 2z)] + A, (2.3.76)
G,. =0, (2.3.77)

{_6 (%)} _ AL (2.3.78)

onde a equacao ([2.3.77]) é automaticamente satisfeita. Ja a equacao ([2.3.78]) é satisfeita

se

kS =—=A, (2.3.79)
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0 que exije que a constante cosmoldgica seja negativa, para que a métrica (2.3.71)) seja
solucao das equacgoes de Einstein.
Olhando agora para ([2.3.76)) e integrando nas proximidades de z = 0 no intervalo
—€ < z < €, e tomando o limite de ¢ — 0, observamos que a tensao da brana esta dada
como
I B (2.3.80)
322G, o
(5)
Observe que tomamos a brana de tensao positiva. Se tomarmos a solu¢ao no ponto

z = z. 0 nosso resultado serd o mesmo. Portanto, o valor da tensao esta ajustado a

constante cosmolégica.

A Linearizacao da Gravidade no Cenario de Branas.

Considerando um corpo confinado em uma das branas, pretendemos agora estudar
o campo gravitacional produzido neste cenario. Por simplicidade, vamos considerar
o regime de campo fraco. Neste regime, a métrica do espaco-tempo pode ser escrita

como uma pertubagao da métrica de fundo da seguinte forma:
ds* = [a®(2)nu + | datda” — d2?, (2.3.81)

onde o tensor hy, é a perturbacdo. Este termo satisfaz a condi¢ao |h,,| < 1.
E por uma escolha de coordenadas temos h,, = 0. Agora, considerando a presenca

de matéria confinada na brana, as equagoes de Eisntein assumem a seguinte forma

GAB = 87TG(5) /Tgt + 87TG(5)T£{§”‘1 + AgAB, (2382)

onde os tensores 774" e 7479 s30 os tensores energia momento da matéria e da brana

respectivamente.

Assim, aplicando as equacoes de Eisntein para ([2.3.81]) teremos:

1/d » a\’ u
2 o)t =) M| e
CL72

?Tg(m)gw) (2.3.83)

]. "
h

L
— hH hP —
S0 Mt Ny +

_ pHP _ hH
v,o o,p, n hUVquU« h ,0',1/] +
H P I

+26[8(2) — 6(2 — 2e)] how — 26%h,, = 87G (5)0(2) (T(Zi“t -
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1 -2 v a v v
— §a <hl,’# — hL,p) + <$> (hWL — h#’y) =0, (2.3.84)

1 / " 2 167TG a2
—#y+%ww{%—<%)bmz—j§Lm@Wm (2.3.85)

E possivel escolhermos um sistema de coordenadas no qual h,,, € transverso e assim

com traco nulo. Neste caso ele satisfaz a condigao

B, = ht = 0. (2.3.86)

Isto simplifica as equagoes (2.3.83)-(2.3.85)). Observa-se que, (2.3.84) e (2.3.85)

sao astisfeitas na regiao externa automaticamente, enquanto que (2.3.83)) se reduz a

equacao:
W, —2 (267 = 266(2) 4 260(2 — 20)] how — a0 0phg, = 0. (2.3.87)

No intervalo 0 < z < z. os termos que sao proporcionais a delta sao nulos, logo a
equagao se reduz a:

hgp - 4’%2h01/ - a_Qauauhau - 0; (2388)

que pode ser resolvida pelo método de separacao de varidveis como veremos a seguir.
Voltando a equacao (|2.3.87)) e integrando em torno de z = 0 e z = z. encontramos as
equacoes

(h;u + 4/€hau) |z:0 - O, (2389)
(h’,o'y + 4/{'hau) |z:zc =0. (2390)

Observe que estas equacoes equivalem a condi¢oes de contorno para as solugoes de
(2.3.88)). Estas equagoes nos levam a um resultado muito importante. A quantizagao

do espectro de massa para gravitons, como veremos a seguir.

O Espectro de Massa para os Gravitons.

Voltemos a equacao ([2.3.88). Para resolvé-la, vamos usar novamente o método

da separacao de variaveis, para isso, devemos considerar uma solucao do tipo h,, =
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U(2)®,, (z). Substituindo esta expressao em (2.3.88) obtemos
Oy (2)0?W(2) — U(2)a 20, (z) — 4% [V(2) P, (2)] = 0, (2.3.91)

0 que nos leva a

U (2) — 4K2W(2) + CV(z) = 0, (2.3.92)
0®,, = —Cd,,. (2.3.93)

Veremos que é possivel mostrar que a constante C' pode assumir valores positivos.

2

Sendo assim, C' = m~, o que nos permite reescrever (|2.3.93|) como:

0®,,(r) + m*®,(z) = 0. (2.3.94)

Observamos que esta equacao tem a forma da equacao de Klein-Gordon para o
campo $,,(x) de massa m.

Como o campo P, (x) é uma fungao das coordenadas da brana, podemos interpreta-
las como um graviton de massa m, ou seja, uma perturbacao linear da métrica, para
os observadores que estao confinados na brana. Sendo assim, para cada m permitido,

temos um campo @, (z), chamado de modo de Kaluza-Klein ou simplesmente modo

KK.

Por sua vez a equacgao ([2.3.92)) fica da forma:

U (2) — 4570 (2) + 7;122\11(2) =0. (2.3.95)

Tomando m = 0, temos uma solugao particular da forma
U(z) = Coe 2= (2.3.96)

esta solucao e conhecida como modo zero, m = 0.
Adiante, veremos que ela é de fundamental importancia para recuperarmos o com-
portamento quadrimensional do campo gravitacional. Se m # 0, podemos fazer uma

mudanga de coordenadas x = "*e"*, neste caso, a equagao ([2.3.95)) fica escrita como

12

dz;;(zx) éd\l{;;x) N (1 B i) U(z) = 0. (2.3.97)
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Esta equacao é uma equacao de Bessel para n = 2 cuja solugao geral tem a forma:
U(z) = Ay (Tem) + BN, (T) , (2.3.98)
K K

onde J5(z) e Ny(z) s@o as fungoes de Bessel de ordem 2 de primeira e segunda espécies.

Impondo as condigoes de contorno vistas em (2.3.89) e ([2.3.90)), ficamos, para z = 0

com a seguinte equacao

U(z) = Cy [Jl (T) No (Tem) ~ N (T) T (Temﬂ , (2.3.99)

K K K K

onde (), é uma constante de normalizacao. Para z = z., ficamos com

J(ge™) _ A(%)
Ny (er=e) - Ni()

(2.3.100)

Os possiveis valores de m sao as raizes desta equagao, ou seja, o espectro dos gravitons
é fornecido pelo conjunto de solugdes desta equagao[41].

Para as primeiras solugoes de ([2.3.100|), temos
m >~ ke "%, (2.3.101)

Notemos que a massa dos gravitons depende do tamanha da dimensao extra. Neste
caso, se escolhemos um k grande e um z. pequeno tal que z.x > 1 entao, observamos
que a massa do primiero modo de Kaluza-Klein, KK, é muito grande m ~ k. Sendo as-
sim, para excitar o primeiro modo massivo seria necessario uma quantidade gigantesca
de energia, o que esta fora do alcange dos experimentos.

Esta é a explicagao para o fato que os gravitons massivos nao terem sido detectados.
Entao, um espaco-tempo com apenas uma dimensao extra seria compativel com os

dados observacionais, na escala de energia dos atuais aceleradores de particulas.

2.3.2 O Modelo RSII.

Sabemos que no modelo RSI existem duas branas, uma de tensao positiva e outra

de tensdo negativa. Agora, para o modelo RSII [5], suponha que retiremos a brana de
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tensao negativa e levemos a uma distancia infinita, isso faz com que a dimensao extra
deixe de ser compacta e passe agora a ter um comprimento infinito. Uma consequéncia
direta disto, é o fato de nao termos mais um espectro discreto para as massas dos
graviton, agora, o espectro de massa se torna continuo.

Nestas circunstancias, seria de se esperar que os gravitons de massa pequena esti-
vessem acessiveis para baixos valores de energia, o que colocaria a teoria em conflito
com a experiéncia. Entretanto, veremos adiante que a existencia de um modo zero e
normalizavel, nos permite recuperar o comportamento quadridimensional para longas

distancias.

O Modo Zero Normalizavel e os modos de Kaluza-Klein Continuos.

Voltemos agora para a equagao , como vimos, os modos KK satisfazem
essa equagao. Para estudarmos a normalizacdo de ¥(z), faremos uso da teoria de
Sturm-Liouville. Nesta teoria, as autofuncoes associadas a autovalores discretos sao
normalizaveis. Por sua vez, as autofuncoes relativas oas autovalores continuos sao
normalizaveis no sentido distribucional, isto é segundo a delta de Dirac.

Considerando que as autofuncgoes sejam finitas para z — oo é possivel mostrar que
todos os autovalores sdo nao negativos [27]. Outro fato importante, é a existéncia de
um modo zero normalizavel. De fato, se consideramos m = 0 na equacao ([2.3.95)),
temos

Wy(x) = Coe 2, (2.3.102)

E um ponto fundamnetal desse modelo ofato de que 1y é normalizavel mesmo para

uma dimensao nao-compacta, isso € —oo < z < 0o. De fato, podemos impor que:

+o0o
/ |Wo(2)]Pdz =1, (2.3.103)

[e.e]
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o que nos da Cy = v2k. Em relacao aos modos KK, as fungoes normalizadas sao:

() N (2e) < N (2) g ()] N
U, (2) \/: \/J1 G ) (2.3.104)

A Funcao de Green.

Para estudarmos o comportamento do campo gravitacional, faz-se necessario o uso
da funcao de Green. Se temos um evento especifico acontecendo num ponto 7’ do
espago em um tempo ¢’ (no nosso caso na brana), é ela que nos fornece a influéncia
daquele evento num ponto ¥ em um tempo t.

Consideramos o comportamento do campo gravitacional linearizado, devemos es-

tudar a solugao nao-homogenea,

(02 — 2 (26 — 266(2)) + @ 20OW] hy, = 5, (2.3.105)

O novo termo ¥, faz o papel de uma fonte para h,,. Assim, de acordo com o

ns

formalismo de Green, a solucao de pode ser expressa como
hy = /dz'd4a:'G (x,z;2",2), (2.3.106)
onde G (z,z;2',7") é a funcao de Green, que satisfaz a equagao
(02 — 2 (267 — 2k6(2)) +a > 0W] G (z, 2,2/, 2) = 6* (x — ') 0 (2 — 2') . (2.3.107)

A partir desta equacao podemos construir a funcao de Green usando o método da

separacao de variaveis, o que nos leva a:

0d,, — m*®,, =0, (2.3.108)

2

V(2) — 2 (262 — 206(2)) U(2) + %\P(z) = 0. (2.3.100)

A teoria de Sturm-Liouville nos traz um resultado muito importante. Para as
funcoes, o conjunto completo de autofuncoes formam uma base completa que satisfaz

as mesmas condigoes de contorno das autofungoes [37, [38].
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Para a equacao (2.3.108)), as autofuncdes sao ondas planas do tipo, 1/(2m)*ekrz"

com k,k* = m?. J4 para a equagao ([2.3.109), as autofungoes sao

up(z) = V2ke " (2.3.110)
m [N (%) N2 (Fe™) — N1 (%) Ja (e™)]
um(z) =/ — . (2.3.111)
& Vi &)+ M ()

Vé-se entdo, que as fungoes 1/(2m)*e % 1®"y,,(2) configuram em uma base para as

funcoes definidas em 5 dimensoes. Nesta base, temos que a funcao de Green se apre-

senta como [37, [3§]

WA AN d4k: ikx d4k ikyat
G(x,z;2",2") = | —=boguo(2)e™ + [ ——dmbyun,(z)e™ . (2.3.112)
T (2m)*

Os coeficientes b,,x € u,,, podem ser detreminados via equacgao ([2.3.107), onde a partir

desse resultado, é possivel mostrar que a funcao de Green independente do tempo

[5, 24] é dada por

G (z,z;2',2) = 1 e 2 4 /OO dmu,, (2') L™ (2.3.113)
T 41 R 0 " 4 R ' o
onde R = |7 — @ |. Observe que, pelo fato do modo zero m = 0 ser normalizdvel,

recuperamos o caso newtoniano onde o potencial cai com o inverso da distancia. No
caso dos modos massivos, a funcao de Green cai exponencialmente com a distancia.
Suponha agora, que temos uma particula localizada na brana, em z = 0 [4]. A

fun¢ao de Green avaliada em outro ponto da brana (2’ = 0) é:

/ K 1 > 2 —mR
= d m 2.3.114
G (z,z") =R IR, m [u,(0)]" e (2.3 )

U, (0) sdo os auto estados avaliados em (2 = 0). Entao, se desejamos calcular o poten-
cial gravitacional para uma ponto distante da brana, admitimos que R > x~!. Pelo
fato de que em (2.3.114]) a exponencial é decrescente, a integral é significativa apenas

1

para m < m*, onde m* é proporcional a %

mR < m*R ~ 1. (2.3.115)
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Segue destas condigoes que na integral em ([2.3.114]), podemos considerar que m <
k. Isso nos permite expandir as fungoes de Bessel em pequenos argumentos. E possivel

mostrar que em primeira aproximagcao, para m/s temos

[um (0)]* = ==, (2.3.116)

substituindo (2.3.116)) em ([2.3.114)) encontramos a fungao de Green da seguinte forma;

Gz, 22, 2) = —— [1— ! } (2.3.117)

47R T2R2R?
Esta funcao de Green representa o potencial gravitacional de um objeto massivo
que esta localizado na brana. Observamos que a funcao de Green devido ao modo
zero nos fornece o potencial gravitacional quadridimensional a longas distancias [5].

Os modos KK fornecem uma corregao ao potencial.



37

Capitulo 3

Teoria Quantica Relativistica.

Em 1900, Max Planck em sua pesquisa sobre a radiacao térmica emitida por um
corpo negro, propos a revolucionaria hipotese dos quanta de energia. Esta hipdtese
marca o surgimento da Mecanica Quantica MQ, cujas base foram estabelecidas na
década de 1920 com os trabalhos de Erwin Schrodinger[40], Werner Heisenberg e Niels
Bohr. Cinco anos apds a hipdétese de Planck, Einstein formula a Teoria da Relati-
vidade Restrita (RR), afirmando que as leis da fisica sdo as mesmas para todos os
referencias inerciais assim como a velocidade da luz. A Mecanica Quantica e a Teria
da Relatividade (Restrita e Geral) sdo os pilares onde repousam a fisica moderna.

Desde entao, a idéia subsequente para os fisicos da época era a de formular uma
teoria quantica que fosse compativel com a RR, ou seja, uma Mecanica Quantica Re-
lativistica. Para tanto, seria preciso que ela seguisse alguns passos importantes [21]. A
primeira proposta foi baseada nos trabalhos de Oskar Klein e Walter Gordon [19] 20],
conhecida como teoria de Klein-Gordon, no entanto, esse modelo trouxe alguns resulta-
dos incompativeis com um principio béasico da Mecanica Quantica, como por exemplo,
nao apresentar uma densidade de probabilidade positiva definida. Este problema foi
resolvido com a proposta de Paul A. M. Dirac [43]. Em sua teoria, os postulados

basicos da MQ coexistem em perfeita harmonia com os da RR. Além disso no limite
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nao-relativistico, recuperamos a ja estabelecida teoria de Schrodinger.

Neste capitulo, faremos uma revisao das teorias de Klein-Gordon e de Dirac. Nossa
maior énfase, serd tratar a Teoria de Dirac, estudando-a em dois contextos. Iremos
primeiro, considera-la no espago-tempo plano, em seguida, veremos a sua formulagao

para o caso do espago-tempo curvo.

3.1 A Equacao de Klein-Gordon.

A descrigao de uma particula quéantica, no regime relativistico, deve satisfazer al-
guns critérios, de modo que suas propriedades sejam consistentes com ambas as teorias.
Por exemplo, no que diz respeito a teoria quantica, a probabilidade da particula ser
encontrada em algum ponto deve conservada, além de ser positiva definida. Por sua
vez, a Relatividade Restrita exige que a equacao que governa a dinamina da particula
deverd ser invariante frente transformacoes de Lorentz. Portanto, valida para todos
os referenciais inerciais.

Em Mecanica Quantica, o estado de uma particula é descrito por uma funcgao de
ondd] ¥, que contém toda a informacdo do sistema. A dinamica ndo relativisitca
deste objeto é dada através da equacao de Scrhodinger, obtida a partir da equacao

fundamental para autovalores:

Hy = Ev, (3.1.1)

onde H é o hamiltoniano, nao-relativistico para uma particula e E o respectivo auto-
valor de energia. O momento, a energia e as grandezas fisicas, em geral, neste cenério,
sao levados ao status de operadores, os auto-valores dos operadoresﬂ Sa0 0s possiveis

resultados em uma medicao. Estes operadores sao definidos de acordo com o processo

!Para ndo sobrecarregar a notacio vamos escrever apenas ), lembrando que ¢ = ¥(,t).

2Na Fisica, os valores obtidos em uma medicdo devem ser reais para que se tenha sentido fisico.
Em Mecanica Quéantica, os operadores que fornecem valores reais sao chamados de operadores Her-
mitianos, AT = A tal que Ay = ayp, a é um valor real.
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conhecido como “primeira quantizacao”:

p—p=—ihV e E—)E:z’h%, (3.1.2)

onde p é o momento linear da particula.
. . 2
Sendo o hamiltoniano H = 2~ + V (z), podemos usar esses operadores e mostrar

que a equagao de autovalores pode ser reescrita como:

) h?
ihoth = <—%v2 + V(x)) Y, (3.1.3)

esta é a conhecida equacao de Schrodinger.

A equagao de Schrodinger é a equacao fundamental para a descrever o estado de
um sistema fisico 1, além de sua evolucao temporal no regime nao-relativistico. Note
que ela é de primeira ordem na derivada temporal e quadratica na derivada espacial.
Por essa razao a equagao nao é invariante frente as transformagoes de Lorentz, desse
modo, nao ¢ relativisticamente correta.

Na dinanimca relativistica, a energia de uma particula estd associada com o mo-
mento linear relativistico p* = (%, ﬁ) por meio da relagao

E2
pup" = —5 =P =mc’. (3.1.4)

O que nos leva diretamente com a energia relativistica:
E? = m?ct + p?c?. (3.1.5)
A partir de , podemos escrever
E=+cym?@+p2 ou E=—c\/m2+p2. (3.1.6)

Como veremos na interpretacao das energias negativas esta associada com as anti-
particulas, que foi comprovada experimentalmente por Anderson em 1932.
Aplicando a regra de primeira quantizagao (3.1.2) na expressao relativistica da

energia, (3.1.5)), encontramos:

2
- h2% = (—R2AV? 4+ mch) 4, (3.1.7)
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ou ainda, reorganizando

O+ (%)Q] v =0, (3.1.8)

onde O = C%% — V2 é o operador d’Alembertiano. Esta é a equacao de Klein-Gordon
[19, 20]. Note que é de segunda ordem tando nas derivadas espaciais quanto nas
temporais, tornando-a invariante frente as transformacgoes de Lorentz.

Quando se resolve a equacao de Klein-Gordon para um sistema atomico, como
uma particula em um potencial do tipo Coulomb, os resultados sao compativeis com
a experiéncia, desde que a particula nao possua Spin. Esta é uma das caracteristicas
principais desta equacao. Ela é satisfatéria para a descricdo de mésons, particulas
escalares de Spin 0, mas falha na descrigao de elétrons, que sao particulas de Spin

semi-inteiro 1/2.

3.1.1 A Densidade de Probabilidade.

A equacao de Schrodinger possui uma propriedade muito importante, ela fornece
a conservacao da probabilidade, descrita por uma densidadeﬂ p positiva-definida. Isto
significa que, o fluxo de probabilidade obedece a uma equacao de continuidade. Com

isso, podemos pensar em um quadri-vetor corrente j# conservado que satisfaz a relacao:

.. 9
0u" =0, V-j+p=0, (3.1.9)

onde p = j°. Vamos verificar essa propriedade na teoria relativistica de Klein-Gordon.

Comecamos escrevendo a equacao conjugada complexa

[D n (%)2} W =0, (3.1.10)

agora, vamos multiplica-la pela esquerda por ¥, e (3.1.8) por ¥*, também pela es-

querda. Subtraindo os resultados, teremos

y* [D + (%0)2} b - {D + (%C)Q] v =0, (3.1.11)

3Novamente, por questio de conveniéncia de notacio vamos escrever apenas p lembrando que
p = p(T,1)
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ou ainda,
Y0y — Oy* = 0. (3.1.12)

0 que sugere que escrevamos essa equacao como uma quadri-divengéncia de uma
quadri-corrente

gt =0, (3.1.13)

onde j, = ¥*0,9 — ¥90,1* ¢é a quadri-corrente. Assim, podemos ver facilmente que a

densidade de probabilidade se mostra como
1 . 0 a .
p= 2 <¢ Eib - d’&lp ) . (3.1.14)

Desta equagao podemos ver que p pode ser positiva e negativa, embora seja con-
servada. Essa densidade nao é compativel com uma interpretacao probabilistica para
a funcao de onda, embora tenha surgido tentativas de tratd-la como uma distribuicao
de carga. Esta foi uma das principais razoes do abandono da equacao de Klein-Gordon

na descri¢ao do elétron no regime relativistico.

3.2 A Equacao de Dirac.

O fato da equagao de Klein-Gordon possuir uma derivada segunda no tempo colo-
cou em evideéncia uma grande dificuldade. Ela nao possui uma densidade de probabili-
dade positiva-definida. Este fato motivou Dirac a propor uma equacao direfencial que

fosse também de primeira ordem no espago. Dirac, entao, propos o seguinte modelo:

) }
i a_f - (—z’hc& V4 6mc2> b = Hip, (3.2.15)

onde os coeficientes @ e § nao sao ndmeros (se assim fossem, a relagdo para energia
relativistica nao poderia ser verificada). Em consequéncia 1, ndo pode ser interpretado

como uma funcao escalar, uma vez que @ e [ atuam sobre ele.
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Dirac impos que @ e [ fossem matrizes hermitianas N x N, consequentemente, 1) é

interpretada como uma matriz coluna com N elementos:

(G

b = ¢.2 . (3.2.16)

¥N

Assim (3.2.15) é uma equagao matricial. Para que esta equacao tenha sentido

fisico, ela deve satisfazer trés importantes exigéncias:

1. Ser invariante sobre as transformaces de Lorentz.
2. Fornecer a relagao entre energia e momento.

3. Ter uma probabilidade positiva definida.

O segundo item exige que a equacgao de Dirac satisfaca uma relacao do tipo (3.1.7]).
Assim, considerando a hamiltoniana de Dirac na forma H = ca - p+ Smc? e desenvol-
vendo o seu quadrado, temos como resultado

— 5282_w = —h%zM

9 i 2 24
502 5 ViV, —ihmc® (o B+ pa’) Vi + fPmPc* | ¢. (3.2.17)

Comparando essa equagao com (3.1.7]), chegamos a algumas identidades envolvendo

as matrizes o’ e 3
alad + adal = 264,
a'f+ Bat =0, (3.2.18)
()" =82 =1,
onde 1 representa a matriz identidade. Essas propriedades definem uma &lgebra para

as matrizes @ e 3, a algebra de Clifford. Para estabelecer a hermiticidade da hamilto-

niana, essas matrizes devem ser hermitianas

Nt i
{ (O‘B: :_; . (3.2.19)

Embora ja estabelecida algumas propriedades das chamadas matrizes de Dirac,

ainda nao sabemos a sua forma. Devemos ter 4 matrizes que sejam hermitianas,
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anticomutem e cujo quadrado seja a unidade. Fica claro que essas matrizes nao podem
ser 2 X 2, uma vez que so existem 3 matrizes com esses requisitos, que sao as matrizes
de Pauli [45].

Para uma dimensao minima, que seja possivel construir esse conjunto de matri-
zes sendo elas hermitianas, os seus autovalores devem ser reais +1. Das relagoes de

anticomutagao podemos concluir que elas possuem trago nulo, de fato,
' =—Ba's (3.2.20)

ou seja,

Tr(a') =Tr (—pa') = =Tr (') =0 (3.2.21)
uma consequéncia direta dessa proprieddade, é que N deve ser par, para que os nimeros
de valores préprios sejamﬁ +1le—1.

Como N = 2 esta excluido, o préximo menor nimero par é N = 4. Assim nossas

matrizes sao 4 X 4, que podem ser escritas numa forma compacta como segue:

o' = e f= : (3.2.22)

onde ¢’ sdo as matrizes de Pauli:

L 0 1 0 —i 10
o= , 09 = , O3 = . (3.2.23)
10 0 0 —1

Desta maneira, consideramos 1 como sendo uma matriz coluna (espinor) com 4

elementos (componentes)

Y1

o= (3.2.24)

P
Yy

Em MQ nao-relativistica é comum usarmos o formalismo de Pauli de duas com-

ponentes [44]. Podemos também usé-lo aqui, no regime relativistico. Neste caso,

4Qutra exigéncia para que essas matrizes sejam pares, é o fato de preservar a simetria entre
particula e antiparticula
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decompomos o espinor de quatro componentes visto acima em um espinor de duas
componentes, de maneira que seja satisfeita a seguinte igualdade,

Y= [ v ] : (3.2.25)
X

onde

© = V1 e x= Vs : (3.2.26)
(o5 (0N
Este formalismo tem uma grande importancia, uma vez que nos ajuda a interpretar

as solucoes de energia negativa, além de ser usado para a obtencao do limite nao-

relativistico.

3.2.1 A Densidade de Probabilidade.

O primeiro passo para verificar a densidade de probabilidade é que tenhamos a
equacao hermitiana conjugada de Dirac. Usando o fato de suas matrizes & e 5 serem

hermitianas, obtemos uma equagao na formaﬂ

ot

_ipd
ot

— (ich& v 5mc2> , (3.2.27)

agora, vamos seguir alguns passos. Vamos multiplicar a equacao ([3.2.15)) pela esquerda
por ¥ e a equacdo hermitiana conjugada acima por 1 pela direita, de modo que

tenhamos como resultado o seguinte sistema,

ih2 (i) = ot (-m Vo 5mc2> b ()

—ihL () = o (ich& Vot 5mc2) b (id)

tomando (i) — (1), obtemos

% ($1) + 9 - (Wleay) =o. (3.2.28)

5Lembrando que o operador V atua no Spinor 4! para a equacéo de Dirac hermitiana conjugada.
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Esta equacao tem a forma de uma equacao de continuidade se especificamos a

quadricorrente j* = (¢p, 7), onde a densidade de probabilidade e a corrente de proba-

bilidade sdao definidas como

p=vly | j=vleay. (3.2.29)

Observe que p = i) é positiva-definida, isso permite a sua interpretacdo como
uma densidade de probabilidade. Além disso, vemos que j ¢ um 3-vetor invariante sob
rotacoes espaciais tridimensionais.

Podemos ver que a equacao de Dirac resolve de imediato o problema da densidade
de probabilidade, este foi o principal motivo de adota-la como uma direcao correta

para a Mecanica Quantica Relativistica.

3.2.2 A Covariancia da Equacao de Dirac.

Considere dois referenciais inerciais O e OQ’, as equacoes da fisica devem possuir a
mesma forma em O e O, embora estejam expressas em diferentes coordenadas espago-
temporais. Essa propriedade é conhecida como covariancia e decorre do Postulado I da
Relatividade Restria [I§]. Aqui, vamos considerar que as coordenadas para o sistema
O sejam descritas por z# e para Q' por x'*, a conexao entre elas é feita por meio da
seguinte expressao

()" = Ajz*, (3.2.30)

onde A}, é a chamada matriz de transformgdo de Lorentz [18], e fornece a relagao entre
os diferentes sitemas de coordenadas. Esta matriz possui elementos que sao fungoes
apenas das velocidades relativas e das orientacaoes espaciais dos observadores dos dois
referenciais.

O primeiro passo para mostrar a covariancia da equagao de Dirac, serd escrever a

B

)

equagao (|3.2.15)) na notacao quadri-dimensional, para isso vamos multiplica-la por
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0 que resulta em:
. 0 0
|iZh (ﬁ@ + 5@1%> - mc] w(l') = O,

ou

0 -0
in (va— oy a) () — mep(z) = 0,

onde 7° = B e 4 = Bo; sdo as matrizes de Dirac quadri-dimensionais, neste caso,

podemos reescreve-la como:

(ihy"0, — me) Y (z) = 0, (3.2.31)
onde
0 1 0 ; 0 o
Y= e . :
0 -1 —o' 0
As matrizeﬁ % sdo unitarias [(fyi)_l = 'y“] e anti-hermitianas 7'f = —v?, enquanto

/ el s . —1 .. P . .
que 7Y é unitaria (7°)" = 1 e hermitina 77 = 4°. Além disso, essas matrizas possuem

um importante regra de anti-comutacao:
YA 4 At = 2gM7. (3.2.32)

A notacao na equagao (3.2.31) ndo implica a prova da sua covariancia automati-
camente. Vamos considerd-la como sendo a equacao correspondente ao referncial O.

Agora, é natural que tenhamos a equacao equivalente para o referencial O’
(i), — me) ' (2) = 0. (3.2.33)

Neste referencial, as matrizes v satisfazem as mesmas relagoes de anti-cmutagao
de «*, além de preservarem as propriedades 70T = 70 e 7/if = —~', Assim, concluimos

que elas estao relacionadas por uma transformagao de equivaléncia,

YH = U140 (3.2.34)

6Uma revisdo mais detalhada sobre as matrizes de Dirac serd feita no apéndice B.
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onde U é uma matriz unitaria.

A covariancia da equacgao de Dirac depende diretamente da transformacao da
fungao de onda v () no referencial O para ¢’ (z') no referencial O’. Esta tranformagao
deve ser linear, uma vez que tanto a equacao de Dirac quanto as transformacoes de
Lorentz sao lineares nas coordenadas do espago-tempo. Assim ela possui a seguinte

forma:
W (@) = o (Ax) = S(A) 6 (x) = S (A) ¥ (A1) (3.2.35)

lembrando que x’* = A¥x”. O objeto S (A) é uma matriz 4 x 4 que depende apenas
das velocidades e orientacoes espaciais referentes aos observadores em O e OQ’, e atua
sobre a quadri-componente do vetor coluna ¢ (x).

Segundo o principio da covariancia, admitimos que matriz S (A) possui inversa
S~1(A). Esta propriedade é de fundamental importancia, pois permite ao observador
em O comparar a fun¢ao de onda 1 (x) do seu referencial com a func¢ao de onda ¢’ (z)

do referencial O’. A relagao fundamental é a seguinte;

Y(@) =S5 (M) (2') = ST (A) ¥ (Az), (3.2.36)

()= (A ")y (@) =S (A ") ¢ (Az), (3.2.37)

STHA) =5 (ATY). (3.2.38)

Além desta propriedade, este operador possui outras importantes relagoes com as
matrizes de Dirad’]

S(A)"S™ (A) A = A, (3.2.39)

"Ver apéndice A.
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STHA) =405 (A4 (3.2.40)

E vélido lembrar que, embora as matrizes v* e S (A) sejam matrizes 4X4, elas
atuam em espacos diferentes, x e 1 (x) respectivamente.
Agora, com essas definicbes, podemos mostrar a covariancia da equacao de Dirac,

de maneira que tenhamos

ih (S (A)7*S™" (A) AY)

5w ¢ P (2) = 0. (3.2.41)

Com esta expressao, fica facil perceber que a equacao de Dirac satisfaz o principio da
covariancia. Note que o primeiro termo dentro do colchetes traz por definicao v” em

(13.2.39), assim, concluimos que ela possui a mesma forma em ambos os referenciais O

e O.

3.3 Solucoes para a Equacao de Dirac.

Nesta secao, vamos discutir as solucoes da equagao de Dirac para alguns sistemas
fisicos. Comecamos pela situacao da particula livre e depois tomaremos o caso em que
a particula esteja sob a influéncia de um potencial. Aqui, nosso foco sera tratar de
um potencial em especial, o chamado potencial central, que é situacao mais comum
para as solucoes da equacao de Dirac. Um exemplo de um sistema descrito com essa

configuracao é um atomo com um elétron ou o dtomo de Hidrogénio.

3.3.1 A particula livre.

A situacao em que a particula se encontra livre de um potencial externo é a forma
mais simples de interpretarmos as solucoes para a equacao de Dirac. Neste quadro,
podemos ver de forma clara os estados de energia positiva e negativa, e é claro, as

possiveis orientacoes do spin. Supomos que a forma geral para solucao da particula



49

livre seja tipo onda plana, comecammos com um ansatz do tipo:

W(Z,t)F) = Nen PFFEY) ( 4 ) . (3.3.42)
X

Aqui, os subscritos () denotam os estados positivos/negativos da energia. N é uma
constante a ser determinada pela condi¢ao de normalizacao e E definida em , é
a energia da particula. A componente ¢ descreve o estado de energia positiva e x o de
energia negativa. Substituindo a fun¢ao de onda acima em , temos a equacao

matricial

(5 )l ) 2
?9_); (@ D) x 0 0 -1 X ’

que pode ser separada em duas equagoes:

ih%2 = (- p)x +mcp

(3.3.43)

ih% = (- p)p — me*x

E fcil ver que podemos expressar XY em termos de ¢
c(a-p)
= ——=0, 3.3.44
XTFE + mc? v ( )
assim, o estado de energia positiva pode ser expresso por:
= 0\ (+) i (p-Z—Et) 1

(@, )" = Nen'? n | P (3.3.45)

E+mc?

A constante N é obtida pela condi¢do de normalizacio (1f|¢)) = 1. Assumindo

que ¢fp = 1, teremos que:

(E + me2)?

N? <1+—02(5'ﬁ)2 ) —1

. . - 2 — ’
usando a identidade (¢ - @)° = @*, concluimos que

E + mc?
N =4/ ——. 3.4
\/ 5E (3.3.46)
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E comum definir o chamado espinor de energia positiva de Dirac como

| E 4+ mc? 1
T( o(&-p) )(p (3347)

E+mc?

u (D )

o espinor de duas componentes ¢ descreve as duas possiveis orientagoes do spin da

particula ‘spin pra cima’e “spin pra baixo”respectivamente
1 0
(1) _ ( ) e ( ) (3:3.48)
0 1

1 i
?Z)(f, t)(+) = EU (ﬁ; S) Gﬁt -x. (3349)

O procedimento para se obter as solugoes de energia negativa é o mesmo utilizado
acima, de maneira que vamos apenas apresenar sua forma e descrever a motivagao de

Dirac para sua interpretacao. A solucao encontrada por Dirac é do tipo:

(@) = v (), s) entP T (3.3.50)

onde v (P, s) é o espinor de energia negativa de Dirac, dado explicitamente como:

3 [E+me [ £52,
v(p,s) = 5 ( E+1 X, (3.3.51)

onde o espinor de duas componentes y representa os estados de energia negativa, com

duas possiveis orientacoes do spin:

) — ( _01 ) e x(73) = < _01 ) . (3.3.52)

Para interpretar as solucoes de energia negativa, Dirac se baseou no principio da

N|=

i

exclusao de Pauli. Ele conjecturou a existéncia de um “mar” de energia negativa repleto
de elétrons. Seria impossivel que os elétrons de energia positiva caissem para os estados
de energia negativa, no entanto, é possivel que um féton altamente energético remova

elétrons desse estado de energia negativa, para os estados de energia positiva, onde
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assim poderiam ser observados. Podemos ver isso mais claramente de acordo da figura
(3.1).

No entanto, o “buraco”’deixado pelo elétron seria passivel de ser observado na
forma de uma particula que tenha todas as propriedades de um elétron, mas com
carga positiva chamado de pésitron. Essa conjectura foi observada experimentalmente
por Carl Anderson 1932. Depois dessa confirmagao empirica, a equagao de Dirac se

consolidou como o alicerce da Mecanica Quantica Relativistica para particula de spin

1/2.
E
+myg c?
2
—mc
mar de Dirac

Figura 3.1: A interpretacao para as solucoes de energia negativa.

3.3.2 Potenciais Centrais. O Atomo de Hidrogénio.

Vamos agora considerar que a particula estd submetida a um potencial central
V (|#]) como um potencial coulombianao. Neste caso a equagao de Dirac assume a
seguinte forma

m%—f = (c@-p+ Bmc® +V(r)) v. (3.3.53)

Para o estudo de sistemas com essa configuracao, é de fundamental importancia con-

siderar algumas propriedades de simetria para equagao de Dirac.
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Comecamos lembrando da invariancia rotacional que um sistema com simetria
esférica possui e como ela é descrita na Mecanica Quantica nao-relativistica. Neste
quadro, o momento angular L =7x p comuta com o hamiltoniano de potenciais
centrais, isto decorre do fato que L comuta com p? e também com Z. Entretanto, este
fato nao ocorre para o caso relativistico. Olhando para (3.3.53)), nota-se [/, E] =0, no
entanto, [@-p, E] # 0 sendo assim, o L niio comuta com o hamiltoniano H. Concluimos
que o momento angular ndo é uma grandeza conservada para particulas de spin 1/2.

O mesmo acontece para o caso do operador de spin S = h/23, note que ele também
nao comuta com H. Contudo, o momento angular total J comuta com o hamiltoniano,
ou seja, o hamiltoniano conserva o momento angular total mas nao conserva o momento
angular orbital nem o de spin separadamente.

Outra propriedade importante é que as solugoes sejam simétricas por paridadeﬂ,
uma vez que V(Z) = V(|Z]). Isto significa que devemos ter ¢(—&) = (&), porém,
este fato nos conduz a uma sutileza na equacao de Dirac. O operador de paridade m

diz respeito apenas a reflexao das coordenadas, de fato
it =% e wipn=—p (3.3.54)

No entanto, esta propriedade nao nos fala muito quando a paridade é sobre espino-
res. Nesta situacao, o operador paridade deve ser dotado de um operador unitario
U, (matriz 4 x 4), no espaco dos espinores que torne o hamiltoniano invariante sob

transformacao de paridade, podemos ver esse operador como:
P = 7l,. (3.3.55)
Nota-se que a matriz U, possui as seguintes propriedades:

Ulauv,=-a , UpU, =6 , U, =1 (3.3.56)

p

8 Aqui nao estamos tratando apenas de casos com simetria esférica e sim para o caso geral.
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Perceba que a matriz de Dirac 3 é consistente com essas condigoes, ou seja, podemos
considerd-la como nosso operador U, note que U, = 37 = 3. Portanto, os autoestados
do hamiltoniano H devem ser os mesmos autoestados de paridade de J? e J,. Para
nosso conforto, as autofungoes que satisfazem essas condicoes sao as bem conhecidas

fungoes angulares de spin [44] de duas componentes @lj’m(& ¢) com j=1+1/2.

A Estrutura da Solugao.

De maneira geral, nosso problema ainda consiste em resolver a equacao de autovalo-
res descrito por (3.1.1]), onde a hamiltonina ¢ agora dada por H = ca-p+ Bmc*+V (r).
Sabemos que a funcao de onda de quatro componentes é decomposta em duas fungoes

de onda de duas componentes

(G
- . 3.3.57
(0 [%] (3.3.57)

Com as propriedades de simetria discutida anteriormente, concluimos que v seja
autofuncao de J? e J,, além disso, a conservacio da paridade nos leva a condicio

Pu(—Z) = (%), de modo que possamos ter:
[ ni(=2) ] — [ (@) ] . (3.3.58)
—tha(—17) V2 (%)
Considerando um j dado, temos dois possiveis valores de [, um sendo par e outro

impar, de modo que a paridade de @lj’m(Q, ¢) é simplesmente definida por (—1)".

Devido a simetria esférica do potencial, a funcao de onda descrita pelo espinor
deve conter duas partes, uma radial e a outra angular. Neste caso, podemos escreve-lo

COomo:

(3.3.59)

Yal) = [ fal);5160,9) ] |

—iga(r) 150, 0)

Esta é uma possivel soluc¢ao par (fmpar) se consideramos [ = j—1/2 sendo par (impar),

outra possivel solucao é

(3.3.60)

—ig(r) ", (0, 6)
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que é a solugao fmpar (par) caso j = [+ 1/2 seja par (impar). As fungoes f(r) e g(r)
sao as solugoes da parte radial, o fator —i foi colocado por conveniéncia. Notemos uma
propriedade importante do espinor. Embora ele tenha paridade e os nimeros quanticos
7 e m sejam bem definidos, eles misturam os valores de [, assim, concluimos que o
momento angular orbital nao é mais um bom nimero quantico, quando consideramos
a equacao de Dirac para potenciais centrais.

Nosso objetivo agora, é escrever (|3.3.53) como uma equacao diferencial para as

fungoes f(r) e g(r). Considerando os espinores temos:

[E —mc* = V(r)]¢u(Z) — c(7 - p) ¢(T) =0, (3.3.61)

[E —mc® — V(r)|o(T) — (G- p) 1 (Z) = 0. (3.3.62)
Isto sugere que consideramos separadamente as duas possiveis escolhas para i1 (Z) e

Yo(T), isto é

Ui(F) = fa(r) BT 0(0,0) e ha(T) = —iga(r) 2, (6, 0), (3.3.63)
Ui(E) = fe()Z1,(0.0) e a(@) = —ign(r) @ ,(0,0). (3.3.64)

Nossa atencao agora é voltada para a atuacao de & - p' nos espinores. Podemos
reescrevée-lo de modo que nos forneca apenas uma dependéncia em r, neste caso teremos

uma expressao do tipo:

G.§ = %(&-f)(a-f)(a-ﬁ) (3.3.65)
_ T%(a.f)[x F4id- (F % )
= (@-7)|r-p+id- ],
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onde 7 -p — 7 - <—ihﬁ> = —ih%. Agora, o resultado de ¢ - 7 assim como & - L apli-
cado nas fungoes angulares podem ser calculadas diretamente. A seguir apresentamos
consisamente esses resultados:
L (@) H"0,6) = (0, 0)
e Eiste fato decorre da natureza pseudoescalar de ¢ - 7, que muda [ para seu
outro valor permitido de paridade oposta.
e Concluimos que Q/lj’m(ﬁ, ¢) é autoestado de & - 7 com autovalor —1.

2. Considerando & - L = J2 — L? — §? temos

= &(3,0)%"(0,9).

e Os possiveis valores de k sao:

3 1
K:—j—§:—()\+1) para l:j+§, (3.3.67)
e
1 o1
/in—i:()\—l) para l:j—§. (3.3.68)

e Perceba que o efeito do fator & - 7 é trocar [ = j £ 1/2 por [ = j F1/2 na

parte angular do espinor.

Assim, levando em conta essas consideragoes, a equacao de Dirac para cada escolha

A e B resulta em:

(

[E —mc® =V (r)] fa(r) — he (& + 22) ga(r) =0,
(3.3.69)

\ [E +mc* =V (r)] ga(r) — he (d% - Azl) fa(r) =0,

(B —me2 = V()] fo(r) — he (£ = ) gn(r) =0,
(3.3.70)

[E +mc? = V(r)] gp(r) — he (& + 21 fp(r) =0
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Note que as equagoes em ([3.3.69) se transformam nas equagoes (3.3.70)), apenas tro-
cando A <> —\. Sendo assim, podemos abandonar o indice A.

Estas sao equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem acopladas, cujas
solugdes f(r) e g(r) estdo sujeitas a condigoes de contorno que nos fornecerao au-

tovalores de energia F.

O Atomo de Hidrogénio.

O exemplo mais simples de aplicacao da equacao de Dirac para um potencial com
simetria esférica é o atomo de Hidrogénio. Um elétron e um préton interagindo por

meio de um potencial coulumbiano:
Vir)=—-——-, (3.3.71)

onde Z é o numero atomico e e é a carga do elétron. Nosso objetivo serda determinar
o espectro de energia para o atomo de Hidrogénio na teoria relativistica de Dirac ﬂ

Substituindo o potencial tipo Coulomb nas equagoes (|3.3.69)obtemos

B —m+ Z2] fafr) = (4 +22) galr) = 0
(3.3.72)

[Bm o 2] gar) - (& - 25 falr) =0

Primeiro faremos uma substituicao de varidaveis. Vamos considerar as quantidades

e x=mr. (3.3.73)

_FE
g:_
m

E claro que neste caso dr = mdr. Sendo assim teremos as seguintes equacoes

[ — 1+ 22] f(z) — [L + 2] g(z) = 0 (1)

T

Els

s+ 1+ 22] g(2) + [ — 241 g(a) = 0 (1)

S

9Apenas nesse processo iremos admitir por hora as unidades naturais & = ¢ = 1, por questdo
apenas de conveniéncia de cédlculo.
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onde a = €?/hc é a constante de estrutura fina. Vamos considerar o comportamento

das solucoes para x — co. Neste limite I torna-se

(=1 f-- =0 (3.3.74)

Substituindo em II obtemos a equagao diferencial para g(z)

dg® 2
claramente existe uma equacao desta mesma forma para f(z). Sabemos que classi-
camente exije-se que a energia seja positiva, neste sentido (1 — ¢?) é garantidamente

positivo, deste modo quando exigimos que g(z) seja normalizdvel quando x — oo

devemos te duas possiveis solugbes para f(z) e g(z)

flz) = e (=" bara 1 — 00 (3.3.76)

z) = e~ 1+ para x — 00Q. ..
g (1+§)/I 3377

Agora, vamos escrever f(z) e g(xz) como série de poténcias, onde cada uma fungao

possui seu proprio coeficiente de expansao.Assim escrevemos:
oo [e.e]
2\1/2 - 2\1/2 .
=0 i=0

aqui usamos alguma poténcia geral ¥ tanto para f(x) quanto para g(x). Substituindo
essas expressoes em I e II e primeiramente considerando os termo proporcionas a %!

encontramos de maneira direta, o seguinte sistema linear:

(ZO()GO— (19+)\+1)b0 :O,
(3.3.79)
(19—’Y+1)CLO:0.

Os coeficientes ag e by podem ser diferentes de zeros e o determinante do sistema

é nulo

(Za) + (W +1+ N (@I +1—-)) =0, (3.3.80)
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De maneira que o valor de 1 seja expresso em termos de A, assim teremos que

1/2

¥ =-1+ [N~ (Za)’] (3.3.81)

Note que esse procedimento s6 funciona se A = j + 1/2 e igual ou maior do que
(Za)Q. Assim, no caso em que A é da ordem da unidade, o método falha para Za ~ 1,
isto é, para campo coulumbianos fortes com Z =~ 137. Contudo, na maioria dos casos
Za < 1. Agora, se considerarmos a solugao (3.3.81)) com sinal negativo, o termo entre
colchetes também seria da ordem da unidade. Deste modo escolhemos a solucao com

o sinal positivo e com isso teremos que:

(4+ %) ~ (Za)?

Note que quando j = 1/2 ainda teremos uma singularidade na origem, uma vez que

1/2

9 =—1+ (3.3.82)

¥ < 0, contudo essa singularidade é fraca e integravel em todo espaco, entao devemos

comegcar a estuda-la por um valor de ag, determinado pelas condi¢oes de normalizacao

_ _a(Zo)
e by = (193-,\4-1)'

Voltemos as equagoes ([3.3.78), vamos substui-las novamente em (x) e (xx), agora,
ired ténci is altas e da ordem de z”. E t int
vamos consiredar as poténcias mais altas e da ordem de zV. E encontramos as seguintes

equacoes

(1—¢)ai— Zaa; — (1 =) by + (A+ 14+ 9 +14)b; =0, (3.3.83)

(1+¢) b1 — Zabi— (1 =3 a1+ (A=1—0 —i)a; = 0. (3.3.84)

Multiplicando ({3.3.83)) por (1 + 19)1/2 e (3.3.84)) por (1 — 19)1/2 de maneira que tenhamos

uma razao entre os coeficientes b; e a;

b Za(l49)+ (A -1-9-1)(1-¢)" (3.3.85)
ai  Za(l—) +A+1+9+1)(1+¢)"* -

Esta relacao nos diz que, se temos grandes valores de x o que resulta em 7 também

sendo grande, os termos a; e b; sao proporcionais um ao outro, neste sentido as séries
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descritas por (13.3.78) crescerao exponencialmente e nao serao normalizaveis. Para
evitar isso, é necessario que as séries sejam finitas.
Suponhamos que a; = b; = 0 para um valor de ¢ = n’ + 1. Desta forma (3.3.83) e

(3.3.84]) nos dao

1/2

(I=¢)aw — (1 =¢*) ""by =0 (3.3.86)
e
(1+¢) by — (1=¢2)"a, =0. (3.3.87)
Considerando a mesma razao entre os coeficientes que determinam o fim da série,
teremos
b, 112
=|— . 3.3.88
Ay L + g} ( )
Combinando ([3.3.85)) com (3.3.86) e (3.3.87)) teremos que
(I+y+n')(1- g2)1/2 =Zag (3.3.89)
resolvendo para ¢, podemos obter os auto-valores (espectro) de energia
~1/2
Z 2
E=me |1+ (Za) (3.3.90)

U 1/2P — (Zap 0|
Aqui, percebe-se que para qualquer nimero quantico n’ dado, os auto-valores de
energia dependem do momento angular total j, assim, a energia do estado de j = 1/2
serd a mesma independente deste valor estda acoplado de [ = 0 ou [ = 1 para o spin
1/2.
Tomando a ordem mais baixa em (Z«) teremos o espectro de energia na forma

1me(Za)?
E~mc — amc;—za), (3.3.91)

onde n = j+1/2+n'. Percebe-se que esta expressao é simplesmente a série de Balmer
com a adi¢ao da energia de repouso com n sendo o numero quantico principal. Se
consideramos as ordens mais elevadas de (Z«) teremos as corregoes relativisitcas para

a energia cinética e a interacao spin-orbita.
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3.3.3 O Limite nao-relativistico.

Por questoes de consisténcias a equacao de Dirac, no limite nao relativistico, ela
deve satisfazer a bem conhecida equacao de Pauli, muitas vezes chamada de Pauli-
Schrodinger. Neste quadro, a funcao de onda de quatro componentes é decomposta
em duas fungoes de onda, de duas componentes, conhecidas como upper (grandes
componentes) e lower (pequenas componente).

A hamltoniana contém a matriz «, que serda mais tarde conhecida como operador
impar. Essa matriﬂ tem a propriedade de "misturar”’os estado de energia positiva e
negativa, assim, cada funcao de onda representa os dois estados respectivamente com
as possiveis orientacoes do Spin.

Aqui, vamos introduzir uma interacdo com o campo eletromagnético externo des-
crito pelo quadri-potencial A, = (CID,/T). O acoplamento ¢ introduzido pela substi-
tuicao

pr=pt = SA“, (3.3.92)
conhecido como acoplamento minimo, que ¢ invariante de gauge, de maneira que a

equagao de Dirac se torne:

i [c&- (ﬁ—

= /T) + Bme® + e<I>] ». (3.3.93)

olo®

No limite nao-relativistico, consideramos que a energia de repouso £ = mc? é muito
maior que os demais termos de energia da hamiltoniana, de maneira que a funcao de
onda pode ser expressa da seguinte forma

¥

X

w — ef%mCQt

(3.3.94)

Assim, substituindo esta funcao de onda na equagao de Dirac (3.3.93)), temos como

10Um operador ¢mpar é uma matriz de Dirac que possui somente elementos que conectando as
componentes upper e lower.
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resultado

¥
X

S 0
zhﬁ [ 14 ] — - (17_ EA) ved | ¥ ] — 2mc? [ ] (3.3.95)

o que nos fornece explicitamente duas equacoes envolvendo as funcoes de onda fungoes

de onda ¢ e x

ih%‘fzc&-ﬁx—e&-&p—i—e@@ (1)

ih%X = cG - plp — €5 - Ap + edy — 2me?y. (i)

Se consideramos entao, que mc>

¢ muito maior que a energia cinética e a energia dos
campos de interagdo, nestas cinrcunstancias, de (i7) podemos expressar y em termo

de ¢ da seguinte maneira

= (ﬁ— Sﬁ) 0. (3.3.96)

2mece

Este termo nos mostra que € possivel expressar a “pequena’ componente em termos
da “grande” componente. Substituindo esse termo em (i), teremos uma equagao do
tipo:

Op 1 e N\12
ihE = o (5= 24)| ¢+ ety 3.3.97
at  2m c v v ( )

Usando a identidade para as matrizes de Pauli: (7-@)(6-b) = @-b+i7 - @ x b, teremos

o seguinte resultado:

Op 1 e N2 eh —
h— = | — _’——A> ——30-B+ed 3.
tho, {2m<p . g-B+e Lo, (3.3.98)

onde B =V x A é o campo magnético externo. Associado a esse termo, notamos a

presenca da constante up = %, conhecida como magneton de Bohr [44] que representa
o momento magnético para o elétron.

Esta é a conhecida equacao de Pauli que descreve a dinamica das particulas de
spin 1/2 na teoria quantica nao relativistica.

O método para a obtencao do limite nao relativistico discutido acima, taz em si al-

gumas peculiaridades. Note que em (|3.3.98]), nao temos correcoes relativisticas para a
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hamiltoniana. No entanto, essas correcoes podem ser obtidas a partir da manipulacao
das equagoes (i) e (i7) [47, [48]. Entretanto, a hamiltoniana corrigida possui uma pro-
priedade assustadora: ela nao é hermitiana, traz um termo com “momento magnético
imagindario” [47], levando a sérios problemas com a interpretagao fisica.

Embora esse problema possa ser contornado, veremos na proxima se¢ao que existe

um método direto que nos fornece uma hamiltoniana corrigida, livre desses problemas.

3.4 A Transformacao de Foldy-Wouthuysen.

Em 1950 Leslie L. Foldy e Siegfried A. Wouthuysen desenvolveram um método de
expansao da hamiltoniana da equagao de Dirac que de uma forma direta nos forneceu o
limite nao-relativistico com todas as possiveis correcoes relativisticas sem os problemas
apontados na segao anterior [49]. Essa expansao estd baseada em uma transfomagcao

canonica na funcao de onda, da seguinte maneira:
Y = e, (3.4.99)

onde S é um operador que serd expandido em poténcias de 1/m. Até aqui ainda nao
conhecemos sua forma, entretanto, por construcao, ele serd proporcioanal a 1/m . Da

equacao,
oY

ihey - = H, (3.4.100)

podemos encontrar uma nova hamiltoniana H'. Substituindo ¢ em ([3.4.100]), encon-

tramos
o’ , 0 .
ma—f — {625 (H — ZE> e_zs} W = H"Y. (3.4.101)
Assim a nova hamiltoniana H' deve ser obtida pela transformacao:
/ 7S : 9 —iS
H =¢" | H - i e (3.4.102)

A transformagao (3.4.99)) foi motivada pela presenga do operador impar & na hamil-

toniana de Dirac. Como sabemos, esse operador traz apenas termos fora da diagonal
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o que dificulta a interpretacao da funcao de onda neste caso geral. A transformacao
de (FW) tem como objetivo remover os operadores impares da hamiltonina. Como
veremos a seguir isto sera alcancado pertubativamente

Vamos novamente considerar um campo eletromagnético externo. Nesta situacao
a equacao de Dirac é dada por . Podemos identificar na hamiltoniana os

operadores pares & e impares & e escrevé-la na seguinte forma:
H=pmc*+ 0+ &, (3.4.103)

onde:

L (. e _
0 =ca- (p— EA) e & =ed. (3.4.104)

Esses operadores satisfazem as seguintes relagoes de comutagao/ainticmutagao:
{0,y =0 e [B,6]=0 (3.4.105)

Na presenca de campo externo, nao é possivel realizar uma tunica transfromacao
pela qual a hamiltoniana esteja livre dos operadorres impares. E feita entao, mais
duas transformagoes até que a hamiltoniana nao os contenha. Considerando uma
transforma(;édﬂ S independente do tempo, a hamiltoniana transformada pode ser

expandida da seguinte forma

" :l%HWJﬂ—g&WJM—éwﬂM&Hm+“. (3.4.106)
—hS——%MSwﬂ—%éMSJS“ﬂ]+.”.

Queremos que o operador impa desaparega na expressao acima. Vamos tomar, apenas
os termos proprcionais a m, de maneira que nos permita supor nosso operador S, assim
temos que:

H' = Bmc® + 0 + & +i[S, Blmc?, (3.4.107)

Nesta secdio, vamos apenas apresentar os resultados do método FW, as demosntracdes serdo todas
mostradas no Apéndice B.
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o que nos sugere que S tem a forma:

BO

2mc?’

S = —i (3.4.108)

De fato, substituindo esse operador em (3.4.107)), & desaparece.
Agora, podemos calcular os diversos comutadores em (3.4.106[) com a forma explicita

de S, para termos até ordem de 1/mc?, o que os fornece:

1 1 1
H = 2 0% — ot E———OC. |0, & 4.1
ﬁ(mc I )+ L 10.10.6] (34109)
1 1 i . BO
0,8 ———03— 0.0 —
+2m025[ 4] 3m2ct 8m02[ ’ ]+22m02’

note que na expressao acima, ainda nao conseguimos eliminar todos os termos odd,
necessitamos entao de uma segunda transformacao FW. De maneira anédloga a primeira

transformcao, a equacao acima sugere que
H =pmc*+ & + 0, (3.4.110)

onde

g’:@( L g2 _1 ﬁ4)+é"—8;[ﬁ,[ﬁ,é"]]— ' _16,6], (3.4.111)

2me2 8m3cd m2ct 8mc?
e
0 = 2m502 (0, &) — 87711264 % +z’2£c2 0. (3.4.112)
Assim, de , temos uma segunda hamiltoniana H”,
H" = (H’ - mﬁ) e (3.4.113)
ot
onde agora o operador S’ tem a forma S’ = —i30"/2m. A hamiltoniana acima pose
ser reescrita na forma
5/
H" = Bmc* + &' + 2ch5[@>’, &' — 3”3202 o® + i%. (3.4.114)

O termo proporcional a % j4 se encontra na ordem de 1/mc?, de modo que pode ser

desprezado.
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Note que (3.4.114) ainda possui operadores impares, assim é mais conveniente
escreve-la em termos de um novo operador &’ a ser eliminado a posteriori, perceba

que esse operador ¢ da ordem de 1/m?c*. Temos, entdo, uma hamiltoniana do tipo:
H" = Bmc* + &' + 0" (3.4.115)

podemos tomar S na forma S” = —i0" /2mc*. Esse operador sera usado na terceira

transformacao FW, de modo que obtemos:

H" — i (Hl _ Zh%) e~ 15" (3.4.116)

Uma vez que temos 0" ~ 1/c¢t, percebemos entao que S” ~ 1/c8 assim podemos

despreza-lo, de maneira que tenhamos como resultado a hamiltoniana:

H" = Bmc* + &', (3.4.117)
ou ainda de forma explicita:
H =8 (mé+——6"— L 6"\ 16— L (66,6 - ——|0,6]
2mc? 8m3cb 8m2ctt 8m2ctt
(3.4.118)

Esta expressao fornece o limite nao-relativistico da equagao de Dirac. Observe que
os termos que carregam os operadores impares sao poténcias pares. Estes termos
nos fornecerao uma hamiltoniana explicitamente livre das matrizes de Dirac A. E
importante lembrar que, aqui, estamos interessados em correcoes relativisticas apenas
para a ordem 1/c%. No entanto, esse método nos fornece todas as possiveis ordens de
correcoes relativisticas, basta apenas usar (3.4.106)).

Utilizando as defini¢oes de &' e &, vistas em e substituindo na hamilto-

niana acima, chegamos a:

i = Bch%—ﬁ{ (ﬁ_ EA>2_ 2me

2
ig.(Exﬁ>_ eh V. E

8m2c?

o - é] +ed (3.4.119)
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onde B=VxAeFE =-Vd— C%% sao os campos magnético e elétrico respecti-

vamente. Os estados de energia positiva sao dados tomando § = 1, e os estados de

energia negativa sao obtidos quando fazemos f = —1. Tomando § = 1, temos como

resultado a seguinte expressao:

H = ch—I—i(_’—Ez‘Y)Q—ia Bied—— 5 (3.4.120)
- 2m p c 2me 8m302p o
Z€h2 = = — eh . — A ehz — —
~graa® (VX E) = gt (Bxp) — gaaV B+

Além dos termos ja conhecidos em ([3.3.98)), esta equagao nos fornece ainda a energia
de repouso e as corregoes da ordem de 1/c¢% O tltimo termo da primeira linha, é a
correcao relativistica para termo cinético. Na segunda linha, temos os termos referentes
ao acoplamento spin-orbita, o iltimo termo da segunda linha é o termo de Darwin, ele é
nao-nulo apenas para o estado S, onde n = 1 el = 0. Fisicamenete é interpretado como

flutuacoes quanticas em torno da posicao classica conhecido como Zitterbewegung.
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Capitulo 4

A Teoria de Dirac no Espaco

Curvo.

A formulacgao da teoria de Dirac para um espago com curvatura exige a presenca
de algumas propriedades, que sao caracteristicas do proprio espaco-curvo. No espacgo
plano, a derivada ordindria 0, atua em 1 (z), que como sabemos, se trata de um objeto
conhecido como Espinor.

Este objeto obedece a algebra local do grupo de Lorentz, de maneira que para um
espaco com curvatura, sua variacao ponto a ponto nao pode ser totalmente estabelecida

com a derivada ordindria 0,, mas por meio de uma derivada covariante.

4.0.1 Espinores de Dirac em um Espaco-tempo Lorentziano.

Representamos o espaco-tempo da Relatividade Geral por uma variedade Lorent-
ziana M, dotada de uma métrica g,,. Como a variedade ¢ Lorentziana, entao, na
vizinhanca de cada ponto P de M, existe um sistema de coordenadas onde a métrica
¢é aproximadamente igual a métrica de Minkowski. Isto implica que numa regiao sufi-
cientemente pequena do espaco-tempo as leis da relatividade restrita sao validas.

Vamos considerar que cada ponto P da variedade M seja dotado de uma estrutura

espinorial local. No espago tangente associado a cada ponto P, podemos encontrar 4
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vetores linearmente independentes e} () (vierbiens ou tétradas). Eles sao responséveis
por relacionar um sistema de coordenadas qualquer, rotulados pelos indices gregos p
com um sistema de coordenadas Minkowskiano local, rotulados pelos indices latinosﬂ
a.

A condicao de ortonormalidade das tétradas pode ser expressa como

@(I)ge@)gguu = Mab (401)
a partir dessa relagao, podemos escrever

¢ (e)ek (@) =8, h(a)el (@) =0 , @)@ =g (402)

aqui e;(r) é a inversa de ef(z). Com as tétradas, podemos escrever as matrizes de

Dirac em um sistema de coordenadas arbitrario da seguinte forma:

A (2) = et )y (4.03)

onde ~% é a matriz de Dirac para o espaco-tempo de Minkowski. Assim, podemos ver

as relacoes de anti-comutacao para essas matrizes

(@), ()} = (@) () + 4" (2)"(z) (4.0.4)

onde g"(x) = ndi’eg(:v)e’f

;(z) ¢é a inversa de g, (z).

Vamos agora discutir a derivada covariante para o Espinor. Esta derivada, além de
conter a derivada ordindria J,, possui um termo conhecido como conezao spinorial. A

conexao ¢ introduzida para garantir que o transporte do espinor de um ponto P para

'E vélido lembrar que esses indices latinos e gregos, sdo abaixados/levantados pelas métricas Nap
€ gy respectivamnete.
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um outro ponto P + dP do espago (curvo) preserve as tranformagoes locais do grupo

de Lorentz. Isto é feito para que a derivada de um espinor seja também um espinor

V(@) = [0p + L) (), (4.0.5)

onde I',(z) é a conexao espinorial. Sob transformacoes locais de Lorentzﬁ S(A), a

conexao espinorial I',(z) se transforma como [50]:
(@) — S(ALu(2)SH(A) = [0,5(A)]STH(A), (4.0.6)

de modo que tenhamos,

I (x) = —iaageg(az)vuegy(x), (4.0.7)

onde o = %[7d, yi’] ¢ uma representacao para a algebra de Lie no espaco dos espinores.
A derivada covariante para o campo de tétradas é expressa em termos da conexao de
Levi-Civita compativel com a métrica de acordo com
A
Vyep, () = Ouey, (v) — T 65, (), (4.0.8)
onde
A L o
[0 = 597(@) (Ouguo(2) + Ouguo(x) — Oogup(2)) - (4.0.9)
Agora estamos em condigoes de expressar a equacao de Dirac (3.2.31), em um

espago curvo:
[i7*(2)V () = k]9 (x) = 0, (4.0.10)
onde k = mc/h. Ainda podemos escrevé-la como:
i€ (2)7 [0, + Tu(w)] — x} v(x) = 0 (4.0.11)
ou de maneira mais detalhada como
{z’e‘g(:c)fyé (x) [@L — %U&i’eg () €, (:c)] — /i} Y (x) =0. (4.0.12)
Note que a forma para a equacao de Dirac depende do campo de tétradas. Por sua

vez, essas quantidades sao dadas em funcao da geometria do espaco-tempo.

2Ver Apéndice A.
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4.0.2 Particula de Dirac em um Campo Gravitacional Esferi-

camente Simétrico.

Uma aplicacao simples da equagao de Dirac no espaco curvo, consiste, em investigar
o comportamento da particula sob a influéncia de uma campo gravitacional esferica-
mente simétrico [51], 52 53]. Um exemplo desta situagao poderia ser a solugao exterior
descrita pela métrica Schwarzschild.

Em coordenadas isotrépicas, podemos escrever o elemento de linha de um espago

esfericamente simétrico da seguinte forma:
ds® = —w?dt* + v*8;;dx'da’ . (4.0.13)

Aqui, w e w sao fungodes escalares da coordenada radial r e estamos tomando a métrica
com assinatura (—,+,+,+). Estas fungdes sdo caracteristicas de cada sistema. O
proximo passo é obter o campo de tétradas, fazemos isso com a expressao (4.0.1)), que
admite inversa g"”.

Desenvolvendo os termos e lembrando que os elementos nao nulos do tensor g,

sao todos lacalizados na diagonal obtemos:

1 5 5 1
epo(x) = —w , ef(z) = il eo(x)=w , %)= - (4.0.14)
e ainda
ei;(z) =050 e;(x) = 5;l : ef(m) = 531} , eij(x) = iy (4.0.15)

Com essas definigoes, nosso proximo passo sera encontrar as componentes da co-

nexao espinorial definida em (4.0.7)). Os coeficientes da conexao nao-nulos sao

1 i
T = 2—w28i(w2) , Too =

1

; 1
2—1}281(11}2) N kl — 2—/02 (81(Szk + 8k(511 - @&d) (’UQ).

(4.0.16)

Por substituigao direta, temos como resultado as componentes temporal e espacial
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da conexao espinorial respectivamente:

Lo, i s e
Lo=-7—d-V(?) e I;= (zwiﬁ, (4.0.17)

3

Usando estes resultados, obtemos a equagao de Dirac a partir de (4.0.12))

onde o objeto i, é dado por:

oS Q

2), (4.0.18)
[ieg(x)vﬁ ((90 + Fg) + ie;(x)vj ((91' + Fi)

+ e)(x)y qAo + el (z)y qAi — k| =0, (4.0.19)

e reorganizando os termos, encontramos

0 1 8 . A Y ~ i ~
7028—10 = [ —ieg(z)y' Ty — i€t (x)y'0; — €5 (x)y'T

- eg(x)yﬁqu - e;;.(x)in + K|,

[

Aqui usamos 9y = %. Vamos multiplicar toda essa expressao pela esquerda por

C

heed(2)70 onde €d(z) ¢ a inversa de eg(x). Considerando ainda V=38~ =Bale

usando as defini¢coes em (4.0.17)), chegamos ao resultado

iha—w = ihcio? V(w?) — ihie—dl - V(0v?)

ot 4wv 203
g W G w o ox 2 2
— ihe—a -V — heqAg — h—qd - A+ G (r) Bmc” + Bmc” |9, (4.0.20)
v v

—

onde G(r) = w — 1. Aqui usamos o resultado @ - (X x V(v2)) = 2id@ - V(v2) que pode
ser verificado no apéndice A. Esta é a forma mais geral da equagao de Dirac para
um sistema esfericamente simétrico. Resta apenas especificarmos as funcoes w? e v2,
baseados na geometria de cada sistema.

A hamiltoniana acima deve ser hermitinana. De fato, ela deve possuir valores reais

para que se tenha interpretacao fisica de seus resultados, assim, devemos ter satisfeita
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a condicao:

(H) :/d3\/§¢T (z) Hy (z) = (HTY, (4.0.21)
onde g ¢ o determinante da parte espacial da métrica g;; e 1 e ¢ sao os estados
das particulas. E mais conveniente realizar a integral usando uma medida de um
espago plano. Neste sentido, precisamos suprimir o fator ,/g. Isso é feito quando
realizamos uma transformacao na funcio de onda 1 (x) = ©¢(x) com © um operador
unitario de tal modo que satisfaca ©@~! = 1. Sob tal transformacao teremos uma

nova hamiltoniana:

H=0Ho" (4.0.22)

Segue que

(H) = / o' (x) H (z) , (H)= / dBr0%¢" (x) Hy (). (4.0.23)
Usando o fato que (H) = (H) podemos fazer

=g , 0=v2 (4.0.24)

Nos resta, agora, determinar a forma explicita para a hamiltoniana (hermitiana) H.

Usando a relagao (4.0.22)) temos:

_ 1 . S
H = %2 ihcmd’ -V (w?) - ihc%o? -V (v?)

— inlav - heqAg — hgqo? A+ G (r) Bmc + Bmc? | v,
v v
Disto segue

_ 1 = w .
H = ihe—a.- 2 W 2
th4wva V(w )~|—zhc4vsa V(v?)

W, = wo, v
— hc—a -V — heqAg — h—qd - A+ G (r) fmc® + Bmc?. (4.0.25)

v v
Por simplicidade na notagao, escrevemos H como H sem barra. Esta ¢ a hamiltoniana
de Dirac para o caso geral de um sistema esfericamente simétrico. Basta apenas
substituirmos as funcgoes escalares w e v que sao caracteristicas de cada sistema e

determinar a sua forma explicita.
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Capitulo 5

Estados de Rydberg no Cenario de

Branas.

Neste capitulo veremos como o potencial gravitacional modificado pela dimensao
extra pode influenciar os niveis de energia para um ion tipo hidrogénio. Considerando
o modelo ADD[3], aplicaremos a equacao de Dirac para encontrarmos a hamiltoniana
(relativistica) do atomo modificada pela gravitagdo. Usaremos o método de Foldy-
Wouthuysen para a obtencao do limite nao-relativistico, com isso determinamos os

niveis de energia tendo por base o termo de maior contribuicao energética.

5.1 O Campo Gravitacional produzido pelo nicleo.

Como vimos, no modelo ADD [3] o Universo ¢ dotado de ¢ dimensdes extras espaci-
ais com a topologia de um toréide T°. No estado fundamental do modelo, a dimensao
extra possui um certo raio R e admite-se que o espago ¢ plano, isto significa que a
energia da brana nao curva o espago suplementar a longas distancias em comparagao
com a escala de comprimento da brana.

Nesta situacao, o campo gravitacioanal é produzido pela matéria que se encontra

confinada na brana, e é governado pela agao de Einstein-Hilbert, agora estendida para
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altas dimensoes, ou seja:

3

C
= —— | d*zd’z/— 5.1.1
S0 = 1o | dad Vg (511

onde R é o escalar de Ricci para o espago ambiente (bulk), g é o determinante da
métrica cuja assinatura assumimos sendo (—, +...+) e Gp é a constante gravitacional
para um espaco com ¢ dimensoes, x e z sao as coordenadas paralelas e transversais da
brana, respectivamente.

A topologia do espago complementar nos permite expandir a métrica em séries de
Fourier com respeito a coordenada z, dando origem aos chamados modos KK. O modo
zero reproduz o campo gravitacional 4-dimensional a grandes distancias quando com-
parada a R. Isto implica uma relacao entre a constante GGp, e a constante gravitacional

newtoniana GG do espago-tempo ordindrio, dada por:
Gp =G (2rR)"™. (5.1.2)

Além disso, de maneira a obter o limite newtoniano, faz-se necessario implementar
um mecanismo que garanta a estabilidade para o volume do espaco suplementar a
longas distancias [36].

A extremizagao da agao ([5.1.1]) nos conduz as equagoes de Eisntein para dimensoes
espacias superiores. No regime de campo fraco, que assumimos ser valido no dominio
atomico, a métrica pode ser escrita como E| ga = NaB + hap, onde n4p é a métrica de
Minkowski e h4p ¢ uma pertubacao na métrica da ordem de Gp M. Em um sistema

de coordenadas no qual o gauge

1
Oa (hAB — §nABhg) =0, (5.1.3)

¢é satisfeito, as equacgoes de Einstein linearizadas se reduzem a forma

167G -
Ohap = _%TABa (5.1.4)

LAqui os indices latinos variam de 0 & 3 + §
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onde O é o operador d’Alembertiano, que estd associado com a métrica n1% e Typ =
(Tap — (0 + 2) ' ABTS ) estd definido em termos do tensor energia-momento T4 da
fonte.

Considerando a topologia R? x T9 do espaco, segue que a solucdo para a equacio

(5.1.4) para fontes estaticas é da forma

hag (X ) _ 167Gol' (5°) . Z / Tan <X} BPHX! (5.1.5)

Fe N CRTATE
onde X = (%, z), K, = 27 R(0,0,0,k; ..., ks) e cada k; é um nimero inteiro. Se consi-

deramos T° como uma variedade imersa por R?, os vetores I?Z devem ser vistos como
as localizacoes de imagens da fonte induzida pela topologia do espaco suplementar
sobre R®. A presenca dessas imagens nos fornecem solucdes periédicas com respeito
a coordenada z como demanda a topologia. Pode-se mostrar que a funcao de Green
para dimensoes superiores pode recuperar o seu comportamento 4-dimensional para
longas distancias X > R. Por outro lado, para curtas distancias <|X -7 |> <R, a
funcao de Green é dominada pelo primeiro termo da série (|5.1.5]).

Neste trabalho, estamos interessados em estudar os efeitos gravitacionais a peque-
nas distancias, onde os efeitos das dimensoes extras sao mais significativas. Com isto
em mente, podemos por simplicidade, considerar somente o primeiro termo <I?0 = 0)
da série . E claro que essa aproximagao fornece uma estimativa para o campo
gravitacional, uma vez que todos os termos que estamos negligenciando possuem assim
0 mesmo sinal.

No contexto de branas é crucial que para uma escala de comprimento maior do que
a espessura da brana e, o tensor energia-momento dos campos confinados na brana

tenham a seguinte forma:

Tag(w,2) = nanp T (v) f(2), (5.1.6)

onde T}, (x) é o tensor energia-momento para espaco-tempo ordindrio e f(z) é uma
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distribuicao normalizada concentrada em torno da brana, que é aproximadamente uma
distribugao do tipo delta no limite da brana fina (¢ >> 0). Esta funcao f(z) descreve
o confinamento de um campo na brana, e a primcipio pode assumir caracteristicas
diferentes para cada tipo de campo.

Para o nosso sistema a fonte do campo gravitacional é o nicleo atomico. Devido
a sua carga elétrica, o espago-tempo em torno do nicleo deve possuir uma geometria
similar a de Reisnner-Nordstron, ou mais precisamente uma versao desta geometria
no cenario de branas. Este fato, nos conduz, por conveniéncia, a decompor o tensor

de energia momento como a soma de dois termos;
Ty =T + T, (5.1.7)

onde T,Eg) descreve a energia de repouso do nucleo e T,E,;EM) ¢ o tensor energia para
o campo eletromagnético criado pela carga da fonte e que esta espalhado no espago.
Aqui vamos considerar a influéncia de cada termo separadamente. O primeiro tensor
pode ser escrito como Tap = c2pnn% onde p é massa da fonte, por outro lado 7, ,EEM) =
€0C? (F WFJ\ — inWFagF af ) onde F),, ¢ o tensor eletromagnético e €y ¢ permissividade
elétrica no vacuo. Numa primeira abordagem, vamos ignorar o campo magnético
produzido pelo préton. Nesta aproximacao, somente as componentes do campo elétrico
Fy; = E;/c serao nao-nulos, em ordem zero de Gp.

Levando em conta essas consideracoes, podemos mostrar que a forma explicita da

métrica pode ser expressa por

2 2(2+49) 2
2 — (1 “ 0
ds ( +02%+02(1+(5)X8) (dz”)" +
2 2(2+6) 9
1=
" < 62(1—1-(5)%) TR
2(2+9) 20102 1 win A2
I
+ ( +c2(1—|—6))\2’3>r (d6? + sin* 0dg?*) | +

+ (1 - %gp) dz?, (5.1.8)
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onde 2° = ct, e as coordenadas (r,6,¢) sao as coordenadas esféricas usuais associadas
coordenadas “cartesianas” definidas em (5.1.3). A fungdo s desempenha o papel de

um potencial newtoniano produzido pela massa nuclear em R?. Em sua forma explicita

_’/
() [ 211t
‘X

onde Gp = 4GDI‘(3_J2F5)/[(2 + §)m(1+9)/2],

temos:

1+5 ACRR QPN (5.1.9)

O subindice s enfatiza que ¢, é o potencial associado a curtas distancias, ou seja,
calculado com o primeiro termo da série (5.1.5). De maneira anéloga, a fun¢ao xs é o
potencial gravitacional produzido pela energia do campo eletromagnético u = (eqE?/2)

criado pela carga elétrica, dado por:

= G u(@) fo(z 2,
X <X> - -7 /%dmx. (5.1.10)

Podemos também obter a partir das componentes espaciais do tensor eletromagnético

EM - . :
Ti(- ) as funcdes A2.s € A5 definidas respectivamente como:

G co E2r"2 (sin? 0)dr'df
Aoy = —Xs — T—5 0BT (sin"6) g AC V&2 (5.1.11)
c | (r2 + 172 — 2rr' cos @) + | Z]?| 2
G eoE%r"?(cos? @ sin 0)dr'df
Ay = —Xs — 27 —2 o ) = fo(2)d2. (5.1.12)
¢ | (12 + 172 — 2rr' cos 0) + |Z]?| 2

Na préxima segao, veremos que no setor gravitacional da hamiltoniana (Hg) o
termo principal surge da componente gg9, que depende dos potenciais ¢, e xs. Para
determinar explicitamente essas fungoes é importante olhar para estrutura interna da
brana e ver como os campos estao localizados. Em teoria de campos, as branas sao
vistas como defeitos topoldgicos, uma vez que sao estruturas capazes de localizar os
férmions em seu interior [I6]. Neste contexto, usualmente conhecido como brana com
espessura, a localizagao do tipo delta é substituida por um confinamento nao-singular
onde os estados dos campos sao descritos por funcoes de ondas regulares com uma

pequena largura ¢ na direcao transversal.
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Seguindo estas idéias [33], calculamos o potencial gravitacional ¢¢ produzido pelo
préton de massa M, no cendrio de brana com espessura [16]. Admitindo que a fun¢ao
de onda do préton na diregao transversal possui um perfil gaussiano, estimamos [33]
a influéncia da interagao gravitacional sobre os estados S. A contribuicao desse termo
é proporcional a G pmM,/a3a’~% onde m é a massa do elétron e ag é o raio de Bohr.
Desta expressao, fica claro que o céalculo diverge no limite da brana fina. Portanto,
para os estados S a distribuicao de massa do niicleo dentro da brana nao pode ser negli-
genciada. E importante lembrar que esse termo corresponde ao valor médio da energia
potencial gravitacional no interior do nicleo, que aqui vamos denotar por (Hg);,. Por
sua vez, fora do ntcleo a contribuicao dominante é proporcional GpmM /aé” se a
escala de compactacgao for maior que o raio de Bohr. Assim, em um cenario realistico
em que 0 < ag, a contribuigao interior (Hp);, é muito maior do que a contribuicao
exterior (Hg)ou para o estado S.

No entanto, nos estados de Rydberg com alto momento angular acontece o inverso,
neste estados, a estrutura interna da brana torna-se menos relevante. De fato, em
estados com momento angular [ a contribuicao interna é reduzido por um fator da
ordem de (ry/ a0)2l, onde 7y € o raio do ntucleo. Portanto, para um momento angular
suficientemente alto, a contribuicao exterior se torna maior que a interior se a seguinte

condicao ¢ satisfeita:

In (ag/0)

20 > (6—2)m.

(5.1.13)

Sob estas condigbes, a contribuicao exterior (Hg),,: se torna maior que a interior
(Hg)in. Portanto, como o termo dominante nao depende da espessura da brana,
podemos dizer que uma brana fina é uma idealizacao vélida para estados com altos
nimeros quanticos. Substituindo f,(z) na equagao ((5.1.9)) por uma distribui¢ao delta

de Dirac, encontramos que na regiao exterior o potencial gravitacional produzido pela
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massa do nucleo é

~ M
Y = _GDT(I—‘,-&)’ (5114)

Usando a equacao podemos concluir qua a contribuigao de (5.1.14) para
a energia potencial gravitacional para o atomo no estado de Rydberg serd da ordem
de (GMm/ao) (R/ao)’ e consequentemente a dimensao extra amplificard significativa-
mente a energia gravitacional para o atomo no estado de Rydberg somente se R > ay.

Entretanto, esta conclusao nao é necessariamente valida quando consideramos o
potencial x, produzido pela energia eletromagnética. Se aproximamos f.(z) a uma
distribuicao tipo delta, na equacao o potencial y, diverge em todo o espago,
nao apenas no nucleo, como acontece com o potencial ¢y, devido ao fato da energia
eletromagnética esta espalhada no espaco. Portanto, devido ao comportamento do
potencial y,, o limite em que a espessura da brana tende a zero, nao fornece uma boa
idealizacao mesmo quando estamos lidando com ions nos estados de Rydberg.

Assim, para determinar Y, teremos que considerar a distribuicao da energia elétrica
dentro da espessura da brana. Com o objetivo de obter algumas estimativas, vamos
comegar admitindo que a energia elétrica estd uniformemente distribuida dentro de
uma regiao compacta da brana com um comprimento €, que deve ter a mesma ordem
da espessura da brana. Assim, se Vj(g) descreve o volume de uma bola de raio £ no

espago suplementar, f, pode ser definida como uma funcao do tipo

#6) :{ e s

0.22 > ¢
Tomando esta expressao na equacao (9.1.10)) e integrando com respeito as coordenadas
angulares, o potencial y; avaliado na brana Z = 0 pode ser escrito como sendo ys =

X+ + X—, onde

r) = GDS5 2m 1 u(r') VL do! 4
X(7) B <5—1>7“/[(rir')2+z/2]12”( )Y dr'dy. (5.1.15)
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Aqui, S5 é uma hiper-area de uma hipersuperficie esférica de o dimensoes com
raio unitdario. Em (5.1.15)), o intervalo de integragao para a varidvel transversal é
de 0 < 2/ < e. O termo divergente no cendrio em que a espessura da brana vai a
zero, surge da funcdo y_, na medida em que a varidavel de integracao r’ passa por
r, no contexto de brana com espessura, esse termo “probleméatico” pode ser isolado e
calculado separadamente.

Como estamos interessados em estudar os estados de Rydberg com altos valores
de momento angular, podemos restringir nossa analise a pontos distantes do nicleo
r > nry. Para o célculo de y,, é conveniente separar o dominio de integragao em duas
partes: a regiao dentro do intervalo |’ —r| < R, onde a fun¢ao de Green é dominante,
e regiao externa a esse dominio, que denotaremos por 2. Note que, o limite de brana

fina é valido em (2, e assim podemos escrever

onGp 1 1 1 o
X (5—1)2/9 T s | U =

; or 1 /
%—W—/ u(r’) —— ()" dr'dy. (5.1.16)
Vs(e) (0 =17 Jiri<r [(r £ 77)2 + 22] 2

Para dar prosseguimento, faz-se necessario especificar a distribuicao da energia ele-
tromagnética no espaco tridimensional por meio da funcao u. Para ser consistente, o
modelo deve reproduzir o comportamento usual do campo eletromagnético ordinério
em uma escala de comprimento maior do que a espessura da brana (r > ¢). E impor-
tante observar nesse ponto, que a escala de compactificacao R é por hipdtese maior
que € em nossa abordagem, de maneira que o campo gravitacional é o Unico afetado
pelas dimensoes extra no dominio em que (r > ).

Baseado nessas consideragoes, assumiremos que no espaco tridimensional a densi-

dade de energia para o campo elétrico é dado por:

Q2 7,/2/7,?\“7,,/ < N,
>

— X
2 3271—260 1/7",477’-/ TN)
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que ¢é a energia do campo eletromagnético produzido por uma carga () distribuida
uniformemente dentro de uma bola de raio ry no espago tridimensional.

Levando em conta essa distribuicao segue entao que:

B GpQ?
Xo =7 16megc? e9-2r4 + Ot O 51.17)

onde a quantidade (35 pode ser escrita em termos da funcao Gamma da seguinte forma

o VAl (%)

= , 5.1.18
%= G0 ar (550) ( )
e os termos de correcoes tem a seguinte ordem de magnitude:
5-2 1+ O(R/r)* sedéf
01~ 0 <5> X (B/r)",se d é fmpar (5.1.19)
R O (R/r),se d é par
O ~ O (3)5_2 % O (rx/r)"" (5.1.20)
2 R N : 1.

quando comparamos a intensidade dos potenciais, podemos ver que x, ¢ maior @, se

_1

4 Mc? 5 o
r > [Em (a—o) ] . (5.1.21)
Quando consideramos valores realisticos de €, a condigao acima ¢ satisfeita fora do
nicleo. Neste caso, o potencial gravitacional produzido pelo campo eletromagnético é
maior que o potencial gravitacional produzido pelo niucleo ¢, na regiao exterior. No
espaco tridimensional isto nao acontece. De fato, considerando a mesma distribuicao

na equacao , encontramos que na regiao exterior

GE  GQ?

=y
c2r  Amwepcr?’

X@3) = (5.1.22)

onde E é proporcional a energia do campo eletromagnético. O termo atrativo de
X(3) depende do inverso da distancia r, portanto, pode ser incorporado ao potencial
gravitacional tridimensional 3) absorvendo a energia eletromagnética como parte
da energia de repouso do sistema. Disto segue que, o potencial ¢, = —GM/r com

M = (M, + E/c*) é maior que a parte repulsiva x(s) fora do nicleo.
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Nestas circunstancias, é valido lembrar que a distribuicao de massa do nicleo pode
ser descrita por uma densidade continua p,, em vez de uma distribuicao compacta
sem alterar nossa conclusao. Nesta nova configuracao, o potencial ¢, deve divergir em
todo espaco no limite em que a espessura da brana vai a zero. Entretanto, o tempo

9=2 ¢ ainda menor que xs para r > ry

“problemético”serd proporcional a G DPm/O
desde que p,, seja uma fungao que diminua rapidamente como uma exponencial.
Nesta segao, calculamos o campo gravitacional produzido pelo nicleo. Para que
obtivéssemos resultados finitos, foi necessario levar em consideracao a distribuicao da
massa do ntcleo e o campo eletromagnético dentro da brana. Nas préximas segoes,

vamos discutir aspectos complementares deste quadro, mais precisamente, a influéncia

da gravidade na dinamica dos campos eletromagnéticos e de Dirac neste cenario.

5.2 O Potencial Eletrostatico na Brana.

Em uma escala de comprimento superior ao da espessura da brana, os campos
podem ser tratados como campos quadrimensionais confinados na brana. Nessa escala,
assumimos que os campos nao se acoplam diretamente com a geometria do “bulk”, mas
a sua dinamica no espaco-tempo ¢é influenciada pela gravidade através da geometria
induzida na brana.

Admitindo que a brana estd localizada em z = 0, no sistema de coordenadas
dado, a métrica induzida pode ser diretamente obtida do elemento de linha escrito em

coordenadas isotrépicas da seguinte forma:
ds® = —w?*(dz®)? + v*(dT - d¥), (5.2.23)

onde

2 2(2+ 6)
2
w =1+ S, + 2 (5.2.24)

A1+
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2 2(2 + 0) Aos — Abs
R S — —_— —_ . 2.2
v (14 9) Ps 2(1+9) [)\2’3 + / r dr] (5:2.25)

Calculada a métrica, podemos agora determinar as modificacoes sobre a interacao

eletrostatica entre o elétron e o nicleo causado pela geometria da brana.

As equagoes de Maxwell para o espaco-tempo curvo pode ser escrita como

R
NS

onde g = —w?v® é o determinante do tensor métrico dado por (5.2.23)), J¥ é a qua-

(V=gF"") = poJ”, (5.2.26)

dricorrente e pg é a permeabilidade magnética no vacuo. Se U* = da*/dr é o campo
de quadrivelocidades da fonte, entao J* = —p.U*, onde p. ¢ a densidade de carga e 7
¢é o tempo préprio. Por simplicidade, vamos admitir que o ntcleo esteja em repouso
no referencial dado, de maneira que sua quadrivelocidade sé possua a componente
temporal ou seja U* = (—cw™',0) nesse referencial.

No regime estético, o quadripotencial é A, = (—¢/c,0). Sabendo que o tensor

eletromagnético é dado por F),, = 9,4, — 0,A,, entao segue de ([5.2.26) que
oy [wv3g”99’”’ (Op A, — 0, 45)] = w0’ g J".

Como estamos no regime estatico, teremos apenas J° = p, Jw. Os campos nao pos-
suem dependéncia explicita no tempo, sendo assim, devemos ter apenas a componente
espacial da derivada

0 [wv?)gijgooajAo} = USMOCQPea

0 que nos leva a seguinte equagao:

0, <%8¢¢> = _Ped (5.2.27)

€0
onde € ¢ a permissividade no vacuo e p.o = v3p. é a densidade de carga com a
medida plana d3z. Isto significa que em uma hipersuperficie ortogonal a U*, a condicao

peo(d®z) = p.(v¥d?z) é satisfeita.
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Como o campo gravitacional é fraco, esperamos que o potencial elétrico modificado
pela gravitacao possa ser escrito como ¢ = ¢y + ¢, onde ¢y € a solucao no espaco
plano devido a p. € ¢ é uma pequena correcao da ordem de G'p devido a curvatura
do espaco-tempo. Considerando as correcoes de até primeira ordem e desenvolvendo
(5.2.27)), encontramos

V2 = —pE—P, (5.2.28)
0

com “V?2 sendo o laplaciano no espaco plano tridimensional e
pp=V- |1 —v/w)ekE (5.2.29)

desempenha o papel de uma densidade de carga de polarizacao que age como sendo

uma fonte para a correcao gravitacional do potencial eletrostatico. A solugao de

(5.2.28) tem a forma:

1 pp(ft/) 3
_ d 5.2.30
b6 4MO/‘5_£,,| 7, (5.2.30)
GpMQ@?

que ¢ uma quantidade proporcional a =2~ na ordem mais baixa.

5.3 A Equacao de Dirac no Cenario de Branas.

Nesta secao, vamos estudar a equagao de Dirac no cenario de branas a fim de dis-
cutirmos como sua hamiltoniana é modificada quando levamos em conta a interacao
gravitacional do ntcleo com a particula de teste. Para tanto, vamos considerar nova-
mente que os férmions confinados na brana nao interagem com a geometria do bulk,
mas sim, com a geometria (3 + 1) induzida na brana. Neste caso vamos novamente
considerar a métrica descrita em ([5.2.23)).

Assumindo um acoplamento minimo com o campo gravitacional, a equacao de
Dirac no espaco curvo que descreve o estado de um férmion com massa m e carga

elétrica ¢ sujeita a um campo de gauge A, é descrita por:

[iv"(x)D,, — me/h]Y(x) =0, (5.3.31)
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onde o operador D,, é definido como
D,=V,—iqA,, (5.3.32)

a conexao espinorial V, é definida em termos da derivada covariante como vista em

(4.0.7). O campo de tétradas e os coeficentes da conexdo sao determinados seguindo

os passos (4.0.14) a (4.0.25)) discutidos no capitulo anterior.

Para a definicao do campo de tétradas e em todos os calculos, estamos considerando
apenas os termo de primeira ordem em Gp. Desconsiderando por simplicidade os

efeitos do potencial vetor A a hamiltoniana de Dirac do 4tomo tem a seguinte forma

240 = -
H = 2 - — hcAg — ibhe(l1+ Z0)a -V —
Bme +Bm@s+02(1+5)ﬁmx8 hcAg — ihe( +02908)a \Y4
L=, = L 32490) L = L 2446 . =
- zh2—ca~V<ps—zhma~VF(r,z)—|—Zh20(1+5>a'VXs—
249 -
h—— —F 7. V. 3.
mc(l 3) (Xs (r,2))a-V (5.3.33)

Aqui definimos a quantidade = = 1+1/ (1 + §), e a fungao F(r, z) = [/\2,5 + [ @dr}
¢é definida em para simplificar o desenvolvimento dos calculos. Perceba que,
se estivermos no espago-tempo ordindrio (3 4+ 1), teremos = = 2. O potencial gravi-
tacional ¢ modificado pela dimensao extra se torna o potencial newtoniano , este
resultado estd consistentes com resultados ja discutidos na literatura [53) 51, 52].
Usando a hamiltoniana acima, vamos aplicar o método de Foldy-Wouthuysem para
determinarmos o limite nao-relativistico da hamiltoniana. Vamos admitir que a con-
tribuicao energética de cada termo da hamiltoniana é muito menor do que a energia
de repouso mc? para os estados de Rydberg. Vamos reescrever a equacao de Dirac

como vimos em ([3.4.103)) e os operadores & e & em ([5.3.33)) respectivamente como

= 2= 240 =
0 = ca | (1+20,)5—in= N v v
ca ( —I—Cztps)p l sz%—f—z 202(1+5)VXS
— th———=VF —_— - F 3.34
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2+9
& = — - . 3.
By + i 1y — had (5.3.35)

Usando a expressao (3.4.118)) temos a hamiltoniana nao-relativistica dada por

o, P P 1 2
Hyr = LA S 5(r) —
NR B <mC + o 8m302> + Q142 <7‘ ¢G) ©25 5T (1)
h &L 22+ 6) = o, 1
D gna s TP (m% taare ™t na?? " ama?
th _ o th = h -
— Ve, pt Ve, 7 =6 Vo, x ) -
mc? Ps Pt 2mc? Ps Pt 2mc? 4 Ps 2P
h = 2 2 2 2
- ~vs><)— =V2p, V2, |, 5.3.36
4m020 ( Ps X P dmc? Ps 8mc? 14 ( )

perceba que este resultado contém todos os bem conhecidos termos para limite nao
relativistico da equagao de Dirac; a energia de repouso, o termo cinético e sua correcao,
a interacao coulumbiana entre o nicleo ¢; e a particula de teste ¢o, 0s termos propor-
cionais ao termo de Darwin e os termos do acoplamento spin-orbita e as contribuigoes

relativas a interagao gravitacional.

Aqui usamos a componente temporal do quadrivetor A, sendo Ay = ¢/c como
definido na secao anterior. Dividimos esse termo em duas quantidades ¢y que é o po-
tencial escalar elétrico usual e ¢g que é o potencial elétrico modificado pela gravitagao.
Por simplicidade, podemos decompor essa hamiltoniana em trés setores distintos: o

termo livre, o de interagao coulombiana e o setor gravitacional respectivamente, de

modo que temos H = Hy, + Ho + Hg onde

A
"o o 5.3.37
L B (mc + m 8m3c2> ) ( )
1 2 hoG-L
He = - = — o(r) — — 5.3.38
c=q1q2 (r ¢G) N2y 57 (r) NP2 5= 5 ( )
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th _o o 1 . — -
ARV Pt o5 Ves Pt g5 Ee (VsosXp>—
h - B h? _ h?
— 4m020 (VSDS X P) I 2:V2 s T+ S 2V2tps> (5.3.39)

5.4 Resultados e Discussoes.

Nosso foco sera, é claro, o setor gravitacional. Aqui vamos considerar o termo § =
1, ou seja, os estados de energia positiva. Perceba que dois termos sao proporcionais
a massa da particula de teste, e portanto sao os termos dominantes. Além disso,
como vimos, o termo Y, ¢ muito maior que ¢, na regiao exterior, neste caso podemos
considerar a aproximagcao
N 2(2+9)

Ho~ 22"y, 5.4.40
¢~ 21t X (5.4.40)

com essa aproximacao iremos encontrar as correcoes nos niveis de energia nos estados
de Rydberg. Nao é demais centralizar que essas corregoes sao provenientes do compor-
tamento a curtas distancias do campo gravitacional com dimensoes extras, produzido
pela energia do eletro-vacuo que circunda a particula de teste em um ion semelhante
a um ion tipo hidrogénio.

Vamos agora, tratar Hg como um termo muito pequeno da hamiltoniana total, de
maneira que possamos usar o método de pertubacao para estimar a energia potencial
gravitacional para um fon tipo Hidrogénio no estados de Rydberg. Para um ion com
um numero atomico Z encontrado em um estado cujo niimero principal é n e momento

angular orbital [, a energia potencial gravitacional média é aproximadamente dada por

2(2 +0)

(n,l|Hg|n, 1) = 2140

m(n, l|xsn, ) (5.4.41)
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o que nos fornece como resultado

N GpZ*e*m
H =— _— 4.42
<n7 ll G‘nv l> 657n,l 0256_201360 ) (5 )
onde e é a carga elétrica fundamental e
. 0T (52 3n2—1(1+1
NGS (3n” —1(L+1)) (5.4.43)

O T gm0 T s ) (20 3) (20 + 1) (20— 1)

¢ importante destacar que a energia em é devido ao comportamento a curtas
distancias da funcao de Green para o potencial gravitacional.

Sem dimensoes extras, a energia potencial gravitacional para o fon em algum estado
In,l) é dada por:

AZ GmM,,

<n7 l|HG’n7 l> = F

4.44
. (5.4.44)

onde A é o numero da massa. Aqui, por questoes de simplicidade, admitimos que a
massa do nicleo é aproximadamente igual a AM,. Comparando com ,
podemos encontrar condi¢oes sobre as quais a quantidade de energia potencial gravi-
tacional proveniente do comportamento a curtas distancias do potencial de dimensoa
maior supera o valor tridimensional. Neste dominio as dimensoes extras podem am-
plificar significativamente os efeitos gravitacionais sobre o ion.

A condigao (Hg) > (H(G3 )> pode ser expressa em termos do comprimento da di-

mensao extra R na seguinte forma

23 52
1 A eMpycaye

2MR)’ > —
(2rR) B5Yn,i Z*n? e? 7

(5.4.45)

observe que, para a energia potencial ser amplificada pela dimensao extra, R deve ser
de algumas ordens de magnitude maior que a espessura da brana, mas curiosamente
pode ser menor do que o raio de Bohr. Como exemplo, poderiamos considerar o ion de
Nednio 2 Ne™ em um espaco com 6 dimensoes. No estado em que n = 15 e | = 14, as
dimensoes extras proporcionam uma amplificacao se R > 10~*m, quando ¢ = 10~*’m

por exemplo.
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Agora vamos considerar as transigoes entre os estados vizinhos, oou seja, (n,l =n — 1)
e (n—1,l=n—2). A principal contribui¢ao para a diferenga de energia entre esses

niveis é:

7% (1 1
AEp ‘ ( ——>, (5.4.46)

- 871'60(10 ﬁ (n — 1)2
usando (5.4.42)), podemos determinar a diferenca da energia potencial gravitacional

AF entre aqueles niveis comparando com (AFEp),

AEG 5 1 (’Yn n—1 — Tn—1 n—2) ZzGDm
= —fs——— . . 5.4.47
AEP 65 8T n—2 — (n — 1>_2 6265_2(13 ( )

Se considerarmos ion tipo hidrogénio muonico, o raio de Bohr para o estado funda-
mental do Hidrogénio ag ¢ substituido pelo raio de Bohr do Hidrogénio muonico ay
e a massa da particula de teste m corresponde a massa do muion m,. Devido a isto, a

equacao acima pode ser multiplicada pelo fator

((%) (%) ~ 107, (5.4.48)

De acordo com|§], se as frenquéncias de transigoes estiverem na banda dptica, a
precisao experimental relativa pode atingir o fantéastico valor de 107'[31]. Isto nos
leva a pensar na possibilidade de usar os estados de Rydberg como objeto de busca
de dimensdes extras. Em [32] foi sugerido que o enigma do raio do préton poderia ser
explicado no cenario de branas, uma vez que a interagao gravitacional muon-préton,
modificada pela dimensao extra, pode explicar o inesperado excesso de energia medido
no Lamb Shift do Hidrogénio mtonico.

Para resolver o enigma do raio do prdoton a massa de Planck Mp fundamental
ou equivalentemente a constante gravitacional fundamental, deve possuir certos valo-
res dados em funcao de um parametro o, que aqui pode ser interpretado como um
parametro de confinamento do nicleo na brana. Vamos considerar o valor de Gp
como referéncia na equacao , e admitir que matéria e os campos possuem

algum parametro de confinamento (¢ ~ o).
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Na figua abaixo, mostramos as transi¢coes Opticas entre os estados de Rydberg
sobre os quais, os efeitos da dimensao extra excede a precisao experimental prevista

pela metrologia 6ptical31],

100 ———————————————————————]
80t
60t

40 o=

207

0....|....|....|....|....|_

Figura 5.1: Transicoes Opticas entre os estados de Rydberg para ion do tipo Hidrogénio
muonico. Abaixo das linhas tracejadas, a influéncia das dimensoes extras através
da gravidade classica pode ser maior do que a incerteza experimental previstas nas
medidas de frequéncia de transigdes em torno da banda éptica (1007 H z — 10007 H z),
aqui vemos que GG p possui o valor apropriado para resolver o enigma do raio do préton.

A partir destes resultados, podemos ver que para fons do tipo Hidrogénio muonico,
a espectrsocopia dos estados de Rydberg em frequéncias épticas podem, a principio,
serem empregadas para a busca de dimensoes extras, e em particular, para testar a
hipotese de que o enigma do raio do prioton pode ser explicado pela existéncia de
dimensoes extras[32]. No entanto, é importante observar que essas previsoes estao
baseadas no comportamento classico do capo gravitacional.

Por outro lado, como indicado em [I3], o efeitos da gravidade quantica se tornariam
relevantes em uma escala de comprimento em torno do comprimento de Planck fun-
damental [p, aqui definido em altas dimensoes mesmo para curtas distancias. Se este
for o caso, os efeitos da gravidade quantica podem modificar os resultados classicos
imprevisivelmente. No entanto, como uma teoria de gravidade quantica ainda nao é

conhecida, somente os experimentos podem resolver esta questao.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, investigamos os efeitos da dimensao extra no dominio atoémico es-
tudando a influéncia do campo gravitacional sobre os niveis de energia do atomo no
cenario de branas. Fomos motivados pela incerteza relativa de 107! impresionante-
mente pequena nas transicoes épticas entre os estados de Rydberg. Para tanto, foram
realizadas duas revisoes, uma sobre a teoria de dimensoes extras onde utilizamos o
modelo ADD como cenério e a segunda, abordando a mecanica quantica relativistica
onde destacamos a teoria de Dirac.

No cenario de branas, a gravidade é a primeira interacao a ser afetada pelo espaco
suplementar. Nesses modelos, a interagao gravitacional pode ser ampliada em com-
paracao com a gravidade Newtoniana tridimensional. Devido a carga do nucleo, o
espago-tempo em torno do nicleo é uma versao da geometria de Reissner-Nordstron
no cenario de branas. Nesta configuracao, a métrica no regime de campo fraco de-
pende do potencial gravitacional concentrado no ntcleo ¢ e também do potencial
gravitacional gerado pela energia do campo elétrico criado pela carga do nicleo Y.

Quando a espessura da brana vai a zero, o potencial y, diverge em todo espaco
na brana. Devido a isso, a energia potencial gravitacional nao é calculavel no limite

da brana fina, mesmo em estados de Rydberg com altos valores de momento angular.



92

Por isso, consideramos a brana com certa espessura a fim de estimar a influéncia do
potencial x, nos niveis de energia.

Considerando a energia eletromagnética distribuida uniformemente em uma faixa
da brana, calculamos a energia potencial gravitacional em termos de um parametro
de confinamento € do campo elétrico. Encontramos que as dimensoes extras sao capa-
zes de amplificar a energia potencial gravitacional para o ion no estado de Rydberg,
mesmo quando o raio de compactificagao R é menor que o raio de Bohr. Isto é uma
consequencia do comportamento do potencial .

Um fato importante é que o comprimento a curtas distancias da funcao de Green
associada ao potencial gravitacional desenvolve um papel muito importante nessa si-
tuacao. A primeira vista, poderiamos ser levados a pensar que o comportamento a
curtas distancias € irrelevante quando o ion estd no estado de Rydberg, uma vez que
a propabilidade de encontrar a particula de teste préxima ao nicleo é muito pequena
nesse estado. Na verdade, esta é a razao de ¢, ser fraco ali, no entanto, a fonte do
potencial x esta espalhada no espaco.

Portanto, em torno de qualquer ponto T do espaco, existe uma regiao de tamanho
menor que R no eletovacuao onde a funcao de Green de curta distancia é dominante.
E através deste termo que a influéncia gravitacional do eletrovacuo que circunda a
particula de teste pode aumentar significativamente a energia potencial gravitacional
do fon até o ponto de nos possibilitar o uso da espectroscopia dos estados de Rydberg

para a busca de dimensoes extras.
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Apeéendice A

As Matrizes de Dirac.

A.1 Determinagao da Matriz S (A).

A matriz S(A) é de fundamental importancia para se compreender a covariancia da
equagoa de Dirac, pois nos fornece as relagoes entre os refernciais O e O’. Comegamos
com uma transformagao infinitesimal de coordenadas espago-temporais, uma vez que,
qualquer transformacao continua pode ser obtida por sucessivas aplicagoes de trans-

formacoes infintesimais, neste sentido, teremos
Ay =10, + Q) (A.1)

com Q" = —QM sendo um tensor antissimétrico. Aqui estamos desconsiderando

termos da ordem de (£2,,)%

Vamos considerar S(A) sendo expresso por uma transformagcao infinitesimal
S(A) =1~ %CWQW ouwainda S(A)=1— %CWQW (A.2)

é claro que essa expressao deve satisfazer a consdigao de que S(A)S™'(A) = 1, entao,

usando ([3.2.39) devemos ter satisfeita a seguinte condicao;

S (A) = A (A.3)
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substituindo (A.2) teremos
?: 174 (0% Z 17 (03 (03
(1 — 5O ) v (1 + 5 G ) = (65 +Q3) 1" (A4)

distribuindo os termos encontramos

i V ~v (0% «
,ya - 5 (CW’YQ - ’yacpw> Q= Y + 95’76 (A5>

ou ainda

2 (Cun® =" Cu) P = O’
= Q™
= Q%
= —QM%
1

5 (Cur™ =1°C) 2 = @, (A6)

Vamos agora manipular essa expressao com algumas identidades, primeiramente

vamos multiplica-la pela esquerda por gy, e ainda considerar que o tensor métrico

comuta com O, assim obtemos

)
5 (CMV’VG - ’ch;uj) Qo = g@aQaAVA (A7)

considerando as propriedades de simetria e antissimetria dos tensores gy, e 2" res-

pectivamente, podemos escrever o lado direito da equacao acima como;

96027 = = (90a2Mn + 9022 4)

(9602 x — 9or2*7a)

NI RN~ DN -

(Goa 1 — GorYa) 22, (A.8)

demodo que a igualdade em [A.7] se tranforme em

1
(C/uer - 'YOC;W) Q= B) (900/7)\ - gBXYa) Qw\a (AQ)

N | .
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fazendo uma substituicao nos indices « — p e A — v chegamos a seguinte igualdade,

1 1
5 (C;W’YG - 700,ul/) Q= 5 (ge;f}/u - 901/7;1) QW/? (AlO)
ou ainda
i[OIUM ’70] = (geu’yu - g@V’YH) . (Al]_)

Vamos usar uma importante propriedade envolvendo as matrizes v e suas relacoes
de comutacao/anticomutagao. Primeiramente podemos escrever o comutador abaixo

COMo:
e U e o R Gl (A-12)
entao, usando (3.2.32) termos
VA = 2 (g™ - ¢y")
= —2(¢""7" —g"") (A.13)

olhando para ({A.11)) podemos chegar a seguinte igualdade;

e+ = =2(g"" — ¢"")
= —2[v"7",7]
—[C" A% = =2i["9",7°] (A.14)

de onde podemos retirar uma importante identidade

o = %’y“fy”. (A.15)

Retornemos a definicao em (3.2.39)) e manipulando-a teremos

" = 29"
YA+ = 29"
YA+ A+ A =t = 2"

Y]+ 299 = 291, (A.16)
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note quando p # v, g" = 0, consequentemente y’y* = —#~"¥ de maneira que a

equacao acima possa nos fornecer
] =29 = 0
V7 = 297, (A17)

substituindo essa expressao em (A.15)) encontramos

i
4

cH 7,1, (A.18)

usando este resultado na defini¢ao do operador S(A) vista em (A.2), podemos concluir

que
SA) = 1- %C’WQW
i
— 1— -2 AY0
51 Y, 7] Qs
1
=1 + g [’YM?/YV] Q/u/
S(A) = 1- ia‘“’Qw, (A.19)
onde
i i
o = [y = 5 (" — ") (A.20)

2 2

essa € uma das identidade mais utilizadas na teoria de Dirac, tanto para o caso do
espago-tempo plano como na situacao do espaco com curvatura, onde é utilizda na

definicao da conhecida conexao spinorial.

A.2 Algumas Propriedades das Matrizes de Dirac.

No decorrer deste trabalho, usamos algumas propriedades das matrizes de Dirac
v, bem como das matrizes de Pauli. Neste apéndice, vamos mostrar de maneira geral,
algumas propriedades decorrentes da algebra dessas matrizes.

Primeiramente comecemos com a importante definicao vista em ({A.20)), podemos

determnar sua forma explicita em termos das matrizes a quando variamos os indices,
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lembrando que os indices variam conforme y = v = 0,7 com ¢ = 1,2,3 devemos

lembrar que por construcao, as matrizes de Dirac sao definidas como 7° = 8 e v* = Ba’

definidas em ((3.2.22), assim teremos que

07

07

% (7071' - 7ivo)

% (520/' —ﬁo/ﬂ)

% (ai X /B2ai)

%2&

ia (A.21)

onde usamos as duas ultimas identidades de (3.2.18]), da mesma maneira teremos

30

10

’Yi 0 __ ,YO,YZ)
Baiﬁ o 52061')

— o)

—~ —~ —~ —~
|
jsy
[\
e
N

N = DN = DN = DN =

|
[\
Qs
~

—ia’ (A.22)
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é claro que ¢ = 0, por fim temos a situacao

i

vy — A7)
Ba' B’ — Bal Ba’)

—faled + B2l

o =

N = DN = DN = DN =

— —~ —~ —~
e
.
e
~

_ o/‘oﬂ)

ol

|
PN N | =
q@_ O /\
.o 9 o
N— 9
<.
N——
= A
Q =)
<.
N—— o q@
| |
N——
|

~.

=5 (670" —o'0?) 1 (A.23)
onde 1 ¢ a matriz identidade, das matrizes de Pauli temos a seguinte igualdade:
[O’iO'j — ajai] = 2i€ijkak (A.24)

neste caso, de (|A.23)) teremos que

O'ij = 2€ijk0'k (A25)

A.3 Provado Resultado: a- (i X ﬁ(vz)> = 2ia-V(v?).

Por definicao, as matrizes de Dirac @ e a matriz X sdo expressas em termos das

matrizes de Pauli, da seguinte forma:

} 0 & §
o = ’E:

podemos escrever essas matrizes em termos dos vetores unitarios, bem como o operador

o Q

o

’ ) . (A.26)

V, lembrando que o termo (v?) é uma fungao escalar,

2 A ~ = 2 A ~ = (O 0 0 -
A=t +ay)+ok , L=Y0+27+Xk V:%Z—'—a_yj—'—@k (A.27)
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Vamos determinar primeiramente, o produto vetorial 5 X 6(02), que por definicao

resulta em um novo vetor que denominaremos de B. Teremos entao por definicao:
i j k
SxV@)=B=| %, 5, 5, (A.28)
2% 20 20

considerando @ e Y vetores constantes, teremos a seguinte relacao:

B= (2 0 _ .9 ) (v?)1 — <z 0 2z3> (v?)] + (zxg _y, Y ) (v?)k

Yoz Tfoy "0z TCox oy Yo
(A.29)
por outro lado, o produto vetorial nos garante que
a- (i X 6(?}2)) —d-B=a,B, + ayB, + a.B,. (A.30)

Usando as componentes de B definidos em 1} teremos

L = 0 0 0 0
a-B = (o7 (Eya — Eza—y) (’UQ) — Oy (Zxa — 22%) ('Uz) (Agl)

) a\
+ o, (Zxa—y — Zy%> (’U ),

distribuindo e depois reorganizando os termos, chegamos a expressao

a-B = (a2, — X)) Z%(vz) — (X, — a.X,) %(02) (A.32)
0

+ (X —oyXy) @(Uz)-

Agora, vamos determinar as relacoes entre as matrizes a e ¥ em cada termo do

lado direito de (|A.32]) separadamente, usando as definigoes de (A.26))
0 oy o, 0 0 o, oy, 0
X, — oY, = _
oy, 0 0 o, o, 0 0 o,
B 0 oy0. 0 o.04
0y0 0 0.0y 0

0 Oy0, — 0,0
ayX, — X, = Y . (A.33)
0y0, — 0,0y 0
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usando as relacoes de comutagao das matrizes de Pauli temos o seguinte resultado

0 2o,
X, — QX = . (A.34)
20, O

Esta igualdade pode se generalizada aos demais termos de (A.32)), de maneira que

podemos concluir que

0 2oy
Wpdy — QX = — , (A.35)
2i0y 0
0 2o,
Xy — 0y, = , (A.36)
210, 0

com estas expressoes chegamos ao resultado:

. (i x 6@2)) = 2id - V(v?) (A.37)
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Apéendice B

A transformacao de

Foldy-Wouthuysen.

B.1 A expansao Pertubativa.

A expansao dos comutadores estda parte da equacao (3.4.101]). Dela, observamos

uma nova hamiltoniana da forma
H = e He ™ (B.1)
demodo que podemos defini-lo de acordo com a expansao

F(A)=e™$He ™ =%" % (gf;) (B.2)

n=0

onde A é um parametro real.

Assim, desenvolvendo seus termos ficamos com:

A0 90 AL ot A2 92
A +z>\SHI —iAS —H)\SH/ —iAS —H)\SHI —iA\S
N =T T T
)\3 83 +7)\S ! _—iAS
+ g CHE 4
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vamos determinar as derivadas nos termos acima, comecando pela ordem zero;

o . . ) .
ﬁe—H)\SHIB_MS — e—i—MS (H _ Zh@) e—z)\S'
— PN [T miAS _ ppinS (MS) oINS
= et He ™ _pS (B.3)
%€+MSH/€MS —  iINSeTINS [Fo—iAS _ )\ et [T Gp—irS
— ,L')\e-&-i)\s (SH _ HS) e—iAS . /\QH%Q—HASS@_MS
= iXet[S, H]em™ —iA2R[S, 5], (B.4)
0% xS i —irs O .\ tins “\ ,—iAS
Eyvh H'e = (ixe™[S, Hlixe ™)
= ¢"MIS[S, H]]e™™ + hAe™™[S,[S, S]le™™,  (B.5)
8_36—‘:-2')\5]_]/6—2‘)\5 _ 9 (e+ixs[5 S HH€+Z’>\S)
ON3 O\ T
= e[S, [S,[S, H]|]e™™ + ..., (B.6)
de modo que tenhamos
I _+iAS : N A3 :
H' =t (H + i)\S H] - 7[5, [S, H]] — ZE[S, 1S, [S, H]]] — hS
j 1 . ,
- %/\271[5, S]+ SIS, S, 8] + .. )e (B.7)

fazendo o paramtero A = 1 resultamos em:

H = H+z’[S,H]—%[S, [S,H]]—z’é[S,[S, 1S, H]]] — kS

_ %h[S, S] + %h[S, 1S, S]] + ... (B.8)
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