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E assim, depois de muito esperar, num dia como outro qualquer, decidi triunfar...
Decidi nao esperar as oportunidades e sim, eu mesmo buscd-las.

Decidi ver cada problema como uma oportunidade de encontrar uma solucao.
Decidi ver cada deserto como uma possibilidade de encontrar um odsis.
Decidi ver cada noite como um mistério a resolver.

Decidi ver cada dia como uma nova oportunidade de ser feliz.

Naquele dia descobri que meu unico rival nao era mais que minhas proprias
limitacoes e que enfrentd-las era a unica e melhor forma de as superar.
Naquele dia, descobri que eu nao era o melhor e que talvez eu nunca tivesse sido.
Deizei de me importar com quem ganha ou perde.

Agora me importa simplesmente saber melhor o que fazer.

Aprendi que o dificil nao € chegar la em cima, e sim deizar de subir.
Aprendi que o melhor triunfo € poder chamar alguém de “amigo”.
Descobri que o amor € mais que um simples estado de enamoramento, “o amor é
uma filosofia de vida”.

Naquele dia, deixei de ser um reflexo dos meus escassos triunfos passados e passei a
ser uma ténue luz no presente.

Aprendi que de nada serve ser luz se nao iluminar o caminho dos demais.
Naquele dia, decidi trocar tantas coisas...

Naquele dia, aprendi que os sonhos existem para tornarem-se realidade.

E desde aquele dia jd nao durmo para descansar... simplesmente durmo para sonhar.

Walt Disney
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Resumo

Neste trabalho, estudamos as classes de Stiefel-Whitney de uma variedade real su-
ave. Estas classes permitem-nos identificar fibrados triviais. Apresentamos a motivacao
e definicao geométrica deste objeto por meio de cocadeias de obstrucgao, e em seguida,
apresentaremos a definicao axiomadtica para estas classes. Assumindo a existéncia e
unicidade de tais classes satisfazendo estes axiomas, estudamos alguns resultados tais
como o Teorema da Dualidade de Whitney o qual relaciona as classes do fibrado tan-
gente com as classes do fibrado normal e o Teorema de Stiefel que nos permite concluir
quando um espago projetivo real é paralelizavel. Por fim, estudamos a aplicagao desta

ferramenta em variedades cobordantes.

Palavras-chave: Classes caracteristicas, Cohomologia, Topologia, Obstrugao, Fibra-

dos triviais.



Abstract

In this work we study the Stiefel-Whitney classes of a real smooth varieties. These
classes allow us to identify trivial bundles. The motivation and geometric definition
of this object are given by means of the cochain obstruction, later they are presented
in the axiomatic way. Assuming the existence and uniqueness of such classes satisfing
these axioms, we will see some results as Whitney’s Duality Theorem which relates
the classes of the tangent bundle with the normal bundle, and Stiefel’s Theorem that
allows us to conclude when a real projective space is parallelizable. Finally, we will see

the application of this tool in the study of cobordant manifolds.

Keywords: Characteristic classes, Cohomology, Topology, obstruction, trivial bun-
dles.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e O conjunto D" denota o espago D" = {z € R""!; ||z|| = 1};

e Ao mencionarmos o espago topoldgico X, estaremos nos referindo a dupla (X, 7x)

onde Tx ¢é a topologia adotada em X;

o R, 7Z, 7o, N denotam, respectivamente, os conjuntos dos niimeros reais, inteiros,

inteiros modulo dois e naturais;
e [ ] denota o final de uma demonstracgao;
e || - || denota a norma euclidiana do RY;
e ~ denota o isomorfismo entre grupos e/ou anéis;
e int(X) denota o interior topoldgico do conjunto X;
e X denota o fecho topolégico do conjunto X
e a | b significa que os vetores a e b sao perpendiculares;
e B" denota o conjunto B" = {z € R™; ||z|| < 1};

e Spam[A] denota o espago gerado pelo conjunto A.

Xiv



Introducao

Em meados de 1935, comecaram a aparecer os estudos referentes a teoria das classes
caracteristicas, Hassler Whitney, matematico americano, junto com Eduard Stiefel,
matematico suico, foram os precurssores dessa nova subarea de estudo na matemaética.

Stiefel, em sua tese, introduziu certas classes “caracteristicas”em homologia para
os fibrados tangentes de determinadas variedades suaves. Simultaneamente, Whitney
tratou o caso para os fibrados esfera, ou seja, os fibrados Euclidianos cujo vetores do
espago total possuem norma igual a um.

Posteriormente, Whitney contribuiu no desenvolvimento da linguagem na Teoria de
Cohomologia, consequentemente facilitando o estudo das classes caracteristicas através
de classes de cohomologia. Dessa maneira, Whitney incrementou esta teoria ao trazer
um resultado referente as classes de cohomologia, chamado de Teorema do Produto de
Whitney

Este trabalho disserta sobre uma das classes caracteristicas em especifico, as classes
de Stiefel-Whitney. Estas que foram as primeiras classes caracteristicas para variedades
suaves a serem apresentadas a comunidade matematica, e sao as classes com maior
interpretacao geométrica.

Um dos problemas na matematica consiste em determinar quando é possivel cons-
truir k£ campos vetoriais continuos independentes (k-referencial) sobre uma variedade.
Por outro lado, este problema esta relacionado a classificacao de fibrados triviais. O

Teorema [3.4] mostra a relagao existente entre esse dois problemas:

Um n-fibrado € trivial se, e somente se, for possivel definir n se¢oes independentes

sobre a base deste fibrado.

Em paralelo, a Teoria da Obstrugao auxilia no problema de determinar a existéncia
ou nao de k-referenciais sobre um espaco topolégico. Através de elementos de gru-
pos de homotopia, na Teoria de Obstrugao é possivel dizer quando determinadas
aplicacoes continuas definidas em um subconjunto sao extensiveis para todo o con-
junto em questao. Essa situagao pode ser transcrita para o ambiente topologico, no

qual estamos interessados, considerando estas aplicagoes como sendo as secoes.



Através da Variedade de Stiefel, é possivel solucionar o problema em discussao de
uma forma melhor. Para cada espago topoldgico, temos associado a variedade de Stiefel
correspondente, entao a partir disto, é possivel olhar k-referenciais do espago topoldgico
em um determinado ponto, como uma se¢ao da variedade de Stiefel associada ao espaco.

Entao, primordialmente, as classes de Stiefel-Whitney foram pensadas como classes
de obstrucao a criacao de um k-referéncial, obtendo assim uma forte interpretacao
geometrica. Estas classes de obstrucao sao classes de cohomologia com coeficientes
em Zsy. As classes de Stiefel-Whitney satisfazem algumas propriedades as quais sao
tomadas como axiomas e sdo estudadas neste trabalho e encontram-se em [16].

Este trabalho foi escrito através do seguinte roteiro:

No Capitulo 1 é feito um breve resumo da Topologia Diferencial, contemplando
variedades suaves e seus espagos tangentes, bem como as variedades tangentes, as
quais serao frequentemente usadas no decorrer do trabalho. Sao apresentadas algumas
variedades suaves com grande relevancia nesta dissertagao como a esfera n dimensional,
variedade de Stiefel e a variedade de Grassmann. No fim deste capitulo encontra-se
uma apresentacao do Teorema de Poincaré-Hopf. Este teorema € o grande elo existente
entre geometria e topologia.

O Capitulo 2 aborda em nivel introdutério a construcao de trés temas centrais que
sustentam a topologia algebrica: a teoria de homotopia, os grupos de homologia e
os grupos de cohomologia. Ainda neste capitulo, serao apresentados exemplos com os
célculos para determinar os grupos de homologia simplicial da esfera S? com coeficientes
em Z. Também serdo calculados os grupos de cohomologia singular para a esfera S?
com os coeficientes no anel dos inteiros.

No Capitulo 3, encontra-se o primeiro ramo da matematica em que o objetivo prin-
cipal deste trabalho estd baseado: Teoria de Fibrados. Entao, neste capitulo serao
apresentados defini¢oes e resultados bdsicos, além de alguns exemplos que serao fre-
quentemente usados como no caso do fibrado tangente 7,; de uma variedade suave M,
o fibrado linha candnico 7, sobre o espaco projetivo real RP" e o fibrado canonico
¢" sobre a variedade de Grasmmann G,, dos quais as classes estudadas neste trabalho
necessitam bastante.

O Capitulo 4 disserta sobre a Teoria da Obstrucao. Este capitulo contém os elemen-
tos nescessérios para poder definir as classes de Stiefel-Whitney através de cocadeias de

obstrucao. Sobre cocadeias de obstrucao, veremos alguns principais resultados como:
(i) Lema 4.4: Toda cocadeia de obstrugao é um cociclo; e

(ii) Teorema 4.7: Quaisquer duas estensoes para uma determinada aplicagdo perten-

cem a mesma classe em cohomologia.



Todos os resultados apresentados aqui serao aplicados em um exemplo que norteara
todo o capitulo. No final do capitulo, sao exibidos os grupos de homotopia dos espagos
R™ e C™ nas equagoes e 4.5, respectivamente.

No Capitulo 5, apresentamos a definicao construida através de obstrugao primaria
para as classes de Stiefel-Whitney. Em seguida, serao definidos os quatro axiomas que
regem estas classes, e assumidos a validade destes axiomas, apresentaremos algumas im-
plicacoes diretas dessa teoria. O espaco projetivo real RP™ serd o de maior importancia
nesse contexto, sendo usado para varias ilustracoes ao longo do texto. Veremos também
como usar estas classes caracteristicas para analisar problemas de imersoes de varie-
dades. Por fim, estudamos os nimeros de Stiefel-Whitney, que sao usados no estudo
de classes de cobordismo. Para encerrar o capitulo, apresentaremos uma demostracao,
seguindo [16], de que as classes de cohomologia singular com coeficientes em Zy que
satisfazem os axiomas descritos em [5.1] sao unicamente determinadas.

O Capitulo 6 traz um breve resumo do que foi exposto no trabalho bem como
um rapido complemento da teoria das classes caracteristicas, mostrando outros pontos

interessantes como, por exemplo, um breve comentario a respeito das classes de Chern.



Capitulo 1

Nocoes de Topologia Diferencial

Neste capitulo, apresentamos defini¢oes e resultados basicos da Topologia Diferen-
cial, os quais se fazem necesséarios para o desenvolvimento do trabalho nos préximos
capitulos. Sendo assim, sao abordados conceitos referentes as variedades suaves e seus
espacos tangentes, teoria da intersecao, teoria do grau, e o Teorema de Poincaré-Hopf.
As referéncias principais utilizadas neste capitulo sao [8], [13] e [7].

O objetivo final deste capitulo é apresentar o classico Teorema de Poincaré-Hopf.
Este teorema é um importante resultado que relaciona ferramentas algébricas com
ferramentas geométricas. Na Topologia Algébrica, temos a caracteristica de Euler que
representa um invariante topolégico. Em paralelo, em [7] é apresentada uma definigao
de caracteristica de Euler no contexto da Topologia Diferencial, que é equivalente a
defini¢do no contexto da Topologia Algébrica (a prova desta equivaléncia encontra-se
em [3]).

Entao este capitulo aborda algumas defini¢goes e resultados que sao utilizados de
alicerce para todas as construgoes realizadas nos proximos capitulos. Alguns exemplos
classicos e importantes de variedades na Topologia Diferencial também serao contem-
plados, como por exemplo, a variedade de Stiefel, a variedade de Grasmmann e a esfera
S

Por outro lado, definimos uma singularidade isolada de um campo vetorial continuo
sobre uma variedade suave e a relacionaremos com um determinado niimero, que cha-
mamos de indice da singularidade. O resultado principal deste capitulo afirma que se
em uma variedade suave temos um campo vetorial continuo com uma quantidade finita
de singularidades isoladas, entao a soma dos indices de suas singularidades é igual a

caracteristica de Euler dessa variedade.



1. Nogoes de Topologia Diferencial

1.1 Variedades Suaves

Para definirmos variedades suaves reais consideraremos o conjunto R4 onde A é
um conjunto de indices qualquer, podendo até ser um conjunto infinito. Tal conjunto
é um espaco coordenado constituido de pontos € R?, em que para cada o € A, a
a-ésima coordenada de x é representada por x,. No caso em que A = {1,...,n}, temos
que R4 = R™.

Sejam X um espaco topolégico, f : X — R4 uma aplicacio e v € X. A a-ésima
coordenada de f(x) é representada por f,(x). No espaco R#, adotamos a topologia
produto como sendo o produto de cépias do espago R.

Seja M C R4 um subconjunto munido com a topologia de subespaco, entdo a
aplicacao f : X — M ¢é continua se, e somente se, f, : X — R é continua para todo
a € A (para detalhes desta afirmagao consultar [I1], pagina 73).

O conceito de variedade suave de dimensao n em R™ ja é bem conhecido na lite-
ratura como sendo um espaco Hausdorff, localmente euclidiano e que possui um atlas
maximo. Generalizando tal conceito, definimos a seguir o conceito de variedade suave

no espaco R4.

Definicao 1.1. Seja M subconjunto de R%. Dizemos que M é uma n-variedade
suave, ou simplesmente uma variedade suave, se para cada p € M existem U C R"

aberto, uma vizinhanca aberta V' de p em M e uma aplicacao h: U — V tais que:

1. h é um homeomorfismo, e

2. A matriz [g"Ta(u)} tem posto n para todo u € U.
J

Da Definicao temos que, localmente, M ¢é homeomorfo a um aberto U de

R™ e o espago gerado pelos vetores [%(u)] tem dimensao mn, pois os n vetores
J
g%(u), s g%(u) sao linearmente independentes. A imagem V de U pela aplicacao

h serd chamada vizinhanca coordenada de M. A colecao dos homomorfismos h tais
que seus respectivos dominios cobrem o espaco M é chamado atlas. Uma parame-

trizacao local de M consiste numa terna (U, V, h).

Exemplo 1.1. O espago Euclidiano R" e a esfera n-dimensional
S" = {z e R ||zf| = 1}

sao exemplos de n-variedades suaves.



1. Nogoes de Topologia Diferencial

Exemplo 1.2. Consideremos o espago projetivo real RP" de dimensdao n como

sendo espaco quociente da esfera S™ munido com a seguinte relacao de equivaléncia:
p~qep==Eq

Assim, RP" = 2 com a topologia quociente e [p] € RP™ se, e somente se, [p] = {£p}.

Uma forma intuitiva para conceber o espaco RP" seria identifica-lo com o con-
junto das retas em R""! que passam pela origem. Essas definicoes mostradas acimas
sao equivalentes pois cada reta o, que passa pela origem de R™*! intercepta S™ em

exatamente dois pontos antipodas.

Observagao 1.1. Se U é um subconjunto aberto de R", entao U é uma n-variedade
suave com a parametrizacao local sendo a terna (U, Idy,U), onde idy : U — U denota

a aplicacao identidade.

1.1.1 Espaco tangente e aplicacoes entre variedades

Sejam M uma variedade suave e p € M.

Definicao 1.2. Um caminho v em M que passa por p é uma aplicagao
v:(—,€) > M CRA

onde v(0) = p.

Para definir o espaco tangente em um ponto p € M de uma variedade M € R4,
consideremos um caminho v em M que passa por p. Convencionaremos o vetor ve-

locidade de tal caminho pela derivada

il

e R4
dt lt=0

Definigao 1.3. Sejam M C R4 uma variedade suave e p € M. Um vetor v € R4 é
tangente a M em p se v é o vetor velocidade de algum caminho suave que passa por
p em M. O conjunto de tais vetores tangentes, denotado por 7,,M, serd chamado de

espacgo tangente a M em p.

Definigao 1.4. Sejam M uma n-variedade suave com um atlas A e S C M um
subconjunto. Dizemos que S é uma s-subvariedade se S possui uma estrutura de
s-variedade suave com o atlas para S sendo formado pelos homeomorfismos do atlas A

cujo dominios destes homeomorfismos estao restritos a S.



1. Nogoes de Topologia Diferencial

Exemplo 1.3. Seja M uma n-variedade suave. Se U é um subconjunto aberto de M

de dimensao k, entao U ¢é uma k-subvariedade suave de M.

Outra definicao importante e bastante utilizada no estudo de variedades é a varie-

dade tangente de uma variedade:

Definicao 1.5. Seja M C R” uma variedade suave. A variedade tangente de M é

o subespaco de R4 x R4 dado por:
TM = {(p,v) ER* xR, pe M ewveT,M}.

Observagao 1.2. Um atlas em M induz um atlas em T M. Assim, TM é uma 2n-

variedade suave.

Exemplo 1.4. Na esfera S', para cada p € S', o espago 7,5 é formado pela reta

tangente & S' em p. Assim, o espaco T'S! é formado por todas as retas tangentes a S*.

Figura 1.1: Variedade tangente sobre S*

Na figura acima temos a ilustracio da variedade tangente T'S*. Cada reta em azul

tangente a esfera pontilhada S!, representa um elemento de 7'S?.

A seguir definimos uma aplicagao suave entre variedades suaves e veremos algumas
propriedades destas aplicacoes e suas derivadas.
Sejam M C R* e N C R® variedades suaves, f : M — N uma aplicacio continua,

p € M e (U, V,h) uma parametrizacao local com p € U.

Definicao 1.6. Dizemos que f é suave em p se foh : U — N é suave na vizinhanca

U de p. Entao, f é suave se for suave em todos os pontos p € M.
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Definigao 1.7. Uma aplicagao f: M — N é um difeomorfismo se f ¢é bijetiva com

f e f~! suaves.

Definicao 1.8. Um subconjunto M C R# é uma n-variedade suave com bordo,
se para cada x € M, existe uma vizinhanca de x em M difeomorfa a um subconjunto

aberto do espaco H" = {(x1,...,x,) € R"; x,, > 0}.

Observacao 1.3. Os difeomorfismos mencionados na Definigao [1.8[sao chamados pa-
rametrizacoes locais de M. A fronteira de M denotada por OM consiste dos pontos
cuja imagem pela parametrizacao local pertence & 0H™ = R"! x {0}. O complementar

da fronteira é dito interior de M e denotado por int(M).

1.1.2 Orientacao

Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e = {vy,...,vx} uma base do
espago V. Se B = {v],...,v,} é uma outra base ordenada, sabemos que existe um

unico isomomorfismo linear A : V' — V' de modo que:

onde A(f) denota a base {A(v1), ..., A(vi) }-

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita, 8 e ' bases ordenadas de V e
AV — V um isomorfismo linear de modo que 5 = A(f). Se det(A) > 0, entao
dizemos que (e ' determinam a mesma orientagao para o espaco V. Neste caso,
B e B’ estao relacionados e esta é uma relacao de equivaléncia.

Assim, obtemos duas classes de equivaléncia: a das bases que determinam a mesma,
orientacao (det(A) > 0) e a das bases que ndo determinam a mesma orientagao
(det(A) < 0). Uma orientagao para o espago vetorial V' é uma escolha arbitraria
de alguma destas classes de equivaléncia. Para espacos de dimensao zero, uma ori-
entacao sera apenas uma escolha de sinais +1 ou —1.

Sejam V' e W espagos vetoriais de dimensao finitae A : V' — W um isomomorfismo.
Se 5 e B’ tém a mesma orientacao em V', entao A((5) e A(S’) tém a mesma orientagao
em W.

Definigao 1.9. Fixando uma orientagao para V e W, diremos que A preserva ori-
entagao se A(f) tem o mesmo sinal em W que § em V. Caso contrario, diremos que

A reverte orientacao.

Definicao 1.10. Uma orientacao para uma variedade suave M é uma escolha suave

de orientagao para seus espacgos tangentes.
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A condicao da suavidade mencionada na definicao acima, pode ser interpretada
da seguinte maneira: Em cada ponto z € M devera existir uma parametrizacao local

h:U — M tal que o isomorfismo
dhy : RF = Ty M

preserva orientacao para todo u € U.

Definicao 1.11. Seja M uma variedade suave. Diremos que M é orientavel se possuir

uma orientagao.

Exemplo 1.5. O espago Euclidiano R” e a esfera S™ sao orientaveis.

1.2 Campo Vetorial

Definicao 1.12. Seja M uma n-variedade suave. Um campo vetorial tangente v

sobre M é uma aplicacao continua v : M — T M.

Definicao 1.13. Seja M uma n-variedade suave. Um ponto p € M chama-se uma

singularidade de um campo vetorial v sobre M quando v(p) = 0.

Exemplo 1.6. A esfera S' admite um campo vetorial continuo sem singularidades.

Se considerarmos um ponto z € S! entao existe 6 € [0, 27| tal que z = (cos(6), sin(6)).
Entao o campo v(f) = (—sin(#), cos(f)) é um campo vetorial tangente sem singulari-
dades sobre S*.

Definicao 1.14. Sejam M uma variedade suave e A C M um subconjunto. Um

r-campo tangente em A é um conjunto

v = {vy, ..., 0.}

de r campos vetoriais tangentes v; de M definidos em A.

Um ponto singular do r-campo v(") é um ponto p € A onde os vetores vy (p), ..., v.(p)
nao sao linearmente independentes. Sejam M uma variedade suave e v(”) um r-campo

de M. Se v\") nao possuir pontos singulares entdo v(") é dito um r-referencial, ou seja:

Definicao 1.15. Um r-referencial em R" é um conjunto de vetores linearmente in-

dependentes em R™.

A colegao de todos os r-referenciais em R™ forma um subconjunto aberto de (R")".

Podemos pensar nesta afirmacao da seguinte maneira: se considerarmos, por exemplo,

9
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o caso em que r = 2, entao temos dois vetores em R" linearmente independentes. Note
que qualquer pequena variacao destes dois vetores continua gerando dois vetores que

ainda sao linearmente independentes.

Uy

vy

Figura 1.2: Variacao nos vetores vy e vs.

Na figura acima vemos que ao mudar a direcdo ou norma dos vetores v; e vs,
forma-se os vetores v| e v} que também sao linearmente independentes. Chamamos

esta colegdo de Variedade de Stiefel e a denotaremos por V,.(R").
Lema 1.1. A variedade de Stiefel V,.(R") é uma nr-variedade suave.

Demonstra¢ao. Como V,.(R™) é um subconjunto aberto de R™ segue da Observacao
1.1 que V,.(R™) é uma nr-variedade suave.
m

1.3 Variedade de Grassmann

A variedade de Grassmann é um exemplo nao trivial de variedade suave bastantte

utilizado na matemética.

Definigao 1.16. A variedade de Grassmann G, (R""*) é o conjunto de todos os

n-subespacos vetoriais de R"*.

Em particular, quando n = 1, o conjunto G;(R'**) pode ser identificado com o
espaco RPF.
A variedade de Grasmman é uma variedade topdlogica. De fato,

» G, (R™*) é um espago topoldgico. Dotaremos o conjunto G, (R™™) com a se-

guinte topologia quociente:

10
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Consideramos a variedade de Stiefel V,,(R"**). Assim, podemos definir uma aplicagao

continua
q: Vn(Rn-l-k) N Gn (Rn—l—k)

que aplica cada n-referencial no espaco vetorial gerado por ele. Desta maneira, a
aplicacdo ¢ é sobrejetora e diremos que U C G,(R"*) é aberto se, e somente se, o
conjunto ¢~ 1 (U) for aberto em V, (R™%).

Por outro lado, se V2(R""*) denota o subconjunto de V,,(R"**) formado por todos
os n-referenciais ortonormais em R"™* entao G, (R""*) pode ser identificado como

VI(R™*) e os seguintes diagramas comutam:

\ Lq /
q0 q0
Gn (Rn+k)

em que gg = qlVT?(Rn+k)7 1 é a aplicacao inclusao e g é a aplicacao formada pelo processo
de Gram-Schimdt.

» G, (R"") é um espago Hausdorff. Para isto, serd necessario considerar uma

funcao real continua que fornecerd vizinhancas disjuntas para os pontos de G, (R"%).
Fixemos w € R™* e consideraremos a aplicacio p, : Gn(R"™) — R que para cada
X € G,(R"**) determina o quadrado da distancia entre w e X. Se (1, ...,2,) é um
n-referencial ortonormal, entdo {xy,...,z,} é uma base ortonormal para o conjunto
X = spam[{x1,...,z,}] € G, (R"F).
Dai, a aplicagao
pulvomnisy : V (R™F) — R

pode ser escrita por
Pulvogery(X) =w-w— (w-z1)* — ... = (w- z,)°
Assim, a composicao
VIR L G (R 25 R

¢ continua. Como py|yomn+r) = puw © qo € as aplicacdes qo € pu|yorn+r) sdo continuas,
entao p,, € continua.

Se X e Y sao dois n-subespacos vetoriais distintos em R"** tais que w € X mas
w ¢ Y, entao p,(X) # pu(Y). Como R é Hausdorff, existem U e V' abertos em R que
contém p,(X) e p,(Y), respectivamente, tais que UNV = (. Assim, p;'(U) e p,}(V)

11
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sao abertos de G, (R"**) que contém X e Y, respectivamente, com p, 1 (U)Np (V) = 0.
Portanto, G,,(R"**) ¢ um espago Hausdorff.
» G, (R"*) ¢ localmente homeomorfo a R™. Seja X, € G, (R"**). Assim, pode-

mos ver o espaco R"™* pela decomposicio:

R = X, @ X
Consideremos o subconjunto aberto
U C G, (R™) (1.1)

tal que a projecdo ortogonal p : Xy ® X5~ — X aplica todos os n-subespagos Y € U
em Xy. Pela Figurall.3, a aplicacao p projeta o espaco representado pela cor verde no

espaco Xy representado pela cor vermelha.

(a, Ty (o))

4

Figura 1.3: Projegao do espago Y sobre Xj.

Entao, cada Y € U pode ser visto como o grafico de uma transformacao linear

Ty : Xo — X§, j& que cada ponto do espaco Y tem coordenadas em Xy e Xg. Assim,

12
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temos uma correspondéncia bijetiva
T:U — Hom(X,, Xy) = R™.

Seja {x1,...,z,} uma base ortonormal para Xy. Assim, cada Y € U possui uma

tnica base {yi, ..., y,} tal que:
p(yl) = T,

p<yn) = Tn.

v

Figura 1.4: Projecao da base de Y na base de Xj.

Ou seja, a aplicacao p projeta os vetores da base de Y nos vetores da base de X.
Logo, como cada y; pode ser escrito por y; = x; + Ty (z;). Como y; e x; dependem
continuamente em Y, entdao Ty (;) depende continuamente em Y. Portanto, Ty e T3 '

sao continuas. Assim, G, (R"™) ¢ homeomorfo a R"**.

13
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1.3.1 Variedade de Grassmann infinita

Seja R* o espacgo vetorial que consiste das sequéncias infinitas

€r = (ZE1,$2,$3, )7

onde z; € R e apenas um numero finito dos x; sao diferentes de zero. Se n for um

nimero fixo, entdo os elementos x = (21, ..., &, 0, ...) formam o espago R". Assim,

RIcR’c..cR*CcR" ...

R>® = UR’f.

k>1

Definicao 1.17. O conjunto

Gy = Gn(R™) = | ] G (R™)
k>0
formado por todos n-subespacos vetoriais de R*° é uma variedade suave chamada Va-

riedade de Grassmann infinita.

Em particular, quando n = 1, temos o espago projetivo infinito G; = RP*.

Assim, vale que G,,(R") C G, (R"!) C ... e entdo a topologia usada em G,, é dada
por: U C G, é aberto em G, se, e somente se, U N G,,(R"**) ¢é aberto em G,,(R"*)
para todo k.

1.4 Teoria da Intersecao

A definicao mais usada para a caracteristica de Euler encontrada na literatura
¢ através da soma alternada das quantidades de geradores dos grupos de homologia
relacionados ao espago topoldgico (para mais detalhes, consultar [8], pagina 146). Uma
maneira de definir caracteristica de Euler como um invariante e entender a geometria
existénte na situacao em que este objeto foi criado é através da Teoria da Intersecao,

a qual é dissertada a seguir.

Definicao 1.18. Sejam Y uma variedade suave e X e Z subvariedades de Y. Dizemos

que X e Z tem dimensoes complementares se:

dim(X) + dim(Z) = dim(Y').

14
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Definigao 1.19. Sejam X e Y variedades suaves, Z subvariedade de Y e f: X — Y

uma aplicacao suave. Dizemos que f é transversal a Z se
dfe(ToX) + Ti@)Z = Ti)Y,

para todo x € f~'(Z). Neste caso, usamos a notacdo fMZ. Quando X C Y e f é a

aplicacao inclusao, dizemos que Y e Z sdo transversais e escrevemos XMZ.

Observacgao 1.4. Sejam X uma variedade compacta e f : X — Y uma aplicacao suave
transversal a subvariedade Z de Y onde dim/(X)+dim(Z) = dim(Y'). Entao, é possivel
mostrar que f~!(Z) é uma 0-variedade de X e consequentemente ¢ um conjunto finito.
De fato, como (XN f~1(Z)) € X e XNf~!(Z) é um conjunto discreto, podemos formar
uma cobertura aberta para X em que cada ponto de X N f~!(Z) esteja em apenas um
destes abertos da cobertura. Entao, como X é compacto, esta cobertura admite uma

subcobertura finita e entdao X N f~1(Z) é um conjunto finito de pontos.

Observacao 1.5. Nesse contexto, se X for transversal a Z, entao a condic¢ao da di-
mensao implica que X N f~}(Z) é uma O-variedade. No caso em que X e Z sao

variedades fechadas e X compacta, entao X N f~1(Z) é um conjunto finito de pontos.

A quantidade de pontos em X N f71(Z) é o que entendemos por nimero de

intersecao de X e Z e usaremos a notagao #(X N 7).

HXNY) =4

Figura 1.5: Intersecao entre as variedades X e Y.

Definicao 1.20. Sejam X uma variedade suave compacta e f : X — Y uma aplicagao
suave transversal a subvariedade Z de Y com dim(X) + dim(Z) = dim(Y’). Entao, o
numero de intersecao mod 2 da aplicacao f com Z é a cardinalidade do conjunto
f~YZ) médulo 2. A notagio usada é a seguinte: Ir(f, 7).

Teorema 1.2. Se f,g: X — Y sao aplicacoes homotopicas e ambas transversais a Z,
entio Iy(f, Z) = Ix(g, Z).
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Para consultar detalhes e a demonstracao do teorema acima, consultar [7], pagina
78.
Assim, vemos que o numero de intersecao mod 2 nao varia através de aplicagoes

homotépicas, tornando-se um invariante homotopico.

Teorema 1.3. Sejam X wuma variedade compacta, Y uma variedade conexa tais que
dim(X) =dim(Y) e f: X = Y uma aplicagao suave. Entao, Is(f,{y}) € o mesmo

valor para todo valor reqular y € Y.

Para consultar detalhes e a demonstragao do teorema cima, consultar [7], pagina
81.

Definicao 1.21. Sejam X uma variedade compacta, Y uma variedade conexa com
dim(X) =dim(Y) e f: X — Y uma aplicacao suave. Dado y € Y, o valor I1(f,{y})

¢é dito grau mod 2 de f e denotaremos por

degs(f) = L(f, {y}) = #f ' ({y}) mod2.

Observacgao 1.6. O grau mod 2 é um invariante homotépico bem definido pelo Teo-

rema [L.3.

Sejam X,Y e Z variedades suaves orientadas sem fronteira com X compacto, Z
subvariedade fechada de Y e dim(X ) +dim(Z) = dim(Y). Se f: X — Y é transversal
A Z, entao f~1(Z) é um conjunto finito de pontos onde cada ponto possui um niimero

de orientagao =+1.

Defini¢ao 1.22. O nimero de intersecao /(f,Z) é a soma desses nimeros de ori-

entagoes.

O ntmero de interse¢ao é um invariante homotdpico. (para demonstragao deste

fato, consultar [7], pagina 108).

Definigao 1.23. Se Y é conexo e dim(X) = dim(Y'), entdo o grau de uma aplicagao

suave f: X — Y, denotado por deg(f), é definido por:

deg(f) = I(f,{y})

em qualquer valor regular y € Y.

Dessa forma, por defini¢dao, o grau de uma aplicagao também é um invariante ho-

motopico.
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Definigao 1.24. Se X também ¢é uma subvarieadade de Y entao o niimero de intersegao
entre X e Z é definido por:
I(X,Z):=1(i,2)

em que 7 : X — Y é a aplicacao inclusao.

Observagao 1.7. O valor I(X, Z) permanece 0 mesmo nao importa como X é defor-

mado, tornando-se um invariante sobre pequenas pertubagoes.

Definicao 1.25. Se Y é uma variedade compacta e orientada, entao a caracteristica
de Euler, denotada por x(Y'), é o nimero de auto interse¢oes da diagonal A em Y x Y,

sendo definida por:

onde 7/ : A — Y x Y é uma aplicacao homotdpica a aplicacao inclusao.

Observagao 1.8. A rigor, geometricamente, entende-se por nimero de auto intersecoes
da diagonal A em Y x Y como o ntimero (i, A) onde i é a aplicagao inclusdao de A em
Y x Y. Porém, esta defini¢do niao é boa ja que i~'(A) = A nao é necessariamente um
conjunto finito de pontos. Contudo, pela Observacao (1.7, como o nimero de intersegao

nao varia através de aplicagoes homotopicas, devemos considerar uma aplicagao
i A=Y XY

homotdépica a i de forma que ¢/ h A. Assim, considerando a orientagao, temos que:

1.5 O Teorema de Poincaré-Hopf

A importancia de estudar os pontos singulares de um campo vetorial pode ser
interpretada pelo fato que proximo destes pontos o campo vetorial pode apresentar
um comportamento bem interessante, como por exemplo, os vetores do campo podem
sofrer alteragoes na norma e direcao.

Na figura abaixo vemos geometricamente o comportamento de um campo vetorial
v préximo do ponto p, onde p é um ponto regular na imagem da esquerda e um ponto

singular na imagem da direita.

Definicao 1.26. Sejam M uma variedade suave, v : M — RY um campo vetorial e
p € M uma singularidade do campo v. Se existir uma vizinhanca de p em M tal que v
nao possui outras singularidades nesta vizinhanca, dizemos que p é uma singularidade

isolada.
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v b
///: l

v(p)#0 v (p)

Retirada de Guillemin (1974)

0

Figura 1.6: Campo de vetores

Para estudarmos o campo v com uma singularidade isolada na origem de RY, vamos
considerar as direcoes de v através de M. Como M ¢é uma n-variedade suave, para
cada p € M, uma vizinhanga de p pode ser vista como uma esfera S. de raio € > 0 no
espaco Euclidiano RY. Assim, a variacdo direcional de v ao redor da origem ¢ medida

pela aplicacao que leva qualquer vizinhanca S, em S™ através de

v(x)
lo()]

T +—

Definicao 1.27. Sejam M uma n-variedade orientdavel e v : M — RY um campo
vetorial continuo com uma singularidade isolada na origem. Se € > 0 for tal que v nao
possui singularidades em S; exceto na origem, entao o indice de v em 0, denotado por

indy(v) é o grau da aplicagao:

0:S. — 8"

T

O indice é um objeto matematico que associa cada singularidade isolada na origem
de um campo v com o nimero indy(v). No caso bidimensional, temos que S. = S' e

. 7 . . Sl .d d
assim o indice indy(v) retrata quantas vezes o campo v percorre a S', considerando
as devidas orientacoes, ao caminhar por S.. Abaixo segue trés exemplos de campos

vetoriais com indices iguais a —1,0 e 1.
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NN
ANNNN
indy(v)=-1 indy(v) =0 indy(v) =1

Retirada de Duarte (2016)

L
F s

Figura 1.7: Indices de campos vetoriais

Teorema 1.4 (Teorema de Poincaré-Hopf). Se v € um campo vetorial na variedade
orientada fechada M com uma quantidade finita de singularidades isoladas. Entao, a
soma de todos os indices das singularidades de v coincide com a caracteristica de Euler

de M. Em outras palavras
S indy, () = x(M)
i=1
onde p1, ..., pn sao singularidades isoladas do campo v.
Para detalhes e a demonstracao do Teorema acima, consultar [I3], pagina 148.

Corolério 1.5. Seja M uma variedade suave com y (M) # 0, entdo qualquer campo

vetorial sobre M deverd se anular em algum ponto.

Demonstragao. Como x(M) # 0, pelo Teorema de Poincaré-Hopf , 0 campo consi-
derado sobre M admite alguma singularidade isolada. Logo se anula em algum ponto.
O

Portanto, dada uma variedade suave compacta e orientada M, a caracteristica de
Euler mede a “obstrucao”para construirmos um campo vetorial continuo sobre M sem

singularidades.
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Capitulo 2
Topologia Algébrica

A Topologia Algébrica é um ramo da matematica que basicamente recorre a re-
cursos algébricos para estudar espacos topologicos. Uma aplicagao, por exemplo, ¢é
que a Topologia Algébrica fornece ferramentas para determinar quando dois espacos
topoldgicos sao homeomorfos.

Baseado em [§], neste capitulo apresentamos trés pontos centrais da topologia
Algébrica: homotopia, homologia e cohomologia singular. Em homotopia, apresen-
tamos basicamente o que sao aplicagoes homotdpicas e espagos com o mesmo tipo
de homotopia. Para entender a homologia, definimos simplexos e estruturas de A-
complexo para construir a homologia simplicial. Também definiremos simplexos singu-
lares e grupos de cadeias singulares para a construcao de grupos de homologia singular.
Sobre cohomologia, definimos os grupos de cocadeias singulares, os quais sao obtidos a
partir da dualizacao dos grupos das cadeias singulares em homologia. Na Segao [2.3.2]
apresentamos os setes axiomas que sustentam a teoria de cohomologia. Por fim, este
capitulo aborda algumas operagoes entre elementos de cohomologia, como o produto

cup e o produto cap.

2.1 Homotopia

Alguns resultados em teoria de homologia e cohomologia sao apresentados em ter-
mos de aplicagoes homotopicas. Nesta secao, definimos homotopia entre espacos to-
polégicos e aplicagoes homotdpicas, que sao conceitos que formalizam a ideia intuitiva
de deformacao entre espacos topoldgicos e aplicagoes continuas, respectivamente. Ao

mencionar o intervalo I estamos considerando o intervalo I = [0, 1].

Definicao 2.1. Sejam X e Y espagos topoldgicos e o intervalo /. Uma homotopia é
uma familia de aplicagoes, f; : X — Y, t € I, onde a aplicacao F' : X x I — Y dada

por F(x,t) = f;(x) é continua.

20



2. Topologia Algébrica

Definicao 2.2. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f,g : X — Y duas aplicagoes
continuas. Dizemos que as aplicacoes f e g sao homotdpicas se existir uma aplicacao

F: X xI—Y continua tal que F(x,0) = f(z) e F(x,1) = g(z) para todo x € X.

Observacao 2.1. Neste contexto, F' é dita uma homotopia entre f e g e usaremos a
notacao f =~ ¢ quando estas aplicacoes forem homotdpicas. A relacao ~ define uma
relacao de equivaléncia entre aplicagoes continuas do espago topolégico X no espago

Y. Quando g é uma aplicacao constante dizemos que f ¢ homotopicamente nula.

Definigao 2.3. Um espaco topoldgico ¢ homotopicamente nulo quando é homotdpico

a um ponto.

-”h”““““" % g
:/

Figura 2.1: Homotopia entre f e g

Através da definicao apresentada acima, podemos compreender a homotopia como
a deformacao continua de uma aplicagao continua f para g através das fungoes f;, onde

para t = 0, temos a aplicacao f e para t = 1, temos a aplicacao g.

Exemplo 2.1. Sejam F C R" um conjunto convexo e X um espaco topoldgico qual-
quer. Se f,g: X — FE sao aplicagoes continuas, entao f ~ g.

De fato, pois a aplicacao F' : X x I — E dada pela homotopia:

Fla,t) = (1 - t)f(z) + tg(a) (2.1)

estd bem definida e define uma homotopia entre f e g.
Observagao 2.2. A homotopia usada em ({2.1) é chamada de homotopia linear.

Definicao 2.4. Seja f : X — Y uma aplicagao continua entre espacos topolégicos. Di-
zemos que f é uma equivaléncia homotdépica quando existir uma aplicacao continua
g:Y — X talque fog~idy egof ~idy,ondeidy : X - Xeidy :Y =Y
denotam as respectivas aplicagoes identidades. Neste caso, g é a inversa homotopica

de f e os espacos X e Y sao homotopicamente equivalentes.
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Quando os espacos X e Y sao homotopicamente equivalentes usaremos a notagao
X=Y.

Definicao 2.5. Sejam X um espaco topolégico qualquer e Y um espaco topolégico
constituido de apenas um ponto. Se existir uma equivaléncia homotoépica f: X — Y,

entao X é dito espaco contratil.

A seguir definiremos o retrato por deformacao, que exemplifica a homotopia entre

espaco topoldgico e um subespaco.

Definigao 2.6. Sejam X um espaco topolégico e A C X um subespago. Um retrato
por deformacgao de A em X é uma familia de aplicagoes continuas f; : X — X, com

t € I tal que:

(i) fo=idx;

(i) fi(X)=A, e
(i) f; [a= ida.

em que idy : X — X eidy : A — A denotam as respectivas aplicacoes identidade nos

espacos X e A.

Satisfazendo as condic¢oes da definicao acima, o subespaco A C X é dito um retrato
por deformagao do espaco X. Em outras palavras, o espago topoldgico X é reduzido
continuamente ao subespaco A. Um retrato por deformacao pode ser visto como um
conjunto de aplicacoes em que, ao fixarmos o intervalo I como parametro de tempo,

serd feita uma retracao de X em A ao longo do tempo t € .

Exemplo 2.2. Considere X como sendo um cilindro e A a circunferéncia inferior
deste cilindro, ambos objetos contidos no R?. Podemos identificar o cilindro através do

quociente de um retangulo, identificando um par de lados conforme a figura abaixo:

=

1

(z,y) 18

Figura 2.2: Cilindo como um espaco quociente
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Assim, a familia de aplicagoes Fy(z,y) = fi(y) onde f; é a homotopia linear
fo = (1 —b)idy + tr,

entre a aplicagao identidade no cilindro idy : X — X e a projecao m : X — A do
cilindro na base A.

Logo, A é um retrato por deformacao de X.

H&4 uma maneira de induzir retratos por deformagao de espacos topoldgicos, ge-
neralizando o mecanismo utilizado no exemplo acima, como apresentado na definicao

abaixo.

Definicao 2.7. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y uma aplicagao continua.
A mapping cylinder induzida por f, serd denotada por M; e consiste do espago
quociente da uniao disjunta (X x I)UY quocientado por f(X), através da identificacao

de cada ponto (z,1) com f(z) € Y.

S = =
gz D

Figura 2.3: Mapping cylinder de f sobre X.

\

X x

X

b

M

{0}
< {1}
fX)

y

2.2 Homologia

Um dos pontos centrais da teoria de Homologia é auxiliar na classificacao de espagos
topologicos, fornecendo meios de identificar espagos homeomorfos. Para isto, definimos
os componentes necessarios para construcao da teoria, tais como simplexo padrao,

complexo de cadeias e as aplicagoes fronteira.

Definicao 2.8. Dados os n + 1 pontos vy, ..., v, geometricamente independentes, o
n-simplexo gerado por eles é o menor conjunto convexo no espaco euclidiano R™

contendo estes pontos. Denotaremos este n-simplexo por [vg, ..., U,].

Observacao 2.3. Um exemplo de n-simplexo é o n-simplexo padrao. Um n-simplexo

padrao, denotado por A", é formado pelos vetores {vy, ..., v, }, onde:

Vo = (1,0, ,O)
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Pelo Teorema das coordenadas Baricéntricas, este conjunto pode ser escrito por
n
A" = {(to, o tn) € R Zti =1,t; > 0, para todo:=0,1, ,n} ,
=0

e os vértices do n-simplexo padrao sao vetores unitarios ao longo dos eixos ordenados.

Os vértices de um n-simplexo padrao sao ordenados.

Ao retirar um vértice v; de [vg, ..., v,], 08 vértices restantes formam um (n — 1)-
simplexo, o qual serd chamado de face de [vy, ..., v,] e representado por [vy, ..., 0;, ..., Up].
A fronteira de A™ é composta pela uniao de suas faces e tem a notacao JA™, o

interior de A" serd o simplexo aberto e} = A" — 9A™.

Observacgao 2.4. Note que pela definicao do n-simplexo, geometricamente temos que
um 0O-simplexo é um ponto, um 1-simplexo é um segmento de reta e um 2-simplexo é

triangulo totalmente preenchido (interior e fronteira), como ilustra a figura :

V0 V3

X0l Vo
1 (4]

Figura 2.4: n-simplexos nos casos n = 0, 1, 2.

Defini¢ao 2.9 (Complexo Simplicial). Um complexo simplicial K é um conjunto de

simplexos em R tal que:
e Seo € K ek éface de o, entao k € K,
e Seo,ke€K,entao o Nk =0 ouo Nk éface de o e k;

e Todo 0 € K ¢ face de um numero finito de simplexos de K.

2.2.1 Homologia Simplicial

Definiremos os grupos de homologia para um espaco com estrutura de A-complexo.
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Seja G um grupo abeliano. Para definir a homologia simplicial, consideremos A,,(X)
o grupo abeliano livre gerado pelos n-simplexos abertos e’ de X. Os elementos o de
A, (X) sao chamados n-cadeias e sao descritos através da soma finita o = ) m,el

com m,; € G.
Defini¢ao 2.10. Seja X um espago topoldgico e A, (X) o grupo das n-cadeias relaci-
onadas ao espago X como definido acima. A aplicagao bordo

By An(X) = Ay (X)

¢ 0 homomorfismo dado por

n

an(0-> - Z<_1)7‘0'| [7)07---71}1'7---77)'”] :

1=0

Proposigao 2.1. Para cadan > 0, temos que (0,,00,+1)(c) = 0 para todo o € A, (X).

n

A ideia da demosntragao da proposi¢ao acima é que como 9,(c) = Y1 (—=1)"0]wp.....5:..

consequentemente

n

On-1(0n(0)) = Z(_l)i(_]-)jo-[vo,...,ifj,...,v},...,vn} + Z(—1)i(—1)j_1U[UO,...,ﬁj,...,ﬁi,...,vn]
Jj<t i>i
E, as somas se cancelam pois comuta ¢ e j na segunda soma, tornando-se o negativo
da primeira.
Na élgebra homolégica, uma sequéncia de grupos abelianos C,,(X;G) = A, (X)
conectados por homomorfismos 9, como na Definicao , com (Op 0 Opyq)(a) =0
para todo a € C,11(X;G) e cada n > 0, é chamada complexo de cadeia. Ou seja,

um complexo de cadeias é uma sequéncia do tipo:

C o O (XG6) 20X G) 2 O (X G) = = Co(X5G) 2 {0}
onde elementos de Ker(0,) sao chamados n-ciclos e os elementos de Im(d,+1) sao
ditos n-bordos. Pela Proposicao 2.1 temos Im(d,4+1) C Ker(d,), e entao podemos
definir o grupo quociente

(6 =

que sera chamado de n-ésimo grupo de homologia simplicial de X com coeficientes
em G.

Exemplo 2.3. Para o célculo da homologia simplicial de S? com coeficientes em Z

consideraremos uma estrutura de A-complexo em S?. Para isso, veremos S? como o
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disco identificando todos os pontos da fronteira deste disco como um tnico elemento.

Assim, conseguimos ver o espaco S? da seguinte forma:

Figura 2.5: Estrutura simplicial da esfera S?

Assim, obtemos uma estrutura de A-complexo em S? com 4 vértices (0-simplexos):

A, B, C e D; 6 arestas (1-simplexos): a, b, ¢, d, e e f e 4 triangulos (2-simplexos): o?,

%, 0% e ot

Dai, podemos contruir os grupos das n-cadeias simpliciais. Sejam elas:

e (y é o grupo livre gerado pelos 0-simplexos. Entao, dado uma 0-cadeia 1y, temos
que:
Mo = CL1A + CLQB + Clgc + (Z4D,

em que a; € Z parai=1,...,4. Entdo Cy =< A, B,C, D >~ 7.

e (] é o grupo livre gerado pelos 1-simplexos. Entao, dado uma 1-cadeia 7;, temos
que:
m= bl& + bgb + bgC + b4d + b5€ + be,

em que b; € Z para i =1,...,6. Entao C; =< a,b,c,d,e, f >~ Z5.

e (5 é o grupo livre gerado pelos 2-simplexos. Entao, dado uma 2-cadeia 7y, temos

que:

1 2 3 4
Ny = C10° + C0° + €30° + €40,

em que ¢; € Z parai = 1,...,4. Entao Cy =< o',0?%, 03, 0* >~ 7Z*.
Entao obtemos o complexo de cadeia:

G0 o ooy O o)

em que as aplicagoes bordos sao definidas da seguinte forma:
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O homomorfismo dy : Cy — {0} é a aplicagao bordo para as 0-cadeias. Assim,
Oo(A) = 0p(B) = 0p(C) = 0p(D) =0
Além disso, dado ng € Cy, temos que:

80(770) = 80(a1A -+ CLQB -+ agC + CL4D> = alé)o(A) -+ a2(90(B) + agao(C) + CL480<D)
= 0

Logo, Im(0y) = {0} e Ker(dy) = Cp.
O homomorfismo 9; : C; — Cy é a aplicacao bordo para as 1-cadeias. Assim,

O1(a) = D—A;01(b) = A—C;01(c) = A—B;0:(d) = B—D;d1(e) = D—C e (f) =C—B
Além disso, dado n; € C, temos que:

Oi(m) = Oi(bra+ bab+ bzc + byd + bse + bs f)
— bi0y(a) + badi () + badh(c) + badi(d) + bsdh(e) + b (f)
— b(D— A) 4 by(A—C) +by(A—B) +by(B— D) +bs(D — C) + bs(C — B)
— A(=by + by + by) + B(—by + by — bg) + C(—by — bs + bg) + D(by — b + bs)

Logo, Im(8,) =< B,C, D >~ 73 ¢ Ker(d,) =~

O homomorfismo 0, : Cy — C] é a aplicacao bordo para as 2-cadeias. Assim,
Do) =a—e+b;0y(0%)=b—c+ f;0:(0°) =a+d+cedy(c*)=d+ f+e
Além disso, dado 1y € Cy, temos que:

Da(n2) = Oa(cro’ + ca0? + c30° 4 c40*) = c105(0) + c205(0?) + c305(0%) 4 405(c)
= cla—e+b)+cab—c+ f)+es(a+d+c)+ca(d+ f+e)
= a(er+c3) +b(er + o) + c(—ca + ¢3) +d(cg + ca) + e(—c1 + c4) + fca + c4q)
= a(c;+c3)+e(—ca+e3)+ flea+ )

Logo, Im(0;) =~ Z3 e Ker(0y) =7
O homomorfismo 05 : C3 — Cy é a aplicagao nula pois C3 = {0}. Dai, Im(03) =
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{0}.

Assim, calculamos os i-ésimos grupos de homologia simplicial do espaco S? por:

_ Ker(dy) _ 7' _

2. nero) &
Ho(S2) = Im(dy) 73 z
2 Ker(d)) _ Z;?’ N
HI(S 7Z) — Im(ﬁg) ~ 73 ~ {O}
Hy(5% Z) = Ker(0y) = Z ~7

~ Im(9y) {0}

Os grupos de homologia simplicial ndo variam ao mudar a estrutura de A-complexo
em X. Para ilustrar este fato, no préximo exemplo, consideremos uma outra estrutura
de A-complexo em S? e calcularemos os grupos de homologia simplicial de S? com

coeficientes em Z.

Exemplo 2.4. Considere a estrutura de A-complexo para X formada pelos 0-simplexos:
A, B e C, os 1-simplexos: a,b e c e os 2-simplexos L e M, onde L e M representam o
hemisfério norte e o hemisfério sul da esfera, respectivamente.

Assim, munimos o espaco S? com a estrutura de A-complexo conforme a figura

abaixo

Figura 2.6: Outra estrutura simplicial da S2.

Assim, temos os seguintes grupos das n-cadeias simpliciais

o (Cy(S%7Z) é o grupo livre gerado pelos 0-simplexos. Ou seja,

Co(S*7Z) =< A,B,C > .
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Logo, uma 0-cadeia 7, é dada por:
Ny = a1 A+ asB + asC,
em que a; € Z para todo i = 1,2,3. Dai, Cy(S?Z) ~ Z3.
e C1(S%Z) é o grupo livre gerado pelos 1-simplexos. Ou seja,
C1(S%Z) =< a,b,c> .
Logo, uma 1-cadeia 7, ¢ dada por:
m = bia + byb + bsc,
em que b; € Z para todo i = 1,2,3. Dai, C1(S? Z) ~ Z3.
e (42(S%Z) é o grupo livre gerado pelos 2-simplexos. Ou seja,
Cy(S*7Z) =< L,M >
Logo, uma 2-cadeia 7, é dada por:
ne = c1L + oM,
em que ¢; € Z para todo i = 1,2. Dai, Cy(S?;Z) ~ Z2.

e C;(S*%7Z) é o grupo C;(S?*;Z) = {0} para todo i > 2.

Estudaremos agora as aplicagoes bordo associadas:

Seja dy : Co(S%,Z) — {0} a 0-aplicagao bordo. Temos que dy ¢ a aplicagao identi-
camente nula. Portanto, Ker(9y) = Co(S?*Z) ~ Z3 e Im(dy) = {0}.

Seja 0y : C1(S*Z) — Cy(S?;Z) a l-aplicagdo bordo e n; uma 1-cadeia qualquer.

Assim, existem nq,ng, ng € Z tais que 1y = nia + nb + nzc. Dal,

O1(m) = 01(nia + neb+ nsc)
= ny101(a) + n201(b) + n301(c)
= n(C—B)+n(A—C)+n3(B—A)
= A(ng —n3) + B(ns —ny) + C(ny — ng)
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Assim, podemos identificar a aplicacao 0y como sendo a aplicagao:

81223 — Zg

(”bnz,ng) L (n2 —N3,N3g — N1, N1 — nz)

Logo, Ker(0,) ~ Z e pelo Teorema dos Isomorfismos, temos I'm(0;) = ﬁ@) ~ 72

Seja 0y : Co(S%*Z) — C1(S?;,Z) a 2-aplicagido bordo e 7, uma 2-cadeia qualquer.

Assim, existem nq,ny € Z tais que ny = ny L + ny M. Dal,

Oa(n2) = Oa(mL + naM)
= n105(L) + na05(M)
= ni(a—b+c)+na—b+c)
= a(ny +ng) + b(—ny — ng) + ¢(ny + n3)

Assim, podemos identificar a aplicagdo d; como sendo a aplicagao:

Oy 72 — 73

(n1,n2) +—— (N1 + ng, —ny — N2, ny + nay)

Logo, Ker(0s) =~ Z e pelo teorema dos Isomorfismos, temos Im(dy) ~ %?82) ~ 7.

Como 93 : C5(S%Z) = {0} — C(S?*Z) é a aplicagao identicamente nula, temos

entao os seguintes grupos de homologia simplicial:

_ Ker(d) N 73 N

2. ~ 2 A
HO(S aZ) - Im(al) 72 Z
2 o Ker(0r) N % N
Hy(5% Z) = Ker(dy) = Z ~7

— Im(9s) {0}

Assim, vemos que os grupos de homologia simplicial de S? com a estrutura de A-
complexo definida no Exemplo coincide com a homologia simplicial de S? com a

outra estrutura de A-complexo adotada no Exemplo [2.4

2.2.2 Homologia Singular

Nesta se¢ao definiremos os grupos de homologia para um espago topolégico através
dos n-simplexos singulares. Para obtermos um n-simplexo singular, necessita-se apenas

de uma aplicagao continua o : A™ — X. Assim, a imagem da aplicagdo o nao precisa ser
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“bem comportada” como ocorria para as aplicacoes da estrutura de A-complexo. Por

exemplo, as imagens das aplicagoes 0 podem geometricamente admitir auto-intersecoes.

Definigao 2.11. Sejam X um espago topolégico e A™ um n-simplexo padrao. Um

n-simplexo singular em X consiste de uma aplicacao continua o : A™ — X.

Definicao 2.12. Seja X um espago topoldgico e G um grupo abeliano. O grupo livre
C,(X; G) gerado pelos n-simplexos singulares o; : A" — X serd chamado de grupo
das n-cadeias singulares. Assim, um elemento de C,(X;G) é expresso por ), m,o;,

onde m; € G e g; : A" — X sao os n-simplexos singulares.

Definigao 2.13. Seja X um espaco topoldgico. A aplicagao bordo
On : Co(X;G) = C (X5 G)

é definida por

n

On(0) =D (=1)'0 gyl

i=0
Esta aplicagao satisfaz a Proposigao [2.1] ou seja 9,, ¢ tal que 9, 0 9,41 = 0. Entao
podemos definir o n-ésimo grupo de homologia singular de X com coeficientes em

G por:
Ker(0,)

H,(X;G) = Tm(Onr)

para cada n > 0.
Definigao 2.14. Seja X um espago topolédgico e 0, a n-ésima aplicagao fronteira. A
sequéncia

On

Lo O (X:6) 25 CU(XG) 2 C(XGG) = = Co(X5G) 2

— 0

¢ chamada complexo de cadeia singular associado ao espaco X.

Em linhas gerais, o n-ésimo grupo de homologia singular relacionado a um espaco
X mede os n-ciclos que nao sao n-bordos. Dessa maneira, os grupos de homologia

fornecem ferramentas necessarias para inferir propriedades topoldgicas sobre o espago.

Observacgao 2.5. Os grupos de homologia simplicial definidos na Secao [2.2.1] sao iso-
momorfos aos grupos de homologia singular (Este resultado encontra-se em [§], pagina
128).

Exemplo 2.5. Pela Observacao e pelo Exemplo [2.4] temos que os grupos de ho-

mologia singular da esfera S? com coeficientes em Z sao dados por:
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H,(S%*7)

Zysen =20
=4 {0},sen=1
Zysen =2

Calcular grupos de homologia singular por definicao é geralmente muito dificil.

Porém, um caso simples, determinaremos tais grupos:

Proposigao 2.2. Sejam X é um espaco topolégico constituido apenas de um ponto e

G um grupo abeliano. Entao:

G,sen=20

Hn(X3 G) =

{0},se n. >0

Demonstracao. Como X é um espago formado apenas por um ponto, consideraremos

X = {p}. Logo,
o Co(X;G) = {aop;a € G e g
Entao, Cy(X;G) = G.

o C1(X;G) = {bo;;b € G e oy
Entao, C1(X;G) = G.

o (92 X;G) = {cog;c € G e oy
Entao, C5(X;G) = G.

o (3(X;G) = {dos;d € Geos:

Entao, C3(X;G) = G.

o Cy(X;G) ={eos;e e Geoy:

Entao, Cy(X;G) = G.

: A — {p} é o tinico O-simplexo singular de X}.

: A' — {p} é o tinico 1-simplexo singular de X}.

: A? — {p} é o tinico 2-simplexo singular de X}.

A% — {p} é o unico 3-simplexo singular de X}.

A* — {p} é o tinico 4-simplexo singular de X}.

E assim por diante, de modo que para cada n > 0, existe um tnico n-simplexo
singular o, : A™ — {p}. Logo, C,(X;G) = G.

Analisaremos agora as aplicagoes fronteira:

e A aplicagao 0y : Co(X;G) — {0} é a aplicagao identicamente nula. Assim,
Im(0y) = {0} e Ker(dy) = Co(X; G) = G.

e A aplicagao 0, : C1(X; G) — Cy(X; G) é tal que

01(01) = 01(01) = O1ljp] — G1ljwe] = 00 — 00 =0

Logo Im(0,) = {0} e Ker(dy) = C1(X;G) = G.
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e A aplicacdo 0y : C2(X; G) — C1(X; G) é tal que

Oa(02) = 0a(02) = 02ljv1,00) — T2jvo.0a] + 2| [v0,01]

= 01—01+01:O'1
Logo Im(02) = G e Ker(dy) = {0}.
e A aplicacao 05 : C3(X; G) — C2(X; G) é tal que
83(0'3) = 83(03) = U3|[v1,v2,v3] - J3|[v0,v2,vg] + U3|[v0,v1,v3] - 03|[v0,v1,v2]
= 0'2—0'2+O'2—O'2:0
Logo Im(0;) = {0} e Ker(ds) ~ G.
e A aplicagao 0y : Cy(X; G) — C3(X; G) é tal que
84(04) = 84(04) = 0-4|[111,U2,1)3,v4} - U4|[v0,v2,v3,v4] + U4|[vo,v1,v3,v4]
- U4|[vo,v1,v27v4] + 04|[vo,v17v2,v3}
= 0'3—0'3+0'3—0'3—|—0'3):O'3
Logo Im(04) = G e Ker(ds4) = {0}.

Portanto, para cada n > 0, temos que:

para n impar e 1, uma n-cadeia singular.

E

Y

an (nn) = QpOp—1,

para n par e 1, = «,0, uma n-cadeia singular. Entao, temos o seguinte complexo de

cadeias:

LS OGO Y GG D 0x:6) B a6 B oo(x:6) B {0}

Portanto,
Ker(0y) G
Hy(X;G) = ~ ~G
o(X; G) Im(d) ~ {0}
o Ker(0y) G
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Ker(ds) N {0} N
fmiay) "~ fop < 10
KG’I"((Sg) ~ G -~

Hy(X;G) =

H3(X;G) =
No caso geral, se n for impar, entao

G

e para m par, temos:

H,(X;G) ~ % ~ {0}.

]

Sejam X e Y espacos topoldgicos e uma aplicacao continua f: X — Y. E possivel
construir um homomorfismo fy : C,(X;G) — C,(Y;G) da seguinte forma: Inici-
almente, definimos f, nos elementos da base de C,(X;G): Dadoo : A" — X um
n-simplexo singular, fazemos fu(o) = foo : A" — Y. Podemos estender linearmente

esta aplicagao da seguinte forma:

T4 (Z ni%) = me#(ai) = Znif(ai).

Além disso, note que:

(fgo0n)(o) = fu(On(o)) = [ (Z(_l)iahvo ..... Bives m)

Em outras palavras, cada quadrado no seguinte diagrama:

11 (X3 G) " O (X5 G) = Oy (X3 G) —— .

. —C, f#l lf# Lf#

i Cr1 (V3 G) 5= C(V3 Q) —= Gt (Vi G) — .

comuta em cada quadrado para todo n > 0.

Observacao 2.6. O fato de fx 00, = 0,0 fu implica que fx é uma aplicagao entre
cadeias de um complexo de cadeia singular de X em um complexo de cadeia singular

de Y. Como consequéncia, fu leva ciclos de C,,(X; G) em ciclos de C,,(Y'; G), pois para
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a € Cp(X;G) com O,(a) = 0, entdo 0, (fu(a)) = f4(0n(a)) = 0. A aplicagao entre
cadeias também leva fronteira em fronteira uma vez que dado g € C,(X;G), temos
que fx(0n(B)) = On(fu(B)). Assim, fi induz um homomorfismo f, : H,(X;G) —
H,(Y;G).

Proposicao 2.3. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f,g : X — Y duas aplicacoes
continuas tais que f ~ g. Entao as aplicacoes induzidas por elas nos grupos de homo-
logia f, g« : Hy(X;G) — H,(Y;G) para cada n > 0 sao tais que f, = g..

Para mais detalhes e demonstracao da proposi¢ao acima consultar [§], pagina 112.
Em determinados casos é conveniente ignorar alguns dados para obter precisamente
algumas informagoes como ocorre, por exemplo, na aritmética ao estudar restos de
divisbes em que se introduz a teoria de congruéncia e entao nos calculos com mod(n)
sao ignorados os multiplos de n. Com uma esséncia proxima, na homologia ha um
ramo em que os estudos tomam estes mesmos caminhos. Dado um espaco topoldgico

X e um subespaco A C X, considere o grupo relativo C, (X, A; G) como o quociente
Cn(X;G)
Cn(AG)
nulas. A aplicagao fronteira induzida 0, : C,(X, A;G) — C,_1(X, A; G) nos permite

Entao, algebricamente as cadeias de C,,(X;G) que estao em C,(A;G) s@o

considerar o complexo:

o On(X, 4G) 2 00 (X, AG) S

onde 0, 00,1 = 0 ainda é valido para todo n > 0. Entao definimos o n-ésimo grupo

de homologia singular relativa com coeficientes em G por

o Ker(0,)
H.(X,A;G) = Tm(Ona)’

O teorema a seguir tem sua importancia por reunir condi¢oes que garantem quando
os grupos de homologia relativos H, (X, A; G) nao sao afetados ao retirar um subcon-
junto Z C A, isto é, os grupos H,(X — Z,A— Z;G) e H,(X, A; G) sao isomorfos para
todo n > 0.

Teorema 2.4 (Teorema da Excisao). Sejam X um espago topolégico, Z C X e A C X
subespagos com Z C A tal que Z C int(A) e G um grupo abeliano. Assim, a inclusdo
i (X—=2Z,A-2)— (X, A) induz o isomorfismo

H,(X-Z,A-7Z;G) — H,(X,A;G), para todo n > 0.

Em outras palavras, se os subespagos A, B C X sdo tais que X = int(A) Uint(B),
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entdo a inclusio (B, AN B) < (X, A) induz o isomorfismo
H,(B,ANB;G) — H,(X,A;G), para todon > 0.

Para mais detalhes e demonstragdo do Teorema acima, consultar [8], pagina 124.

De fato, a equivaléncia apresentada na segunda parte do teorema acima vale pois
dados os subespacos Z,A C X com Z C A C X e Z C int(A), basta considerar
B=X-7Z(Z=X-B)paraque ANB=AN(X—-2)=A— 7 e além disso,
7 Cint(A) se, e somente se, X = int(A) Uint(B) desde que Z = X — B.

Exemplo 2.6. Se os conjuntos U C R™ e V C R" sao abertos, nao vazios e homeo-
morfos, entao m = n. De fato, usando o Teorema [2.4] e a sequéncia de Mayer-Vietoris
com X =R" A=R"—{z}, comz € X e U =R"— V. Para mais detalhes, consultar
[8], pdgina 126, teorema 2.26.

Definicao 2.15. Seja X um espago topoldgico. Os grupos de homologia local no

ponto z € X sao definidos pelos grupos de homologia relativa H,(X, X — {z};G).

Em particular, para G = Zs, o estudo se torna mais simples pois as cadeias se
tornarao a soma de simplexos com coeficientes 0 ou 1, desconsiderando as parcelas de
zeros na soma, a aplicagao fronteira sera uma soma finita de simplexos e tal soma nao
¢ uma soma alternada como acontecia antes. Os sinais das parcelas dessa soma repre-
sentam algebricamente a orientagao considerada, ou seja, a homologia com coeficientes

em Zsy ¢ uma maneira natural para calculo quando nao ha uma orientacao induzida.

2.3 Cohomologia

Sejam G um grupo abeliano e R um anel com unidade. Consideremos o seguinte

complexo de cadeia C' de grupos abelianos C),:

On n
C:..=Chy1 — C, 2 Chy — ...

onde 9, 0 9,41 = 0. Definimos o complexo de cocadeias C* associado ao complexo C'
por
S .
C Oy &0 &L o e
em que C* = Hom(C,, Q) e, para cada n > 0, a aplicacao cobordo é dada por
0, = OF

o Cr = Cry,em que O (@) = ¢ 0 Oyqq, onde a aplicacao cobordo leva

. ~ 87L
C, % G na composicao C)11 MAENTS MBS
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Pela dualidade realizada nos complexos de cadeias para os complexos de cocadeias,

segue que

(6n 0 6n-1)(0) = 0n(6n-1(¢)) = dn(p 0 0n) = ©(0n © Ony1) = »(0) =0,

para todo ¢ € C}:_;.

Assim, o n-ésimo grupo de cohomologia é dado por:

I(@T(5n+1)

H(C.6) = Im(5,)

Elementos de ker(d,) sdo os n-cociclos e os elementos de Im(d,_1) sao chamados

n-cofronteiras.

2.3.1 Cohomologia singular de espacgos topoldgicos

Considere os subconjuntos A C X, B C Y e C' C Z subespacos topoldgicos com as
respectivas topologias de subespago.

O grupo C"(X;(G) das n-cocadeias singulares com coeficientes em G ¢é dado
pelo grupo Hom(C,,(X),G) onde C,,(X) é de acordo como definido na se¢ao anterior.
Assim, uma n-cocadeia singular ¢ € C"(X;G) é um homomorfismo ¢ : C,,(X) — G
que associa cada n-simplexo singular o : A™ — X a um valor p(0) € G. A aplicagao
cobordo ¢, : C"(X; R) — C"™(X; R) relaciona cada cocadeia p € C™(X; @) em uma
cobordo 4,(¢) em C""(X; R) pela composigao

Coa(X; B) 5 O(X; R) - G

~ —
~ —
~ —
- —

On
Assim, para cada (n + 1)-simplexo singular ¢ : A" — X temos:

n

On(p(0)) = Z(—l)iw(a\[vo, ey Diy ooy Un)),

onde se verifica que d,, 0 d,,_1 = 0.

Definicao 2.16. O n-ésimo grupo de cohomologia singular do espaco X com

coeficientes em G é o quociente

Ker(6,41)

X 6) = =05

Exemplo 2.7. Os grupos de cohomologia singular da esfera S? com coeficientes em Z
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sao dados por:

Zysen =0
H"(S*Z) = {0},se n =1
Z,sen =2

Usando os grupos das cadeias singulares calculados no Exemplo [2.5] temos os gru-

pos de cocadeias singulares:

CY%(S%Z) = Hom(Cy(S?*;,Z),Z) ~ Hom(Z3,Z) ~ 7?
CY(S%,Z) = Hom(C,(S*Z),Z) ~ Hom(Z?,Z) ~ 7
C?*(S?%,Z) = Hom(Cy(S* Z),Z) =~ Hom(Z* 7) ~ 7*

Agora, estudaremos as aplicagoes cofronteiras:
Sejam 4y : C°(S% Z) — C'(S?%* Z) a aplicagao cobordo e 1; uma 1l-cadeia singular.
Assim, para ¢ € C°(5% Z), temos que:

So(@)(m) = @(01(m)) = o((n2 — n3)oy + (ns — n1)og + (n1 — na)oy)
= (ny —n3)p(a?) + (n3 = n1)p(03) + (n1 — n2)e(a3)

Logo, podemos identificar a aplicacao d; com a aplicagao:

070 — 73

(nhnz,n:&) — (nz — N3, N3 — Ny, Ny — n2)

Portanto, Ker(dy) ~ Z e Im(d) ~ Z>.
Sejam 6, : C1(S%Z) — C?(S?% Z) a aplicagao cobordo, 7, uma 2-cadeia singular e
¢ € CY(S?;Z) uma 1-cocadeia singular. Como d1(p) = pod,, entdo podemos descrever

a aplicagao 0, através da base o? e o5. Note que:

01(p)(a) = @(b2(07)) = plo1 — 05 + 03) = @(o7) — p(03) + ¥(03)

01()(03) = @(02(03)) = p(o] — 03 + 03) = p(01) — (03) + ¥(03)

Assim, podemos identificar a aplicacao 6; com a aplicagao:

81123 — Zg

(n1,n9,n3) —> (N1 —ng +n3, ny —ng + n3)

Logo, Ker(8;) ~ Z* e Im(6,) ~ Z.
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Por dltimo, a aplicagao dy : C*(S%Z) — C3(S%Z) é identicamente nula pois
C3(S%,Z) = {0}. Assim, Ker(dy) = C*(S*Z) ~ 7.

Entao, temos os seguintes grupos de cohomologia singular:

_ Ker(d) _ Z

HUSHT) = =50~ 7 © 7
H'(5%7) = —}EZ(%)) ~ % ~ {0}
H?*(S*7Z) = %(;12)) A ZZ ~7

Seja A C X, Na segao 2.2.2 conhecemos os grupos C, (X, A) e definimos os grupos
de homologia singular relativa H, (X, A). O dual destes grupos sao os grupos das
cocadeias relativas C™(X, A; G) e assim, definimos os grupos de cohomologia singular
relativa H"(X, A; G) para todo n > 0.

Para definir uma aplicacao induzida nos grupos de cohomologia a partir de uma
aplicagao continua f : (X, A) — (Y, B), é realizado um proceso andlogo a homologia. A
aplicacao dual da aplicacao cadeia sera denotada por " e satisfaz a condicao f" o4, =
Ont1 0 f™. Assim, é possivel construir a aplicagao [ : H*(Y, B;G) — (X, A; G) para
todo n > 0.

A seguir serao apresentados defini¢oes e caracteristicas da homologia singular que

se estendem analogamente para a teoria da cohomologia.

2.3.2 Axiomas para cohomologia singular

A teoria de grupos de cohomologia de um espaco topoldgico satisfazem os seguintes

axiomas:

Axioma 2.1. A aplicagao identidade 7 : X — X induz, para cada n > 0, a aplicagao
identidade i : H"(X;G) — H"(X;G) nos grupos de cohomologia.

Axioma 2.2. Se as aplicagoes f: (X, 4) = (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C) sao continuas,
entdo (go f)i = frog:: H'(Z,C;G) — H"(X, A;G), para todo n > 0.

n —

Axioma 2.3. Sejam i : A — X a aplicagdo inclusdo e j : (X,0) — (X, A) a projegao

no quociente entre cocadeias, entao a sequéncia
LS HNAG) = HY(X,AG) L HY(X;G) 5 H'(AG) — ...

é exata.
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Axioma 2.4. As aplicagdes induzidas por f: (X, A) — (Y, B) continua sao tais que o

diagrama:
671,7 1

.. — H"(B;G) H"(Y,B;G) — ...

1k

é comutativo para todo n € N.

Axioma 2.5. Sejam f,g : (X, A) — (Y, B) duas aplicagbes homotdpicas. Entao, as
aplicagoes induzidas nos grupos de cohomologia f¥ : H*(Y,B;G) — H"(X, A;G) e
gr - H"(Y, B;G) — H"(X, A; G) sao iguais para todo n > 0.

Axioma 2.6 (Teorema da excisdo). Sejam U C X subconjunto aberto tal que U C
int(A). Entao a inclusdo i : (X — U, A—U) — (X, A) induz um isomorfismo

i H'(X,A;G) » H"(X —U,A—U;G)

para todo n > 0.

Axioma 2.7. Se X é um espaco topoldgico consistindo de apenas um ponto, entao

G,sen=0
H"(X;G) =
{0},se n >0

2.3.3 Produto Cup

Considere C"(X; R) = Hom(C,(X), R).
Para cada cocadeias ¢ € C¥(X; R) e ¢ € C'(X; R), o produto cup:

¢~ e C*(X;R)
¢ a cocadeia cujo valor em um simplexo singular ¢ : A¥* — X é dado por

(0~ ¥)(0) = p(ollvo, ... vil)¥ (o [vk, ..., Vira])-

O lema a seguir relaciona o produto cup de cocadeias apresentado acima com a aplicagao

cofronteira.

Lema 2.5. Sejam ¢ € C*(X; R) e ¢ € C'(X; R), entao

Sri(p = ¥) = (k) = ) + (1)@~ a(v)).
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Demonstracdo. Seja o : A+ — X simplexo singular. Note que:

(0k(p) ~ ) (o) = Z(—l)iSD(UHUo; ey Vi ooy Ve V(0| [Vh g1, s Vi ])
(Do~ a(¥)(0) = Y (=1)'e(olva, ... vk ¥ (0] [V, vy B, - Vkpi41])-

i=k
ao somar as duas expressoes, o ultimo termo da primeira soma cancela com o primeiro

termo da segunda soma, o restante das parcelas formam exatamente oy (¢ — ©)(0) =
(¢~ ¥)(Or+141(0)) pois pyiv1(0) = Zfié+1<_1)i‘7|[voa ooy Dy oy Ut .
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Capitulo 3

Fibrados Vetoriais

3.1 Introducao

Estudar e conhecer propriedades gerais de um espacgo topoldgico qualquer nao é
facil. Em particular, no caso de variedades suaves, muito se conhece através do estudo
da variedade tangente, o qual, intuitivamente, é a uniao de todos os espacos tangentes
da variedade.A priori sabemos que os espacos tangentes sao capazes de fornecer muita
informacgao sobre nosso espaco inicial, entao por isso a variedade tangente tem sua
significancia no ambito matematico. Uma maneira de estudar a variedade tangente
relacionada a uma variedade suave ¢é através de um objeto matematico chamado fibrado
tangente.

Aqui o fibrado tangente sera abordado como um fibrado vetorial, que sao mais
gerais. Os fibrados vetoriais ajudam nesse contexto ja que permitem estudar todo o
espaco através de fragmentos fornecendo fortes propriedades, como por exemplo serem
localmente isomorfos a um produto cartesiano de dois espacos topoldgicos.

Tendo como referéncias [16] e [9], apresentamos um pouco da teoria de fibrados
vetoriais como pré-requisito para o estudo de classes caracteristicas associados a um
fibrado. O foco nesta parte do trabalho é apresentar pontos principais no estudo de

fibrados vetoriais reais tais como propriedades e operagoes entre estes fibrados.

Definicao 3.1. Um fibrado vetorial real ou simplesmente fibrado ¢ sobre B é uma

terna (E, 7, B), em que:
1. O espago topoldgico E = E(&) é dito espago total;
2. O espago topoldgico B = B(§) é dito espago base;
3. A aplicacao 7w : E — B é continua e sobrejetora, chamada de projecao de E no

espago B;
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4. Para cada b € B, o conjunto 7~ *(b) possui estrutura de espaco vetorial sobre R".
O conjunto Fy, = F,(§) = 7 *(b) serd chamado fibra de ¢ sobre b € B, e

5. (Condigao da trivialidade local) Dado b € B, existem uma vizinhanca U C B de

b, um inteiro n > 0 e um homeomorfismo

h:UxR"— 7 YU)
tal que para cada b € U, a aplicacdo h|gyxre : {b} x R — 771(b) define um
isomorfismo de espacos vetoriais.

Observagao 3.1. Seja £ = (E, 7, B) um fibrado vetorial.

e O par (U, h) é chamado de sistema de coordenadas locais para & sobre B.

e A condicao da trivialidade local tem uma devida importancia na literatura re-
ferente aos fibrados vetoriais por relacionar a estrutura de espaco vetorial em
7~ 1(b) com a estrutura em R™. Assim, para descrever a estrutura de espago ve-
torial em 7 1(b), consideraremos ey, ey, e3 € 7 1(b), 71, 72,23 € R" e ¢ € R com

h(b,z1) = ey, h(b,z2) = €5 e h(b,x3) = e3, e entao definimos as operagoes:
+ w7 b) x 7H(b) — 7 H(b)
onde a soma e + ey = h(b, 1 + x2) e,
R x b)) = (D)

o produto por um escalar é dado por ¢ - ez = h(b, cx3).

e A dimensao n, da fibra F, é dada em funcao do ponto b. No caso em que tal

funcao é constante e igual a n, chamaremos o fibrado por n-fibrado.
e Qualquer 1-fibrado sera chamado por fibrado linha.

e Por 7 ser sobrejetora, a fibra Fj, é sempre nao vazia.

Definigao 3.2. Seja £ = (E,m, B) um fibrado vetorial. Se for possivel escolher U = B

na condigao de trivialidade local, entao dizemos que o fibrado £ é um fibrado trivial.

Exemplo 3.1. Seja B um espaco topoldgico. Considere €', o fibrado vetorial em que
o espaco base é B, o espaco total E = B x R" e a aplicacao projecao é m : BxR" — B
onde para todos b € Bex € R", 7(b,z) = b. Assim, para cada b € B podemos escolher
o préprio B como vizinhanga de b em B e h = idgygn : B x R" — 771(B) = B x R"

com h(b,z) = (b, ) que é um isomomorfismo. Dai, €% é um fibrado trivial.

43



3. Fibrados Vetoriais

A seguir veremos a primeira relacdo que surge naturalmente entre dois fibrados.
Para isto, considere & = (E,p,B) e n = (E',p/, B) dois fibrados vetoriais sobre a

mesma base B.

Definicao 3.3. Diremos que o fibrado ¢ é isomorfo a 7, e denotaremos por § = 7,
se existir um homeomorfismo f : £ — E’ que f leva cada fibra F,(£) na fibra Fy(n)

isomorficamente para todo b € B.

Em outras palavras, o diagrama:

é comutativo. De fato, dado b € B, temos que (f op~1)(b) = f(p~1(b)) = (p') (D).

Proposicao 3.1. Um n-fibrado £ é trivial sobre B se, e somente se, for isomorfo ao

fibrado €% como definido no Exemplo para algum inteiro n > 0.

Demonstracao. Se & é um n-fibrado trivial sobre B, entao pela condicao da trivialidade
local, podemos considerar U = B e o homeomorfismo h : B x R* — 7 (B) que
leva E(e) em E(£). Logo, & = €. Reciprocamente, se £ = €', entao existe um
homeomorfismo f : E(e%) — E(£), ou seja, f : B x R* — 7~ (B). Pela condigao
da trivialidade local, tomando h = f, temos que U = B. Portanto ¢ é um n-fibrado

trivial.

[]

Exemplo 3.2. Seja M uma variedade suave. O fibrado tangente 7, de M é um
fibrado vetorial com espago total E(7y) = T'M e o espago base B(1y) = M com a

projegao 7 : TM — M dada por 7(p,v) = p para todos p e M e v € T,M.

Como o espago T'M ¢é a uniao de todos os espacgos tangentes da variedade M, entao
daremos importancia ao estudo do fibrado 7,. Unindo os conceitos de fibrados triviais

com o fibrado tangente de uma variedade suave, temos a seguinte definicao:

Definicao 3.4. Uma n-variedade suave M C R4 ¢ dita paralelizavel se o fibrado 7y,

¢é trivial.

Assim, se M é paralelizavel, entao o espaco total T'M do fibrado 1), pode ser visto

como o produto cartesiano entre M e R"™.

Exemplo 3.3. Seja M uma n-variedade suave. O fibrado normal v = (E, 7, B) é

constituido por E = {(p,v) € M x R v L w, para todo w € T,M} , o espaco base B
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é a variedade M e a aplicacao projecao 7 : E — B é dada por 7(p,v) = p que fornece
a 7 1(p) uma estrutura de espago vetorial real. A condi¢ao da trivialidade local serd

verificada mais adiante de acordo com a Definigao [3.17]

Definigao 3.5. O fibrado canénico linha ¢ o fibrado v, formado pelo espago total
E(yY)y = {({£z},v) € RP" x R"™: v = Az,com A € R} e o espago base é o espaco
projetivo real B(y!) = RP™ com a aplicagao canonica 7 : E(y!) — RP" definida por
m({£x},v) = {2z}

Assim, o espago vetorial em 7~ !({£x}) é a reta a; que intercepta S™ nos pontos x
e —x.

Para mostrarmos que o fibrado v} é localmente trivial, consideraremos um con-
junto aberto U C S™ suficientemente pequeno de forma que U nao contenha pontos
antipodas. Como existe a aplicacao quociente canonica g : S™ — RP"™, consideremos o
conjunto U; como a imagem U; = g(U) C RP™.

Assim, definimos o homeomorfismo

h:U xR — 7 YU)
({xz},t) — ({£z},tx)

e assim o par (Up, h) é um sistema de coordenadas locais para 7. Portanto o fibrado
linha canonico 7, é localmente trivial.
Um fato interessante sobre 7} é que tal fibrado nao ¢é trivial para n > 1. Para

demonstrar esta afirmacao precisamos da seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.6. Seja ¢ = (F,m, B) um fibrado vetorial real. Uma segao s de £ é
uma aplicagao continua s : B — FE que associa a cada b € B um vetor na sua fibra

correspondente Fy(§), ou seja, m o s = idg. Dizemos que s é uma se¢ao nunca nula
se s(b) # 0 em Fy(§) para todo b € B.

Observacao 3.2. Seja M uma variedade suave. Uma segao para o fibrado tangente

Tp € um campo vetorial na variedade M.

Observacgao 3.3. Seja n um fibrado linha trivial. Considere a aplicacao

s:B — FE
b — h(b1),

onde h: Bx R — E = m1(B) é a trivializacao local de 1. Dai, s é continua e sendo
7 : E — B a aplicacao projecao, temos que 7(s(b)) = b para todo b € B. Portanto n

admite uma secao s nunca nula.
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Agora mostraremos que

Teorema 3.2. O fibrado 7. sobre RP"™ de acordo com a Defini¢ao nao € trivial
paran > 1.

Demonstra¢ao. Pela Observagao basta mostrar que o fibrado 7! nao admite uma
secao nao nula.

Sejam ¢ : S™ — RP" a aplicagao quociente em que ¢(z) = {+z} e s: RP" — E(v})
uma se¢ao sobre RP™. Considere a composi¢ao g = s o q:

5" - RP" - B(3})
7

~N

~
-~

g

-~

—

que associa cada x € S™ ao par ({x},t(z)x) € E(y}). Como g é a composigao
de fungoes continuas, temos que t : S” — R é uma funcao continua e como z e —x

representam o mesmo elemento em RP™ através da aplicagao ¢, entao

9(z) = q(=x) < s(q(x)) = s(q(—x)) & g(r) = g(—2)
& ({#z}, U(r)z) = ({£a}, —t(-2)7)
& t(—x) = —t(x).

Ou seja, t é uma funcao impar definida no conjunto conexo S™. Logo, pelo Teorema

do Valor Intermediario, existe zo € S™ tal que t(x¢) = 0. Dali,

s({£x}) = ({#2},0).

Assim, dada uma secao qualquer s no fibrado linha canonico, temos que s se anula

em algum ponto.
O

Dado um fibrado vetorial £, consideraremos uma colecao finita {s, ..., s, } de segdes
sobre &.

Definigao 3.7. Seja ¢ = (E, 7, B) um fibrado vetorial. Dizemos que as segoes si, ..., Sy,
do fibrado ¢ sdo independentes se, os vetores s1(b), ..., s,(b) sdo linearmente indepen-

dentes na fibra Fj, para todo b € B.

O lema a seguir ilustra uma situacao onde podemos ter um isomorfismo entre dois

n-fibrados & e 7).

Lema 3.3. Sejam £ e n dois n-fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B com

[ E(§) = E(n) sendo uma aplicacdo continua em que f|g, ) : F3(§) = Fy(n) é um
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isomorfismo linear para todo b € B. Assim, f é um homeomorfismo e consequentemente

£=.

Demonstragao. Dado by € B, escolha os sistemas de coordenadas locais (U, g) e (V, h)

em torno de by para £ e n, respectivamente. Considere
hlofog:(UNV)xR" = (UNV)xR"

definida por
(h™'o fog)(b,x) = (by)

em que y = (y1,.-.Yn) € i = »_;_, fij(b)z;, onde [fi;(b)] denota uma matriz nao nula
de nimeros reais. Como localmente numa vizinhancga de b temos, por hipotese, que f
¢ um isomorfismo linear, entao existe a matriz inversa [Fj;(b)]. Além disso, as entradas

fi;(b) dependem continuamente de b. Assim:

(g~ o fToh)(by) = (b,2)

para todo (b,y) € (UNV) xR" e x; = > " Fji(b)y;, Como os ntmeros Fj;(b)
dependem continuamente da matriz [f;;(b)], entdo eles dependem continuamente de b.

1

Logo, a aplicacao g~' o f~t o h é continua. Assim, f~! é continua e por sua vez, f é

um homeomorfismo. Portanto, pela Defini¢ao temos que £ = 1.
O

O teorema a seguir ¢ um dos mais importantes do capitulo pois caracteriza fibrados

triviais através do nimero de secoes independentes que existem sobre tal fibrado.

Teorema 3.4. Seja & = (E,m, B) um n-fibrado vetorial. O fibrado & € trivial se, e

somente se, admite n se¢oes sy, ..., S, independentes.

Demonstragao. Seja & trivial, entao usando o sistema de coordenadas locais (B, h)

definimos
si(b) = h(b, (0,...,0,1,0,...,0)) € (&),

com o numero 1 na i-ésima coordenada. Assim, as secoes si, ..., S, sao independentes.

Reciprocamente, sejam sy, ...s, segoes de & independentes. Defina
f:BxR"—> FE

por f(b,z) = z151(b) + ... + ©,5,(b), onde z = (xy, ..., x,) € R". Assim, f é continua e

[lipyxrn @ {b} x R™ = Fy(&) ¢ isomorfismo linear pois para quaisquer pontos (1, ..., ¥,)
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e (Y1,...,yn) em R™ e a € R, temos:

flab, (x1, ;) + (b, y1, o)) = f(b, (Qxy + Y1,y @ + Yn))
= (ax1+y1)s1(0) + ... + (axy + yn)sn) (D)
= ax151(b) + 1151(b) + ... + axp5,(b) + ynsn(b)
= af(b, (z1,....zn)) + f(b, (Y1, s Yn)).

Assim, f|p)xre € linear.

Agora, mostraremos que f|)xr» ¢ injetiva. Para isso, considere que f (b, (1, ..., 2,)) =

f(b, (Y1, .oy yn)). Ou seja,
2151(D) + .. + 2,8,(b) = y151(0) + ... + Ynsn(b),

e assim,

(1 —y1)$1(D) + ... + (T — Yn)Sn(b) = 0.

Como {s1(b),...,sn(b)} é um conjunto linearmente independente, entao z; = y; para
todo ¢ = 1,..,n. Logo, f|pjxrr ¢ injetiva. Agora scja e € [4(§), como A =
{51(0), ..., s,(b)} é um conjunto linearmente independente e dim(Fy(§)) = n, entdo
A forma uma base para o espago vetorial Fy(£), o que implica em existir unicos
T, ..., T, € R™ tais que e = x151(b) + ... + 2,8,(b), ou seja, para z = (xq, ..., T,),
temos que e = f(b,z). Dai f é sobrejetora. Logo, pelo Lema temos que § = €.

O

Exemplo 3.4. Considere o circulo S' € R? como uma variedade suave de dimensao
1. Como R?* 2 C, entao S* C C onde S' = {x = zo + x1i € C e ||z]| = 1}. Defina

s: St — 1St

por s(z) = (x,2') = ((x, 1), (—21,%)) para todo x = (x9,71) € S'. Como <
z,x’ >= 0, entdo s é uma aplicagao continua, estd bem definida e s(z) # 0 € F(7s,).
Também temos que 7., o s = idg1. Logo, s é¢ uma segao nao nula de 7g:. Assim, St é

paralelizavel.

3.2 Fibrados vetoriais Euclidianos

Definicao 3.8. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. Uma aplicacao
pw:V =R
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é chamada forma quadrada positiva definida se
plv) = L)),
i=1

para todo v € V onde [;, I} : V' — R sao transformacoes lineares para todoi = 1,2,....,n

e u(v) >0 com v € V nao nulo.

Assim, a partir de tal aplicacao é possivel obter uma aplicacao bilinear e simétrica
V x V — R, definida por

<oy w = (v +w) — ) — (o)),

para todo (v,w) € V x V.
Esta aplicacao tem a propriedade de que dado v € V,

<vu> = Cfu(20) - 2()] = [(Zuzvﬂmv)) —2u(v)] = 2 4u(v) — 20(v)]

= p(v).

Definicao 3.9. Um espago vetorial V' de dimensao finita é chamado espago vetorial
Euclidiano se for possivel definir uma forma quadrética definida positiva p: V' — R.

O nimero < v, w > sera dito produto interno dos elementos v € V com w € V.

Definig¢ao 3.10. Seja & = (F, m, B) um fibrado vetorial. Se existir uma fungao continua
p o E — R tal que para todo b € B, a aplicacao p|p,e) @ F3(§) = R é uma forma
quadratica definida positiva, entao diremos que £ é um fibrado vetorial Euclidiano.

Nestas condigoes, a aplicacao i é chamada métrica Euclidiana do fibrado £.

Observacgao 3.4. Seja M uma variedade suave. Uma métrica Euclidiana p : TM — R
para 7, é chamada de métrica Riemanniana e o par (M, p1) é dita uma variedade

Riemanniana.

A seguir veremos trés exemplos de fibrados vetoriais ja conhecidos que sao Euclidi-

anos.
Exemplo 3.5. Para quaisquer espago topolégico B e n € N, temos que €'; é um fibrado
Euclidiano. De fato, definindo p : B x R® — R por u(b, (z1,...,x,)) = >, &7 para
todo (b, (x1,...,2,)) € B x R", temos que p é continua e para todo b € B, temos que

P ry e - F5(§) — R é uma forma quadratica positiva.

Exemplo 3.6. Para qualquer variedade suave M C R" temos que 1), € um fibrado ve-

torial Euclidiano, pois TM C TR™. Assim, p : M xR" — R definida por u(p, (21, ..., ,)) =

S, a7 é uma métrica para TM.
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Exemplo 3.7. O fibrado linha canonico v, ¢ Euclidiano.

Para verificarmos esta afirmagao notemos que se (7,v) € E(y]!) entao v = Az para
algum A € R. Assim, A =< z,v > pois * € S". Entao, basta definir y : F(7}) - R
por:

<z, v>, sev=Ar,A>0
—<zx,v>, e v=Ar,A<0

Portanto p é continua e define uma métrica em E(7}).

Lema 3.5. Sejam { = (E,w, B) um n-fibrado Euclidiano trivial. Entao, existem n

segoes Sy, ..., S, - B — E de & ortonormais, isto é, para cada b € B:

l,sei =7

0,sei#j

< 5i(b), 5(b) >= 045 =

Demonstracao. Como £ é um n-fibrado trivial, segue do Teorema [3.4] que existem n
secoes s, : B — F,i=1,2,...,n, independentes de £. Aplicando o processo de Gram-

Schmidt nos vetores {s(b), ..., s’ (b)}, obtemos uma base ortonormal {s;(b), ..., s,(b)}

ey On

de Fy(§) para todo b € B. Como as fungoes s; : B — FE sao continuas para todo
t=1,...,n, entao sy, ..., s, sao secoes ortonormais de &.
O

3.3 Operacoes entre fibrados vetoriais

Nesta secao estudaremos formas de obter novos fibrados vetoriais a partir de fibrados
vetoriais ja conhecidos. Definimos algumas construgoes bésicas que permitem a geragao
de novos fibrados tais como as operacoes de restricao, pull-back, produto cartesiano e

soma de Whitney.

3.3.1 Fibrado restrigcao

Definigao 3.11. Sejam ¢ = (E,n, B) um n-fibrado vetorial e B um subespaco to-
polégico de B. O fibrado restricao de ¢ a B é dado por

€|§: (E7%7§)7

onde E=71"YB)ew = |15
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Desse modo 7 é uma aplicacao continua e sobrejetiva e para cada b € B,

Fy(flg) =7 () =n " (b) N7 (B) =7 (b) = Fi(S).

Entao, cada fibra F,(€|5) equivale a fibra F},(§) e também possui a mesma estrutura
de espaco vetorial. Para verificarmos a condicdo da trivialidade local considere b € B,
como & é um n-fibrado, existem uma vizinhanca U C B de b e um homeomorfismo
h:U xR" — 7 1(U) tais que h|gyxrn : {b} x R" — F,() é um isomorfismo linear.
Considerando o conjunto U = U N B, temos que U C B é uma vizinhanca de b em B.
Entao defina

h=hlgps : UxR* = 7 4U) =7 U).

Daf segue que h é um homeomorfismo e h|gyxgn : {b} x R* — Fy(é]5) é um

isomorfismo linear.

Exemplo 3.8. Sejam M uma variedade suave e U um subconjunto aberto de M.
Como U também ¢é uma variedade suave, temos as seguintes relagoes entre os fibrados

tangentes:

TM‘U =TU.

3.3.2 Fibrado pull-back

Defini¢ao 3.12. Sejam ¢ = (F, 7, B) um fibrado vetorial e B; um espago topoldgico
qualquer. Dada uma aplicacao continua f : By — B construimos o fibrado pull-back
sobre B; de & com relagao a f, também encontrado na literatura como fibrado induzido
e denotado por f*¢ como:

&= (Er,m, B),

onde Ey = {(b,e) € By x E; f(b) = m(e)} e a aplicagao projecao m : £y — B; dada

por m1(b,e) = b que é continua e sobrejetora.
Com essa construgao, temos que o diagrama

B FE

BlT)B

é comutativo para f : By — E definida por f(z,y) = v.

Além disso, temos que f leva isomorficamente Fy(f*€) em Fyp)(€). De fato, para
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cada b € B, temos:

Fy(f¢) = m'(b) ={(z,y) € Ei;mi(z,y) = b}
= {(z,y) € B;z =1}
= {(b,y) € £}
= {(b,y) € Bi x E; f(b) =7(y)}
= {b} x Fy)(8)

Fray(§).

12

Para constatarmos a condigao da trivialidade local, tomamos b € By, como f(b) € B
e £ é um n-fibrado, consideremos uma trivializacao local (U, h) de f(b) e a vizinhanca

Uy = f~YU) de b em By, entao definimos a aplicacio
hl : U1 x R™ —>7Tl—1(U1) C Ey

por hi(z,y) = (z, h(f(z),y)). Mostraremos que h; é injetiva. Se os pontos (by, yz), (b2, y2) €
Uy x R™ sao tais que hy(by,y1) = hi(b2,y2), temos

(b1, h(f(b1),y1) = (ba, h(f(D2), y2))-

Dai, by = by e h(f(b1),y1) = h(f(b2),y2). Assim, y; = y e entdo hy é injetiva.
Agora, dado (b,e) € w7 ' (Up) temos que f(b) = m(e) e entdo e € Fyp(£). Como a
aplicagao h : U x R" — 71 (U) é um homeomorfismo com h|(spyyxre : {f(b)} X R" —
71 (f(b)) sendo um isomorfismo entre Fyp)(€) e R™, entéo existe © € R™ de forma que
(f(b),xz) € U x R" seja tal que:

h(f(b),z) = e.

Dai, hi(b,x) = (b,h(f(b),z)) = (b,e), ou seja, h; é sobrejetiva. Além disso, hy
¢ dada através da composicoes de aplicacoes continuas tornando-a uma aplicacao
continua, e, h;'(b,e) = (b,h~'(e)) também é continua. Consequentemente h; é um

homeomorfismo.

Proposicao 3.6. Se £ = (E,m,B) é um n-fibrado vetorial trivial, entdo o fibrado
pull-back f*¢ é um n-fibrado trivial.

Demonstracao. Como £ é um n-fibrado trivial, pelo Teorema [3.4] existem n secoes

independentes s; : B — E onde i = 1,...,n. Considere s, : By — E(f*{) dada por

si(x) = (z,s;(f(x))) para todos © € By ei = 1,...,n. Assim, todas as aplicagoes s, sdo
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continuas pois as aplicagoes s; sao continuas, e, dados b € By e oy, ..., a,, € R tais que
n
> aisi(b) = 0 € F(f€),
i=1
entao temos que:

ZO@SQ(b) =0 < Z%(@ si(f(0))) =0

& S(bas(f(b) =0

i=1

& (b,Zaisxf(b))) =0

& Z%‘Sz‘(f(b))) =0

&S o =0,Vi=1,...,n.

Ou seja, {s}(b), ..., s, (b)} ¢ um conjunto linearmente independente e além disso,

(7o s))(z) = 7(x,si(f(z))) =z, para todo x € Bj.

Logo s, ..., s}, sdo n se¢oes independentes de f*€. Logo, pelo Teorema [3.4) o fibrado
pull-back f*¢ é trivial.
O

Defini¢ao 3.13. Sejam £ = (E,w, B) e n = (F,0,C) dois n-fibrados vetoriais. Uma
aplicacao continua g : £ — F' é uma aplicacao fibrada se para cada b € B existe

b € C tal que g leva cada espago vetorial Fy(€) isomorficamente no espago vetorial
Ey (n).

Observagao 3.5. Para cada aplicacao fibrada g entre os fibrados £ e 7, é possivel
mostrar que a aplica¢ao induzida nos espacos bases g : B — C' por g(b) = b’ é continua.

Para detalhes desta demonstracao, consultar [2], pdgina 36.

Lema 3.7. Sejam £ = (E,m, B) e n = (F,0,C) n-fibrados vetoriais. Se g : E — F
¢ uma aplicacao fibrada e g : B — (' é a aplicagao correspondente nos espacos bases,

entao £ = g*n.

Demonstracao. Considere a aplicagao

h:E — E(G"n)
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definida por h(z) = (m(x),g(x)) para todo x € E. Como as aplicagoes m e g sao

continuas, entdao h é continua. Dados z,y € Fy(§) e a € R, temos

Wx) = (n(x), g(x)) = (b, 9(x)) € Fo(g™n)

hlaz +y) = (m(az +y),g(ax +y)) = (b,ag(z) + g(y)) = a(b, g(z)) + (b, 9(y))
= ah(z) + h(y).

ou seja, h é linear e aplica cada fibra F(§) em uma fibra Fy (§*n). Também temos que
se h(z) = h(y) entao

(b,9(z)) = (b,9(y)) = g(z) = g(y) = v =y,

dai h aplicada nas fibras é injetiva ja que g é isomorfismo. Ainda mais, o fato de h
restrita a fibra ser uma aplicacao linear e injetiva entre espacos vetoriais de mesma
dimensao, concluimos que h é sobrejetora, tornando assim h um isomorfismo entre as
fibras Fy(€) e Fy (g™n).

m

3.3.3 Produto cartesiano de fibrados

Definigao 3.14. Sejam & = (Ey,m, By) e & = (Fs,m, By) fibrados vetoriais. O
fibrado produto cartesiano &; x & definido como &; X & = (E) X Ey, m X 1o, By X By)
em que T X o : By X Ey — By X By é a aplicacao projecao a qual claramente é continua

e sobrejetiva.

Cada fibra de & x & é da forma (m; x m) (b1, be) = Fp, (&1) X Fy,(&) e tem a
seguinte estrutura de espaco vetorial: Para todos (z,y), (z1,y1) € Fp,(§1) X Fi,(&2) e
a € R,

(z,y) + a(zy,y1) = (7,y) + (ax1, ay1) = (x + axy,y + ay1) € Fy, (§1) X F,(&2).

Para a condigao da trivialidade local, forma-se um sistema de coordenadas locais
de & x & a partir dos sistemas de coordenadas locais (U, hy) e (V,hy) de & e &,

respectivamente, fazendo:

h=hy xhy: (UxV)xR"™" — (7, x m) (U x V)
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dada por h((b1,b2), x) = (h1(by, (1, .-, n)), ha(ba, (Tps1s oy Tngm)))-

Exemplo 3.9. Sejam M e N variedades suaves de dimensoes m e n, respectivamente.
Se P= M x N, entao

TPgTMXTN.

De fato, considere
f:TP—TM xTN

definida por f((m,n), (z1,22)) = ((m, 1), (n,z2)) onde
TP = {((m,n), (9517332)) € P x Rn+m§ (1’1,902) € T(m,n)P},

TM ={(m,z1) € M xR"™ 2y € T, M} e TN ={(n,z3) € NxR"; 29 € T,,N}. Assim,
f é continua com f|r,, . p) * Fimm)(TP) = Fn(7ar) X F,(7x) isomorfismo linear. Entao

pelo Lema [3.3] f ¢ um homeomorfismo e consequentemente,

TpgTMXTN.

3.3.4 Soma de Whitney

Nesta se¢ao consideramos £ = (E,m,B) e ¢ = (E',n', B) dois fibrados vetoriais
sobre o mesmo espaco topolégico B.
Definigao 3.15. Considere os fibrados £ e ¢’ como acima e a aplicacdo d : B — B x B

definida por d(b) = (b, b) para todo b € B. O fibrado soma de Whitney de ¢ e &',
denotado por £ ® &', é o fibrado

@ =d(Ex¢).

Por ser um fibrado pull-back, de acordo com a Definicao temos que o fibrado
soma de Whitney é, de fato, localmente trivial. Além disso, as fibras deste fibrado sao
isomorfas a soma direta das fibras de £ com as de £'. De fato, dado b € B, constatamos

que:

Faf) = Fyp(d(ExE))
= Fd(b)(f x &)
= Fupn(ExE)
= Fy(&) x Fy(&)
Fy(&) @ Fy(&')

I
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Definicao 3.16. Considere os fibrados £ e ¢ com F C E’. Diremos que £ é subfibrado
de &, quando para todo b € B, tivermos que F,(£) é um subespaco vetorial de F(£').

Neste caso, usamos a notagao £ C &'.

Lema 3.8. Sejam &, & e n trés fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base B. Se
&1 e & sao subfibrados de 7 tais que para cada b € B, o espaco F,(n) se decompoe na

soma direta dos subestagos Fy(&1) e Fy(&2), entao

n =& D&

Demonstragcao. Para cada b € B, por hipdtese a fibra de n é tal que

Fy(n) = [y (&) @ Fy(&).

Assim, defina f : E(& @ &) — E(n) dada por F(b, (x,y)) = x +y, para todo ponto
(b, (z,y)) € E(&1 @ &). Assim, pelo Lema[3.3] f ¢ um homeomorfismo pois é continua

e aplica cada fibra de & @ & isomorficamente na fibra correspondente em 7. De fato,

e Por construcao, f é continua;

o flpcime) € linear, pois dados (b, z1,y1), (b, x2,92) € Fy(& @ &) e a € R, temos:

f|Fb(£1€B§2)((b7$l7yl) + a(ba x27y2)) = f‘Fb(ﬁleaaz)(ba r1+axs, y1 + Oéyz)
= 21+ +alrs+1y0)

f|Fb(§1@§2) (b, X, yl) + af|Fb(£1®£2)(b7 Za, y2)'

* flp @) € bijetiva ja que Fy(n) = Fy(&1) @ Fi(&2), e para qualquer w € Fy(n)
existem tunicos = € F,(&1) e y € Fy(&) tais que w = x + y. Entao,

flr@ee (b,2,y) =z +y =w.

Portanto f|g,(e,ae,) € sobrejetiva e consequentemente, pelo Teorema do Nicleo e

Imagem, temos que f|p, (¢ a¢,) € bijetiva.

Logo,
n=& @ &.

Exemplo 3.10. Dado um espaco topoldgico B e n € N, temos que
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Podemos verificar a autenticidade desta afirmagao usando inducao sobre n € N.

Para o caso n = 2, defina a aplicagao f : B x R* — E(e} @ €k) dada por

f(b7 (.I, y)) = (b7 (b7 ZE), <b> y))

para todo (b, (z,y)) € B x R?. Assim,
e Por definigao, f é continua;

 f|pyxr2 ¢ um isomorfismo linear pois dados (b, (z1, 1)), (b, (2,12)) € {b} xR? e

a € R, temos que

flpsrz (b, (@1, 51)) + a(b, (22,52)) = flpxre(b, 21 + a2, 91 + ays
= (b, (b,z1 + axs), (b,y1 + ays)
= (b, (b, 1), (b,y1)) + a(b, (b, x2), (b, y2)
= flippxr2 (b, (21, 91)) + flippxr2 (b, (22, 92)).-

)
)

Dai, pelo Lema [3.3]

1 1
eg®ep.

12

2
€p

Agora, suponha que para algum n € N tenhamos ¢; ! 2 e ®ep @ ... © ep, entdo,

-~

(n—1)—vezes
por hipotese:

3.3.5 Fibrado complemento ortogonal

Sejam ) = (F, m, B) um n-fibrado vetorial Euclidiano e ¢ C n subfibrado. Considere

agora os subespagos vetoriais de Fj():
Fy(&5) = (Fy(§)" = {v € Fy(€): < v,w >=0,Yw € F ()},

para cada b € B.

Definicao 3.17. Dados o fibrado ) e o subfibrado £ C 7, entao o fibrado comple-

mento ortogonal de &, denotado por ¢+, é o fibrado formado por:

em que

EX =] R

beB
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€

et = 7|gL : EX — B. Assim, 7 é continua e sobrejetiva e além disso, para qualquer

b € B, temos:

(mH)7H0) = (alp) () =7 (D) NET = (UF )

zeB

= |J@Bm) NF(e) = Fy(n) N Fy(eh)

zeB

= F(&).

Para verificar a condigdo da trivialidade local, consideremos n = (E, 7, B) um
n-fibrado e £ = (E', 7', B) um m-fibrado com m < n. Entao para qualquer b, € B
considere U C B vizinhanga de by tal que £ e 1) sao localmente triviais. Assim, podemos

supor que existem os homeomorfismos:
hi :UXxR™ -7 (U) e hy: U xR" — 7w(U)

tais que hq|p)xrm € Ro|{he1xrn S80 isomorfismos lineares.

Pelo Lema existem sy, ..., S,y : B — E’ se¢oes ortonormais de £|y e
si,.,s,:B—E
segoes ortonormais de n|y. Dai, a matriz
A = (< 5i(bo), 85(b0) >)mxn

tem posto m. De fato, pois as m linhas de A sao linearmente independentes ja que
dados aq,...,a, € R, com Y " o, (< si(bg), 81 (bo) >, ..., < s4(bo), s, (bo) >) = (0, ..., 0),

equivale a:

& <<Zazs, (by), s1(bo) > <Za3 (bo), s, b0)>> = (0,...,0)
& < ; a;s;(b (b0)> =0, Vji=1,...,n

= Zaisi(bo)—
=1
o a;=0 Yi=1,.m

Assim, reordenando as segoes s, ..., ), se necessario, as primeiras m colunas de A

formam uma submatriz com determinante nao nulo. Entao, existe V' C U vizinhanca
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de by tal que para todo b € B, esta submatriz em questao tenha posto m.

Deste modo, para qualquer b € V', o conjunto {s(b), ..., sm(b), 57,1 (D), ..., s, (b)} é
formado por vetores linearmente independentes em Fj(n). Por Gram-schmidt, obtemos
uma base ortonormal {s1(b), ..., $m(b), Sm11(b), ..., $n(b)} de Fy(n) para todo b € B.

Logo, com a aplicagao h : V x R*™™ — 7=1(V) definida por

h‘<ba (xlv ) xn*m)) = Z $ism+i(b)’
i=1

é um homeomorfismo e fornece o par (V, h) como um sistema de coordenadas para £+,
j& que hlgey x R*™™ : R™™™ — F, (£+) é um isomorfismo linear.

Portanto, £+ é um fibrado localmente trivial.

Exemplo 3.11. Sejam N C R” uma variedade Riemanniana e M C N uma subvarie-
dade suave. Entao,

TM CTN|M.

De fato,

e E(Ty) C E(7n|m), pois dado (p,v) € E(ry) = TM, entaop € M e v € T,M.
Como M C N ¢é uma subvariedade, entao 7, M ¢ um subespaco vetorial de T, N.
Consequentemente, p € N e v € T,N, isto é, (p,v) € TN = E(7n). Como
p € M, entéo (p,v) € 7 (M). Logo, (p,v) € E(n|m)- E,

e Fy(1ar) é um subespago vetorial de F,(7n|pr) para todo b € M ji que dado b € M,
o conjunto T, M é um subespago vetorial de T, N, entao F,(7y) = {b} x T,M é
subespaco vetorial de {b} x T,N = Fy(ry) = Fy(Tn|M).

Portanto, segue o resultado.
Proposicao 3.9. Sejam 1 um fibrado Euclidiano e £ C 7. Entao, n = £ @ ¢+,

Demonstragdo. Como Fy(£+) = (Fy(€))* para todo b € B, entao temos que a fibra
Fy(n) se decompoem por: Fy(n) = F,(€) @ Fy(¢1). Logo, pelo Lema temos que
=L@

[

Definigao 3.18. Sejam N uma variedade Riemanniana e M C N uma subvariedade
suave. O fibrado normal de M ¢ o fibrado 73;. Neste caso, denotamos o fibrado

normal por vyy.
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Observacao 3.6. Nestas circunstancias podemos reescrever o fibrado 7y|y como a
soma de Whitney dos fibrados tangente e normal da variedade M através da Proposigao

B9 por:

1
NI =T BT =T D Vs

Exemplo 3.12. Seja M C R" uma variedade suave. Por defini¢ao, temos 7y; C €jn.

Assim, €. = Ty B vy

3.3.6 Fibrado Hom

Sejam V] e V5 espagos vetoriais de dimensoes n e m, respectivamente, e usemos a
seguinte notacao:

Hom(Vy, Vo) ={T : V) — V; T é linear}.

Como o conjunto Hom(Vy, V3) é isomorfo ao conjunto das matrizes de ordem n x m,
entao,
Hom(Vi, Va) &= M sm(R) =~ R"™.

Definigao 3.19. Sejam £ um n-fibrado e n um m-fibrado ambos sobre o mesmo espago

base B. Entao, definimos o fibrado Hom(§,n) como sendo:
Hom(&,m) = (B, m, B),

em que

E = U Hom(F (&), Fy(n))

beB

en: E — B é definida por n(T) = b para cada T' € Hom(F,(§), Fy(n)) e b € B.

Em F é usada a menor topologia que torna m continua. Ou seja, U C E é aberto
se, e somente se, U = 7 1(A) para algum A C B. Dai, m é sobrejetora pois, para
qualquer by € B, se g : Fy,,(§) — Fy,(n) for a transformacao linear identicamente nula,

entao m(g) = by. Além disso, as fibras de Hom(§,n) s@o dadas por:
Ey(Hom(8,n)) = Hom(Fy(£), Fy(n)) para todo b€ B.

Para verificarmos a condicao da trivialidade local, dado by € B, considere U C B
vizinhanga de by que fornece uma trivialidade local para £ e n em by € B. Como existe
Ty : R"™ — Hom(Fy(€), Fy(n)) isomorfismo linear para cada b € B, defina

h:UxR"™ =7 '(U) = | | Hom(F,(€), Fy(n))

beU
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por h(b,x) = Tp(x) para todo (b,z) € U x R". Como o diagrama:

U x R s = 1(1)

|

U

é comutativo, entao h é continua. De fato, se O C 771(U) é um aberto, entao
O=AnzYU)

onde A C F é um aberto. Assim, 771(V) para algum aberto V' C B. Dai, como p; é
continua, entdo p; ' (V NU) C U x R™™ ¢ aberto. Portanto:

h™H(0) = hH(AnT Y(U))
(r(V)nzH(U))
e ' (VND))
(

-1 VN )

1

h~
= h”
h~
D1

é um aberto em U x R"™. Defina g : 77 1(U) — U x R"™ por ¢(T) = (b, T; *(T))
onde T € Hom(F,(£), Fy(n)) para um tnico b € U. Entao g = h™' é continua. Seja
O C U x R™ um aberto sub-bdsico contendo g(7). Assim, existem os abertos sub-
basicos A e V de U e R™, respectivamente, tais que O = A x V. Assim, como
T € Hom(Fy(€), Fy(n)) para um tnico b € U e g(T) € O, entdao b€ Ae T, (T) € V.

Além disso, como T;, ' : Hom(Fy(€), Fy(n)) — R™ é continua, entdo T, ' é continua
em T. Entdo, existe W C Hom(F,(€), Fy(n)) vizinhanca de T tal que T, '(W) C V.
Logo,

gW)CAXT; ' (W)C AxV =0.

Ou seja, g é continua.

Como T} é um isomorfismo linear para todo b € B, em particular, para by € B,
entdo h|peyxrem @ {bo} x R™™ — Fy (Hom(§, 7)) dada por hpg)xmrem (bo, ) = Thy(2)
para todo x € R™ é um isomorfismo linear.

Assim, h é um homeomorfismo e como T}, é um isomorfismo linear para todo b € B,
entao h|pyxrem @ {0} x R™ — Fy(Hom(&,n)) dada por gy xeem (b, 2) = Tp(z) é um
isomorfismo linear para todo (b,z) € {b} x R™. Portanto, Hom(&,n) é localmente

trivial.

Proposicao 3.10. Sejam & e n fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base B, X

um espago topologico e g : X — B uma aplicagao continua. Entao toda aplicacao

61



3. Fibrados Vetoriais

f:X — E(Hom(§,n)) tal que mo f = g é continua, onde 7 : E(Hom(§,n)) — B
¢ a projegao do fibrado Hom(&,n). Em outras palavras, toda aplicagdo f que faz o

diagrama:

ser comutativo é continua.

Demonstragao. Seja O C E(Hom(&,n)) aberto. Assim, O = 7 !(A) para algum
A C B aberto. Como g é continua, entdo g~'(A) C X é aberto. Logo,

é aberto. Portanto, f é continua.
m

Proposicao 3.11. Considere £ um n-fibrado, 7, um m4-fibrado e 7, um mo-fibrado,

ambos sobre o mesmo espago base B. Entao,

Hom(&,m) ® Hom(&,m2) = Hom(&,m @ 12).

Demonstrag¢ao. Vamos definir a aplicagao

f : E(HOm(£7 T]l) D H0m<§7772)) — E(H0m<€7771 S 772))7

dada por f(b,(T1,T3)) = T para todo (b, (T1,T3)) € E(Hom(&,m) ® Hom(&,12)), em
que T : Fy(§) = Fy(m @ n2) = {b} X Fy(m) x Fy(n) com b € B é definido por

T(z) = (z, Ty (2), T2(x))

para todo = € Fy(§), ja que dado (b, (T1,T»)) € E(Hom(&,m) @ Hom(&,n2)), entao

Ti : Fy(§) — Fy(m) e To : Fy(§) — Fy(m2).
Desse modo, sendo 7 e m; as projegoes do fibrado Hom(&,m @ n2) e do fibrado
Hom(&,m1) @ Hom(&,n9), respectivamente, temos que:

mo f=m,

e pela Proposicao tem-se que f é continua.
Por Fy(n1®mn2) = {b} x Fy(n1) X Fy(n2), entdo h = f|(p)x Hom(Fy (), Fy (1) x Hom(Fy (€), Fy (n2)
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¢ um isomorfismo linear. De fato,
e h ¢ linear ja que T3 e T, sao lineares;

e h é injetiva pois se h(b,11,T5) = 0 entdo T'= 0. Ou seja, T1(z) =0 e Th(z) =0
para todo x € Fy(§), isto é, Ker(h) = 0;

e h é sobrejetiva, pois

dim({b} x Hom(Fy(§), Fy(m) x Hom(Fy(§), Fy(12)) = 0+ nmy + nme = n(m; + mo)
= dim(Hom(Fy(£), Fy(n) © n2)
e h é injetiva.
Portanto, pelo Lema |3.3

Hom(&,m) ® Hom(&,m2) = Hom(&,m @ 12).

]

Proposicao 3.12. Sejam ¢ um n-fibrado e n um m-fibrado, ambos sobre o mesmo

espago base B. Se n = ¢, entao Hom(&,n) = Hom(&, ).

Demonstragao. Por n = €'}, entao temos um homeomorfismo h : E(n) — B x R™ tal
que h|p,e) @ Fp(n) = {b} x R™ é um isomorfismo linear. Assim, para cada elemento

T € Hom(Fy(€), Fy(n)), consideremos a aplicagao
[ E(Hom(&,m)) — E(Hom(&, R)),

dada por f(T) =T, em que T" : F,(§) — {b} x R™ é dado por T"(x) = (b, h|r,e)(x))

para todo x € Fy(§). Sendo 7 e m; as projegoes dos fibrados Hom(&,e) e Hom(&,n),

respectivamente, temos que w o f = 7 e novamente pela Proposicao temos que f

é uma aplicagao continua. Além disso, por h|p, () ser um isomorfismo linear, segue que

flaom(By€), 5, + Hom(Fy (), Fy(n)) — Hom(F,(§), B x R™) é um isomorfismo linear.
Portanto pelo Lema [3.3], temos que:

Hom(&,n) = Hom(g, £5).

[]

Proposigao 3.13. Seja ¢ = (E, 7w, B) um fibrado Euclidiano. Entao & & Hom(&,ek).
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Demonstragdo. Defina f : E — E(Hom(&,ek)) por f(x) = T para todo x € E, onde
T : Frwy (&) = {m(x)} x R é dado por T'(u) = (7(x), < u,x >) para todo u € Fr((&).
Sendo m; a projegao do fibrado Hom(&,ek), entao m; o f = 7, o que faz a Proposigao
3.10] garantir a continuidade de f.

Além disso, f|r, ., @ 1 Fr@)(§) = Hom(Fr)(§), {m(z)} x R) é um isomorfismo

linear, pois:
o f] Fr () () ¢ linear ja que o produto interno ¢é bilinear;

® flr, . ¢ injetiva pois se f|r (¢ (z) =0 entao T'(x) = 0, ou seja,
(m(z), <u,z>) = (n(2),0)

para todo u € Fr(;)(§). isto é, x = 0 e assim, ker(f|r, ) = 0;

o f |Fﬁ(z)(g) é sobrejetiva pelo teorema do Ntcleo e Imagem ja que f]| Fym(€) € Injetiva
e dim(Fr@)(§)) = dim(Hom(Fr@)(§), {m(2)} X R)).

Assim, pelo Lema [3.3] temos:

¢ = Hom(¢, ej).

3.4 Fibrado Universal

A seguir, veremos a defini¢cao dos fibrados canonicos sobre as variedades Grassmann

e a Grassmann infinita, bem como alguns resultados a respeito sobre estes fibrados.

Definigao 3.20. O fibrado canénico sobre G,(R"**) ¢ o fibrado
"(R™*) = (B, 7, B)

em que B = G,(R"™) e E = {(X,2) € G,(R"™) x R"**; 2 € X} com a aplicacio
projecao 7 : E — G, (R"*) definida por (X, z) = X.
Em particular, quando n = 1, o fibrado ¢"(R"™*) coincide com o fibrado canonico

linha apresentado na Definicao [3.5]

A estrutura de espago vetorial sobre cada fibra Fy (s"(R"™)) ¢ dada por

tl(Xa:L‘l) + (Xa ZL'Q) = (X,tlfl/'l +'T2)
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Para verificarmos a condicdo da trivialidade local de ¢"(R"**) consideremos um

ponto Xy € G, (R"**) e uma vizinhanca U de X, de acordo como definido no Capitulo
1 em (1.1). Assim, definimos a aplicacao h : U x Xy — 7 1(U) por h(Y,z) = (Y,y)

onde y é o tnico vetor em Y tal que p(y) = x. Dai, as identidades

h(Y,z) = (Y, z + T(z))

(Y, y) = (Y. p(y))

mostram que h e h™! sao continuas. Logo, h é um homeomorfismo.
Os resultados a seguir garantem quando um fibrado vetorial é isomorfo a um fibrado

pull-back sobre o fibrado canénico apresentado na Defini¢ao [3.20]

Teorema 3.14. Sejam { = (E,m, B) um n-fibrado e B um espago topoldgico compacto.
Entdo, existe uma aplicacio fibrada f : E — E(¢"(R™*)) para k suficientemente

grande.
Para mais detalhes e demonstracao do teorema acima, consultar [16], pagina 61.

Definicao 3.21. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é um espago para-
compacto se X é Hausdorff e se para toda cobertura aberta {u,} de X, existe uma

cobertura {V,} tal que:
(i) Cada V, esta contido em algum U,, e
(ii) Cada ponto X tem uma vizinhanga que intercepta um nimero finito de V,.

A condicao de um espago ser paracompacto é mais fraca, no sentido de exigir
menos do espago, em comparagao com a condicao de um espaco compacto. Nesse
contexto, temos que se B for paracompacto e ter dimensao finita, ainda existe uma
aplicacdo fibrada entre os fibrados & e ¢"(R"*) para k suficientemente grande. Se
B tem dimensao infinita, ainda é possivel obter um resultado analogo. Para isto,

consideraremos o fibrado canodnico sobre a variedade Grassmann infinita.

Lema 3.15. Sejam A e B espacos topologicos com

A=A,

n>1

onde A; C Ay C ... e A é dotado com a topologia limite. Entao, f: A — B é continua

se, e somente se, f|4, é continua para todo n > 1

Para detalhes e demonstracao do lema acima, consultar [18], pagina 108.
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Defini¢ao 3.22. O fibrado canénico sobre G,, dado por <" = (E,m, B) é formado
por B =G, e,
E={(X,z)e G, xRz € X}

com a projegao 7 : £ — G,, dada por 7(X,z) = X.

Para verificarmos a condicao da trivialidade local, consideremos Xy € G, e U C G,
o subconjunto de todos os n-subespacos vetoriais Y de R* com projecao X através
da projecao ortogonal p : R® — X,. Assim, U é aberto, pois para cada k € N, a
intersegao

U, =U NGL(R™)

é um conjunto aberto em G, (R"**). Definamos a aplicacao
h:Ux Xy— 7 Y U)

por h(Y,z) = (Y,y). Assim, pelo Lema [3.15 como cada aplicacao h|y, «xx, ¢ continua,
entao h é continua. Além disso, h™ (Y, y) = (Y, p(y)) também ¢ continua. Portanto, h

¢ um homeomorfismo.

Defini¢ao 3.23. Seja & = (F,m, B) um n-fibrado e ¢" o fibrado canonico sobre G,,.
Duas aplicagbes continuas f, g : £ — FE(¢") sdo chamadas homotépicamente fibra-

das se existe uma familia de aplicacoes fibradas
hi: E— E"), 0<t<1
com hg = f e hy = g tais que h; é continua, ou seja, a aplicacao

h:Ex[0,1] — E(")
(x,t) — hy(z)
¢é continua.

Teorema 3.16. Seja & = (E, 7, B) um n-fibrado vetorial sobre o espago base B para-

compacto. Entdo, existe uma aplicagdo fibrada f : E — E(c").
Para detalhes e demonstracao do teorema acima, consultar [16], pagina 67.

Teorema 3.17. Sejam & = (E,7,B) um n-fibrado e f,g : E — E(") aplicagoes

fibradas. Entao, f e g sao homotopicamente fibradas.

Para deyalhes e demonstragao do teorema acima, consultar [16], pagina 67.
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Capitulo 4
Teoria da Obstrucao

Com base em [I5] e [4], o objetivo deste capitulo é apresentar nogoes bdasicas da
teoria de obstrucao que relacionam os grupos de homotopia com a questao de estender
aplicagoes continuas e aplicd-la em um exemplo, a saber, definiremos uma aplicagao
continua sobre um subespaco da esfera S? e estudaremos a extensao desta aplicacao
para todo o espaco S2.

Ao final, aplicaremos tais conceitos e resultados ao contexto de estender se¢oes do

fibrado tangente de uma variedade suave.

4.1 Motivacao

A teoria da obstrucao tem o objetivo de estudar a possibilidade de construir ex-
tensoes de aplicagoes continuas definidas em um subespaco de um espaco topolégico a
todo o espago. Mais especificamente, dados um espaco topoldgico X com estrutura de
complexo simplicial, A C X um subcomplexo e f4 : A — Y uma aplicacao continua,
é importante entender quando e como é possivel estender a aplicacao f4 para uma
aplicacdo continua f: X — Y de modo que f|4 = fa.

Suponhamos que seja possivel fazer tal extensao, entao, como poderiamos contrui-
la? E também, uma outra questao interessante é: Como decidir se existem ou nao tais
extensoes? Na literatura, existem resultados que estabelecem que se forem conhecidos
os grupos de homotopia do espago Y é possivel responder esse questionamento.

Em um espaco topoldogico X com estrutura simplicial e A C X um subcomplexo, ao
termos uma aplicacao f4 : A — Y continua, onde Y é um espaco topoldgico qualquer,
é sempre possivel estender esta aplicagao a uma aplicacao fy : Xo — Y onde X, é
a uniao do conjunto A com os O-simplexos do complexo X. Para isto, basta definir,
naturalmente, valores que a aplicacao deve assumir nestes vértices.

No caso em que X é um espago triangulavel, temos a seguinte situacao geométrica:
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#

Figura 4.1: Triangulacao em um espacgo topologico X

0

Para o caso dos 1-simplexos, nem sempre é possivel fazer tal extensao. Um exemplo
claro ocorre ao considerarmos que Y seja um espaco topoldgico que nao seja conexo
por caminhos, como uma aplicacao continua restita a uma aresta é um caminho em Y,
entao o problema se torna em encontrar caminhos continuos no espago Y .

Por exemplo, consideremos o subcomplexo formado apenas pelos dois 0-simplexos

0o 40 : 1
o, e 04 com o l-simplexo o7.

0
o
7
Figura 4.2: Simplexos 0¥, 09 e o] de X

E consideremos o espaco topoldgico Y como na Figura 4.3|

Se tivermos uma aplicagao continua f4 : A — Y e a estendemos para uma aplicagao
continua fy : Xg — Y tal que fo(0?) = a e fo(09) = b, onde a,b € Y de acordo com
a Figura [£.3] Entao nao é possivel definir um caminho continuo entre a e b em Y e
portanto, encontramos uma “obstrucao” a construcao de uma aplicagao f; : X1 = Y
que é uma extensao continua para fy: Xo — Y.

Sejam X um espaco topoldgico com estrutura de complexo celular, A C X subcom-

plexo e Y um espago topoldgico conexo por caminhos. Consideremos o conjunto X"
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Figura 4.3: Espaco Y

como sendo o conjunto de todos simplexos de dimensao menor ou igual a ¢ e o conjunto
X; seréd o conjunto XU A. Denotaremos por f4 uma aplicacao continua definida de A
em Y e, caso exista, cada aplicacao f; representard a extensao continua de f4 a uma
aplicacao f; : X; — Y. Por fim, usaremos a notagao f para representar a extensao de
fa auma aplicacao f: X — Y.

Para estendermos fs : A — Y a uma aplicacao f : X — Y, devemos inicialmente
criar uma extensao fy e apds, se possivel, criar gradativamente as extensoes fi, fo, ...
até chegarmos em f. Nem sempre é facil exibir tais extensoes, porém, conhecendo os
grupos de homotopia do espaco Y é possivel afirmar quando existem tais extensoes.

Suponhamos que seja possivel construir a extensao f,_1 : X,—1 = Y. Consideremos
um p-simplexo orientado 0¥ que nao estd contido em A. Sabemos que o é homeomorfo
a bola B? e assim, o (p — 1)-simplexo do? é homeomorfo & SP~!. Além disso, f, 1
estd definida em 0o, entdo o problema de estender a aplicagao f,—1 @ Xp,o1 — Y
para f, : X, — Y pode ser visto como estender a aplicagao f, ; : SP! — Y para
fp : BP = Y. este tultimo problema ¢ mais facil de ser estudado se conhecermos o

seguinte lema:

Lema 4.1 (Lema da Extensao). Seja X um espago topoldgico. Uma aplica¢ao continua
f:S™ = X se estende a uma aplicacao continua g : B"™* — X se, e somente se, f

representa o elemento nulo no grupo m,(X).

Para mais detalhes sobre o lema acima, consultar [15], pagina 33.

4.2 Cocadeia de obstrucao

Sejam X um espaco topolégico com estrutura de complexo simplicial, A C X

subcomplexo, ¥ um espago topolégico conexo por caminhos, f,—1 : X, 1 — Y uma
p

extensao continua de f4 e o} um p-simplexo orientado de X que nao pertence a A,
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entao temos que a aplicacao
foola : 007 2 571 S Y
define um elemento [f,-1]s,r] n0 grupo de homotopia m,-1(Y’). Entao a aplicacao:

c(fpo1) : Cp( X, A;G) — (V)
O'f = [fp,1 |8of]
¢ uma cocadeia relativaonde G' é um grupo abeliano.

Definicao 4.1. A cocadeia relativa c(f,—1) € CP(X, A;m,_1(Y)) definida por

c<(fo-1)(07) = [fp-1loor] € mp-1(Y).
¢é chamada cocadeia de obstrugao (para extensao de f,—1 a X,,).

Com o que ja foi apresentado, podemos citar o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Uma aplicacio f,—1 : X,o1 — Y se estende a f, : X, = Y se, e

somente se, tivermos que c(f,—1) = 0.

Demonstracao. De fato, pelo Lema da Extensao , a aplicacao f,_1lser se estende a
folor se e somente se, [f,-1sor] =0 € m,_1(Y), ou seja, c(f-1) = [fp-1|aor] = 0.

[]

Em particular, se m;(Y) = {0} para todo i = 1,...,p — 1, entdao a aplicacao fa se

estende a f,.

Exemplo 4.1. Vamos considerar os espacos topoldgicos X = S?2 e Y = S! com o
subespaco A C X, munidos com a topologia de subespago de acordo como na figura

abaixo.

Figura 4.4: Representacao geométrica dos espacos X, Y e A.
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Em que N e S sdo pontos de Y e a e o sdo os arcos direito e esquerdo, respecti-
vamente, de Y formados pelos pontos N e S. Nestas circunstancias, consideremos a
aplicacao

fA A=Y

dada por fa(z) = N para todo x € A. Inicialmente, note que f4 é continua, ja que
toda aplicacao constante é continua.

A partir de agora, analisaremos as estensoes para f4. Primeiro, vamos considerar
uma estrutura de complexo simplicial para X. Usando a triangulacao para a esfera S>
exibida na Figura (onde interpretamos o espago S? como um disco cuja fronteira
estd identificada como um tnico ponto). Como por construcao o subespago A é um

dos triangulo desta triangulagao, obtemos: Uma 0-célula: o¥; trés 1-células: o1, o1 e

o} e trés 2-células: 0%, 02 e 02. Resultando na seguinte triangulagio:

0
0]

Figura 4.5: Triangulacao de S?

Entao, podemos estender f4 para uma aplicacao fo : Xg — Y definida, por exemplo,
por:
N, sexe A
S, sex ¢ A

fo(z) =

Note que fy é continua, pois considerando a topologia de subespaco em X, dado
W C Y aberto:

e Se N¢WeS¢W,entio f, '(W) =0 que é aberto em Xp;

e Se N¢WeSeW,entio f *(W) = X°\(X°N A) que é aberto em Xj;
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e Se NcWeS¢W,entio f, (W) = A é aberto em Xo;
e Se N,S € W, entao f;' (W) = Xy é aberto em Xj.

Assim, conseguimos estender f, para uma aplicacao continua fy. Agora, definimos
uma aplicacao:
f1 : X1 —Y

de modo que:
filgr o1 2 [0,7] — Y é definida por filor(t) = (1)

filoy : oy & [, 27] = Y é definida por filoa(t) = e(51)i
filsy : 03 2 [27,371] — Y é definida por filsr(t) = e(51)i

e cada uma destas restrigoes sao aplicacoes continuas. Consequentemente, temos uma
extensao continua f; para fy. Assim, note f1|0% e f1|0§ percorrem o arco « e f1|0%
percorre o arco o injetivamente.

A proxima etapa para estender f4 para f : X — Y é definir uma aplicagao continua
fo : Xo = Y. Porém, nao é tao intuitiva a construcao desta aplicacao como foi no
caso para construir as aplicacoes fo e fi. Sendo assim, recorreremos ao Teorema
para verificarmos se é possivel cronstruir tal extensao. Inicialmente, daremos uma
orientacao aos 2-simplexos da triangulagao de X, orientando-os no sentido anti-horario

conforme a figura:

Figura 4.6: Orientacdo nas células da triangulacao de S2.
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Considere a 2-célula orientada of. Vamos estudar a aplicagao

filooz : do? =Y

filoo?

Como Jof = S', entao podemos ver a aplicacao fi]s,z por fils,2 : S' — S'. Além
disso, sabemos que:
m(Y) =m(S") = Z.

Assim, determinar a classe do lago [f;|00%] € m;(Y) significa determinar a quanti-
dade de vezes que a imagem da aplicagao f; cobre Y ao percorrer do?, considerando
as orientagoes de o? e Y. Neste exemplo, a orientacio do espaco Y sempre serd consi-
derada como a orientacao anti-horaria.

Assim, a imagem f(00?) pode ser representada pelo lago:

Dai, como este lago corresponde ao nimero inteiro —1 ja que fi|s,2 percorre uma
1

vez 0 espaco Y no sentido inverso da orientagao fixada em Y. Entao:

[f1|80%] =-1 7é 0€Z.

Assim, pelo Teorema , concluimos que nao é possivel estender f1|aaf para uma
aplicacao continua f2|U% : 02 — Y. Em outras palavras, existe uma obstrucao na célula
o? & construcio de f, a qual é medida pelo nimero inteiro —1.

Analisaremos agora se é possivel estender f; na célula 3. Para isto, através da
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identificacao do3 = S, estudaremos a aplicagao:

f1|agg : Sl — Sl

0
}r

i |r‘}nf

41

Assim, a imagem de 903 pela aplicacao f; pode ser representada pelo laco:

Como f1|80§ percorre uma vez o espaco Y no mesmo sentido da orientacao fixada

em Y, entao este lago corresponde ao numero inteiro +1 e consequentemente nao é

homotopicamente equivalente ao lago trivial. Dai,

[f1loozl =1# 0 € Z,

ou seja, pelo Teorema [4.2] ndo é possivel estender a aplicacdo fils,2 : 002 — Y para
Ja, P b p p G 0oj 2 p

uma aplicagdo continua falyz

que esta relacionada ao inteiro +1.

: 05 — Y, portanto, existe uma obstrucao na célula o3

Por fim, analisaremos se hd obstrugoes na célula o2. Entao, consideremos a aplicagao:

filaos - o3 = St — St
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i ‘c‘inj

Assim, a imagem f1(d02) corresponde ao lago:

Logo o lago [f1] aag] ¢ homotopicamente equivalente ao lago trivial. Portanto,

[f1|aa§] =0eZ

isto significa que nao hd obstrugoes na célula o3 pois é possivel estender f] 902 bara

uma aplicacao continua fg]ag co =Y.

Em resumo, obtemos as seguintes cocadeias de obstrucao:

No préximo exemplo consideraremos uma outra extensao para a aplicacao fy ho-
motopica a f; com o objetivo de indentificar alguma relacao entre aplicacoes ho-

motopicas e suas cocadeias de obstrucao.

Exemplo 4.2. Sejam os espagos topolégicos X, AeY e as aplicagoes f4 e fo de acordo

como foram definidos no Exemplo 1.1 Consideremos uma aplicagao

912X1—>Y
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de modo que:

e(%ftﬁ,se t €10, 27]

Gilp1 o] 210,37] = Y é definida por g],1(t) = (e
1 1 +
e

vl

)i,se t € (2m, 37|

e(tH8)i se t € [0, 27]

el
el

e(H%)i,se t € (27, 37|

I

Gilos 1 03 = [0,37] — Y ¢ definida por g1 (t) =

_t)i,se t € (2m, 37|

Wl

ol

i set € [0, 27]

I

giler 1 05 = [0,37] = Y ¢ definida por g1, (t) =
onde cada uma destas restrigoes sao continuas. Assim, g; é uma extensao de fy que
¢ homotépica a f;. Entao, analisaremos agora se é possivel estender ¢g; para uma

aplicacao continua gy : X9 — Y. Para isto, vamos considerar a aplicacao:
1007 2 ST Y.
gl|80% 1007 = — Y.
Esta aplicacao define um lago que corresponde ao inteiro —1. Assim,
G1lo] = —1 20 € m(Y) ~ Z,

logo existe uma obstrucao na célula o? para a construcao de uma aplicacao continua
.2
92‘0-% . 01 — Y.
Consideremos agora a aplicagao ¢ | 902 do2 = S1 — Y. Esta aplicagao define um

laco que corresponde ao inteiro 1. Assim,

[gl|8o§] =1 7é 0€ Zu

ou seja, nao ¢é possivel definir uma extensao continua g2|gg cos =Y.
Por fim, considere a aplicagao g1|30.§ : do2 = S' — Y. Esta aplicagao define um

laco que é homotopicamente equivalente ao lago trivial. Assim,
[91’803] =0¢€ Z7

portanto, é possivel construir uma aplicagao continua gs|,2 : 02 — Y que estende

| 52
93

91‘8032,'

Com isso, temos que:

c(g1)(o}) = c(f1)(07) = —1
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c(g1)(03) = c(fi)(o3) =1
c(g1)(03) = c(f1)(03) =0
Generalizando tal fato, temos o seguinte resultado:

Lema 4.3. Se f,_1 e g,—1 sao extensoes de f,_o : X,_o — Y tais que f,_1 >~ gp—1,
entao

c(fp-1) = c(gp-1)-

Demonstracao. Se f,_1 e gy,—1 sao aplicagbes homotdpicas, entdo f,_1|ser =~ gp—1loor-
Logo, os elementos [f,—1]s,7] € [gp—1]s.7] Pertencem a mesma classe no grupo m,(Y).
[

No préximo exemplo ilustraremos a seguinte situacao: Seja f,_; uma extensao de
fp—2. Se h,_; for uma outra extensao de f,_o que nao é homotépica a f, 1, veremos

qual a relacao entre estas duas extensoes.

Exemplo 4.3. Com base no Exemplo [4.1] vamos considerar uma extensao

h11X1—>Y

v

de fo de forma que:

hlys ol & [0,37] = Y & definida por hy|,; = e(370)’
Inlys s 03 & [1,27] = Y 6 definida por Iy, = e(570)
haloy : o3 2 [0,7] — Y ¢ definida por hilgy = e(5-t)i

com cada aplicagao h1|0]1 continua para j = 1,2 e 3.
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Assim obtemos que o lago [h1]y,2] corresponde ao inteiro —2, o lago [hy]y,2] corres-
ponde ao inteiro 1 e o lago [h| 3(,%] corresponde ao inteiro 1. Entao, pelo Teorema ,

nao é possivel estender h; para uma aplicacao continua hy : Xo — Y.

De inicio parece que nao ha relacao entre as cocadeias de obstrucao de f; e hq,
porém, os proximos resultados e exemplos permitirao a compreensao da relacao exis-

tente. Um fato interessante sobre as cocadeias de obstrucao é que:

Lema 4.4. Toda cocadeia c(f,—1) € CP(X, A;m,_1(Y)) é um cociclo. Ou seja,

dp(c(fp-1)) =0,

onde 4, : CP(X, A;m,_1(Y)) = CPH(X, A;m,-1(Y)) é a p-ésima aplicagao cofronteira.
Para ver a demonstragao do lema acima, consulte [I5], item (1.6), pagina 94.

Exemplo 4.4. Considere as cocadeias de obstrugao c( fo) e c(f1) estudadas no Exemplo
. Assim, sendo uma 2-cadeia 7y definida por 7o = a107 + ag03 + CL30'§ com a; € Z

parai=1,2 e 3. Assim:

01(c(fo) () = c(fo)(@a(m2)) = c(fo)(Da(a107 + az03 + az03))
(f0)(a10a(07) + az05(03) + azda(03))

= c(fo)(

= c(fo)(o

= (—a1 +as)c(fo)(o1) + (a1 — az)c(fo)(o3) + (a2 — as)c(fo)(o3)
0.

= c
ar(0y — 01) + ax(03 — 03) + as(o] — 03))
H(—ay +a3) + Ué(al —ag) + U§<a2 —az))

Portanto c(fy) é um cociclo. Consideremos agora c(f1) € C?(S?%, A;m(Y)), preci-

samos avaliar o valor da cofronteira d2(c(f1)). Seja a aplicagao
5y 1 C2(S%, A;mi(Y)) — C3(S?, A;m(Y))

e C3(S%, A;m(Y)) = Hom(C5(S%Z),m(Y)) = Hom({0}, 71 (Y)) = {0}, entdo 5 é o
homomorfismo nulo. Logo, dx(c(f1)) = 0. Dai, ¢(f1) é um cociclo. De forma anéloga,

verificamos que c(g;) e c(h;) s@o cociclos.

Todas as ferramentas apresentadas até o momento para estudar extensoes de aplicacoes
continuas podem ser vistas através de elementos em grupos de cohomologia. J& sabe-
mos que cocadeias de obstrucao sao, na verdade, cociclos. Agora, para poder identificar
estes elementos em grupos de cohomologia precisamos entender a diferenca entre as co-

cadeias.
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Sejam f, 1 e g,_1 duas extensdes para f, o : X, o — Y e o/ " uma (p — 1)-célula
orientada, entdo temos definidas as aplicagoes f,_1| »-1 € gp—1|,»-1. A partir destas
aplicagoes, em [15] ¢ feita cautelosamente a construcao de uma aplicagao 7; : SP~1 — Y

e com 1sso definimos:

Definicao 4.2. Sejam f,_1 e g,_; duas extensoes para f,_o € af_l uma (p — 1)-célula

orientada. A cocadeia diferenca d(f,—1,g,-1) ¢ definida por:

d(fp1,9p-1) (077" = (—1)P[3] € mpoa (V).

O lema a seguir é uma forma de compreender o quanto duas extensoes sao ho-

motopicas.

Lema 4.5. Sejam f, 1 e g,—1 duas extensoes para f, ». A cocadeia d(f,—1,9p-1) €

nula se, e somente se, f,_1 € homotdpica a g, .
Para ver a demonstragao do lema acima, consulte [15], item (2.6), pagina 97.

Lema 4.6. Sejam f, 1 e g,—1 duas extensoes para f,_2, entao a cocadeia diferenca

d(fp-1,9p—1) € tal que
op(d(fp-1,9p-1)) = c(fp-1) — c(gp-1)

Para ver a demonstragao do lema acima, consulte [15], item (2.10), pagina 98.

Ou seja, d(fp—1,gp—1) € uma p-cofronteira.

Com base no exemplo central deste capitulo (estudar a extensao da aplicagdo fi
definida no Exemplo para S?), vamos considerar as extensoes fi e g; definidas nos
Exemplos[d.1]e[4.2] respectivamente. Como j4 visto, c(f1) = c(g1) e, consequentemente,

determinam a mesma classe em H?(S? A;m,_1(Y)).

Exemplo 4.5. Sejam as aplicagoes fi e h; como definidas nos Exemplos e 4.3

respectivamente, para que c(f1) e c(hy) sejam cohomologos, precisamos verificar se
c(f1) = c(h1) € Im(dy)
ou seja, devemos encontrar uma 1-cocadeia p € C*(S? A;m(Y)) tal que
d1(p) = c(f1) — () (4.1)

Note que como c(f1),c(hy) € C?(S?, A; 71 (Y)), entdo c(f1),c(hy) sdo aplicagdes de
Co(S?, A;Z) em m1(Y). Assim, sendo 1y € Co(S?, A;Z) dada por 1y = nyo? + ngojs +
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ns3os, com n; € Z, i = 1,2, 3, temos que:

c(fi)(n2) = c(fi)(nof + nyo; + nsos)
= mc(f1)(07) + nac(f1)(03) + nsc(f1)(03)

= —np+n
Assim, podemos identificar a cocadeia c(f;) como o homomorfismo:

cfl):2° — Z

(n1,m9,m3) = —ny+ny
E, além disso,

c(h)(m) = c(h1)(nio} + neol + nzo3)
= mc(h)(02) + nac(hy)(02) + nsc(hy)(02)

= —2711 + ng + N3
Assim, podemos identificar a cocadeia c(h;) com o homomorfismo:

c(h):Z* — Z

(n1,m2,m3) — —2n1 +ng +n3
Logo, a aplicacao c(f1) — c(hy) pode ser vista como o homomorfismo:

C(fl) — C(h1> : ZS — Z

(n1,n9,n3) — ng—ng
E assim, a identidade se torna:

d1(p) =n1 —ny (4.2)
Retornando ao nosso objetivo, precisamos descobrir se existe uma 1-cocadeia

p € CH(S* A m(Y))
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tal que a identidade (4.1) seja satisfeita. Porém,

51(p)(m2) = @(62(niof + naol + nyo3))
= n1p(82(07)) + n20(02(03)) + nap(d2(03))
= np(oy — 01) + nap(ol — 03) + nzoy — o3)
1

= m(p(o3) — p(01)) + na(p(o3) — (03)) + na(e(or) — @(o3))

Dai, como a cocadeia ¢ é dada em termos de ¢(07), p(o3) e p(03), precisamos

determinar estes valores. Usando a igualdade acima em (4.2)), obtemos que:

@(o3) —p(o1) =1
p(a3) — p(o3) =0
p(o1) — p(o3) = —1

Dai, uma solugiao para este sistema é deixarmos ¢(o}) como uma varidvel livre e

entao p(03) = p(os) = 1+ ¢(o). Assim, se considerarmos a 1-cocadeia ¢ dada, por

exemplo, em termos de ¢(o]) =0, ¢(0}) = p(o3) = 1, temos entao que:
01(p) =mi(1 = 0) +no(1 = 1) +n3(0 — 1) = n1 +nz = c(f1) — ()

Portanto, c(f1)—c(h1) € Im(6;). Como pelo Exemplo[t.4] c(f1) e c(hy) sdo cociclos,

entao, c(fi) e c(h1) sdo cohomolégos, ou seja,
S(fi) =c(l) € H*(S? A;m(Y))

Teorema 4.7. Se f,_1 e g,_1 sao extensoes continuas de f, o, entao as cocadeias

c(fp—1) € c(gp—1) pertencem a mesma classe de cohomologia
fpm1) = Egp1) € HY(X, Ai,a(1V)

Para ver a demonstragao do teorema acima, consulte [15], item (3.1), pagina 100.
Considere ¢ o menor inteiro para que 7,(Y) # 0. Assim, podemos estender f4 para

fq : Xqy = Y pois nao ha obstrucoes até a dimensao g.

Definigao 4.3. A classe de cohomologia c(f4) € HIM (X, A;m,(Y')) formada pelos co-
ciclos de obstrucao de todas as extensoes de f4 a X, ¢ chamada a obstrucao primaria

a extensao de fa.
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4.3 Indice de uma singularidade em um r-campo

Seja M uma variedade suave sobre o corpo K (R ou C) munido com uma métrica
(Euclidiana ou Hermitiana) e 7p; seu fibrado tangente.
O objetivo desta secao é conhecer o “valor”da obstrucao para a construcao para a

construcao de r segoes independentes para o 73, em cada ponto de M.

Definigao 4.4. O fibrado V(7)) é o fibrado de r-referenciais tangentes a M em que
as fibras sdo a Variedade de Stiefel V,.(K"), ou seja, o espago base é a variedade M, o
espago total é o conjunto de todos os pares (p, (vq,...,v,)) com p € M e (vy,...,v,) é

um r-campo da fibra F, (7)) = T, M sobre p.

Construir r se¢oes independentes em 7,; sobre um subconjunto A C M é equivalente
a construir uma sec¢ao de V(1) sobre A.

Consideremos uma secio v™ de V,(73/) na fronteira do? de uma i-ésima p-célula
o?. Estudaremos quando é possivel estender essa segdo para o interior de of e quando
nao for possivel cosntruir tal extensao avaliaremos a obstrucao existente.

Nos casos em que houverem obstrucoes relacionaremos cada singularidade a um
valor chamado indice. Entao, para isso, inicialmente definiremos o indice de uma
singularidade do campo de um r-campo.

Considere um 7r-referencial v(") definido na fronteira do? de uma i-ésima p-célula
of de M. Ou seja v é uma secio de V,(7y) definida em do?. Assim, obtemos uma
aplicacao:

) -~ P2 .
onde p, é a projecao no segundo fator. Portanto a aplicacdo ps o v(") define uma classe

10 grupo 7,1 (V;(K")) pois
Py © LRI N V-(K™). (4.3)

Denotaremos tal classe por [£(v() oP)]. Caso [¢(v(™),0T)] = 0, entdo pela teoria
cléssica de homotopia, a aplicacio ps o v : SP~1 — V,(K") pode ser estendida para
uma aplicacao definida dentro da célula of, ou seja, pode ser estendida para uma
aplicacao of = BP — V,(K"). Consequentemente, nao ha obstrugdo para extensao
de v definido em do? para of. Por exemplo, quando 7, ;(V,(K")) = 0, entdo v
definido em Oo? é sempre estendivel para toda a célula o?.

Assim, é importante conhecer os grupos m;(V,(K")) que a priori, foram calculados

por Stiefel e Whitney nos casos em que K = R e K = C, obtendo os seguintes resultados:
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{0}, sej<n-—r
i (V;(R") =97, sej=n—rparouj=n—1lser=1 (4.4)

Zo, se j =n —r imparer > 1

. {0}, sej<2(n—r)+1
i (Vi(C") = | (4.5)
Z,sej=2(n—r)+1
Entao, podemos formalizar a definicao de indice de uma singularidade em um 7-

campo da seguinte maneira:

(Caso real) Vamos considerar um r-refencial v definido na fronteira do? de uma

i-ésima p-célula of.

e Sep <n—r+1,entdo [((v™),0?)] = 0 pois m(V,(R)) = 0. Assim, podemos

[

estender o r-referencial v(") para o interior da célula 0¥ sem singularidades.

e Ser=1ep=n, entdo o campo vetorial v") = v que pode ser estendido com
uma singularidade isolada x dentro de of, pela aplicagao (4.3]) possui o mesmo
indice de Poncaré-Hopf [¢(v™), 0?)] = I(v,z), definido no Capitulo 1, Definicdo
.27

eSer>1lep=mn—r+1, entdo o campo vetorial (") que pode ser estendido
com uma singularidade isolada em z no interior de of é tal que [£(v(), o?)] é
um numero inteiro se p é impar e serd um inteiro médulo 2 quando p for par.
Reduzindo estes valores em médulo 2, obtemos um indice (v, z) que mede o

valor da obstrugio para a extensdo de v(") ao interior de o?.

O numero n — r + 1 é chamado dimensao de obstrucgao para a construcao de um

r-referencial tangente a M.

(Caso complezo) Vamos considerar um r-refencial v definido na fronteira do? de

uma i-ésima p-célula o} .

e Sep<2(n—r+1), entdao [£(v™,0?)] = 0 e poderemos estender o r-referencial

v(") para o interior de o7 sem singularidades.

e Se p=2(n—r+1), entdo o campo vetorial que pode ser estendido ao interior de

o com uma singularidade isolada no ponto x dentro de ¢ possui o indice
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o qual mede a obstrucio da extensao de v(") para a?.

O ntmero 2p = 2(n—r+1) é chamado dimensao de obstrugao para a construgao

de um r-referencial complexo tangente a M.
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Capitulo 5

Classes de Stiefel-Whitney

Baseado em [I6] e em [I5], neste capitulo discutiremos sobre uma das classes carac-
teristicas existentes na literatura para variedades suaves. Esta é a chamada classe de
Stiefel-Whitney, e estd relacionada a um fibrado vetorial real sobre a variedade suave
M.

Os estudos sobre as classes de Stiefel-Whitney iniciaram em meados da década de
1930, tendo como fundadores desta teoria os matematicos Eduard Stiefel e Hassler
Whitney.

As classes de Stiefel-Whitney foram definidas inicialmente em um contexto relaci-
onado com a teoria de obstrucao. Com o avanco da matemaética, as classes de Stiefel-
Whitney puderam ser definidas como classes de cohomologia singular relacionadas ao
espaco topoldgico com coeficientes em Z, satisfazendo quatro axiomas.

Neste capitulo, apresentaremos a p-ésima classe de Stiefel-Whitney de acordo com
sua motivacao geométrica, ou seja, definiremos através da teoria de obstrucao. Em
seguida, as classes de Stiefel-Whitney serao abordadas no contexto axiomatico, e assu-
mindo valido estes axiomas, veremos algumas implicacoes. Apds o teorema de Stiefel,
o qual indica quando um espacgo projetivo real RP" é paralelizavel, veremos alguns
resultados sobre imersoes de variedades.

Por fim, estudaremos os nimeros de Stiefel-Whitney, que formam uma ferramenta
util para estudar variedades cobordantes e encerraremos o capitulo mostrando a uni-
cidade das classes de cohomologia que satisfazem os axiomas apresentados na Segao
bl

Stiefel e Whitney foram os percussores do estudo das classes caracteristicas de
variedades suaves, definindo-as inicialmente como obstrucao a existéncia de secoes in-
dependentes no fibrado tangente da variedade em questao.

Dado um n-fibrado vetorial £ = (F,m, B) queremos estudar se xi é ou nao trivial.

Para isso, estudaremos em que circunstancias, podemos construir r secoes independen-
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tes, onde 1 < r < n. Lembramos que um n-fibrado é trivial se, e somente se, ele possui
n secoes independentes.

Para estudar esse problema, em cada fibra Fj, de £, consideremos a variedade de
Stiefel V,.(F}) apresentada no Lema Primeiro construimos as r secoes para os
0-simplexos, depois para os 1-simplexos e assim por diante até chegar na dimensao
desejada.

Suponhamos a existéncia de uma secdo v(" definida na fronteira de uma p-célula
do? no fibrado V,.(¢). Como o fibrado V,.(§) é localmente trivial, entao existe um aberto
U tal que V,.(&)|y = U x V,(F,). Assim, através da composi¢ao

907 25 Vi(&)ly 2 U x Vi(F) 2 Vi(F)
onde ps é a projecao no segundo fator, temos uma aplicagao associada SP~1 — V,.(F})
e, consequentemente uma classe [y(v"), o?)] € m,_1(V;(F})). Recordando que para uma
n-variedade real M C R™ e b € M, o plano tangente a M em p, representa a fibra Fj,
do fibrado 7); que é isomorfa a R"™. Desta maneira, m,_1(V,(F})) = mp—1(V.(R™)) € este
ultimos grupos foram exibidos na Equacao do Capitulo 4.

A p-ésima classe de Stiefel-Whitney de M, denotada por w,(M) é definida como a
obstrucao primaria para a construcao de um r-referencial sobre M. Este r-referencial
pode ser visto como uma se¢ao de V,.(7p) ou um conjunto de r-campos vetoriais inde-
pendentes tangentes a M, com p =n —r + 1. Mais precisamente, através dos grupos
7;(V.(R"™)) podemos saber quando é possivel construir um r-referencial. Entao, es-
colhendo qualquer r-campo v em X podemos estende-lo sem singularidades até a
dimensao de obstrucao p =n —r + 1. Isto é, o r-campo nao possui singularidades até
XP~1 e possui uma singularidade isolada em XP.

Dado um 7-referencial v") definido na fronteira do? de cada p-célula ¥, pode-se

estender v em ¢? com uma singularidade no ponto z no inteiror de o¥, com indice:

. ., . Z,sep=n—r-+1imparoup=nser =1
10, 2) = [, 1 |aor] € mpr (Vi (R")) =
Zo, sep=n—1r+1parer >1

reduzindo estes valores & médulo dois, obtemos I(v("), x) € Z,.

Definindo a p-cocadeia Y I(v™, z)(a?)* em CP(M;Zs,), onde (0F)* é o homomor-
fismo que atribui o valor 1 em of e 0 caso contrario. Como ja visto, esta cocadeia
de obstrugao, na verdade, é um cociclo e assim define um elemento w,(M) no grupo
HP(M;Zs).

Definicao 5.1. Seja M uma n-variedade suave. Definimos a p-ésima classe de
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Stiefel-Whitney de M, denotada por w,(M) € HP(M;Z,), como sendo a classe de
obstrucao primaria correspondente a criacao de um r-referencial tangente a M, com

p=n—1r+1.

Como ja visto, pela teoria da obstrucao, a escolha da classe obtida nao depende
da escolha do r-referencial construido. Essa definicao fornece uma intuicao geométrica
excelente para a compreensao das classes de Stiefel-Whitney. Porém, devido a comple-
xidade do cédlculo de algumas ferramentas usadas nesta teoria, como por exemplo, o
célculo dos grupos de homotopia, de acordo com [I6] serd apresentada uma descrigao

axiomatica para estas classes.

5.1 Axiomas para as classes de Stiefel-Whitney

As classes de Stiefel-Whitney possurm algumas propriedades que serao adotadas
como axiomas e assim podem ser estudadas como classes de cohomologia singular de um
fibrado vetorial com coeficientes em Z,. Esta definicao axioomativ=ca é apresentada
a seguir.

Seja & = (F,m, B) um fibrado vetorial real. Entao, existe uma sequéncia de classes

de cohomologia singular associada a &:
w;(€) € H(B;Zy), parai=0,1, ...

chamadas classes de Stiefel-Whitney.
Axioma 5.1 (Dimensdo). Estas classes s@o tais que:
(i) wo(&) =1 € HY(B;Zsy).
(ii) Se & for um n-fibrado, entdo w;(£§) = 0 para todo i > n.

Axioma 5.2 (Naturalidade). Sejam { = (E,m,B) e n = (E',n’,B) dois fibrados
vetoriais. Se existir uma aplicacao fibrada f : E — E' com f : B — B’ sendo a

aplicacao nas bases induzida por f, ou seja, £ = 7*77, entao:

i

wi(§) = fi (wi(n)),

onde ?: : H(B';Zy) — H'(B;Zs) é a aplicagao correspondente nos grupos de coho-

mologia para todo ¢ > 0.
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Axioma 5.3 (Teorema do Produto de Whitney). Sejam & e n dois fibrados vetoriais

sobre a mesma base B. Entao, para todo k > 0, vale a igualdade:

k

wi(§ B n) = sz’(@ — wi—i(n).

=0

Axioma 5.4 (Normalizagao). Para o fibrado candnico linha ~; sobre RP!, tem-se
wi(v) =b#0, onde < b >= H' (RP; Zy).

Como consequéncia, através dessa descricao axiomatica para as classes de Stiefel-

Whitney, obtemos as seguintes propriedades:

Proposicao 5.1. Sejam £ = (E, 7, B) e n = (E',n’, B) dois fibrados vetoriais tais que
¢ = n. Entao, para todo i > 0, temos w;(§) = w;(n).

Demonstra¢ao. Como £ = 7, entdo existe um homeomorfismo f : F — E’ com
f(F (&) € Fy(n) e flp,e ¢ um isomorfismo linear para todo b € B. Assim, f é
uma aplicacao fibrada e além disso, temos & = 7*77 onde f é a aplicacdo correspon-
dente na base. Dai, f : B — B é a aplicacao identidade e induz a aplicacio identidade
nos grupos de cohomologia (idg); : H(B;Zy) — H'(B;Z,). Portanto, pelo Axioma

da Naturalidade, para todo ¢ > 0, temos que:

w;i(§) = (idp); (wi(n)) = wi(n).
0

Proposicao 5.2. Se ¢ = (E, 7, B) é um fibrado vetorial trivial, entao w;(§) = 0 para
qualquer 7 > 0.

Demonstracao. Como £ é trivial, pela Proposicao temos que £ = ¢} para algum
n > 0. Dado b € B, defina f : B x R" — {b} x R" por f(x,y) = (b,y) para todo
(x,y) € BxR". Entao, f é continua e f|yxrn @ {} xR™ = {b} x R™ é um isomorfismo
linear para todo x € B.

Desse modo, f é uma aplicagao fibrada de €} em €, e denotamos por ¢ : B — {b}
definida por c¢(a) = b para todo a € B a aplicacdo constante induzida nas bases.

Assim, €'y = c*elyy € pelo Axioma da Naturalidade, temos

wi(eg) = i (wi(efy))

onde ¢} : H'({b};Zy) — H'(B;Z,) é a aplicacao induzida nos grupos de cohomologia.
Pela Proposicao 2.2, temos que H'({b};Z,) = {0} para todo i > 0, entdo ¢} é a
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aplicacao identicamente nula para todo ¢ > 0. Logo, pela Proposicao [5.1}

w;i(§) = wi(ep) = C;‘k<wi<5?b})) =0,

para todo i > 0.
m

Proposicao 5.3. Sejam £ e n dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B

com ¢ trivial. Entao, para todo & > 0, temos:

wi (€ © 1) = wi(n).

Demonstragcao. Pelo Axioma [5.3[ (Teorema do Produto de Whitney),

wo(§ @ n) = wo(§) ~ wo(n) =1 — wo(n) = wo(n).

Para k > 0, usando novamente a férmula do Axioma [5.3] temos:

wi(§ & n) = wo(§) = wi(n) + wi(§) = wr—1(n) + ... + wi(§) ~ wo(n),
e como ¢ é trivial, pela Proposi¢ao 5.2}

wp(E®n) = 1w wp(n)+0+...+0
= wi(n).

]

Proposicao 5.4. Seja £ um n-fibrado Euclidiano. Se £ possui k secoes independentes,

com 1 < k < n, entao:

Wy 11(§) = Wpp12(§) = ... = wi(§) = 0.

Demonstracao. Se £ possui k secoes independentes, entao pelo Teorema |3.4] existe um
k-subfibrado trivial de £ que chamaremos de 1. Como ¢ é um fibrado Euclidiano, pela
Proposigio [3.9 temos que £ = 7 @ n*, em que n* é um (n — k)-fibrado. Assim, para

qualquer ¢ > 0, pela Proposicao anterior:
wi(§) = wi(n®nt) = wi(i).

Dai, pelo Axioma da Dimensao, temos que w;(£) = 0 para todo i > n — k.
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Com estas propriedades, conseguimos obter caracterizagoes para os fibrados veto-

riais

através das classes de Stiefel-Whitney. Essas caracterizacoes podem ser interpre-

tadas da seguinte maneira:

(i)

(i)

Para a Teoria de Fibrados, dois fibrados sao equivalentes quando sao isomorfos.
A Proposicao transcreve essa equivaléncia para as classes caracteristicas, afir-
mando que dois fibrados isomorfos possuem todas as classes de Stiefel-Whitney

iguais.

A Proposicao revela uma propriedade de um fibrado trivial do ponto de vista
das classes caracteristicas. Um fibrado trivial possui todas as suas classes de
Stiefel-Whitney nulas, com excecao da classe wy que tem seu valor determinado

pelo Axioma da Dimensao.

Um fibrado trivial tem um comportamento interessante com respeito ao Axioma
do Teorema do Produto de Whitney. Pela Proposicao 5.3, a i-ésima classe de
Stiefel-Whitney de um fibrado soma de Whitney entre um fibrado trivial e um
fibrado qualquer &, resulta na i-ésima classe de Stiefel-Whitney do fibrado &.

Por 1ltimo, a Proposicao ajuda na identificacao do quanto um fibrado ve-
torial estd proximo de ser um fibrado trivial, relacionando o ntiimero de segoes

independentes com as classes de Stiefel-Whitney.

Definigao 5.2. Seja £ = (E,w, B) um fibrado vetorial. O conjunto HY(B;Z,) repre-

senta o anel das somas formais:

a=ayg+a;+...

onde a; € H(B;Z,) para cada i =0, 1, ...

Dados a = ag + aj + ... e b = by + by + ... elementos de H'(B;Z,), as operagoes

definidas neste anel sao:

a+b=cy+c1+ .., onde cp =ai+ b, paracada k =0,1,... e,

a-b = (aovbo)+(aovb1+a1Vbo)—l—(aovb2+a1Vbl—l—ag\/bo)—{—...
= do+dy+...

em que dj, = Z?:o a; ~ b,_; para cada k =0,1, ...

Note que como os coeficientes estao em Zo, o produto definido acima ¢é associativo

e comutativo.
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Definig¢ao 5.3. Seja £ = (E, 7, B) um n-fibrado vetorial. Chamamos de classe total
de Stiefel-Whitney do fibrado &£, o elemento:

W) =1+w(é) + ... +w,(&) € HYB; Zy).

Observagao 5.1. Dados dois fibrados £ e i sobre B, pelo Axioma do Teorema do

Produto de Whitney, obtemos a seguinte relacgao:
W(E@®n) =W(E) - W(n).
Lema 5.5. Dado um fibrado vetorial £ = (E, 7, B), o conjunto
{wo(&) + wi(§) + wa(€) + ... € H (B3 Za); wo(€) = 1}

é um grupo abeliano com o produto ja definido acima com unidade.

Demonstracao. Este conjunto herda naturalmente as propriedades de ser comutativo,
associativo e de possuir elemento neutro I =140+ 0+ ... € HY(B;Z,).

Verificaremos agora que qualquer elemento W (&) possui um inverso no conjunto.
Considere o elemento W=(&) = wy (&) +wy ' (&) + ..., em que wy ' (§) = 1 € HY(B; Zy)

€
Zw’b \_/wk 25)

para todo k > 1. De fato W~1(€) é o inverso de W (£), pois:
W) - W) =dy+dy + ...

onde d; = ZLO w;(§) ~ wj. 1(¢) paratodo j > 1. Logo, dg =1~ 1=1e:
dj = wo(&) wwy M (€) + Y wil€) w wii(€)

= W) + D wi(€) = wik(€)

i=1

= 2 (Z w; (§) vw;E-(f))
i=1
= 0, paratodo j>1.

Portanto, W (&) - W=1(¢) =1 € HY(B;Z,).
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Corolario 5.6. Sejam ¢ e n dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base tais que
& @ n seja trivial. Entao,
W(n) =W=(&).

Demonstra¢ao. Como & @ n é trivial, entdo W (€@ n) = I. Além disso, pela Observagao
5.1} vale que W (¢ ®n) = W(E) - W(n). J& que o Lema garante a existéncia do

elemento W~1(¢), entao:

ou seja, W(n) = W=1(¢).
O]

Teorema 5.7 (Teorema da Dualidade de Whitney). Seja M C R"™ uma variedade

suave. Entao,

wi(var) = w; ' (Tar)
para todo i > 0, onde vy denota o fibrado normal de M.

Demonstracao. Pelo Exemplo [3.12] o fibrado 7y, & vy é trivial e entao pelo Corolario
temos que W (vys) = W—1(7y). Logo,

wi(var) = w; " (M)

para todo ¢ > 0.
m

Agora iremos calcular as classes de Stiefel-Whitney para alguns exemplos. Por
conveniéncia usaremos a notagao W (M) para a classe total de Stiefel-Whitney e w; (M)

para a i-ésima classe de Stiefel-Whitney do fibrado 7.

Exemplo 5.1. Para a esfera n-dimensional S™, temos que W (S™) = 1.
Para verificarmos esta afirmacao, primeiro notemos que por S C R"*! ser uma

n-variedade suave, entao pelo Teorema da Dualidade de Whitney,
wilmar) = w7 (var) (5.1)

para todo i > 0. Agora note, para todo p € S", que dim(7,S")* = 1 é um vetor
normal a T,S™ isto é, p € (T,,S™)*.

Sendo assim, considere a aplica¢ao s : S™ — E(vgn) definida por s(z) = (z,x) para
todo x € S™. Dal s é uma se¢ao nunca nula de vg» e, pelo Teorema |3.4] segue que vgn

é um fibrado trivial.
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Logo, wo(vs») = 1 e w;(vgn) = 0 para todo i > 1. Dai, wy ' (vsn) =1 e

Y(vgn) Zw] Vgn ) (I/Sn) =0,

para todo ¢ > 1. Entao, usando a igualdade (5.1]) temos que w(S™) =1 e w;(S™) =0
para todo ¢ > 1. Portanto, W (S™) = 1.

Isto nos leva a concluir que as classes de Stiefel-Whitney nao distinguem o fibrado

tangente do fibrado trivial na esfera S™.

Exemplo 5.2. Para cada n > 1, o fibrado canodnico linha 7! sobre RP" tem classe
total de Stiefel-Whitney igual a 1 + a, onde H*(RP™;Zy) =< a >.

De fato, consideremos a aplicagao inclusao i : E(y{) — E(y!) que forma uma
aplicagao fibrada entre os fibrados 7 e 4! com a aplicagao inclusdo j : RP* — RP"
sendo a aplicagao correspondente nos espagos bases.

Assim, pelo Lema temos 7{ = j*v! e pelo Axioma da Naturalidade:

wi(11) = Jr(wi(7)), (5.2)

para todo k > 0, onde j; : H*(RP™;Zy) — H*(RP';Z,) é a aplicagao induzida por
J nos grupos de cohomologia singular. Por v} ser um fibrado linha, entdao wy(y}) =0
para todo k& > 1. Além disso, pelo Axioma na Normalidade, temos que wy (1) = b # 0,
onde < b >= HY(RP*';Z,). Como wy(y)) € H'(RP™;Zy) =< a >, usando a igualdade
(5-2), concluimos que j*(wi(7})) = b e assim wy (7}) = a ja que j;: 6 um homomorfismo,

para todo k > 0 e consequentemente, leva gerador em gerador. Portanto:

W(v,) = wolvy) +wi(vy) +walvyy) + ...
= 1+a.

Por contrugao, temos que 7. C 5&}2}1 Usando isto, o préximo exemplo mostrara

que todas as n classes de Stiefel-Whitney de um n-fibrado podem ser nao nulas.

Exemplo 5.3. Seja v+ o fibrado complemento ortogonal de v} em gk de acordo com
a Definigao [3.17 Entao,

WHH) =14+a+a*+..+a"

De fato, como 7} @ v+ = eify, entdo 7. @ v+ é um fibrado trivial. Entdo, pelo

Corolério : W(yt) = W=(x}). J4 que v+ é um n-fibrado, pelo Axioma da Dimenséo

basta calcular w;(y*) parai=1,...,n
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Lembremos que para k& > 0,

pois wy(y}) = 0 para todo k > 1 pois ! é um fibrado linha.

Sendo a o gerador do grupo H'(RP™;Z,), vamos verificar por indugao sobre k > 0

que w, ' (72) = a*.

No caso em que k£ = 1, temos:

wit (7)) = wi() ~ wy (1) = wi(),

e pelo Axioma da Normalidade, w;*(7}) = a.

Agora suponhamos que para algum k£ > 0, tenhamos w,;l(fy%) = a”. Assim,

wit () = wi(v) —wi (yn) = a— df =a*t

Portanto, W(y+) =1+4+a+a* + ... + a".

Lema 5.8. Para cada n € N, temos que:
~ 1 1
Trpn = Hom(7,,77).

Demonstracao. Seja f: S™ — RP™ a aplicacao quociente canonica. Como f é tal que
f(z) = f(—x) para todo € S™ entdo os pontos (z,v), (—z, —v) € T'S™ tém a mesma

imagem pela aplicacao df : T'S™ — TRP™. De fato,

f=z +t(=v)) = f(=2) f(=(z +tv)) = f(=2)

Dad, df (—z, —v) = (f(—), d_of(~0)) = (F(@), duf(v)) = df (x,v). Assim, a aplicacio
df induz o homeomorfismo df : 2% — RP™ dado por df (z,v) = df(x,v) para todo
(z,v) € T5% onde ~ é a relacdo de equivaléncia que identifica os pontos (x,v) com

(—x,—v). Logo,

TRP" = {(z,v); (z,v) € TS"} = {{(z,v), (—z,—v) ;< z,z >=1e <z,v>=0}.

Vamos denotar por L, a reta que passa na origem de R"*! e tem x € S™ como vetor
diretor. Como cada elemento {(z,v),(—x,—v)} € TRP™ determina e é determinado

pela transformagao linear I, : L, — (L;)* definida por I, ,(y) =<y, x>v para todo
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y € L,. Como L, = Fg(y}) e (L)t = Fe(y}), entdo l,,, € Hom(Fz(}), Fe(v1)).

Assim, considere g : TRP™ — E(Hom(~},7*)) dada por g((x,v)) = l,, para todo

(x,v) € TRP".

Note que o diagrama:

TRP" —" E(Hom(y,, 7))

|

RP™

é comutativo onde o é a projecio do fibrado Trp» e 7 é a projecao do fibrado Hom/(v},y1).
Entao, pela Proposi¢ao [3.10 temos que g é continua.

Por fim, a aplicacdo h = g|p.(rapn) : Fe(Trpn) = Hom(Fx(v,), Fz(v")) dada por
h(z,v) = ., para todo (z,v) € Fy(tapn) = {Z} x TeRP™ é um isomorfismo linear. De

fato:
e ) ¢ linear pois [, , ¢ linear
e h ¢ bijecao pois

Ker(h) = {(z,v) € Fe(trpn);ls, = 0}
= {(z,v) € Fx(trpn); < y,x >v =0, para todo y € L,}.

Tomando y = z, entdao < x,x > v = 0, entao v = 0. Assim,
K@T(h) = {(f, O) < Ff(TRPn)} = {0}
Logo, pelo Lema temos que f é um homeomorfismo. Consequentemente,

TR = Hom(v), WL)-

Teorema 5.9. Para cada n € N, temos que:

erpn ® TR 27, B, © .. Y,

(n+1)—vezes

Demonstragdo. Inicialmente, considere a aplicagao s : RP" — E(Hom(v},~})) defi-
nida por s(T) = idp, (1) para todo T € RP". Assim, s ¢ uma secao nunca nula do

fibrado linha Hom(y},~1), ou seja, pelo Teorema [3.4] segue que Hom(y},vl) = el pn.
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Portanto,

gRPn EB TRP’IL

1%

1%

12

(n+1)—vezes

{-Iom(%ll,s]ﬁpn) D..P Hom(%ll,e]ﬁpnl

g

(n+1)—vezes
V.. o)
—_——

(n+1)—vezes

Consequentemente, a classe total de Stiefel-Whitney do RP" é dada por:

1 1 1
— W (ehpn®ipn) = (14+a)" = 1+<”+ >a+(”+ )a2+...+(”+ )w.

W (RP™)

1 2 n

Para vizualizar melhor os resultados das classes totais de Stiefel-Whitney, em [16]

encontramos a tabela a seguir que apresenta os valores dos coeficientes binomiais (

parra0<n<14e0<7<n.

n—zl—l)

wo‘wl‘w2‘w3‘w4‘w5‘wG"LU?‘wS‘wQ‘wlO‘wll‘w12‘w13‘w14‘
RP' |1 0
RP? |1 1 1
RP3 |1 0 0 0
RP* |1 1 0 0 1
RP? |1 0 1 0 1 0
RPS |1 1 1 1 1 1 1
RPT |1 0 0 0 0 0 0 0
RP? |1 1 0 o0 o0 0 0 0 1
RP° |1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
RPY |1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
RP1 |1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
RP? |1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
RPB |1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
RP™ |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela 5.1: Coeficientes das classes de Stiefel-Whitney para RP", com 0 < n < 14.

Assim, por exemplo, temos que W(RP') = 1, W(RP?) =1+a+a? W(RP?) =1,

e WRP*Y) =1+ a+a* O resultado a seguir é uma forma de caracterizar quando

podemos definir campos de vetores independentes em RP".
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Corolério 5.10 (Coroldrio de Stiefel). Dado n € N, a classe W(RP") é igual a 1 se,

e somente se, n + 1 é uma poténcia de 2

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que n + 1 nao seja uma poténcia de 2. Isto é,

existe m > 1 inteiro impar tal que n + 1 = 2"m. Como m > 1 entao 2"m > 2". Dali,

W(RP") = =(14+a)*™=[1+a)? ™

i {& PG ()T

m=14+ma* +.. #1

o que é um absurdo pois W(RP™) = 1. Reciprocamente, considere n + 1 = 2" para

algum r > 1 inteiro. Assim,
WRP)=(1+a)""'=1+a" =1+a""" =1

pois a" ™! € H" ™ (RP"; Zy) = {0}.
[

Definicao 5.4 (Divisor de zero). Um elemento nao nulo a em um anel comutativo A é

chamado um divisor de zero se existe um elemento nao nulo b em A tal que ab = 0.
Para mais detalhes sobre divisores de zero, consultar [6].

Teorema 5.11 (Teorema de Stiefel). Suponha que exista uma operag¢ao de produto

bilinear p : R™ x R™ — R"™ sem divisores de zero. Entdo, o espaco projetivo RP"™1 ¢

paralelizavel e consequentemente n € uma poténcia de 2

Demonstragao. Defina a aplicagdo f : R® — R"™ dada por f(z) = p(x,e,) para todo
r € R" em que {ey, ..., e,} é a base canonica de R"™. Por p ser bilinear, entao f é linear
e como p nao tem divisores de zero, entao Ker(f) = {0}. Assim, f é uma bijecao, e
portanto, f é um isomorfismo linear.

Para todo ¢ = 1, ..., n, considere a aplicagao v; : R® — R"™ como sendo

Ui(p(% en)) = p(l’»@i)

para todo p(z,e,) € R". Novamente pelo fato de p ser bilinear, temos que v; é linear
paratodoi=1,...,n
Agora, note que para  # 0, o conjunto {vy(x),...,v,(x)} é linearmente indepen-

dente e v,(z) = x para todo z € R™. De fato:

V() = va(p(y, en)) = P(Yy,0) = @
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5. Classes de Stiefel-Whitney

para todo z € R™.

Como {ey, ..., e, } é um conjunto linearmente independente e p nao possuir divisores
de zero, entao {p(y, e1), ..., p(y, €,)} é um conjunto linearmente independente para todo
y # 0. Dai, {vi(x),...,v,(x)} é um conjunto linearmente independente para todo x # 0
em R”.

Deste modo, é possivel construir n — 1 segdes independentes para o (n — 1)-fibrado
Hom(vy:_,,7*). Para tal construcao, dado 7 € RP"!, considere L, a representagao
da reta que passa por 0 € R" e tem x € R"” como vetor diretor. Assim, para cada

t=1,...,n—1, defina:

s;:RP™™ —  E(Hom(v,_,,7"))
T = U
onde 7; : L, — L+ associa cada z € L, na projegao ortogonal v;(z) sobre L. Assim,

oS8, = idRPn

onde 7 é a projegao do fibrado Hom(v: _,,+*). Dai, pela Proposicio m, temos que
s; € continua para todo ¢ = 1,...,n — 1. Portanto si,...,S,_1 sao secoes para o fibrado
Hom(v,_1,77).

Além disso, como {vy(z), ..., vp—1(2)} é um conjunto linearmente independente para
todo x # 0 em R", entdo {v;(x),...,U,—1()} é um conjunto linearmente independente

para todo z # 0 em R™. De fato, se {ay, ..., a,_1} é uma base ortonormal de L., entao

paratodoi=1,..,n—1ex € R". Logo, se a,...,a,_1 € R sao tais que

98



5. Classes de Stiefel-Whitney

n—1 n—1 n—1
Zaﬁi@)zo & Zaiz<vi(:v),aj >a; =0
i=1 =1  j=1

n—1 n—1

& ZZ < avi(x),a;>a; =0
j=1 i=1
n—1 [n—1
<Z ozivi(x),aj> a; =0
=1 \i=1

-1
& Zaivi(x),aj> =0, paratodoj=1,...n—1
=1

)

J

n—1

& Zaivi(:v) =0
i=1
< a; =0, paratodoi=1,...,n—1

Portanto sy, ..., 8,1 sdo n— 1 se¢oes independentes de Hom(vy:_;,~1). Consequen-
temente, pelo Teorema segue que Hom(y}: ;,~v1) é trivial. Assim, pelo Lema ,
Trpn—1 € trivial.

Entao, temos que RP™"! é paralelizavel e pelo Coroldrio de Stiefel n é uma poténcia
de 2.

]

Exemplo 5.4. Nos casos em que n = 2,4 e 8 adotamos em R?, R* e R® o produto dos
nimeros complexos, quaternios e dos nimeros de Cayley, respectivamente, tornando

os espacos RP!, RP3 e RP7 paralelizdveis.

5.2 Resultados de Imersoes

Dadas duas variedades suaves M e N e uma aplicacao f : M — N continua,
diremos que f ¢ uma imersao se f ¢ suave e df, : T,M — Ty, N ¢ injetora para todo
p € M. Neste contexto dizemos que M estd imersa em N.

Assim, o Teorema da Dualidade de Whitney pode ser reescrito da seguinte

maneira:

Proposigao 5.12. Se M é uma n-variedade suave imersa em R™"™ entdo W (vy) =
W-1(M). Dali,

para todo i > m.
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5. Classes de Stiefel-Whitney

Demonstragdo. Considere f : M — R™™ uma imersao. Assim, f|m ) ¢ um homeo-
morfismo e dfy, : T,M — Ty R™™™ = R"™™ ¢ injetiva, entao, 7y = 7yap). Portanto,

vrowy © Ty € trivial e consequentemente,

w; (M) = wi(vyony) =0,

)

para i > m. 0

Equivalentemente, para mostrar que M uma n-variedade que nao pode ser imersa

em R™™ basta mostra que w; * (M) # 0 para algum i > m.

Exemplo 5.5. Sobre RP?, temos que RPY pode ser imersa em R se m > 6.
De fato, como W(RPY) =1+ a? + a® e w, ' (RP?) = Zle w;(RP?) — wy_;(RPY),

entao
w (RP?) — wy ' (RPY), se k =1

w (RP?) = < wy(RP?) w w, ' (RP?), se 2 <k <7
wy(RP%) — w; ', (R) + wg(RPY) — w; 'g(RP?), se k > 8

Dai,

Wi RPY) = 0w 1=0

wy H(RP?) = a? « 1 = ad?

wy ' (RP%) = a? < 0=

w;H(RPY) = a% v a® = a*

w (RP?) = a? < 0 =0

wg '(RP%) = a? < a* = af

w; ' (RP%) = a? 0=

wg'(RP?) =a? < al+a® —1=2a®=0
wy (RPY) = a? < 0+ a® < 0 =

Para k > 9, temos w;, ' (RP°) = 0. Entdao, W(RP®) = 1 + a® + a* + a.

Proposicao 5.13. Se M é uma n-variedade suave que pode ser imersa em R"*!, entao
w; (M) = wi(M) para todo i =1, ...,n.

Demonstra¢ao. Como vy, é um fibrado linha, segue do Teorema da Dualidade de Whit-
neyque w; (M) =0 para i > 1. Entdo, W (M) =1+ w; Y (M) = 1+ w(M).

Portanto, mostraremos por indugao sobre i € N que w;(M) = wi(M). Note que se
i =2, entdo w, (M) = 0. Daf,

wy (M) = wy (M) 4w (M) = wy (M) =0
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2

se, e somente se, wi(M) = wy(M).

Supondo que wi(M) = w¥(M) para algum k > 1, como w; !, (M) = 0, entéo

Wy (M) = Zwi(M) < Wiy (M) = wi (M)~ wy (M) + wi (M) = wy (M)

= wi T (M) + wiy1 (M)

=0
Portanto, wyyy(M) = wi™(M). Além disso, por 73y ser um n-fibrado, entdo
w;(M) = 0 para todo i > n. Logo, w;(M) = wi(M) para todo i = 1, ..., n. ]

Exemplo 5.6. Se o espaco RP™ pode ser imerso em R"™! entdao n = 2" — 1 ou
n = 2" — 2 para algum r > 1.
Pela proposigao anterior, temos que w;(RP") = w!(RP") para todo i = 1,...,n.

Também, temos que:

wi(RP™) = (”ﬂ)a" e w!(RP") = (”Tl>av e (”71%)@: (n + 1)ia’

]

Agora, analisaremos os possiveis casos para n + 1:

e Caso n + 1 seja um numero par, entao existem o inteiro » > 1 e o impar m > 1

tais que n + 1 = 2"m. Note que:

1\ o 2" r r
wyr (RP™) = (n; )aQ = ( Q:H)az =ma? #0.

Por outro lado, w? (RP") = (n + 1)*a* =0 ja que n+ 1 = 0 em Zy. Logo,

war (RP™) # w? (RP™) o que contradiz o exemplo anterior. Portanto m = 1.

e Caso n + 1 seja um nimero impar, entao n + 2 = 2"m. Dal,

2 ” 2T T T
wor (RP™) = (n; )a2 = ( 2?1)&2 =ma® #0,

e w} (RP™1) = (n+2)? a® =0 em Zy pois n + 2 é par. Logo,
wi (RP™1) 2 wor (RP™Y)
e novamente pelo Exemplo anterior, m = 1.
Assim, n = 2" — 1 ou n = 2" — 2 para algum inteiro r > 1.
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Proposicao 5.14. Seja r > 1 um ntmero inteiro. Se RP?" for imerso em RP? ™,

entao m > 2" — 1.

Demonstracao. Inicialmente, note que:
WRP)=(1+a)* " =(1+a)*(1+a)=1+a+a",

onde a é o gerador do grupo H'(RP?;Zy). Como

k
wy'(RPY) = " wi(RP”) w w, ! (RPY),

i=1

entao:
27 —1 97 .
Assim:

wi'(RP*)=av-1=a
wy '(RP?) = a v« a = a?

wi; ' (RP?) =a - a* = a®

wyt (RP?) =ava®?=a*""
wy'(RPY) =a < a* ' +a* v 1=2a> =0
Para k > 27, temos w; ' (RP?") = 0.
Logo W™ HRP?) =1+4+a+a*+...+a* 7}, isto é, caso RP? seja imerso em R? ™™
devemos ter m > 2" — 1. O que coincide com o teorema da imersao de Whitney.
[

5.3 Numeros de Stiefel-Whitney

Nesta secao serd apresentada uma ferramenta usada com o objetivo de compa-
rar duas variedades quaisquer. Esta formada pelas classes de Stiefel-Whitney sobre
o fibrado tangente e da classe fundamental de homologia singular da variedade em

questao.

Definicao 5.5. Seja M uma n-variedade suave fechada. Dizemos que o elemento
[M] € H,(M;Zsy) é uma classe fundamental em homologia para M se [M] é gerador
do grupo H, (M, M — {x};Z,) para todo x € M.
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Seja M uma n-variedade suave fechada, compacta e sem bordo. Relacionada a esta
variedade suave, existe uma tnica classe fundamental de homologia denotada por [M] €
H,(M;Zs) =~ Zy. Entao, dada uma classe qualquer de cohomologia v € H"(M;Z,), o
valor v([M]) € Zy estd bem definido pois

v € H"(M;Zy) ~ Hom(H,(M;Zs), Zs).

Definicao 5.6. Sejam M uma n-variedade suave fechada e rq, ..., r, inteiros nao nega-

tivos tais que rq + 2ry + ... + nr,, = n, entao o nimero modulo 2:

wit o w [M] = (Wi (M) o g (M) ([M])

¢ chamado niimero de Stiefel-Whitney de M associado ao monémio wi* « ... — w/™.

Quando duas n-variedades suaves fechadas M e M’ forem tais que
T1 T _ T1 T !
wit ~ o w [M] = wit — o wt [ M

para todo monomio wi' « ... =« w/™ de dimensao n, entao diremos que M e M’ possuem
os mesmos numeros de Stiefel-Whitney.
No exemplo a seguir, calcularemos os nimeros de Stiefel-Whitney para o espago

projetivo real RP"™.

Exemplo 5.7. Considere o espago projetivo real RP". Determinaremos os nimeros

de Stiefel-Whitney para este espaco.

e Caso n seja par:

Como wi(RP") = ("THha=(n+1)a=a#0e

n—+1
n

w,(RP™) = ( )a” = (n+1)a" = a" #0,

temos os seguintes nimeros de Stiefel-Whitney:

(i) wi~wd— ... wwlRP"| = w}RP"] = a"[RP"] # 0
(i) w? < ... v wd ; w wl[RP"] = wl[RP"] = a"[RP"] # 0.

e Caso n seja uma poténcia de 2:

Como W(RP") =(1+a)"" =(1+a)"(1+a)=1+a")(1+a)=1+a+a",
entao o tnico nimero de Stiefel-Whitney nao nulo esté relacionado aos monomios

n 0 0 0 0

wl o~ wd « v wlewt v v wl, « wl. De fato, pois caso exista

103



5. Classes de Stiefel-Whitney

outros inteiros rq,..,r, > 0 tais que 1 + 2ro + ... + nr,, = n, entao existira
algum ip € {2,...,n — 1} tal que r;, # 0. Porém como w;(RP™) = 0 para todo

1=2,..,n—1, entao

Wit o oo w[RPY = wl (RP) < .. v w[®(RP") < ... — wl" (RP")[RP"] = 0.

e Caso n seja impar:

Caso n seja da forma 2k — 1 com k > 1, entdo, note que W(RP") = (1 + a)?* =
(14 a®)k e w(RP") = (*)a/ = 0 quando j é fmpar pois (2]'“) = 0(mod 2) para

J
todo j impar.

Como todo monomio w}' — ... — w’™ possui pelo menos um termo w; onde j é
1 n J

impar, entao:

wit v .o~ wp [RP"] = wi' (RP") « ...~ wi (RP") ...~ w;" (RP")[RP"] = 0.

Ou seja, todos os numeros de Stiefel-Whitney de RP™ sao nulos.

e (Caso m nao seja uma poteéncia de 2:

Para os demais casos, ou seja, quando n é par mas nao ¢ uma poténcia de 2, os
nimeros de Stiefel-Whitney podem ser calculados como o produto de coeficientes

binomiais.

Apresentaremos uma introducao ao estudo de variedades cobordantes e como uma,
aplicagao dos numeros de Stiefel-Whitney determinaremos quando tais variedades sao

fronteira de uma outra variedade suave.

Teorema 5.15 (Pontrjagin). Seja M uma (n+1)-variedade suave e N uma n-variedade

suave. Se OM = N, entao todos os numeros de Stiefel-Whitney de N sao nulos.

Demonstracao. Considere a classe fundamental de homologia relativa
[M, N] € Hy,y1(M, N;Zs)

e 0s homomorfismos
Opt1 + Hn1 (M, N; Zg) — Hy(N; Zo)

611 : HH(M’ZQ> — Hn+1<M7N;Z2)
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tais que 0,,41([M, N]) = [N] e para cada o € H"(M;Zs), a aplicacao
5n(a) : Hn+1(M7 N7 ZQ) — ZQ

¢ dada por 6, () ([M, N]) = a(9n41([M, N])) = a([N]).
Como 7y é um fibrado Euclidiano, existe um tnico campo de vetores normais ao
longo de N gerando o fibrado trivial €}, j& que como M é uma (n + 1)-variedade

suave compacta com fronteira N, entao existe U C R™*! aberto contendo N tal que
U=Nx(0,1) =N xR.

Figura 5.1: Vizinhanca U da fronteira N em M

Sendo i : N — M a aplicacdo inclusdo, entao i*ry; = e}, @ 7. Dali, pelas Pro-

posigoes [5.1] e [5.3] temos:
wi(Tn) = wi(el © Tv) = wi (1" Tar),
para todo k > 0. Pelo Axioma da Naturalidade,
wp(N) = wi(i*1ar) = g (wi(M)),

para todo k > 0.
Agora, considere os inteiros 71, ..., 7, nao negativos tais que r +2r, + ... +nr,, = n.

Assim,

wi'(N) ~ o wp (N)IN] =g (wi (M) ~ o (wy)[N]
= (' (M) ~ o wy (M) (O ([M, NT))
= On(ip(wi" (M) ~ ... wy (M)))[M, N
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pois a sequéncia de cohomologia do par (M, N):

oo HYY(MONGZo) 2 HY(M:Zo) 25 HY(N:Zo) — ...
¢ exata, ou seja, Im(d,) C Ker(i}). Logo, todos os nimeros de Stiefel-Whitney de N

sao nulos.

[]

O teorema a seguir serda de extrema importancia para os proximos resultados e

defini¢oes. Devida sua complexidade, nao faremos a sua demonstracao.

Teorema 5.16 (Thom). Seja M uma n-variedade suave. Se todos os nimeros de
Stiefel-Whitney de M sdo nulos, entao M ¢é fronteira de alguma (n + 1)-variedade

suave compacta.

Demonstragao. Ver [20], pagina 77.
]

Exemplo 5.8. Pelo Exemplo[5.7, segue que RP?"~! é fronteira de alguma 2n-variedade
suave compacta e que nao existe alguma (2n + 1)-variedade suave compacta com a

fronteira sendo a variedade RP?".

Definicao 5.7. Sejam M; e M, duas n-variedades suaves fechadas. Dizemos que M; e
M pertencem a mesma classe de cobordismo, ou que sao cobordantes, se a uniao

disjunta M; U M, é fronteira de alguma (n + 1)-variedade suave compacta.

Figura 5.2: Variedades M; e M, que pertencem a mesma classe de cobordismo.

O préximo resultado segue como consequéncia do Teorema de Pontrjagin e do

Teorema de Thom.
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Corolario 5.17. Sejam M; e M, duas n-variedades suaves fechadas. Entao, M; e My
pertencem a mesma classe de cobordismo se, e somente se, todos os seus respectivos

nimeros de Stiefel-Whitney sao iguais.

Demonstrag¢ao. Suponha que M; e M, pertengam a mesma classe de cobordismo. As-
sim, M; U M, é fronteira de alguma (n + 1)-variedade suave compacta. Logo, pelo
Teorema de Pontrjagin, temos que todos os nimeros de Stiefel Whitney de M; U M,
sao nulos. Assim, para rq,...,7, inteiros nao nulos tais que r; + 2ry + ... + nr, = n,

temos que wi' (M; U My) — ...~ win(M; U My)[M; U Ms] = 0 equivale a
wi' (M) ~ wy (M) [Ma] + wi' (Mz) ~ wy (Ma)[Ma] = 0
que por sua vez, equivale a dizer que
wit(My) ~ ...~ wm (M) [My] = wit (Ma) ~ ... ~ w," (M) [ Ms).

Portanto, todos os respectivos nimeros de Stiefel-Whitney de M; e M, coincidem.
Reciprocamente, suponha que todos os nimeros de Stiefel-Whitney de M; e M5 sao

iguais. Dai, pela equivaléncia vista acima,
U}Il (Ml U MQ) ~ w;"(Ml U MQ)[Ml U M2] =0,

para quaisquer inteiros nao negativos ry, ..., r, tais que ry + 2ry + ... + nr, = n. Entao,
todos os numeros de Stiefel-Whitney para M; U M, sao nulos. Consequentemente, pelo
Teorema de Thom, temos que M; U M, é fronteira de alguma (n 4 1)-variedade suave
compacta. Logo, M e M, pertencem a mesma classe de cobordismo.

O]

Exemplo 5.9. A esfera S? e o espaco projetivo real RP? nao pertencem a mesma

classe de cobordismo.

5.4 Unicidade das classes de Stiefel-Whitney

Teorema 5.18. Seja & = (E, 7, B) um fibrado vetorial com B um espago topoldgico
paracompacto. Entao, existe, no mdximo uma correspondéncia entre o fibrado £ e a
classe total de Stiefel-Whitney W (&) tal que a sequéncia de classes de cohomologia
w; (&) € HY(B;Zy) satisfaz 0s quatro axiomas descritos na Segido .

Demonstracao. Suponhamos que existam duas correspondéncias

E—W(E) e £ W(E)
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tais que as classes de cohomologia w;(£), w;(§) € H'(B;Zs) satisfazem os quatro axio-
mas que caracterizam as classes de Stiefel-Whitney.

Pelo Axioma da Dimensao e o Axioma da Normalizacao, temos que:

W(y) =W(n)=1+a,

onde a é o gerador do grupo H'(RP';Z,).
Consideremos a inclusao i : F(y{) — E(s'). Como i é uma aplicacao fibrada de ~]
em ¢!, temos a inclusao j : RP! — RP> como aplicacdo correspondente nos espacos

bases. Dali, temos que 7{ = j*¢!. portanto, pelo Axioma da Naturalidade, segue que:
wp(n) = Ji(wi(sh)) e @r(n) = gi(wi(sh)),

para todo k£ > 0. Além disso, como ¢! é um fibrado linha, wy(s!) = Wi(¢') = 0 para
todo k£ > 1.

Por outro lado,
ji(wi(sh)) =wiln) =a#0 e ji(@() = ai(n) =a#0

Como ji : H'(RP*;Zy) — H'(RP';Z;) é um homomorfismo, aplica gerador em
gerador. Assim,

wi(sh) =wi(s") =b
em que < b >= H'(RP>;Z,). Portanto,

W) =W(") =1+0.

Considere agora as projegoes p; : RP™ x ... x RP* — RP* com a; = (p;)*(a)

Seja n = ¢' x ... x ¢, entdo pelo Lema [3.7n = pi¢' @ ... @ p’¢'. Entdo, usando os

N
n—vezes n—vezes

Axiomas da Naturalidade e o do Teorema do produto de Whitney, temos que:

Wmn)=Wm=04a1) ..~ (1+ay).

Como n é um n-fibrado sobre o espago base G X ... x G; que é paracompacto,
—_——

n—vezes

entao segue do Teorema que existe uma aplicacao fibrada de n em ¢"; a saber:
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g: E(n) — E(¢™). Assim, temos a aplicagao correspondente nos espagos bases

g:RP* x ... xRP* = G,,

N~
n—vezes

obtendo a seguinte aplicacao nos grupos de cohomologia:

G« H*(Gp; Zs) — HY(RP™ x ... x RP™; Zy),

g
n—vezes

que é um isomorfismo sobre a imagem, ou seja, g; aplica H*(G,,; Z,) injetivamente em
H*(RP* x ... x RP™;Z,) para todo k > 0. Logo,

-~
n—vezes

Gr(wi(s")) = wi(n) = wi(n) = gr(wi(<"))
Assim, wg(s™) = wg(s) para todo k > 0.
Por fim, seja ¢ = (F,m, B) um n-fibrado qualquer sobre um espago base paracom-
pacto. Pelo Teorema [3.16| existe uma aplicagao fibrada f : E — FE(¢") de £ em ¢"

com a aplicacdo correspondente nos espacos base f : B — G,, que induz a aplicacio
Fi o H (G Zo) — HY(B; Zs). Da,

wi(€) = Frlwi(s™) = Fr(@i(s™)) = e (©).

Portanto, W (&) = W (§), isto é, as classes de Stiefel-Whitney sao unicamente de-

terminadas.

]
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Capitulo 6
Consideracoes finais

Alguns problemas em Matematica podem ser aabordados usando a nocao de fi-
brados vetoriais. Em nosso contexto, o objetivo foi determinar a existéncia de um
k-campo vetorial continuo de vetores tangentes linearmente independentes sobre uma
variedade. Em particular, o caso k = 1, foi solucionado através do classico teorema
de Poincaré-Hopf (Teorema . Para k > 1, o Capitulo 4 apresenta uma forma de
solucionar o problema. Devido a dificuldade para a ultilizacao de algumas ferramentas
apresentadas para estudar o problema em discussao, matematicos conseguiram encon-
trar uma equivalencia destas ferramentas com outras mais faceis de manusear que sao
as classes de cohomologia satisfazendo determinados axiomas.

As classes caracteristicas sao classes de cohomologia associadas a algum fibrado
vetorial. De maneira geral, as classes caracteristicas representam o quanto um fibrado
vetorial é, ou deixa de ser trivial. Existem dois tipos principais de classes caracteristicas

para variedades suaves:

(i) As classes de Stiefel-Whitney associadas a um fibrado vetorial real £ = (F,m, B)

sao classes de cohomologia singular w;(§) € H'(B; Zs);

(ii) As classes de Chern associadas ao fibrado vetorial complexo ﬂ§ = (E,m, B) sao

classes de cohomologia singular w;(£) € H*(B;Z);

Além destes dois tipos citados acima, existem também as classes de Pontrjagin e
a de Euler também associadso a fibrados vetoriais. FEstas classes também possuem
bastante significado na matemaética.

Neste trabalho, apresentamos a definicao geometrica e a abordagem axiomatica e

alguns resultados e consequencias das classes de Stiefel-Whitney. A existéncia de tais

'Um fibrado vetorial complexo possui os mesmos elementos e caracteristicas ja descritos, porém
cada fibra é um espago vetorial sobre C"
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classes foi definida através da construgao pela teoria de obstrucao. Em [16] encontra-se

dois grandes e relevantes resultados a respeito do tema abordado, a saber:

(i) As classes definidas através de obstrugao priméria equivalem as classes que satis-

fazem os quatro axiomas descritos no capitulo anterior; e
(ii) Existem classes de cohomologia que satisfazem os tais axiomas.

Sobre a existéncia, neste trabalho vimos que estas classes realmente existem. Em
[16] é adotado um outro ponto de vista para essa teoria.

Devido ao déficit de materiais em portuges e detalhes a respeito dos temas aborda-
dos aqui, este trabalho destina-se também aos estudantes iniciantes na area como um

material de pesquisa e estudo contendo alguns pontos centrais da teoria.
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