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Resumo

Nesta dissertação, estudamos a homologia de interseção simplicial, como introdu-

zida por M. Goresky e R. MacPherson em 1978 no artigo [3]. O principal resultado

desta dissertação é a demonstração do teorema da dualidade de Poincaré generalizada

da homologia de interseção para pseudovariedades.

Palavras-chave: Homologia de Interseção, Dualidade de Poincaré Generalizada, Pseu-

dovariedades.



Abstract

In this dissertation we study the simplicial intersection homology as introduced

by M. Goresky e R. MacPherson in 1978 in the article [3]. The main result of this

dissertation is the demonstration of the generalized Poincaré duality theorem of the

intersection homology theory for pseudomanifolds.
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Introdução

O teorema da dualidade de Poincaré diz que se X é uma n−variedade topológica

compacta e orientável então

Hp(X;G) ' Hn−p(X;G)

para todo grupo abeliano G e todo p.

Usando fortemente esse resultado, muitas teorias foram criadas e muitos teoremas

foram descobertos para variedades. Porém, era sabido que esse teorema falha para es-

paços singulares, até mesmo para espaço singular não muito complicado, como espaço

com uma única singularidade isolada. Daí, isso motivou os matemáticos M. Goresky

e R. MacPherson a criar uma teoria de homologia para uma classe de espaços sin-

gulares, chamadas pseudovariedades, que generalizasse a clássica e de tal forma que

valesse alguma versão do teorema da dualidade de Poincaré, que eles chamaram mais

precisamente de teorema da dualidade de Poincaré generalizada.

Esta dissertação tem como principal objetivo provar o famoso e importante teorema

da dualidade de Poincaré generalizada na teoria de homologia de interseção simplicial

para pseudovariedades, assim como feito por M. Goresky e R. MacPherson no artigo

[3].

Esta dissertação consiste de dois capítulos. No primeiro capítulo, provaremos a

dualidade de Poincaré para variedades e veremos os motivos pelos quais esse resultado

não vale sobre os espaços singulares. No segundo capítulo, de�niremos e estudaremos

as pseudovariedades, sobre as quais iremos, posteriormente, de�nir a homologia de

interseção. E assim, na última seção, iremos demonstrar a dualidade de Poincaré

generalizada sobre as pseudovariedades para a homologia de interseção.
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Capítulo 1

Teorema da Dualidade de Poincaré

Este capítulo tem como principal objetivo demonstrar o teorema da dualidade de

Poincaré para variedades topológicas. Neste percurso iremos ver os motivos pelos quais

esse maravilhoso teorema falha em espaços singulares.

Na primeira seção, iremos de�nir alguns elementos básicos e anunciar alguns resulta-

dos preliminares, muitos dos quais não iremos provar (porém suas provas se encontram

na referência citada abaixo), para assim demonstrar a primeira versão do teorema da

dualidade de Poincaré.

Na segunda seção, iremos provar novamente a dualidade de Poincaré, porém usando

alguns novos elementos que nos permitirão entender melhor esse isomor�smo.

Na última seção falaremos sobre o produto interseção, que é um produto em homo-

logia e resulta em outra forma de demonstrar a dualidade de Poincaré.

1.1 Teorema da Dualidade de Poincaré: Primeira Ver-

são

Nesta seção, vamos demonstrar o teorema da dualidade de Poincaré de uma forma

mais intuitiva. Essa primeira demonstração é fundamental para que entendarmos me-

lhor a segunda demonstração que daremos na próxima seção; essa segunda demons-

tração é mais importante, pois vai nos dar mais informações importantes sobre esse

resultado, porém ela é um pouco mais trabalhosa.

Esta, a segunda e parte da terceira seção são baseadas no último capítulo da refe-

rência [1]. Logo, um bom entendimento dos outros capítulos da mesma referência seria

bom para o entendimento deste trabalho como um todo.

Para videos online sobre Topologia Algébrica, acessar https://www.youtube.com/

playlist?list=PLo4jXE-LdDTTDwvxhYHZm-yU5XHLR5o9D e https://www.youtube.com/

playlist?list=PLo4jXE-LdDTQC_6Y1LNETccHLjNwwN8UM
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Neste trabalho, vamos sempre considerar que todos os espaços topológicos são

PL−espaços.

De�nição 1.1. Um espaço topológico Y é equipado com uma PL−estrutura se existe

uma classe ℘ de triangulações localmente �nitas de Y tal que

• cada subdivisão baricêntrica ou linear de uma triangulação de ℘ ainda está em

℘, e

• duas triangulações de ℘ tem uma subdivisão comum em ℘.

Sejam (X,℘X) e (Y, ℘Y ) PL−espaços. Uma PL−aplicação entre eles, f : (X,℘X)→
(Y, ℘Y ), é uma aplicação para a qual existem triangulações TX ∈ ℘X e TY ∈ ℘Y tais

que a imagem de qualquer simplexo de TX está contido em um simplexo de TY .

Se Y tem uma PL−estrutura, em particular, Y é triangularizável. Porém, na

literatura matemática já existem exemplos de espaços triangularizáveis de dimensão

maior do que 4 que não admitem uma PL−estrutura.
Para esses espaços que admitem uma PL−estrutura, sabemos que podemos usar

tanto a teoria de homologia e cohomologia simplicial quanto a singular visto que te-

remos resultados isomorfos. Sendo assim, neste capítulo iremos usar ambas, mas na

maioria das vezes estaremos usando a simplicial, porém o contexto deixará claro qual

estamos usando. No próximo capítulo iremos usar só a teoria simplicial.

Para provar o teorema da dualidade de Poincaré vamos construir um novo complexo

de cadeias que tem homologia e cohomologia isomorfo com a homologia e cohomologia

simplicial ou singular de X, onde X é uma variedade topológica, e perceberemos sua

naturalidade na prova do teorema.

Seja K um complexo simplicial. Podemos de�nir uma ordem parcial nos vértices da

primeira subdivisão baricêntrica sd(K) de K da seguinte forma: consideremos v1, v2 ∈
sd(K) que são baricentros de σ1 e σ2, respectivamente, e σ1 e σ2 são faces de um único

simplexo de K. Então,

v1 ≤ v2 ⇔ v1 = v2 ou dim(σ1) < dim(σ2).

Chamamos essa ordem de ordem padrão. Percebemos que essa ordem é total quando

restrita aos vértices de um simplexo de sd(K).

De�nição 1.2. Seja K um complexo simplicial localmente �nito e sd(K) sua primeira

subdivisão baricêntrica. Para cada simplexo σ de K de�nimos o bloco dual D(σ) de σ

como sendo a união de todos os simplexos abertos de sd(K) tais que σ̂ é o menor vértice

na ordem padrão, onde σ̂ é o baricentro de σ. Seu fecho D(σ) chamamos de bloco dual

fechado de σ. O bordo de D(σ) detonamos por Ḋ(σ), ou seja Ḋ(σ) = D(σ)\D(σ).
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Lema 1.1. Seja K um complexo simplicial localmente �nito e sd(K) sua primeira

subdivisão baricêntrica. Para cada simplexo σ de K temos que

D(σ) = {int(τ) ⊂ sd(K) | τ simplexo de sd(K) e τ ∩ σ = {σ̂}},

onde σ̂ é o baricentro de σ.

Figura 1.1: Complexo Simplicial K.

Exemplo 1.1. Seja K o complexo simplicial ilustrado na �gura 1.1. O bloco dual do

segmento wv é o segmento aberto ilustrado em azul na �gura 1.2. Já o bloco dual

do vértice v é o interior da região ilustrada em azul na �gura 1.3. O bloco dual de

qualquer 2-simplexo é seu baricentro.

Figura 1.2: D(wv).

Proposição 1.2. Seja K um complexo simplicial localmente �nito que consiste intei-

ramente de n-simplexos e suas faces. Considere σ um k−simplexo de K.
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Figura 1.3: D(v).

• Os blocos duais são disjuntos e a união de todos eles é o conjunto |K|.

• D(σ) é o polítopo de um subcomplexo de sd(X) de dimensão n− k.

• Ḋ(σ) é a união de todos os blocos duais D(τ) tais que σ é uma face própria de

τ. Esses blocos duais têm dimensão menor do que n− k.

• D(σ) é igual ao cone |Ḋ(σ) ∗ σ̂|. Portanto, D(σ) é acíclico.

• Se Hn(X,X − σ̂) = Z e Hi(X,X − σ̂) = 0 para i 6= n, então Ḋ(σ) é uma

(n−k−1)-esfera homológica, ou seja, Ḋ(σ) tem a mesma homologia de uma esfera

de dimensão n − k − 1, mais precisamente Hn−k−1(Ḋ(σ)) = Z e Hi(Ḋ(σ)) = 0

se i 6= n − k − 1; e (D(σ), Ḋ(σ)) tem a homologia da bola Bn−k(0) módulo seu

bordo, ou seja, Hn−k(D(σ), Ḋ(σ)) = Z e Hi(D(σ), Ḋ(σ)) = 0 para i 6= n− k.

Exemplo 1.2. A técnica que vamos usar para demonstrar o teorema da dualidade de

Poincaré usa fortemente essa proposição. Porém, desde cedo, já conseguimos enxergar o

motivo pelo qual não conseguimos usar essa mesma técnica para demonstrar a dualidade

de Poincaré para espaços singulares. Por exemplo, seja o toro pinçado da �gura 1.4.

O bloco dual do vértice v é um cone aberto. Logo, Ḋ(v) é uma união disjunta de dois

círculos S1 que obviamente não tem a homologia de um único círculo S1.

De�nição 1.3. Sejam Y um espaço topológico e y ∈ Y. Os grupos

Hp(Y, Y − y)

são chamados de grupos de homologia local de Y no ponto y.
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Figura 1.4: Toro Pinçado.

Seja A um subconjunto de Y que contém uma vizinhança de y. Como Y − int(A)

é fechado e Y − A ⊂ Y − int(A), temos que

Y − A ⊂ Y − int(A) ⊂ Y − {y} = int(Y − y).

Logo, pelo teorema da excisão,

Hp(Y, Y − y) ' Hp(Y − (Y − A), Y − y − (Y − A)) = Hp(A,A− y).

Portanto, os grupos de homologia local dão informações locais de Y.

Perceberemos que o teorema da dualidade de Poincaré vai valer para objetos mais

gerais do que variedades topológicas: objetos que não são necessariamente variedades,

mas têm os mesmos grupos de homologia local de variedades topológicas.

De�nição 1.4. Um espaço topológico X é uma n-variedade homológica se para cada

x ∈ X, Hn(X,X − x) = Z e Hi(X,X − x) = 0 para i 6= n.

Toda variedade topológica é uma variedade homológica, pois seX é uma n-variedade

topológica e dado x ∈ X, existe um aberto U de X homeomorfo ao Rn tal que x ∈ U.
Logo,

Hi(X,X−{x}) ' Hi(U,U−{x}) ' Hi(Rn,Rn−{0}) ' �Hi−1(Rn−{0}) ' �Hi−1(Sn−1).

O segundo isomor�smo segue da existência de um homeomor�smo entre U e Rn que

manda x para 0; o terceiro isomor�smo acontece por causa que Rn é contrátil; por �m,

o último isomor�smo é porque Sn−1 é um retrato de deformação de Rn−{0}. Se n > 1,

temos que �Hn−1(Sn−1) = Z e �Hi−1(Sn−1) = 0 para i 6= n; já se n = 1, então �H0(S0) = Z.
Portanto, X é uma n-variedade homológica

Na página 376 da referência [1], o autor esboça uma n-variedade homológica que

não é uma variedade topológica.
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Se X é uma n-variedade homológica, então a hipótese do último item da proposição

1.2 acontece para cada simplexo de X.

De�nição 1.5. SejaX um complexo simplicial localmente �nito que é uma n-variedade

homológica. A coleção dos blocos duais D(σ) de X é chamada de uma decomposição

por blocos duais de X. Denotamos por Xp a coleção de todos os blocos duais de X de

dimensão menor ou igual a p e o chamamos de p-esqueleto dual de X. Os grupos

Dp(X) = Hp(Xp, Xp−1)

juntos com os operadores bordos de�nidos pela composição

Dp(X) = Hp(Xp, Xp−1)
∂∗ // Hp−1(Xp−1)

j∗ // Dp−1(X) = Hp−1(Xp−1, Xp−2),

onde ∂∗ é o homomor�smo induzido pelo operador bordo ∂ e j∗ é induzido pela inclusão

j, formam um complexo de cadeia D(X) chamado de complexo de cadeia dual de X.

Proposição 1.3. Seja X um complexo simplicial localmente �nito que é uma n-

variedade homológica. Então,

• O grupo Hi(Xp, Xp−1) se anula se i 6= p e é abeliano livre se i = p. Uma base

para Dp(X) é obtida escolhendo um gerador para cada grupo Hp(D(σ), Ḋ(σ)),

com D(σ) variando sobre todos os p-blocos duais de X, e pegando suas imagens

sobre o homomor�smo induzido pela inclusão em Hp(Xp, Xp−1).

• O complexo de cadeia dual D(X) computa a homologia e cohomologia de X.

Mais precisamente, o grupo Dp(X) é igual ao subgrupo de Cp(sd(X)) consistindo

de todas as cadeias cp de Cp(sd(X)) carregas por Xp cujos bordos são carregados

por Xp−1, ou seja, cp se anula em todos os p−simplexos de Cp(sd(X) que não

estão em Xp e ∂cp se anula em todos os (p − 1)−simplexos de Cp−1(sd(X)) que

não estão em Xp−1. E a inclusão Dp(X)→ Cp(sd(X)) induz um isomor�smo em

cohomologia e homologia com coe�cientes em grupos abelianos arbitrários.

De�nição 1.6. Seja X uma n-variedade homológica compacta e conexa. Dizemos que

X é orientável se é possível orientar todos os n-simplexos σi de X tal que a soma de

todos γ = Σσi é um ciclo. Neste caso, vamos chamar γ de um ciclo de orientação

de X. Se X não é conexa, dizemos que X é orientável se cada componente conexa é

orientável, e de�nimos um ciclo de orientação de X como sendo a soma dos ciclos de

orientações de cada componente conexa de X.

8



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Teorema 1.4. Seja X uma n-variedade homológica compacta. Se X é orientável,

então existe um isomor�smo

Hp(X;G) ' Hn−p(X;G)

para todo grupo abeliano G e todo p. Se X não é necessariamente orientável, então

existe um isomor�smo

Hp(X;Z/2Z) ' Hn−p(X;Z/2Z)

para todo p.

Prova. Seja σ um p-simplexo orientado de X. Denotamos por σ∗ a p−cocadeia tal

que σ∗ é 1 em σ e zero nos outros p−simplexos diferente de σ. As cocadeias dessa

forma formam uma base do grupo abeliano livre Cp(X) de rank �nito. A aplicação Φ :

Cp(X)→ Dn−p(X) = Hp(Xp, Xp−1) que leva σ∗ para um gerador de Hn−p(D(σ), Ḋ(σ))

é bijetiva pelo primeiro item da proposição 1.3. Logo, essa aplicação se estende por

linearidade para um isomor�smo. Mas isso ainda não garante que essa aplicação induz

um isomor�smo em homologia. Porém, X sendo orientavel, podemos escolher o sinal

de Φ(σ∗) de tal modo que o diagrama

Cp−1(X)

δ

��

Φ // Dn−p+1(X)

∂

��
Cp(X) Φ // Dn−p(X)

comute, como veremos. E daí, teremos um isomor�smo entre Hp(X) e Hn−p(Dn−p(X)),

porém, pela proposição 1.3, Hn−p(Dn−p(X)) ' Hn−p(X), e assim provaremos o caso

quando G = Z.
Primeiramente, vamos orientar todos os n−simplexos σ de X de tal modo que a

soma de todos eles, γ = Σσ, seja um ciclo e os outros simplexos de dimensões menores

do que n orientamos arbitrariamente.

Vamos de�nir Φ por indução. Vamos começar com o caso n. Seja, então, σ um

n-simplexo orientado. O bloco dual de σ é simplesmente seu baricentro σ̂. Logo,

Hn−p(D(σ), Ḋ(σ)) = H0(σ̂). Daí, de�namos Φ(σ∗) = σ̂. E assim temos um isomor-

�smo

Φ : Cn(X)→ D0(X).

Vamos, agora, de�nir Φ em dimensão n− 1. Seja s um (n− 1)-simplexo orientado.

Sabemos que s é face de exatamente dois n-simplexos, σ0 e σ1. Como ∂γ = 0, então

9



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Figura 1.5: O simplexo s é face unicamente de os simplexos σ0 e σ1.

∂σ0(s) + ∂σ1(s) = 0. Daí, podemos supor que ∂σ0(s) = −1 e ∂σ1(s) = 1. Logo,

δs∗ = −σ∗0 + σ∗1,

e com isso

Φ(δs∗) = −σ̂0 + σ̂1,

como de�nimos anteriormente. Sabemos que o bloco dual D(s) é a união de o segmento

de ŝ para σ̂0 com o segmento de ŝ para σ̂1. Daí, de�namos

Φ(s∗) = [σ̂0, ŝ] + [ŝ, σ̂1].

Claro que Φ(s∗) é um ciclo fundamental para H1(D(s), Ḋ(s)), e

∂Φ(s∗) = −σ̂0 + σ̂1 = Φ(δs∗).

Suponhamos que temos de�nido Φ em dimensões maiores do que p+ 1 < n. Quere-

mos de�nir Φ em dimensão p de modo que o diagrama acima comute. Para isso, seja

s um p-simplexo orientado. Temos que

δs∗ = Σεiσ
∗
i ,

onde essa soma leva em conta todos os (p + 1)-simplexo σi tal que s é uma face, e

εi = ∂σi(s) = ±1. Daí,

Φ(δs∗) = ΣεiΦ(σ∗i ).

Por hipótese de indução, cada cadeia Φ(σ∗i ) é um ciclo fundamental para (D(σi), Ḋ(σi)).

Logo, Φ(σ∗i ) é carregado por D(σi). Como σi tem s como face, D(σi) ⊂ Ḋ(s), pelo

terceiro item da proposição 1.2. Com isso, para cada i, Φ(σ∗i ) é carregado por Ḋ(s),

e assim Φ(δs∗) também é carregado por Ḋ(s). Por hipótese de indução, ∂Φ(δs∗) =

Φ(δδs∗) = 0, logo Φ(δs∗) é um ciclo. Pelo o último item da proposição 1.2, Ḋ(s) tem
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

a homologia de uma (n − p − 1)-esfera, e, pela desigualdade acima, n − p − 1 > 0.

Daí, Hn−p−1(Ḋ(s)) = Z. Como a restrição de Φ(δs∗) a D(σi) é o ciclo fundamental

Φ(σ∗i ) para (D(σi), Ḋ(σi)), temos que Φ(δs∗) é um ciclo não-trivial que não é múltiplo

de outro ciclo em Hn−p−1(Ḋ(s)), e assim um ciclo fundamental de Hn−p−1(Ḋ(s)).

Sabemos que D(s) é acíclico, pelo item quarto da proposição 1.2. Como n− p > 1,

a sequência do par (D(s), Ḋ(s)) induz o isomor�smo

0 // Hn−p(D(s), Ḋ(s))
∂∗ // Hn−p−1(Ḋ(s)) // 0.

Como D(s) e Ḋ(s) tem dimensão n− p e n− p− 1, respectivamente, temos que

Hn−p(D(s), Ḋ(s)) = Zn−p(D(s), Ḋ(s))

e

Hn−p−1(Ḋ(s)) = Zn−p−1(Ḋ(s)).

Por ∂∗ ser um isomor�smo, ∂∗ manda gerador em gerador. Logo, por de�nição de

∂∗ e pelas propriedades que acabamos de ver, podemos de�nir Φ(s∗) por ser o ciclo

fundamental de (D(s), Ḋ(s)) cujo bordo é Φ(δs∗). Assim de�nimos Φ em dimensão p

como queríamos.

Para o caso com coe�cientes arbitrários G, no passo 2 da demonstração do teorema

56.1 da referência [1], demonstra-se que se A é um grupo livre de rank �nito, então

existe um natural isomor�smo

ϕ : Hom(A,Z)⊗G→ Hom(A,G)

dado por [ϕ(φ⊗g)](a) = φ(a)·g. PorX ser compacto, Cp(X) é livre de rank �nito. Com

isso, temos um isomor�smo como acima para A = Cp(X) que induz um isomor�smo

Cp(X;G) = Hom(Cp(X), G) ' Hom(Cp(X),Z)⊗G Φ⊗iG // Dn−p(X)⊗G

que comuta com δ e ∂, onde Φ é a aplicação que acabamos de provar para os coe�cientes

em Z. Logo, Hp(X;G) ' Hn−p(Dn−p(X);G) ' Hn−p(X;G), onde o último isomor�smo

é por causa da proposição 1.3.

Se X não é orientável, a prova que demos antes para o caso orientável funciona

quase que diretamente para X. Porém, agora Hn−p(D(σ), Ḋ(σ)) ⊗ Z/2Z ' Z/2Z só

tem um elemento não trivial, e não precisamos se preocupar com sinais, pois o grupo

11
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Z/2Z não tem sinal. De�nimos, por indução, um isomor�smo

Φ : Hom(Cp(X),Z/2Z)→ Dn−p(X)⊗ Z/2Z

da seguinte forma: se σ é um n-simplexo, denotamos por σ∗ a cocadeia tal que σ∗(σ) =

[1] ∈ Z/2Z e [0] ∈ Z/2Z nos outros n-simplexos diferentes de σ. De�nimos Φ em

dimensão n por Φ(σ∗) = σ̂ ⊗ [1]. Para de�nimos Φ em dimensão n − 1, seja s um

n − 1-simplexo que é face de exatamente dois n-simplexos, σ0 e σ1. De�nimos, então,

Φ(s∗) = ([σ̂0, ŝ] + [ŝ, σ̂1]) ⊗ [1]. Como Z/2Z não tem sinal, poderíamos de�nir Φ(s∗)

da seguinte forma Φ(s∗) = ([σ̂0, ŝ] + [σ̂1, ŝ]) ⊗ [1] que daria a mesma coisa. O resto

continua da mesma forma que o caso orientável só mudando que, como comentamos

acima, agora não temos ciclos fundamentais, temos únicos ciclos não triviais.

Corolário 1.5. Seja X uma n-variedade homológica compacta. Então, X é orientável

se, e somente se, Hn(Xi) ' Z para cada componente conexa Xi de X.

Como os grupos de homologia de X não depende da triangulação, segue que a

orientação de X não depende da triangulação.

Corolário 1.6. Seja X uma n-variedade homológica compacta e conexa. Temos:

• Se X é orientável, então Hn(X;G) ' G;

• Se X não é orientável, então Hn(X;G) é isomorfo ao núcleo da aplicação multi-

plicação por 2 de G em G.

1.2 Teorema da Dualidade de Poincaré: Segunda Ver-

são

Nesta seção, vamos provar a segunda versão do teorema da dualidade de Poincaré.

Desta vez vamos usar um importante produto, chamado produto cap, entre homologia

e cohomologia, e veremos como a aplicação da dualidade de Poincaré da versão anterior

se relaciona com esse produto.

Para uma explicação sobre o produto tensorial sobre grupos, consultar a seção 50

da referência [1].

Consideremos R um anel comutativo com unidade.

De�nição 1.7. SejaK um complexo simplicial com uma ordem parcial no seu conjunto

de vértices que é total quando restrita a cada simplexo de K. O produto cap simplicial

12
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é a aplicação

∩ : Cp(K;R)⊗ Cp+q(K;R) −→ Cq(K;R)

cp ⊗ ([v0, · · · , vp+q]⊗ α) 7−→ [v0, · · · , vq]⊗ α · 〈cp, [vq, · · · , vp+q]〉.

O produto cap cp∩([v0, · · · , vp+q]⊗α) é basicamente a q-face [v0, · · · , vq] de [v0, · · · , vp+q]
tensorada pelo produto de α e cp([vq, · · · , vp+q]).

Proposição 1.7. O produto cap simplicial é bilinear, satisfaz a fórmula

∂(dp ∩ cp+q) = (−1)q(δdp ∩ cp+q) + dp ∩ ∂cp+q

e induz um homomor�smo

Hp(K;R)⊗Hp+q(K;R)→ Hq(K;R).

De�nição 1.8. Seja X uma n-variedade homológica compacta. Se X é orientável,

pelo corolário 1.6, para cada componente conexa Xi de X temos que Hn(Xi) = Z. Seja
Γi um gerador de Hn(Xi). A imagem de ΣΓi pelo o isomor�smo induzido pela inclusão

⊕Hn(Xi) ' Hn(X)

é chamada uma classe de orientação de X e denotado por Γ. Se, agora, X não ne-

cessariamente orientável. Daí, pelo corolário 1.6, Hn(Xi;Z/2Z) = Z/2Z para cada

componente conexa Xi de X. Seja Γi2 o único não-trivial elemento de Hn(Xi). A ima-

gem de ΣΓi2 pelo o isomor�smo induzido pela inclusão

⊕Hn(Xi;Z/2Z) ' Hn(X;Z/2Z)

é chamada uma classe de orientação para X sobre Z/2Z e denotado por Γ2.

Percebemos que na de�nição anterior nenhuma triangulação de X foi especi�cada.

Porém, se é dado uma triangulação de X, Γi é representado pela soma de todos os

n−simplexos de Xi, orientados de tal forma que sejam um ciclo, e Γ é representado

pela soma de todos os n-simplexos de X, orientados de tal forma que sejam um ciclo. Já

Γi2 é representado pela soma de todos os n-simplexos de Xi com coe�cientes [1] ∈ Z/2
e Γ2 pela soma de todos os n−simplexos de X com coe�cientes [1] ∈ Z/2.

Teorema 1.8. Seja X uma n-variedade homológica compacta. Se X é orientável e Γ

é uma classe de orientação para X, então a aplicação

Hp(X;G) ∩ Γ // Hn−p(X;G)

13
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é um isomor�smo para qualquer grupo abeliano G e todo p. Se X não é necessariamente

orientável, então

Hp(X;Z/2Z)
∩ Γ2 // Hn−p(X;Z/2Z)

é um isomor�smo para todo p.

Prova. Vamos provar dois resultados básicos que serão importantes a posterior.

A�rmação 1.1. Sejam K um complexo simplicial e g : sd(K) → k a aproximação

simplicial da identidade. Dado um simplexo σ de K, existe exatamente um simplexo t

de sd(σ) que é mapeado em σ e os outros simplexos de sd(σ) são mapeados em faces

próprias de σ.

Pelo lema 17.1 da referência [1], sabemos que se t é um simplexo de sd(K) e σ

um simplexo de K tal que t ⊂ σ, então g(t) ⊂ σ. Daí, g(σ̂) ∈ σ, mas como g é uma

aplicação simplicial, g(σ̂) deve ser um vértice de σ.

Vamos provar essa a�rmação por indução: se σ é um vértice v, pela observação

acima, g(v) = v. Se σ é um 1-simplexo v0v1, pelo caso anterior, g(v0) = v0 e g(v1) = v1.

Pela observação anterior, g(σ̂) é v0 ou v1. Por exemplo, se g(σ̂) = v0, então g([σ̂, v1]) =

[v0, v1] e g([v0, σ̂]) = v0. O outro caso resulta em algo análogo. Suponhamos, agora,

que o resultado vale para simplexos de dimensão p− 1. Seja σ = v0 · · · vp um simplexo

de K de dimensão p. Para cada si = v0 · · · v̂i · · · vp face de dimensão p− 1 de σ, existe

exatamente um (p − 1)-simplexo ti de sd(si) que é mapeado por g em si. Logo, os

p-simplexos de sd(σ) que podem ser mapeado em σ são da forma σ̂ ∗ ti. Sabemos que

g(σ̂) é um vértice de σ. Seja vj tal que g(σ̂) = vj. Daí, σ̂ ∗ tj é mapeado em σ e σ̂ ∗ ti,
com i 6= j, é mapeado em si.

A�rmação 1.2. Sejam K um complexo simplicial e sd : Cp(K) → Cp(sd(K)) o ope-

rador subdivisão baricêntrica que é de�nido indutivamente da seguinte forma:

sd(v) = v,

sd(σ) = [σ̂, sd(∂(σ)].

Se σ é um p-simplexo orientado de K, então sd(σ) é a soma de todos os p−simplexos

de sd(K) contido em σ, adequadamente orientados.

Vamos provar esse resultado por indução: como sd(v) = v, o resultado vale em

dimensão zero. Vamos supor que o resultado vale em dimensão p − 1. Seja σ um p-

simplexo orientado de K. Sabemos que ∂(σ) é a soma de todas as (p − 1)−faces de

σ, adequadamente orientadas. Daí, por hipótese de indução, sd(∂(σ)) é a soma de
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todos os (p − 1)-simplexos de sd(K) contido em Bd(σ), adequadamente orientados.

Como sd(σ) = [σ̂, sd(∂(σ)], segue que sd(σ) é a soma de todos os p-simplexos de sd(K)

contidos em σ, adequadamente orientados, como queríamos.

Vamos demonstrar, primeiramente, o caso onde X é orientável e G = Z. Para isso,

escolhamos uma triangulação qualquer de X, e seja γ o ciclo representando Γ nesta

triangulação. Vamos ordenar os vértices de sd(X) com a ordem padrão e orientar os

simplexos de sd(X) usando essa ordem. Vamos orientar os simplexos de X arbitra-

riamente. Pela segunda a�rmação, sd(γ) é a soma de todos os n-simplexos de sd(X)

com sinais ±1. Como γ é um ciclo, sd(γ) é ciclo de sd(X). Logo, sd(γ) é outro ciclo

representando Γ.

Considere o seguinte diagrama

Cp(X)

g#

��

Φ // Dn−p(X)

j

��
Cp(sd(X))

∩ sdγ // Cn−p(sd(X)),

onde g : sd(X)→ X é a aproximação simplicial da identidade e j é a inclusão. Veremos

que g# composto com ∩ sdγ é um isomor�smo de Cp(X) para o subgrupo Dn−p(X)

de Cn−p(sd(X)). E assim, podemos concluir que existe um único isomor�smo, de�nido

por g# composto com ∩ sdγ, que faz esse diagrama comutar.

Seja σ um p−simplexo orientado de X, então g#(σ∗)∩ sdγ é igual à soma de todos

os (n−p)−simplexos de sd(X) contidos em D(σ) com sinais ±1. De fato, pela primeira

a�rmação, existe um único p−simplexo t de sd(σ) que é levado em todo σ por g. Daí,

g#(σ∗) = ±t∗,

o sinal depende da escolha da orientação. Sabemos, pelo lema 15.3 da referência [1],

que

t = [ŝp, · · · , ŝ0],

onde sp = σ, si−1 é uma face própria de si e si tem dimensão i para cada i. Temos que

sdγ é a soma de todos os n-simplexos de sd(X), e, novamente pelo mesmo lema, cada

um deles tem a forma

τ = [σ̂n, · · · , σ̂0],

onde σi−1 é uma face própria de σi e σ̂i tem dimensão i para cada i. Pela de�nição de
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produto cap, t∗ ∩ τ só não se anula se

t = [σ̂p, · · · , σ̂0],

e neste caso,

t∗ ∩ τ = [σ̂n, · · · , σ̂p].

Portanto, t∗ ∩ sdγ é a soma de todos os simplexos de sd(X) de a forma

[σ̂n, · · · , σ̂]

com sinais ±1, e, por de�nição, esses simplexos são todos os (n−p)-simplexos de D(σ).

Agora, a�rmamos que g#(σ∗)∩ sdγ é um ciclo fundamental para (D(σ), Ḋ(σ)). De

fato, por g#(σ∗)∩ sdγ ser a soma de todos os (n− p)-simplexo de D(σ) com sinais ±1,

temos que g#(σ∗)∩ sdγ é uma cadeia não-trivial carregada por D(σ), e como todos os

coe�cientes de g#(σ∗) ∩ sdγ são +1 ou −1, ela não é múltipla de outra cadeia. Para

concluímos essa a�rmação falta só mostrar que ∂(g#(σ∗)∩ sdγ) é carregado por Ḋ(σ).

Então,

∂(g#(σ∗) ∩ sdγ) = (−1)n−pδg#(σ∗) ∩ sdγ + 0 = (−1)n−pg#(δσ∗) ∩ sdγ,

pela proposição 1.7 e porque δ comuta com g#. Sabemos que δσ∗ é a soma de todas

as (p + 1)−cocadeias de a forma ±σ∗p+1, onde σp+1 tem σ como uma face. Pelo que

acabamos de provar, g#(σ∗p+1) ∩ sdγ é carregado por D(σp+1). Pelo terceiro item da

proposição 1.2. D(σp+1) ⊂ Ḋ(σ). Portanto, g#(δσ∗) ∩ sdγ é carregado por Ḋ(σ).

Assim, a composta de g# com ∩ sdγ carrega σ∗ para um ciclo fundamental de

(D(σ), Ḋ(σ)). Daí, essa composta restrita as bases de Cp(X) e de Dn−p(X) é bijetiva,

logo estende-se para um isomor�smo Φ. Percebemos que esse isomor�smo parece com

o isomor�smo da primeira versão, de fato, eles diferem pelo sinal. Da equação acima,

temos que

∂Φ(cp) = (−1)n−pΦ(δcp).

Logo, Φ comuta com δ e ∂, a menos de sinal. Como o sinal não altera os grupos de coci-

clos e cobordos, Φ induz um isomor�smo de Hp(X) para Hn−p(Dn−p(X)). Pela propo-

sição 1.3, j : Dn−p(X)→ Cn−p(sd(X)) induz um isomor�smo de Hn−p(Dn−p(X)) para

Hn−p(sd(X)). Pelos teoremas 17.2 e 45.5 da referência [1], g∗ : Hp(X)→ Hp(sd(X)) é

um isomor�smo. Daí,

∩ sdγ : Hp(sd(X))→ Hn−p(sd(X))
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é um isomor�smo. Desde, Hp(sd(X)) ' Hp(X) e Hn−p(sd(X)) ' Hn−p(X), temos o

isomor�smo

∩Γ : Hp(X)→ Hn−p(X).

Agora, seja G um grupo abeliano arbitrário. Na demonstração da primeira versão

comentamos a existência de um isomor�smo

ϕ : Cp(X)⊗G→ Cp(X;G)

dado por [ϕ(cp ⊗ g)](σ) = cp(σ) · g. Daí, esse isomor�smo manda σ∗ ⊗ g em σ∗ · g.
Daí, usando essa identi�cação e a de�nição de produto cap, podemos perceber que a

composta

Cp(X;G)
g# // Cp(sd(X);G)

∩ sdγ // Dn−p(X)⊗G

é igual ao isomor�smo

Cp(X)⊗G g#⊗iG // Cp(sd(X))⊗G ∩ sdγ⊗iG // Dn−p(X)⊗G

que comuta com δ e ∂. Logo, a primeira composta induz o isomor�smo que estamos

procurando.

Quando X não é necessariamente orientável, a prova que acabamos de exibi para

o caso orientável funciona basicamente igual em Z/2. Como comentamos na primeira

versão, Hn−p(D(σ), Ḋ(σ)) ⊗ Z/2 ' Z/2. Logo, usando o mesmo argumento, podemos

provar que g#(σ∗) ∩ sdγ2 é o único ciclo não-trivial de Hn−p(D(σ), Ḋ(σ))⊗ Z/2, onde
sdγ2 é a representação da classe de orientação Γ2 relativo a triangulação sd(X). Como

Z/2 não tem sinal, o isomor�smo Φ, induzido como acima, vai ser igual ao isomor�smo

da primeira versão.

1.3 Produto Interseção

Nesta seção, vamos estudar um produto em homologia, chamado produto interseção,

e veremos como podemos usá-lo para mostrar o teorema da dualidade de Poincaré.

Ao longo desta seção, vamos supor que X é uma n−variedade topológica compacta.

Se X é orientável, denotamos por Γ a classe de orientação de X e R será um anel

comutativo com unidade qualquer. Se X não é orientável, denotamos por Γ a classe

de orientação Γ2 de X e R será Z/2Z.
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Sabemos que a cohomologia tem, de forma natural, uma multiplicação que torna o

anel de cohomologia de X, a soma direta externa

H∗(X;R) = ⊕Hj(X;R),

um anel com unidade. Esta multiplicação é dada pelo produto cup, como relembramos

abaixo:

De�nição 1.9. Dado K um complexo simplicial e uma ordem parcial no conjunto de

vértices de K que é total quando restrita aos vértices de cada simplexo. De�nimos o

produto cup

∪ : Cp(K;R)× Cq(K;R)→ Cp+q(K;R)

por

〈cp ∪ cq, [v0, · · · , vp+q]〉 = 〈cp, [v0, · · · , vp]〉 · 〈cq, [vp, · · · , vp+q]〉

com v0 < · · · < vp+q.

Proposição 1.9. O produto cup está relacionado com o produto cap pela fórmula

cp ∩ (dq ∩ ep+q+r) = (cp ∪ dq) ∩ ep+q+r,

e induz uma operação

∪ : Hp(K;R)×Hq(K;R)→ Hp+q(K;R)

que é bilinear, associativa e independe da ordem dos vértices de K. A classe de coho-

mologia da 0-cocadeia z0 cujo valor é 1 em cada vértice de K age como uma unidade.

Pelo teorema da dualidade de Poincaré, podemos induzir também um produto na

homologia de X da seguinte forma: sejam αp ∈ Hp(X;R) e βq ∈ Hq(X;R). Logo,

existem αn−p ∈ Hn−p(X;R) e βn−q ∈ Hn−q(X;R) tais que

αn−p ∩ Γ = αp e β
n−q ∩ Γ = βq.

De�nimos o produto de αp e βq como sendo o (p+ q − n)-ciclo dado por

αp · βq = (αn−p ∪ βn−q) ∩ Γ.

Com isso, temos uma aplicação bilinear em homologia bem-de�nida

Hi(X;R)×Hj(X;R)→ Hi+j−n(X;R).
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A classe de orientação Γ de X age com uma unidade nesse produto. Daí, isso induz

uma multiplicação em homologia, chamada produto interseção, e uma estrutura de

anel na soma direta externa

H∗(X;R) = ⊕Hj(X;R),

chamado de anel de interseção de homologia.

Vamos enunciar o lema 69.1 da referência [1] para compreendemos um pouco melhor

como esse produto age.

Proposição 1.10. Consideremos X conexa. Sejam αp e βq classes de homologia de

X com p+ q = n. Considere X com uma triangulação especí�ca, αp representado por

um ciclo cp de sd(X) que é carregado por o p−esqueleto dual de X e βq é representado

por um ciclo dq de X. Suponhamos que os carregadores de cp e dq se interceptam em

um único ponto, o baricentro de um q−simplexo σ de X. Se dq tem coe�ciente ±a em

o simplexo σ, e cp tem coe�ciente ±b em o bloco D(σ), então α · β é representado, a

menos de sinal, pela 0-cadeia ab σ̂ de sd(X).

De�nição 1.10. Seja T : |K| → X uma triangulação de X. O suporte |ξ| de uma

i-cadeia simplicial ξ =
∑

i=n aσσ é o subconjunto de X dado por

|ξ| =
⋃
aσ 6=0

T (σ).

Vamos, agora, analisar as hipóteses da proposição 1.10 e ver suas naturalidades:

suponhamos que p+ q = n, com p 6= 0 e p 6= n. Sejam X conexa com uma triangulação

especí�ca e αp e βq classes de homologia de X. Pelo segundo item da proposição 1.3,

podemos supor que αp é representado por um ciclo cp de sd(X) que é carregado pelo

p−esqueleto dual de X. Seja βq representado por um ciclo dq de X. Além do mais,

suponhamos que o suporte das cadeias cp e dq se interceptam em um único vértice v.

Percebemos que esse vértice não é um vértice de X, mas sim um vértice de sd(X) que

não é de X, pois, caso fosse, seja σ um q−simplexo de X tal que seu p-bloco D(σ) está

em cp e contém esse vértice. Sabemos que D(σ) é a união de todos os simplexos de

sd(X) tais que σ̂ é o menor vértice na ordem padrão. Daí, v pertence a um simplexo de

D(σ) com essa propriedade. Porém, como a ordem dos vértices de sd(X) é a padrão, v

é menor do que σ̂, contradição! Daí, v = τ̂ , com τ um simplexo de X que é face de um

q−simplexo σ′ que está em dq. Como v ∈ D(σ), D(τ) ⊂ D(σ). Se τ é uma face própria

de σ′, então dim(D(τ)) ≥ n− q+ 1, contradição, pois dim(D(σ)) = n− q. Daí, τ = σ′.

Assim, σ̂′ ∈ D(σ). Logo, σ′ = σ. Já se p = 0 ou p = n, podemos ver, de forma direta,

que se cp e dq interceptam em um único vértice v, esse vértice tem que o baricentro de
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um q−simplexo. Assim, pela proposição acima, se dq(σ) = ±a e cp(D(σ)) = ±b, então
α · β é representado, a menos de sinal, pela 0-cadeia

ab |dq| ∩ |cp|.

Mais abaixo, entenderemos o que acontece com o produto interseção quando os

ciclos se interceptam em casos mais gerais do que um ponto.

Proposição 1.11. Suponhamos que X é orientável, F é um corpo e p + q = n. A

seguinte aplicação bilinear

Hp(X;F)×Hq(X;F) // H0(X;F)
ε∗ // F

que é a composta da aplicação augmentação ε∗ : Σnixi → Σni seguida do produto

interseção é não-degenerada.

Prova. Sejam αp ∈ Hp(X;F) e βq ∈ Hq(X;F). Existem αq ∈ Hq(X;F) e βp ∈ Hp(X;F)

tais que αq ∩ Γ = αp e β
p ∩ Γ = βq. Assim,

αp · βq = (αq ∪ βp) ∩ Γ = αq ∩ (βp ∩ Γ) = αq ∩ βq.

Daí,

ε∗(αp · βq) = ε∗(α
q ∩ βq) = 〈αq, βq〉 = αq(βq)

é igual ao índice de Kronecker

Hq(X;F)×Hq(X;F) −→ F
(cq, cq) 7−→ cq(cq)

.

Como F é um corpo, sabemos, pelo teorema 53.5 da referência [1], que Hq(X;F) é

isomorfo a Hom(Hq(X;F), F). Como a aplicação bilinear

Hom(Hq(X;F), F)×Hq(X;F) −→ F
(φ, cq) 7−→ φ(cq)

é não-degenerada, segue que o índice de Kronecker é não-degenerada também.

Corolário 1.12. Suponhamos que X é orientável, F é um corpo e p + q = n. Então,

dim(Hp(X;F)) = dim(Hq(X;F)).

Prova. Sabemos que Hp(X;F) e Hq(X;F) são espaços vetoriais de dimensões �nitas.
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Pela proposição anterior, existe uma aplicação bilinear não-degenerada

Ψ : Hp(X;F)×Hq(X;F)→ F.

Daí, a transformação linear que leva cp ∈ Hp(X;F) em Ψ(cp, ) ∈ Hom(Hq(X;F),F) é

injetiva, logo dim(Hp(X;F)) ≤ dim(Hom(Hq(X;F),F)) = dim((Hq(X;F)). De forma

análoga, podemos ver que dim(Hp(X;F)) ≥ dim(Hq(X;F)). Portanto, dim(Hp(X;F)) =

dim(Hq(X;F)).

De�nição 1.11. Sejam K e L dois complexos simpliciais não-vazios em algum espaço

euclidiano Rn. Consideremos s = v0 · · · vm e t = w0 · · ·wn simplexos gerais de K e L,

respectivamente. Suponhamos que v0, · · · , vm, w0, · · · , wn são sempre independentes

para todos simplexos s em K e t em L. Denotamos por s ∗ t o simplexo gerado por

v0 · · · vmw0 · · ·wn. Se a coleção de todos os simplexos s ∗ t e suas faces é um complexo

simplicial então esse complexo é chamado de o join de L e K e denotado por K ∗ L.
SeK é igual a um vértice v, o join deK e L, v∗L, é chamado o cone de L e denotado

por c(L). Já se K é igual a dois vértices, o join K e L é chamado de a suspensão de L

e denotado por S(L).

Exemplo 1.3. Seja T 2 o toro e S(T 2) sua suspensão. Pelo teorema 25.4 da referência

[1], sabemos que Hi(S(T 2)) ' Hi−1(T 2) se i ≥ 2 e H1(S(T 2)) ⊕ Z ∼= H0(T 2). Pelo

teorema 6.2 da referência [1], H2(T 2) ' Z e H1(T 2) ' Z ⊕ Z. Daí, H3(S(T 2)) ' Z
e H2(S(T 2)) ' Z ⊕ Z. Por T 2 e S(T 2) serem conexos, temos que H0(T 2) ' Z '
H0(S(T 2)), pelo teorema 7.1 da mesma referência. Com isso, H1(S(T 2)) = 0.

Figura 1.6: Suspensão do toro.

Seja, agora, F qualquer corpo que contém Q(por exemplo, o próprio Q, os reais

R ou os complexos C). Pelo teorema 55.1(teorema dos coe�cientes universais para
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homologia) da referência [1], sabemos que

Hp(X)⊗ F ' Hp(X;F).

Daí,

H3(S(T 2);F) ' Z⊗ F ' F;

H2(S(T 2);F) ' F⊕ F;

H1(S(T 2);F) = 0;

H0(S(T 2);F) ' F.

Como dim(H1(S(T 2);F) ) 6= dim(H2(S(T 2);F) ), temos que S(T 2) não é uma va-

riedade topológica e nem uma variedade homológica, pois o mesmo resultado acima

vale para variedades homológicas. Sejam v e w os dois vértices da suspensão S(T 2).

Como S(T 2) − {v, w} é homeomorfo a variedade produto T 2 × (−1, 1), S(T 2) não é

uma variedade por causa dos pontos singulares v e w.

Se o teorema da dualidade de Poincaré fosse verdade para S(T 2), o produto inter-

seção estaria bem de�nido na homologia de S(T 2) e valeria o corolário acima. Logo,

teríamos que dim(H1(S(T 2);F) ) = dim(H2(S(T 2);F) ), contradição!

Concluímos que a dualidade de Poincaré não vale para espaços com singularida-

des. Porém, como veremos no próximo capítulo, existe uma homologia que generaliza

essa e que restrita a uma classe de espaços singulares, chamadas de pseudovariedades,

recupera a importante dualidade de Poincaré.

Da dualidade de Poincaré conseguimos provar para variedades topológicas com-

pactas e orientáveis X a existência de uma aplicação bilinear não-degenerada entre

Hp(X;F) e Hq(X;F), onde p + q = n e F um corpo. Agora, faremos o inverso: supo-

nhamos que existe uma aplicação bilinear

Hp(X;F)×Hq(X;F)→ F

não-degenerada. Como esses espaços vetoriais têm dimensões �nitas, essa aplicação

bilinear induz um isomor�smo entre Hp(X;F) e Hom(Hq(X;F),F). Como F é um

corpo, pelo teorema 53.5 da referência [1], Hom(Hq(X;F),F) é isomorfo a Hq(X,F).

Portanto, Hp(X;F) é isomorfo a Hq(X,F)..

Isso tudo nos diz que, neste caso, existem duas formas de provar o teorema da

dualidade de Poincaré com coe�cientes em um corpo: a primeira forma foi a que

acabamos de fazer, que é provar a existência de o isomor�smo entre cohomologia e

homologia em dimensões complementares; a segunda é provar a existência de uma
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aplicação bilinear não-degenerada entre homologias com dimensões complementares.

Vamos, agora, dar um esboço, sem muitos detalhes, baseado no capítulo 3 da referência

[2], de como podemos provar a dualidade de Poincaré seguindo o segundo caminho.

De�nição 1.12. Sejam a e b cadeias em uma variedade Y. Dizemos que elas são

transversais se seus suportes não se interceptam ou se

codim(|a| ∩ |b|) = codim(|a|) + codim(|b|).

Exemplo 1.4. No R3, sabemos que o toro T 2 e a esfera S2 são ciclos. Eles só não são

transversais se dim(|T 2|∩ |S2|) é igual a 0 ou a 2, ou seja, quando são tangentes ou têm

partes que coincidem. Percebemos que sempre que eles estão em posições transversais

a interseção deles é sempre um ciclo.

Sejam K uma triangulação de a variedade topológica X de dimensão n e sd(K)

sua primeira subdivisão baricêntrica. Um simplexo σ de K e um bloco dual fechado

D(τ) de D(K) são sempre transversais. De fato, se dim(τ) = dim(σ) = p, então,

nessas condições, o único bloco dual fechado que intercepta σ é D(σ), e neste caso,

σ ∩D(σ) = σ̂. Se dim(D(τ)) < n− p, então dim(τ) > p =dim(σ). Logo, pelo terceiro

item da proposição 1.2, D(τ) está contido no bordo de algum bloco dual fechado

de dimensão n − p de X. Daí, σ ∩ D(τ) = ∅. Se dim(D(τ)) = n − p + 1, então

dim(τ) = p − 1. Os blocos D(τ) que interceptam σ são tais que σ tem τ como uma

face. Daí, σ̂ ∈ D(σ) ⊂ Ḋ(τ) e τ̂ ∈ σ. Daí, o 1-simplexo de sd(K) que tem como vértices

τ̂ e σ̂ está em σ∩D(τ). Se existe outro vértice v diferente de τ̂ e σ̂ que está em σ∩D(τ),

então v é o baricentro de um q−simplexo τ ′ tal que q > dim(τ) e τ ′ tem τ com uma face

própria. Se q = p, desde τ̂ ′ ∈ σ, temos que τ ′ = σ, o que não pode acontecer porque

τ̂ ′ 6= σ̂. Se q > p, então teríamos um q−simplexo tal que seu baricentro está contido

em p−simplexo, o que também não pode ocorrer. Logo, σ ∩ D(τ) = [τ̂ , σ̂]. Agora,

se dim(D(τ)) = n − p + 2, então dim(τ) = p − 2. Logo, τ é face de exatamente dois

(p − 1)−simplexos, τ ′ e τ ′′, de σ. Daí, τ̂ ′, τ̂ ′′ ∈ σ ∩D(τ). Com um raciocínio análogo,

podemos ver que os únicos vértices de σ∩D(τ) são τ̂ , σ̂, τ̂ ′ e τ̂ ′′. Temos que τ̂ , σ̂ e τ̂ ′ são

os vértices de um 2-simplexo, assim também como τ̂ , σ̂ e τ̂ ′′. Daí, dim(σ ∩D(τ)) = 2.

De forma análoga, segue os outros casos.

Seja K uma triangulação de a variedade topológica compacta e orientável X de

dimensão n. Logo, se σ é um (n− p)−simplexo de K e D(τ) é um (n− q)−bloco dual

de D(X), então σ∩D(τ) é vazio ou é uma (n− (p+ q))−cadeia de sd(K). Estendendo
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por linearidade, temos o produto interseção bilinear em nível de cadeias de K e D(X)

Cn−p(K)× Cn−q(D(K)) −→ Cn−(p+q)(sd(K))

(a, b) 7−→ a • b = |a| ∩ |b|

que satisfaz a seguinte relação fundamental do bordo

∂(a • b) = a • ∂(b) + (−1)n−p∂(a) • b.

Dessa fórmula, vemos que se a e b são ciclos, então a • b é um ciclo. Agora, vejamos

o motivo pelo qual essa aplicação induz uma aplicação a nível de homologia: sejam

a e b ciclos, e suponhamos que a′ e a são homólogos, ou seja, existe uma cadeia E ∈
C(n−p+1)(K) tal que ∂(E) = a′ − a. Daí,

a • b = (−∂(E) + a′) • b = −∂(E) • b+ a′ • b.

Aplicando a fórmula acima para E • b, temos que

∂(E • b) = E • ∂(b) + (−1)n−p+1∂(E) • b = (−1)n−p+1∂(E) • b.

Logo, ∂(E)•b é um bordo, e assim a•b e a′•b representam a mesma classe em homologia.

De forma análoga, podemos ver que se ∂(E ′) = b′−b, então a•b = a•b′ em homologia.

Com isso, a′ • b = a′ • b′ em homologia. Portanto, a • b e a′ • b′ representam a mesma

classe em homologia. Assim, chegamos ao seguinte resultado.

Proposição 1.13. Seja X uma variedade topológica compacta e orientável de dimen-

são n. A aplicação bilinear acima induz uma aplicação bilinear(produto interseção)

Hn−p(X)×Hn−q(X) • // Hn−(p+q)(X).

Mais geralmente, podemos de�nir o produto interseção para ciclos gerais que são

transversais como sendo a interseção deles. Percebemos que dados ciclos quaisquer de

X sempre podemos escolher ciclos em suas classes de homologias de tal forma que são

transversais: basta pegar um em Cn−p(K) e o outro em Cn−q(D(X)), como acima.

Essa de�nição mais geral ainda satisfaz a fórmula fundamental do bordo, implicando

que induz uma aplicação em homologia que é igual à da proposição anterior.

Teorema 1.14. (Lefschetz) Em uma variedade topológica, a interseção de dois ciclos

transversais é sempre um ciclo.

Exemplo 1.5. Sejam S(T 2) a suspensão do toro e a e b os ciclos geradores de H1(T 2).

As suspensões S(a) e S(b) são homeomorfas a esfera S2 e são os 2-ciclos geradores de
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H2(S(T 2)). A interseção deles é um segmento que liga os dois vértices da suspensão,

logo são transversais. Porém, esse segmento não é um ciclo. Portanto, o produto

interseção não �ca bem de�nido em espaços singulares.

Figura 1.7: Suspensão do Toro.

De�nição 1.13. Sejam a um p−ciclo e b um q−ciclo que são transversais na variedade
topológica compacta e orientada X, com p + q = n. Sabemos que |a| ∩ |b| é uma 0-

cadeia, logo |a| ∩ |b| é um número �nito de vértices {x1, · · · , xj}. Em cada vértice xi

de�nimos o índice de interseção I(a, b;xi) da seguinte forma: sejam σ um p−simplexo

de a e τ um q−simplexo de b tais que xi ∈ σ ∩ τ. De�nimos ε = 1 se a orientação de

σ seguida da orientação de τ é a orientação de X e -1, caso contrário. Considere mi
a e

mi
b a multiplicidade de xi em a e b, respectivamente. De�nimos o índice de interseção

dos ciclos a e b no vértice xi como

I(a, b;xi) = ε ·mi
a ·mi

b.

A soma de todos I(a, b;xi) é chamado de índice de interseção dos ciclos a e b e deno-

tamos por I(a, b), ou seja,

I(a, b) =
∑

xi∈|a|∩|b|

I(a, b;xi).

Exemplo 1.6. Na �gura 1.8 temos ilustrado o toro. No vértice v os ciclos a e b

tem índice de interseção I(a, b; v) igual a -1; no vértice s os ciclos a e c tem índice

de interseção igual a 1; já em os vértices w e u tem índice de interseção igual a -1.

Percebemos que b e c são homólogos e I(a, b) = −1 = I(a, c).
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Figura 1.8: Toro.

Proposição 1.15. Seja Y uma variedade topológica orientável. O índice de interseção

I(a, b) de dois ciclos transversais e com dimensões complementares não dependi dos

representantes da classe de homologia de a e b.

Daí, o index de interseção induz uma aplicação bilinear em nível de homologia

Hp(Y )×Hq(Y ) −→ Z
(a, b) 7−→ I(a, b).

Exemplo 1.7. Seja o toro pinçado da �gura 1.9. Temos que I(a, b) = ±1, dependendo

da orientação do toro, e I(a, c) = 0. Porém, b pertence a mesma classe de homologia

de c no toro. Daí, concluímos que a aplicação bilinear em homologia acima não está

bem de�nida em variedades singulares.

Figura 1.9: Toro Pinçado.

Teorema 1.16. (Dualidade de Poincaré-Lefschetz) Seja X uma variedade compacta e

orientada. A aplicação bilinear acima quando tensorada com um corpo F que contém

Q é não-degenerada e é igual a composta

Hp(X;F)×Hq(X;F) // H0(X;F)
ε∗ // F
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da aplicação augmentação ε∗ : Σnixi → Σni seguida do produto interseção, onde p+q =

n.
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Capítulo 2

Homologia de Interseção

Neste capítulo, vamos construir uma nova teoria de homologia e cohomologia com a

intenção de recuperar de alguma forma a dualidade de Poincaré e o produto interseção

para uma classe maior de espaços. De grosso modo, como veremos, poderíamos dizer

que essa nova teoria é na verdade um re�namento da teoria clássica simplicial.

Na primeira seção, vamos de�nir e estudar esses espaços, chamados pseudovarieda-

des, que generalizam variedades topológicas e para os quais vamos provar o teorema

da dualidade de Poincaré generalizada.

Na segunda seção, iremos de�nir a homologia e cohomologia de interseção e ver

alguns resultados interessantes.

Na terceira seção, veremos que com a homologia de interseção o produto interseção

�ca bem de�nido em pseudovariedades.

Na quarta seção, demonstraremos como podemos calcular a homologia de inter-

seção usando a homologia clássica, e daí concluiremos algumas consequências muito

importantes.

Finalmente, na última seção, provaremos o teorema da dualidade de Poincaréb

generalizada para pseudovariedades para a homologia de interseção.

Usamos como referências para escrever esse capítulo os livros [2], [4], [5], [6] e o

artigo [3], porém as seções 3, 4 e 5 se baseiam simplesmente no artigo [3].

2.1 Pseudovariedades

Nesta seção, vamos de�nir e estudar cuidadosamente os espaços que generalizam

variedades topológicas e para os quais vamos de�nir essa nova teoria.

Seja L um espaço topológico Hausdor� e compacto. O cone aberto sobre L é
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de�nido como o seguinte quociente

ċ(L) =
L× [0, 1)

L× {0}
.

Figura 2.1: Cone aberto sobre um segmento e sobre um círculo.

Já o cone fechado sobre L é de�nido como

c(L) =
L× [0, 1]

L× {0}
,

e é homeomorfo ao cone de�nido na de�nição 1.11.

O ponto L× {0} nos cones acima é chamado de vértice do cone.

Vamos de�nir espaço topológicos estrati�cados por indução na dimensão.

De�nição 2.1. Um espaço topológico estrati�cado X de dimensão 0 é um conjunto

enumerável com a topologia discreta. Suponhamos que temos de�nido espaços topo-

lógicos estrati�cados de dimensões menores do que n, com n > 0. Então, um espaço

topológico estrati�cado X de dimensão n é um espaço topológico Hausdor� e paracom-

pacto com uma �ltração

X = Xn ⊃ Xn−1 ⊃ Xn−2 ⊃ · · · ⊃ X1 ⊃ X0 ⊃ X−1 = ∅,

onde cada Xi é fechado em X, tal que Xj −Xj−1 é vazio ou para cada x ∈ Xj −Xj−1,

existem uma vizinhança Ux de x em X, um espaço topológico estrati�cado compacto

L de dimensão n− j − 1 com �ltração

L = Ln−j−1 ⊃ · · · ⊃ L1 ⊃ L0 ⊃ L−1 = ∅,

e um homeomor�smo

φ : Ux → Rj × ċ(L)

tal que φ leva Ux∩Xj+i+1 homeomor�camente em Rj×ċ(Li) ⊆ Rj×ċ(L) para n−j−1 ≥
i ≥ 0, e φ leva Ux ∩Xj homeomor�camente em Rj × {vertice de ċ(L)}.

Desde que L tem uma �ltração como acima, seu cone aberto tem uma �ltração
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natural dada por (ċ(L))i = ċLi−1 para i ∈ {0, · · · , n− j}, onde, por convenção, ċ(∅) é

igual ao vértice de ċ(L). Assim, φ é um homeomor�smo que preserva �ltração.

Da de�nição, como Ux ∩ Xj é homeomorfo a Rj × {vertice de ċ(L)} ∼= Rj, então

Xj − Xj−1 é vazio ou é uma variedade topológica de dimensão j. Uma componente

conexa de Xj −Xj−1 é chamado um j−estrato de X. Na de�nição acima, a menos de

homeomor�smo, o espaço L depende simplesmente do estrato em que x se encontra e

é chamado de o link do estrato.

A união de todos os estratos de X decompõe X em variedades disjuntas. O espaço

X pode não ser uma variedade topológica, porém podemos quebra-lo em partes que são

variedades topológicas, e essas partes estão ligadas umas às outras pelo homeomor�smo

φ.

De�nição 2.2. Uma pseudovariedade topológica de dimensão n é um espaço topológico

estrati�cado X de dimensão n com a �ltração satisfazendo Xn−1 = Xn−2 e X −Xn−2

é denso em X.

A coleção dos estratos de a pseudovariedade X é chamada de estrati�cação de X.

Na de�nição acima, Xn−1 contém a parte singular de X, e denotaremos Σ = Xn−1.

De agora em diante, cada pseudovariedade X é uma PL−pseudovariedade, isto é,

X é um PL−espaço com a estrutura de pseudovariedade na PL−categoria , ou seja, X

tem uma triangulação tal que cada conjunto da �ltração Xj é uma união de simplexos

e todos os homeomor�smos em a de�nição são PL−homeomor�smos. Chamaremos X

simplesmente de pseudovariedade.

Observação 2.1. Pode-se provar que a geométrica realização X de um complexo

simplicial K é uma pseudovariedade de dimensão n se, e somente se,

• X é um união de simplexos de dimensão n, isto é, cada simplexo de X é face de

um simplexo de dimensão n;

• cada (n − 1)−simplexo de X é face de exatamente dois simplexos de X de di-

mensão n.

Pode-se ainda provar que um espaço topológico X é uma pseudovariedade de di-

mensão n se, e somente se, existe um conjunto fechado Σ em X tal que

• X − Σ é uma variedade topológica de dimensão n que é densa em X;

• dim(Σ) ≤ n− 2.

Assim, a de�nição de pseudovariedade que parecia bem arti�cial inicialmente resulta

em uma de�nição topológica mais natural.
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Exemplo 2.1. • Cada variedade topológica é uma pseudovariedade, pois basta

considerar Σ = ∅ na observação acima. De fato, as pseudovariedades foram os

primeiros espaços que generalizavam variedades topológicas.

• Seja M uma variedade topológica compacta de dimensão n > 0. Seu cone aberto

ċ(M) é uma pseudovariedade de dimensão n + 1 com um único ponto singular:

o vértice do cone. Sua suspensão S(M) é também uma pseudovariedade de

dimensão n+ 1 só que, diferentemente, tem duas singularidades: os dois vértices

da suspensão.

• Duas esferas de mesma dimensão conectadas por um único ponto, como na �gura

2.2, é uma pseudovariedade com único ponto singular.

Figura 2.2: Duas esferas ligadas por um único ponto.

• O toro pinçado é outro exemplo de pseudovariedade com singularidade isolada.

Figura 2.3: Toro pinçado.

• A classe de pseudovariedades compõe uma grande quantidade de espaços singula-

res, porém claro que nem todos os espaços singulares se enquadram na de�nição

de pseudovariedade. Por exemplo, na �gura 2.4 está ilustrado um espaço que tem

bordo, logo os 2-simplexos do bordo não são faces de exatamente dois 3-simplexos.

Já na �gura 2.5, temos um espaço singular triangularizável de dimensão 2 com

um conjunto singular de dimensão 1. Daí, seu conjunto singular é muito grande
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Figura 2.4: Espaço com bordo.

Figura 2.5: Espaço triangularizável que não é uma pseudovariedade.

para ser uma pseudovariedade. Por �m, na �gura 2.6, temos uma curva ligada a

uma esfera S2. Este é outro exemplo de espaço que não é uma pseudovariedade,

visto que ele não é uma união de 2-simplexos.

Figura 2.6: Esfera com alça.

2.2 De�nição

Nesta seção, vamos �nalmente de�nir a homologia de interseção e, antes disso,

veremos o resultado inicial que motivou o desenvolvimento desta teoria.

Sejam X uma pseudovariedade e T : |K| → X uma triangulação de X que é

compatível com a �ltração, ou seja, cada conjunto Xj da �ltração de X é uma união
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de simplexos. Vamos denotar por I0Ci(X) o conjunto das i−cadeias ξ de X tais que

dim(|ξ| ∩Xn−k) ≤ i− k e dim(|∂ξ| ∩Xn−k) ≤ i− k − 1

para todo k ≥ 2. Estas cadeias são ditas transversais a estrati�cação. Por convenção,

o conjunto vazio tem dimensão −∞. Temos que I0C(X) forma um subcomplexo do

complexo simplicial clássico C(X) de X.

Observação 2.2. Como a triangulação de X é compatível com a �ltração, |ξ|∩Xn−k é

uma união de simplexos, logo dim(|ξ|∩Xn−k) está bem de�nido como sendo a dimensão

do maior simplexo.

De forma totalmente análoga a de�nição 1.6, podemos de�nir quando uma pseudo-

variedade compacta é orientável. Denotamos a classe de homologia de uma tal escolha

de orientação por [X] ∈ Hn(X;Z) e chamamos de a classe fundamental de X..

Desde I0C(X) é um subcomplexo de C(X), temos uma inclusão natural

i∗ : Hi(I
0Ci(X))→ Hi(Ci(X)) = Hi(X)

para todo i.

Lema 2.1. Seja X uma n−pseudovariedade compacta e orientada com classe funda-

mental [X]. Então, o produto cap

∩[X] : Hn−k(X;Z)→ Hk(X;Z)

se fatora como

Hn−k(X;Z)

∩[X]
��

∩[X] // Hk(X;Z)

Hk(I
0Ck(X))

i∗

55

Prova. Na prova do teorema da dualidade de Poincaré percebemos como geometri-

camente o produto cap age: ∩[X] : Cn−k(K) → Ck(sd(K)) leva a cocadeia σ∗ no

seu bloco dual fechado D(σ), onde σ é um (n − k)-simplexo orientado de K. Desde

a �ltração de X é compatível com a triangulação K, temos que Xn−i ⊂ Kn−i para

i ≥ 2, onde Kn−i é o (n − i)−esqueleto da triangulação K, ou seja, Kn−i é a união

de todos os (n − i)−simplexos de K. Com o mesmo argumento que demos para vari-

edades no capítulo anterior, podemos provar que se τ é um j−simplexo de K, então

dim(τ ∩ D(σ)) ≤ k + j − n. Assim, se τ é um (n − i)−simplexo de Kn−i, então
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dim(τ ∩D(σ)) ≤ k − i. De forma análoga, dim(τ ∩ Ḋ(σ)) ≤ k − i− 1. Daí

Im(∩[X] : Cn−k(K)→ Ck(sd(K))) ⊂ I0Ck(X).

O resultado inicial que motivou o desenvolvimento da teoria de homologia de in-

terseção foi o fato, provado por McCrory, que existe uma classe de pseudovariedades,

chamadas normais, tais que ∩[X] : Hn−k(X;Z)→ Hk(I
0Ck(X)) é um isomor�smo.

Assim, temos que se ∩[X] : Hn−k(X;Z)→ Hk(X;Z) falha em ser um isomor�smo

para pseudovariedades normais é por causa da inclusão i∗ : Hk(I
0Ck(X))→ Hk(X;Z).

Caso X fosse uma variedade topológica, então, pelo teorema da dualidade de Poincaré,

essa inclusão seria um isomor�smo, implicando que para cada classe de homologia

em X sempre podemos escolher um representante dessa classe que é transversal a

estrati�cação. Daí, X sendo uma pseudovariedade, a parte singular de X nos impede

de fazer tal movimento. Percebemos, por exemplo, que no toro da �gura 2.7 é impossível

mover o ciclo a na sua classe de homologia de tal forma que evite a singularidade v.

Figura 2.7: Toro pinçado.

Isto motivou Goresky e MacPherson a estudar os grupos de homologia das cadeias

que são transversais a estrati�cação com uma certa folga, chamada perversidade:

De�nição 2.3. Uma perversidade é uma função

p : {0, 1, · · · , dimX} → N

tal que p(0) = p(1) = p(2) = 0 e p(i+ 1) = p(i) ou p(i+ 1) = p(i) + 1.

Essas propriedades que as perversidades satisfazem são importantes para que os

grupos de homologia de interseção não dependam da estrati�cação.

Exemplo 2.2. As principais perversidades são:
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• a perversidade nula é dada por n(t) = 0 para todo t ∈ {0, 1, · · · , dim(X)}, já a

perversidade máxima é dada por t(t) = t− 2 para todo t ∈ {2, 3, · · · , dim(X)} e
t(0) = t(1) = 0;

• A média baixa perversidade é a perversidade dada por m(t) = b t
2
c−1 para t > 2

e m(t)(0) = m(t)(1) = 0, onde b t
2
c é o maior natural menor ou igual a t

2
, já a

média alta perversidade é a perversidade dada por n(t) = d t
2
e − 1 para t > 2 e

n(t)(0) = n(t)(1) = 0, onde d t
2
e é o menor natural maior ou igual a t

2
.

De�nição 2.4. Duas perversidades p e q são complementares se

p+ q = t.

Exemplo 2.3. As perversidades n e t são complementares, assim também como m e

n.

De�nição 2.5. Fixado uma perversidade p. Um subespaço Y de X é dito (p, i)-

admissível se dim(Y ) ≤ i e

dim(Y ∩Xn−k) ≤ i− k + p(k)

para todo k ≥ 2. De forma análoga, uma i-cadeia ξ ∈ CT
i (X) é dita p-admissível se

dim(|ξ| ∩Xn−k) ≤ i− k + p(k)

para todo k ≥ 2

Pode acontecer de uma cadeia ξ ser (p, i)-admissível, porém seu bordo ∂ξ não ser

(p, i− 1)-admissível.

De�nição 2.6. Dada uma perversidade p. O subespaço IpCT
i (X) de CT

i (X) consiste

de todas as i-cadeias ξ ∈ CT
i (X) tais que ξ é p-admissível e ∂ξ é uma (i − 1)-cadeia

que também é p-admissível, isto é, IpCT
i (X) = {ξ ∈ CT

i (X) | dim(|ξ| ∩Xn−k) ≤ i− k+

p(k), dim(|∂ξ| ∩Xn−k) ≤ (i− 1)− k + p(k)∀k > 2}.

O operador bordo ∂ : CT
i (X) → CT

i−1(X) induz um homomor�smo de IpCT
i (X)

para IpCT
i−1(X), pois se ξ ∈ IpCT

i (X), então dim(|∂ξ| ∩Xn−k) ≤ (i − 1) − k + p(k) e

∂∂ξ = 0, logo ∂ξ ∈ IpCT
i−1(X).

De�nição 2.7. Chamamos os grupos

IpHT
i (X) =

Ker ∂ : IpCT
i (X)→ IpCT

i−1(X)

Im ∂ : IpCT
i+1(X)→ IpCT

i (X)
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de grupos de homologia de interseção de X com perversidade p e triangulação T .

De�nição 2.8. Uma triangulação T : |K| → X é um re�namento de uma triangulação

T : |K| → X se para cada simplexo σ ∈ K, existe algum simplexo σ ∈ K tal que

T (σ) ⊂ T (σ).

Se T é um re�namento de T , então existe uma aplicação natural compatível com o

operador bordo

CT
i (X)→ CT

i (X)

de�nida na base por se σ ∈ CT
i (X) então

σ 7→
∑

σ∈CTi (X),T (σ)⊂T (σ)

±σ,

onde o sinal é 1 se as orientações de σ e σ são compatíveis e -1, caso contrário. Essa

aplicação preserva o suporte de cadeias. Assim, temos uma aplicação induzida bem

de�nida

IpCT
i (X)→ IpCT

i (X).

De�nimos o grupo IpCi(X) como sendo o limite direto de os grupos IpCT
i (X) so-

bre todas as triangulações T de X compatíveis com a �ltração, ou seja, um elemento

de IpCi(X) é representado por um elemento de IpCT
i (X) para alguma triangulação T

compatível com a �ltração de X, e os elementos ξ ∈ IpCT
i (X) e ξ ∈ IpCT

i (X) repre-

sentam o mesmo elemento em IpCi(X) se, e somente se, existe um comum re�namento

T ′ de T e T compatível com a �ltração de X tal que ξ e ξ induzem o mesmo elemento

em IpCT ′
i (X). Daí, |ξ| = |ξ|.

Como o operador bordo ∂ : IpCT
i (X) → IpCT

i−1(X) comuta com a aplicação indu-

zida por qualquer re�namento, temos que ∂ induz um operador bordo de IpCi(X) para

IpCi−1(X).

De�nição 2.9. Os grupos

IpHi(X) =
Ker ∂ : IpCi(X)→ IpCi−1(X)

Im ∂ : IpCi+1(X)→ IpCi(X)

são chamados de grupos de homologia de interseção de X com perversidade p.

De forma análoga, podemos de�nir os grupos de homologia de interseção de X com

coe�cientes em um grupo G abeliano arbitrário, ou seja,

IpHT
i (X;G) =

Ker ∂ : IpCT
i (X;G)→ IpCT

i−1(X;G)

Im ∂ : IpCT
i+1(X;G)→ IpCT

i (X;G)
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e

IpHi(X;G) =
Ker ∂ : IpCi(X;G)→ IpCi−1(X;G)

Im ∂ : IpCi+1(X;G)→ IpCi(X;G)
.

E usando os grupos

IpCi(X;G) = Hom(IpCi(X), G) e IpCi
T (X;G) = Hom(IpCT

i (X), G),

podemos de�nir os grupos de cohomologia de interseção de X, mais precisamente,

IpH i
T (X;G) =

Ker δ : IpCi
T (X;G)→ IpCi+1

T (X;G)

Im δ : IpCi−1
T (X;G)→ IpCi

T (X;G)

IpH i(X;G) =
Ker δ : IpCi(X;G)→ IpCi+1(X;G)

Im δ : IpCi−1(X;G)→ IpCi(X;G)
.

Observação 2.3. • Se p e q são perversidades tais que p ≤ q, então IpC(X) ⊂
IqC(X). Logo, temos a aplicação induzida

i∗ : IpHi(X)→ IqHi(X)

pela inclusão para todo i.

• Da de�nição, se X é uma pseudovariedade de dimensão n, temos que IpC0(X) =

C0(X−Σ), IpC1(X) = C1(X−Σ) e IpCn(X) = Cn(X) para qualquer perversiade

p. Daí,

IpH0(X) = H0(X − Σ) e IpHn(X) = Hn(X).

• Veremos que os grupos de homologia de interseção não dependem da estrati�ca-

ção e PL−estrutura de X. Assim, concluiremos que os grupos de homologia de

interseção são invariantes topológicos sobre as pseudovariedades.

• Nós sabemos que para qualquer triangulação T do espaço X, temos que

HT
i (X) = Hi(X).

O fato inesperado é que isso não acontece para os grupos IpHi(X). De fato, existe

um tipo particular de triangulação T , chamada ��ag-like� em inglês, tal que

IpHT
i (X) ' IpHi(X)

vale para qualquer perversidade p. Uma triangulação ��ag-like� é uma triangula-

ção tal que para cada simplexo σ e cada Xi da �ltração, Xi ∩ σ é uma única face

de σ.
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Exemplo 2.4. Seja Y uma variedade topológica de dimensão n. Sabendo que os gru-

pos de homologia de interseção não dependem da estrati�cação, podemos perceber que

IpHi(Y ) = Hi(Y ) para qualquer perversidade p, visto que Y tem a seguinte estrati�-

cação natural:

Xn = X ⊃ Xn−1 = ∅ ⊃ · · · ⊃ X−1 = ∅.

Exemplo 2.5. Seja X = S(T 2) a suspensão do toro. Sabemos que S(T 2) é uma

pseudovariedade de dimensão 3 com os vértices da suspensão , v e w, sendo seu conjunto

singular, e a �ltração

X3 = X ⊃ X2 = {v, w} ⊃ X1 = {v, w} ⊃ X0 = {v, w} ⊃ X−1 = ∅

resulta em uma estrati�cação de X. Percebemos que as únicas perversidades com do-

mínio {0, 1, 2, 3} são as pervesidades nula n = (0, 0, 0, 0) e a máxima t = (0, 0, 0, 1).

Vamos tentar esboçar a ideia de como calcular os grupos InHi(X;Q) e I tHi(X;Q),

onde Q é o corpo dos racionais.

Da segunda observação acima, segue que

InH0(X;Q) = I tH0(X;Q) = H0(X − Σ;Q) ' Q

e é gerado por qualquer vértice de X − Σ, desde X − Σ é conexo.

Na �gura 1.7, os ciclos a e b são os ciclos candidatos para gerar I tH1(X;Q) e

InH1(X;Q). Porém, uma 2-cadeia que tem v ou w como vértices é admissível em

relação a t, porém não em relação a n. Daí, os cones c(a) e c(b) com vértice v ou w

são admissíveis em relação a t e não em relação a n. Como ∂(c(a)) = a e ∂(c(b)) = b,

temos que

InH1(X;Q) ' Qa ⊕Qb e I
tH1(X;Q) = 0.

A menos de representantes, os 2-ciclos da suspensão S(T 2) são o próprio toro T 2 e as

suspensões S(a) e S(b) de os ciclos a e b do parágrafo anterior. O toro T 2 é admissível

em relação a qualquer perversidade n e t, mas é o bordo do seu cone com vértice v

ou w, e qualquer 3-cadeia em S(T 2) é admissível em relação a ambas perversidades.

Os ciclos S(a) e S(b) não são admissíveis em relação a perversidade n. Em relação a

perversidade t, eles são admissíveis, e podemos ver que não existe uma 3-cadeia em

S(T 2) tal que seu bordo sejam S(a) ou S(b). Assim,

InH2(X;Q) = 0 e I tH2(X;Q) ' QS(a) ⊕QS(b).
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Como S(T 2) é orientavel e conexa, podemos ver que

InH3(X;Q) ∼= Q ∼= I tH3(X;Q)

e são gerados pela classe fundamental [S(T 2)].

Temos que n e t são perversidades complementares, e percebemos que dim(I tH1(X;Q)) =

dim(InH2(X;Q)) e dim(I tH2(X;Q)) = dim(InH1(X;Q)). Daí, a homologia de inter-

seção já parece mais propícia para recuperar a dualidade de Poincaré de alguma forma

para pseudovariedades.

Corolário 2.2. Seja X uma n−pseudovariedade compacta e orientada com classe

fundamental [X]. Então, o produto cap

∩[X] : Hn−k(X;Z)→ Hk(X;Z)

se fatora como

Hn−k(X;Z)

∩[X]

��

∩[X] // Hk(X;Z)

InHk(X;Z)
i∗ // IpHk(X;Z)

i∗ // I tHk(X;Z)

i∗

OO

para qualquer perversidade p.

Proposição 2.3. Seja X uma pseudovariedade de dimensão par 2j com exatamente

uma singularidade isolada x. Se m é a perversidade média baixa, então

ImHi(X) =


Hi(X), i > j,

Im(Hi(X − x)→ Hi(X)), i = j,

Hi(X − x), i < j.

Prova. Seja X com a seguinte �ltração natural

X = X2j ⊃ X2j−1 = {x} ⊃ · · · ⊃ X0 = {x} ⊃ X−1 = ∅

que de�ni uma estrati�cação. Para uma triangulação de X ser compativel com essa

�ltração basta que x seja um vertice dessa triangulação.
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A condição mais forte para uma cadeia está em ImCi(X) é quando k = 2j, ou seja,

ImCi(X) = {ξ ∈ Ci(X) | dim(|ξ| ∩ {x}) ≤ i− j − 1, dim(|∂ξ| ∩ {x}) ≤ i− j − 2}.

Assim:

• Se i ≤ j, então i − j − 1 < 0 e i − j − 2 < 0. Logo, ξ ∈ ImCi(X) se, e somente

se, |ξ| ∩ {x} = ∅ = |∂ξ| ∩ {x}, ou seja,

ImCi(X) = Ci(X − x).

• Se i ≥ j+ 2, então i− j− 2 > 0 e i− j− 1 > 0. Logo, ξ ∈ ImCi(X) se, e somente

se, ξ ∈ Ci(X), ou seja, ImCi(X) = Ci(X).

Daí, ImHi(X) = Hi(X − x) se i ≤ j − 1 e ImHi(X) = Hi(X) se i ≥ j + 2. Como

Ker(∂ : ImCj+1(X)→ ImCj(X)) = Ker(∂ : Cj+1(X)→ Cj(X)),

temos que ImHj+1(X) ' Hj+1(X). Agora, como

∂(ImCj+1(X)) = (∂(Cj+1(X)) ∩ ImCj(X)

e ImCj(X) = Cj(X − x), então

ImHj(X) ' Im(Hj(X − x)→ Hj(X)).

De�nição 2.10. Um subconjunto construtivo de um complexo simplicial K é um

conjunto que é uma união de interiores de simplexos de K. Um subconjunto construtivo

de um PL−espaço X é um que é construtivo em relação a alguma triangulação de X.

Vamos usar o seguinte lema nas próximas seções, e sua prova pode ser encontrado

na referencia [3].

Lema 2.4. Sejam X uma pseudovariedade compacta e orientável de dimensão n e

A ⊂ B subconjuntos construtivos de X. Se (B − A) ⊂ (X − Σ), então o produto cap

com a classe fundamental [X] de X é um isomor�smo:

∩[X] : H i(B,A)→ Hn−i(X − A,X −B).
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2.3 Produto Interseção para Pseudovariedades

Nesta seção, veremos que podemos de�nir o produto interseção para pseudovarie-

dades com a homologia de interseção.

Ao longo desta seção, X sempre será uma pseudovariedade compacta e orientável.

De�nição 2.11. Suponhamos p e q duas perversidades tais que a soma delas é uma

perversidade r. Uma cadeia ξ ∈ IpCi(X) é dita dimensavelmente transversal a uma

cadeia ξ′ ∈ IqCj(X) se |ξ| ∩ |ξ′| é um conjunto (r, l)-admissível, onde l = i + j − n.
Neste caso, denotamos por ξ t ξ′ quando ξ e ξ′ são dimensavelmente transversais.

As vezes quando ξ e ξ′ forem dimensavelmente transversais, vamos simplesmente

dizer que elas são transversais.

Queremos associar cadeias ξ ∈ IpCi(X) e ξ′ ∈ IqCj(X) dimensavelmente transver-

sais a cadeias de IrCi+j−n(X), logo o caso que realmente importa é quando dim(|ξ| ∩
|ξ′|) = i + j − n. Neste caso, ξ e ξ′ satisfaz a condição como antes e, além disso,

dim((|ξ| ∩ |ξ′|) ∩Xn−c) ≤ i+ j − n− c+ r(c) para todo c ≥ 2. Assim, os simplexos de

|ξ| ∩ |ξ′| que estão na parte singular Xn−2 = Σ de X deve ter dimensão menor ou igual

a i+ j − n− 2.

Exemplo 2.6. Na �gura 2.8 temos um pedaço de uma pseudovariedade X de dimensão

3. Como a interseção das 2-cadeias C e D tocam a parte singular X1 = Σ de X = X3,

elas não podem ser transversais.

Figura 2.8: Cadeias não transversais

Já na �gura 2.9, C ′ e D′ são transversais, pois a interseção deles tem dimensão 1 e

não toca a parte singular de X.

De�nição 2.12. Considere p, q e r perversidades tais que p + q = r. Sejam C ∈
IpCi(X) e D ∈ IqCj(X) cadeias tais que C t D, ∂C t D e C t ∂D. Denotamos

por C e D as classes de C e D em Hi(|C|, |∂C|) e Hj(|D|, |∂D|), respectivamente, e
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Figura 2.9: Cadeias transversais

J = |∂C| ∪ |∂D| ∪ Σ. De�nimos o produto interseção de C e D, denotado por C ∩D,
como sendo a imagem de (C,D) sobre a sequência de homomor�smo abaixo:

Hi(|C|, |∂C|)×Hj(|D|, |∂D|)
1(inclusão)

��
Hi(|C|, |C| ∩ J)×Hj(|D|, |D| ∩ J)

' 2(excisão)

��
Hi(|C| ∪ J, J)×Hj(|D| ∪ J, J)

Hn−i(X − J,X − (|C| ∪ J))×Hn−j(X − J,X − (|D| ∪ J))

' 3(∩[X]×∩[X](lema 2.4))

OO

4(produto cup)
��

H2n−i−j(X − J,X − (|C| ∩ |D|) ∪ J)

' 5(∩[X](lema 2.4))

��
Hi+j−n((|C| ∩ |D|) ∪ J, J)

Hi+j−n(|C| ∩ |D|, |C| ∩ |D| ∩ J)

7'
��

6(excisão)'

OO

Hi+j−n(|C| ∩ |D|, (|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|))

Observação 2.4. A aplicação 7 acima é um isomor�smo, pois, desde

|C| ∩ |D| ∩ J = (|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|) ∪ (|C| ∩ |D| ∩ Σ).
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Por excisão, temos que

Hp(|C| ∩ |D| ∩ J, (|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|))

'

Hp(|C| ∩ |D| ∩ Σ, [(|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|)] ∩ Σ)

para todo p. Como dim(|C| ∩ |D| ∩ Σ) ≤ i+ j − n− 2, temos que

Hi+j−n−1(|C| ∩ |D| ∩ Σ, [(|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|)] ∩ Σ)

= 0 =

Hi+j−n(|C| ∩ |D| ∩ Σ, [(|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|)] ∩ Σ).

Portanto, pela sequência exata do par (|C| ∩ |D| ∩ J, (|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|)),

i∗ : Hi+j−n−1((|∂C| ∩ |D|) ∪ (|C| ∩ |∂D|))→ Hi+j−n−1(|C| ∩ |D| ∩ J)

é um isomor�smo. Portanto, pelo lema 24.4 da referência [1], a aplicação 7 da de�nição

acima é, de fato, um isomor�smo.

Percebemos que essa de�nição de produto interseção para pseudovariedades tem ba-

sicamente a mesma ideia que a primeira de�nição de produto interseção para variedades

topológicas.

As demonstrações dos dois seguintes lemas podem ser encontrado na referência [1].

Lema 2.5. Consideremos p, q e r perversidades tais que p+q = r. Sejam C ∈ IpCi(X)

e D ∈ IqCj(X) cadeias tais que C t D, ∂C t D e C t ∂D. Então,

∂(C ∩D) = (∂C) ∩D + (−1)n−iC ∩ (∂D).

Lema 2.6. Consideremos p, q e r perversidades tais que p+q = r. Sejam C ∈ IpCi(X)

e D um (q, j)−subconjunto admissível de X. Se |∂C| t D, então existem cadeias

C ′ ∈ IpCi(X) e E ∈ IpCi+1(X) tais que ∂E = C ′ − C, |C ′| t D e ∂C ′ = ∂C.

Em particular, se temos dois ciclos quaisquer, esse lema diz que mesmo que eles não

sejam transversais, ainda podemos escolher representantes em suas classes de homologia

de tal forma que sejam transversais.

Teorema 2.7. Consideremos p, q e r perversidades tais que p + q ≤ r. Então, existe
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um único produto interseção

∩ : IpHi(X)× IqHj(X)→ IrHi+j−n(X)

tal que para cada par de ciclos transversais C ∈ IpCi(X) e D ∈ IqCj(X), [C ∩ D] =

[C] ∩ [D], ou seja, ∩ não depende da escolha dos representantes das classes.

Prova. Primeiramente, vamos provar o caso quando as perversidades satisfazem a

igualdade, ou seja, quando p + q = r. Daí, sejam α ∈ IpHi(X) e β ∈ IqHj(X).

Escolhamos C ∈ IpCi(X) como um ciclo representante de α e D ∈ IqCj(X) como um

ciclo representante de β. Pelo lema 2.6, existem cadeias C1 ∈ IpCi(X) e E ∈ IpCi+1(X)

tais que C1 t D, ∂E = C − C1 e ∂C1 = ∂C = 0. Pelo lema 2.5, ∂(C1 ∩ D) =

(∂C1)∩D+ (−1)n−iC1∩ (∂D) = 0, logo C1∩D é um ciclo de IrCi+j−n(X). De�namos

α ∩ β = [C1 ∩D].

Seja C2 ∈ IpCi(X) outro ciclo transversal a D que representa α. Daí, existe uma

cadeia E ′ ∈ IpCi+1(X) tal que C2 − C1 = ∂E ′. Como ∂E ′ t D, pelo lema acima,

existem cadeias F ∈ IpCi+1(X) e E ∈ IpCi+2(X) tais que ∂E = F − E ′, F t D e

∂F = ∂E ′ = C2−C1. Daí, ∂(F∩D) = (∂F )∩D+(−1)n−i−1F∩(∂D) = C2∩D−C1∩D.
Com isso, [C1∩D] = [C2∩D] em IrHi+j−n(X). Logo, α∩β não depende do representante

transversal a D na classe de homologia de α. De forma análoga, podemos provar que

α∩β não depende do representante transversal a C na classe de homologia de β. Agora,

sejam C ′ ∈ IpCi(X) e D′ ∈ IqCj(X) ciclos transversais quaisquer que representam α e

β, respectivamente. Pelo lema acima, existe um ciclo D′′ ∈ IqCj(X) na mesma classe

de homologia de D′ que é transversal a |C ′| ∪ |C1|. Logo,

α ∩ β = [C1 ∩D] = [C1 ∩D′′] = [C ′ ∩D′′] = [C ′ ∩D′].

Assim, α ∩ β está bem de�nido.

Se as perversidades p, q e r são tais que p+q ≤ r, então existem perversidades p′, q′

e r′ tais que p ≤ p′, q ≤ q′, r′ ≤ r e p′ + q′ = r′. Pelo o que acabamos de provar, existe

um produto interseção bem de�nido Ip
′
Hi(X) × Iq

′
Hj(X) → Ir

′
Hi+j−n(X). Assim,

como IpHi(X) ⊂ Ip
′
Hi(X), IqHj(X) ⊂ Iq

′
Hj(X) e Ir

′
Hi+j−n(X) ⊂ IrHi+j−n(X),

podemos de�nir o produto interseção IpHi(X)× IqHj(X)→ IrHi+j−n(X) como sendo
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a composta abaixo

IpHi(X)× IqHj(X)

��
Ip
′
Hi(X)× Iq′Hj(X) // Ir

′
Hi+j−n(X)

��
IrHi+j−n(X).

E o resultado independe das escolhas de p′, q′ e r′.

Exemplo 2.7. Seja X = S(T 2) a suspensão do toro. Vamos calcular a matriz da

seguinte aplicação

InH1(X;Q)× I tH2(X;Q) // I tH0(X;Q)
ε∗ // Q

que é a aplicação augmentação ε∗ : Σnixi → Σni seguida do produto interseção, onde

Q é o corpo dos racionais. Sabemos do exemplo 2.5 que InH1(X;Q) é gerado por os

ciclos a e b e I tH2(X;Q) é gerado por os ciclos S(a) e S(b). A interseção de a e S(b) é

simplesmente o ponto a∩ b. Daí, o índice de interseção I(a, S(b)) é ±1, dependendo da

orientação de S(T 2). De forma análoga, I(b, S(a)) = ±1. Como a∩S(a) = a, temos que

a e S(a) não são transversais, porém, podemos pegar um ciclo a′ na mesma classe de

homologia de interseção de a tal que a′ ∩S(a) = ∅. Logo, I(a, S(a)) = I(a′, S(a)) = 0.

Da mesma forma, temos que I(b, S(b)) = 0. Portanto, a matriz que procuramos é a

seguinte [
I(a, S(a)) I(a, S(b))

I(b, S(a)) I(b, S(b))

]
=

[
0 ±1

±1 0

]
.

Por essa matriz percebemos que a composta acima não é degenerada.

Portanto, com a homologia de interseção podemos recuperar o produto interseção

que tínhamos para variedades topológicas e que não estava bem de�nido para pseudo-

variedades com a homologia clássica.
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2.4 Relação entre Qp
i e IH

p
i (X) e Consequências Im-

portantes

Nesta seção, vamos de�nir certos subcomplexos especiais de sd(T ), onde T é uma

triangulação da pseudovariedade X, e veremos como usando eles podemos calcular

os grupos de homologia de interseção de X com a homologia clássica. Para a partir

daí, concluir que os grupos de homologia de interseção de X são independentes da

estrati�cação e triangulação, e X sendo compacta, então eles são �nitamente gerados.

De�nição 2.13. Sejam T uma triangulação da pseudovariedade X de dimensão n,

sd(T ) a subdivisão baricêntrica de T e p uma perversidade. Dado um inteiro i ≥ 0,

de�nimos a aplicação Lpi : {0, 1, · · · , n+ 1} → {−1, 0, . . . , i− 1, i} da seguinte forma:

Lpi (0) = i, Lpi (1) = i− 1, Lpi (n+ 1) = −1

e se 2 ≤ c ≤ n então

Lpi (c) =


−1, se i− c+ p(c) ≤ −1,

n− c, se i− c+ p(c) ≥ n− c,

i− c+ p(c), de outra forma.

O número Lpi (c) é a maior dimensão possivel da interseção de qualquer conjunto A

(p, i)−admissível com Xn−c se c ≥ 2. Pois, temos que dim(A) ≤ i e

dim(A ∩Xn−c) ≤ i− c+ p(c).

Se i − c + p(c) ≤ −1, então A e Xn−c não podem se interceptar, logo podemos dizer

que a maior dimensão possível da interseção de A com Xn−c é −1 = Lpi (c). Como

dim(Xn−c) = n− c, se i− c + p(c) ≥ n− c, então dim(A ∩Xn−c) ≤ n− c = Lpi (c); já

se 0 ≤ i− c+ p(c) ≤ n− c− 1, então dim(A ∩Xn−c) ≤ i− c+ p(c) = Lpi (c). Se c = 1,

então dim(A∩Xn−1) = dim(A∩Xn−2) ≤ i− 2 < i− 1 = Lpi (1). Os casos quando c = 0

ou n+ 1 é mais direto ainda.

Temos que Lpi (c) − 1 ≤ Lpi (c + 1) ≤ Lpi (c), pois p(c) ≤ p(c + 1) ≤ p(c) + 1. Logo,

a aplicação 4Lpi (c) = Lpi (c) − Lpi (c + 1) com domínio {0, 1, · · · , n} tem valores no

conjunto {1, 0}.

De�nição 2.14. Chamamos Qp
i de conjunto básico o subcomplexo de sd(T ) gerado

por os baricêntros de os simplexos σ de T tais que 4Lpi (n− dim(σ)) = 1.
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Em nenhum momento da de�nição de Qp
i usamos a estrati�cação de X, assim os

conjuntos básicos não dependem da estrati�cação de X.

A dimensão de Qp
i é i, pois em cada n-simplexo, Lpi varia i + 1 vezes. Logo, a

dimensão máxima dos simplexos de Qp
i é i.

Se4Lpi (n−dim(σ)) = 1, então4Lpi+1(n−dim(σ)) = 1. Logo, Qp
i é um subcomplexo

de Qp
i+1.

Exemplo 2.8. Seja X um 3-simplexo σ. Vamos determinar Qp
0, Q

p
1, Q

p
2, e Q

p
3 para as

perversidades nula n e a máxima t :

• i = 0: Lp0(0) = 0 e Lp0(1) = Lp0(2) = Lp0(3) = Lp0(4) = −1. Logo, 4Lp0(0) = 1

e 4Lp0(1) = 4Lp0(2) = 4Lp0(3) = 0. Daí, Qp
0 é o baricêntro de σ para qualquer

perversidade p.

Figura 2.10: Qp
1

• i = 1: Lp1(0) = 1, Lp1(1) = 0 e Lp1(2) = Lp1(3) = Lp1(4) = −1. Logo, 4Lp1(0) =

4Lp1(1) = 1 e 4Lp1(2) = 4Lp1(3) = 0. O que indica que Qp
1 é gerado pelo bari-

cêntro de σ e os baricêntros das faces de dimensão 2 para qualquer perversidade

p.

• i = 2: para a perversidade n temos que Ln2 (0) = 2, Ln2 (1) = 1, Ln2 (2) = 0 e

Ln2 (3) = Ln2 (4) = −1. Com isso, 4Ln2 (0) = 4Ln2 (1) = 4Ln2 (2) = 1 e 4Ln2 (3) = 0.

Assim, Qn
2 é gerado pelo baricêntro de σ e os baricêntros das faces de dimensões 2

e 1. Já para a pervesidade t vemos que Lt2(0) = 2, Lt2(1) = 1, Lt2(2) = Lt2(3) = 0

e Lt2(4) = −1. Logo, 4Lt2(0) = 4Lt2(1) = 1, 4Lt2(2) = 0 e 4Lt2(3) = 1. Então,

Qt
2 é gerado pelo baricentro de σ e os baricentros das faces de dimensões 2 e 0.

• i = 3: Qp
3 = σ para qualquer pervesidade p.
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Figura 2.11: Qn
2

Figura 2.12: Qt
2

Proposição 2.8. Sejam p e q perversidades tais que p+q = t é a perversidade máxima.

Se i ≥ 1 e Tn−2 é o (n − 2)-esqueleto da triangulação T de X, então existem retratos

de deformações canônicos preservando-simplexo

X − (Qq
n−i+1 ∩ |Tn−2|)→ Qp

i

X −Qq
n−i+1 → Qp

i ∩ |Tn−2|

Prova. Como i ≥ 1, temos que Lpi (2) 6= Lpi (1), e como Lpi (0) 6= Lpi (1), temos que os

baricêntros dos n-simplexos e (n− 1)-simplexos de T estão em Qp
i .

Por uma manipulação aritmética, vemos que se 2 ≤ c ≤ n+ 1, então

Lpi (c) + Lqn−i+1(c) = n− c− 1.
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Daí,

4Lpi (c) +4Lqn−i+1(c) = Lpi (c)− L
p
i (c+ 1) + Lqn−i+1(c)− Lqn−i+1(c+ 1) =

n− c− 1− (n− c− 1− 1) = 1.

Com isso, para qualquer simplexo de Tn−2 seu baricêntro está em Qp
i ou em Qq

n−i+1,

mas não nos dois simultaneamente. Logo, o conjunto dos vértices de sd(T ) que geram

Qp
i é o complementar dos conjunto dos vértices que geram Qq

n−i+1∩|Tn−2|. Assim, cada

simplexo σ em sd(T ) é o join de σ ∩Qp
i e σ ∩ (Qq

n−i+1 ∩ |Tn−2|). Com isso em mente, o

retrato de deformação procurado

X − (Qq
n−i+1 ∩ |Tn−2|)→ Qp

i

é dada em cada simplexo de sd(T ) retraindo ao longo dessas linhas de join. O outro

retrato de deformação

X −Qq
n−i+1 → Qp

i ∩ |Tn−2|

é de�nida com um argumento similar.

Proposição 2.9. Seja T uma triangulação de X compatível com sua estrati�cação.

Consideremos Qp
i de�nido em relação a essa triangulação T. Então, para cada i ≥ 0,

Qp
i é um conjunto (p, i)-admissível.

Prova. Se σ é um k-simplexo de T, então dim (σ∩Qp
i ) = Lpi (n−k), pois dim (σ∩Qp

i )

é igual a quantidade de saltos menos 1 que ocorre quando 4Lpi varia de n− dim (σ) a

n, ou seja,

dim (σ∩Qp
i ) =

n∑
c=n−dim (σ)

4Lpi (c)−1 = Lpi (n−dim (σ))−Lpi (n+1)−1 = Lpi (n−dim (σ)).

Dado σ um p−simplexo de Xn−c. Daí, n − c ≥ p, e seja m = n − p ≥ c. Temos

que dim (σ ∩ Qp
i ) = φ ou dim (σ ∩ Qp

i ) = Lpi (m) ≤ i − m + p(m). Seja k tal que

k + c = m. Como p(j + 1) ≤ p(j) + 1 para todo j, temos que p(m) ≤ p(c) + k. Logo,

i−m+ p(m) ≤ i− k− c+ p(c) + k = i− c+ p(c). Portanto, para qualquer simplexo σ

de Xn−c, dim (σ ∩Qp
i ) = φ ou dim (σ ∩Qp

i ) ≤ i− c+ p(c), e assim o resultado segue.

Logo, qualquer i-cadeia formada por simplexos de Qp
i é (p, i)-admissível, mas isso

não implica que ela está em IpCi(X).

A próxima proposição nos conta a importância dos conjuntos básicos Qp
i .
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Teorema 2.10. Seja T uma triangulação de X compatível com sua estrati�cação.

Consideremos os conjuntos básicos Qp
i de�nidos em relação a T. Então, o homomor-

�smo

Ψ : Im (Hi(Q
p
i )→ Hi(Q

p
i+1))→ IpHi(X)

induzido pelas as inclusões

∂−1(Ci(Q
p
i )) ∩ Ci+1(Qp

i+1) ⊂ IpCi+1(X)

(Ker ∂) ∩ Ci(Qp
i ) ⊂ IpCi(X)

é um isomor�smo, onde ∂ : Ci(X)→ Ci−1(X) é o operador bordo.

Prova. Sejam {Cj(Qp
i )), ∂

′
j} o complexo simplicial de Qp

i , {Cj(Q
p
i+1)), ∂′′j } o complexo

simplicial de Qp
i+1 e {IpCj(X)), ∂j} o complexo simplicial singular de X. Temos que

Hi(Q
p
i ) = Ker ∂′i, Hi(Q

p
i+1) =

Ker ∂′′i
Im ∂′′i+1

e IpHi(X) =
Ker ∂i
Im ∂i+1

,

pois Im ∂′i+1 = 0. O homomor�smoHi(Q
p
i )→ Hi(Q

p
i+1) é induzido pela inclusão. Como

Qp
i é um subcomplexo de Qp

i+1, a inclusão é uma aplicação simplicial. Logo,

Hi(Q
p
i ) −→ Hi(Q

p
i+1)

ξi 7−→ ξi + Im ∂′′i+1

Daí, o núcleo desta aplicação é Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1. Pelo teorema do isomor�smo,

Im (Hi(Q
p
i )→ Hi(Q

p
i+1)) =

Ker ∂′i
Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1

Com isso,

Ψ :
Ker ∂′i

Ker ∂′i∩Im ∂′′i+1
−→ IpHi(X)

ξi 7−→ ξi + Im ∂i+1

Pois, primeiramente, se ξi ∈ Ker ∂′i, então ξi é (p, i)-admissível e ∂′i(ξi) = 0, logo

ξi ∈ IpCi(X) e ξi ∈ Ker ∂i. Segundo, se ξi + Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1 = ξ′i + Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1,

então existe ξ′′i ∈ Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1 tal que ξi − ξ′i = ξ′′i . Daí, existe ξ
′′′
i+1 ∈ Ci+1(Qp

i+1)

tal que ∂′′i+1(ξ′′′i+1) = ξ′′i . Temos ξ′′′i+1 ∈ IpCi+1(X), pois ξ′′′i+1 é (p, i + 1)-admissível, e

como ∂′′i+1(ξ′′′i+1) = ξ′′i ∈ Ker ∂′i, resulta que ∂′′i+1(ξ′′′i+1) ∈ Ci(Q
p
i ), e assim ∂′′i+1(ξ′′′i+1) é

(p, i)-admissível.

Primeiramente, vamos considerar i > 0. Vamos mostrar que Ψ é sobrejetiva: seja

z ∈ IpHi(X) representado pelo ciclo zi. Seja t a perversidade máxima. Então, t−p = q é

uma perversidade também. Sabemos que dim (Qq
n−i+1∩|Tn−2|) = Lqn−i+1(n−(n−2)) =
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Lqn−i+1(2) = n− i+ 1− 2 = n− i− 1. Daí, Qq
n−i+1 ∩ |Tn−2| é (q, n− i− 1)-admissível.

Como ∂(zi) = 0, pelo lema 2.6, existe um ciclo z′i na mesma classe de zi tal que z
′
i t

Qq
n−i+1∩|Tn−2|. Com isso, dim (z′i∩Q

q
n−i+1∩|Tn−2|) ≤ i+n−i−1−n = −1, implicando

que z′i ∩ Q
q
n−i+1 ∩ |Tn−2| = ∅. Logo, z′i ⊂ X − (Qq

n−i+1 ∩ |Tn−2|). Seja r a deformação

retração de X − (Qq
n−i+1 ∩ |Tn−2|) para Qp

i . Como r não é uma aplicação simplicial,

r(z′i) não tem uma estrutura de i−ciclo como queremos. Porém, podemos induzir um

ciclo r∗(z
′
i) ∈ Ci(Q

p
i ) tal que |r∗(z′i)| = r(|z′i|) como segue: triangularizemos |z′i| tal que

cada simplexo de z′i está contido em um único simplexo de sd(T ). Agora, enviemos cada

vértice v de |z′i| para r(v) ∈ Qp
i e estendamos linearmente sobre todos os simplexos de

|z′i|. Isso vai resultar em uma cadeia de Ci(Q
p
i ), e vamos denota-la por r∗(z

′
i). Temos que

|z′i|× [0, 1] tem uma estrutura de um complexo simplicial com exatamente dois vértices

(v, 0) e (v, 1) para cada vértice v de |z′i|. De�namos a aplicação H : |z′i| × [0, 1] → X

para cada vértice v de |z′i| por H(v, 1) = r(v) e H(v, 0) = v e estendamos linearmente

sobre todos os simplexos de |z′i|×[0, 1]. Temos que H(z′i×[0, 1]) ∈ Ci+1(X) e ∂i+1H(z′i×
[0, 1]) = r∗(z

′
i)− z′i por causa da triangulação de |z′i| × [0, 1]. Como a �ltração de X é

compatível com a triangulação T, desde que dim(Xn−c ∩ (r∗(z
′
i) − z′i)) ≤ i − c + p(c),

temos que dim(Xn−c∩H(z′i× [0, 1])) ≤ i+1−c+p(c). Logo, H(z′i× [0, 1]) ∈ IpCi+1(X),

e, portanto, r∗(z
′
i) e z

′
i representam a mesma classe em IpHi(X).

Agora, vamos mostrar que Ψ é injetiva: sejam zi, z
′
i ∈ Ker ∂′i tais que zi − z′i =

∂i+1(ξ) com ξ ∈ IpCi+1(X). Sabemos que (Qq
n−i ∩ |Tn−2|)∩Qp

i+1 = ∅. Como ∂i+1(ξ) =

zi − z′i ⊂ Qp
i ⊂ Qp

i+1, temos que ∂i+1(ξ) t (Qq
n−i ∩ |Tn−2|). Daí, novamente, pelo lema

acima, existem cadeias ξ′ ∈ IpCi+1(X) e E ∈ IpCi+2(X) tais que ∂i+2(E) = ξ′ − ξ e

ξ′ t (Qq
n−i ∩ |Tn−2|). Como dim(Qq

n−i ∩ |Tn−2|) = n − i − 2, então dim(ξ′ ∩ (Qq
n−i ∩

|Tn−2|)) ≤ n− i− 2 + i+ 1−n = −1. Logo, ξ′ ⊂ X − (Qq
n−i∩ |Tn−2|). Usando o mesmo

argumento como acima, construímos uma cadeia r∗(ξ
′) ∈ Ci+1(Qp

i+1) e encontramos

uma cadeia ξ′′ ∈ IpCi+2(X) tal que ∂i+2(ξ′′) = r∗(ξ
′)−ξ′. Daí, ∂i+1(r∗(ξ

′)) = ∂i+1(ξ′) =

∂i+1(ξ) = zi − z′i. Portanto,

zi + Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1 = z′i + Ker ∂′i ∩ Im ∂′′i+1

em
Ker ∂′i

Ker ∂′i∩Im ∂′′i+1
.

Vamos, agora, analisar o caso i = 0 : temos que Qp
0 é o conjunto dos baricentros de

todos os n-simplexos de T. Com isso, H0(Qp
0) = C0(Qp

0). Sabemos que Qp
1 tem o mesmo

número de componentes conexas de X − Σ. Logo, H0(Qp
1) = H0(X − Σ) e é gerado

por um conjunto escolhendo um vértice arbitrariamente de cada componente conexa

de Qp
1. Podemos considerar que esse conjunto está contido em C0(Qp

0). Daí,

Im (H0(Qp
0)→ H0(Qp

1)) = H0(Qp
1).
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Então,

Ψ : Im (H0(Qp
0)→ H0(Qp

1)) = H0(X − Σ) −→ IpH0(X)

ξi 7−→ ξi + Im ∂1

é um isomor�smo pelo segundo item da observação 2.3.

Corolário 2.11. Os grupos IpHi(X) são �nitamente gerados se X é compacto.

Prova. Se X é compacto, então Im (Hi(Q
p
i )→ Hi(Q

p
i+1)) é �nitamente gerado, pois é

um subgrupo deHi(Q
p
i+1) que é �nitamente gerado. Portanto, pela proposição anterior,

IpHi(X) é �nitamente gerado.

Os dois corolários seguintes provam o terceiro item da observação 2.3.

Corolário 2.12. Os grupos IpHi(X) independem da estrati�cação.

Prova. Sejam S e S ′ duas estrati�cações de X e T e T ′ duas triangulações de X

compatíveis com S e S ′, respectivamente. Daí, X sendo um PL−espaço, existe uma

subdivisão T de X comum de T e T ′. Logo, T é compatível com S e S ′. De�namos Qp
i

e Qp
i+1 com relação a T . Sabemos que os conjuntos básicos, Qp

i e Q
p
i+1, não dependem

da estrati�cação, daí, pela proposição anterior, Im (Hi(Q
p
i ) → Hi(Q

p
i+1)) é igual a

IpHi(X), onde IpHi(X) é de�nido em relação a qualquer uma das duas estrati�cações.

Corolário 2.13. Os grupos Im (Hi(Q
p
i )→ Hi(Q

p
i+1)) independem da triangulação.

Prova. Sejam T e T ′ triangulações de X. As �ltrações

X = |Tn| ⊃ Σ = |Tn−2| ⊃ |Tn−3| ⊃ · · · ⊃ |T0|

X = |T ′n| ⊃ Σ = |T ′n−2| ⊃ |T ′n−3| ⊃ · · · ⊃ |T ′0|

resultam em estrati�cações de X e são compatíveis com T e T ′, respectivamente. Daí,

pelo corolário anterior, IpHi(X) não depende da estrati�cação de X, logo IpHi(X) é

igual a Im (Hi(Q
p
i )→ Hi(Q

p
i+1)), onde os conjuntos básicos são de�nidos em relação a

T ou a T ′.

Sejam X e Y pseudovariedades e h : X → Y um homeomor�smo entre elas. Consi-

deremos T : |K| → X uma triangulação de X. Logo, o complexo simplicial K também

resulta em uma triangulação de Y. Daí, desde que os grupos de homologia de interseção

de X e Y independem da triangulação, resulta que eles são isomorfos. Concluímos que

os grupos de homologia de interseção são invariantes topológicos sobre as pseudovari-

edades.
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2.5 Teorema da Dualidade de Poincaré Generalizada

Nesta seção, vamos �nalmente provar o teorema da dualidade de Poincaré genera-

lizada para pseudovariedades, mas, antes disso, vamos demonstrar dois resultados que

serão fundamentais para isso.

Lema 2.14. Seja X uma pseudovariedade compacta e orientada de dimensão n. Se p

e q são perversidades complementares e i+ j = n com i > 0, então

IqHi(X) = Im (Hj(Qp
j+1)→ Hj(Qp

j)).

Prova. Sejam T uma triangulação de X e S = |Tn−2| o (n − 2)-esqueleto de T. Daí,

dim(Qq
i ∩S) = Lqi (n−n+2) = Lqi (2) = i−2. De forma análoga, dim(Qq

i+1∩S) = i−1.

Das sequências exatas do pares (Qq
i , Q

q
i ∩ S)) e (Qq

i+1, Q
q
i+1 ∩ S)) e das inclusões,

temos o seguinte diagrama comutativo:

0 = Hi(Q
q
i ∩ S)

��

// Hi(Q
q
i )

��

π∗ // Hi(Q
q
i , Q

q
i ∩ S))

��

// Hi−1(Qq
i ∩ S) = 0

��

0 = Hi(Q
q
i+1 ∩ S) // Hi(Q

q
i+1)

π′∗ // Hi(Q
q
i+1, Q

q
i+1 ∩ S)) // Hi−1(Qq

i+1 ∩ S).

Como π∗ é sobrejetiva, π
′
∗ é injetiva e o diagrama comuta, resulta que

IqHi(X) = Im(Hi(Q
q
i )→ Hi(Q

q
i+1)) ' Im(Hi(Q

q
i , Q

q
i ∩ S)→ Hi(Q

q
i+1, Q

q
i+1 ∩ S)).

Pelos retratos de deformações da proposição 2.8, temos o seguinte diagrama:

Hi(Q
q
i , Q

q
i ∩ S) '

��

Hi(X −Qp
j+1 ∩ S,X −Q

p
j+1)

��

Hi(Q
q
i+1, Q

q
i+1 ∩ S) ' Hi(X −Qp

j ∩ S,X −Q
p
j).

Como os subconjuntos Qp
j ∩S ⊂ Qp

j e Q
p
j+1∩S ⊂ Qp

j+1 são construtivos, pelo lema 2.4,

temos o seguinte diagrama:

Hi(X −Qp
j+1 ∩ S,X −Q

p
j+1) '

��

Hj(Qp
j+1, Q

p
j+1 ∩ S)

��

Hi(X −Qp
j ∩ S,X −Q

p
j) ' Hj(Qp

j , Q
p
j ∩ S)
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Juntando esses dois diagramas, concluímos que

IqHi(X) = Im(Hi(Q
q
i , Q

q
i ∩ S)→ Hi(Q

q
i+1, Q

q
i+1 ∩ S)) '

Im(Hj(Qp
j+1, Q

p
j+1 ∩ S)→ Hj(Qp

j , Q
p
j ∩ S)).

Sabemos que dim(Qp
j ∩ S)) = j − 2 e dim(Qp

j+1 ∩ S)) = j − 1.

Pelas sequências exatas de cohomologia dos pares (Qp
j , Q

p
j ∩S)) e (Qp

j+1, Q
p
j+1 ∩S))

e pelas inclusões, temos o seguinte diagrama comutativo:

0 = Hj(Qp
j ∩ S) Hj(Qp

j)
oo Hj(Qp

j , Q
p
j ∩ S))oo Hj−1(Qp

j ∩ S) = 0oo

0 = Hj(Qp
j+1 ∩ S)

OO

Hj(Qp
j+1)oo

OO

Hj(Qp
j+1, Q

p
j+1 ∩ S))oo

OO

Hj−1(Qp
j+1 ∩ S).oo

OO

Daí, desse diagrama concluímos que

IqHi(X) = Im(Hj(Qp
j+1, Q

p
j+1 ∩ S)→ Hj(Qp

j , Q
p
j ∩ S)) ' Im(Hj(Qp

j+1)→ Hj(Qp
j)).

Lema 2.15. Sejam A ⊂ B subcomplexos. Os indices de Kronecker

Hj(A)×Hj(A) −→ Z
(cj, cj) 7−→ cj(cj)

e
Hj(B)×Hj(B) −→ Z

(cj, cj) 7−→ cj(cj)

induzem uma aplicação bilinear entre

Im(Hj(A)→ Hj(B)) e Im(Hj(B)→ Hj(A))

que é não-degenerada se os coe�cientes estão em um corpo F.

Prova. A aplicação i∗ : Hj(A) → Hj(B) é induzida da inclusão i# : Cj(A) → Cj(B),

ou seja, i∗(cj) = cj. Ja a aplicação i∗ : Hj(B) → Hj(A) é induzida da dual de i#, ou

seja, i∗(cj) = cj ◦ i#. De�namos

Φ : Im(Hj(B)→ Hj(A))× Im(Hj(A)→ Hj(B)) −→ Z
(i∗(cj) = cj ◦ i#, i∗(cj) = cj) 7−→ 〈cj ◦ i#, cj〉

Se i∗(zj) = i∗(zj) = cj, então existe dj+1 ∈ Cj+1(B) tal que zj − zj = ∂dj+1. Daí, 〈cj ◦
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i#, zj−∂dj+1〉 = 〈cj◦i#, zj〉−〈cj◦i#, ∂dj+1〉 = 〈cj◦i#, zj〉−〈δcj◦i#, dj+1〉 = 〈cj◦i#, zj〉,
pois cj◦i# é um cociclo. Se i∗(cj) = cj◦i# = i∗(cj) = cj◦i#, então existe dj−1 ∈ Cj−1(A)

tal que cj ◦ i#− cj ◦ i# = δdj−1. Logo, 〈cj ◦ i#− δdj−1, cj〉 = 〈cj ◦ i#, cj〉 − 〈δdj−1, cj〉 =

〈cj ◦i#, cj〉−〈dj−1, ∂cj〉 = 〈cj ◦i#, cj〉, pois cj é um ciclo. Portanto, Φ está bem de�nida.

Agora, sejam i∗(cj) = cj e i∗(cj) = cj. Então, cj + cj = i∗(cj + cj), logo Φ(cj, cj + cj) =

〈cj ◦ i#, cj + cj〉 = Φ(cj, cj) + Φ(cj, cj). Já se i∗(cj) = cj ◦ i# e i∗(cj) = cj ◦ i#, então
cj ◦ i# + cj ◦ i# = i∗(cj + cj), e Φ(cj + cj, cj) = 〈(cj + cj) ◦ i#, cj〉 = Φ(cj, cj) + Φ(cj, cj).

Seja λ ∈ Z. Temos que i∗(λcj) = λcj = λi∗(cj) e i∗(λcj) = λcj ◦ i# = λi∗(cj) e

Φ(cj, λcj) = λΦ(cj, cj) e Φ(λcj, cj) = λΦ(cj, cj). Dessa forma, concluímos que Φ é uma

aplicação bilinear bem de�nida.

Sabemos do teorema 53.5 da referencia [1] que se F é um corpo e C é um complexo

de cadeia livre, então Hq(C;F) é isomorfo a HomF (Hq(C;F), F) para todo q. Daí, o

índice de Kronecker de A e B sobre F é não-degenerada.

Com isso em mente, se Φ(cj, cj) = 0 ∀cj ∈ Im(Hj(A;F) → Hj(B;F)), então 〈cj ◦
i#, cj〉 = 0 ∀cj ∈ Hj(A;F). Como cj ◦ i# é um cocliclo de A, temos, pela obersevação

acima, que cj ◦ i# é nulo em Hj(A;F). Já se Φ(cj, cj) = 0 ∀cj ∈ Im(Hj(B;F) →
Hj(A;F)), então 〈cj, cj〉 = 0 ∀cj ∈ Hj(B;F). Como i# : Cj(A;F) → Cj(B;F) manda

ciclo em ciclo, i#(cj) = cj é também um ciclo de B. Daí, cj é nulo em Hj(B;F).

Portanto,

Φ : Im(Hj(B;F)→ Hj(A;F))× Im(Hj(A;F)→ Hj(B;F)) −→ F
(i∗(cj) = cj ◦ i#, i∗(cj) = cj) 7−→ 〈cj ◦ i#, cj〉

é não-degenerada.

Teorema 2.16. (Teorema da Dualidade de Poincaré Generalizada) Seja X uma pseu-

dovariedade compacta e orientada de dimensão n. Se as perversidades p e q são com-

plementares e i+ j = n, então a aplicação bilinear

IqHi(X;F)× IpHj(X;F) // I tH0(X;F)
ε∗ // F

que é a composta da aplicação augmentação ε∗ : Σnixi → Σni seguida do produto

interseção é não-degenerada, onde F é um corpo.

Prova. Seja i > 0. Pelo lema 2.14, temos que

IqHi(X;F) = Im (Hj(Qp
j+1;F)→ Hj(Qp

j ;F)).
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Já pelo teorema 2.10, temos que

IpHj(X;F) = Im (Hj(Q
p
j ;F)→ Hj(Q

p
j+1;F)).

Finalmente, pelo último lema, existe uma aplicação bilinear

IqHi(X;F)× IpHj(X;F)→ F

que é não-degenerada.

Para o caso i = 0, sabemos, pelo segundo item da observação 2.3, que IqH0(X) =

H0(X − Σ) e IpHn(X) = Hn(X). Pelo lema 2.4, H0(X − Σ) ' Hn(X,Σ). Desde

dim(Σ) ≤ n − 2, Hn(X,Σ) = Hn(X). Logo, IqH0(X;F) ' Hn(X;F) e IpHn(X;F) =

Hn(X;F), e, portanto, o índice de Kronecker é a aplicação bilinear que estamos procu-

rando.

Com um argumento similar ao da proposição 1.11, podemos ver que essa aplicação

bilinear não-degenerada que acabamos de provar,

IqHi(X;F)× IpHj(X;F)→ F,

é igual, a menos de isomor�smo, a composta

IqHi(X;F)× IpHj(X;F) // I tH0(X;F)
ε∗ // F,

da aplicação augmentação ε∗ : Σnixi → Σni seguida do produto interseção.

Observação 2.5. Pelo teorema dos coe�cientes universais, temos que

Hi(X;F) ' Hi(X)⊗ F e H i(X;F) ' H i(X)⊗ F

onde X é a pseudovariedade compacta do teorema 2.16 e F é um corpo qualquer que

contém os racionais Q. Daí, se nós começássemos com todos os complexos de cadeias

de�nidos em Z, ao invés do corpo F, poderíamos concluir, de forma quase análoga, que

a aplicação bilinear acima

IqHi(X)× IpHj(X)→ Z

quando tensorada com F é não-degenerada.

Corolário 2.17. Seja X uma pseudovariedade compacta e orientada de dimensão n.
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Se as perversidades p e q são complementares e i+ j = n, então existe um isomor�smo

IpHj(X;F) ' Hom(IqHi(X;F),F)

para todo corpo F.

Prova. Análoga a demonstração do corolário 1.12.
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