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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a homologia de intersecao simplicial, como introdu-
zida por M. Goresky e R. MacPherson em 1978 no artigo [3]. O principal resultado
desta dissertacao ¢ a demonstracao do teorema da dualidade de Poincaré generalizada

da homologia de intersecao para pseudovariedades.

Palavras-chave: Homologia de Intersecao, Dualidade de Poincaré Generalizada, Pseu-

dovariedades.



Abstract

In this dissertation we study the simplicial intersection homology as introduced
by M. Goresky e R. MacPherson in 1978 in the article [3]. The main result of this
dissertation is the demonstration of the generalized Poincaré duality theorem of the

intersection homology theory for pseudomanifolds.

Keywords: Intersection Homology, Generalized Poincaré Duality, Pseudomanifolds.
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Introducao

O teorema da dualidade de Poincaré diz que se X é uma n—variedade topologica

compacta e orientavel entao
HP(X;G) ~ H,_,(X;G)

para todo grupo abeliano G e todo p.

Usando fortemente esse resultado, muitas teorias foram criadas e muitos teoremas
foram descobertos para variedades. Porém, era sabido que esse teorema falha para es-
pacos singulares, até mesmo para espaco singular nao muito complicado, como espaco
com uma Unica singularidade isolada. Dai, isso motivou os matematicos M. Goresky
e R. MacPherson a criar uma teoria de homologia para uma classe de espacos sin-
gulares, chamadas pseudovariedades, que generalizasse a classica e de tal forma que
valesse alguma versao do teorema da dualidade de Poincaré, que eles chamaram mais
precisamente de teorema da dualidade de Poincaré generalizada.

Esta dissertacao tem como principal objetivo provar o famoso e importante teorema
da dualidade de Poincaré generalizada na teoria de homologia de intersecao simplicial
para pseudovariedades, assim como feito por M. Goresky e R. MacPherson no artigo
13].

Esta dissertacao consiste de dois capitulos. No primeiro capitulo, provaremos a
dualidade de Poincaré para variedades e veremos os motivos pelos quais esse resultado
nao vale sobre os espacos singulares. No segundo capitulo, definiremos e estudaremos
as pseudovariedades, sobre as quais iremos, posteriormente, definir a homologia de
intersecao. E assim, na ultima secao, iremos demonstrar a dualidade de Poincaré

generalizada sobre as pseudovariedades para a homologia de intersecao.



Capitulo 1

Teorema da Dualidade de Poincaré

Este capitulo tem como principal objetivo demonstrar o teorema da dualidade de
Poincaré para variedades topologicas. Neste percurso iremos ver os motivos pelos quais
esse maravilhoso teorema falha em espagos singulares.

Na primeira secao, iremos definir alguns elementos basicos e anunciar alguns resulta-
dos preliminares, muitos dos quais ndo iremos provar (porém suas provas se encontram
na referéncia citada abaixo), para assim demonstrar a primeira versdo do teorema da
dualidade de Poincaré.

Na segunda secao, iremos provar novamente a dualidade de Poincaré, porém usando
alguns novos elementos que nos permitirao entender melhor esse isomorfismo.

Na ultima secao falaremos sobre o produto intersecao, que é um produto em homo-

logia e resulta em outra forma de demonstrar a dualidade de Poincaré.

1.1 Teorema da Dualidade de Poincaré: Primeira Ver-
sao

Nesta secao, vamos demonstrar o teorema da dualidade de Poincaré de uma forma
mais intuitiva. Essa primeira demonstragao ¢ fundamental para que entendarmos me-
lhor a segunda demonstracao que daremos na proxima secao; essa segunda demons-
tracao é mais importante, pois vai nos dar mais informagoes importantes sobre esse
resultado, porém ela ¢ um pouco mais trabalhosa.

Esta, a segunda e parte da terceira secao sao baseadas no ultimo capitulo da refe-
réncia [I]. Logo, um bom entendimento dos outros capitulos da mesma referéncia seria
bom para o entendimento deste trabalho como um todo.

Para videos online sobre Topologia Algébrica, acessar https://www.youtube.com/
playlist?1list=PLo4jXE-LdDTTDwvxhYHZm-yUS5XHLR509D e https://www.youtube.com/
playlist?list=PLo4jXE-LADTQC_6Y1LNETccHL jNwwNSUM
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1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Neste trabalho, vamos sempre considerar que todos os espacos topologicos sao

P L—espacos.

Definicao 1.1. Um espaco topolégico Y é equipado com uma P L—estrutura se existe

uma classe @ de triangulacoes localmente finitas de Y tal que

e cada subdivisao baricéntrica ou linear de uma triangulagao de p ainda esta em

0, e
e duas triangulagoes de p tem uma subdivisao comum em .

Sejam (X, px) e (Y, py) PL—espagos. Uma P L—aplicacao entre eles, f : (X, px) —
(Y, py), é uma aplicagdo para a qual existem triangulacoes Tx € px e Ty € py tais
que a imagem de qualquer simplexo de T'x esta contido em um simplexo de Ty.

Se Y tem uma PL—estrutura, em particular, Y ¢ triangularizavel. Porém, na
literatura matematica ja existem exemplos de espacos triangularizaveis de dimensao
maior do que 4 que nao admitem uma P L—estrutura.

Para esses espacos que admitem uma P L—estrutura, sabemos que podemos usar
tanto a teoria de homologia e cohomologia simplicial quanto a singular visto que te-
remos resultados isomorfos. Sendo assim, neste capitulo iremos usar ambas, mas na
maioria das vezes estaremos usando a simplicial, porém o contexto deixaré claro qual
estamos usando. No préximo capitulo iremos usar sé a teoria simplicial.

Para provar o teorema da dualidade de Poincaré vamos construir um novo complexo
de cadeias que tem homologia e cohomologia isomorfo com a homologia e cohomologia
simplicial ou singular de X, onde X é uma variedade topolbgica, e perceberemos sua
naturalidade na prova do teorema.

Seja K um complexo simplicial. Podemos definir uma ordem parcial nos vértices da
primeira subdivisao baricéntrica sd(K) de K da seguinte forma: consideremos vy, vy €
sd(K) que sdo baricentros de oy e 0y, respectivamente, e o1 e oy sdo faces de um tnico

simplexo de K. Entao,
v1 < vy & v = vy ou dim(oy) < dim(oy).

Chamamos essa ordem de ordem padrao. Percebemos que essa ordem é total quando

restrita aos vértices de um simplexo de sd(K).

Definigao 1.2. Seja K um complexo simplicial localmente finito e sd(K) sua primeira
subdivisao baricéntrica. Para cada simplexo o de K definimos o bloco dual D(o) de o
como sendo a unido de todos os simplexos abertos de sd(K) tais que & é o menor vértice
na ordem padrio, onde & é o baricentro de o. Seu fecho D(o) chamamos de bloco dual
fechado de 0. O bordo de D(o) detonamos por D(c), ou seja D(c) = D(0)\D(0).

4



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Lema 1.1. Seja K um complexo simplicial localmente finito e sd(K) sua primeira

subdivisao baricéntrica. Para cada simplexo o de K temos que
D(o) = {int(7) C sd(K) | 7 simplexo de sd(K) e TNo = {c}},

onde & é o baricentro de o.

Figura 1.1: Complexo Simplicial K.

Exemplo 1.1. Seja K o complexo simplicial ilustrado na figura 1.1. O bloco dual do
segmento wov é o segmento aberto ilustrado em azul na figura 1.2. Ja o bloco dual
do vértice v é o interior da regiao ilustrada em azul na figura 1.3. O bloco dual de

qualquer 2-simplexo é seu baricentro.

Figura 1.2: D(wv).

Proposicao 1.2. Seja K um complexo simplicial localmente finito que consiste intei-

ramente de n-simplexos e suas faces. Considere ¢ um k—simplexo de K.



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Figura 1.3: D(v).

e Os blocos duais sao disjuntos e a uniao de todos eles ¢ o conjunto |K|.
e D(0) é o politopo de um subcomplexo de sd(X) de dimensdo n — k.

o D(a) ¢ a unido de todos os blocos duais D(7) tais que ¢ é uma face propria de

7. Esses blocos duais tém dimensao menor do que n — k.
e D(0) éigual ao cone |D(c) * 5. Portanto, D(c) é aciclico.

e Se H(X,X —6) = Z e H(X,X —G) = 0 para i # n, entio D(0) é uma
(n—k—1)-esfera homologica, ou seja, D(c) tem a mesma homologia de uma esfera
de dimensio n — k — 1, mais precisamente H,__1(D(0)) = Z ¢ Hy(D(c)) = 0
sei#n—k—1;e (D(c),D(0)) tem a homologia da bola B,_;(0) modulo seu
bordo, ou seja, H,_,(D(0),D(c)) = Z e H;(D(c),D(c)) = 0 para i # n — k.
Exemplo 1.2. A técnica que vamos usar para demonstrar o teorema da dualidade de
Poincaré usa fortemente essa proposicao. Porém, desde cedo, ja conseguimos enxergar o
motivo pelo qual nao conseguimos usar essa mesma técnica para demonstrar a dualidade
de Poincaré para espacos singulares. Por exemplo, seja o toro pingado da figura 1.4.
O bloco dual do vértice v é um cone aberto. Logo, D(v) é uma unido disjunta de dois

circulos S! que obviamente nao tem a homologia de um tnico circulo S?.

Definicao 1.3. Sejam Y um espago topologico e y € Y. Os grupos
Hy(Y,Y —y)

sao chamados de grupos de homologia local de Y no ponto y.



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Figura 1.4: Toro Pingado.

Seja A um subconjunto de Y que contém uma vizinhanc¢a de y. Como Y — int(A)

é fechadoe Y — A C Y —int(A), temos que
Y-AcCY —int(A) Y — {y} =int(Y — ).
Logo, pelo teorema da excisao,
Hy(Y,Y = y) = Hy(Y — (Y — A),Y —y— (Y — A)) = H,(A, A — ).

Portanto, os grupos de homologia local dao informacoes locais de Y.
Perceberemos que o teorema da dualidade de Poincaré vai valer para objetos mais
gerais do que variedades topologicas: objetos que nao sao necessariamente variedades,

mas tém os mesmos grupos de homologia local de variedades topologicas.

Definicao 1.4. Um espaco topologico X é uma n-variedade homolégica se para cada
reX, Hy(X,X —z)=Ze¢ Hi(X,X —z) =0 para i # n.

Toda variedade topologica é uma variedade homologica, pois se X é uma n-variedade
topologica e dado x € X, existe um aberto U de X homeomorfo ao R” tal que x € U.

Logo,
Hy(X, X —{z}) ~ Hy(U,U —{z}) ~ H;(R",R" — {0}) ~ H,_;(R" — {0}) ~ H,_{(S"}).

O segundo isomorfismo segue da existéncia de um homeomorfismo entre U e R™ que
manda x para 0; o terceiro isomorfismo acontece por causa que R™ é contratil; por fim,
o 1ltimo isomorfismo ¢ porque S"~! ¢ um retrato de deformacao de R™ —{0}. Se n > 1,
temos que H,,_y(S*) = Z e H,_1(S" ') = 0 para i # n; jase n = 1, entio Hy(S°) = Z.
Portanto, X é uma n-variedade homologica

Na péagina 376 da referéncia [I], o autor esboga uma n-variedade homologica que

nao é uma variedade topologica.



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Se X é uma n-variedade homologica, entao a hipotese do tltimo item da proposicao

1.2 acontece para cada simplexo de X.

Definicao 1.5. Seja X um complexo simplicial localmente finito que é uma n-variedade
homolodgica. A colegao dos blocos duais D(0) de X é chamada de uma decomposigao
por blocos duais de X. Denotamos por X, a colecao de todos os blocos duais de X de

dimensao menor ou igual a p e o chamamos de p-esqueleto dual de X. Os grupos
D’p(X) = Hp(va Xp—l)

juntos com os operadores bordos definidos pela composi¢ao

Ox o
Dy(X) = Hy(Xp, Xpo1) ——— Hyo1(Xpo1) ——> Dyt (X) = Hp (X1, Xp2),
onde 0, é o homomorfismo induzido pelo operador bordo J e j, é induzido pela inclusao

j, formam um complexo de cadeia D(X) chamado de complexo de cadeia dual de X.

Proposicao 1.3. Seja X um complexo simplicial localmente finito que é uma n-

variedade homologica. Entao,

e O grupo H;(X,, X,_1) se anula se ¢ # p e é abeliano livre se ¢ = p. Uma base
para D,(X) é obtida escolhendo um gerador para cada grupo H,(D(o), D(0)),
com D(o) variando sobre todos os p-blocos duais de X, e pegando suas imagens

sobre o homomorfismo induzido pela inclusdo em H,(X,, X,_1).

e O complexo de cadeia dual D(X) computa a homologia e cohomologia de X.
Mais precisamente, o grupo D,(X) é igual ao subgrupo de C,(sd(X)) consistindo
de todas as cadeias ¢, de C}(sd(X)) carregas por X,, cujos bordos sao carregados
por X, i, ou seja, ¢, se anula em todos os p—simplexos de C,(sd(X) que ndo
estdo em X, e dc, se anula em todos os (p — 1)—simplexos de C,_;(sd(X)) que
nao estao em X, ;. E a inclusao D,(X) — C,(sd(X)) induz um isomorfismo em

cohomologia e homologia com coeficientes em grupos abelianos arbitrarios.

Definicao 1.6. Seja X uma n-variedade homolédgica compacta e conexa. Dizemos que
X é orientavel se é possivel orientar todos os n-simplexos o; de X tal que a soma de
todos v = Xo; é um ciclo. Neste caso, vamos chamar v de um ciclo de orientacao
de X. Se X nao é conexa, dizemos que X é orientavel se cada componente conexa é
orientavel, e definimos um ciclo de orientacao de X como sendo a soma dos ciclos de

orientacoes de cada componente conexa de X.



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Teorema 1.4. Seja X uma n-variedade homoldgica compacta. Se X € orientdvel,

entao exriste um isomorfismo
H?(X;G) ~ H,_,(X;G)

para todo grupo abeliano G e todo p. Se X ndo € necessariamente orientdvel, entdo
existe um 1somorfismo
HY(X;Z/)2Z) ~ H,_,(X;Z/2Z)

para todo p.

Prova. Seja ¢ um p-simplexo orientado de X. Denotamos por ¢* a p—cocadeia tal
que o* é 1 em o e zero nos outros p—simplexos diferente de 0. As cocadeias dessa
forma formam uma base do grupo abeliano livre C?(X) de rank finito. A aplicagdo ® :
C?(X) = D, _p(X) = Hy(X,, X,_1) que leva o* para um gerador de H,_,(D(c), D(c))
é bijetiva pelo primeiro item da proposicao 1.3. Logo, essa aplicacao se estende por
linearidade para um isomorfismo. Mas isso ainda nao garante que essa aplicacdao induz
um isomorfismo em homologia. Porém, X sendo orientavel, podemos escolher o sinal

de ®(c*) de tal modo que o diagrama

CrH(X) 2 Doy (X)

cr(X) T Dy p(X)

comute, como veremos. E dai, teremos um isomorfismo entre H?(X) e H,_,(D,—,(X)),
porém, pela proposicao 1.3, H,_,(D,—p(X)) ~ H,_,(X), e assim provaremos o caso
quando G = Z.

Primeiramente, vamos orientar todos os n—simplexos ¢ de X de tal modo que a
soma de todos eles, v = Yo, seja um ciclo e os outros simplexos de dimensoes menores
do que n orientamos arbitrariamente.

Vamos definir ® por inducao. Vamos comecar com o caso n. Seja, entdo, o um
n-simplexo orientado. O bloco dual de o é simplesmente seu baricentro o. Logo,
H,_,(D(0),D(c)) = Hy(5). Dai, definamos ®(s*) = &. E assim temos um isomor-
fismo

O C"(X) = Do(X).

Vamos, agora, definir ® em dimensao n — 1. Seja s um (n — 1)-simplexo orientado.

Sabemos que s é face de exatamente dois n-simplexos, og e ;. Como 0y = 0, entao
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g, g,

Figura 1.5: O simplexo s é face unicamente de os simplexos o e o7y.
doo(s) + doy(s) = 0. Dai, podemos supor que dog(s) = —1 e doy(s) = 1. Logo,
08" = —oy + o7,

e com 1isso
B(55") = —Go + 61,

como definimos anteriormente. Sabemos que o bloco dual D(s) é a unido de o segmento

de 5 para gy com o segmento de § para ¢7. Dai, definamos

~

®(s*) = [00,5] + [5, 1.
Claro que ®(s*) é um ciclo fundamental para H,(D(s), D(s)), e
0P (s*) = —ag + 01 = D(0s™).

Suponhamos que temos definido ® em dimensoes maiores do que p+ 1 < n. Quere-
mos definir ® em dimensao p de modo que o diagrama acima comute. Para isso, seja

s um p-simplexo orientado. Temos que
* *
0s* = Yo,

onde essa soma leva em conta todos os (p + 1)-simplexo o; tal que s é uma face, e
¢; = 0o;(s) = £1. Dai,
O(0s™) = Xe;P(07).

Por hipotese de inducdo, cada cadeia ®(o}) é um ciclo fundamental para (D(o;), D(0;)).
Logo, ®(o?) é carregado por D(o;). Como o; tem s como face, D(0;) C D(s), pelo
terceiro item da proposicdo 1.2. Com isso, para cada i, ®(o;) é carregado por D(s),
e assim ®(ds*) também é carregado por D(s). Por hipétese de inducio, d®(ds*) =
®(06s*) = 0, logo ®(Js*) & um ciclo. Pelo o altimo item da proposigao 1.2, D(s) tem

10



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

a homologia de uma (n — p — 1)-esfera, e, pela desigualdade acima, n —p —1 > 0.
Dai, H,_,_1(D(s)) = Z. Como a restri¢ao de ®(Js*) a D(0;) é o ciclo fundamental
®(o?) para (D(0;), D(0;)), temos que ®(8s*) é um ciclo nio-trivial que nao é mialtiplo
de outro ciclo em H,_, 1(D(s)), e assim um ciclo fundamental de H,_, 1(D(s)).
Sabemos que D(s) é aciclico, pelo item quarto da proposi¢io 1.2. Como n —p > 1,

a sequéncia do par (D(s), D(s)) induz o isomorfismo

Ox

H,—p(D(s), D(s)) Hyp1(D(s))

Como D(s) e D(s) tem dimensio n — p e n — p — 1, respectivamente, temos que

Hop(D(s), D(s)) = Zn—p(D(s), D(s))

Hyp1(D(5)) = Znp1(D(s)).

Por 0, ser um isomorfismo, 0, manda gerador em gerador. Logo, por definicao de
0. e pelas propriedades que acabamos de ver, podemos definir ®(s*) por ser o ciclo
fundamental de (D(s), D(s)) cujo bordo é ®(ds*). Assim definimos ® em dimensio p
como queriamos.

Para o caso com coeficientes arbitrarios GG, no passo 2 da demonstracao do teorema
56.1 da referéncia [I], demonstra-se que se A é um grupo livre de rank finito, entdo

existe um natural isomorfismo
¢ :Hom(A,Z) ® G — Hom(A, G)

dado por [p(¢®g)](a) = ¢(a)-g. Por X ser compacto, Cp,(X) é livre de rank finito. Com

isso, temos um isomorfismo como acima para A = C,(X) que induz um isomorfismo

‘I’®’ic

C?(X;G) = Hom(Cy(X),G) ~ Hom(Cy(X),Z) G —————D,,_,(X) ® G

que comuta com ¢ e 9, onde ® é a aplicacao que acabamos de provar para os coeficientes
em Z. Logo, H?(X;G) ~ H,,_,(D,,—,(X); G) ~ H,_,(X; G), onde o ultimo isomorfismo
é por causa da proposicao 1.3.

Se X nao é orientavel, a prova que demos antes para o caso orientavel funciona

quase que diretamente para X. Porém, agora H,,_,(D(c),D(0)) ® Z/2Z ~ Z]2Z s6

tem um elemento nao trivial, e nao precisamos se preocupar com sinais, pois o grupo

11



1. Teorema da Dualidade de Poincaré

Z./27 nao tem sinal. Definimos, por indugao, um isomorfismo
® : Hom(Cy(X),Z/2Z) — D,,—,(X) R Z/27Z

da seguinte forma: se o é um n-simplexo, denotamos por o* a cocadeia tal que o*(0) =
[1] € Z/2Z e [0] € Z/2Z nos outros n-simplexos diferentes de o. Definimos ¢ em
dimensao n por ®(c*) = 7 ® [1]. Para definimos ® em dimensdao n — 1, seja s um
n — 1-simplexo que é face de exatamente dois n-simplexos, g e ¢1. Definimos, entao,
O(s*) = ([00,5] + [5,01]) ® [1]. Como Z/27Z nao tem sinal, poderiamos definir ®(s*)
da seguinte forma ®(s*) = ([6¢, 5] + [01,5]) ® [1] que daria a mesma coisa. O resto
continua da mesma forma que o caso orientével s6 mudando que, como comentamos
acima, agora nao temos ciclos fundamentais, temos tinicos ciclos nao triviais.

Corolario 1.5. Seja X uma n-variedade homologica compacta. Entao, X é orientével

se, e somente se, H,(X;) ~ Z para cada componente conexa X; de X.

Como os grupos de homologia de X nao depende da triangulacao, segue que a

orientacao de X nao depende da triangulacao.
Corolario 1.6. Seja X uma n-variedade homolégica compacta e conexa. Temos:
e Se X é orientavel, entdao H,(X;G) ~ G,

e Se X nao é orientavel, entdo H,(X;G) é isomorfo ao nucleo da aplica¢do multi-

plicacao por 2 de G em G.

1.2 Teorema da Dualidade de Poincaré: Segunda Ver-
Sa0

Nesta secao, vamos provar a segunda versao do teorema da dualidade de Poincaré.
Desta vez vamos usar um importante produto, chamado produto cap, entre homologia
e cohomologia, e veremos como a aplicacao da dualidade de Poincaré da versao anterior
se relaciona com esse produto.

Para uma explicacao sobre o produto tensorial sobre grupos, consultar a secao 50
da referéncia [1J.

Consideremos R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.7. Seja K um complexo simplicial com uma ordem parcial no seu conjunto

de vértices que é total quando restrita a cada simplexo de K. O produto cap simplicial
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é a aplicacao

N: CP(K;R) ® Cpig(K; R) — Cy(K; R)
’® ([U07 o 7Up+q] ® Oé) — [UOa e ,’Uq] ®a- <Cpa [UQa e 7Up+q]>‘
O produto cap ¢?N([vg, - -+ , Vp14] @) é basicamente a g-face [vg, - -+, v,] de [vg,  *+ , Vpig
tensorada pelo produto de o e ?([vg, -+, Upsq)-

Proposicao 1.7. O produto cap simplicial é bilinear, satisfaz a formula
IdP Nepry) = (=16 N cprg) + dP N Ocpry
e induz um homomorfismo
HP(K;R) ® Hy(K; R) — Hy(K; R).

Definicao 1.8. Seja X uma n-variedade homologica compacta. Se X é orientavel,
pelo corolério 1.6, para cada componente conexa X; de X temos que H,(X;) = Z. Seja

' um gerador de H,(X;). A imagem de XTI pelo o isomorfismo induzido pela inclusao
®H,(X;) ~ H,(X)

¢ chamada uma classe de orientacao de X e denotado por I'. Se, agora, X nao ne-
cessariamente orientavel. Dai, pelo corolario 1.6, H,(X;;Z/27Z) = 7Z/2Z para cada
componente conexa X; de X. Seja T'y o tnico nao-trivial elemento de H,(X;). A ima-

gem de XT'% pelo o isomorfismo induzido pela inclusao
OH,(X;;Z/27) ~ H,(X;7/27)

é chamada uma classe de orientacao para X sobre Z/27Z e denotado por T's.

Percebemos que na definicao anterior nenhuma triangulacao de X foi especificada.
Porém, se é dado uma triangulacio de X, I' é representado pela soma de todos os
n—simplexos de X, orientados de tal forma que sejam um ciclo, e I' é representado
pela soma de todos os n-simplexos de X, orientados de tal forma que sejam um ciclo. Ja
I, & representado pela soma de todos os n-simplexos de X; com coeficientes [1] € Z/2

e I'y pela soma de todos os n—simplexos de X com coeficientes [1] € Z/2.

Teorema 1.8. Seja X uma n-variedade homoldgica compacta. Se X € orientdvel e I’

€ uma classe de orientacao para X, entao a aplicacao

HY(X;G)— 1~ H, (X;G)

13
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€ um isomorfismo para qualquer grupo abeliano G e todo p. Se X ndo € necessariamente

orientavel, entao
N I'y

H?(X;Z,/27)

H,_ ,(X;Z/2Z)
¢ um isomorfismo para todo p.
Prova. Vamos provar dois resultados bésicos que serao importantes a posterior.

Afirmagao 1.1. Sejam K um complexo simplicial e g : sd(K) — k a aproximagao
simplicial da identidade. Dado um simplexo o de K, existe exatamente um simplexo ¢
de sd(o) que é mapeado em o e os outros simplexos de sd(o) sdo mapeados em faces

proprias de o.

Pelo lema 17.1 da referéncia [I], sabemos que se ¢ é um simplexo de sd(K) e o
um simplexo de K tal que t C o, entdo ¢(t) C o. Dai, g(d) € o, mas como g é uma
aplicacao simplicial, g() deve ser um vértice de o.

Vamos provar essa afirmacao por inducao: se o é um vértice v, pela observagao
acima, g(v) = v. Se o ¢ um 1-simplexo vgvy, pelo caso anterior, g(vy) = vg € g(v1) = v;.
Pela observacao anterior, (o) é vy ou vy. Por exemplo, se g(0) = vy, entdo g([o,v1]) =
[vo, v1] € g([ve,@]) = wo. O outro caso resulta em algo andlogo. Suponhamos, agora,
que o resultado vale para simplexos de dimensao p — 1. Seja o = vy - - - v, um simplexo
de K de dimensao p. Para cada s; = vg--- ;- - - v, face de dimensdo p — 1 de o, existe
exatamente um (p — 1)-simplexo t; de sd(s;) que é mapeado por g em s;. Logo, os
p-simplexos de sd(0) que podem ser mapeado em o sdo da forma & * t;. Sabemos que
g(0) é um vértice de 0. Seja v; tal que ¢(¢) = v;. Dai, 0 * t; é mapeado em o e 7 x t;,

com i # j, ¢ mapeado em s;.

Afirmacgao 1.2. Sejam K um complexo simplicial e sd : C,,(K) — C,(sd(K)) o ope-

rador subdivisao baricéntrica que é definido indutivamente da seguinte forma:
sd(v) = v,

sd(o) = [7,sd(0(0)].

Se o é um p-simplexo orientado de K, entao sd(o) é a soma de todos os p—simplexos

de sd(K) contido em o, adequadamente orientados.

Vamos provar esse resultado por indugdo: como sd(v) = v, o resultado vale em
dimensao zero. Vamos supor que o resultado vale em dimensao p — 1. Seja ¢ um p-
simplexo orientado de K. Sabemos que J(c) é a soma de todas as (p — 1)—faces de

o, adequadamente orientadas. Dai, por hipotese de inducao, sd(d(c)) é a soma de

14
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todos os (p — 1)-simplexos de sd(K') contido em Bd(o), adequadamente orientados.
Como sd(o) = [7,sd(9(0)], segue que sd(c) é a soma de todos os p-simplexos de sd(K)

contidos em o, adequadamente orientados, como queriamos.

Vamos demonstrar, primeiramente, o caso onde X é orientavel e G = Z. Para isso,
escolhamos uma triangulacao qualquer de X, e seja v o ciclo representando I' nesta
triangulacdo. Vamos ordenar os vértices de sd(X) com a ordem padrado e orientar os
simplexos de sd(X) usando essa ordem. Vamos orientar os simplexos de X arbitra-
riamente. Pela segunda afirmacio, sd(v) é a soma de todos os n-simplexos de sd(X)
com sinais £1. Como ~ é um ciclo, sd(v) é ciclo de sd(X). Logo, sd(v) é outro ciclo
representando I.

Considere o seguinte diagrama

Cr(X) D, ,(X)
CP(sd(X)) — s €, (sd (X)),

onde g : sd(X) — X ¢é a aproximacao simplicial da identidade e j é a inclusdo. Veremos
que g# composto com N sdy é um isomorfismo de C?(X) para o subgrupo D,,_,(X)
de C),—,(sd(X)). E assim, podemos concluir que existe um tnico isomorfismo, definido
por g” composto com N sdy, que faz esse diagrama comutar.

Seja o um p—simplexo orientado de X, entdo g#(o*) Nsdy ¢ igual & soma de todos
os (n—p)—simplexos de sd(X) contidos em D(c) com sinais £1. De fato, pela primeira

afirmagcdo, existe um unico p—simplexo ¢ de sd(o) que é levado em todo o por g. Dai,
g7 (o) = £t*,

o sinal depende da escolha da orienta¢ao. Sabemos, pelo lema 15.3 da referéncia [1],
que

~

t:[é;h 780]7

onde s, = o, s;_; € uma face propria de s; e s; tem dimensao ¢ para cada ¢. Temos que
sdy é a soma de todos os n-simplexos de sd(X), e, novamente pelo mesmo lema, cada
um deles tem a forma

72[6_—;"" 700]7

onde o;_; é uma face propria de o; e 7; tem dimensdo i para cada i. Pela definicdo de
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produto cap, t* N7 s6 nao se anula se

~

t:[é\pv 700]7

e neste caso,

~

N7 =[0n, - ,0,)

Portanto, t* Nsdy ¢ a soma de todos os simplexos de sd(X) de a forma
[5—;7 ce ,’g\]

com sinais %1, e, por definicio, esses simplexos sdo todos os (n — p)-simplexos de D().

Agora, afirmamos que g#(0*) Nsdy é um ciclo fundamental para (D(c), D(c)). De
fato, por g% (0*) Nsdy ser a soma de todos os (n — p)-simplexo de D(o) com sinais £1,
temos que g*(0*) Nsdy é uma cadeia ndo-trivial carregada por D(c), e como todos os
coeficientes de g7 (c*) N'sdy sdo +1 ou —1, ela ndo ¢ miltipla de outra cadeia. Para
concluimos essa afirmacio falta s6 mostrar que d(g#(c*) Nsdy) é carregado por D(o).

Entao,
d(g*(0") Nsdy) = (—1)"P3g#(0™) Nsdy + 0 = (~1)"Pg*(50°) Nsd,

pela proposicao 1.7 e porque § comuta com ¢”. Sabemos que do* é a soma de todas
as (p + 1)—cocadeias de a forma +o7,,,, onde 0,1 tem o como uma face. Pelo que
acabamos de provar, g# (o7, ) Nsdy é carregado por D(0p41). Pelo terceiro item da
proposicio 1.2. D(o,.1) C D(o). Portanto, g#(o*) Nsdy é carregado por D(o).
Assim, a composta de ¢g* com Nsdy carrega o* para um ciclo fundamental de
(D(0), D(0)). Dai, essa composta restrita as bases de C?(X) e de D,,_,(X) ¢ bijetiva,
logo estende-se para um isomorfismo ®. Percebemos que esse isomorfismo parece com

o isomorfismo da primeira versao, de fato, eles diferem pelo sinal. Da equacao acima,

temos que

AD(F) = (—1)"PB(ScP).

Logo, ® comuta com ¢§ e 0, a menos de sinal. Como o sinal nao altera os grupos de coci-
clos e cobordos, ® induz um isomorfismo de H?(X) para H,_,(D,_,(X)). Pela propo-
si¢ao 1.3, j : Dy—p(X) — Cp—p(sd(X)) induz um isomorfismo de H,_,(D,_,(X)) para
H,_,(sd(X)). Pelos teoremas 17.2 e 45.5 da referéncia [I], ¢* : H?(X) — HP(sd(X)) é

um isomorfismo. Dai,

Nsdy : HP(sd(X)) — H,_p(sd(X))
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¢ um isomorfismo. Desde, HP(sd(X)) ~ HP(X) e H,_,(sd(X)) ~ H,_,(X), temos o
isomorfismo
AT HP(X) — Hyp(X).

Agora, seja G um grupo abeliano arbitrario. Na demonstragao da primeira versao

comentamos a existéncia de um isomorfismo
p:CP(X)® G — CP(X; Q)

dado por [p(c¢? ® g)](c) = P(0) - g. Dai, esse isomorfismo manda ¢* ® g em o* - g.
Dai, usando essa identificacao e a definicao de produto cap, podemos perceber que a

composta

Nsdy

CP(X; Q) —T o CP(sd(X); ) Dy y(X)® G

é igual ao isomorfismo

9" ®ig Nsdy®ig
_ >

CP(X)®G CP(sd(X)) @ G D, ,(X)®G
que comuta com ¢ e 0. Logo, a primeira composta induz o isomorfismo que estamos
procurando.

Quando X nao é necessariamente orientavel, a prova que acabamos de exibi para
o caso orientavel funciona basicamente igual em Z/2. Como comentamos na primeira
versao, H,_,(D(0), D(0)) ® Z/2 ~ 7,/2. Logo, usando o mesmo argumento, podeimos
provar que g#(o*) Nsdy, é o tnico ciclo nao-trivial de H,_,(D(o), D(c)) ® Z/2, onde
sdvys é a representacao da classe de orientagao I'y relativo a triangulacao sd(X). Como

7/2 nao tem sinal, o isomorfismo ®, induzido como acima, vai ser igual ao isomorfismo

da primeira versao.

1.3 Produto Intersecao

Nesta secao, vamos estudar um produto em homologia, chamado produto intersecao,
e veremos como podemos usa-lo para mostrar o teorema da dualidade de Poincaré.

Ao longo desta secao, vamos supor que X é uma n—variedade topologica compacta.
Se X é orientavel, denotamos por I' a classe de orientacao de X e R serd um anel

comutativo com unidade qualquer. Se X nao é orientavel, denotamos por I' a classe
de orientagao I'y de X e R serd Z/2Z.
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Sabemos que a cohomologia tem, de forma natural, uma multiplicagdo que torna o

anel de cohomologia de X, a soma direta externa
H*(X;R) = ®H'(X; R),

um anel com unidade. Esta multiplicacao é dada pelo produto cup, como relembramos

abaixo:

Definicao 1.9. Dado K um complexo simplicial e uma ordem parcial no conjunto de
vértices de K que é total quando restrita aos vértices de cada simplexo. Definimos o

produto cup
U:CP(K;R) x CY(K; R) — C*™(K; R)

por

(”Uct, v, - - vvp—s-q]) = (c”, [vo, - -~ 7Up]> -{ct, [Upv T 7Up+q]>
com vg < -+ < Uptq-
Proposicao 1.9. O produto cup esta relacionado com o produto cap pela formula
PO (d" N epigir) = (P UdY) Nepygir,
e induz uma operacao
U: H?(K;R) x HY(K; R) — H"™(K; R)

que ¢é bilinear, associativa e independe da ordem dos vértices de K. A classe de coho-

mologia da 0-cocadeia 2° cujo valor é 1 em cada vértice de K age como uma unidade.

Pelo teorema da dualidade de Poincaré, podemos induzir também um produto na
homologia de X da seguinte forma: sejam «, € Hy(X;R) e 5, € H,(X;R). Logo,
existem a"? € H" P(X;R) e f"9 € H" 9(X; R) tais que

" PNT'=q,e " 1NT =3,
Definimos o produto de o, ¢ 5, como sendo o (p 4+ ¢ — n)-ciclo dado por
ap - By = (a"PUuprNI.
Com isso, temos uma aplicagao bilinear em homologia bem-definida
H(X;R) x Hj(X;R) = Hi1j_n(X; R).
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A classe de orientacao I' de X age com uma unidade nesse produto. Dai, isso induz
uma multiplicagao em homologia, chamada produto intersecao, e uma estrutura de

anel na soma direta externa
H.(X;R)= EBHj(X;R),

chamado de anel de intersecao de homologia.
Vamos enunciar o lema 69.1 da referéncia [I] para compreendemos um pouco melhor

como esse produto age.

Proposicao 1.10. Consideremos X conexa. Sejam o, e 3, classes de homologia de
X com p + g = n. Considere X com uma triangulagao especifica, o, representado por
um ciclo ¢, de sd(X) que é carregado por o p—esqueleto dual de X e /3, é representado
por um ciclo d, de X. Suponhamos que os carregadores de c, e d, se interceptam em
um tnico ponto, o baricentro de um g—simplexo o de X. Se d, tem coeficiente +a em

o simplexo o, e ¢, tem coeficiente +b em o bloco D(c), entdo « -  é representado, a

menos de sinal, pela 0-cadeia abo de sd(X).

Defini¢ao 1.10. Seja T : |K| — X uma triangulagdo de X. O suporte [{| de uma

i-cadeia simplicial £ = ). a,0 é o subconjunto de X dado por

€= 7).

as7#0

Vamos, agora, analisar as hipoteses da proposicao 1.10 e ver suas naturalidades:
suponhamos que p+¢q = n, com p # 0 e p # n. Sejam X conexa com uma triangula¢ao
especifica e oy, e 3, classes de homologia de X. Pelo segundo item da proposicao 1.3,
podemos supor que , é representado por um ciclo ¢, de sd(X) que é carregado pelo
p—esqueleto dual de X. Seja 3, representado por um ciclo d, de X. Além do mais,
suponhamos que o suporte das cadeias ¢, e d, se interceptam em um tnico vértice v.
Percebemos que esse vértice nao é um vértice de X, mas sim um vértice de sd(X) que
nio é de X, pois, caso fosse, seja o um g—simplexo de X tal que seu p-bloco D(c) esté
em c, e contém esse vértice. Sabemos que D(o) é a unido de todos os simplexos de
sd(X) tais que & é o menor vértice na ordem padrao. Dai, v pertence a um simplexo de
D(0) com essa propriedade. Porém, como a ordem dos vértices de sd(X) ¢ a padrio, v
é menor do que g, contradicao! Dai, v = 7, com 7 um simplexo de X que é face de um
q—simplexo o’ que estd em d,. Como v € D(c), D(7) C D(0). Se T é uma face propria
de o', entdo dim(D(7)) > n — q + 1, contradi¢do, pois dim(D(c)) = n —q. Dai, 7 = o’.
Assim, o € D(0). Logo, o' = 0. Jase p= 0 ou p = n, podemos ver, de forma direta,

que se ¢, e d, interceptam em um tnico vértice v, esse vértice tem que o baricentro de
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um g—simplexo. Assim, pela proposi¢io acima, se d,(0) = +a e c,(D(c)) = +b, entdo

« - 8 é representado, a menos de sinal, pela O-cadeia
ab |dy| N |cy|-

Mais abaixo, entenderemos o que acontece com o produto intersecao quando os

ciclos se interceptam em casos mais gerais do que um ponto.

Proposicao 1.11. Suponhamos que X é orientavel, F é um corpo e p+qg = n. A

seguinte aplicacao bilinear
Hy(X;F) x Hy(X;F) — Hy(X;F) —=TF

que é a composta da aplicagao augmentacao ¢, : Xn;x; — Xn; seguida do produto
intersecao ¢ nao-degenerada.

Prova. Sejam o, € H,(X;F) e, € H,(X;F). Existem o? € H(X;F)e g? € H?(X;F)
tais que a? NI =y, e fPNT = ;. Assim,

a,-By=UuUp ) NI=a?N (PP NT) =a?Np,.

Dat,
exlay - By) = eu(a? N By) = (a’, By) = (5,
é igual ao indice de Kronecker

Hi(X;F) x H(X;F) — F

(c,¢q) — c(cq) .

Como ' é um corpo, sabemos, pelo teorema 53.5 da referéncia [I], que HI(X;F) é
isomorfo a Hom(H,(X;F), F). Como a aplicacao bilinear
Hom(H,(X;F), F) x H(X;F) — F
(. ¢q) — B(cy)

é nao-degenerada, segue que o indice de Kronecker é nao-degenerada também.

Corolario 1.12. Suponhamos que X é orientavel, F ¢ um corpo e p + ¢ = n. Entao,
dim(H,(X;F)) = dim(H,(X; F)).

Prova. Sabemos que H,(X;F) e H,(X;F) sao espacos vetoriais de dimensoes finitas.
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Pela proposicao anterior, existe uma aplicacao bilinear nao-degenerada
U: H,(X;F) x H(X;F) - F.

Dai, a transformagao linear que leva ¢, € H,(X;F) em ¥(c,, ) € Hom(H,(X;F),F) ¢é
injetiva, logo dim(H,(X;F)) < dim(Hom(H,(X;F),F)) = dim((H,(X;F)). De forma
analoga, podemos ver que dim(H,(X; F)) > dim(H,(X;F)). Portanto, dim(H,(X;F)) =
dim(H,(X;F)).

Definicao 1.11. Sejam K e L dois complexos simpliciais nao-vazios em algum espaco
euclidiano R"™. Consideremos s = vy ---v,, € t = wy - - - w,, simplexos gerais de K e L,
respectivamente. Suponhamos que v, -+, Uy, W, « - - , W, sa0 sempre independentes
para todos simplexos s em K e t em L. Denotamos por s *t o simplexo gerado por
Vg - UppWp -+ - Wy Se a colecao de todos os simplexos s % t e suas faces é um complexo
simplicial entao esse complexo é chamado de o join de L e K e denotado por K * L.
Se K éigual a um vértice v, o join de K e L, vx L, é chamado o cone de L e denotado
por ¢(L). Ja se K éigual a dois vértices, o join K e L é chamado de a suspensao de L

e denotado por S(L).

Exemplo 1.3. Seja T2 o toro e S(T?) sua suspensao. Pelo teorema 25.4 da referéncia
[1], sabemos que H;(S(T?)) ~ H; 1(T?) se i > 2 e H{(S(T?)) ® Z = Hy(T?). Pelo
teorema 6.2 da referéncia [1|, Ho(T?) ~ Z e H((T?) ~ Z @ Z. Dai, H3(S(T?)) ~ Z
e Hy(S(T?)) ~ Z & Z. Por T? e S(T?) serem conexos, temos que Hy(T?) ~ Z =~
Hy(S(T?)), pelo teorema 7.1 da mesma referéncia. Com isso, H,(S(7T?)) = 0.

Figura 1.6: Suspensao do toro.

Seja, agora, F qualquer corpo que contém Q(por exemplo, o proprio Q, os reais

R ou os complexos C). Pelo teorema 55.1(teorema dos coeficientes universais para
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homologia) da referéncia [I], sabemos que
H,(X)®F ~ H,(X;F).

Dai,
H3(S(T?);F) ~Z®F ~TF;

Hy(S(T?);F) ~F o F;
Hy(S(T?%);F) =0;
Ho(S(T?): F) ~F.

Como dim(H;(S(T?);F)) # dim(Hy(S(T?);F)), temos que S(T?) ndo é uma va-
riedade topologica e nem uma variedade homologica, pois o mesmo resultado acima
vale para variedades homologicas. Sejam v e w os dois vértices da suspensao S(T?).
Como S(T?) — {v,w} é homeomorfo a variedade produto T2 x (—1,1), S(T?) nao é
uma variedade por causa dos pontos singulares v e w.

Se o teorema da dualidade de Poincaré fosse verdade para S(T?), o produto inter-
se¢ao estaria bem definido na homologia de S(T?) e valeria o corolario acima. Logo,
terfamos que dim(H,(S(7T?);F)) = dim(Hy(S(T?);F) ), contradigio!

Concluimos que a dualidade de Poincaré nao vale para espacos com singularida-
des. Porém, como veremos no proximo capitulo, existe uma homologia que generaliza
essa e que restrita a uma classe de espacos singulares, chamadas de pseudovariedades,

recupera a importante dualidade de Poincaré.

Da dualidade de Poincaré conseguimos provar para variedades topolégicas com-
pactas e orientdveis X a existéncia de uma aplicacao bilinear nao-degenerada entre
H,(X;F) e H(X;F), onde p+ ¢ =n e F um corpo. Agora, faremos o inverso: supo-

nhamos que existe uma aplicacao bilinear
H,(X;F) x H(X;F) - F

nao-degenerada. Como esses espagos vetoriais tém dimensoes finitas, essa aplicacao
bilinear induz um isomorfismo entre H,(X;F) e Hom(H,(X;F),F). Como F é um
corpo, pelo teorema 53.5 da referéncia [I], Hom(H,(X;F),[F) é isomorfo a HI(X,F).
Portanto, H,(X;F) é isomorfo a H4(X,F)..

Isso tudo nos diz que, neste caso, existem duas formas de provar o teorema da
dualidade de Poincaré com coeficientes em um corpo: a primeira forma foi a que
acabamos de fazer, que é provar a existéncia de o isomorfismo entre cohomologia e

homologia em dimensoes complementares; a segunda é provar a existéncia de uma
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aplicagao bilinear nao-degenerada entre homologias com dimensdes complementares.
Vamos, agora, dar um esboco, sem muitos detalhes, baseado no capitulo 3 da referéncia

[2], de como podemos provar a dualidade de Poincaré seguindo o segundo caminho.

Definicao 1.12. Sejam a e b cadeias em uma variedade Y. Dizemos que elas sao

transversais se seus suportes nao se interceptam ou se
codim(|a| N |b]) = codim(|a|) + codim(|b]).

Exemplo 1.4. No R?, sabemos que o toro T2 e a esfera S? sao ciclos. Eles s6 ndo sao
transversais se dim(|7%|N|S?|) ¢ igual a 0 ou a 2, ou seja, quando sao tangentes ou tém
partes que coincidem. Percebemos que sempre que eles estao em posicoes transversais

a intersecao deles é sempre um ciclo.

Sejam K uma triangulagdo de a variedade topologica X de dimensdo n e sd(K)
sua primeira subdivisao baricéntrica. Um simplexo o de K e um bloco dual fechado
D(7) de D(K) sdo sempre transversais. De fato, se dim(7) = dim(c) = p, entdo,
nessas condicdes, o tnico bloco dual fechado que intercepta ¢ é D(o), e neste caso,
0N D(c) = 5. Se dim(D(7)) < n — p, entdo dim(7) > p =dim(c). Logo, pelo terceiro
item da proposicdo 1.2, D(7) esta contido no bordo de algum bloco dual fechado
de dimensdo n — p de X. Dai, o N D(7) = @. Se dim(D(7)) = n — p + 1, entdo
dim(7) = p — 1. Os blocos D(7) que interceptam o sdo tais que o tem 7 como uma
face. Dai, 3 € D(0) C D(7) e 7 € 0. Dai, 0 1-simplexo de sd(K) que tem como vértices
7 e 7 esta em 0N D(7). Se existe outro vértice v diferente de 7 e & que estd em oND(7),
entao v é o baricentro de um g—simplexo 7’ tal que ¢ > dim(7) e 7’ tem 7 com uma face
propria. Se ¢ = p, desde = o, temos que 7 = 0, 0 que nao pode acontecer porque
7 # 0. Se ¢ > p, entao teriamos um g—simplexo tal que seu baricentro estd contido
em p—simplexo, o que também nio pode ocorrer. Logo, o N D(1) = [7,5]. Agora,
se dim(D(7)) = n — p + 2, entdo dim(7) = p — 2. Logo, 7 é face de exatamente dois
(p — 1)—simplexos, 7" e 7, de 0. Dai, e o N D(7). Com um raciocinio analogo,
podemos ver que os tinicos vértices de 0N D(7) sdo 7, 7, 7 e 7. Temos que 7,5 e 7' &0
os vértices de um 2-simplexo, assim também como 7,3 e 7. Daf, dim(c N D(7)) = 2.
De forma anéloga, segue os outros casos.

Seja K uma triangulacao de a variedade topologica compacta e orientavel X de
dimensdo n. Logo, se o ¢ um (n — p)—simplexo de K e D(7) é um (n — ¢)—bloco dual

de D(X), entdo o N D(7) é vazio ou é uma (n — (p+ q))—cadeia de sd(K). Estendendo
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por linearidade, temos o produto interse¢ao bilinear em nivel de cadeias de K e D(X)

Cnp(K) X Cng(D(K)) — Crprg)(5d(K))
(a,b) — aeb=a|N|b|

que satisfaz a seguinte relagao fundamental do bordo
O(aeb) =aed(b)+ (—1)"""0(a)eb.

Dessa formula, vemos que se a e b sao ciclos, entdao a ® b é um ciclo. Agora, vejamos
o motivo pelo qual essa aplicacao induz uma aplicagao a nivel de homologia: sejam
a e b ciclos, e suponhamos que d' e a sdo homologos, ou seja, existe uma cadeia E €
Cin—p+1)(K) tal que O(E) = a’ — a. Dai,

aeb=(—0(FE)+d)eb=—0(E)eb+d eb.
Aplicando a formula acima para F e b, temos que
O(Eeb)=FEedb)+ (—1)"P1Y(E)eb= (—1)"P"I(E) eb.

Logo, O(E)eb é um bordo, e assim aeb e a'eb representam a mesma classe em homologia.
De forma analoga, podemos ver que se J(E') = b’ — b, entdo aeb = aeb’ em homologia.
Com isso, a’ @ b = a’ @ i’ em homologia. Portanto, a @ b e a’ ® I/ representam a mesma

classe em homologia. Assim, chegamos ao seguinte resultado.

Proposicao 1.13. Seja X uma variedade topologica compacta e orientével de dimen-

sao n. A aplicagao bilinear acima induz uma aplicagao bilinear(produto interse¢ao)
Hn—p(X> X Hn—q<X) —— Hn—(p+q) (X)

Mais geralmente, podemos definir o produto intersecao para ciclos gerais que sao
transversais como sendo a intersecao deles. Percebemos que dados ciclos quaisquer de
X sempre podemos escolher ciclos em suas classes de homologias de tal forma que sao
transversais: basta pegar um em C,,_,(K) e o outro em C,,_,(D(X)), como acima.
Essa definicao mais geral ainda satisfaz a formula fundamental do bordo, implicando

que induz uma aplicagao em homologia que é igual a da proposicao anterior.

Teorema 1.14. (Lefschetz) Em uma variedade topoldgica, a interse¢ao de dois ciclos

transversais é sempre um ciclo.

Exemplo 1.5. Sejam S(7?) a suspensao do toro e a e b os ciclos geradores de H;(T?).

As suspensdes S(a) e S(b) sdo homeomorfas a esfera S? e sdao os 2-ciclos geradores de
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Hy(S(T?)). A intersegao deles é um segmento que liga os dois vértices da suspensao,
logo sao transversais. Porém, esse segmento nao é um ciclo. Portanto, o produto

intersecao nao fica bem definido em espacos singulares.

Figura 1.7: Suspensao do Toro.

Definicao 1.13. Sejam a um p—ciclo e b um g—ciclo que sao transversais na variedade
topologica compacta e orientada X, com p + ¢ = n. Sabemos que |a| N |b] & uma 0-
cadeia, logo |a| N [b] € um nimero finito de vértices {xy,--- ,z;}. Em cada vértice z;
definimos o indice de intersecao I(a,b;z;) da seguinte forma: sejam o um p—simplexo
de a e 7 um g—simplexo de b tais que xz; € 0 N 7. Definimos € = 1 se a orientagao de
o seguida da orientagao de 7 ¢ a orientagao de X e -1, caso contrario. Considere m’ e
m¢ a multiplicidade de z; em a e b, respectivamente. Definimos o indice de interse¢ao

dos ciclos a e b no vértice x; como
. _ i i
I(a,b;z;) =€-m, -my.

A soma de todos I(a,b;x;) é chamado de indice de interse¢ao dos ciclos a e b e deno-

tamos por I(a,b), ou seja,

I(a,b) = Z I(a,b;z;).

zi€la|N|b|

Exemplo 1.6. Na figura 1.8 temos ilustrado o toro. No vértice v os ciclos a e b
tem indice de intersegao I(a,b;v) igual a -1; no vértice s os ciclos a e ¢ tem indice
de intersegao igual a 1; ja em os vértices w e u tem indice de intersecao igual a -1.

Percebemos que b e ¢ sdo homologos e I(a,b) = —1 = I(a,c).
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Figura 1.8: Toro.

Proposicao 1.15. Seja Y uma variedade topologica orientavel. O indice de intersecao
I(a,b) de dois ciclos transversais e com dimensoes complementares ndo dependi dos

representantes da classe de homologia de a e b.

Dai, o index de intersecao induz uma aplicacao bilinear em nivel de homologia

H,(Y)x H(Y) — Z
(a,b) — I(a,b).

Exemplo 1.7. Seja o toro pincado da figura 1.9. Temos que I(a,b) = £1, dependendo
da orientacdo do toro, e I(a,c) = 0. Porém, b pertence a mesma classe de homologia
de ¢ no toro. Dali, concluimos que a aplicacao bilinear em homologia acima nao esta

bem definida em variedades singulares.

Figura 1.9: Toro Pingado.

Teorema 1.16. (Dualidade de Poincaré-Lefschetz) Seja X uma variedade compacta e
orientada. A aplicacao bilinear acima quando tensorada com um corpo F que contém

Q € nao-degenerada e € igual a composta

Hy(X;F) x Hy(X;F) — Hy(X;F) —>TF
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da aplicacao augmentacao €, : Xn;x; — Xn; sequida do produto intersecao, onde p+q =

n.
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Capitulo 2
Homologia de Intersecao

Neste capitulo, vamos construir uma nova teoria de homologia e cohomologia com a
intencao de recuperar de alguma forma a dualidade de Poincaré e o produto interse¢ao
para uma classe maior de espacos. De grosso modo, como veremos, poderiamos dizer
que essa nova teoria é na verdade um refinamento da teoria classica simplicial.

Na primeira secao, vamos definir e estudar esses espacos, chamados pseudovarieda-
des, que generalizam variedades topologicas e para os quais vamos provar o teorema
da dualidade de Poincaré generalizada.

Na segunda secao, iremos definir a homologia e cohomologia de intersecao e ver
alguns resultados interessantes.

Na terceira secao, veremos que com a homologia de intersecao o produto interse¢ao
fica bem definido em pseudovariedades.

Na quarta secao, demonstraremos como podemos calcular a homologia de inter-
secao usando a homologia classica, e dai concluiremos algumas consequéncias muito
importantes.

Finalmente, na tdltima segdo, provaremos o teorema da dualidade de Poincaréb
generalizada para pseudovariedades para a homologia de intersecao.

Usamos como referéncias para escrever esse capitulo os livros [2], [4], [5], [6] e o

artigo [3], porém as secoes 3, 4 e 5 se baseiam simplesmente no artigo [3].

2.1 Pseudovariedades

Nesta secao, vamos definir e estudar cuidadosamente os espacos que generalizam
variedades topologicas e para os quais vamos definir essa nova teoria.

Seja L um espago topologico Hausdorff e compacto. O cone aberto sobre L é
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2. Homologia de Intersecao

definido como o seguinte quociente

Figura 2.1: Cone aberto sobre um segmento e sobre um circulo.

J4& o cone fechado sobre L é definido como

L x|[0,1]
L) =Ty

e ¢ homeomorfo ao cone definido na definicao 1.11.
O ponto L x {0} nos cones acima é chamado de vértice do cone.

Vamos definir espaco topoldgicos estratificados por inducao na dimensao.

Definicao 2.1. Um espago topologico estratificado X de dimensao 0 é um conjunto
enumeravel com a topologia discreta. Suponhamos que temos definido espagos topo-
logicos estratificados de dimensoes menores do que n, com n > 0. Entao, um espaco
topologico estratificado X de dimensao n é um espaco topolégico Hausdorff e paracom-

pacto com uma filtracao
X=X,20X,10X,2D2---DX1DXyDX_ =0,

onde cada X; é fechado em X, tal que X; — X,_; é vazio ou para cada v € X; — X,_4,
existem uma vizinhanga U, de z em X, um espaco topoldgico estratificado compacto

L de dimensao n — 7 — 1 com filtracao
L:Ln_j_l DDy DLoDL_lzg,

e um homeomorfismo

¢: U, — R x ¢(L)

tal que ¢ leva U,NX ;11 homeomorficamente em R? x ¢(L;) C R? x¢(L) paran—j—1 >

i >0, e ¢ leva U, N X; homeomorficamente em RY x {vertice de ¢(L)}.

Desde que L tem uma filtracdo como acima, seu cone aberto tem uma filtragao
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2. Homologia de Intersecao

natural dada por (¢(L)); = ¢L;—q parai € {0,--- ,n— j}, onde, por convengao, ¢(D) é
igual ao vértice de ¢(L). Assim, ¢ é um homeomorfismo que preserva filtracao.

Da defini¢ao, como U, N X; é homeomorfo a R7 x {vertice de ¢(L)} = R/, entao
X; — X1 & vazio ou ¢ uma variedade topoldgica de dimensao j. Uma componente
conexa de X; — X,_; é chamado um j—estrato de X. Na defini¢ao acima, a menos de
homeomorfismo, o espaco L depende simplesmente do estrato em que x se encontra e
¢ chamado de o link do estrato.

A unido de todos os estratos de X decompoe X em variedades disjuntas. O espago
X pode nao ser uma variedade topologica, porém podemos quebra-lo em partes que sao

variedades topologicas, e essas partes estao ligadas umas as outras pelo homeomorfismo

&,

Definicao 2.2. Uma pseudovariedade topologica de dimensao n é um espago topolégico
estratificado X de dimensao n com a filtracao satisfazendo X,,_1 = X, 2 e X — X,,_»

é denso em X.

A colecao dos estratos de a pseudovariedade X é chamada de estratificacao de X.
Na definicao acima, X,,_; contém a parte singular de X, e denotaremos > = X, ;.
De agora em diante, cada pseudovariedade X é uma P L—pseudovariedade, isto €,
X é um PL—espaco com a estrutura de pseudovariedade na PL—categoria , ou seja, X
tem uma triangulacao tal que cada conjunto da filtracao X; é uma uniao de simplexos
e todos os homeomorfismos em a defini¢cao sao PL—homeomorfismos. Chamaremos X

simplesmente de pseudovariedade.

Observacao 2.1. Pode-se provar que a geométrica realizacao X de um complexo

simplicial K é uma pseudovariedade de dimensao n se, e somente se,

e X é um unido de simplexos de dimensao n, isto é, cada simplexo de X é face de

um simplexo de dimensao n;

e cada (n — 1)—simplexo de X é face de exatamente dois simplexos de X de di-

mensao n.

Pode-se ainda provar que um espaco topoldgico X é uma pseudovariedade de di-

mensao n se, e somente se, existe um conjunto fechado ¥ em X tal que
e X — X ¢ uma variedade topologica de dimensao n que é densa em X;
o dim(X) <n-—2.

Assim, a definicao de pseudovariedade que parecia bem artificial inicialmente resulta

em uma definicao topologica mais natural.
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Exemplo 2.1. e Cada variedade topolégica é uma pseudovariedade, pois basta
considerar ¥ = & na observacao acima. De fato, as pseudovariedades foram os

primeiros espagos que generalizavam variedades topologicas.

e Seja M uma variedade topolégica compacta de dimensao n > 0. Seu cone aberto
¢(M) é uma pseudovariedade de dimensao n + 1 com um tnico ponto singular:
o vértice do cone. Sua suspensdao S(M) é também uma pseudovariedade de
dimensao n + 1 s6 que, diferentemente, tem duas singularidades: os dois vértices

da suspensao.

e Duas esferas de mesma dimensao conectadas por um tnico ponto, como na figura

2.2, é uma pseudovariedade com tnico ponto singular.

Figura 2.2: Duas esferas ligadas por um tnico ponto.

e O toro pincado é outro exemplo de pseudovariedade com singularidade isolada.

Figura 2.3: Toro pincado.

e A classe de pseudovariedades compde uma grande quantidade de espacos singula-
res, porém claro que nem todos os espacos singulares se enquadram na definicao
de pseudovariedade. Por exemplo, na figura 2.4 est4 ilustrado um espaco que tem
bordo, logo os 2-simplexos do bordo nao sao faces de exatamente dois 3-simplexos.
J& na figura 2.5, temos um espago singular triangularizavel de dimensao 2 com

um conjunto singular de dimensao 1. Dai, seu conjunto singular ¢ muito grande
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Figura 2.4: Espaco com bordo.

M’A’MMMA

Figura 2.5: Espago triangularizavel que nao é uma pseudovariedade.

para ser uma pseudovariedade. Por fim, na figura 2.6, temos uma curva ligada a
uma esfera S?. Este é outro exemplo de espaco que nao ¢ uma pseudovariedade,

visto que ele nao é uma uniao de 2-simplexos.

Figura 2.6: Esfera com alca.

2.2 Definicao

Nesta secdo, vamos finalmente definir a homologia de intersecao e, antes disso,
veremos o resultado inicial que motivou o desenvolvimento desta teoria.
Sejam X uma pseudovariedade e T : |K| — X uma triangulagao de X que é

compativel com a filtracao, ou seja, cada conjunto X; da filtracao de X é uma unido
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de simplexos. Vamos denotar por 1°C;(X) o conjunto das i—cadeias £ de X tais que
dim(|{|NX,—k) <i—kedim(|O§NX,k) <i—Fk—1

para todo k > 2. Estas cadeias sao ditas transversais a estratificagao. Por convencao,
o conjunto vazio tem dimensdao —oo. Temos que I°C(X) forma um subcomplexo do

complexo simplicial classico C'(X) de X.

Observacgao 2.2. Como a triangulagdo de X é compativel com a filtragao, [£|N X, é
uma uniao de simplexos, logo dim(||NX,,—x) esta bem definido como sendo a dimensao

do maior simplexo.

De forma totalmente analoga a definicao 1.6, podemos definir quando uma pseudo-
variedade compacta é orientavel. Denotamos a classe de homologia de uma tal escolha
de orientacao por [X| € H,(X;Z) e chamamos de a classe fundamental de X..

Desde I°C(X) é um subcomplexo de C(X), temos uma inclusao natural

para todo i.

Lema 2.1. Seja X uma n—pseudovariedade compacta e orientada com classe funda-

mental [X]. Entdo, o produto cap
N[X]: H" (X;Z) — H(X;7Z)

se fatora como

H™ (X, Z) —" = H,(X;Z)
mmj /
H,(I°Cy(X))

Prova. Na prova do teorema da dualidade de Poincaré percebemos como geometri-
camente o produto cap age: N[X] : C"*(K) — C(sd(K)) leva a cocadeia ¢* no
seu bloco dual fechado D(c), onde o é um (n — k)-simplexo orientado de K. Desde
a filtracao de X é compativel com a triangulacao K, temos que X, ; C K, _; para
i > 2, onde K,,_; ¢ o (n —i)—esqueleto da triangulacdo K, ou seja, K,_; é a unido
de todos os (n — i)—simplexos de K. Com o mesmo argumento que demos para vari-
edades no capitulo anterior, podemos provar que se 7 ¢ um j—simplexo de K, entao

dim(7 N D(0)) < k + j — n. Assim, se 7 ¢ um (n — i)—simplexo de K, ;, entdo
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dim(7 N D(0)) < k — i. De forma analoga, dim(r N D(c)) < k —i — 1. Dai
Im(N[X] : C"*(K) = Cyp(sd(K))) C I°Ci(X).

[ ]
O resultado inicial que motivou o desenvolvimento da teoria de homologia de in-
tersecao foi o fato, provado por McCrory, que existe uma classe de pseudovariedades,
chamadas normais, tais que N[X]: H"*(X;Z) — H(I°Cy(X)) é um isomorfismo.
Assim, temos que se N[X]: H"*(X;Z) — Hy(X;Z) falha em ser um isomorfismo
para pseudovariedades normais é por causa da inclusdo i, : Hy(I°Cy(X)) = Hi(X;Z).
Caso X fosse uma variedade topologica, entao, pelo teorema da dualidade de Poincaré,
essa inclusao seria um isomorfismo, implicando que para cada classe de homologia
em X sempre podemos escolher um representante dessa classe que é transversal a
estratificagdo. Dai, X sendo uma pseudovariedade, a parte singular de X nos impede
de fazer tal movimento. Percebemos, por exemplo, que no toro da figura 2.7 é impossivel

mover o ciclo a na sua classe de homologia de tal forma que evite a singularidade v.

Figura 2.7: Toro pincado.

Isto motivou Goresky e MacPherson a estudar os grupos de homologia das cadeias

que sao transversais a estratificacao com uma certa folga, chamada perversidade:

Definicao 2.3. Uma perversidade é uma funcao
p:{0,1,--- dimX} —» N

tal que p(0) =p(1) =p(2) =0ep(i +1) =p(i) ou p(i + 1) =p(3) + 1.

Essas propriedades que as perversidades satisfazem sao importantes para que os

grupos de homologia de intersecao nao dependam da estratificacao.

Exemplo 2.2. As principais perversidades sao:
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e a perversidade nula é dada por 7(f) = 0 para todo t € {0,1,--- ,dim(X)}, ja a
perversidade méaxima é dada por ¢(t) =t — 2 para todo ¢t € {2,3,--- ,dim(X)} e
t(0) =t(1) = 0;

o A média baixa perversidade ¢ a perversidade dada por m(t) = |£] —1 para t > 2

e m(t)(0) = m(t)(1) = 0, onde L%J ¢ o maior natural menor ou igual a %, ja a

média alta perversidade é a perversidade dada por ni(t) = [5] — 1 parat > 2 e

n(t)(0) =7n(t)(1) = 0, onde [5] é o menor natural maior ou igual a §.

Definicao 2.4. Duas perversidades p e § sao complementares se
prg=1

Exemplo 2.3. As perversidades T e t sao complementares, assim também como m e
n.
Definigao 2.5. Fixado uma perversidade p. Um subespaco Y de X é dito (p,i)-
admissivel se dim(Y) < i e

dim(Y N X, ) <i—k+p(k)
para todo k > 2. De forma analoga, uma i-cadeia £ € C'(X) é dita p-admissivel se

dim(|¢] N X,—x) <i—k+p(k)

para todo k > 2

Pode acontecer de uma cadeia £ ser (p,i)-admissivel, porém seu bordo 9§ ndo ser

(p,i — 1)-admissivel.

Definigao 2.6. Dada uma perversidade p. O subespago IPCT(X) de C¥(X) consiste
de todas as i-cadeias £ € C](X) tais que & ¢ p-admissivel e ¢ é uma (i — 1)-cadeia
que também é p-admissivel, isto é, IPCH(X) = {£ € CT(X) |dim(|¢|N X, &) <i—k+
p(k), dim(|0§| N X —x) < (i — 1) — k +p(k)VEk > 2}.

O operador bordo 9 : C¥(X) — CI,(X) induz um homomorfismo de IPCT(X)
para IPCT | (X), pois se £ € IPCT(X), entdao dim(|0&| N X, ) < (i — 1) — k+p(k) e
90¢ = 0, logo 9¢ € IPCT | (X).

Definicao 2.7. Chamamos os grupos

_ Ker 0: I°Cl(X) —» I"C] (X))
- Im 9: I°CL (X)) — IPCT(X)

IPHT(X)
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de grupos de homologia de intersecao de X com perversidade p e triangulacao 7.

Definigao 2.8. Uma triangulacdo 7" : |K| — X é um refinamento de uma triangulacao
T : |K| — X se para cada simplexo ¢ € K, existe algum simplexo & € K tal que
T(o) C T (7).

Se T' é um refinamento de T', entao existe uma aplicacao natural compativel com o

operador bordo

Ci (X) = G (X)

)

definida na base por se & € CT(X) entdo

T Z +o,

0eCT (X),T(0)CT(7)

onde o sinal é 1 se as orientagoes de o e o sao compativeis e -1, caso contrario. Essa
aplicagao preserva o suporte de cadeias. Assim, temos uma aplicacao induzida bem
definida

1°CT(X) — I"CT(X).

Definimos o grupo I?C;(X) como sendo o limite direto de os grupos I*CT(X) so-
bre todas as triangulacoes T" de X compativeis com a filtragdo, ou seja, um elemento
de IPC;(X) é representado por um elemento de I?CY(X) para alguma triangulagio T
compativel com a filtracdo de X, e os elementos & € IPCT(X) e € € I?CT(X) repre-
sentam o mesmo elemento em [PC;(X) se, e somente se, existe um comum refinamento
T’ de T e T compativel com a filtracdo de X tal que ¢ e € induzem o mesmo elemento
em IPCT"(X). Dai, |£] = |€].

Como o operador bordo 9 : [PCT(X) — IPCE (X)) comuta com a aplicagao indu-
zida por qualquer refinamento, temos que 0 induz um operador bordo de I?C;(X) para
IPC; 1 (X).

Definicao 2.9. Os grupos

. Ker 0 : IpCZ(X) — IpC'i_l(X)
~ Im 0 I°Ci 1 (X) — IPCy(X)

IPH;(X)

sao chamados de grupos de homologia de intersecao de X com perversidade p.

De forma anéloga, podemos definir os grupos de homologia de interse¢ao de X com

coeficientes em um grupo G abeliano arbitrario, ou seja,

Ker 0 : IPCI(X;G) — IPCL |(X;G)
Im 9 : I"CL,(X;G) — IPCT(X;G)

IPHN(X:G) =
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Ker 0: I"Ci(X;G) — IPC;_1(X; G)
Im 0 : IPC; 1 (X;G) = IPCi(X;G)

IPH(X;G) =

E usando os grupos
IPCHX;G) = Hom(IPCy(X), G) e IPCL(X; G) = Hom(I*C] (X), G),

podemos definir os grupos de cohomologia de intersecao de X, mais precisamente,

Ker 6 : IPCL(X; G) — IPCiHHX; G)

I"HL(X:G) = . A
(X 6) Im § : IPCLHX;G) — IPCL(X; Q)

Ker ¢ : I"C'(X; G) — IP"CHX; Q)
Im §: IPC1(X;G) — IPCHX;G)
Observacgao 2.3. e Se P e g sao perversidades tais que p < @, entao IPC(X) C

IP"H'(X;G) =

17C(X). Logo, temos a aplicagdo induzida
i IPHA(X) — T"H,(X)

pela inclusao para todo .

e Da defini¢do, se X é uma pseudovariedade de dimensao n, temos que I?Cy(X) =
Co(X=%), IPC1(X) = C1 (X —=%) e I’C,,(X) = C,,(X) para qualquer perversiade
p. Dai,

IPHy(X) = Ho(X — %) e IPH,(X) = H,(X).

e Veremos que os grupos de homologia de intersecdo nao dependem da estratifica-
¢ao e PL—estrutura de X. Assim, concluiremos que os grupos de homologia de

intersecao sao invariantes topologicos sobre as pseudovariedades.

e Nos sabemos que para qualquer triangulacao 7" do espaco X, temos que

O fato inesperado é que isso nao acontece para os grupos I? H;(X). De fato, existe

um tipo particular de triangulagao T', chamada “flag-like” em inglés, tal que
IPHI(X) ~ IPH;(X)

vale para qualquer perversidade p. Uma triangulagao “flag-like” é uma triangula-
cdo tal que para cada simplexo o e cada X; da filtracdo, X; No é uma tnica face

de o.
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Exemplo 2.4. Seja Y uma variedade topolégica de dimensao n. Sabendo que os gru-
pos de homologia de interse¢ao nao dependem da estratificacdo, podemos perceber que
I’PH;(Y) = H;(Y) para qualquer perversidade P, visto que Y tem a seguinte estratifi-
cacao natural:

X,=XD2X,1=0D2---DX 1=0.

Exemplo 2.5. Seja X = S(T?) a suspensao do toro. Sabemos que S(T?) é uma
pseudovariedade de dimensao 3 com os vértices da suspensao , v e w, sendo seu conjunto

singular, e a filtracao
Xs=XDXo={v,w} D> Xg={v,u}dDXo={v,w} DX ;=02

resulta em uma estratificacao de X. Percebemos que as tnicas perversidades com do-
minio {0, 1,2,3} sao as pervesidades nula m = (0,0,0,0) e a maxima ¢ = (0,0,0,1).
Vamos tentar esbogar a ideia de como calcular os grupos I"H;(X;Q) e I'H;(X;Q),
onde Q é o corpo dos racionais.

Da segunda observacgao acima, segue que
I"Ho(X;Q) = I"'Hy(X;Q) = Hy(X —%;Q) ~Q

e é gerado por qualquer vértice de X — X, desde X — X é conexo.

Na figura 1.7, os ciclos a e b sdo os ciclos candidatos para gerar I'H;(X;Q) e
I"H{(X;Q). Porém, uma 2-cadeia que tem v ou w como vértices ¢ admissivel em
relagdo a t, porém nao em relagio a 7. Dai, os cones c(a) e ¢(b) com vértice v ou w
sdo admissiveis em relagio a ¢ e ndo em relagao a m. Como 9(c(a)) = a e d(c(b)) = b,
temos que

]nHl(X,Q) >~ Qa @Qb e ItHl(X7Q) = 0.

A menos de representantes, os 2-ciclos da suspensao S(T?) sao o proprio toro T? e as
suspensoes S(a) e S(b) de os ciclos a e b do paragrafo anterior. O toro T? é admissivel
em relacao a qualquer perversidade m e ¢, mas é o bordo do seu cone com vértice v
ou w, e qualquer 3-cadeia em S(T?) é admissivel em relagdo a ambas perversidades.
Os ciclos S(a) e S(b) ndo sdo admissiveis em rela¢do a perversidade 7. Em relagao a
perversidade ¢, eles sdo admissiveis, e podemos ver que nao existe uma 3-cadeia em
S(T?) tal que seu bordo sejam S(a) ou S(b). Assim,

I"Hy(X;Q) =0 e I'Hy(X;Q) ~ Qg(a) ® Qs
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Como S(T?) é orientavel e conexa, podemos ver que
I"Hy(X;Q) = Q= I'Hy(X; Q)

e sdo gerados pela classe fundamental [S(T?)].

Temos que 2 e ¢ sdo perversidades complementares, e percebemos que dim(I'H;(X; Q)) =
dim(I"Hy(X;Q)) e dim(I"Ho(X;Q)) = dim(I"H(X;Q)). Dai, a homologia de inter-
secao ja parece mais propicia para recuperar a dualidade de Poincaré de alguma forma

para pseudovariedades.

Corolario 2.2. Seja X uma n—pseudovariedade compacta e orientada com classe

fundamental [X]. Entdo, o produto cap
N[X]: H X Z) — Hy(X;7Z)

se fatora como
NX]

Hy(X;7Z)

I"Hy(X;Z) —2= IPHy(X Z) —2> T H (X Z)

para qualquer perversidade p.

Proposicao 2.3. Seja X uma pseudovariedade de dimensao par 2j com exatamente

uma singularidade isolada x. Se m é a perversidade média baixa, entao

H;(X), i >,
Hi(X — ), i<

Prova. Seja X com a seguinte filtracao natural
X:ijDXijlz{x}D"‘DXOZ{(’E}DX,l:@

que defini uma estratificagdo. Para uma triangulacao de X ser compativel com essa

filtracao basta que x seja um vertice dessa triangulacao.
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A condigao mais forte para uma cadeia esta em I™C;(X) é quando k = 27, ou seja,
I"Cy(X) ={¢ € Ci(X) |dim(|¢{| N{z}) <i—j—1,dim(|]o&| N{z}) <i—j—2}.

Assim:

e Sei<j,entdoi—j—1<0ei—j—2<0.Logo, £ € I"C;(X) se, e somente
se, [§] N {z} = @ = |9¢] N {x}, ou seja,

I"Cy(X) = Cy(X — z).
e Sei>j+2 entaoi—j—2=>0ei—j—1>0.Logo, £ € I"C;(X) se, e somente
se, £ € Cy(X), ou seja, I"Ci(X) = Cy(X).
Dai, I"H;(X)=H;(X —z)sei<j—1eI™H;(X)=H;(X)sei>j+2 Como
Ker(d : I"Cyya (X) = I"C(X)) = Ker(d s Cypa(X) = C5(X)),
temos que I"™H,;1(X) ~ H;1(X). Agora, como
A" (X)) = (9(C54 (X)) NI C5(X)
e I™Cj(X) = C;(X — ), entdo
I"H;j(X) ~Im(H;(X —z) —» H;j(X)).
n

Definicao 2.10. Um subconjunto construtivo de um complexo simplicial K é um
conjunto que é uma uniao de interiores de simplexos de K. Um subconjunto construtivo

de um PL—espaco X ¢ um que é construtivo em relacao a alguma triangulacao de X.

Vamos usar o seguinte lema nas proximas segoes, e sua prova pode ser encontrado

na referencia [3].

Lema 2.4. Sejam X uma pseudovariedade compacta e orientéavel de dimensao n e
A C B subconjuntos construtivos de X. Se (B — A) C (X — X), entdo o produto cap

com a classe fundamental [X] de X é um isomorfismo:

N[X]: H(B, A) — H,_i(X — A, X — B).
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2.3 Produto Intersecao para Pseudovariedades

Nesta secao, veremos que podemos definir o produto intersecao para pseudovarie-
dades com a homologia de intersecao.

Ao longo desta secao, X sempre serd uma pseudovariedade compacta e orientavel.

Definicao 2.11. Suponhamos p e ¢ duas perversidades tais que a soma delas é uma
perversidade 7. Uma cadeia & € IPC;(X) ¢ dita dimensavelmente transversal a uma
cadeia £ € [1C;(X) se €] N|¢'| é um conjunto (7,[)-admissivel, onde | = i + j — n.

Neste caso, denotamos por & th & quando £ e £ sdao dimensavelmente transversais.

As vezes quando £ e & forem dimensavelmente transversais, vamos simplesmente
dizer que elas sao transversais.

Queremos associar cadeias { € IPC;(X) e ¢ € 19C;(X) dimensavelmente transver-
sais a cadeias de I"Ciy;_,,(X), logo o caso que realmente importa é quando dim(|£| N
|€']) = i+ j — n. Neste caso, £ e ¢ satisfaz a condi¢do como antes e, além disso,
dim((|¢] N [E']) N Xp—e) <i+j—n—c+r(c) para todo ¢ > 2. Assim, os simplexos de
|€] M |€'| que estdo na parte singular X,,_o = 3 de X deve ter dimensdo menor ou igual

at+j5—n—2.

Exemplo 2.6. Na figura 2.8 temos um pedacgo de uma pseudovariedade X de dimensao
3. Como a intersecao das 2-cadeias C' e D tocam a parte singular X; = X de X = X3,

elas nao podem ser transversais.

Xy

X m—
Figura 2.8: Cadeias nao transversais

Ja na figura 2.9, C’ e D’ sdo transversais, pois a intersecao deles tem dimensao 1 e

nao toca a parte singular de X.

Definicao 2.12. Considere p, ¢ e T perversidades tais que p + ¢ = 7. Sejam C €
IPCy(X) e D € I°C;(X) cadeias tais que C' h D, 0C h D e C th 9D. Denotamos
por C' e D as classes de C' e D em H,;(|C|,|0C|) e H;(|D|,|0D]), respectivamente, e
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Xy

Figura 2.9: Cadeias transversais

J = 10C| U |0D| U X. Definimos o produto interse¢ao de C' e D, denotado por C' N D,

como sendo a imagem de (C, D) sobre a sequéncia de homomorfismo abaixo:

H;(|C1,10C]) x H;(|D],|0D])
1(inclusdo)
Hi(|C, |C]nJ) x Hy(|D], [D] " J)
~ | 2(excisdo)
H;(|C|UJ,J) x H;(|D| U J, J)
~ | 3(N[X]xN[X](lema 2.4))
H" (X - J, X —(|ClUJ)) x H" (X — J, X — (|D|U J))
4(produto cup)
H*™=i(X — J, X — (|C|n|D|)uJ)
~ | 5(N[X](lema 2.4))
Hiyjn((ICIOV[D]) U J,J)
~ | 6(excisio)
Hiyjn(|C|O[D],[ClN[D] N J)
~ |7

Hipj(ICI O D], (I0C] N [D)) U (|C] N [oD]))

Observacao 2.4. A aplicacao 7 acima é um isomorfismo, pois, desde

ICln|DInJ = (joc|n[Dl)u([ClnaD)) u(|Cln|D|N ).
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Por excisao, temos que
H,(ICIn[DlnJ, (joC| D)) u (] N |oD)))

H(|lcIn DN, [(joc|n[D)) u(|Cln oD NX)

para todo p. Como dim(|C|N|D|NXE) <i+j—n—2, temos que
Hipjna(ICI N [DINE [(J0CI N [P U (IC] N ]0D])] M)

—0=
Hivj—n(ICIN[DINE, [([OC] N [D]) U (|C] N |oD])] N E).

Portanto, pela sequéncia exata do par (|C| N |D|NJ, (|0C|N|D|) U (|C|N|oD])),
b s Hij 1 ((19CI N [D)) U(ICTO[OD])) = Hiyjna(IC| N [D[NJ)

é um isomorfismo. Portanto, pelo lema 24.4 da referéncia [1], a aplicagdo 7 da definigao

acima é, de fato, um isomorfismo.

Percebemos que essa definicao de produto intersecao para pseudovariedades tem ba-
sicamente a mesma ideia que a primeira definicao de produto intersecao para variedades
topologicas.

As demonstragoes dos dois seguintes lemas podem ser encontrado na referéncia [IJ.

Lema 2.5. Consideremos p, g e T perversidades tais que p+¢ = 7. Sejam C' € [PC;(X)
e D € [1C;(X) cadeias tais que C' th D, 9C h D e C h 0D. Entao,

d(CND)=(dC)ND+ (=1)""'CN(dD).

Lema 2.6. Consideremos p, g e T perversidades tais que p+¢q = 7. Sejam C' € IPC;(X)
e D um (q,j)—subconjunto admissivel de X. Se [0C| h D, entdo existem cadeias
C' e IPCi(X) e E € IPCi11(X) tais que OE = C' = C, |C'| h D e 0C" = 0C.

Em particular, se temos dois ciclos quaisquer, esse lema diz que mesmo que eles nao
sejam transversais, ainda podemos escolher representantes em suas classes de homologia

de tal forma que sejam transversais.

Teorema 2.7. Consideremos p, § e T perversidades tais que p +q < 7. Entao, existe
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um unico produto intersecao
n: IpHZ<X) X IqH](X) — IrHi+j_n(X)

tal que para cada par de ciclos transversais C' € IPCi(X) e D € 11C;(X), [C N D] =

[C] N [D], ou seja, N nao depende da escolha dos representantes das classes.

Prova. Primeiramente, vamos provar o caso quando as perversidades satisfazem a
igualdade, ou seja, quando p 4+ ¢ = 7. Dai, sejam a € IPH;(X) e f € I9H;(X).
Escolhamos C' € I?C;(X) como um ciclo representante de o e D € [9C;(X) como um
ciclo representante de (. Pelo lema 2.6, existem cadeias C € IPCy(X) e E € IPC;11(X)
tais que Cy h D, OF = C — C; e 9C; = 0C = 0. Pelo lema 2.5, 9(C), N D) =
(0C1)N D+ (—1)"*CiN(dD) = 0, logo C; N D & um ciclo de I"Cy; j_,(X). Definamos

aﬂﬁ:[ClﬂD]

Seja Cy € IPC;(X) outro ciclo transversal a D que representa «. Dai, existe uma
cadeia ' € IPC;1(X) tal que Cy — Cy = OE'. Como OE' M D, pelo lema acima,
existem cadeias ' € IPC;1(X) e E € IPCy9(X) tais que OF = F — E', F th D e
OF = 0F' = Cy—C}. Dai, 0(FND) = (F)ND+(-1)"""'FN(0D) = CoNnD—-C,ND.
Com isso, [C1ND] = [CoND] em I"H; 4 j_,(X). Logo, aN ndo depende do representante
transversal a D na classe de homologia de «. De forma anéaloga, podemos provar que
anf nao depende do representante transversal a C' na classe de homologia de 3. Agora,
sejam C" € IPC;(X) e D" € 19C;(X) ciclos transversais quaisquer que representam o e
f3, respectivamente. Pelo lema acima, existe um ciclo D" € 1?C;(X) na mesma classe

de homologia de D" que ¢ transversal a |C’| U |C}|. Logo,
anpg=[CinD]=[CinD"=[C"nD"|=[C"nD.

Assim, a N (3 estd bem definido.

Se as perversidades P, § e T sdo tais que p+¢g < T, entdo existem perversidades p/, ¢’
er' taisquep<p,q<q,r <Tep +q =7 Pelo o que acabamos de provar, existe
um produto intersecio bem definido 1" H;(X) x 17 H;(X) — I" Hyyj n(X). Assim,
como IPH;(X) C I"Hy(X), I"H;(X) C ITH;(X) e I"H;j o(X) C I"Hiyj n(X),
podemos definir o produto intersecao [P H;(X) x [YH;(X) — I"H;;_,(X) como sendo
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a composta abaixo

IPH;(X) x I9H;(X)

|

1P Hy(X) x 1T Hj(X) ——I" Hyyjn(X)

|

I"Hi (X))

E o resultado independe das escolhas de p/, ¢’ e 7.

Exemplo 2.7. Seja X = S(T?) a suspensao do toro. Vamos calcular a matriz da

seguinte aplicacao
I"Hy(X;Q) x I'Hy(X;Q) — I'Ho(X;Q) —=Q

que ¢é a aplicacao augmentacao e, : Xn;x; — Xn; seguida do produto intersecao, onde
Q é o corpo dos racionais. Sabemos do exemplo 2.5 que I"H;(X;Q) é gerado por os
ciclos a e b e I'Hy(X; Q) é gerado por os ciclos S(a) e S(b). A intersegdo de a e S(b) é
simplesmente o ponto aNb. Dai, o indice de interse¢ao I(a, S(b)) é £1, dependendo da
orientagao de S(7%?). De forma analoga, I(b, S(a)) = 1. Como anS(a) = a, temos que
a e S(a) ndo sdo transversais, porém, podemos pegar um ciclo ¢’ na mesma classe de
homologia de interse¢do de a tal que '’ N.S(a) = @. Logo, I(a,S(a)) = 1(d’,S(a)) = 0.
Da mesma forma, temos que (b, S(b)) = 0. Portanto, a matriz que procuramos é a

seguinte
0 =+£1
+1 0

I(a,S(a)) I(a,S(b)) ]
I(b,S(a)) 1(b,S(b))

Por essa matriz percebemos que a composta acima nao é degenerada.

Portanto, com a homologia de intersecao podemos recuperar o produto interse¢ao
que tinhamos para variedades topolégicas e que nao estava bem definido para pseudo-

variedades com a homologia cléssica.
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2.4 Relagao entre @' e TH'(X) e Consequéncias Im-

portantes

Nesta se¢ao, vamos definir certos subcomplexos especiais de sd(T'), onde T' é uma
triangulacao da pseudovariedade X, e veremos como usando eles podemos calcular
os grupos de homologia de intersecao de X com a homologia cléssica. Para a partir
dai, concluir que os grupos de homologia de intersecao de X sao independentes da

estratificacao e triangulacao, e X sendo compacta, entao eles sao finitamente gerados.

Definicao 2.13. Sejam T uma triangulagdo da pseudovariedade X de dimensao n,
sd(T') a subdivisao baricéntrica de T e p uma perversidade. Dado um inteiro i > 0,

definimos a aplicacdo L? : {0,1,--- ,n+ 1} — {=1,0,...,i — 1,4} da seguinte forma:

LP0)=i, ILP1)=i—-1, L’(n+1)=-1
e se 2<c<nentao

-1, sei—c+p(c) < —1,
Li(c)=4n—c¢ sei—c+plc)>n—ec,

i —c+ p(c), de outra forma.

O numero L¥(c) é a maior dimensio possivel da interse¢ao de qualquer conjunto A

(P, i)—admissivel com X,,_. se ¢ > 2. Pois, temos que dim(A) <i e
dim(ANX,_.) <i—c+pc).

Se i —c+p(c) < —1, entdo A e X,,_. nao podem se interceptar, logo podemos dizer
que a maior dimensdo possivel da intersecio de A com X, . é —1 = LP(c). Como
dim(X,_.) =n — ¢, se i — c+p(c) > n — ¢, entdo dim(AN X,_.) <n —c= LP(c); ja
se 0 <i—c+plc)<n—c—1,entdo dim(ANX,_.) <i—c+plc) = LP(c). Se c = 1,
entdo dim(AN X, ;) = dim(AN X, 5) <i—2 <i—1= LP(1). Os casos quando ¢ = 0
ou n + 1 ¢ mais direto ainda.

Temos que LP(c) — 1 < LP(c+ 1) < LE(c), pois p(c) < ple+ 1) < p(c) + 1. Logo,
a aplicagio ALl(¢) = L¥(c) — LP(c + 1) com dominio {0,1,---,n} tem valores no

conjunto {1,0}.

Definig¢do 2.14. Chamamos Q! de conjunto basico o subcomplexo de sd(7T") gerado

por os baricéntros de os simplexos ¢ de T tais que ALY (n — dim(c)) = 1.
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Em nenhum momento da definicio de Q7 usamos a estratificacio de X, assim os
conjuntos basicos nao dependem da estratificagao de X.

A dimensao de Qiﬁ é 7, pois em cada n-simplexo, sz varia ¢ + 1 vezes. Logo, a
dimensido méxima dos simplexos de Q7 é i.

Se ALY (n—dim(0)) = 1, entdo ALY, (n—dim(c)) = 1. Logo, Q7 é um subcomplexo
de szﬂ'
Exemplo 2.8. Seja X um 3-simplexo 0. Vamos determinar QF, @}, Q5, e Q% para as

perversidades nula 7 e a maxima ¢ :

e i =0: L5(0) =0e Lh(1) = L§(2) = L5(3) = Lh(4) = —1. Logo, ALE(0) = 1
e ALP(1) = ALB(2) = ALE(3) = 0. Dai, QF ¢ o baricéntro de ¢ para qualquer

perversidade p.

Figura 2.10: Q¥

e i =1 LF0) =1, LF(1) = 0e L}(2) = L}(3) = L¥(4) = —1. Logo, ALY(0) =
ALF(1) =1 e ALE(2) = ALE(3) = 0. O que indica que QY é gerado pelo bari-
céntro de o e os baricéntros das faces de dimensao 2 para qualquer perversidade
p.

e i — 2: para a perversidade m temos que L5(0) = 2, L3(1) =1, LF(2) = 0 e
L7(3) = L5(4) = —1. Com isso, ALY(0) = ALY (1) = AL3(2) =1e ALZ(3) = 0.
Assim, Q7 é gerado pelo baricéntro de o e os baricéntros das faces de dimensdes 2
e 1. J4 para a pervesidade ¥ vemos que L5(0) = 2, LL(1) =1, LE(2) = LE(3) =0
e LL(4) = —1. Logo, ALL(0) = ALL(1) =1, ALL(2) = 0 e ALL(3) = 1. Entdo,

Qg ¢ gerado pelo baricentro de o e os baricentros das faces de dimensoes 2 e 0.
o ;=3 Qg = o para qualquer pervesidade p.
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N

l”lh
illll

I

Figura 2.11: Q5

Figura 2.12: Q)

Proposigao 2.8. Sejam p e g perversidades tais que p+q = t ¢ a perversidade maxima.
Sei>1eT, 5¢éo0 (n—2)-esqueleto da triangulacao 7" de X, entdo existem retratos

de deformacoes canonicos preservando-simplexo
X (@i N[ Tal) = @F

X - QZ—z‘H — QY N T,

Prova. Como i > 1, temos que LP(2) # LP(1), e como LP(0) # LP(1), temos que o0s
baricéntros dos n-simplexos e (n — 1)-simplexos de T estdo em Q7.
Por uma manipulacao aritmética, vemos que se 2 < ¢ < n + 1, entao
LP(c) + LY

n—ir1(c) =n—c—1.
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Dati,
AL?(C) + ALZ%H(C) = L?(C) - L?(C +1) + Lz—iﬂ(c) - szz#l(c +1) =

n—c—1—(n—c—1-1)=1.

q

. . . A . D
Com isso, para qualquer simplexo de 7;,_5 seu baricéntro estd em (); ou em Q) _, .,

mas nao nos dois simultaneamente. Logo, o conjunto dos vértices de sd(7T') que geram
Q7 é o complementar dos conjunto dos vértices que geram Q?_, , N[T},_5|. Assim, cada
simplexo o em sd(T) é o join de e N QY e o N (Q7_,,; N|T,—2|). Com isso em mente, o

retrato de deformacao procurado
X = (@i N[ Ta]) = @F

¢ dada em cada simplexo de sd(7") retraindo ao longo dessas linhas de join. O outro
retrato de deformacao
X = Qh iy = QYN [T,

é definida com um argumento similar.

Proposicao 2.9. Seja T uma triangulacao de X compativel com sua estratificagao.
Consideremos Q? definido em relacao a essa triangulacao 7. Entao, para cada ¢ > 0,
QP ¢ um conjunto (p,1)-admissivel.

Prova. Se ¢ é um k-simplexo de T, entio dim (¢ NQ?) = LP(n— k), pois dim (¢ NQ?)
¢ igual a quantidade de saltos menos 1 que ocorre quando AL? varia de n —dim (o) a

n, ou seja,

dim (0NQY) = Y ALI(c)-1= LI(n—dim (0))—LY(n+1)—1 = L (n—dim (0)).
c=n—dim (o)

Dado ¢ um p—simplexo de X, _.. Dai, n —c > p, e seja m = n — p > c. Temos
que dim (0 N QP) = ¢ ou dim (¢ N Q?) = LP(m) < i —m + p(m). Seja k tal que
k+c=m. Como p(j+1) < p(j)+ 1 para todo j, temos que p(m) < p(c) + k. Logo,
i—m+pm)<i—k—c+p(c)+k=1i—c+p(c). Portanto, para qualquer simplexo o
de X,_., dim (¢ N Q) = ¢ ou dim (6 N QY) < i — c+ p(c), e assim o resultado segue.

|

Logo, qualquer i-cadeia formada por simplexos de Q?’ ¢ (p,1)-admissivel, mas isso
nao implica que ela esta em IPC;(X).

A proxima proposi¢ao nos conta a importancia dos conjuntos bésicos Q.

49



2. Homologia de Intersecao

Teorema 2.10. Seja T uma triangulacao de X compativel com sua estratificagao.
Consideremos o0s conjuntos bdsicos Q? definidos em relacdo a T. Entdo, o homomor-

fismo

W Im (H(QP) — Hy(QF)) — IPH(X)

duzido pelas as inclusoes
OHCHQD)) N Cia(QF) C IPCria (X)

(Ker 0) N Cy(QF) C IPCi(X)
é um isomorfismo, onde 0 : C;(X) — C;_1(X) € o operador bordo.

Prova. Sejam {C;(QF)),d}} o complexo simplicial de Q7, {C;(QF,,)),d/} o complexo
simplicial de Q7 e {I?C;(X)),9;} o complexo simplicial singular de X. Temos que

Ker 0/
Im 97,

Ker 8@

B Im @-H’

Hz(QI?) = Ker 0, Hi( I?+1) = e IPH;(X)

pois Im 9}, ; = 0. O homomorfismo H,(Q?) — H;(Q%,,) é induzido pela inclusdo. Como

D o, D . -~ . ~ . ..
(); ¢ um subcomplexo de )i, a inclusao é uma aplicagao simplicial. Logo,

Hi(QY) —  Hi{(QY))
& — &+ Im 0{’“

Dai, o nicleo desta aplicacao é Ker 0; N Im 0, ;. Pelo teorema do isomorfismo,

B Ker 0]
Ker 9; NIm 07,

Im (H;(QF) — Hi(Q7))

Com isso,
v % —  IPHy(X)
&i — &+ 1m 0
Pois, primeiramente, se & € Ker 0], entdo & é (p,i)-admissivel e 9/(&;) = 0, logo

& € IPCi(X) e & € Ker 0. Segundo, se & + Ker 0, NIm 0., = & + Ker 9, N Im 9},
entdo existe & € Ker 9/ NIm 9/, tal que & — & = £ Dal, existe £, € Ci11(Q%,,)
tal que 07 ((&'1,) = &' Temos &, € IPC;11(X), pois & é (p,i + 1)-admissivel, e
como 04, (§4) = &' € Ker 0, resulta que 97,,(£1) € Ci(Q}), e assim 0, (£;) é
(p, 1)-admissivel.

Primeiramente, vamos considerar ¢ > 0. Vamos mostrar que ¥ é sobrejetiva: seja
z € I?H;(X) representado pelo ciclo z;. Seja t a perversidade maxima. Entdo, t—p = g é

uma perversidade também. Sabemos que dim (Q?_, ., N|T,—o|) = LI_, ,(n—(n—2)) =
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LI, (2)=n—i+1-2=n—i—1Daf, Q! , ,N|T,_o| & (g,n—i— 1)-admissivel.
Como 0(z;) = 0, pelo lema 2.6, existe um ciclo 2] na mesma classe de z; tal que z/

71N T—s]. Comisso, dim (2{NQ%_,,N|T—2|) < i+n—i—1—n = —1, implicando
que 2, N Q7 ;.1 N|T,—s] = @. Logo, z; C X — (QF_,.1 N|Th—2|). Seja r a deformacao
retragao de X — ( z?iﬂ N |T,—2|) para Q7. Como r nio é uma aplicacio simplicial,
/

(2

) ndo tem uma estrutura de i—ciclo como queremos. Porém, podemos induzir um

ciclo 7,(2}) € C;(QF) tal que |r.(2})| = r(|z}|) como segue: triangularizemos |z tal que
cada simplexo de 2] esta contido em um tnico simplexo de sd(7"). Agora, enviemos cada
vértice v de |2/| para r(v) € Q¥ e estendamos linearmente sobre todos os simplexos de
| 2] Tsso vai resultar em uma cadeia de C;(Q?), e vamos denota-la por r,(2}). Temos que
|z} x [0, 1] tem uma estrutura de um complexo simplicial com exatamente dois vértices
(v,0) e (v,1) para cada vértice v de |z|. Definamos a aplicacao H : |z[| x [0,1] — X
para cada vértice v de |z[| por H(v,1) = r(v) e H(v,0) = v e estendamos linearmente
sobre todos os simplexos de |z/| x [0, 1]. Temos que H(z} x[0,1]) € Ci11(X) e 041 H(z X
[0,1]) = r«(2]) — 2z por causa da triangulagao de |z}| x [0, 1]. Como a filtracao de X é
compativel com a triangulacdo 7', desde que dim(X,,_. N (r.(z}) — 2!)) < i —c+ p(c),
temos que dim(X,,_.NH (2 x[0,1])) <i+1—c+p(c). Logo, H(2[x|0,1]) € I?C;11(X),
e, portanto, 7.(z}) e z/ representam a mesma classe em I? H;(X).

Agora, vamos mostrar que ¥ ¢é injetiva: sejam z;, z. € Ker 0! tais que z; — 2 =
9i11(€) com € € IPCi11(X). Sabemos que (Q7_, N |T,,—|) N QL. = @. Como 91 (£) =
zi— 2 CQV C Q4 temos que 9;11(€) M (Q7_; N |Ty,—»|). Dai, novamente, pelo lema
acima, existem cadeias &' € IPC;1(X) e E € IPCiio(X) tais que Ojo(E) =& — € e
& (QL_, N T, ). Como dim(Q? , N T, s]) = n—1i— 2, entdo dim(& N (Q?_, N
T _s])) <n—i—2+i+1—n=—1.Logo, & C X —(Q?_,N|T,_5|). Usando o mesmo
argumento como acima, construimos uma cadeia r.(¢') € Ciy1(Q7,,) e encontramos
uma cadeia " € IPCiyo(X) tal que 0i42(£") = r.(¢) =& Dai, 9,11 (r(£)) = 0i1(£) =
0i41(&) = z; — z,. Portanto,

z+ Ker 0, NIm 97, = z; + Ker 9; NIm 9/,

Ker 0]
Ker 9;nIm 97’
Vamos, agora, analisar o caso i = 0 : temos que Qf é o conjunto dos baricentros de

em

todos os n-simplexos de T. Com isso, Hy(Q}) = Cy(Qh). Sabemos que QF tem o mesmo
ntimero de componentes conexas de X — X. Logo, Hy(Q}) = Hy(X — X) e & gerado
por um conjunto escolhendo um vértice arbitrariamente de cada componente conexa

de Q%. Podemos considerar que esse conjunto esta contido em Cy(Q5). Dai,

Im (Ho(Qg) — HO(QI;))) = HO(Q?)'
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Entao,
U Im (Ho(Qh) — Ho(Q)) = Ho(X — %) — IPHy(X)
&i — &+ Im Oy

¢ um isomorfismo pelo segundo item da observacao 2.3.

Corolario 2.11. Os grupos [P H;(X) sao finitamente gerados se X é compacto.

Prova. Se X é compacto, entdo Im (H;(QF) — H;(Q,,)) é finitamente gerado, pois &

um subgrupo de H;(Q%, ) que é finitamente gerado. Portanto, pela proposi¢ao anterior,
IPH;(X) ¢ finitamente gerado.

Os dois corolérios seguintes provam o terceiro item da observacao 2.3.
Corolario 2.12. Os grupos [?H;(X) independem da estratificagao.

Prova. Sejam S e S’ duas estratificagoes de X e T e T" duas triangulacoes de X
compativeis com S e S’, respectivamente. Dai, X sendo um P L—espaco, existe uma
subdivisdo T de X comum de T e T". Logo, T é compativel com S e S’. Definamos Q]?
e Q?H com relacdo a T. Sabemos que os conjuntos basicos, QF e Qﬂl, nao dependem
da estratificagdo, daf, pela proposicdo anterior, Im (H;(QF) — H;(QF.)) ¢ igual a
I?H;(X), onde IPH;(X) é definido em relagdo a qualquer uma das duas estratificagoes.

m
Corolario 2.13. Os grupos Im (H;(QY) — H;(Q},,)) independem da triangulacao.

Prova. Sejam T e T’ triangulagoes de X. As filtragoes
X=|T,| DX =T D|Th—3| D D|T]

X =T D5 =T, 5| DT, 5| >--- DT

resultam em estratificagbes de X e sao compativeis com T e T', respectivamente. Dai,
pelo corolario anterior, I? H;(X) nao depende da estratificacdo de X, logo IPH;(X) é
igual a Im (H,;(QF) — H;(Q%)), onde os conjuntos bésicos sdo definidos em relagio a
TouaT.
]
Sejam X e Y pseudovariedades e h : X — Y um homeomorfismo entre elas. Consi-
deremos T : |K| — X uma triangulagao de X. Logo, o complexo simplicial K também
resulta em uma triangulacao de Y. Dai, desde que os grupos de homologia de intersecao
de X e Y independem da triangulacao, resulta que eles sao isomorfos. Concluimos que
os grupos de homologia de intersecao sao invariantes topologicos sobre as pseudovari-

edades.
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2.5 Teorema da Dualidade de Poincaré Generalizada

Nesta secao, vamos finalmente provar o teorema da dualidade de Poincaré genera-
lizada para pseudovariedades, mas, antes disso, vamos demonstrar dois resultados que

serao fundamentais para isso.

Lema 2.14. Seja X uma pseudovariedade compacta e orientada de dimensao n. Se p

e ¢ sao perversidades complementares e ¢ + 7 = n com ¢ > 0, entao
I"H;(X) = Im (H'(QF,,) — H'(QY)).

Prova. Sejam T uma triangulagdo de X e S = |T,,_5| o (n — 2)-esqueleto de T Dai,
dim(QINS) = LI (n—n+2) = LI(2) = i—2. De forma andloga, dim(Q?, ,NS) =i—1.
Das sequéncias exatas do pares (Q7,Q7 N 9)) e (QL,,Q%, N S)) e das inclusdes,

temos o seguinte diagrama comutativo:

= H,(QINS) ——H;(Q)) —— H,(Q,QIN S)) ——=H; 1(QINS) =0

)

| | l |

!

0= H,;(Q} w1 S) —H; (Qz—i—l) L>H( 3+17 ?+1 ns)) —- i*1<Qz(’j+1 ns).
Como 7, é sobrejetiva, 7, é injetiva e o diagrama comuta, resulta que
I"H,(X) = Im(Hi(Q]) — Hi(Qf,1)) =~ Im(Hi(Qf, QN S) — Hi(Q1, Qf1 N S)).

Pelos retratos de deformagoes da proposi¢ao 2.8, temos o seguinte diagrama:

12

H( ?Q?QS) Hi<X_Q NS X — Qj+1)

| |

Hz’(Q?HaQ?HﬂS) HAX—Q?OS,X—Q?).

12

Como os subconjuntos Q?ﬂ S C Q? e Q’?H ns C Q?H sao construtivos, pelo lema 2.4,

temos o seguinte diagrama:

Hi(X — Q?+l ns,X — Q?ﬂ) ~  H/( r ?+1 n.s)

J+

J |

Hi(X - QN S, X —QF) ~ HI(QF,QV N S)
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Juntando esses dois diagramas, concluimos que
['Hy(X) = Tm(H;(Q], Q7 N S) — H; (Qz+17Qz+1 S)) =~

Tm(H( ]+17Q]+1 S) — H( ?7Q?ms>)'

Sabemos que dim(Q? N S)) =j —2 e dim(Q%,; NS)) =4 — 1.
Pelas sequéncias exatas de cohomologia dos pares ( ?, Q?ﬂ S)) e (Q?H, Qﬁll ns))

e pelas inclusoes, temos o seguinte diagrama comutativo:

0= HI(Q]NS)~——H/(Q)) ~——— H(Q},Q} N S)) ~——H'"HQ]NS) =0

| | | |

O—Hj( +1ﬂs)<_H (Q +1)<_Hj( +1>Qg+1ﬂs))<—H] 1(Q_]+1 S).
Dai, desse diagrama concluimos que

I"H(X) = Im(H(Q},, Q1 N S) = H(QF, Q7N S)) = Im(H'(Q],,) — H'(QF)).

Lema 2.15. Sejam A C B subcomplexos. Os indices de Kronecker

Hi(A) x Hi(A) — 7

(¢, ¢)) — ()

HI(B) x Hy(B) — Z
(¢, ¢)) — ()

induzem uma aplicacao bilinear entre
Im(H;(A) — H;(B)) e Im(H?(B) — H’(A))

que é nao-degenerada se os coeficientes estao em um corpo F.

Prova. A aplicacao i, : H;(A) — H;(B) é induzida da inclusdo iy : C;(A) — C;(B),
ou seja, i.(c;) = ¢;. Ja a aplicagao i* : H/(B) — H’(A) é induzida da dual de iy, ou

seja, i*(¢/) = ¢ 0 iy. Definamos

O Im(H/(B) — HI(A)) x Im(H,(A) — H;(B)) —> Z

(i*(c7) = ¢ oy, in(cj) = ¢)) — (o, ¢)
Se i.(2;) = 1.(%;) = ¢j, entdo existe dj1 € Cj41(B) tal que z; — z; = dd;j11. Dai, (¢/ o
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iy, 2j—0djs1) = (Joiy, 2j) —(oig, 0djpr) = (Foig, 2j) — (0 oig, dji1) = (I oiy, z;),
pois ¢/ oiy é um cociclo. Se i*(¢?) = cfoiy = i*(c) = cJoiy, entdo existe &1 € 971 (A)
tal que ¢/ 0y —cd oiy = dd~1. Logo, (¢/ oiy —8d/ " ¢;) = (¢ oiy,c;) — (5d ), ¢;) =
(Joiy,c;)—{(d"~1,0c;) = (I oiy, c;), pois ¢; € um ciclo. Portanto, ® estd bem definida.
Agora, sejam i.(c;) = ¢; e i.(¢;) = ¢;. Entdo, ¢; + ¢ = ix(c; + ), logo ®(?, ¢c; +¢;) =
(A oiy,c; +T) = B(d,¢;) + O(c,E). Jase i*(9) = ¢ oiy ei*(cd) = ¢ oiy, entio
oiytcioiy=i(d+d), e B+, ¢5) = (I + ) oiy, ;) = B(I, ;) + B(, ).
Seja A € Z. Temos que i,(Ac;) = A¢j = Niw(cj) e i*(Ad) = A oiy = Ni*(d) e
D(cd, Aej) = AN0(, ¢;) e PN, ¢j) = AP(c, ¢;). Dessa forma, concluimos que ® é uma
aplicagao bilinear bem definida.

Sabemos do teorema 53.5 da referencia [I] que se F é um corpo e C' é um complexo
de cadeia livre, entdo H9(C;F) é isomorfo a Homp(H,(C;F), F) para todo ¢. Dai, o
indice de Kronecker de A e B sobre I é nao-degenerada.

Com isso em mente, se (7, ¢;) = 0 Ve; € Im(H;(A;F) — H;(B;F)), entdo (¢ o
iy, c;) = 0Ve; € Hi(A;F). Como ¢/ oiy é um cocliclo de A, temos, pela obersevagao
acima, que ¢ o iy é nulo em H’(A;F). Ja se ®(d,¢;) = 0 Ve € Im(H/(B;F) —
HI(A;F)), entdo (¢, ¢;) = 0V € HI(B;F). Como iy : Cj(A;F) — C;(B;F) manda
ciclo em ciclo, ix(c;) = ¢; é também um ciclo de B. Dai, ¢; é nulo em H;(B;F).

Portanto,

® : Im(H/(B;F) — HI(A;F)) x Im(H;(A;F) — H;(B;F)) —» F

(*(c)) = & oy, iu(c;) = ¢;) — ( oy, ;)

¢ nao-degenerada.

Teorema 2.16. (Teorema da Dualidade de Poincaré Generalizada) Seja X uma pseu-
dovariedade compacta e orientada de dimensao n. Se as perversidades p e § sGo com-

plementares e 1 + j = n, entao a aplicacao bilinear
IH;(X;F) x IPH;(X;F) — I'Hy(X;F) —~T

que € a composta da aplicacao augmentacao €, : YXn;x; — Xn; sequida do produto

intersecao € nao-degenerada, onde F € um corpo.

Prova. Seja i > 0. Pelo lema 2.14, temos que

I"H;(X;F) =Im (H(Q",;F) — H'(Q"; F)).

J+13
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Ja pelo teorema 2.10, temos que
IPH(X5F) = T (H(QFF) = Hy(QF,F))
Finalmente, pelo tdltimo lema, existe uma aplicacao bilinear
I'H,(X;F) x I"H;(X;F) - F

que é nao-degenerada.

Para o caso i = 0, sabemos, pelo segundo item da observacao 2.3, que [7Hy(X) =
Ho(X — %) e I’PH,(X) = H,(X). Pelo lema 2.4, Hy(X — %) ~ H"(X,3). Desde
dim(X) <n -2, H"(X,Y) = H"(X). Logo, I"Hy(X;F) ~ H"(X;F) e I’H,(X;F) =
H,(X;TF), e, portanto, o indice de Kronecker é a aplicagao bilinear que estamos procu-
rando.

Com um argumento similar ao da proposicao 1.11, podemos ver que essa aplicacao

bilinear nao-degenerada que acabamos de provar,
I"H;(X:;F) x I"H;(X;F) — F,
é igual, a menos de isomorfismo, a composta
I9H;(X;F) x I"Hj(X;F) — I"Hy(X;F) =T,

da aplicacao augmentacao €, : Xn;z; — Xn; seguida do produto intersecao.

Observacao 2.5. Pelo teorema dos coeficientes universais, temos que
Hy(X;F)~ Hi(X)®Fe H(X;F) ~ H(X)®F

onde X é a pseudovariedade compacta do teorema 2.16 e F é um corpo qualquer que
contém os racionais Q. Dai, se n6s comecassemos com todos os complexos de cadeias
definidos em Z, ao invés do corpo FF, poderiamos concluir, de forma quase andloga, que

a aplicacao bilinear acima
I"H;(X) x IPH;(X) - Z

quando tensorada com I é nao-degenerada.

Corolario 2.17. Seja X uma pseudovariedade compacta e orientada de dimensao n.
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2. Homologia de Intersecao

Se as perversidades D e ¢ sao complementares e ¢ + j = n, entao existe um isomorfismo
I"H;(X;F) ~ Hom(/"H,;(X;F),F)

para todo corpo F.

Prova. Anéloga a demonstracao do corolario 1.12.
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