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Resumo

Nesta dissertacao abordamos alguns modelos em teoria de campos escalares reais,
relatividade geral, modelos de energia escura e de branas por defeitos topologicos
com campos escalares reais. Para tal objetivo, fazemos primeiro uma revisao de
campos escalares reais e defeitos, topologicos e nao topologicos, em (1,1) dimensoes
com dinamica padrao e generalizada. Em seguida é feito uma introdugao a cosmologia
passando por topicos de relatividade geral, perturbagoes da métrica, energia escura
no modelo padrao, de um e dois campos, e no modelo taquionico. Por fim, utilizamos
os métodos desenvolvidos até aqui para estudar mundo brana, suas aplicacbes em
fendmenos e resultados tedricos sob a roupagem de campos escalares reais.

Palavras-chave: Campos Escalares Reais, Cosmologia, Defeitos Topologicos,
Mundo Brana.
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Abstract

This dissertation deals with models in real scalar fields theory, general relativity,
dark energy and branes modeled by topological defects with real scalar fields. For this
purpose, we firstly work on a review about real scalar field theory, topological and
nontopological defects in (1,1) dimensions with standard and generalized dynamics.
Then, an introduction of cosmology is done passing by topics like general relativity,
metric perturbations and dark energy in the standard model, for one and two scalar
fields, and the tachyonic model. Lastly, we use the methods developed so far to study
braneworld scenarios, their applications in physical phenomena and theoretical results
under the real scalar fields perspective.

Keywords: Braneworld, Cosmology, Real Scalar Fields, Topological Defects.
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Convencoes

Nesta dissertacao iremos adotar as seguintes convencoes em todos
os capitulos

e Os indices 7,7, k,l,m=1,2,3,...,n.

e Os indices a,b,c,d,e =0,1,2,3,4.

e Os indices o, B, A\, u, v = 0,1, 2, 3.

e Sistema de unidades naturais: ¢ = h = 47G = 1.
e 7, = diag(1,—1,—-1,—1).
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Capitulo 1

Introducao

O grau mais elevado na fisica seria alcancado com uma teoria de
unificagao entre todas as forcas fundamentais da natureza. O redu-
cionismo na fisica tem por objetivo explicar o maximo de fenémenos
com o minimo de principios, por isto uma teoria capaz de recupe-
rar todas as forcas fundamentais como casos particulares tem sido
o objeto de estudo de muitos fisicos do século passado até os dias
atuais.

Uma proeminente tentativa de unificacao surgiu em 1921, no tra-
balho de Theodor Kaluza [1], nele os campos eletromagnético e gra-
vitacional, inicas forcas fundamentais conhecidas aquela época, sao
tratados como componentes de um tinico campo de (4,1) dimensoes.
Sua hipdtese original consiste em descrever a Relatividade Geral em
5D com uma métrica composta pela métrica g, do espago-tempo
4D, o potencial vetor A, do eletromagnetismo e um campo escalar
¢, atualmente chamado de dilaton.

A fim de que sua teoria fosse compativel com o que ja era ob-
servado de gravitacao e eletromagnetismo, Kaluza impoe a condicao
de que a derivada das componentes dessa métrica em relacao a di-
mensao extra sejam nulas ou que sejam pelo menos muito pequenas
quando de ordens superiores, chamada condicao de cilindro. Desta
forma, ele unifica as duas forcas em um tnico campo universal de
natureza puramente geométrica, onde a gravidade se propaga numa
geodésica 4D e a carga elétrica é identificada com movimento na
dimensao espacial extra.

Na tentativa de quantizar esta teoria e de ao mesmo tempo, expli-
car a condicao de cilindro, Oskar Klein, em 1926, obtém que a dimen-
sao extra é fechada e periddica na escala de Planck, de raio R ~ 1073
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cm [2]. Obviamente uma dimensdo extra tao pequena quanto pre-
vista por Klein gera uma dificuldade experimental enorme.

Uma solucao para a dificuldade experimental de detectar a di-
mensao espacial extra foi proposta por Arkani-Hamed, Dimopoulos
e Dvali [3], em 1998, nele o raio da dimensao extra é

TeV)HZ

mgew

R=10"Y¢em x (

onde n é nimero de dimensoes extras. O caso n = 2 é particu-
larmente interessante pois R ~ 1mm, algo que pode ser testado
em escalas de energia de 1 TeV. Este modelo, pode explicar o pro-
blema da hierarquia entre a forca gravitacional, na escala de Planck
Mp; ~ 10 GeV, e as outras 3 forcas, na escala de interacao fraca
mew ~ 103 GeV. No modelo de Arkani-Hamed, Dimopoulos e
Dvali (ADD) a "franqueza" da gravidade esta no fato de que ela
se dilui no grande volume das dimensoes extras, enquanto as par-
ticulas do modelo padrao estao confinadas na hipersuperficie 4D.
Desta forma, o enorme deserto entre estas duas escalas fundamen-
tais mpw /Mp; = 1071 seria apenas aparente.

Embora ainda nao haja nenhuma evidéncia experimental de di-
mensoes espaciais extras podemos também nos perguntar por que o
nimero de dimensoes espaco-temporais deveria ser exatamente 4. E
certo que o carater 1/r? da gravidade e da eletrostética parece apon-
tar para um espaco-tempo de 4 dimensoes. Entretanto, é igualmente
possivel descrever tais teorias em contextos de dimensoes superiores,
como mostra o modelo ADD para gravidade. Além disso, sobre a
perspectiva de dimensoes extras podemos formar um grande arca-
bougo tedrico para descrever o mundo 4D. Estes cenarios de mundo
brana nao pertencem mais ao campo especulativo da ciéncia, mas
sim em uma aproximacao teorica bem estabelecida em fisica de par-
ticulas além do modelo padrao.

No mesmo ano da publicacao do modelo ADD dois grupos de pes-
quisa astronémica independentes, o High-Z Supernovae Search Team
e o Supernova Cosmology Project, constataram que o Universo estéa
atualmente em expansao acelerada [4, 5]. Os dados experimentais
nos informam que ainda que caso o Universo tivesse passado por
um perfodo de inflagao inicial, a expansao remanescente deveria ser
desacelerada, devido a forca atrativa da gravidade. Um tipo de ener-
gia desconhecida seria a razao de tal expansao acelerada, a energia
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escura. Cerca de 69 porcento da densidade de energia do Universo
¢ composta dessa energia. Isso também foi confirmado por outras
observagoes como a radia¢ao cosmica de fundo |6, 7, 8, 9] e as os-
cilagoes actsticas de barions' [10, 11]. Esta energia é caracterizada
por uma equagao de estado w = P/p, onde P é a pressdo e p ¢é a
densidade de energia. Observacoes recentes restringem a equacao de
estado com w < —1/3 [12, 13].

Um dos candidatos mais simples para este fenomeno é a constante
cosmologica A com w = —1. A constante cosmologica surge de uma
energia de vacuo em fisica de particulas, mas sua escala de energia
¢ muito maior do que a escala de energia observada para energia
escura [14], da ordem 10° vezes. Muitos modelos alternativos para
explicar este fendmeno surgiram nos tltimos anos, entre eles os que
mais se destacam na literatura sao os de quintesséncia [15, 16, 17, 18,
19], gas de Chaplygin [20], k-esséncia [21] e gravitacao modificada
[22].

' Ame(B)
00 ,f

(1,0)
(2,0) 4of

3

Supernova
Cosmology
Project

= =3
= I 38
<

— 0,020, 0,2080]
02,7020, 2,=0.00]
-- Q,=1.00, 2,=0.00]

Calan/Tololo
(Hamuy eof al,
A.J. 1996)

effective mp

| I L I
0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1.0

ift z 0.01 0.10 1.00
( a) redshift z (b) s

FI1Gura 1.1: (a) e (b) Magnitude efetiva de supernovas IA vs redshift
dos dados do Supernova Cosmology Project e High-Z Supernova Search
Team, respectivamente. Em ambos os casos a curva que melhor fita os
dados corresponde a composi¢ao de 0.69 energia escura e 0.31 matéria.

O modelo de quintesséncia é o modelo tedrico de campo escalar
mais simples que nao apresenta instabilidades laplacianas. Além
disso, ha uma vasta literatura modelando energia escura com um
ou mais campos escalares além de métodos para encontrar solucoes

LOscilacGes actsticas de barions sdo flutuacdes na densidade de matéria bariénica no plasma do
Universo primordial.
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analiticas para esses campos e métodos aproximativos de rolagem
lenta que fitam parametros cosmolégicos de observagoes recentes.

Os cenérios de mundo brana, o problema da hierarquia menci-
onada no modelo ADD e a energia escura talvez sejam os maiores
propulsores da fisica além do modelo padrao dos tltimos 20 anos e
uma grande variedade de modelos nao para de surgir. Neste sen-
tido, esta dissertacao esté direcionada a estudar e entender esses
problemas sob a roupagem de teoria de campos escalares reais. A
escolha de campos escalares reais se da por sua simplicidade em rela-
¢ao a outros modelos de campos nao escalares, no entanto, apesar de
sua simplicidade, podem ser utilizados para descrever uma gama de
fendmenos fisicos [23, 24|. Nesta dissertagao, estudaremos defeitos
topologicos do tipo paredes de dominios, em (1,1) dimensoes, com
dindmica padrao e nao-padrao.

FigurA 1.2: Exemplo de parede de dominio encontrada na natureza.

Os defeitos sao solucoes estaticas das equagoes de movimento do
campo e podem ser classificados como topologicos ou nao-topologicos,
apresentando diferentes formas como kinks e lumps, vortices ou mo-
nopolos, caso o sistema esteja em uma, duas ou trés dimensoes es-
pacias, respectivamente.

Os defeitos topoldgicos mais simples sao os kinks descritos em
(1,1) dimensoes. Os kinks sao solugdes estaticas que conectam dois
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minimos consecutivos do potencial associado ao modelo descrito por
uma densidade de lagrangiana do tipo £ = T(9,¢)— V(¢). Estes
sdo amplamente estudados em |25, 26, 27, 28]. Este tipo de defeito
¢ comum de encontrar na natureza, como podemos ver na figura
1.2, por exemplo. As cores violeta, branca e amarela podem ser re-
presentadas por niimeros diferentes. Na transicao entre um ntmero
e outro ha um interface, associada aqui a um defeito topologico.
Em geral, essa transicao de fase, ou como na figura, transicao entre
dois estados diferentes é suave, o que minimiza o gasto de energia
da transicao. Além disso, os defeitos de tipo kinks, bem como os
lumps aparecem naturalmente em fisica de altas energias [29, 30],
cosmologia |16, 17, 21, 31, 32, 33, 34|, cenarios de mundo brana
[35, 36, 37, 38, 39, 40, 41], transi¢oes de fase em sistema ferromag-
néticos [42], ete.

Por isso, uma gama de potenciais nao-lineares sao estudados no
proximo capitulo a fim de abrir espago para o estudo de 1 e N campos
escalares reais com dinamica padrao e nao-padrao, respectivamente,
embutidos na teoria da relatividade geral [43, 44], modelos cosmolo-
gicos de expansao acelerada e cenarios de mundo-brana.

A dissertacao esté esquematizada da seguinte forma: no capitulo
2 fazemos uma revisao pedagogica sobre teoria de campos escalares
reais para densidades de lagrangianas compostas de um e N campos
escalares com dinamica padrao e generalizada, respectivamente. Va-
mos focar em solugoes estéticas das equagoes de movimento (EoM,
"equation of motion"), introduzir o formalismo de primeira ordem e
analisar a estabilidade linear dessas solugoes para modelos conheci-
dos como ¢°, cosseno-gordon, ¢ e ¢* invertido.

No capitulo 3, vamos estudar métodos mais sofisticados para en-
contrar solucoes analiticas para modelos de dois campos, como o
método da deformacao e sua aplicacao para a determinacao de no-
vas familias de potenciais polinomiais, o método orbitas tentativas
na investigagao de estados BPS e modelos gémeos.

No capitulo 4, entramos na parte de cosmologia onde uma breve
revisao sobre relatividade geral, equacao de campo de Einstein e
perturbacoes da métrica é feita. Além disso, o contexto de energia
escura ¢ abordado com a métrica FLRW e o formalismo de primeira
ordem para o modelo padrao, de um e dois campos, e o modelo
taquionico, que nos ajuda a encontrar solucoes para a evolucao do
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fator de escala para varias familias de modelos.

No capitulo 5, encontra-se o modelo de mundo brana de Randall-
Sundrum. Embora esse modelo nao trate especificamente de teoria
de campos escalares podemos modelar a dimensao extra com defei-
tos topologicos e para isso vamos utilizar todo o arcabouco teoérico
definido nos capitulos anteriores para estudar brana de bloch e mo-
delo de N-campos escalares com dindmica generalizada em mundo
brana.

Terminamos a dissertagao com as conclusoes e perspectivas futu-
ras de trabalhos a serem explorados. Além disso, destacamos todas
as referéncias na literatura que foram fundamentais para a constru-
cao deste trabalho.



Capitulo 2

Alguns Modelos de Campos
Escalares Reais

Teoria de Campos é de extrema importancia na fisica. Com os
formalismos lagrangiano e hamiltoniano em teoria de campos pode-
mos descrever uma infinidade de fenomenos fisicos, desde a interacao
microscopica entre particulas a atracao gravitacional em larga escala.

O estudo em teoria classica de campos se concentra principal-
mente na procura por solucoes das equacoes de movimento que ad-
vém da minimizacao do funcional acao. Em geral, tais solucoes sao
nao-triviais, pois as equacoes de movimento sao de segunda ordem
e nao lineares. Neste capitulo, vamos estudar modelos com 1 e N
campos escalares com dindmica canonica e nao-candnica, respectiva-
mente, e mostrar que as equagoes de movimento de segunda ordem
podem ser satisfeitas por equacoes de primeira ordem, num método
conhecido como BPS (Bogomol'nyi, Prasad, Sommerfield) [45, 46].
Além disso, vamos estudar a estabilidade linear de alguns defeitos
topologicos, os kinks, e nao-topoldgicos, os lumps, no espago-tempo
plano.

2.1 Modelo de Um Campo Escalar
A equagao de movimento de uma teoria de campos cléssica ad-

vém do funcional, conhecido neste contexto como agao, em (D,1)
dimensoes
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ol = [ aP 0L (6, 0,0, (21)

o

onde L é a densidade de lagrangiana, aqui na forma padrao

O tensor métrico utilizado neste capitulo é do tipo Minkowski
g, = diag(+,—,...,—). A minimizacio da agao em relagio ao
campo nos leva em

_ D+1 % oL _
55_/d + x{%aw—a(am)a(am)} —0. (23)

Uma vez que, a varicao estd sendo tomada no campo e nao nas
coordenadas temos §(9,¢) = 0,(d¢). Usando integracao por partes
e desprezando o termo de superficie, ja que a variacao do campo é
nula nos extremos de configuragoes, obtemos

68 = /dD“:c {% — 0, (%) } 6¢ = 0. (2.4)

Por definicao, as variagoes tomadas aqui sao infinitesimais e inde-
pendentes entre si, entao obtemos a equacao da dinamica do campo
ou equacao de Euler-Lagrange da forma,

% ()~ 5 = (25)

O caso de (1,1) dimensdes terd um foco maior neste capitulo ao

falarmos de defeitos topologicos e nao-topologicos e alguns modelos
associados. Neste caso, permita-nos escrever a EoM na forma

P2¢ 0% dV

o 0x do

A maioria das equacgoes de movimento em teoria de campos apre-

sentam nao-linearidades que sao implementadas através da forma

do potencial V(¢). A nao-linearidade naturalmente leva a uma di-

ficuldade técnica na busca por solugoes analiticas, por isso, a fim

de simplificagoes iniciais no tratamento da equacao acima, vamos
considerar o caso estético, ¢(z,t = 0),

= 0. (2.6)
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_av

¢” - %7 (27>

onde ¢ = %.

Neste caso estatico, a densidade de energia que advém da compo-
nente temporal do tensor energia-momento (2.19) pode ser escrita
como,

plx)=—-L= %/2 + V(o). (2.8)

Logo, a energia total ¢ dada por

o / da (%2 + v<¢)) | (2.9)

Completando quadrados na equacao anterior temos

Ez:/@%%@ﬂiVﬁaz$ﬁ¢§1. (2.10)

Podemos perceber aqui que o potencial é necessariamente nao
negativo e por isso o termo quadratico contribui mais para a energia
que o termo linear. Portanto, a condicao de minimizacao da energia,
total nos diz que

¢ = FV2V, (2.11)

perceba que a equagao anterior satisfaz (2.7). Reduzimos a ordem
da equagao de movimento pela minimizacao da energia o que sim-
plifica em muito, a busca por solugdes analiticas para o campo ¢(x)
seja qual for o modelo V(¢). Um processo semelhante a esse sera
abordado ao falarmos do método BPS. Assim sendo, reescrevemos a
energia total como

E:/@Wﬁﬁ. (2.12)

2.1.1 Teorema de Noether

O teorema de Noether fornece um método poderoso para exa-
minar simetrias dentro da acao e da densidade de lagrangiana e
relacionar diretamente essas simetrias a quantidades conservadas.

Considerando uma transformacao infinitesimal geral de coorde-

nadas do tipo x* — " = " + dx* temos que a ac¢do transformada
¢S"=5+408, ou ainda
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55 = [aPaL(6 0,00 ~ [ L0000, (213

onde dP*lz! = J(a/, z)dPTz. O jacobianao desta transformagao in-

finitesimal ¢ J(2', x) = det (g“;:) =1+ 9,0x". Desprezando termos

de segunda ordem podemos escrever que

65 = / APz (6L + L£0,02"), ! (2.14)

aqui podemos utilizar a regra do produto e a equacao de Euler-
Lagrange para simplificar a equagao acima

oL
§S = /dD“:ca [,ccw — ) ] =0, 2.15
: 30,0)°° (2.15)
que nos leva a uma integral no contorno %,
oL
5S:/d2 |:£51}“— ) ] 2.16
5 500,0)° (2:16)

Somando e subtraindo o termo a(M

9,0) (0"¢)dx, na equagao anterior,
ficamos com

oL
0S= [ d¥, | =——A¢p —T"x,| =0, 2.17
[ [ -7 210
onde
Ap=6¢+ (0"p)ox,, (2.18)
¢ a variacao total de ¢ e
oL
T = 0" — g™ L, 2.19
0.0 21

¢ o tensor energia-momento. Considerando agora transformacoes
genéricas e continuas nas coordenadas e nos campos da forma dx,, =
Xpadw® e Agp = @,0w” a integral sobre o contorno X fica

oL
o _ uv o

Uma vez que os dw® sao infinitesimais e linearmente independen-

tes temos uma quantidade conservada advinda das transformacoes
continuas de coordenadas e dos campos,

LOnde usamos £8,8z" = 8, (Loz™) — (9,L)0a" = O, (L5z") — B, (mg—f@5¢)



Capitulo 2. Alguns Modelos de Campos Escalares Reais 11

/dD“ang; =0, (2.21)

onde J! = %ﬁb)@a —TH X, € a corrente de Noether.

2.1.2 Estabilidade Linear

Um estudo interessante consiste em aplicar perturbagoes na so-
lucao do campo e verificar se o modelo apresenta estabilidade linear
ou nao. Isto serve como guia para determinar se um modelo tem
consisténcia fisica. Uma perturbacao na solucao estéatica do campo
pode ser escrita como segue,

Qb(xa t) - ¢s(x) + 77(377 t)? (2'22>
aqui ¢s é a solucao estatica e n(z,t) é a perturbagdo que depende
tanto do espaco como do tempo. Estamos aqui considerando que
tal perturbacao é suficientemente pequena de modo que podemos
desprezar termos de segunda ordem. Com isto, substituindo a eq.
(2.22) na (2.6) ficamos com,

0°n B 0%n B 02, N d*V
o ox*  Ox*  d¢* |,

Tomando aqui pequenas flutuagoes no potencial em torno da solucao
estatica obtemos

= 0. (2.23)

0’n  0%n d*>V Pp, d*V

— — = — = 0. 2.24

o o2 TdgR|, " o2 | di), (2.24)
Da equagao de Euler-Lagrange sabemos que os dois tultimos termos
da relacao acima se cancelam,

0? 0? d*V
A/ ) (2.25)
o> 0x? de? |4,
Usando o método de separacao de variaveis para resolver esta EDP
podemos através do ansantz na forma

M(a,t) =Y nu(x)cos(wyt), (2.26)
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reescrever a eq. (2.25) como uma equagao tipo Schrodinger

d2
[—@ + U(l')] Ui W277n; (2'27>
ou ainda,
Hﬁn(ﬂf) - w277n(x)7 (228)

42V
onde U(z) = 45 )
ano associado. Caso a equagao tipo Schrodinger apresente autova-

lores negativos, w? < 0, o argumento imaginario no cosseno levaria

é o potencial de estabilidade e H o hamiltoni-

a um cosseno hiperbolico, algo que violaria a suposicao inicial de
que a perturbacao era suficientemente pequena na anélise realizada
acima. Portanto, para que a solucao classica seja linearmente estavel
o modo zero, wi = 0, deve ser o menor autovalor de energia acessivel
ao sistema. Além disso, derivando a EoM estatica (2.7)

d d? d
_dqu/ = _dx2¢/ = _dxv¢ = V0, (2.29)
que leva em
aZ A’V
[‘w * W} ’=0 (240

onde obtemos que a autofuncao correspondente ao modo zero é ny =
¢' no caso unidimensional.

2.1.3 Método BPS

O método BPS desenvolvido inicialmente por Bogomol'nyi, Pra-
sad e Sommerfield [45, 46] na década de 70 nos permite encontrar
solucoes analiticas para uma classe especial de modelos limitados
inferiormente na forma

W
V(g) = = 2.31)
onde le-se W, = %, W(¢) é chamado de super potencial por

analogia ao que surge em teorias supersimétricas. Com o poten-
cial escrito nesta forma, a equagao de movimento estatica pode ser
reescrita como
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P
dx?

Neste caso, é possivel reduzir a ordem da equacao de movimento,

= Wy W (2.32)

¢ = W, (2.33)

Assim sendo, a energia total (2.12) se escreve

E= [ dsoW, = [W(g(oc) - W(o(-o0). (239

Com isso o hamiltoniano na equagdo tipo Schrodinger (2.28) é
dado por

2

d
H = e + W¢¢ + WeWaes, (2.35)

que pode ser fatorado na forma

H,=S.5., (2.36)
através dos operadores
S, = _d — W, (2.37)

Com isso, podemos mostrar que a classe de modelos BPS nao

possui instabilidades aplicando o ! na equacdo (2.28) e integrando

/|Si77n 2dr = /w2]77n|2da:. (2.38)

Logo, vemos que os autovalores nao podem ser negativos,

2
n d
o JISiml'de > 0. (2.39)
J |mnl?de

Podemos aqui perceber a grande aplicagao que este método pode

w

ter. Ele nos fornece equacoes de primeira ordem que satisfazem
as equacoes de movimento, um operador hamiltoniano fatorizavel e
ainda garante que o modelo é sempre estavel. Por esses motivos, o
método BPS serd amplamente utilizado nas secoes e capitulos sub-
sequentes.

2.1.4 Kinks
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Os kinks sao defeitos topoldgicos que aparecem como solugoes das
equagoes de movimento estaticas em (1,1) dimensées que conectam
dois minimos consecutivos do potencial. Este tipo de defeito aparece
frequentemente em cenarios de mundo brana, sistemas ferromagné-
ticos, etc. Vamos aqui abordar os modelos ¢° e cosseno-gordon que
serao uteis, entre outras coisas, no método da deformacao abordado
no capitulo 3.

2.1.4.1 Modelo ¢°

O modelo ¢% ¢ descrito pelo potencial

1

V(9) = 5651 — 6°), (240

onde sem perca de generalidade todas as constantes foram toma-
das iguais a 1 e o campo ¢ adimensional. Podemos visualizar este
potencial na figura 2.1.

‘ ‘ 0.15[
0.5
0.4 \
0.10

/
0.3 /
> Q
0.2 0.05

b\ / 1% \l

0.0, : 0.00|

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -2 -1 0 1 2

(a) ¢ (b) x

FIGURA 2.1: Modelo ¢%: (a) Potencial associado ao modelo. (b)
Densidade de energia da solugao estatica.

Como podemos perceber o potencial é limitado inferiormente pelo
zero. Entao, podemos assim escrevé-lo como

sz?% (2.41)

onde,

Wy = 6(1— 6?). (2.42)
Uma vez que, W = W (¢) entdao Wy = %. Portanto, uma integra-
¢ao simples nos leva em

Wie)=5 -7 +C (2.43)
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aqui C deve ser nulo para que a energia seja finita. A solucao do
campo que satisfaz (2.5), conectando os minimos do potencial é

1 + tanh
o) = oy bA), (2.44)
onde a combinagao de sinais (4++; ——) vale para a solugao do tipo

kink e (+—; —4) para o anti-kink, ver figura 2.2. A densidade de
energia do modelo ¢° é

1 sech*(z)

Pl%) = S £ tanh(2))’ (2.45)

Pelo método BPS a energia total é simplesmente

E = Wp(e =o0)] - Wiz —oo)l| = 7. (246)

O estudo da estabilidade linear para este caso nos leva a uma
equacao do tipo Schrodinger

d? 9
o V@) ) = (o). (247
Dessa forma, o modo zero associado é
1 sech®(z
no(x) = —4. (2.48)

4 1+tanh(z)
2

0.4F

1.0 /\
0.8 0.3 \

“ [\
o / \ 202
“ / \ W\

0.2 / N / \
0.0 0.0 =" N —

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

(a) x (b) x

FIGURA 2.2: Modelo ¢°: (a) Solugao estética do modelo no setor topo-
logico ¢ € [0, 1] do tipo kink em preto e do tipo antikink em vermelho.
(b) Modo zero da solugao estatica.

Uma vez que, este modo zero nao apresenta nod, ou seja, nao
cruza o zero como podemos ver na figura 2.2, garantimos neste caso
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unidimensional que o modo zero é o menor valor de energia acessivel
ao sistema, o que caracteriza sua estabilidade.

2.1.3.2 Modelo Cosseno-Gordon

O modelo Cosseno-Gordon apresenta um potencial escrito como

Vigp) = %COS2(¢), (2.49)

perceba que neste potencial temos infinitos setores topoldgicos como
podemos ver em grafico na figura 2.3.

0.5 /\ /\ 1.0F
0.4

Y A N A Y A [\

SRR R W

|\

R, |V N

0.0["

-4 -2 0 2 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
(a) ¢ (b) x
F1aurA 2.3: Modelo Cosseno-Gordon: (a) Potencial associado ao

modelo. (b) Densidade de energia da solugao estética.

Aqui, claramente podemos utilizar o método BPS onde

Wy = cos(¢). (2.50)
Como W é funcao apenas de ¢, entao é que
W(¢) = sen(¢). (2.51)
Da equagao de primeira ordem temos que
¢ = W, (2.52)

onde uma integragao simples na equacao anterior nos leva em

cos(%) + sen(2)

2 +z
cos(%) — sen(%) (2:53)

ou ainda -
¢(z) = £2arctan(e™) + 7 (2.54)
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As varias combinacoes de sinais + e — podem levar a solugao estatica
de um setor topoldgico a outro e de um tipo kink em anti-kink. A
densidade de energia deste modelo, dado pela eq. (2.8), é

4e2*

= , 2.
p2) elr 4 2e2r 41 (255)
Neste caso a energia de Bogomol'nyi ¢ dada por
= Wo@ = o) — Wlp(x = —o0)]| =2, (256)

Além disso, a solugao em qualquer dos setores topologicos é linear-
mente estavel pois,

2 xT
(@) = ¢(x) = T

nao apresenta nenhum né como podemos ver na figura 2.4.

(2.57)

—_ I 1.0[
45 T — _——

4:0 ‘\ / i 0.8
/\

. X N

iy / \ 0.4 / \

20 __/// \\\ > / \

1.5¢ ] 0.0

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

(a) x (b) x

FIGURA 2.4: Modelo Cosseno-Gordon: (a) Solucao estatica do modelo
no setor topologico ¢ € [—m/2,7/2] do tipo kink em preto e do tipo
antikink em vermelho. (b) Modo zero da solugdo estatica.

2.1.5 Lumps

Os lumps também sao estruturas de defeitos nao topologicos, pois
sua carga topologica associada € nula, que aparecem nas equagoes de
movimento estaticas em (1,1) dimensdes. Nesta se¢do vamos estudar
alguns modelos de lumps ja conhecidos na literatura.

2.1.5.1 Modelo ¢*

O modelo ¢* tem um potencial associado dado por

V(¢) =2¢(1 - ¢). (2.58)
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Aqui nao podemos aplicar o método BPS pois o modelo nao é limi-
tado inferiormente como nos outros dois casos analisados, ver figura
2.5.

"\ NN

10 :j \ ]
\ | \ |

| |

\ /

> 5 \ Q 0.3 /

0 : /
0.1

- N 0.0 4‘/ \'¥ :

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) ¢ (b) x

FIGURA 2.5: Modelo ¢3: (a) Potencial associado ao modelo. (b)
Densidade de energia da solugao estatica.

Utilizando entao a eq. de primeira ordem (2.11) temos de forma
simples a solucao estatica

$(x) = sech?(x). (2.59)
Além disso, a densidade de energia (2.8) é da forma
p(x) = 4sech*(z) tanh?(z). (2.60)
4

Logo, a energia total ¢ ' = 3.

1.0 , //\

. [\ S

0.0 —

Mo

<

w o/ /

/ \ -0.5 \//

0.0 ——/ \

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) x (b) x

FIGURA 2.6: Modelo ¢*: (a) Solugdo estatica do modelo no setor
topologico ¢ € [0,1] do tipo lump. (b) Modo zero da solugao estética.

A estabilidade linear deste modelo recai também em uma equacao
tipo Schrodinger como em (2.27). Podemos perceber que o modo
zero deste modelo apresenta um nd, como podemos ver na figura
2.6. Dessa forma, podemos assegurar no caso unidimensional que



Capitulo 2. Alguns Modelos de Campos Escalares Reais 19

o modo zero nao ¢ o menor estado de energia acessivel ao sistema,
mas sim o primeiro estado excitado. Portanto, este modelo possui
autovalores w? < 0. Podemos entao concluir que o modelo ¢3 é
linearmente instavel sobre pequenas perturbagoes.

2.1.5.2 Modelo ¢* invertido

O potencial do modelo ¢* invertido é

1

V(9) = 5071 - &), (2.61)

“ N /N W NN

0.05

0.00 0.15
> . /N
-0.05 0.10

/oA \

-0.10

—
—

\‘ 0.05 / \

-0.15

-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 3 - > 0 p 2 3
(a) ¢ (b) x

FIGURA 2.7: Modelo ¢* invertido: (a) Potencial associado ao modelo.
(b) Densidade de energia da solucao estatica.

Da equacao de primeira ordem temos que

¢'(x) = £o/1 - ¢2. (2.62)

cuja solucao é

o(z) = sech(z). (2.63)
Dessa forma, a densidade de energia deste modelo é escrita como
p(x) = sech?(z)tanh?(z). (2.64)
Logo, )
E = 3 (2.65)

Da mesma forma que o modelo ¢3, no modelo ¢* invertido o modo
zero do apresenta um n6 como podemos ver na figura 2.8. Portanto,
pela mesma razao do modelo ¢, o modelo ¢* invertido é linearmente
instavel sobre pequenas perturbagoes.
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1.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
04 N

" [\ A

0.4
/

0.2 ] / \\¥ _0:4 \V /

0.0

-6 -4 =2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

(a) x (b) x

FIGURA 2.8: Modelo ¢* invertido: (a) Solucao estatica do modelo
no setor topologico no intervalo ¢ € [0,1]. (b) Modo zero da solucao
estatica.

2.2 Dinamica Generalizada de N-Campos Escalares

Outra situagao de interesse em teoria de campos escalares reais
que sera utilizada em capitulos posteriores é a respeito da dinamica
de N-campos escalares com termo cinético generalizado, ou ainda,
em outras palavras, a energia cinética dos campos agora nao ¢ mais
proporcional ao quadrado das velocidades dos campos. Esses mode-
los sao conhecidos na literatura como k-fields e podem ser encontra-
dos em nivel mais pedagogico em [38, 47]. A densidade lagrangiana
desse sistema é escrita como uma funcao dos N-campos ¢; e uma
quantidade invariante X, = %nwaﬂquamk. Assim, a acao ¢é escrita
como

S = / dP e L(gi, X1 (2.66)

Tomando D = 3 e minimizando esta acao através do principio vari-
acional temos as equacoes de movimento da forma

8M(£Xz‘jalu¢j) - £¢i =0, (2‘67>

ou ainda,

LXij8M8M¢j + aM‘CXija’uqu - L(bi — 0, (268)
onde aqui temos Ly, = 6%(5-- e Ly = ng_ Uma vez que, £ =
E(QSZ;XJk)) entao

6M£Xz'j - LXinklaV¢laM6V¢k + aﬂ¢k£Xij¢k7 <2'69)
com isto a eq. (2.67) pode ser reescrita como

Gﬁ‘,:@uﬁygbk + 2ij£Xij¢k — E(z)i =0, (2.70)
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onde Gfk,y = ﬁXinklaN¢j6V¢l + 77/”W£Xik.

De modo anélogo ao caso de um campo com dinamica padrao a eq.
(2.67) apresenta nao linearidade a depender do potencial associado
ao modelo V' (¢;). Dessa forma, encontrar solugdes analiticas para os
campos ¢; é uma tarefa dificil, quando nao impossivel. Entretanto,
através do formalismo de primeira ordem ja apresentado, podemos
encontrar uma solucao que faz parte do conjunto de solucoes contidas
nas equacgoes de movimento de segunda ordem. Podemos perceber
de forma que a eq. de primeira ordem

L — QXZ'j,CZ'j = C, (2.71)

satisfaz a equacao de movimento de segunda ordem, onde C é a
constante de integracao, para isso basta derivar a equacao acima e
obtemos novamente a eq. (2.67).

O tensor energia momento desse modelo é da forma

T/ﬂ/ - EXijau¢iaV¢j - Thw/: (272)

No cenario de defeitos topologicos temos que os campos dependem
apenas das coordenadas espaciais. Para fins de simplicidade, mas
sem perda de generalidade, podemos considerar uma dependéncia
apenas na coordenada espacial 2. Dessa forma, as eq’s (2.70) e (2.72)
ficam, respectivamente, como

(Lxyxu® ;81 — Lxa)d — G0 Lo — Loy =0, (2.73)
(&
Too = —L; (2.74a)
Tho = Tor = 0; (2.74b)
T =L+ ¢ Lx,,. (2.74¢)

2.2.1 Estados BPS para N-Campos

Seja uma funcao dos N-campos da forma
We, = ¢Lx, (2.75)
entao a densidade de energia pode ser reescrita como,

pl) = G W (2.76)



Capitulo 2. Alguns Modelos de Campos Escalares Reais 22

Logo, a energia total depende apenas da variacao dessa nova funcao
W (¢;) nas configuracoes extremas dos N-campos, ou seja,

E = [W|[$1(c0), ..., on(00)] = W(g1(—00), ..., on(—00)]|, (2.77)

que nos permite encontrar a energia do modelo sem precisar neces-
sariamente conhecer a solucao do mesmo.

2.2.2 Estabilidade Linear de N-Campos

Tratamos de investigar a estabilidade de um modelo de um campo
escalar através de uma perturbagao linear na solucao estatica na sub-
secao 2.1.2. Este estudo serve como guia para saber a consisténcia
fisica da teoria. Neste sentido, também podemos investigar a estabi-
lidade linear de teorias com N-campos escalares reais com dinamica,
generalizada através de uma perturbacao até primeira ordem na so-
lucao estatica da forma

¢i(z,t) = i, () + i, 1), (2.78)

Dessa forma, temos até primeira ordem que
1
Xz’j = §au¢iau¢j + ambz'a“??j, (2'79)

ou seja, perturbando a solucao estatica estamos perturbando tam-
bém o invariante que por sua vez, modifica a equacao de movimento
que por sua vez, modifica a dindmica dos campos. Substituindo as

2 ultimas equagoes na equagao (2.67) temos que
Ou(Lx,0"n; + Lx,;x, 00060 m0" §j + Lix,;0,1k0" ;) —
_‘C¢iszaV¢kaynl - ’Céf)i(bjnj =0.

Seja nossa perturbacao separavel nas variaveis x e t da forma

ni(x,t) = an(x) cos(wjt), (2.81)

(2.80)

a equagao de movimento expandida até primeira ordem pode ser
simplificada como

- [('CXij + 2ij£Xinkl)T]ﬂ/ - (EXU% - [’ij¢i)¢;'nl/f -

(2.82)
= [WQ‘CXU + (‘CXijgb;)/ + ‘C¢i¢j] UiE
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Introduzindo algumas defini¢oes, a fim de simplificar ainda mais
a equacao de movimento pertubada, do tipo

aij = Lx,; +2XuLlx,x,; (2.83a)
bij = (Lxus; — Lx,.)00, (2.83b)
cij = (Lxas; 1) + L4 (2.83¢)
a equacao de movimento perturbada (2.82) pode ser reescrita como
— agi} — (aj; +big)n; — cijny = w L, ;- (2.84)

Tomando uma mudanga de variavel em dz — % e n;(z) — Siju;(z)
obtemos uma equacao do tipo Schrodinger

[—5 i - U,j(z)] uj = wui(z). (2.85)

il
T dz?
Com os seguintes vinculos

dek i d(CLZ]R)

QCLin 75 72 Sjk + bz’ijk =0, (2.86&)
L‘Xiijk — ailSlkRQ = O, (2.86b)
onde o chamado potencial de estabilidade, U;;(z) é dado por
PO d dSy; dSy;
Uij(2) = —R*S; ay,, [RE (amde—;> + CniSkj + bk R dzf
(2.87)

A andlise de estabilidade é feita de forma analoga ao caso de
um campo escalar com dinamica padrao. Caso algum autovalor w?
seja menor que zero o argumento do cosseno na eq. (2.81) se torna
imaginario levando a um cosseno hiperbolico em ¢ que explode em
pouco tempo, contrariando assim, nossa definicao inicial de se tratar
de uma perturbagao pequena o suficiente para desprezarmos termos
de segunda ordem.

2.2.2.1 Dinadmica Padrao de 2 Campos

Aproveitando o formalismo apresentado na secao anterior é aqui
conveniente explorar uma teoria de 2 campos escalares com dinamica
padrao, assunto que serd abordado com mais énfase no préoximo ca-
pitulo, e que pode ser encontrado em nivel mais pedagogico em [48].
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Uma teoria descrita por 2 campos com acoplamento no potencial é
dada por

L= Xi;—V(¢,x), (2.88)
onde,
1
X11 = 5 qu@“gb, (289&)
1
Xoy = 5 L0 X, (2.89b)
X12 = X21 = 0. (289C)

Com o método BPS temos que o potencial com acoplamento entre
os dois campos pode ser escrito como

1 1
Vg, x) = §W§ - iwg, (2.90)
onde W = W (¢, x). Do formalismo de primeira ordem temos as
seguintes equacoes para o caso estatico

¢'(x) = Ws(o, x), (2.91a)
X' (z) = Wy (9, x). (2.91Db)
Tomando perturbacoes nas solucoes estaticas na forma
o(z,t) = ¢s(x) + n(z,t), (2.92a)
x(x,t) = xs(x) + &(x, t). (2.92Db)

Com a expansao até primeira ordem em 7 e ¢ ficamos com as equa-
¢oes de movimento

. y 0*V 0%V
n—n +na¢2+§a¢ax—0, (2.93a)
. 0*V 0%V

_ i — 2

9? 92 0
o2 a2
0 H? H?

o2 012

De modo mais simplificado podemos escrever em forma matricial
2V PV n
0¢? 0
o5, X [ ] =0. (294
0pdx  Ox?

CcOo1mo Segue
n
H " ¢

No capitulo seguinte iremos estudar um caso especifico dentro do
formalismo de teoria de 2 campos escalares reais.
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Capitulo 3

Outros Modelos

Como vimos no Cap. 2, as equagoes de movimento em teoria de
campos apresentam nao-linearidades de dificil tratamento analitico.
O formalismo de primeira ordem nos ajuda nessa tarefa, contudo
ele resolve todos os problemas. Neste capitulo, iremos estudar mais
alguns métodos e modelagens com campos escalares a fim de refinar
nosso ferramental matemaéatico para tratar a nao-linearidade intriseca
aos modelos.

3.1 Meétodo da Deformacao

Um procedimento generalizado introduzido em [28] permite criar
defeitos deformados a partir de um outro defeito cuja solucao é co-
nhecida em uma dimensao espacial. Este procedimento permite en-
contrar as solugoes para modelos de dificil tratamento analitico atra-
vés de uma fungao bijetora do campo, f = f(¢), com derivadas nao
nulas que conecta duas teorias de um campo escalar. Dadas duas
teorias de um campo escalar independentes entre si na forma padrao,

1
L1 = 50,x0"x = U(x), (3.1a)

£y = 50,60~ V(9), (3.10)

sabemos do capitulo anterior que a equacao de movimento de se-
gunda ordem pode ser reduzida a primeira ordem, dada por

¢ =2V, (3.2)
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bem com

X = V2V, (3.3)
Introduzindo uma funcao bijetora que conecta os dois campos da
forma

x = f(9), (3.4)
entao,

X' = fod'. (3.5)
onde fg = %. Com isso, temos uma nova teoria descrita por um
potencial f-deformado dado por,

Ulx = f(9))
V(QS) = 2 .

15
Perceba aqui que tomando o caminho contrario, ou seja, f~! temos a
solucao do defeito original. Além disso, aplicando a funcao deforma-
dora repetidas vezes obtemos a solucao de varios outros defeitos de

modelos com solucoes topoldgicas. A energia do defeito deformado
depende da funcao deformadora como

Bops= [ do (%f‘l(x)f (j—x) (37)

A fim de ilustrar este método, podemos utilizar o modelo x* cuja
analise e solugdo é amplamente conhecida [49]. Este modelo tem
potencial na forma

(3.6)

1
V() =512 39
Escolhendo uma funcao deformadora do tipo
d
f(¢) =2¢° — 1, % = 4¢, (3.9)

que ao ser substituida em (3.6) resulta no potencial f-deformado
descrito por
1(1—(20"-1))% 1, 22
V(g) == = 41 - 3.10
tratando-se do potencial ¢°, vide (2.40). A solucdo do modelo x* ¢
conhecida y(z) = ftanh(x). Portanto, a solugao para o modelo ¢°
pode ser encontrada via

2¢? — 1 = +tanh(z), (3.11)
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ou ainda,

é(z) = i\/lita#nh(m) (3.12)

Como podemos perceber neste ponto o método da deformagao
¢ simples e nos permite encontrar solucoes analiticas para modelos
com alta nao-linearidade. A fim de ilustrar mais este método, tome-
mos como ponto de partida novamente o modelo y*. Agora com a
funcao deformadora dada por

a
do
temos um potencial deformado da forma,

V(p) = %(1 _COS;;(:U(;U)) = %COSQ(IC), (3.14)

f(¢) =sin(¢), —= = cos(e), (3.13)

que é idéntico ao modelo Cosseno-Gordon (2.49). A solucao desse
modelo obtida via o mapeamento

sin(¢) = =+ tanh(x), (3.15)
resultando em

¢(z) = arcsin(= tanh(z)) £ g (3.16)

3.2 Método Orbitas Tentativas

Como vimos na subsec¢ao 2.2.2.1 uma teoria de dois campos pode
ser definida por uma densidade de lagrangiana como em (2.90), onde
o superpotencial W é também funcao dos dois campos. Se o poten-
cial tem muitos minimos podemos ter setores com solugoes do tipo
defeitos topoldgicos ou nao topologicos. Estes defeitos constituem
uma orbita no plano (¢, x), ver figura 3.1, que pode ser represen-
tada por uma fungao tipo orbita dos dois campos F'(¢, x) = 0. Nas
referéncias [50, 51| temos uma maneira de encontrar solugoes ana-
liticas para os dois campos através do chamado método de érbitas
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V(e.x) A

FIGURA 3.1: (a) Potencial com multiplos minimos. (b) Orbita conec-
tando dois minimos do potencial.

tentativas. No caso da densidade de lagrangiana descrita por (2.88),
a densidade de energia para campos estaticos é

AW 1 (do 21 [dy 2
== — — _— ‘/‘/ — _ |/|/ ]_
T 2 (dw ¢> T3 (dx X) ’ (3:17)

dW  OWdo OW dy

onde

—_— =+ — . 3.18
dx 0¢ dx * Oy dz (3.18)
Também das equagoes de movimento temos que
¢ =Wy, (3.19)
X =W,. (3.20)

Logo, a energia BPS ¢

Bins = [ edo = [W[o. x(w = 20)) = W[o. x(z = ~0)]. (321

Supondo agora que o superpotencial tem um ntmero discreto
de minimos (¢1, X1); ---s (&n, Xn) que sdo obtidos a partir de Wy, =
W, = 0. Cada par forma um setor topologico onde apenas alguns
setores topologicos satisfazem as eq’s (3.19) e (3.20) e nesse caso sao
chamados de setores BPS. Reescrevendo as eq’s (3.19) e (3.20) temos

Wydop — Wydx = 0. (3.22)
Essa equagao ¢ exatamente soluvel para W (¢, x) harménico, ou seja,

W¢¢ + WXX = 0. (3.23)
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Dessa forma, a orbita dada por F'(¢, x) = 0, ¢ obtida através de

oF
90~ o) (3.24)
oF
o = Weld) (3.25)

Ainda que W nao seja harmonico é possivel encontrar um fator in-
tegrante 1(¢, x) tal que a equagao da orbita seja

OF

5 = W), (3.26)
%g=”“ﬂﬂ¢xl (3.27)

Entretanto, achar este fator integrante é um desafio consideravel,
também por isso vale a pena estudar o método de érbitas tentativas.

O método de oérbitas tentativas consiste basicamente de 3 passos
simples

1° - Propomos um par (¢, x;) € (¢;, x;) que minimiza o superpo-
tencial, tal que W (¢;, x;) nao seja igual a W(¢;, x;), de forma que
estamos lidando com um setor BPS.

2° - Escolhemos uma orbita tal que Fi;(¢i, xi) = 0, Fi;(¢j, xj) =
0.

3° - Verificamos se a Orbita escolhida e a eq. de primeira ordem
sao compativeis, onde

OFy;do  OF;dy

O¢p dx Oy dx =0, (3.28)
ou ainda,
OF;; OF;;
W, LW, = 0. 3.29
8¢) ¢ + 8X X 0 ( )

A fim de exemplificar o método apresentado até aqui, tomemos o
superpotencial da forma

3
W60 =0 — & — o’ (3.30)

Entao,
Wy =1—¢>—1rx?% (3.31)

W, = =2ro¢x. (3.32)
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Se r for real, entao o potencial tem minimos (£1,0), caracterizando
um setor BPS. Uma solucao aceitavel para esses campos é

¢(r) = tanh(x), (3.33a)
X =0, (3.33h)

caracterizando um par de solucoes do tipo kink e constante. Se r
for real e positivo ficamos com minimos para o potencial da forma

Via = (£1,0), (3.34a)
Vaa = (0,4+/1/2). (3.34b)

Seguindo os passos do método oOrbitas tentativas o 1° passo é
tomar um setor BPS do modelo, neste caso o setor Vi 5 = (£1,0)
com energia 4/3. O 2° passo ¢é escolher uma orbita. No caso do
modelo (3.30) podemos tentar

F(p,x) =1+ ap* +bx* =0. (3.35)

Os pontos de contorno (+1,0) exigem que a = —1, enquanto b pode
assumir qualquer valor.

F(¢,x) =1~ ¢ +bx*. (3.36)

Prosseguindo para o 3° passo precisamos agora verificar se a érbita
escolhida é compativel com as equacoes de primeira ordem, ou seja,

OF d¢ OF dx
=0 3.37
¢ dx oy oy dr (3:37)
—¢¢+b—:0. (3.38)
dx
Usando aqui as equacoes de priemria ordem ficamos com
— o(1 = ¢ —rx?) + bx(—=2réx) = 0, (3.39)
divindo a equagao anterior por —¢ temos,
1—¢? +ry*(2b—1) =0. (3.40)

Esta equacao é compativel com a 6rbita quando

r
b=—— 3.41
2r — 1’ (3:41)
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que nos fornece finalmente uma boa 6rbita da forma

.
1—orX

¢° + 2=1. (3.42)

Esta equacao do tipo eliptica conecta os dois minimos consecutivos
(1,0) e (—1,0) para 0 < r < 1/2. Com a equagao anterior podemos
reescrever as eq’s (3.31) e (3.32) na forma

Wo=¢/ =1—@—rl=1-@—(1-¢})(1—-2), (3.43)
ou ainda,
¢ = (1 — ¢%)2r. (3.44)
A solucao para esta equacao de primeira ordem é simplesmente
¢(x) = tanh(2rz). (3.45)
A solugao para ¢(x) nos fornece imediatamente a solugao para x(x),

(1—=2r)/r
cosh(2rx)

\(z) = (3.46)

Aqui os sinais de 4+ na solucao para o campo x vale para uma
orbita indo dos pontos (—1,0) a (1,0) por cima ou por baixo. Per-
ceba que para r = 1/2 temos x = 0 e ficamos com uma linha reta
no eixo ¢ conectando os dois minimos (1,0) e (—1,0).

100

| —] . ™\

S /\

- ;T
y 2 / /\\\\

N Iy
= NN

F1GuRA 3.2: Modelo BNRT: (a) Solugdo para o campo ¢(x) para
diferentes valores de r. (b) Solu¢do do campo x(z). Nos graficos
temosr = 0.05,r = 0.1 e

Além disso, a densidade de energia com o formalismo de primeira
ordem introduzido no modelo fica na forma

1 (de\® 1 [fdx\? 1 /aW\? 1w’
=5 (i) +2 () +3(50) +2 (%) - o
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o N
0.10 I 77\
0.05 /1 Ssal‘\

000 N N

-20 -10 0 10 20
x

F1aurA 3.3: Modelo BNRT: Densidade de energia. No gréafico temos
r=0.05,r = 0.1, e r=0.23.

Do grafico para densidade de energia da figura 3.2 podemos notar o
aparecimento de uma estrutura interna para valores de r ~ r. = 0.17
dividindo a densidade de energia em dois picos.

Perceba que para 0.5 > r > 0.25 a densidade de energia tem um
inico pico como no modelo padrao ¢*. Entretanto, para r < 0.25
notamos no grafico o surgimento de um plateau caracterizado pelo
méaximo de x’. Dessa forma, podemos identificar o surgimento de
estrutura interna no modelo ¢* pela presenca do campo x(z) no
potencial deste modelo.

No outro setor topologico temos a orbita

F(p,x) =+ — P +1=0, (3.48)
onde r = 1/4. O par de solugoes para ¢ —rx?+1=10 ¢

b(x) = —%[1 _ tanh(z/2) (3.492)

x(z) = £4/2[1 + tanh(z/2)] (3.49Db)
Como podemos perceber neste ponto orbitas tentativas é um mé-

todo simples para resolver sistemas complexos com 2 graus de liber-
dade em sistemas nao lineares.

3.3 Modelos Gémeos em Teoria de Campos Escalares
Reais

Nesta se¢ao vamos focar nas referéncias [52, 53| que se concentram
na investigacao de modelos gémeos, ou seja, modelos distintos mas
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que possuem o mesmo carater topologico, mesma solucao e densidade
de energia. No modelo padrao a densidade de lagrangiana é

L=X-U$), (3.50)

onde aqui X = %(%gb(‘?”gb. Neste caso de dindmica padrao com ape-
nas um campo escalar o tensor energia-momento é da forma da
eq. (2.19). Entao em (1,1) dimensoes a densidade de energia é
Too = %qﬁQ + %(bQ + V() e de stress T1; = %(ﬁ? + %¢’2 —V(¢). Além
disso, as equagoes de movimento sdo da forma (2.6).

O chamado modelo ALTW , em referéncia a Andrews, Lewan-
dowski, Trodden e Wesley introduzido em [53| que aqui seréa estu-
dado, é descrito por uma densidade de lagrangiana na forma

U 2X
L, =M — M <1+ jéz)) 1-—5 (3.51)

onde M é um parametro da teoria. Expandindo a equacao anterior
até ordem de 1/M? no limite em que M? >> 1 temos que

csz—Uwﬂﬁ%r§+mef (3.52)

que recupera o modelo padrao de um campo para M? >> 1. A

equacao de movimento que advém da densidade de lagrangiana no
modelo ALTW é

oL oL
0 — =0, 3.53
\o0) 5 (3:59)
ot ¢ U(o) B 2X
o = (1 + iVE = —Ugpr/1 ek (3.54)
M2
ou ainda, de forma simplificada temos
U(9) 2X
0,0"¢ (1 + e ) [1 + m] +Us =0, (3.55)
e o tensor energia-momento para a teoria é
_ 0u90,0 U(¢)
T, = — = (1 + e gL (3.56)

M2
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Mais uma vez, vale ressaltar que para o caso # — 0 voltamos
ao caso padrao. Para o caso estatico obtemos que

. M2 4 ¢/2

Além disso, a densidade de energia no caso estatico é

p(z) = —M? + M? (1 + %) \/1+ J(\Z—/Z (3.58)

Podemos perceber que uma integracao simples em x nos leva a
equacao de primeira ordem da forma

14+ U/M? C
L Y — - (3.59)
1+ &
Com isso a densidade de energia pode ser reescrita como
1+U M?)?
o) = — a2 4 AL U@/ (3.60)
I+ 55
ou ainda
C ¢/2

Da equacao anterior podemos perceber que a energia total do sistema,
serd finita apenas para C' = 0. Portanto, ficamos com

U*(¢)

M2
Mais uma vez, vemos que para M2 — ( recuperamos o caso padrao
(2.11). Obtemos entao, o modelo

p(x) = ¢ =2U(¢) +

(3.62)

V() = U(6) + 5 o,

onde com a condi¢ao T1; = C temos que o modelo ALTW é gémeo

(3.63)

a este para C' = 0. Este formalismo tem diversas aplicacoes em
teorias de campos. E possivel, por exemplo, mapear as solucoes
de dois sistemas distintos, até fenomenologicamente, a partir de um
modelo cuja solucao é conhecida. Além disso, podemos também
encontrar solugoes estaveis a partir de um modelo gémeo instavel.
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Capitulo 4

Modelos de Energia Escura

Desde os primoérdios a humanidade especula sobre a origem, com-
posicao e evolugao do Universo. Muitas ideias, conceitos e até reli-
gioes surgiram na histéria a fim de resolver estes mistérios, até hoje
sem solucao definitiva. Hipoteses e teorias cientificas também tive-
rem seu lugar na histéria mais recente da humanidade contribuindo
com as maiores pecas desse grande quebra cabeca.

Dentre as teorias cientificas que se destacam nesse sentido, esté a
teoria da relatividade de Einstein que teve inicio com a relatividade
restrita [54] em 1905 e que dez anos mais tarde foi generalizada
para referenciais nao-inerciais [55]. Varias contribui¢des importantes
para a teoria foram propostas em anos posteriores [56, 57|. Nao
¢ intencao dos autores discorrer a respeito do desenvolvimento da
teoria da relatividade restrita até a geral nem o contexto historico
em que estas surgiam, embora tais fatos sejam interessantes. A esse
respeito, o leitor pode encontrar em nivel didatico e com riqueza de
detalhes em [43, 44].

Neste capitulo estudamos a equacao de campo de Einstein que ad-
vém da acao de Einstein-Hilbert, perturbacoes na métrica e a equa-
¢ao linearizada de Einstein em (3,1) dimensoes, a métrica FLRW
e sua solugao para a equacao de FEinstein, formalismo de primeira
ordem para energia escura e modelos gémeos em cosmologia.
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4.1 Equacao de Campo de Einstein

Como vimos da eq. (2.1) a dindmica de um campo pode ser
obtida através de um funcional chamado acao. Na teoria da rela-
tividade geral o campo de matéria e a geometria do espago-tempo
estao entrelagados (nao confundir com acoplados), sdo independen-
tes entre si mas, influenciam um ao outro. A presenca do campo
de matéria " did" ao espaco-tempo como se curvar e a curvatura do
espaco-tempo dita a trajetoria seguida pelo campo de matéria. A
acao de Einstein-Hilbert nos fornece as equagoes para a dinamica
do campo de matéria e a correlacao entre a geometria do espaco
quadridimensional e o campo de matéria. A acao é dada por

S = / dizy/—g [—g + L(o, 8,@)] , (4.1)

onde g é o determinante do tensor métrico e R é o escalar de Ricci,
que advém do traco do tensor de Ricci, dado por

Ry = 0.1, — 9,10, +T9,I'y, =TI, (4.2)

2%

O tensor de Ricci ¢ uma contracao do tensor de Riemann. Desen-
volvida por Bernhard Riemann uma variedade riemanniana é uma
formulacao matematica para espacos nao-euclidianos que associa um
tensor para cada ponto da estrutura riemanniana, cuja intensidade
mede o quanto o tensor métrico destoa do espaco euclidiano naquele
ponto. Os simbolos de Christoffel sao definidos por

1
Fij - 59%8(9#@1/ + v — Guw,)s (4.3)
onde g,3, = %JT“,?. E possivel perceber que o simbolo de Chris-

toffel & simétrico em relacao a troca de indices p por v, ou seja,
I, = I, Voltando a acao de Einstein-Hilbert, perceba que nela
ha dois graus de liberdade, um para o campo outro para a métrica as-
sociada. Dessa forma, podemos calcular os extremos deste funcional
variando em relacao ao campo e em relagao a métrica. Minimizando
em relagao a métrica encontramos a equacao de Einstein,

6S = /d4a: 5 [\/—_g (—% +/:)] =0, (4.4)
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uma vez que, aqui a variagao € tomada com relacao a métrica e esta
¢ independente do campo de matéria temos que,

68 = /d4sc (6v/—9) (—? +£> + V=g <—%R +5£) . (4.5)

Analisando separadamente o primeiro integrando na tltima equacao
note que

1 1 1
—g=—=—7-—00=—=V—99u,09"". 4.
5/ 2 =509 = ~5 V" 99m0 (4.6)
Entao,
4 1 v R
60S = [ d'x (—E\/—_ggw5g“ ) 1 + L)+
(4.7)
R 0L
V=g | ——+—0¢"" | .
4 0w
Além disso, a variacao do escalar de Ricci, R = g R, ¢ da forma
OR = R,,09" + g"0R,.. (4.8)
Da identidade de Palatini temos
0Ry, = V(0T),) — V, (6T, (4.9)
Entao,
OR = R, 09" + g™ (V30T — ¥,
0y 9 ( BOL vu ﬁu) (410)

= Ruwdg" + V(g"oTy, — g"’oTs,),
onde g,,.3 = 0 para qualquer métrica, independente do sistema de
referéncia. Dessa forma, ao recolocar a eq. (4.10) na agao temos
que o segundo termo é nulo, uma vez que, a variagao da métrica nos
extremos é nula. Portanto, de forma a contribuir com a variacao da
acao a 0 R pode ser reduzida a simplesmente

SR = R,,69". (4.11)

Reescrevendo a varia¢ao da a¢ao com a variagdo dR/dg"” definida,
ficamos com
Rg Lg oL R
68 = [ d'z v/~ el 4 — N Sg. (412
/ T g [ 3 5 + B9 1 g ( )

A integral acima s6 é identicamente nula se o integrando dentro
do colcheto for nulo, uma vez que, estamos tomando uma variacao

infinitesimal e arbitraria da métrica g,,. Entao,
g/JJ/R ‘C.g/ll/ . aﬁ R/J“V

8 2 _8g/w+ 4

(4.13)
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ou ainda,
1 oL
R, —=-g,R=14 —2L7g,,. 4.14
w5 9u 09 Iu (4.14)
Definindo o tensor energia-momento de Hilbert como
oL
TV:2—_g VE, 415
H agwj H ( )

a equacao de campo de Einstein fica na forma
1
R, — §9w/R =21, = G, (4.16)

onde G, € o tensor de Einstein. O contetido de matéria esta do
lado direito e a geometria do espaco-tempo ao lado esquerdo. Como
explicado anteriormente, uma dita o comportamento da outra, em-
bora sejam independentes entre si. Feita a minimizagao da agao em
relacao a métrica podemos agora fazer a minimizacao em relagao ao
campo ¢ embutido na lagrangiana L,

55 — / 'z [5(v=gL) + 5(—V=gR/A).  (4.17)

Uma vez que, a métrica nao depende do campo a minimizacao de .S
em relagao ao campo ¢ trivial,

55 = / di [a(ﬁa—{b__g)&p + 8(;(8—\/#;9)5(3#@} —0, (418)

tomando uma integracao por partes no segundo integrando acima
obtemos
oL J(Ly/—9)

5S:/d4$[———8 <— 0. 4.19
a5~ o )00 )

Para d¢ infinitesimal e arbitrario temos imediatamente que

oL I(Ly/ —g))

—g— — 0, | —=————= ] =0. 4.20
Yoo ( 9(9,9) 420

Pelo teorema das derivadas mistas e pela regra do produto ficamos
com

Esta equacao nos da a dinamica do campo ¢.
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4.1.1 Equagao Linearizada de Einstein

Com as eq’s (4.16) e (4.21) podemos analisar o caso em que um
campo gravitacional fraco estd embutido no espaco-tempo do tipo
Minkowski. Introduzindo uma pequena perturbacao na métrica da

forma

Guv = Nuv + hum (422)
onde aqui o tensor métrico do tipo Minkowski serd escrito como
Nuw = (+,—,—,—) e o tensor de perturbacao h,, << 1, de modo

que podemos ignorar termos de segunda ordem em diante na per-
turbagao. Com essa métrica o simbolo de Christoffel, até primeira
ordem, é escrito como

o 1 (0%
Puu = 577 B(huﬂ,v + hv,ﬁ’,u - huv,ﬁ)- (4-23)

Dessa forma, o tensor de Ricci neste caso pode ser reescrito como

Ry = 0u1", — 0,1, (4.24)
que em termos do tensor de perturbacao fica na forma
1
R/,LV = 5 [hﬂa,ya + hya,,uoz _ huyjaa - h#a,al/ - haa,uy + hﬂaau]y (425)
que pelo teorema das derivadas mistas resta apenas
1
R, = §[hyo"m =Dy a = e+ huoﬂw]. (4.26)
Introduzindo neste ponto a definicao h*, = h e o operador de

d’Alembert 1 = 0,0" podemos reescrever de forma mais simpli-
ficada o tensor de Ricci e seu escalar,

1
R/w - §[hua,ua - Dh/w - h#’/ + huaaa’/]’ <4'27>
R = h",, — Oh. (4.28)

Com essas duas equagoes a equacao de campo de Einstein linearizada
fica como

el O o N (W7 go — Oh) = 4T,,. (4.29)
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4.2 Energia Escura

Até a década de 1920 se pensava que o Universo fosse estatico,
eterno e imutavel. A descoberta de Edwin Hubble em 1929 [58]
promoveu uma grande ruptura no conceito de Universo que a maioria
dos cientistas tinham aquela época, pois suas observacoes mostravam
que o Universo estava se expandido em todas as direcoes.

Ele observou como a luz emitida por galaxias distantes sofrem
uma mudanca para cores mais vermelhas no espectro eletromag-
nético conforme estas viajam pelo espaco. Esta mudanca para o
vermelho no espectro eletromagnético, conhecida como redshift, ob-
servada no espectroscopio € devido ao movimento relativo da fonte
emissora de luz e o observador. Se a fonte emissora se aproxima do
receptor ha uma mudanga observada para o azul do espectro e se
a fonte se afasta a mudanca observada é para o vermelho devido a
invariancia da velocidade da luz no vacuo. Mais que isso, em sua
observacao ele constatou que quanto mais distante uma galaxia esté
da referéncia maior o seu redshift.

De imediato surgiram vérias hipoteses para explicar o padrao de
Hubble, entre elas: redshift gravitacional, afastamento fisico das ga-
laxias e expansao cosmica. O redshift gravitacional nao é uma hipo-
tese viavel pois para fitar o padrao de Hubble galdxias muito distan-
tes deveriam ser muito mais massivas que as proximas ao observador,
o que claramente contraria o principio cosmologico. O afastamento
fisico entre as galaxias também nao é vidvel, pois galaxias muito
distantes deveriam ter uma velocidades préoximas ou em certos casos
maiores que a da luz. Dessa forma, a explicacao mais aceita dentre
estas hipoteses é a da expansao cosmica, ou seja, conforme o tempo
passa o espaco se expande isotropicamente esticando assim, as ondas
de luz que se propagam por longas distancias no cosmo.

Ainda que o espago estivesse expandido isotropicamente esperava-
se que tal expansao fosse desacelerada devido a forca atrativa da
gravidade. No intuito de observar tal parametro de desaceleracao
varios satélites apontaram para o céu em busca de galaxias ainda
mais distantes (olhando ainda mais para o passado), para fazer uma
estimativa da evolugao dessa expansao. O que foi constatado de
forma clara na década de 90 é que na verdade a expansao atual do
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Universo é maior que a expansao em tempos mais remotos, ou seja,
a expansao do Universo é acelerada!

O espaco nao muda suas propriedades enquanto se expande, ape-
nas existe mais e mais dele conforme o tempo passa. Galaxias sao
aglomerados de matéria que se mantém coesas devido a forga da gra-
vidade de modo que nao sentimos a expansao em nossa experiéncia
diaria, mas podemos observa-l4 em todas as direcoes do espaco e
aglomerados distantes. Nao importa onde ha espaco vazio no Uni-
verso, mais dele estd sendo criado constantemente de forma cada vez
mais rapida. Este fendmeno é hoje conhecido como energia escura.
Energia, pois ela faz frente a forca da gravidade e escura pelo fato
de que nao podemos observa-la em nenhuma frequéncia do espectro
eletromagnético, s6 podemos perceber seus efeitos de forma indireta.

Ha muitas propostas na literatura do que pode ser energia escura.
Uma das ideias é de que energia escura nao ¢ uma cotsa, por assim
dizer, mas sim uma propriedade intrinseca do espaco vazio. O espaco
vazio nao é exatamente vazio, ele tem energia e poderia gerar mais
espaco vazio. Isto explicaria o fato de a expansao ser acelerada.
Entretanto, ao calcular a quantidade energia proveniente do vacuo
temos um resultado 1012 maior do que o valor observado [14].

Outra possibilidade em destaque na literatura ¢ a de que talvez a
energia escura seja um tipo de fluido de energia ou campo desconhe-
cido que permeia o Cosmos de forma isotropica, mas que possui efeito
oposto ao da matéria e energia que conhecemos hoje. Infelizmente
nenhuma particula associada a esse campo ou fluido foi detectada
até hoje, mas ainda assim este modelo possui vantagens em relagao
ao modelo de energia do vacuo, por contornar a discrepancia en-
tre teoria e observacao. Este modelo de energia escura descrita por
campos escalares serd mais a fundo abordado nas proximas segoes.

4.3 Meétrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

A métrica FLRW descreve um Universo homogéneo e isotropico
que evolui no tempo. Devido a evolugao do fator de escala a(t) o
Universo passou por diferentes eras de expansao. Encontrar uma
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solucao para este fator de escala que fite com boa precisao os dados
de cosmologia observacional é um desafio aberto até os dias atuais.
As contribuicoes de Friedmann, Lemaitre, Robertson e Walker foram
de fundamental importancia para hoje buscarmos respostas para a
origem e destino final do Universo.

O principio cosmoldgico nos diz que o Universo ¢ homogéneo e
isotropico no espago. Uma métrica que pode descrever um Universo
esfericamente simétrico e que evolui no tempo é a métrica FLRW,
dada por

dr?

2 2 2
dS —dt —Cl(t) m

+ r2(dh* + sin® 0d¢?) | | (4.30)
onde k é a constante de curvatura gaussiana que pode assumir
apenas trés valores k = —1,0,1. Para qualquer outro valor de
k — k = gk podemos reescalonar nossa métrica como 7 = Var
de modo a k novamente assumir apenas estes trés valores. Portanto,
a matriz do tensor métrico é da forma

1 0 0 0
0 %5 0 0
, = —AT , 4.31
g,U O O CLQ’I"Q O ( )
0 0 0 —a?r?sin? 6
e sua inversa é
1 0 0 0
0 — 1—kr? 0 0
g a? 4.32
g 0 0 _# 0 ( )
0 0 0 1

©a%r?sin’f
Como visto na se¢ao anterior, para encontramos as componentes
do tensor de Einstein precisamos primeiramente encontrar o tensor
de Ricci e seu escalar. Para isso precisamos calcular os simbolos de
Christoffel I'},. Como na métrica FLRW apenas o fator de escala
depende do tempo entao os simbolos nao nulos de Christoffel sao
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1Y =aa/(1 — kr?) I3, =a/a

1Y = r?aa 2, =1/r

'Y = aar?sin® 0 '3, = —cosfsin 6

I =a/a I3 =a/a (4.33)
Tl = Fkr/(1— kr?) Iy =1/r

Iy = —r(1 —kr?) I'3; = cot 6.

Il = —r(1 — kr?)sin® 0

Com os simbolos de Christoffel temos as componentes do tensor
de Ricci dadas por

Roo = —Sd/a, (434&)
da + 2a° + 2k
Ry = 4.34b
11 1 — kT2 ) ( )
Roy = r*(da + 2a* + 2k), (4.34c¢)
Rsg = r’sin® 0(da + 24° + 2k), (4.34d)
ou ainda, de forma mais compacta

ROO = —Sd/a, (435&)

aa 26> 2k
Rij = (E + ? + ¥> Gij- (4.35b)

Dessa forma, com as componentes do tensor de Ricci acima e a
inversa do tensor métrico (4.32), o escalar de Ricci fica dado por

6(aa + a* + k)

R = "

. (4.36)

Com essas quantidades podemos agora finalmente escrever as com-
ponentes do tensor de Einstein (4.16) como

3(a* + k
Gy — % (4.37a)
2aa + a* + k
— 4.37b
Gll 1 — ]CTQ ) ( 37 )
Goy = r*(2da + a* + k), (4.37c)
Gs3 = r?sin® 0(2da + a* + k). (4.37d)

Neste ponto podemos considerar nosso Universo sendo composto por
um fluido perfeito, uma vez que, a distancia entre aglomerados é
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muito grande, em comparacao ao tamanho desses, e a temperatura
em larga escala do Universo é muito baixa e se distribui de forma
aproximadamente homogénea e isotropica por todo espaco. Seja a
velocidade desse fluido no espaco U, sua densidade de energia p e
sua densidade de pressao p temos da mecanica dos fluidos [59]| que
o tensor energia-momento associado é

Tw = (p+p)UU, + PGy, (4.38)

onde o quadri-vetor velocidade é U, = (1,0, 0, 0). Portanto, o tensor
energia-momento pode ser representado como

p 0 0 0
0 _gijp 0 0
= . 4.
Tw=19 0 —gijp 0 (4.89)
0 0 0 —gijp
Dessa forma, a eq. (4.16) nos fornece as equagoes de Friedmann
dadas por
N
a 2 k
H*=(-) =2p— = 4.40
(2) =3 (4.40)
o 1( + 3p) (4.41)
i p -+ 3p). :

Por outro lado, temos que para a métrica FLRW (4.31) a eq.
(4.21) com uma densidade de lagrangiana com dinamica padrao fica
como

¢+3Hdp+V,=0. (4.42)

Com isso, obtemos que as componentes do tensor energia-momento
em termos do campo sao
12 12

TOO:p:5+V(¢)7 Tz‘j:ng_v((ﬁ)- (4.43)

Repare que na equacao anterior, utilizamos o sinal positivo para
p. Isto se deve pois de agora em diante vamos trabalhar com um
modelo de Universo em expansao acelerada. Para tal, p < 0, por
isso utilizamos o sinal positivo na frente da densidade de pressao,
—(—p) = p. Além disso, note que a eq. (4.42) é parecida com a
equacgao de um oscilador harmonico amortecido onde o termo 3H
desempenha o papel do termo de friccao amortecendo a expansao
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do Universo. Reescrevendo as equacoes de Friedmann em termos do
campo obtemos que

2 [ $? k
H? = 3 (5 + V(gb)) - (4.44a)
. . L
H=—¢+ = (4.44D)

E facil perceber que as duas equagoes acima e a eq. (4.42) nao sao
independentes entre si, sendo mais comum utilizar as duas ultimas.

4.4 Formalismo de Primeira Ordem para Energia Escura

No modelo padrao de um campo escalar real obtemos as equacoes
(4.44a) e (4.44b) para um Universo em expansao acelerada. Pode-
mos perceber que estas equacoes nao sao de facil solugao por serem
equagoes diferenciais de segunda ordem em a(t) e devido a nao line-
aridade controlada pela forma do potencial V(¢). Entretanto, po-
demos contornar este problema através do formalismo de primeira
ordem introduzido no Cap. 2. Com este formalismo podemos de-
terminar a solugdo para o fator de escala através do potencial V(¢).
Esta contribuigdo apresentada na Ref. [16] promove uma impor-
tante simplificacao no tratamento de modelos de campos escalares
para energia escura.

4.4.1 Modelo Padrao de Um Campo

Tomemos como ponto de partida o caso do espago-tempo sem
curvatura, ou seja, k = 0, na métrica FLRW. Com isso, as equacoes
de Friedmann ficam como

H? = % (% + V(gb)) : (4.45a)

H = —¢% (4.45b)
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Com o objetivo de implementar o formalismo de primeira ordem,
permita-nos definir que

H=W(p)=W(e(t)). (4.46)
Dessa forma, temos . .
H =Wy, (4.47)
o que da eq. (4.45b) implica em
¢ =—W,, (4.48)
onde W, = %. Substituindo as eq’s (4.48) e (4.46) na eq. (4.45a)
obtemos o potencial em termos da nova fun¢ao W(¢), dado por
3o 1o
= W2 SR 4.4
V(g) = Jw? - w2 (4.49)

Além disso, o pardmetro de desaceleracao definido segundo

aa
q= 3 (4.50)

pode ser reescrito como

g=—1+ (%)2 (4.51)

Nos casos em que k # temos um tratamento consideravelmente
mais complicado. Para contornar este problema podemos insistir na,
equacao H(t) = W(¢(t)) que nos leva a equagao de primeira ordem
com um novo superpotencial na forma

¢ = (kaZ —Wy), (4.52)
onde Z = Z(¢) e a & um parametro real que controla o quanto o

caso k geral se distancia do caso k = 0. Com isso, a equagao para o
potencial pode ser expressa através de

V(o) = ng + (kaZ — W) (kaZ + W, /2). (4.53)

Temos agora uma nova variavel no problema que pode ser uma fun-
¢ao arbitraria dada por um ansantz ou que pode ser encontrada por
uma equacao de vinculo que advém da equacao de movimento para
o campo, onde

¢ =Ka*ZZy — kaZsWy — kaZWyy + WyWys, (4.54a)
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3H) = 3WkaZ — 3WW, (4.54D)
1 1
Vy = 3WW, + 2k°a°Z Z — SkaZoWy — SkaZWes.  (4.54c)

O que resulta na equacao de vinculo dada por

WepZ + WyZy — 2]{OdZZ¢ —2WZ =0. (4.55)
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FIGURA 4.1: Toy Model: (a) e (b) Potencial eq. (4.56) e parametro
de Hubble (4.58), respectivamente, paran = 2, n = 3 en —4. (¢) e
(d) potencial e pardmetro de Hubble para k =0, k=+1e k — -1.

A fim de melhor entendimento, podemos analisar alguns exemplos
de potencial para ilustrar o procedimento desenvolvido. Tomemos
como primeiro exemplo o caso em que k£ = 0 e o potencial da forma

V(o) = 2azgtn (31 (4.56)
=3 ) _
como na Ref. [16], que advém do superpotencial W(¢) = A¢". Com
a eq. (4.48) temos uma solu¢do para o campo expressa por

o(t) = [At(n® — 2n)]7=. (4.57)

Portanto, o parametro de Hubble em termos da solucao do campo
fica
2 n
H(t) = A=a[t(n® — 2n)]z. (4.58)
Repare que do caso n = 2 temos a solucio ¢(t) = e 24 e H(t) =
Ae . Podemos j4 aqui perceber que este formalismo simplifica em
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muito o tratamento de energia escura com campos escalares reais.
Além disso, repare no grafico do parametro de Hubble na figura 4.1
(b) o Universo tende a um acelera¢ao constante para ¢ > 1. Além
disso, quanto maior a poténcia de ¢(t) mais tempo leva para que o
parametro de Hubble tenha uma variacao constante.

Para o caso em que k # 0 tomemos como exemplo o superpoten-
cial dado por

W(¢) = Ae™?, (4.59)

onde a fim de simplicidade vamos considerar a fungao Z(¢) = W.
Com isso, temos o vinculo (4.55) reescrito como
W¢¢(1 - ]{ZOé) = W, (460)
o que implica em
1

e T (4.61)

Dessa forma, obtemos que o potencial (4.53) para esse caso é ex-

Presso como
V() = A% (1 — ka)e?P?. (4.62)

cuja solucao da equacao de primeira ordem ¢ dada por

b(t) = —é In[AB2(1 — ka)] (4.63)

4.4.2 Modelo Taquiénico

O método pode ser também aplicado ao caso de campos escalares
com dindmica taquidnica, como pode ser encontrado na Ref. [16],
descrito por uma densidade de lagrangiana na forma

L =-V($)/I— 0,000, (4.55)

cuja equacao de movimento (2.5) no espago-tempo Minkowski é
(1= 0,60"9) 2 [V,0,00"6 — Vi(0,60"9)* + V9, 0"¢] -
[—=Vs(1 = 0,00"9)>] = 0,

ou ainda, de forma mais compacta temos

0,0 = —2(1 — 0,000 (457)

(4.56)
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Essa equacao de segunda ordem para o modelo taquiénico tem um
tensor energia-momento associado dado por

V3,00,¢
T = v + ¢V /1= 90,00, 4.58
= = gagog Y V1= g"0,60,¢ (4.58)

que para nosso caso de interesse, ¢ = ¢(t), temos

v

p:—Il——q'§27

e além disso temos também que

p=-vy/1-d2 (4.60)

A equacao para o campo taquidnico no contexto da relatividade
geral, que pode ser obtida com a eq. (4.21), é

V—=9[=V0,0"¢ — V(1 — 0,00")] = 0/ —gV 0" d(1 — 0,90" ),
(4.61)
que no caso da métrica FLRW para k = 0 e ¢ = ¢(t) resulta em

(4.59)

$+<%H%H%>ﬂ—¢%:O (4.62)

Além disso, as equagoes de Friedmann, (4.44a) e (4.44h), para esse
modelo sao identificadas como

2 Vv 2
2 _ ~ ——
H = S = (4.633)
. .2
L (4.63b)

wl—éi

Introduzindo o método apresentado na segao anterior H = W (¢(t)),
podemos combinar as duas tltimas equacgoes e obter a equacao de
primeira ordem para o campo em termos da nova funcao

: 2 W,
= _Z_¢ 4.64
0= 5w (4.64)

Dessa forma, temos da eq. (4.63b) o potencial em termos da nova

funcao
3/ 4
2 4 _ W2, 4.65
V 5 W 9W¢ (4.65)
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Vale mais uma vez salientar o poder desse formalismo. Podemos
obter a energia total do modelo em questao sem necessariamente
conhecer sua solucao. Além disso, reduzimos a ordem da equacao
diferencial do campo ¢, o que facilita em muito encontrar a solucao
analitica para o fator de escala usando a eq. (4.63a). Para melhor
entendimento do método no caso taquidnico tomemos como exemplo
ilustrativo o modelo

W () = Ad". (4.66)

Entao, o potencial (4.65) em termos do campo fica

Vi(g) = gd)”‘l\/ 9A2pI+2 — An?, (4.67)

que nos leva a solugao para o campo dada por

1

b(1) = <§—Zt> v (4.68)

Além disso, o fator de escala tem como solucao

2 TLS 2n % 24n
H(t)=—= — | t . 4.69
(®) 3n+2 <3A) (4.69)

4.4.3 Modelo de Dois Campos

O formalismo pode também ser estendido para o teorias de mais
campos escalares reais. Considerando uma teoria descrita pela den-
sidade de lagrangiana (2.88) as equagOes para 0s campos Sao

¢+ 3Ho+ V=0, (4.70a)
X +3Hx+V, =0, (4.70b)
e as correspondentes equacoes de Friedmann, para £ = 0, sao
é? X2 2
H="+5 42V 4.71
T3 3V (4.71a)
H=—¢*— % (4.71D)

Com o formalismo de primeira ordem temos que

¢ =Wy, x=-W, (4.72)
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e o potencial em termos da nova fungéo superpotencial fica

Como exemplo, tomemos o superpotenaal na forma

W(¢,x) = Ap + Bx — Cox. (4.74)

Dessa forma, temos o potencial associado dado pela expressao

V(9,x) = —5 (4 + B) + C(Ax + Bo) + 5347 — C2)7
538 — O~ B0(A6 + By)ox + 5026

As solugoes correspondentes que advém das equacoes de primeira

(4.75)

ordem dadas por
¢p=—-A+Cx, x=-B+C¢, (4.76)

requerem duas novas constantes D e E e o fator de escala ¢é

AB

H(t) = =

+ CE%e72¢t — 0 D2, (4.77)

4.5 Modelos Gémeos em Cosmologia

Da acao de Einstein-Hilbert na forma usual

S = / &= [-% + L(, 8,@)] , (4.78)

onde a métrica aqui é

dr?

2 32 2
dS* = dt? — a(t) [—1_ -

+ r2d§22] : (4.79)
Através da variacao da acao em relacao a métrica obtemos
1
R, — §gWR =G (4.80)

Por outro lado, considerando um modelo taquidénico como na Ref.

1331,
—U(9)/1 = 99019 + f(0) (4.81)
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nos fornece a densidade de energia na forma

U(9)

SN

e a densidade de pressao

p=-U\1-¢+ f(9). (4.83)

Além disso, da equacao

que advém da variacao da acao em relacao ao campo temos

- f(9), (4.82)

. o . %_E NI
o+ (1 ¢%[3H¢+»U] U(1 ¢*)3% = 0. (4.85)

Com isso, podemos escrever a equacao de Friedmann como

2 U k
= - = 4.86
i 2| U /(3. )
3 (2¢ +f (4.87)

Do formalismo de primeira ordem em [16] podemos escrever no
caso plano, k = 0, que

H =W(9), (4.88)
que nos leva a
a : 9 .2 1
EZH-I-H :W¢¢+§p: —g(p-l-?)p), (4.89)
ou ainda .
W = —(p+p). (4.90)
Portanto, podemos escrever
b= —W,. (4.91)
Dessa forma, o potencial é escrito como
3 1. 3 1
=—H?— —¢*=-W? - W2 4.92
V 5 2¢ 2W 2W¢ (4.92)
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Por outro lado, no caso taquidnico se insistirmos em H = W (¢)
obtemos

;W2 = L — 1, (4.93)
\/ 1 — ¢?
e a equacao de Friedmann é
( ~ 2 U 3 -
EZW¢¢+W2:__ —<—¢—1>+f 5 (4.94)
a 3 5 \ 2
V1—¢
e a dindmica do campo dada por
. W¢
= -0 4.95

A fim de que o modelo taquitnico seja gémeo ao modelo padrao é
necessario que a equagao (4.91) e (4.95) seja idénticas. Para isso,

temos que 5
flo)=1- 5

Com isso, o potencial pode ser reescrito como

U(6) = V1= &2 @W? ' f) | (197)

U(¢) = /1 — W2 (4.98)

Dessa forma, a densidade de lagrangiana no caso taquionica gémea
ao modelo padrao ¢ de forma explicita como

3
L=—/1-W2 1—au¢au+1—§w2. (4.99)

Podemos nesse ponto perceber que os dois modelos possuem mesma,
densidade de energia p = 3/2W?, e de pressao, p = Wg — %WQ.
Veja que, com os modelos gémeos em cosmologia podemos obter

W2 (4.96)

Logo,

solucoes para novas teorias com uma fenomenologia diferente, até
com diferente estabilidade, a partir de modelos ja conhecidos.
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Capitulo 5

Modelos em Mundo Brana

Teorias com dimensoes extras estao presentes na fisica desde o ini-
cio do século passado e contribuigoes recentes nos mostram maneiras
de melhor entender as consequéncias cosmoldgicas e perspectivas fu-
turas de tais teorias. Alinhado a isto, um grande desenvolvimento
em coleta e tratamento de dados cosmologicos com alta precisao abre
uma nova era para testes e restricoes em teorias de dimensoes extras.

A ideia central em teorias de mundo brana é que nosso Universo
¢ uma parede de dominio de (3,1) dimensoes imerso em um bulk de
mais dimensoes espaciais. Os cenarios de mundos brana fornecem
novas e interessantes maneiras de solucionar o problema da hierar-
quia, da constante cosmolégica, a energia escura e a quantizacao da
gravidade [3, 35, 40, 60, 61, 62, 63].

Neste capitulo vamos focar em campos escalares com dindmica
candnica e nao-canonica em cenarios de mundo brana. No modelo
de Randall-Sundrum [62] podemos adicionar campos escalares que
interagem com a gravidade. Neste cenério, solugoes suaves geram
branas espessas com uma diversidade de estruturas internas, [30,
37, 38, 41]. Mesmo se considerarmos solugoes estaticas o carater
nao linear intrinseco na relatividade geral nos leva a um sistema de
equacoes diferenciais acopladas de dificil resolucao. Podemos entao
utilizar os métodos e modelos estudados até aqui para encontrar
solugoes analiticas para tais equacoes.
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5.1 Modelo de Randall-Sundrum

Proposto em 1999 o modelo de Randall-Sundrum (RS) tem grande
destaque no contexto de dimensoes extras devido a sua simplicidade
e aplicabilidade ao problema da hierarquia. A métrica do modelo
RS é dado por

ds® = eQA(y)anx“dx” — di?, (5.1)

onde o tensor 7, ¢ a métrica de Minkowski para o espago-tempo em
4D e a fungao A(y) é chamada de fungao de dobra ou deformacao,
ou no inglés warp function. Podemos entao escrever nosso tensor
métrico como

[24() 0 0 0 07
0 —e2AW) 0 0 0
gu= 1, 0 0 —eW 0 0 (5.2)
0 0 0 —e24l)
|0 0 0 0 -1

Para determinar a funcao de dobra devemos calcular as compo-
nentes do tensor de Einstein. Com essa métrica as componentes do
tensor de Einstein podem ser encontradas de forma analoga ao que
foi feito para a métrica FLRW. A equacao de campo de Einstein em
5D ¢é aqui escrita como

1
Rab - §gabR - Gab (5?))

onde s6 lembrando que na secao de convencoes no inicio da disser-
tacao os indices latinos a,b,c,d,e = 0,1,....,4 e p,v,a, 3 =0, ..., 3.
Dessa forma, os simbolos de Christoffel nao nulos para essa métrica
sao

I, = A'(y)d"s,

Fiy - A,(y)e2A(y)77uw

onde de agora em diante, linha representa a derivada em relacao a
dimensao extra. Com os simbolos de Christoffel temos as compo-

(5.4)

nentes do tensor de Ricci. O tensor de Ricci é diagonal para esta
métrica, cujas componentes sao

Ry = # WA (y) + A"(y)]. (5.52)
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Ry = 4[A"(y) + A% (y)]. (5.5b)

Dessa forma, o trago do tensor de Ricci nos fornece o escalar de Ricci
na forma

R =20A" +8A4". (5.6)
Com isso, as componentes do tensor de Einstein sao dada por
Goo = Roo — gooR = —3e*[A” + 247, (5.7a)
G = Gay = G35 = 3e*4[A" + 247, (5.7b)
G = 6472 (5.7¢)

A equacao que nos da a dindmica para um campo imerso no espaco-
tempo descrito pela métrica (5.1) é anédloga a equacdo no caso da
métrica (4.30), mudando apenas o fato de que agora estamos no
contexto de espaco-tempo curvo com uma dimensao extra

Al e

Seja a densidade de lagrangiana de um campo descrita da forma
usual, ou seja, L = 1/2(0,00¢)+V (¢) temos que abrindo a equagao
de movimento para o campo obtemos, com as quantidades

g=e Vgl =" e 8,(1/]g|) = 44’4, (5.9)

que nos leva em

[~V — 8,0°¢) = 44'0"6. (5.10)

Se o campo depende exclusivamente da brana y ficamos com a se-
guinte equacao de movimento

¢ +4A'¢ -V, = 0. (5.11)

Além disso, no caso do campo depender apenas da dimensao extra
o tensor energia-momento associado é definido como

Tab = aa¢ab¢ - gabﬁu (5'12)
cujas componentes sao
o |97
TOO € 5 + V(Qb) (513&)
¢/2
T11 = TQQ = T33 = — [ 9 + V(Qb)] (513b)
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/

T44 = 5 — V(qf)) (5130)

Colocando cada componente do tensor energia-momento com a res-
pectiva componente do tensor de Einstein obtemos que

3A" +6A% = —¢* -2V, (5.14)
e também

6A7 = ¢* — 2V, (5.15)

ou ainda, de forma mais compacta podemos escrever que

2
v
A? = % -3 (5.16a)
n 2 12

A" = —§¢> : (5.16Db)

Perceba que uma combinacao dessas duas equagcoes nos fornece a eq.
(5.11). Note também que se trata de duas equagdes acopladas, nao
lineares e de segunda ordem. Felizmente ja desenvolvemos ao longo
dessa dissertacao métodos e modelos que nos permitem encontrar
solucoes analiticas para tais equacoes de forma mais facil.

Combinando as eq’s (5.13a), (5.16a) e (5.16b) podemos escrever
a densidade de energia como uma derivada total da forma

3d .
Too = ply) = —§d—y(€2AA )- (5.17)

5.1.1 Estabilidade Linear em Mundo Brana

Tomando pequenas perturbagdes na métrica (5.1) a fim de anali-
sarmos a estabilidade da brana ficamos com

Gab = Yab + Tab, (5.18)

onde ao contrario do tensor métrico de Minkowski a perturbacao
depende das dimensoes usuais e também da dimensao extra, ou seja,
hay = hap(z,y). Note que podemos levantar e descer os indices do
tensor de perturbacao usando o tensor métrico usual. Assumindo
que a perturbacao obedece a relacao

Tas = Taa = 0, T (w,y) = **h, (5.19)



Capitulo 5. Modelos em Mundo Brana 58

e tomando h,, como um gauge transverso, ou seja,
" hy, = 0"hy,, = 0. (5.20)

Dessa forma, até primeira ordem, os simbolos de Christoffel sao re-
escritos como

1
o1 ab = 29 N(Gaap + Gbd.a — Gab.d) (5.21a)

1 1
sWTe, = 29 (7Tdb7a+77da7b_77ab,d)+§776d(gdb,a+gda,b_gab7d)- (5.21Db)

A partir do tensor métrico visto em (5.2), as relagbes anteriores
podem ser representadas como

1
0Ty = 5[5 24'0; + 05,2405 — 010,0,2A" + 6igu 24
— A'[6£6C + 6265 — 056201 + gup0s).

(5.22a)

1
0WTg, = A A5y, + §€2Agcd(had,b + Moda — hava),  (5.22D)

onde aqui usamos —g“?939. = —0i(garg°®) + gapOag®®. Com isso, o
tensor de Ricci com perturbacao até primeira ordem fica

MRy = 0,601¢, — 90T, 4 T,600T

) C (5.23)
6(1)chrgb - bdé Fgc o 6( Fbdrac'

Com o simbolos de Christoffel perturbados até primeria ordem ja
calculados podemos escrever

1,
5( Ry = Ae 2Ahab + 26 nga (8 hiya + Ophgq — 6’dhab)+
(A& hy) — 585(9“162‘48 hea) + 2A%* b+ (5.24)
2A/€2Ang( . 5451)) "

cujas componentes sao

5(1)R/’LV - ZhZV + 2Alh/ (A// + 4A/2)h/,(,1/ +
1
§n,“,A’e?Ah’ + 5(@5%@” +0,0ha, — 0,0,h)  (5:25a)
1
——Oh,,

2
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1
SWRy = —5 (" + 24N, (5.25b)
SO R, = (@K, — o 5.25
M4_§( ap — Y ) ( C)
Portanto, o escalar de Ricci fica dado por

SWR = g Ry, = W'+ 5A'N + e 24(0"9,h,,, — Oh).  (5.26)

Tomando também uma pequena perturbacao no campo escalar da
forma

(b(x) y) — (b(il;’) + €($7 y)7 (527)

ficamos com uma lagrangiana padrao de um campo perturbada até
primeira ordem dada por

WL = L€ + 0°90,¢, (5.28)

que nos leva ao tensor energia-momento perturbado até primeira
ordem na forma

5(1)Tab = 8a¢<9b§ — gabﬁqbf - €2Ahab£. (529)

Portanto, obtemos com a equacgao de Einstein perturbada até pri-
meira ordem, na componente (u, V), que

1 1
2A 2 2A
e §hzy +2A4'R, + (A" + 4A%)h,, | + 5W,,A’e h'+

1 1
E(aﬂaahw + 0,0%hg, — 0,0,h) — 5O
1
—§e2Anuy(h” +5A'N + e 24(8"9"h,,, — Oh))
1
—EezAhW(8A” +204%) = 2(9,00,€ — guLsé — e**h,,L).

(5.30)

Multiplicando a equacio anterior por 2e~24 e levando em conside-
racao que 4A4”? — A" = —%V temos que

h, 4+ 44N, — e 0hy — e 24,,0°0  hap+

6_2*4(8“8“%“ + 0,0%hq, — 0,0,h)—

N (W 4+ 4A'N — e 240h + 2A"h + 8A™h) =

= 477W(V¢f + (/b/f’)-

Impondo as condicoes de gauge, h = 0“h,p = 0 ficamos com

(02 +44'0, — e *'O)hy,, = 0. (5.32)

(5.31)
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Fazendo uma mudanca de variaveis y — z onde dz = e 4Wdy
ficamos com uma métrica conformalmente plana como

ds* = ¥ (ny + hyydatde” — d2?), (5.33)
que nos leva a equacao linearizada de Einstein em 5D na forma
(07 + 3A.0. — e *'0O)h,, = 0. (5.34)

Definindo uma solucao do tipo onda plana para a perturbacao, uma
vez que, para a equacao acima deve haver um modo zero para a
equacao do tipo Klein-Gordon

hy = e PXS3AGR (%), (5.35)
que nos leva a uma equacao do tipo Schrodinger
(=d2+ U(2))H,, = p°H,, (5.36)

onde 9 5

U@):ZA§+§AM. (5.37)
De modo analogo ao realizado para o estudo da estabilidade de um
campo escalar no Cap. 2, podemos garantir que a brana em ques-
tdo ¢ estavel se os autovalores da equagao (5.36) forem todos nao

negativos. Podemos fatorizar a equacgao tipo Schrodinger na forma

S'SH,, =p*H,, (5.38)
onde os operadores sao definnidos como
d 3
= 5 _Az7 .
S P + 5 (5.39a)
d 3
St=—-—+2A4,. 5.39h
dz * 2 ( )

5.2 Brana de Bloch

Seguindo a linha desta dissertacao, podemos agora analisar a di-
namica de dois campos escalares no contexto de mundo brana com
a métrica (5.2). Este modelo foi estudado pelo grupo de Particulas
e Campos da UFPB e pode ser encontrado em nivel mais aprofun-
dado em [37]. Seja a densidade de lagrangiana da forma da eq. (2.88)
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com dois campos acoplados pelo potencial do modelo. Minimizando
a acao

R
S = / d*zdy/|g| [_Z + L, X, 0ah, X)) | (5.40)

em relacao a cada um dos campos temos as equacoes de movimento
associadas da forma

" +4A¢ —V; =0, (5.41a)
X' +4AY -V, =0, (5.41Db)
onde Vy = %f;x)_ Obviamente, minimizando em relacao a métrica,

teremos uma equagao idéntica a eq. (5.3). Com isso, somos levados
as equacoes

A? = é(gb’? +x?) - %V(aﬁ, X); (5.42a)

1 2 / /
A" = —§(¢2+X2). (5.42b)

Como mostrado nas Refs [37, 64] que tratam de modelos de dois
campos acoplados podemos obter o limite de Bogomol’'nyi com um
potencial na forma (2.90). Aqui vamos considerar o modelo dado
por

V(.0 = 5 [(%;M))Q +2 (%}f”ﬂ -2 (549

onde W, = 2WW da eq. (3.30). Como vimos para este modelo o
formalismo de primeira ordem nos leva as equacoes

10w,
¢ = 2706 (5.44)
10W,
=——° A4
A= —éWc. (5.46)

Como esperado, as solugoes para os campos ¢ e x sao idénticas as
encontradas para o modelo BNRT no Cap. 3, eq’s (3.45) e (3.46).
Além disso, a funcao de dobra é dado por uma integracao simples

A(y) = 9—171 [(1 — 3r) tanh*(2ry) — 21n cosh(2ry)] . (5.47)
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Analisando a estabilidade desse modelo introduzindo uma pe-
quena perturbagao na métrica (5.2) como realizado na subsegao 5.1.1
chegamos a equagao do tipo Schrodinger (5.36) com o potencial de
estabilidade dado por (5.37). E possivel perceber que para a funcao
de dobra (5.47) todos os autovalores da equagao tipo Schrodinger
sao positivos, o que caracteriza a estabilidade do modelo.
Além disso, a densidade de energia com o formalismo de primeira
ordem introduzido no modelo fica na forma
ow\® 4
(5) 5

o |1 (doN\? 1 (dx\® 1 /oWw\* 1

o) = [é(@) “3(@) *2(%8) +2
(5.48)
Do grafico para densidade de energia da figura 5.1 (d) podemos
notar o aparecimento de uma estrutura interna para valores de r ~
r. = 0.17 dividindo a densidade de energia em dois picos. De forma
analoga para o caso no espago-tempo plano estudado no modelo
BNRT, no Cap.3 desta dissertacao, temos que para 0.5 > r > 0.25
a densidade de energia tem um tnico pico como no modelo padrao

¢*. Entretanto, para r < 0.25 notamos no gréafico o surgimento de
um plateau caracterizado pelo maximo de x’.

Hof | —1 ~
— N
o ////\\\\
(a) ” ” ;‘/ ) K (b) -40 -20 3 | 20 40
. /TN
< 06 / / | | \\ 0.2
t§:0.4 // \\ & 0.1
) NN . Vamm
o T T T T oy R

FIGURA 5.1: Brana de Bloch: (a) Solugdo para o campo ¢(y) para
diferentes valores de r. (b) Solugdo do campo x(y). (c) Solugdo do
fator de dobra. Nos graficos temos r = 0.05, r = 0.1, er=0.23

w2] |
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Analisando os gréficos (c¢) e (d) podemos perceber que a influéncia
do campo x(y) na teoria dispersa a matéria para a dimensao extra.
Quanto menor o parametro r mais espessa é a brana, ou seja, mais
matéria pode ser observada na coordenada y. E possivel perceber
isto também pelo grafico da densidade de energia, onde a influén-
cia do campo x(y) divide a densidade de energia em dois picos,
espalhando a matéria para fora da nossa brana de (3,1) dimensoes,
localizada em y = 0.

5.3 Modelo de Campos Escalares com Dinamica
Generalizada em Mundo Brana

Considerando agora um modelo de N-campos escalares com di-
namica generalizada em mundo brana com a métrica (5.2). A agao,
como na Ref. [38; 39], é entao dada por

S = / d*zdy/g| [—? + ﬁ(qbi,Xij)] , (5.49)

onde X;; = %qudibj. Na secao 2.2 desta dissertacao fizemos a
minizagao dessa a¢do no espago-tempo plano, (2.67), (5.51). Aqui
precisamos levar em consideracao a curvatura do espago que nos leva,
as equacoes para a dindmica dos campos na forma

va(’CXijva¢j) - ’C¢i = 07 (550)
que pOde ser reescrita como
ngbvaquﬁj + 2le’CXij¢l — ’C¢i =0, (5‘51)

onde G?;’ = LX\X;m VeV, + gL x,;- Considerando que os cam-
pos dependem apenas da dimensao extra obtemos que as equacoes
para os N-campos ficam

(‘CXij + 2£X¢1ijle)¢;‘/ — 2le£Xij¢z + £¢i = —4Al¢;-£)(ij. (5.52)

Portanto, as equacoes de Einstein sao dadas por

1
A? = g(c —2X,;;Lx..), (5.53a)

4
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Note que as eq’s (5.52), (5.53a) e (5.53b) ndo sdo independentes entre
si. De fato, com uma derivagdo simples na eq. (5.53a) e utilizando
a eq. (5.53b) podemos reescrever a eq. (5.52) como

L—-2X;:Lx ) =8AX,:Lx... 5.54
J ij J ij

E razoavel considerar que a funcao de dobra pode ser escrita em
funcao dos N-campos como

1
A= -2V (5), (5.59)
que substituindo nas equacoes de Einstein obtemos
1
L— ¢ Lx, = §W2, (5.56a)
Wy, = 2¢;L’Xij. (5.56b)

Escrevendo X = h;;(¢;)X;; onde h;j(¢;) é uma matriz simétrica que
representa a métrica do espaco dos campos. Dessa forma, podemos
reescrever as equacoes anteriores da forma

1
PiLx = 5hijl(o;l)vv@, (5.57a)
1
L—2XLx = §W2. (5.57b)
Combinando as duas ultimas equagoes temos
1 -
X5 = —ghijl(d)g)quiquj. (5.58)

Além disso, a densidade de energia, eq. (5.17), com a expressao
para a funcao de dobra fica

1dw 1

A fim de ilustracao podemos considerar o modelo descrito pela
densidade de lagrangiana na forma

onde X = —1¢? — 1. Daeq. (5.57a) temos

1 1. \?
¢ +x* = (ZWQ% + ZWj) , (5.61)
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e da eq. (5.57b) ficamos com

Vg, x) = i( W, + W2) — %WQ, (5.62)

que nos levam as equacoes de primeira ordem dadas por

¢/ — ]‘ W¢
2173 (W2 + W2)1/3

(5.63a)

/ 1 Wy
X = :
21/3 (Wq% + W)%)l/?’
Além disso, a fungao de dobra fica expressa em termos dos campos
como

(5.63D)

21/3
WAy + WA = —2 W(W3 + W23, (5.64)

Podemos entao perceber a simplificacao que o formalismo de pri-
meira ordem fornece ao tratamento de modelos de dinamica genera-
lizada com N-campos escalares reais.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, estudamos alguns modelos de defeitos topologi-
cos em (1,1) dimensdes no espago-tempo plano com dinamica padrao
e generalizada. Além disso, no capitulo 3 também nos concentramos
em investigar mais alguns modelos com dois campos escalares reais
e modelos gémeos. Esta revisao em modelos de defeitos nos serviu
como base para entrar em mais detalhes na revisao feita em cos-
mologia, mais especificamente no contexto da equacao de campo de
Einstein e energia escura.

No cenario de energia escura, os modelos de um campo escalar nos
fornecem um bom parametro de H(t), compativel com o que se pode
inferir de dados observacionais até o presente momento. A aplica-
¢ao de multiplos campos escalares reais com dinadmica generalizada
em cenarios de energia escura é agora um objetivo a ser explorado.
Além disso, podemos aprimorar os modelos, calculando outros pa-
rametros cosmologicos para estas teorias, como indice de refracao
espectral, razao escalar-tensor, espectro de poténcias e niimero de e-
folds, visando sempre fitar os dados destes parametros ja coletados
pelo Planck, Hubble, WMAP, COBE, entre outros satélites e que
estao em constante aprimoramento.

Finalmente, pudemos utilizar o arcabougo teérico investigado nos
capitulos precedentes para estudar alguns modelos de mundo brana
com a métrica de Randall-Sundrum que, adicionada a campos esca-
lares, suporta solugoes suaves que geram branas espessas com uma
diversidade de estruturas internas. Estas que podem ser utilizadas
para estudar sob uma perspectiva diferente os problemas da hierar-
quia, energia escura, inflacao, etc.

Neste sentido, a presente dissertacao teve por objetivo fornecer ao
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discente um arcabouco tedrico para investigar alguns dos problemas
mais quentes em cosmologia, como energia escura e mundo brana,
que tém ganhado destaque devido ao grande avango em técnicas de
coleta e tratamento de dados cosmologicos de alta precisao.
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