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RESUMO

As teorias propostas de Gravidade Quantica, como a Teoria de Cordas e a Gravidade Quantica
em Laco, prevéem a possibilidade de uma violacdo espontanea da simetria de Lorentz. Devido a
esse fato, o interesse no estudo da violag@o da simetria de Lorentz tem crescido rapidamente nas
ultimas décadas, porque poderia constituir uma forma de testar os modelos tedéricos candidatos
a uma teoria de Gravitacdo Quantica. Motivados por modelos de Teoria Quantica de Campos
com violacao de Lorentz do tipo éter, analisamos a influéncia da postulada viola¢do de Lorentz
sobre o efeito Casimir admitimos que os campos quanticos estdo confinados entre duas placas
paralelas. Inicialmente, analisamos o efeito Casimir a temperatura nula, através de um modelo
para campos escalares massivos com violacao de Lorentz do tipo éter. Considerando diferentes
condi¢des de contorno para o campo escalar nas placas, obtivemos a energia e a pressao de
Casimir para diferentes escolhas do quadrivetor constante que implementa uma anisotropia no
espaco-tempo. Em seguida, como uma extensio natural, consideramos os efeitos de temperatura
finita. Para cada escolha do quadrivetor, obtivemos a corre¢cdo térmica da energia de Casimir por
unidade de drea. Observamos que a violacdo da simetria de Lorentz tem uma forte influéncia
sobre o efeito Casimir, especialmente, quando o quadrivetor constante € ortogonal as placas.
Posteriormente, analisamos o efeito Casimir a temperatura nula, através de um modelo para
campos fermidnicos massivos com violagcdo de Lorentz do tipo éter. Nesse estudo impomos ao
campo fermidnico a condi¢do de contorno de sacola do MIT nas placas, considerando diferentes
escolhas para o quadrivetor constante, que implementa a anisotropia no espaco-tempo. Para o
quadrivetor tipo-tempo observamos que a violagc@o de Lorentz ndo modifica a energia de Casimir.
No entanto, para a situa¢do que o quadrivetor € tipo-espaco, a violagao de Lorentz tem influéncia
significativa no efeito Casimir. Obtivemos explicitamente a energia de Casimir por unidade de
area para o caso do quadrivetor ortgonal as placas e, consequentemente, a pressao de Casimir.
Assim sendo, o efeito Casimir seria um 6timo fendmeno para se investigar uma suposta violacao

da simetria de Lorentz.

Palavras-chaves: Violagdo de Lorentz, efeito Casimir, campos quanticos, condi¢des de contorno,

temperatura finita.



ABSTRACT

The Quantum Gravity theories, such as String Theory and Loop Quantum Gravity, predict the
possibility of a spontaneous violation of the Lorentz symmetry. Because of this fact, the interest
by the violation of Lorentz symmetry has grown rapidly in recent decades because it could
be a way of testing the candidate theories for Quantum Gravitation. Motivated by models of
Quantum Field Theory with Lorentz violations etherlike, we have analyzed the influence of a
Lorentz violation on the Casimir effect, assuming that the quantum fields are confined between
two parallel plates. Initially, we analyzed the Casimir effect at zero temperature, using a model
for massive scalar fields with Lorentz violation of the etherlike. Considering different boundary
conditions for the scalar field in the plates, we obtained the Casimir energy and pressure for
different choices of the constant 4-vector that implements a anisotropy at space-time. Then, as a
natural extension, we consider the effects of finite temperature. For each choice of the 4-vector,
we obtained the thermal correction of the Casimir energy per unit area. We note that the violation
of the Lorentz symmetry has a strong influence on the scalar Casimir effect, especially when the
constant 4-vector is orthogonal to the plates. Subsequently, we analyzed the Casimir effect at
zero temperature, through a model for massive fermionic fields with Lorentz violation of the
etherlike. In this study, we imposed to the fermionic field the MIT bag boundary condition on the
plates, considering different choices for the constant 4-vector, which implements an anisotropy at
space-time. For the timelike 4-vector we observe that the Lorentz violation does not modify the
Casimir energy. However, for the situation that the 4-vector is spacelike, the Lorentz violation
has a significant influence on the fermionic Casimir effect. We obtained explicitly the Casimir
energy per unit area for the case of the 4-vector is orthogonal to the plates and, consequently, the
Casimir pressure. Thus, the Casimir effect would be a good candidate to investigate a supposed

violation of Lorentz symmetry.

Keywords: Lorentz violation, Casimir effect, quantum fields, boundary conditions, finite tem-

perature.
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INTRODUCAO

A Teoria da Relatividade Geral e a Teoria Quantica conduziram com sucesso a Fisica
durante a maior parte do século XX. A Relatividade Geral € uma teoria da gravitagdo que foi
desenvolvida por Albert Einstein entre 1907 e 1915. De acordo com a Relatividade Geral, o efeito
gravitacional observado entre as massas resulta da deformacao do espago-tempo. Experimentos
e observagdes mostram que a descri¢do da gravitagao de Einstein explica vérios efeitos que nao
sdo explicados pela fisica Newtoniana, como anomalias nas 6rbitas de Merctrio e outros planetas.
Bem como prevé novos efeitos da gravidade, como ondas gravitacionais e lentes gravitacionais.
Muitas dessas previsdes foram confirmadas por experimento ou observag¢ao, mais recentemente
ondas gravitacionais (ABBOTT et al., 2016). Embora a Relatividade Geral ndo seja a tnica
teoria relativista da gravidade, € a teoria mais simples e consistente com os dados experimentais.
No entanto, uma série de questdes abertas permanece, a mais fundamental delas é como a
Relatividade Geral pode ser reconciliada com as leis da Fisica Quéntica para produzir uma teoria

completa e autoconsistente da gravidade quantica.

O sucesso desse sistema dicotdmico depende das vastas diferengas de escala entre as duas
teorias. Nenhum experimento ou observacdo jamais investigou uma teoria de Gravidade Quantica,
onde ambos os formalismos sdo simultaneamente significativos. Por muitas décadas, a busca
experimental por uma assinatura de Gravidade Quantica foi descartada pelo simples argumento
que os efeitos quanticos apareceriam apenas na escala de Planck, experimentalmente inatingivel
(~ 101 GeV). No entanto, nos ultimos anos, os esfor¢os para determinar as consequéncias
mensuraveis da Gravidade Quantica se intensificaram consideravelmente. Em meados da década
de 1980, duas teorias razoavelmente bem sucedidas da Gravidade Quantica foram propostas:
Teoria das Cordas (GREEN; SCHWARZ, 1987) e Gravidade Quéantica em Laco (ROVELLI,
2008). Pouco tempo depois, (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989) mostraram que a Teoria das
Cordas pode levar a uma violagdo espontianea das simetrias de Lorentz e CPT no Modelo
Padrdo. A simetria CPT, que estd intimamente relacionada a simetria de Lorentz, € uma simetria
discreta de sistemas fisicos em que um sistema € invariante sobre conjugacdo de carga (C'),
inversdo da paridade (P) e inversdo temporal (7). A viola¢do da simetria de Lorentz ndo é
totalmente inesperada, uma vez que a violacdo de quase todas as outras simetrias da Natureza,
incluindo carga, paridade, reversao temporal, simetria CP, simetria quiral, supersimetria, etc.,

foram observadas.

Atualmente, a maioria das teorias de Gravidade Quantica tém mostrado violar a simetria
de Lorentz de alguma forma. Tanto a Gravidade Quantica em Laco (GAMBINI; PULLIN, 1999),
como a Teoria das Cordas (ELLIS; MAVROMATOS; NANOPOULOS, 2002) mostraram produ-

zir uma relacao de dispersdao modificada para a propagacao de particulas que necessariamente
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leva a violacdo da simetria de Lorentz. As modificacdes derivam de uma descri¢do discreta do
espaco-tempo e normalmente fazem com que os fétons com diferentes energias viajem com
velocidades diferentes, v(E) # ¢, introduzindo pequenos atrasos que se tornariam detectdveis
em escalas cosmoldgicas (SUDARSKY; URRUTIA; VUCETICH, 2002).

Observacoes cosmoldgicas também estimularam o interesse na possivel violagdo da
simetria de Lorentz: do satélite WMAP' e outras observa¢des cosmoldgicas confirmaram,
recentemente, que a maior parte da energia no Universo consiste de energia escura. A energia
escura pode ser associada a uma constante cosmoldgica ou a um quinto grau de liberdade
que d4d origem a um campo escalar em um referéncial preferencial, as vezes conhecido como
quintesséncia (BOLOKHOV; NIBBELINK; POSPELOV, 2005). Este fundo de campo escalar
com energia muito baixa afeta ndo somente a expansdo do Universo, mas também pode interagir

com particulas de tal maneira que os efeitos da violagdo de Lorentz apareceriam.

Continua a ser uma questdo aberta e convincente se um sinal inequivocado da violagdo
de Lorentz pode ser medido usando técnicas experimentais atuais. Assim, € interessante estudar
tanto a teoria quanto a fenomenologia da violacdo da simetria de Lorentz, que pode fornecer
um vislumbre da Gravidade Quéntica. Embora, do ponto de vista tedrico, a explora¢io dessa
possibilidade tenha estado ativa hd muitos anos (DIRAC, 1951), uma fenomenologia da violagao
de Lorentz se desenvolveu apenas nos ultimos anos. Antes de meados da década de 1990, poucos
trabalhos investigaram as consequéncias experimentais da violagdo de Lorentz, porque os novos
efeitos eram esperados apenas nas interagdes de particulas com energias de ordem da massa
de Planck, Mp. Mais tarde, os cientistas perceberam que existem situacdes especiais em que
0s novos efeitos podem se manifestar em escalas de energias mais baixas. Essas situagdes sao
chamadas de "janelas"da Gravidade Quantica, onde supomos que o efeito Casimir pode ser um

desses casos especiais.

O efeito Casimir, previsto por H. B. G. Casimir (CASIMIR, 1948), é uma das mani-
festacoes mais diretas da existéncia de flutuagdes quanticas do vacuo. Esse efeito consiste na
atracdo de duas placas metélicas neutras quando colocadas no vicuo quantico; as placas sao
consideradas planas, paralelas e separadas por uma distancia pequena comparada com suas
dimensdes. Esse efeito, no entanto, s6 foi experimentalmente observado dez anos depois por
Sparnaay (SPARNAAY, 1958). Mesmo com a baixa precisdo do experimento, seus resultados
estavam em acordo com a previsdo de Casimir. A confirmacao foi feita em um experimento de
alta precisdo realizado por Lamoreaux (LAMOREAUX, 1997). Devido o efeito Casimir ser uma
das manifestacdes mais diretas da existéncia de flutuagdes quanticas do vacuo, o interesse por

ele aumentou fortemente na década de 1970, dentro do contexto da Teoria Quéntica de Campos.

O presente trabalho tem por objetivo estudar a violacao da simetria de Lorentz através

do efeito Casimir no espago-tempo de Minkowski. Em particular, usamos modelos de Teoria

' O Wilkinson Microwave Anisotropy Probe é um satélite cuja missdo é estudar o espaco e medir as diferengas de

temperatura que se observam na radiacio césmica de fundo em micro-ondas, um remanescente do Big Bang.
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Quantica de Campos com violacao de Lorentz do tipo éter (CARROLL; TAM, 2008), para
campos escalares e fermidnicos. Alguns trabalhos nesse contexto t€m sido feitos usando Teoria
Quantica de Campos com violagdo de Lorentz do tipo Horava—Lifshitz (ULION; MELLO;
PETROV, 2015; SILVA; CRUZ; MELLO, 2019).

Esta tese estd organizada da seguinte maneira: no capitulo 1 foi desenvolvida uma revisao
a respeito da Teoria Quantica de Campos, ou seja, todo instrumental matematico necessario
para o desenvolvimento desse estudo. Nos capitulos 2 e 3, apresentamos uma breve revisao
sobre o efeito Casimir e violacdo da simetria de Lorentz, respectivamente. Ainda no capitulo
3, apresentamos os modelos tedricos com violagdo de Lorentz do tipo éter (GOMES et al.,
2010), os quais consideraremos nos capitulos seguintes. Nos capitulos 4, 5 e 6 apresentamos as
nossas contribuicoes (CRUZ; MELLO; PETROV, 2017), (CRUZ; MELLO; PETROV, 2018)
e (CRUZ; MELLO; PETROV, 2019), respectivamente. Por dltimo, apresentamos as nossas
conclusdes finais deste trabalho e as perspectivas de trabalhos futuros. Introduzimos também
alguns apéndices: A.1, A.2 e B.1, contendo detalhes matemadticos relevantes ao texto. Ao longo

da tese, adotamos o sistema de unidades naturais » = ¢ = kg = 1 e a assinatura métrica
(+> R _)
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A Teoria de Campos



1 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS

O conceito de féton como sendo o quanta do campo eletromagnético foi introduzido
no inicio do século XX, com a finalidade de explicar o espectro da radiacdo térmica de corpo
negro (PLANCK, 1900). Em 1900 Planck postulou que o processo de emissao e absorcao de
radiacdo por dtomos ocorreria de forma descontinua em quantas. Einstein, em 1905, chegou a
uma interpretacdo mais drdstica. A partir de uma anélise estatistica da lei da radiacdo de Planck e
do Efeito fotoelétrico (EINSTEIN, 1905), ele concluiu que ndo era apenas a emissao e a absor¢ao
da radiacdo que era quantizada, mas que a prépria radiacdo eletromagnética consistia de fétons.
O Efeito Compton reconfirmou essa interpretacio (COMPTON, 1923).

Os fundamentos de uma Teoria Quantica de Campos sistemdtica foram estabelecidos
por Dirac (DIRAC, 1927a). A partir da quantizacdo do campo escalar, conduz-se naturalmente a
quantizag¢do de qualquer outro campo cldssico, sendo o quanta do campo as respectivas particulas

com suas propriedades bem definidas.

Neste capitulo, apresentamos os principais elementos da Teoria Quantica de Campos que
foram essenciais para o desenvolvimento desse estudo. Um desenvolvimento completo da Teoria
Quantica de Campos estd claramente além do escopo desse capitulo. Encaminhamos o leitor

para um dos muitos livros excelentes sobre o assunto (MANDL; SHAW, 2010).

1.1 FORMALISMO LAGRANGIANO

Para formular uma Teoria Classica de Campos consideramos um sistema composto por
um conjunto de campos, ¢;(z), i = 1, ..., n. O idice ¢ pode indicar as componentes de um mesmo
campo, ou ainda, pode indicar diferentes campos independentes. Um campo € essencialmente um
conjunto de nimeros associados a cada ponto no espaco-tempo. Vamos considerar teorias que
podem ser derivadas do principio variacional a partir de uma a¢do envolvendo uma densidade
Lagrangiana:

L (¢, 0.05), (1.1)

com a seguinte notagdo 0, = d/0z*, com = t, x,y e z. A densidade Lagrangiana da Eq. (1.1),
depende apenas dos campos e das primeiras derivadas dos campos. Claramente esse caso ndo € o

mais geral.

Definimos a a¢do, S, para uma regido arbitrdria R do espaco-tempo quadrimensional

continuo por:

S [ dec(6.0,0), (12)
R
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onde o elemento de volume infinitesimal é d*z = dz'd3Z, e a regido de integracio R € a regido

do espago-tempo que estamos interessados.

1.1.1 EquacOes de movimento

As equagdes de movimento sdo obtidas a partir do principio variacional. Para uma regido

arbitraria R, consideramos as varia¢des dos campos dadas por:

¢i(w) — @i(z) + di(x)
Oui() — 0ui() + 0,0¢i(x)

que se anula na superficie JR que delimita a regido R, ou seja, d¢;(x) = 0 em OR. Agora,

(1.3)

exigimos que para uma regido arbitrdria R e as variacdes da Eq. (1.3), a agdo da Eq. (1.2) tenha
um valor estaciondrio, ou seja,
0§ = 0. (1.4)

Calculando ¢S a partir da Eq. (1.2), obtemos:

oL
) d*x 0; 5
5= / [a@ SR TR 4

. [oc oL (o oL
/ e {a@ a“(@(@m»)]wl*/ndw“ [a@mz-)‘;‘f’l}

O dltimo termo da Eq. (1.5) pode ser convertido em uma integral sobre a superficie 9R usando

(1.5)

o teorema de Gauss em quatro dimensoes:

/ d'z0,F" = / dG F*" (1.6)
R oR

- oL
d*z0 = dG | | 5. ‘ |
/ [ u¢%)5¢] /6R G [0(@@-)} o 0 (1.7)

Uma vez que a Eq. (1.4) € satisfeita, a Eq. (1.5) nos fornece as equacdes de Euler-Lagrange (ou

equagdes de movimento dos campos):

oL oL
I= 9, == =0, i=1,23 ..n (1.8)
dpi " { (5;@@')}

1.1.2 Teorema de Noether

Para uma teoria de campo derivada a partir de uma densidade Lagrangiana £, podemos
associar uma quantidade conservada para cada simetria do sistema. O resultado que relaciona
as simetrias as quantidades conservadas é conhecido como o teorema de Noether, enquanto
as quantidades conservadas sdo chamadas de cargas e correntes de Noether. Por exemplo, a
conservacdo de energia, momento linear e momento angular seguem a partir da invariancia de £
sob translacdes e rotacdes. Desde que estas transformagdes formem um grupo continuo, podemos

considerar apenas as transformacdes infinitesimais.
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Vamos considerar as transformacdes infinitesimais do sistema de coordenadas quadri-
mensional dadas da forma:
o — o = 2t 4 S, (1.9)

consequentemente, os campos se transformam por:
¢i(z) — ¢i(2) = ¢i(x) + 6¢i(z). (1.10)

A variacdo na acao da Eq. (1.2) resultante dessas transformacgdes € dada por:
0S = / d*a' L [gb;(a:'), 8L¢;(x’)} — / d*z L [¢i(x), 0upi()] (1.11)
' R

onde R’ corresponde a regido R no novo sistema de coordenadas. Sem perda de generalidade,

podemos fazer a transformacédo, ' — x, na primeira integral da Eq. (1.11):

8 = [ et [¢a).0,04(e)) = [ d'aL (0:(0).0,0ia)

Rl

= /Rd%{c [0(x), 0,0 ()] —E((bi(x),(?“gbi(a:)]} (1.12)
+ /R/_Rd xL [gb;(m)ﬁ;@(a&)] )

O dltimo termo da Eq. (1.12) é uma integral sobre o volume infinitesimal R’ — R (LAHIRI;

PAL, 2005). Assim, podemos reescrevé-la como uma integral sobre a superficie OR:
| L 6,060 = [ dG.as"L(6w).0,0.(0)
R'—R R

(1.13)
_ /R d'x0,{82" L [9:(x), 8,6:(x)] }.

Na primeira passagem da Eq. (1.13) passamos de ¢, para ¢; desconsiderando os termos de ordens

superiores de 0x” e, em seguida, usamos o teorema de Gauss da Eq. (1.6).

Para simplificar a integral da Eq. (1.12), é conveniente definir a variacdo para z fixo, o
que fornece uma mudanga apenas na forma funcional. Para uma dada fun¢@o f(x) cuja forma

funcional muda para f’(z), podemos escrever:
0f(z) = f'(2) = f(2) = [f'(2)) = f(@)] = [f'(a") = f'(2)]
= 6f(x) — O (x)5a",

onde mais uma vez, sdo ignorados os termos de ordens superiores de dz*. Note que a variagao

(1.14)

§ comuta com as derivadas parciais 0, devido a variagdo ser feita no mesmo ponto do espago-
tempo. Entdo, usando essa propriedade podemos simplificar o termo da segunda linha da Eq.
(1.12) por:

oL - oL -
= a—@éqﬁl + W(S (au¢i)
oL -
= ——00; | .
: {a@m 4]

L [¢i(x), 9,6i(x)] — L]¢i(x), Outi()]
(1.15)
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Aqui, também usamos a Eq. (1.8) para obtermos a tltima igualdade da Eq. (1.15). Substituindo
as Egs. (1.13) e (1.15) na Eq. (1.12), obtemos a seguinte expressao:

oL - oL
0S = / d*x0 {—6 i + L’éw“} = / d*zo, {—5 , — THox, |, 1.16
7 90,00 T 50,607 (110
onde foi feito o uso da Eq. (1.14) para voltar para d¢;, ¢ definimos:
oL
TH = 0" ¢; — ' L, (1.17)
9@
que € chamado de tensor energia-momento. Podemos, ainda, definir a quadricorrente J* como
sendo: or
JH = 0p; —THox,, (1.18)
0 (au¢i)
que por sua vez, a Eq. (1.16) reduz-se a:
68 = / d'z0,J". (1.19)
R

A Eq. (1.19) é valida para variacdes arbitrarias das coordenadas e dos campos, desde que as
equacdes de movimento sejam satisfeitas. Mesmo contendo uma divergéncia total, a expressao
da Eq. (1.19) ndo necessariamente € nula, ja que a corrente J* na fronteira ndo necessariamente

€ nula.

No entanto, se S € invariante sob as transformagdes das Eqgs. (1.3) e (1.9), obtemos a
seguinte lei de conservagao:
0,J" =0, (1.20)

onde J* € chamada de corrente de Noether. Consequentemente, a Eq. (1.20) implica em uma

carga de Noether definida por:

Q= /d%‘:’jt, (1.21)
que expandindo a Eq. (1.20), obtemos:
d - o
d—? = [ B70,T = —/d%?v - J. (1.22)

Considerando que no infinito espacial a corrente se anula, a carga de Noether é conservada pela
dinamica do sistema, ou seja,

dQ
— =0 (1.23)

1.2 A EQUACAO DE KLEIN-GORDON

Tendo visto os conceitos bdsicos da Teoria Classica de Campos na se¢do 1.1, vamos agora
apresentar os modelos tedricos cldssicos e a quantizagdo dos campos. Nesta secao, consideramos

os campos escalares (campos associados com particulas relativisticas de spin 0), e a sua respectiva
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quantizacao. Esse campo € descrito classicamente por uma quantidade invariante de Lorentz em

cada ponto do espago-tempo, ou seja,

= =N = ¢(x) — ¢(2)) = ¢(x). (1.24)
A dindmica do campo escalar real, ¢(x), é especificada pela acdo S, dada por:

S = / d'zL[p(x),0,6(z)], (1.25)
R

onde £ ¢é a densidade Lagrangiana de Klein-Gordon livre

L= 0" (0.0) (0,9) —m*¢*] (1.26)

DN —

onde m € a massa do campo escalar e 7" € o tensor métrico de Minkowski. O campo conjugado,

7(x), € dado por: or
m(x) = 0r0) = ¢, o = 0,0. (1.27)

Através da equacdo de Euler-Lagrange, Eq. (1.8), obtemos a seguinte equa¢do de movimento:

[0+ m?] ¢(z) =0, (1.28)

onde 0 = 9"9, = 9} — VZéo operador D’ Alembertiano. A Eq. (1.28) é conhecida como a
equacgdo de Klein-Gordon. Desenvolvendo a Eq. (1.28), obtemos:

0*¢ >
o (V2 —m?)g. (1.29)
Multiplicando a Eq. (1.29) por ¢' e subtraindo o conjugado hermitiano do resultado, ficamos
com: 52 Pt
T_(b_ _(b: 724 _ A2 T 1.30
0 S — O = 01V — 6V, (1.30)

Fazendo algumas manipulacdes algébricas e multiplicando ambos os lados por 7, obtemos a

equacgao de continuidade dada por:

ap - -
V-j= 1.31

onde as densidades de carga (ou probabilidade) e corrente, respectivamente, sdo definidas por:

0] Lol - - -
—i (!0 %2 =i (6'Vo - oVe'). 132
p (¢m ). T=-i(s'Ve—eve (1.32)
Um fato curioso sobre a equacao de Klein-Gordon é que sua densidade de probabilidade p da
Eq. (1.32) ndo necessariamente positiva, dependendo dos valores do campo ¢ e de sua derivada
temporal. Devido esse fato, uma interpretagdo fisica ndo foi trivial, contudo, a sua interpretacao
s0 foi possivel com a teoria das antiparticulas proposta por Feynman e Stueckelberg (FEYNMAN,

1986).
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A solucdo da Eq. (1.28) pode ser obtida fazendo uma expansdo em modos. Considerando

solugdes de ondas estaciondrias com energias positivas £ = wj; e negativas £ = —wy, obtemos:

$(z) = ¢" (7f)+¢ (¢, 7)

= [ 7) e W+ arpr (7) eiwzt] , (1.33)

onde k = k,& + kyy + k.Z é o vetor de onda. Para o caso de onda, obtemos:
v) =Y Cflage™ + ate’®] (1.34)

com kx = wit — k,x — kyy — k.z, e arelagdo de dispersdo, wy;, € dada por:
wp =\ K2+ m2. (1.35)

A solugdo da equagdo de Klein-Gordon, ¢(x), é devidamente normalizada, ou seja, a constante

C}; na Eq. (1.34) € obtida através da seguinte relagdo:
i [z (o (a0z) - (a02) 6¢] = 5. (1.36)

1.2.1 Quantizacdo do campo escalar

Na quantizagdo, o campo escalar real ¢(z) se torna um operador Hermitiano, ¢ (z) =

~

¢(x), satisfazendo as relagdes de comutacdo para tempos iguais (MANDL; SHAW, 2010):

gg(t, f)? atng(ta f/) = Z(;(J_/” - fl)) gf;(t, f)7 gZA)(t, f/)] = |:8t¢2(t7 f)? 8tqg(t’ f/) =0. (137)

Isso € feito promovendo os coeficientes da expansdo da Eq. (1.33), a; e az aos operadores ay
e d%, respetivamente. Esses operadores sdo chamados de operadores de aniquilagéo, aj, e de
criagdo, d%, que satisfazem as relagdes de comutacao:
Aol = 5. ~ooal] At AT
[ak, al_g.,] = 5,%,, [ak, ak,} = [aE, aEJ = 0. (1.38)
Dessa forma, ficamos com o seguinte campo escalar quantico:

~

oa) = Y [agef (@) 7" + ko (@) 7| (139)

-

k

Em particular, podemos definir o operador niimero de particulas (bosons), N, i» €m termos dos

operadores de aniquilacdo e criagdo de particulas por:

N = alag, (1.40)

que tem como autovalores os nimeros de ocupacoes:

ng=0,1,2,---. (1.41)
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Os operadores Hamiltoniano 7:l, € momento 75, do campo de Klein-Gordon, sdo obtidos
usando as Egs. (1.1) e (1.17):

H = / BT = / &7 [(0@)2 +(Vo)? +m2<£2] (1.42)
e P / PrTt = — / BT(3,0)V . (1.43)

Subistituindo o operador de campo da Eq. (1.39) nas Eqgs. (1.42) e (1.43), obtemos:

Zwk (a; 1) (1.44)
P = Zk’(L ) (1.45)

A partir da Eq. (1.44) vemos que o estado de menor energia, estado fundamental, do
campo de Klein-Gordon é o estado de vacuo |0), em que ndo tem particulas presentes (todos

ng = 0). Podemos também caracterizar este estado por:
ag |0y =0, para todos os k’s (1.46)

fornecendo uma energia de vacuo infinita, dada por:

1
k

1.3 A EQUACAO DE DIRAC

Além dos campos bosonicos, também podemos considerar outros tipos de campos, como
os campos: fermidnico e de calibre. Nessa secdo, vamos considerar um sistema de particulas
que satisfazem ao principio de exclusdo de Pauli, conhecidas como férmions que t€m spin

semi-inteiro.

A dindmica do campo fermidnico, V(x), é governada por uma agdo da forma:

S = / d*zL [U(z),¥(z),0,%(2)], (1.48)
onde L ¢ agora a densidade Lagrangiana de Dirac dada por:
L =(z)[iv"d, — m] ¥(z). (1.49)

Aqui, m é a massa do campo de Dirac e ¥(z) = ¥(z)7" é o campo adjunto. O campo de Dirac

se transforma sob as transformagdes de Lorentz, z# — A* x”, da seguinte forma:

U(z) — U'(z") = exp (—%ww [7“,7”]) U (A '), (1.50)
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onde w,,,, € um termo anti-simétrico, e y* sdo as matrizes de Dirac 4 x 4 que satisfazem a seguinte
algebra:
{47 =20 (1.51)

Para as matrizes ", adotaremos a representacao do Dirac (BJORKEN; DRELL, 1965), dada

por:
I o , 0 o
0 2 —
= , = ) comi=1,2¢e3, 1.52
K <O —H) 7 (—0‘ O> ( :

onde I é a matriz identidade 2 x 2, e ¢’ sdo as matrizes de Pauli.
Considerando a densidade Lagrangiana de Dirac da Eq. (1.49) e a equagdo de Euler-
Lagrange da Eq. (1.8), obtemos:
[iv"0, — m]¥(z) =0 (1.53)

que é a conhecida equacio de Dirac. E importante notar, que na densidade Lagragiana da Eq.
(1.49), bem como na equagdo de movimento da Eq. (1.53), o campo fermionico ¥(x), é uma
fun¢do de onda espinorial de 4 componentes, que tém componentes ¥;(x),ondei = 1,2,3 e 4.

Temos ainda, que os campos conjugados de V; e ¥; sdo:

_ 9L _

Wix:—:"l/}, i) = — =
() () ey

- 0. 1.54
P (1.54)

A partir da Eq. (1.53), tomando o conjugado hermitiano e multiplicando por 7°, obtemos a
equagdo de Dirac adjunta:
iE)M\IW“ +mV¥ = 0. (1.55)

Multiplicando a Eq. (1.55) por ¥, obtemos a seguinte equagao de continuidade:
O (‘If’y“\If) = Uy" (9,V) + (0,}@) ~HT = (0, (1.56)

ou ainda, temos
ou3" =0, (1.57)

onde 7" aqui € a quadricorrente fermidnica dada por:
i* = (T7°T, TYT) = (p, j), (1.58)
onde p € a densidade de probabilidade:
p=jt =00 = Uy, (1.59)

Sendo assim, a densidade de probabilidade, p, € positiva definida para todos os quatro possiveis

estados dos espinores.
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As solugdes da Eq. (1.53) sdo obtidas de forma anéloga as de Klein-Gordon. Fazendo
uma expansao de V(x) em solucdes de ondas estaciondrias com energias positivas e negativas,

obtemos:
U(z) = \I!+(f t)+ \If*(f t)

— Z |: Skw+ —zwﬂt d:]‘c’ ;(f)eiwgt] 7 (160)

enquanto que o seu campo conjugado, U = Ufy0 ¢ dado por:

(1.61)

Aqui, como para o campo bosOnico temos o vetor de onda k = &,z + k, i + k.Z. Porém, para
vy
que as solucdes fermidnicas fiquem completamente caracterizadas, necessitamos introduzir um

novo parametro, s, que caracteriza o spin.

Supondo que as solucdes fermidnicas sejam solu¢des de onda livre, obtemos:

Z Cp [ege™™ + d7pe™] | (1.62)

onde kx = wit — k,x — kyy — k.2, s = 1,2 e arelacdo de dispersado dada por:

wi =\ k2 +m?. (1.63)

Essas fungdes espinoriais, ¥ (), devem ser devidamente normalizadas, ou seja, a constante Ci

da Eq. (1.62) € determinada através da seguinte relagao:
+
/ Bt = 60 (1.64)

1.3.1 Quantizagdo do campo fermidnico

Com o propésito de quantizar o campo fermidnico, vamos promover os coeficientes das
expansoes das Egs. (1.60) e (1.61) a operadores. Porém, diferentemente do campo escalar, cujo
operadores de criagdo e aniquilacdo satisfazem as relacdes de comutagdo, os coeficientes da
expansao feita para o campo fermidnico, apds promovidos a operadores, obedecem as relagdes

de anticomutacio (ou segunda quantizacdo), dadas por:

{é e ’k’} {d5k7d/k,} ss/(sfc']};/a (165)

enquanto que todas as outras relagdes de anticomutacao sio nulas, ou seja,

{Csk’ s’k:’} {dsk7 s’k”} = -=0. (166)
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Realizadas essas consideracoes, os campos das Egs. (1.60) e (1.61) sdo promovidos a

operadores de campos da seguinte forma:

(@) = Y [ui(@e e +dLan@e] (1.67)

sk

e, consequentemente, o operador de campo adjunto é dado por:

V()= [dsgz/jgg(f)e_iwﬁt +ét ‘:E(f)eiwzt} . (1.68)

Os operadores ¢ g, c i€ d qu sdo interpretados como sendo operadores de aniquilagdo e
cria¢do de dois tipos de partlculas fermidnicas (particula e antiparticula), respectivamente. Ainda,

podemos definir os operadores nimero de ocupacio por:

(1.69)

Sendo assim, usando a Eq. (1.17) e os campos quanticos de Dirac das Egs. (1.67) e

(1.68), obtemos o operador Hamiltoniano:

H = /dfﬂf /d3x\lf( ) {—m"aa. +m] U (), (1.70)
x’l
e 0 seguinte operador momento
P = / BPETH = —i / PV (2) VI (2). (1.71)

Usando os operadores de campos das Egs. (1.68) e (1.67), os correspondentes operadores

Hamiltoniano e momento sdo, respectivamente:

Zwsk e+ didg - 1], (1.72)

Z Bt +didg] (1.73)
Portanto, o estado de vacuo, |0}, é definido por:
¢z |0) = d;10) =0, (1.74)

de forma que, quando tomamos o valor esperado da Eq. (1.72), obtemos a energia do viacuo dada

= (0| H |0) = Zwk -2 wy. (1.75)
P

Assim, podemos ver que a energia do vicuo fermlomco, assim como a energia do vacuo bosdnico

por:

dado pela Eq. (1.47), € uma quantidade divergente.
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1.3.2 Regularizagao e Renormalizagao

Em geral, as Teorias Quanticas de Campos sdo inerentemente por divergéncias, como
acabamos de ver através das energias de ponto zero (vicuo) dos campos quanticos escalar da Eq.
(1.47) e femidnico da Eq. (1.75). No entanto, essas divergéncias aparentes podem ser tratadas

consistentemente usando os procedimentos de regularizacdo e renormalizacdo.

O procedimento da regularizacao significa que as quantidades divergentes na teoria
original sdo modificadas por um procedimento adequado, de tal forma que a partir da teoria
regularizada as divergéncias sdo removidas apds a renormalizacdo. Existem vérios procedi-
mentos de regularizacdo, para um estudo detalhado ver (MANDL; SHAW, 2010). Vale citar
como exemplos de métodos: regularizacdo de corte (Cut-Off) (BROWN, 1993), regularizacao
dimendional (HOOFT, 1972) e regularizagdo via soma de Abel-Plana (SAHARIAN, 2007).

Uma vez que foi realizado o procedimento de regularizacdo, a renormalizacdo pode ser
realizada. O procedimento de renormalizacdo consiste basicamente em subtrair a quantidade
da teoria regularizada e a quantidade da teoria original. Por exemplo, considere a energia

renormalizada do viacuo de um dado estado fisico, dada por:
gren = Sreg - 50- (176)

Na teoria original, na qual as quantidades sdo infinitas, apds o procedimento de renormalizacio,
elas se tornam quantidades finitas. Essas quantidades fisicas (renormalizadas) sdo o que realmente
medimos nos experimentos. O procedimento de regularizacdo e renormalizacdo ficard bem

entendido no préximo capitulo, quando apresentaremos uma revisao do efeito Casimir.

1.4 MECANICA ESTATISTICA QUANTICA

Nesta secdo, iremos fazer uma pequena revisao do ensemble grande candnico da Meca-
nica Estatistica. Basicamente, vamos derivar as fun¢des de distribuicdo quantica para um sistema

de particulas ndo-interagentes, em equilibrio térmico.

Um sistema aberto pode trocar calor e matéria com o meio em que esta inserido, e,
portanto, a energia e o nimero de particulas irdo flutuar. Para um sistema aberto em equilibrio
térmico a uma temperatura 7', fixamos a energia média £, e o nimero médio de particulas n.
Para obter a densidade de probabilidade no equilibrio desse sistema, iremos fazer uso do método
dos multiplicadores de Lagrange para extremizar a entropia de Gibbs sujeita as condi¢des que
serdo dadas a seguir (MERZBACHER, 1998).

Primeiramente, vamos exigir que a normalizagdo seja dada por:
Tr(p) = 1, (1.77)

onde p € o operador densidade (ou estatistico). Para as outras condi¢des, relembramos que a

média do ensemble para qualquer quantidade fisica, representada por um operador A, pode ser



Capitulo 1. Teoria qudntica de campos 16

calculada utilizando a seguinte equacao:
(A) = Tr(Ap). (1.78)

Deste modo, as outras condi¢des que o sistema deve obedecer, € que tenha o valor médio da

energia um valor fixo, de modo que
£ = (H) = Tr(Hp), (1.79)

onde H € o operador Hamiltoniano do sistema fisico. Finalmente, a ultima condi¢ao € que o

nimero médio de particulas também tenha um valor fixo, dado por:
n=(N)=Tr(Np), (1.80)

onde N é o operador nimero de particulas.

Agora, podemos determinar o operador densidade, p, que extremiza a entropia de Gibbs,

que para sistemas quanticos é dada por:
S = —k:BTr[[’) ln(ﬁ)}, (1.81)

sujeitas as condi¢des dadas pelas Eqgs. (1.77), (1.79) e (1.80). Na Eq. (1.81), temos que kg € a

constante de Boltzmann. A condi¢do de extremizagdo é:

5{Tr [aoﬁ +agHp+ aNp — kB,éln(ﬁ)} } =Tr [{(ao — kp) + aeH+

(1.82)
an N — kBln(,é)}éﬁ —0,
onde oy, ag € o, sdo os multiplicadores de Legendre. Como dp € arbitrario, temos:
(ag — kp)I + agH + apyN — kgln(p) = 0. (1.83)

Podemos usar, agora, a Eq. (1.83) e as Egs. (1.77), (1.79) e (1.80) para determinar os mul-

tiplicadores de Legendre. A Eq. (1.77) nos permite introduzir a grande fung¢do de parti¢ao

Z (g, ) = exp (1 — @> = Tr {exp <%7% + %/\7)} , (1.84)
kp ke~ kg

que relaciona «y, com ag € «,. Para determinar ag e o, multiplicamos a Eq. (1.84) por p e

tomamos o trago e, com isso, obtemos:
—kgln [Z(&g, an)} +agf +a,n+ S =0. (1.85)

Comparando a Eq. (1.85) com a equagdo fundamental para o grande potencial 2 = U —T'S — un,

podemos identificar que ag = —1/7T e o, = pu/T', sendo . o potencial quimico e

(T, 1) = —kgT In[Z(T, )], (1.86)
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que € a equagdo fundamental para o grande potencial, sendo escrita em termos da grande func¢do

de parti¢cdo, que € definida como:
Z(T, p) = e PUTw) — Ty [e*ﬁ(ﬁ*W )} , (1.87)

com 3 = 1/kgT, onde T é a temperatura absoluta. Assim, o operador densidade pode ser escrito:

~ B(F—pN—0 e P (o)
p=e 5( N ) = - [e—ﬁ(ﬁ—uﬁ/)} .

(1.88)

Se considerarmos um sistema com particulas idénticas ndo interagentes, conhecido em
Termodindmica como um gés ideal generalizado, temos que a energia de uma particula é &;.
Logo, o operador hamiltoniano serd: (MERZBACHER, 1998)

H=> &adla; =Y EN;. (1.89)

Usando a Eq. (1.78) podemos encontrar o valor médio para o numero de ocupagado N;. Com isso,

temos:

Ny = (ala;) = (1.90)
W)= e = =
Usando a seguinte relacdo
eBe A = B, (1.91)
onde ~ € uma constante definida por [ft, 5’] — ~B, encontramos:
Tr [efﬁ(f‘*“f“ ) aj&i] = ¢ AE—ITy [efﬁ(ﬁ*f”‘f ) yaj} . (1.92)

Se usarmos as relacdes de comutagdo para bosons ou anti-comutagdo para férmions, obtemos
T [e*/}(’*W ) ajaz} = ¢ PEITy [e*ﬁ(H*W ) (1 ¥ ajaiﬂ , (1.93)

onde o sinal superior, (—), é usado para bésons e o inferior, (+), usado para férmions. Combi-

nando a Eq. (1.93) com a Eq. (1.88), encontramos:

(%) = (alos) = ey 199

Como [ > 0, segue que para sistemas bosdnicos devemos ter sempre p < &; para todos
os niveis, e consequentemente,
p < o, (1.95)

sendo &, a energia do estado fundamental. Entretanto, para os sistemas fermidnicos nao existe

restri¢do para o potencial quimico.

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao da Teoria Quantica de Campos e da
Mecanica Estatistica Quantica. Esses conhecimentos foram de fundamental importancia para

que pudéssemos desenvolver o nosso trabalho.
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O efeito Casimir e a violacdo da simetria
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2 O EFEITO CASIMIR

Nos Laboratérios Philips, localizados na Holanda, nos anos de 1940 foram realizados
alguns experimentos com suspensdes' de p6é de quartzo utilizado na produc¢io industrial. Os
resultados dos experimentos sugeriam que a teoria usada na época para a estabilidade dessas
suspensdes parecia ndo estar completamente correta e que a interacdo entre as particulas nas
suspensdes poderia diminuir de intensidade para grandes distancias mais rapidamente que se
pensava. Essa incompatibilidade dos resultados experimentais com a teoria foi atribuido ao efeito

da velocidade finita de propagacao da interagdo eletromagnética entre os 4&tomos.

Com essa suspeita em mente, H. Casimir e D. Polder reconsideraram a interagao de
van der Waals de dispersdo, mostrando que a energia de interacio interatdmica diminuia com o
inverso da sexta poténcia da distancia entre os 4&tomos, quando estes estavam bem proéximos e
com o inverso da sétima poténcia quando a grande distancias (CASIMIR; POLDER, 1948). Foi
entdo que repensando o problema, Casimir encontrou uma maneira diferente e notavel de trata-lo.
Ele mostrou que o resultado obtido juntamente com Polder poderia ser recalculado usando as
oscilagdes quanticas do vacuo eletromagnético. O nosso interesse nesse capitulo serd entender
um pouco melhor a idéia de Casimir, bem como os precedimentos necessdrios para obter a forca

de Casimir.

2.1 UMA VISAO GERAL DO FENOMENO

Em sua forma mais intuitiva, o conceito de vacuo se refere apenas a um espago comple-
tamente vazio. Mesmo em teorias como a Mecanica Cléssica e o Eletromagnétismo Cléssico
(Maxwell), esse conceito de vacuo permanece vélido, ja que o vicuo € descrito como o espago
ausente de matéria e radiacdo. Existe apenas uma extensdo desse conceito no sentido de que,
assim como um meio material é o substrato para a propagacao de ondas mecanicas, 0 vacuo
agora € um meio no qual as ondas eletromagnéticas se propagam. Ainda assim, o vacuo € um

meio inerte e incapaz de responder a qualquer estimulo externo.

Ja na Eletrodinamica Quantica, que descreve a interagdo de fotons, elétrons e positrons,
o vacuo € definido como um estado quantico de mais baixa energia, estado este que flutua
continuamente por meio da criagdo e aniquilagdo de particulas virtuais. Essas particulas virtuais
vivem em uma escala de espago e tempo muito pequena que estd de acordo com o principio
de incerteza de Heisenberg e, durante suas curtas existéncias, podem interagir entre si. Por
exemplo, elétrons e pdsitrons virtuais podem absorver e emitir fétons virtuais, fétons virtuais

podem se aniquilar em pares elétron-pdsitron virtuais e pares elétron-pdsitron virtuais podem

' Suspensdes sido sistemas formados por grandes agregados de d4tomos, fons ou moléculas que formam "particu-

las"de tamanhos superiores a 100 nandmetros dispersas em uma outra substancia, por exemplo, em dgua.
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se aniquilar em fétons virtuais, como mostra a Fig. 1. Essas flutuacdes quanticas enriquecem
0 vacuo tornando-o um meio ativo e complexo, bem distinto do vazio completo descrito pela

teoria classica.

}\\ﬁ
T A

Figura 1 — Interagdes bdsicas entre particulas virtuais, onde os segmentos retilineos representam
elétrons ou positrons virtuais € as linhas ondulatdrias representam os f6étons virtuais.

As particulas virtuais além de interagir entre si, também podem interagir com agentes
externos. Os campos eletromagnéticos e corpos macroscopicos sdo exemplos desses agentes
externos. Estaremos interessados em situacdes em que a presenca de corpos macroscopicos €
descrita por condi¢des de contorno, de modo que, o vicuo quantico sentird e responderd as
condi¢des de contorno. Assim, o vicuo descrito pela Eletrodindmica Quantica se comporta como
um meio material capaz de se polarizar e magnetizar e até mesmo de se desestabilizar, decaindo
em pares de particulas reais carregadas. Dessa forma, podemos atribuir ao vacuo quantico a
existéncia de varios fendmenos fisicos importantes como a emissao espontanea dos dtomos
(DIRAC, 1927b; MILONNI, 1984), 0 momento magnético andmalo do elétron, o deslocamento
Lamb (JR; RETHERFORD, 1947; JR; RETHERFORD, 1952; BETHE, 1947; WEINBERG,
1995; ITZYKSON; ZUBER, 2012), as forcas de van der Waals dispersivas (LONDON, 1930) e,

em especial, o objeto de nosso maior interesse, o efeito Casimir (CASIMIR, 1948).

Para entendermos o efeito Casimir, vamos considerar o sistema formado por duas placas
neutras e perfeitamente condutoras, que estdo localizadas no vacuo. Vamos considerar, ainda,
que as placas estejam pararelas e separadas por uma distancia a, em que essa distancia é muito
menor que as dimensdes das placas (a < L), conforme mostra a Fig. 2. N@o se espera medir
forcas sobre as placas ja que ndo ha interacdo eletrostatica entre elas e, além disso, o vacuo
classico € um meio incapaz de exercer forcas de pressdo. Contudo, ao considerarmos a natureza
quantica do vécuo, esse fato pode mudar. De fato, a simples presenca das placas pode afetar as
flutuacdes do vacuo do campo eletromagnético e, dessa forma, podemos esperar uma interacao
desse vacuo e as placas. Baseado nisso, em 1948 Casimir previu que, ao contrario do esperado
classicamente, as placas sofreriam uma for¢a de atracao (CASIMIR, 1948). Esse € entdo um
fendmeno intrinsecamente quantico e, € chamado de efeito Casimir em homenagem ao seu

descobridor Hendrik Brugt Gerhard Casimir.
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Figura 2 — Placas paralelas e perfeitamente condutoras.

A forca de Casimir pode ser calculada utilizando o conceito de energia de vacuo do
campo eletromagnético, a qual inclui apenas as flutuacdes provenientes dos fétons virtuais. Essa
energia € uma quantidade infinita e, na auséncia de campos externos e condi¢des de contorno,
constitui-se apenas de um termo espurio, o qual pode ser eliminado redefinindo-se a escala de
energia. No entanto, isso ndo acontece na presenca das placas condutoras. De fato, as condigdes
de contorno, impostas pelas placas, afetam a energia do vicuo do campo eletromagnético fazendo
com que ela adquira uma dependéncia com a distancia que separa as placas, a. Assim as energias
de duas configuracdes distintas, a = a; € a = as, serdo diferentes, de forma que a energia de

ponto zero ndo pode ser simplesmente descartada por uma redefini¢do da escala de energia.

Usando-se o conceito de renormalizacdo, pode-se mostrar que, apesar das energias das
duas configuracdes serem infinitas, a diferenca entre elas € uma quantidade finita. Essa variacdo
de energia estd obviamente associada ao trabalho de uma for¢a ao deslocarmos as placas entre as
duas configuragdes. Essa forga é, por defini¢do, a forca de Casimir e é dada por:

A

Felt) = =500

(2.1)

onde A = L? é a drea das placas e o sinal negativo expressa o fato da forga entre as placas
ser atrativa. A forca de Casimir € um efeito quantico e relativistico, além disso, ndo depende
de outras constantes da Eletrodinamica Quantica como a carga e a massa do elétron. Isso
ocorre pois, o cdlculo da forca desconsidera a existéncia do campo fermidnico, considerando
apenas a influéncia de condi¢des de contorno sobre o campo eletromagnético livre. No entanto,
as condi¢des de contorno utilizadas nesse cdlculo sdo as de um condutor ideal, o que € uma
simplificacdo muito forte para simular a intera¢do entre o campo eletromagnético e placas
condutoras reais. Dessa forma, se utilizdssemos um modelo mais realista para descrever as
placas, como um modelo de plasma de elétrons, por exemplo, obteriamos uma dependéncia da

forca de Casimir com as constantes constitutivas do material das placas e com a massa e carga do
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elétron (a expressao da Eq. (2.1) reproduzuria apenas um caso limite da expressao real quando,

por exemplo, tomdssemos a condutividade das placas como infinita).

A novidade introduzida pelo efeito Casimir ndo era o fato de dois corpos neutros sofrerem
atragdo. De fato, em 1930, London (LONDON, 1930) explicou por meio da Mecanica Quantica
as forcas de van der Waals dispersivas (ndo-retardadas), isto é, a forca de atracao entre duas
moléculas neutras, porém polarizaveis. O trabalho de Casimir foi inovador porque explicou a
forca entre corpos neutros a partir das flutuacdes quanticas do vacuo do campo eleromagnético
no qual estdo imersos, € ndo a partir das flutuagdes quanticas dipolares das cargas dos préprios
COrpos neutros.

Para se ter uma ideia quantitativa da forga de Casimir, se A for dada em cm? e a em um,

a forca em dina (= 107> V) serd dada por:
Alem?
(a/pm)*’

isto é, para placas de 1em? de drea e distantes 1um, a forca de atracdo entre as placas € de

| Fe(a)| /dyn = 0.013 (2.2)

0.013dyn. Por exigir distincias tdo pequenas, sua verificagdo experimental ndo € trivial. O
primeiro experimento realizado com o intuito de medir a forca de Casimir foi feito por M. J.
Sparnaay em 1958 (SPARNAAY, 1958). Contuto, devido a pouca precisao experimental, esse
experimento ndo foi capaz de comprovar o efeito Casimir. O experimento apenas comprovou
a existéncia de uma forca e que os resultados nao eram incompativeis com o resultado tedrico
de Casimir, Eq. (2.1). Muitos outros experimentos foram realizados posteriormente, contudo
exigiram férmulas tedricas que considerassem efeitos de curvatura e rugosidade das placas,
condutividade finita dos metais e efeitos de temperatura. Os resultados mais precisos, com acordo
de cerca de 1%, exigiram técnicas modernas como microscopia de for¢a atbmica (DERIAGIN;
ABRIKOSOVA, 1957; KITCHENER; PROSSER; SURNAME, 1957).

Em teoria, o efeito Casimir nao estd restrito somente ao campo eletromagnético. Esse
efeito pode ocorrer para qualquer campo quantico relativistico, como o campo escalar e o fermi-
Onico, sob diferentes condi¢des de contorno. Por exemplo, o modelo de sacola MIT (JOHNSON,
1975), desenvolvido nos anos 70, simulava o confinamento de quarks em hddrons por meio
de um campo fermidnico sujeito a condi¢des de contorno confinantes em uma esfera com o
tamanho do hadron. Esse modelo previa que a energia de Casimir, isto €, a energia associada ao
confinamento, correspondia a aproximadamente 9% da massa do hddron. Apesar da generali-
zac¢ao do efeito Casimir para outros campos, apenas o caso eletromagnético possui verificacao
experimental direta. Uma revisdo abrangente sobre o efeito Casimir pode ser encontrada em
(MOSTEPANENKO; TRUNOV, 1997).

De forma geral, qualquer sistema fisico encontra-se circundado por superficies metélicas,
dielétricas, permedveis ou outras. Dessa forma, é de se esperar que o efeito Casimir tenha
relevancia em vdrios sistemas. De fato, apesar de ter se originado em Eletrodinamica Quantica, o

efeito Casimir tem aplicacdo em diversas outras dreas. Em Matéria Condensada, na interagao
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entre fronteiras muito proximas, propriedades de filmes finos, cdlculos de tensdo superficial
e calor latente. Em Cosmologia (KHODABAKHSHI; SHOJAI 2017), desempenha um papel
fundamental em modelos inflaciondrios do Universo. Em Fisica Matematica, proporcionou o
desenvolvimento de técnicas de regularizacdo e renormalizacdo, por exemplos, os métodos
da funcdo zeta de Riemann, corte e formula de soma de Abel-Plana. Em Teoria Quantica de
Campos, o efeito Casimir € usado na explicagdo da compactificacdo espontanea de dimensdes
espaciais extras em modelos de Kaluza-Klein (TEO, 2009). Em Nanotecnologia, ja se menciona
a necessidade de levad-lo em conta nos projetos de nanodispositivos eletronicos. A referéncia
(BORDAG; MOHIDEEN; MOSTEPANENKO, 2001) contém maiores detalhes sobre essas

aplicacoes.

2.2 CALCULO DA FORCA DE CASIMIR

2.2.1 A energia do vacuo

Para calcular a for¢a de Casimir devemos primeiramente considerar alguns conceitos,
como o estado de vacuo quantico e a energia de ponto zero para o campo eletromagnético. Assim,

consideremos as equagdes de Maxwell na auséncia de matéria dadas por:

- .. E(z
V- E(#t) =0, $ « Bz = 2EED

a% ) 2.3)
GBI =0,  Vx Bl = _ﬁ.

No entanto, os campos elétrico E(Z, t) e magnético B(Z, t) podem ser derivados a partir de um
tinico campo, o potencial vetor A (Z,t) por:

E(#,1) = —% e B(it)=V x A1), (2.4)

que satisfaz a equacao de onda no calibre de Coulomb,

2
(% - v2) A(7,t) =0, V- A(Zt) = 0. (2.5)

A quantizagdo do campo eletromagnético (MANDL; SHAW, 2010) ¢ feita considerando
que o potencial vetor é um operador Hermitiano, A(Z,t) = A'(Z, t), satisfazendo as relagdes de

comutagdo candnicas a tempos iguais

AT, 1), 0,A,(7, t)} = i6,(7 — ), [Ai(:)?, 1), A (&, t)} —0. 2.6)
Com isso, a solugdo geral das Eqgs. (2.5) pode ser dada como uma expansdao em solucdes

estacionarias, R
A1) = Y [aptp(@)e s + alxh@)e e 2.7)

k
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onde os modos normais X;(Z) devem satisfazer as equagdes
(V2 +w2) X(@) =0, V- (@) =0, (2.8)
e devem ser normalizados através da seguinte relacdo:
[ ¢aiia) @ = b 29

Consequentemente, os operadores ay, d% sdo operadores de aniquilacdo e criagdo de particulas,

respectivamente, satisfazendo as relagdes de comutacao
|:d" CALT; i| = 5"* |:d“ CAL“ :| - O ( 10)
k> g kk’> ko Y . 2 .

Aqui, o parametro k representa o conjunto de niimeros quanticos discretos ou continuos caracte-

rizando cada modo normal do campo quantico eletromagnético.

O operador Hamiltoniano do campo eletromagnético € dado a partir dos campos quanticos

elétrico e magnético como:

B(#, 02 + B(#,1)?
H = /d3* JQF (#)° @2.11)

Usando a solucao Eq. (2.7) nas Egs. (2.4) e em seguida substituindo na Eq. (2.11), podemos

reescrever H em func¢ado de operadores da forma:
Z i (akag + azal) 2.12)

Ou ainda, com o auxilio das relagdes de comutacao da Eq. (2.10), obtemos:

= Z w [2akag +1) . 2.13)

O vacuo do campo eletromagnético quantizado € definido como o estado quéntico de
mais baixa energia, isto €, o autoestado do operador Hamiltoniano da Eq. (2.13) de menor
autovalor, |0). O estado de vacuo |0), é definido de forma que a; |0) = 0, e é devidamente
normalizado, ou seja, (0|0) = 1. Portanto, tomando o valor esperado no vacuo da Eq. (2.13), a

energia do vacuo do campo eletromagnético é dada por:
= (0] H |0) = Zwk (2.14)

Assim, podemos ver claramente que a energia de ponto zero do campo eletromagnético &, é
dada por uma soma em todos os modos k das relagdes de dispersdes wy, sendo assim, uma

quatidade infinita.



Capitulo 2. O Efeito Casimir 25

2.2.2 Renormalizacdo e a energia de Casimir

Queremos analizar a energia do viacuo quantico eletromagnético confinada entre duas
placas paralelas separadas por uma distincia a e, determinar a diferenca de energia para duas
configuracdes distintas, a = a; € a = ay. No entanto, a energia de ponto zero do campo quantico
eletromagnético dada na Eq. (2.14), é uma quantidade divergente. Isso acontece porque soma-se

sobre um numero infinito de modos k.

Para que possamos manipular tal expressao e extrair alguma quantidade fisica, é necessa-
rio regularizar o somatdrio. O processo de regularizagdo de uma expressao divergente, consiste
em tornd-la artificialmente finita e dependente de algum parametro regularizador € que, em um
certo limite, a expresdo original é recuperada. Existem vdrios métodos de regularizagio’: corte,
Pauli-Villars e Regularizacao Dimensional (MANDL; SHAW, 2010). Aqui, a regularizagao
da Eq. (2.14) na regido entre as placas serd feita via o método de corte. Esse método consiste
em inserir um fator de corte exponencial com um parametro regularizador ¢, de tal forma que

ficamos com .
Eo(e,a) = 3 Zw,;(a)e_wﬁ(“), (2.15)
E

onde k representa apenas os modos internos as placas e wy(a) as frequéncias desses modos.

Ocorre porém que, quando alteramos a posi¢cdo das placas, alteramos ndo s a energia
dos modos internos como também a dos modos externos. Para quantificarmos a contribui¢ao dos
modos externos, tornaremos o universo artificialmente finito introduzindo uma terceira placa

paralela as demais, a uma distancia ¢ > a, conforme mostra a Fig. 3. Por simplicidade, supomos

l-a

Figura 3 — Modelo para o universo, constituido de duas placas paralelas e infinitas, separadas
por uma distancia a, e uma ternceira placa a uma distancia ¢ > a.

que apenas a placa do meio possa se mover. Entdo, a energia de ponto zero associada aos modos
externos serd dada simplesmente por &(¢, £ — a), de modo que a energia regularizada do sistema
sera:

Et(e, b a) = Ey(e,a) + E(e, 0 — a). (2.16)
2 O método de soma de Abel-Plana, ver (SAHARIAN, 2006).
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Normalmente, sempre podemos desenvolver a Eq. (2.15) da forma (MOSTEPANENKO;
TRUNOV, 1997):
Eo(e,a) = aAF(e) + AG(e) + AH (e, a), (2.17)

onde a fun¢do H (¢, a) anula-se, a medida que separamos as placas e, mantém-se finita quando o

parametro regularizador vai a zero, ou seja,
H(e,ar— o0) — 0, H(ew 0,a) — H(0,a). (2.18)

Ja as fungdes F(€) e G(¢€) divergem ao retirarmos o pardmetro regularizador, o que é consistente
com o que ocorre com a energia do vacuo eletromagnético. A energia regularizada do sistema

serd entdo dada por:
E (e, l,a) = LAF(€) + 2AG(e) + AH (¢,a) + AH (e, 0 — a). (2.19)

Portanto, a diferenga de energia do sistema na configuracdo a = as € na configura¢io a = ay, €

dada tomando os seguintes limites:

1210 [Eo8(€, 0, a0) — Ep(e, 0, a1)] = AH(0,a2) — AH(0, a1). (2.20)
l—00

Isso nos mostra que, apesar de ambas as configura¢des terem energias infinitas, a diferenca entre
elas é uma quantidade finita. E importante ressaltar que, a fungio H (0, a) ndo depende do tipo de
regularizac¢do adotado. A Eq. (2.20), introduz, entdo uma quantidade fisica que mede a energia

de uma dada configuragdo das placas, a qual denominaremos energia de Casimir, dada por:
Ec(a) = AH(0,a). (2.21)

Assim, para a obten¢do da energia de Casimir confinada entre duas placas devemos, primeira-
mente, desenvolver a energia do vacuo, regularizando e decompondo na forma da Eq. (2.17). Em
seguida, devemos eliminar os termos proporcionais a drea das placas, AG(¢), e ao volume da
regido entre elas, aAF'(¢). Por fim, devemos tomar o pardmetro da regularizagio igual a zero.

Esse procedimento feito para obter a energia de Casimir, é o que conhecemos por renormalizagao.

Podemos nos perguntar, por que os termos de area e de volume ndo contribuem para a
diferenga de energia das configurag¢des? Isso se dd, devido o termo de volume a AF'(€) possuir
densidade de energia independente da distincia entre as placas, F'(¢), o que indica que esse
termo nao € afetado pelas condi¢des de contorno. Portanto, ele representa a parcela de energia
do vacuo desconfinado correspondente a regido entre as placas e, portanto, nao corresponde
a qualquer contribui¢ao da condi¢@o de contorno a energia de ponto zero. Ja o termo de drea,
AG(e), este independe da distincia entre as placas, de forma que permanece inalterado, mesmo
se afastarmos infinitamente as placas. Esse termo parece ndo estar armazenado nas placas,
correspondendo a uma auto-energia delas, e serd eliminado na diferenca de quaisquer duas
configuracdes. Obviamente a variacdo de energia das duas configuracdes estd associada ao

trabalho de uma forga,

gc(dg) - Ec(al) = —/ fc(a)da, (222)
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a qual denominamos for¢a de Casimir. Essa forca serd, entdo, dada por:

dE
Fela) = ——gcfa), (2.23)

e fisicamente corresponderd a uma for¢a de interacao efetiva entre as placas. Na verdade, ela
corresponde a uma forca de pressdo exercida pelo vicuo quantico em resposta as condi¢des de

contorno impostas pelas placas.

2.3 DERIVACAO DA FORCA DE CASIMIR

Superficies perfeitamente condutoras geram condi¢des de contorno sobre o campo
eletromagnético, de forma que, na superficie condutora S, o campo elétrico deve estar orientado
na direcao normal da superficie, 77, enquanto que o campo magnético deve estar orientado em

uma direcao paralela,

i x E(&,t)| 4 =0, il B(i,t)], = 0. (2.24)

No caso em questao aqui, as fronteiras condutoras constituem-se de placas paralelas,
cada uma de area A, e com distincia a entre si, as quais localizaremos nos planos z = 0 e
z = a. Por simplicidade supomos as placas quadradas e, como ja mencionado, a pequenas
separagdes (a < L), para evitar efeitos de borda. Assim, de acordo com as Egs. (2.24), o campo

eletromagnético deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno:

< B(#,1)|_, =0, s B@E | =0,

Ll (2.25)
=0, 2-B(Z,t)|,_, =0.

Q>

2=0
x E(Z,t)]

Q>

zZ=a
Estas condi¢des de contorno sobre o campo elétrico e magnético serdo satisfeitas se o potencial

vetor satisfizer as condi¢des de contorno

0, x AT, )|, =0, (2.26)

zZ=a

5 x A7 1)

2=0 -

consequentemente, se refletirdo sobre os modos normais do campo eletromagnético,

2 % Xz(@))| 0, Exxz(@)|._ =0 (2.27)

z=0 =

Esse conjunto de modos normais, nesse caso, sdo as solugdes das Eq. (2.8) que sdo devidamente
normalizadas através da Eq. (2.9). Essas solucdes se dividem em dois tipos, os modos transverso

elétrico dado por:

TE/T zxk [2 kT
n (b2, 7) = —= —sen(k,z , (2.28)
(Fy) = oy Gsenthnd)
e os modos transverso magnético, como sendo:
P 21 | - ok etk"
Xp (k,2,7) =1/ ——— | 2|k|cos(k,2) — ik,—=sen(k,z) (2.29)

awy, k| 27
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onde ¥ = 27 + yj' representa a componente paralela as placas do vetor posi¢do. O niimero
quantico k= kot + k:yj' representa a componente paralela as placas do vetor de onda do campo
eletromagnético e possui espectro continuo. Quanto ao nimero quantico k,, este representa
a projecdo perpendicular as placas do vetor de onda do campo eletromagnético. Esse nimero
quantico € afetado pelas condi¢cdes de contorno, de forma que seu espectro fica discretizado,
k, =nm/a,onden =1,2,3, ... para os modos TEe n =0, 1,2, ... para os modos TM. Os W

sdo as frequéncias de cada modo e sdo dadas por:

Wi, = \/ K2+ k2. (2.30)

De posse dessas frequéncias e do conjunto completo de nimeros quinticos que caracte-
rizam cada modo do campo eletromagnético, podemos determinar a energia de ponto zero do
sistema. Conforme a Eq. (2.14), devemos somar sobre todo o espectro discreto de nimeros quan-
ticos e integrar sobre todo o espectro continuo das frequéncias de cada modo. Assim, devemos

somar sobre s = TE, TM, sobre n e integrar em k, resultando na seguinte energia do vicuo:

Eo = /ko > Zwkn 5(0). (2.31)

s=TE, TM n=(0)

A notagdo n = (0) indica que o termo para n = 0 deve ser multiplicado por 1/2 para corrigir a
degenerescéncia devido ao somatério em s. Ja a notagdo (6), representa a fungdo delta de Dirac,

6) = 5 | 0" Fazendo uma expansdo de Fourier da delta de Dirac, temos:
- 1 T k=0 A
§(k) = — [ &re™™ = §(0) = —. 2.32
(F) = s | e 0) = o7 3
Assim a energia do viacuo do campo eletromagnético pode ser reescrita da seguinte forma:

[e.e]

d2k = 0} 2
E5E(e,a) = / Z k2 4 k2e eV Rt (2.33)

onde k,, = nr/a. Note que, conforme a Eq. (2.15), inserimos um fator de corte exponencial

regularizador. Integrando a parte angular de k e fazendo a mudanca de varidvel u = 4/ k2 + k2,

obtemos:
Eo (e E / dun’e " = A E / due
0 2 O€? .

n=(0)
(2.34)

AP [1 X
T on 0e? Ez(%)e

Para desenvolver o somatdrio na Eq. (2.34), vamos fazer o uso da seguinte relagao:

1 €T
—ck
E n— — h (_) ) 2.
e 2COtg 5 ( 35)

n=(0)
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Assim, a energia do vacuo regularizada da Eq. (2.34), toma a seguinte forma:

A 0% [1 €m
'8 = ——— |- h({—)]|. 2.
£o7(e,a) 47 De? Lcotg <2a>} (2.36)
Usando a expansao,
cotgh(z) = = +I - v + O(x°) (2.37)
B = T3 T s ’ '

a Eq. (2.36) pode ser decomposta conforme a Eq. (2.17),
Ef(e,a) = —— — o—— + O(%). (2.38)

Portanto, ap6s a renormalizacdo o termo de volume (o de drea € nulo nesse caso) é

subtraido. Assim, a energia de Casimir eletromagnética é dada por:

Amn?
=—— 2.3
Ecla) = —=o. (2.39)
e consequentemente, a forca de Casimir eletromagnética é:
0€, 2A
Fola) = — c(a) __T (2.40)

da 2404

Neste capitulo, apresentamos uma revisao do efeito Casimir eletromagnético. Obser-
vamos aqui, que o vicuo quantico € muito "rico"e complexo, e que o efeito Casimir € uma
comprovacgdo da sua realidade. Ainda, derivamos a for¢a de Casimir eletromagnética aplicando
o método de regularizacao do tipo corte exponéncial. Com isso passamos a conhecer um dos

principais objetos do nosso trabalho, que € o efeito Casimir.
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3 VIOLACAO DA SIMETRIA DE LO-
RENTZ E MODELOS COM VIOLA-
CAO DO TIPO ETER

No inicio do século passado, exatamente no ano de 1905, Albert Einstein publicou varios
trabalhos importantes que revolucionaram a forma como olhamos o Universo. Dentre estes
trabalhos revoluciondrios, Einstein apresentou a Teoria da Relatividade Especial que, baseada em
dois postulados basicos, previu que a Natureza pode se comportar de uma maneira bem diferente

do que podemos imaginar ao observar o mundo cotidiano.

A partir dos postulados da nova teoria de Einstein, foi observado que as transformagdes
que relacionava os diferentes referenciais inerciais, deveriam ser diferentes daquelas de Galileu,
as quais eram aceitas na época. Pois, a partir daquele momento, notou-se que tais transformacaes,

além de continuar respeitando o primeiro postulado da teoria:

(i) as leis da fisica sdo idénticas em quaisquer referenciais inerciais;
também deveriam obedecer ao segundo dos postulados:

(i1) a velocidade da luz no vacuo é a mesma em qualquer referencial inercial.

Desta forma, Einstein notou que as transformacdes que estavam amplamente de acordo com sua

teoria eram as ja conhecidas transformacgdes de Lorentz.

Portanto, ap6s o desenvolvimento da Teoria da Relatividade Especial, as novas teorias
fisicas foram aos poucos incorporando as transformag¢des de Lorentz como simetrias a serem
respeitadas e, assim, elas obtiveram grande €xito ao descrever os fendmenos fisicos. Um exemplo
€ o Modelo Padrao das Particulas Elementares (OERTER, 2006).

No entanto, hd indica¢des para acreditarmos que a simetria de Lorentz pode ser quebrada
em algum momento na Natureza, principalmente em regimes de altissimas energias, os quais
ainda nao podemos estudar afundo devido, principalmente, as impossibilidades tecnolégicas.
Consequentemente, devido a esta possibilidade da quebra da simetria de Lorentz, surgiram varios
trabalhos explorando o tema e suas possiveis consequéncias, como em (CARROLL; FIELD;
JACKIW, 1990; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998; MYERS; POSPELOV, 2003) e muitos

outros trabalhos.
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3.1 AS TRANSFORMAGCOES DE LORENTZ

No ambito da Relatividade Especial, as transformacdes de Lorentz indicam as maneiras
como as rotagcdes ou as mudancas de velocidades (boosts), que ocorrem em um dado sistema
fisico, se relacionam a partir do ponto de vista de diferentes observadores inerciais, de forma que
respeitem os dois postulados da teoria de Einstein. As rotagdes podem ser realizadas em relagdo
a cada um dos eixos espaciais do sistema de referéncia adotado. No caso do espago-tempo
quadrimensional, temos rotacdes com relacdo aos trés eixos espaciais. Da mesma forma, os
impulsos podem ser divididos em trés tipos, cada um sendo uma mudanca de velocidade com

relacdo a um dos eixos espaciais. Estas transformagdes sdo dadas por

¥ =~ (x—ot),
v =y,
Y=z, (3.1)

v U2 -1/2
f=n(t— 2 =(1-Z
7( 2x> com = ( 02) ,
C

onde v € o fator de Lorentz e ¢ € a velocidade da luz no vécuo.

No entanto, ndo existe apenas uma forma de realizarmos estas transformacdes. Na
verdade, podemos classificar diferentes tipos de transformagdes de Lorentz. Para explicar os
tipos de violacdo de Lorentz, vamos seguir as denominagdes usadas em (BELICH et al., 2007).
Nesse caso, podemos dividir as transformagdes de Lorentz em transformagdes: passivas, ativas,

de observador e de particula.

3.1.1 Transformacdes de Lorentz passivas e ativas

As transformagdes de Lorentz passivas sdo aquelas que relacionam, através de rotagdes
ou impulsos, dois referenciais inerciais, de forma que os pontos do espago-tempo permanecem
fixos. De uma forma geral, este tipo de transformacdo de Lorentz é o mais comum e € o primeiro

a ser estudado em um curso de Relatividade Especial.

Ja as trasformacodes de Lorentz ativas, sao basicamente as transformacdes inversas das
passivas. Neste caso, ao invés de relacionarmos dois sistemas de referéncia inerciais € mantermos
o sistema fisico fixo, aplicamos a transformacdo diretamente na particula ou campo de interesse
(ou seja, nos pontos do espaco-tempo) e relacionamos as mudancas ocorridas sem alterar o

referencial.

Portanto, estes dois tipos de transformacdes estao relacionados de maneira muito simples.
Por exemplo, descrever uma rotagdo de um sistema, por um angulo qualquer ¢ usando uma
transformacdo passiva, € equivalente a descrever uma rotacdo de um angulo —¢ através de
uma transformacgao ativa, como veremos mais adiante ainda neste capitulo. Assim, tanto faz

visualizarmos uma rota¢ao por meio de uma transformagao de Lorentz passiva ou ativa, pois,
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independentemente do tipo de transformagdo usada, vamos observar a mesma fisica acontecendo'.
Ao fazermos uma andlise semelhante para os impulsos de Lorentz, chegamos a mesma conclusao,

a fisica € a mesma se a escolhermos um ou outro tipo de transformacao.

3.1.2 Transformacgodes de Lorentz de observador e de particula

Diferentemente das transformacdes de Lorentz passivas e ativas, as transformacdes de
Lorentz de observador e de particula sdo realizadas quando o sistema apresenta um campo de
fundo, ou seja, quando o sistema se apresenta imerso em um campo qualquer onde ndo temos

acesso as suas fontes.

De forma geral, podemos definir as transformacdes de Lorentz de observador como trans-
formagdes de Lorentz passivas na presenca de campo de fundo. No entanto, as transformagdes
de particula, além de serem uma generalizagdo para as transformacdes ativas na presencga de
um campo de fundo, apresentam uma caracteristica de fundamental importancia: o fato de que
tais transformacdes sdo realizadas diretamente nos campos ou particulas sem alterar os valores
esperados dos campos de fundo presentes (COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). Sendo assim,
bastante diferente do que ocorre com as transformagdes de observador, onde os campos de fundo

"sentem"as transformacdes de observador, como veremos nos exemplos mais adiante.

Com estas defini¢des, € facil observar que as transformagdes de Lorentz passivas e ativas,
sd0 casos especiais das transformacdes de observador e de particula, respectivamente. Portanto,
quando o campo de fundo € nulo, as transformagdes de observador e de particula representam as

mesmas coisas que as transformagdes passivas e ativas, respectivamente.

3.2 VIOLACAO DA SIMETRIA DE LORENTZ

Compreendendo os tipos de transformagdes de Lorentz e suas diferencas, estamos prontos
para visualizar o que se passa quando dizemos que houve uma violag¢do da simetria de Lorentz e,

entdo, analisar alguns exemplos basicos.

Se por um lado, em situagdes onde temos um campo de fundo, suponhamos um campo
vetorial, ao realizarmos as transformacdes de Lorentz de observador, o campo de fundo se trans-
forma perfeitamente como um campo vetorial. Por outro lado, quando realizamos transformacdes
de Lorentz de particula, o campo de fundo acaba se transformando como um campo escalar,
pois, como ja citamos, as transformacoes de Lorentz deixam inalterados os valores de campo
de fundo. Assim, depois destas transformacdes, notamos duas situagdes fisicas diferentes, logo,
estas transformagdes ndo podem ser mais consideradas como invariantes. Entdo, devido a este

efeito atipico relacionado com as transformagdes de particula, concluimos que neste caso ha

' E importante ressaltar que na presenca de um campo de fundo estas descri¢des podem mudar.
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uma violacdo da simetria de Lorentz sob a transformacdo de particula. Para que possamos fixar o

conceito da violagdo da simetria de Lorentz, vamos analisar alguns exemplos.

3.2.1 O elétron em um campo elétrico de fundo constante

Para assimilar a ideia da violag¢do de Lorentz, vamos considerar um exemplo. Vamos
supor que um elétron estd imerso em um campo elétrico de fundo constante, gerado por um

capacitor de placas paralelas, da mesma forma que em (BELICH et al., 2007).

3.2.1.1 Analise de uma rotagao

Inicialmente, vamos assumir que o campo de fundo € nulo. Entao, suponhamos que o
elétron imerso neste sistema sofra uma rota¢do por um angulo ¢, a principio, podemos descrever
esta rotagdo através de uma transformacgao de Lorentz passiva ou ativa, pois, o campo de fundo é

nulo.

No caso de uma rotagao passiva, de acordo com a Fig. 4, rotacionamos o referéncial .S

por um angulo ¢, de forma que, apds a rotagéo teremos um novo referéncial S’. Assim, podemos

e

-
X

¢ K

e

Figura 4 — Como obtermos a matriz de rotacdo passiva (BELICH et al., 2007).

relacionar matematicamente as coordenadas do ponto P nestes dois referenciais que descrevem

uma rotacao do ponto de vista passivo, da seguinte forma:

x’ cosp seng\ [x

= ; (3.2)
/
Y —seng Ccoso Y
ou ainda, podemos escrever a expressao matricial da Eq. (3.2) na sua forma infinitesimal, levando
em conta apenas a primeira ordem na expansao de ¢, como:

x _ 1 09\ [z . (33)

Y —dp 1 Y

J4 no caso de uma rotacao ativa, rotacionamos os pontos do espaco-tempo por um angulo

—¢, como mostra a Fig. 5. Entdo, podemos representar esta transformacao ativa usando a seguinte
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Figura 5 — Como obtermos a matriz de rotacdo ativa (BELICH et al., 2007).

expressao:
! cos¢ —sen
T (eose ) () (3.4)
Y seng  cos¢g Yy
ou ainda, usando a versao infinitesimal:
x 1 =6 x
] = ¢ . 3.5)
Y ép 1 Y

Logo, independente de qual tipo de transformac@o queremos levar em conta, passiva ou ativa,
notamos que uma rotagdo passiva por um angulo ¢ tem o mesmo efeito de uma rotagdo ativa por
uma angulo —¢. Portanto, fica a nosso critério qual das transformag¢des usar para descrever o

sistema fisico, sem nenhum tipo de 6nus nos resultados fisicos.

Por outro lado, as coisas comeg¢am a ficar mais interessantes quando temos a presenca de
um campo de fundo interagindo com o sistema, e € isso que vamos estudar agora. Suponha entao,
que o campo de fundo gerado por um capacitor de placas paralelas € "ligado", vamos realizar
transformacoes semelhantes as que fizemos quando ndo havia campo de fundo e analisar se a

escolha arbitréria do tipo de transformacao influencia ou ndo nos resultados fisicos.

Para isso, vamos observar uma rotagdo por um angulo de 7 /2 radianos em meio a um
campo elétrico de fundo constante na direcao z, especificando a posicao inicial do elétron pelo
vetor posicao R= (0,a,0). A esquematizacdo para a transformacdo de observador é mostrada
na Fig. 6. Logo, usando transformacdes de observador para descrever a transformacao, é facil
notar que apds a rotagdo por um angulo 7 /2 radianos, o vetor posi¢do segue perpendicular ao

campo elétrico de fundo, ou seja, apGs a rotagao (I%J_E)

Jd na rotag@o de particula, somos induzidos a realizar uma rotagido de — /2 radianos,
pois, como vimos no exemplo onde o campo de fundo € nulo, uma rotag@o passiva por um angulo
¢ corresponde a uma rotagdo ativa por um angulo —¢. Generalizando isto para sistemas com
campo de fundo, poderiamos esperar que uma rota¢ao de observador por um dado angulo fosse

fisicamente equivalente a uma rotacdo de particulas pelo inverso deste angulo. Essa nova rotagdo
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Figura 6 — Rotacdo passiva de um angulo ¢ na presenca de um campo de fundo (BELICH et al.,

2007).
FTF [T F ] FF [T T
E
Y Y Y Y \4 Y Y
>
S~
-l _lel_1_1_1_

Figura 7 — Rotagdo ativa de um angulo —¢ na presenca de um campo de fundo (BELICH et al.,
2007).

¢ mostrada na Fig. 7. Diferente do que acontece no exemplo anterior, notamos que na presenca de
um campo de fundo ocorre uma violagdo da simetria de Lorentz, pois, como podemos observar,
apds uma rotacdo de particula de —7/2 radianos, o vetor posi¢do se torna paralelo ao campo de
fundo (R//E). Portanto, descreve uma situacdo fisica diferente daquela observada ao efetuarmos

uma rotagdo ativa por uma angulo de 7/2 radianos onde o fim da rotagdo é (EJ_E ).

3.2.1.2 Andlise de um impulso

Além das rotagdes, outros tipos de transformagdes de Lorentz que devemos levar em
conta sdo os impulsos. Vamos agora analisar a violagao de Lorentz ao se descrever um impulso
em um sistema dado por um elétron localizado em um campo elétrico de fundo constante, usando

um capacitor de placas paralelas, da mesma forma como foi tratado o caso das rotacdes.

Para realizarmos esta analise, vamos considerar dois sistemas de referéncias, o referencial
S onde o capacitor se encontra em repouso e o referencial S’ no qual se move com velocidade v
paralelamente ao capacitor, como podemos observar na Fig. 8. Efetuando uma transformacao
de observador para analisar um impulso, podemos relacionar os campos observados pelos dois

referenciais da seguinte maneira:

o E B ﬁXQE — E/
L= ——, B === (3.6)

v2 v2 c2
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Figura 8 — Dois sistemas de referéncia: S (em repouso em rela¢do ao capacitor) e S’ (com
velocidade v em relacdo ao capacitor) (BELICH et al., 2007).

Desta forma, notamos a preseng¢a de um "novo'"campo elétrico £’, devido a presenga do fator
/1 —v?/c? e, além disso, notamos a presenga de um campo magnético B’, que é perpendicular
a velocidade e ao campo elétrico.

Por outro lado, se observarmos este sistema por uma transformacao de particula, vemos
que o elétron recebe um empurrdo (impulso), enquanto que, as placas do capacitor permanecem

imoveis. Entdo, durante este processo o campo de fundo ndo esté variando, isto &,
E'(Z) = E(). (3.7)

Nesta situagdo, levando em conta a transformacao de particula, somente o elétron estd se movendo
com velocidade —7, pois, as placas permanecem fixas fazendo com que o campo elétrico de
fundo nao se modifique. Assim, o campo elétrico se comporta como um escalar e, mais uma vez,
notamos que a fisica descrita em um sistema, com violagdo das transformacdes de Lorentz de

particula, pode apresentar caracteristicas diferentes daquelas esperadas.

Adicionalmente, € interessante analisarmos o movimento do elétron de acordo com
estes dois tipos de transformacdes. Para isso, vamos supor um elétron, com carga elétrica e,
movendo-se com velocidade u paralelamente as placas do capacitor. Neste caso, a for¢a que o
elétron "sente"é F = e(ﬁ +u X é), no sistema de unidades CGS. Como a for¢a € a variacdo do
momento linear com relagdo ao tempo F = dpj/dt, e como em t = 0, temos p, = 0, podemos
escrever:

muy,

p= == Ft. (3.8)
1= ()
Com isso, podemos isolar a fun¢do que descreve a velocidade na direcdo y, ou seja,
() ¢
Uy = ————. (3.9)
L+ (e)
Seguindo nossa andlise, podemos, a partir da Eq. (3.9), realizarmos uma integracao temporal e

obter a funcdo que descreve a posicao vertical do elétron em funcao do tempo, isto é,

mc? Ft\?
n="" 1+ () 1 3.10
v =" (Ve () —1). 3.10)
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que apresenta uma forma hiperbdlica. Diferente do caso ndo-relativistico, onde naturalmente
encontrariamos um movimento descrevendo uma pardbola. Por outro lado, o observador S/, em

movimento, observard o elétron submetido a uma forga,

—

4 E
A G.11)

_ w2
C2

Portanto, a partir desta expressdo, podemos obter a trajetoria do elétron relacionando as coor-

denadas (z'(t), y'(t)) no referéncial S’, com (x(t), y(t)) no referéncia .S, através das seguintes

y(t)=4/1— Z—zy(t), '(t) =1/1— Z—jaz(t) (3.12)

Sob o ponto de vista da transformagdo de particula, o campo de fundo fica inalterado

equacoes:

e aplicamos um impulso na particula de —¢. Desta forma, o observador S observara o elétron
cair em queda livre apresentando um alcance d = (u — v)t,, onde ¢, é o tempo de queda. No
caso anterior tinhamos o elétron se movendo com velocidade u, portanto, o alcance no caso

da transformacao de observador é maior como podemos ver na Fig. 9. Portanto, através destes

Figura 9 — Trajetérias do elétron: (1) com velocidade inicial «; (2) com velocidade inicial & — ¢/
(BELICH et al., 2007).

simples exemplos, podemos ter uma nocao basica de como um campo de fundo pode gerar uma
quebra na transformacdo de Lorentz de particula, ou seja, contribuindo para o que chamamos de

violacdo da invariancia de Lorentz.

Contudo, esperamos que estes campos de fundo constantes surjam de uma quebra
espontanea de simetria em teorias mais fundamentais e ndo de uma forma "manipulada”como

virmos nesses exemplos. Logo, a viola¢do da simetria de Lorentz seria algo préprio da Natureza.

3.3 MODELOS COM VIOLACAO DO TIPO ETER

Nesta secdo, apresentamos os modelos de Teoria Quéntica de Campos com um termo de
violacdo de Lorentz do tipo éter. Esses modelos foram propostos por Sean M. Carroll e Heywood
Tam (CARROLL; TAM, 2008; CARROLL et al., 2009). Eles consideram uma nova maneira de
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manter as dimensoes extras ocultas. Para isso, Carroll e Tam adicionaram campos tensoriais que

"z

violam a simetria de Lorentz ("éter"), com valores esperados ao longo das dire¢des extras. As
interacdes com o éter modificam as relacdes de dispersao de outros campos, levando a energias

maiores associadas com o momento da dimensio extra.

No entanto, A. Petrov e colaboradores em (GOMES et al., 2010) mostraram que os
acoplamentos por transformagdao CPT (BJORKEN; DRELL, 1965) dos campos escalares, es-
pinoriais e eletromagnéticos com o campo do tipo éter proposto em (CARROLL; TAM, 2008;
CARROLL et al., 2009) podem surgir em espacos-tempo quadrimensional. Nas subsecOes a
seguir, apresentamos brevemente os modelos contendo um termo do tipo éter, para campos

escalares, bem como fermidnicos em um espago-tempo quadrimensional.

3.3.1 Campos escalares

Nesta subsecdo, apresentamos primeiramente o modelo tedrico que considera os efeitos
das interagdes do campo tipo éter com o campo escalar real massivo ¢(z). A dindmica desse

campo escalar é governada pela densidade Lagrangiana de Klein-Gordon modificada, dada por:

L= [(0.9)(0"¢) — m*¢* + Nu - 0¢)*] , (3.13)

N | —

onde m € a massa do campo bosoOnico e, o parimetro adimensional \, supostamente (A < 1),
caracteriza a violag¢ao da simetria de Lorentz tipo éter. E u* é um quadrivetor constante, onde

utu,, = 1,0, —1, tipo-tempo, -luz e -espaco, respectivamente.

Usando as equagdes de Euler Lagrande da Eq. (1.8) e a Eq. (3.13), a equagdo de Klein-
Gordon modificada é dada por:

O+ m® + Au-0)*] ¢(z) =0, (3.14)

onde [J = 0,0" é o operador D’ Alembertiano usual. As solugdes da Eq. (3.14), claramente,
vao depender da escolha do quadrivetor constante u*. Sendo assim, vamos considerar quatro
possiveis vetores:

1,0,0,0
0,1,0,0
0,0,1,0

(
ut = (
(
(0,0,0,1

)
)
: (3.15)
)
)
Substituindo a Eq. (3.13) na Eq. (1.17), obtemos a seguinte relacdo para o tensor energia-
momento:

TH = (9"0)(9"0) + M (0"¢)(u - 9¢) — "L, (3.16)

7z

onde " € o tensor de Minkowski usual. A partir da Eq. (3.16), podemos verificar ainda que:

9, T = 0. (3.17)
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Porém, o tensor energia-momento da Eq. (3.16) ndo é simétrico. A parte anti-simétrica de 7+ é
dada por:
TH — T = X [ut(0"¢) — u”(0*@)] (u - 09). (3.18)

Essa assimetria, em principio, € uma caracteristica tipica das teorias que violam a simetria de

Lorentz.

3.3.2 Campos fermidnicos

Nesta subsecado, vamos introduzir o modelo tedrico para os campos fermidnicos. Aqui, o
modelo é descrito por um campo fermidnico massivo ¥ (), em que a sua dindmica é caracterizada

pela densidade Lagrangiana abaixo:
L =(z) ("0, — m + i tu"v,0,) ¥(x), (3.19)

onde m € a massa do campo fermidnico. Como para o campo escalar, na Eq. (3.19) o pardmetro
admensional A mede a intensidade da violacdo da simetria de Lorentz com A < 1. E o quadrivetor
constante u/ faz um acoplamento com a derivada do campo fermionico e € definido tal que u*u,
pode ser igual 1, 0 e —1. Esse quadrivetor introduz uma direcao privilegiada do espaco-tempo.
Em um certo sentido, a teoria é caracterizada por cinco parametros constantes: A\ caracterizando
a intensidade da quebra da simetria de Lorentz e quatro componentes independentes de u*

caracterizando sua dire¢do.

Usando a Eq. (1.8) e a densidade Lagrangiana da Eq. (3.19), obtemos equagao de Dirac
modificada:
(iv*0, — m + i utu"~,0,) ¥(x) = 0. (3.20)

Aqui, assumiremos que as matrizes de Dirac v sdo dadas na seguinte representacdo (BJORKEN;

DRELL, 1965):
I 0 ' 0 o’
0 _ , j_ , , 3.21
0l (0 _H> 8 (_O_J 0) (3.21)

onde I representa a matriz indentidade 2 x 2, e o7 as matrizes de Pauli.

Com o auxilio da Eq. (1.17) juntamente com a Eq. (3.19), obtemos que o tensor energia-

momento é dado por:

TH = W(z) (iv" + i ufuy,) 0V (x). (3.22)
Podemos verificar que:
TH — T = i W (x)y, (U0 — u”0") ¥ (x), (3.23)

onde essa assimetria € uma caracteristica tipica para teorias com uma quebra da simetria de

Lorentz. No entanto, podemos verificar que:

9, T" = 0. (3.24)
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Neste capitulo, fizemos uma breve revisdo do conceito da simetria de Lorentz. Em
seguida, apresentamos um contexto onde essa simetria pode ser violada. Para isso, consideramos
um elétron em um campo elétrico de fundo constante. Porém, esperamos que essa violagdo da
simetria de Lorentz ocorra de forma natural na Natureza em uma escala de energia muito alta.
Com esse intuito, finalizamos o capitulo apresentando os modelos tedricos com violacdo de
Lorentz do tipo éter. Esses modelos, juntamente com o efeito Casimir, serdo 0s nossos principais

objetos de estudo nos proximos capitulos.



Parte Ill

Nossos resultados
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4 EFEITO CASIMIR ESCALAR COM
VIOLACAO DA SIMETRIA DE LO-
RENTZ DO TIPO ETER

Neste capitulo, analisaremos como a anisotropia do espaco-tempo gerada pelo termo
de violacdo de Lorentz modifica os resultados no efeito Casimir associado a um campo escalar

massivo real ¢(z) confinado entre duas placas paralelas.

Como ja mencionamos, a dindmica do campo ¢(z) é governada pela equagdo de Klein-
Gordon modificada da Eq. (3.14), dada por:

[(%8“ +m? 4 )\u“u”ﬁuﬁy] o(x) =0, 4.1)

onde a anisotropia do espago-tempo é gerada pelo termo tipo éter A\u*u"9,0,. O quadrivetor
constante u#, serd nas proximas secoes, considerado como sendo tipo-tempo e tipo-espacgo de

acordo com a Eq. (3.15). E o tensor energia-momento, para essa teoria, Eq. (3.16), € dado por:

T = (0"9)(0"¢) + M (8" ) (u - 06) — "™ L. (4.2)

Assim, vamos considerar o campo ¢(z) confinado entre duas placas com drea L? e
separadas por uma distancia a, onde a < L. As placas estdao posicionadas paralelamente uma a
outra, como mostra a Fig. 2, no capitulo 2. O campo ¢(z) deve satisfazer a diferentes condi¢des
de contorno impostas a ele sobre as placas. Nesse estudo, consideramos as condi¢des de contorno:

Dirichlet, Neumann e mista.

E importante ressaltar que, os resultados obtidos neste capitulo estdo publicado em
(CRUZ; MELLO; PETROV, 2017).

4.1 CONDICAO DE CONTORNO DE DIRICHLET

Nesta se¢do, resolveremos a equacgdo de Klein-Gordon modificada da Eq. (4.1), impondo

a condi¢@o de contorno de Dirichlet ao campo ¢(x) sobre as placas, ou seja,
$(2)],_y = 0()|._, = 0. (4.3)

Para encontrar ¢(x), a partir da Eq. (4.1), adotamos o procedimento padréo feito em
(MANDL; SHAW, 2010). Em seguida, promovendo o campo escalar a operador, obtemos o

seguinte operador de campo:

Q;Wsen (%52) |an(Ere ™+ al (B)e™|, @)
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onde,
kx = Wit — kgx — kyy. 4.5)

Os operadores, dn(l;) e &IL(E), sdo os operadores de aniquilagdo e criacdo de particulas, respecti-

vamente, satisfazendo as mesmas relagdes de comutacao da Eq. (1.38):

A (Y AT —
{ |:A [an(k‘), LL’( )} _5 ) l5 (46)
an

No entanto, a relagdo de dispersdo, w;, , para cada escolha do quadrivetor constante
ut é modificada. Portanto, vamos tratar as diferentes possibilidades, tipo-tempo e tipo-espaco,

separadamente.

4.1.1 Quadrivetor tipo-tempo

Admitindo que o quadrivetor constante u", é tipo-tempo:
u = (1,0,0,0). (4.7)

Neste caso, a relagdo de disperssdo wy; , associada ao operador de campo da Eq. (4.4), € dada

por:

1 nm 2
Wiy = \/(1 .y [kg + k2 + (7> + mQ] (4.8)

Usando as Egs. (4.2) e (3.13), o operador Hamiltoniano 7:[ para esse caso €:

H = / T = / [(1 ) (0:0)? + (%)2] &7, 4.9)

Que substituindo o operador de campo da Eq. (4.4), obtemos o seguinte operador Hamiltoniano:
? (1“‘)\) 2“Oo AT (INA (I L?

H="— d k;wg’n 248 (k)i (k) + | (4.10)

e consequentemente, a energia do vacuo &, é obtida tomando o valor esperado do estado de

vécuo |0), do operador H:

~ 2 — >
g = (0|7 |0y = LFNE /koZwan. @.11)
n=1
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O resultado da Eq. (4.11), como podemos ver, ¢ uma quantidade divergente. Para obter
a energia de Casimir, adotaremos o mesmo procedimento feito no capitulo 2. No entanto,
para realizarmos a regularizacdo da energia do vacuo bosonico, usamos a féormula de soma de
Abel-Plana (BORDAG et al., 2009; SAHARIAN, 2007) dada por:

e27rt -1

iF(n) _ %F(O) +/OO F(t)dt+i/m F) = F(=it)] ), @.12)
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Assim, substituindo a Eq. (4.12) na Eq. (4.11), e em seguida realizando uma mudanca de
coordenadas no plano (k,, k,), para as coordenadas polares (k, ), obtemos

greE — (1+_W/O kdk {—%F(O)—i—/ooo F(t)dt+i/ooo [F(it)_F(_it)]dt} (4.13)

s e2mt — 1

com a fung¢do F'(n) dada por:

= \/(1iA) 2+ (T)ZW} (414)

Aqui, notamos que o primeiro termo da Eq. (4.13), se refere a energia do vacuo na presenca de

uma tUnica placa. Enquanto que o segundo termo esta relacionado com a energia do vacuo na
auséncia das placas. Ou seja, o primeiro termo esta relacionado com o termo de 4rea, enquanto
que o segundo com o termo de volume, e ndo devem contribuir para a energia de Casimir.
Portanto, apds realizarmos a renormaliza¢do, ambos os termos (divergentes) sdo subtraidos.

Como resultado, obtemos a energia de Casimir por unidade de area:

TN, [ R+ () m2 = B2+ () 2
5_0 — %Z/ k:dk/ \/ (“ m \/ m dt, (4.15)
™ 0 0

- 627rt

L2

ou ainda, realizando a seguinte mudanca de variavel, v = t7/a, obtemos

be _ —W@/ k:dk/ VIR P e = IR R m )
T 0 0

L2

T2 eQau —1

De modo a realizarmos a integral na varidvel u, adotamos o seguinte procedimento:
dividimos a integral na varidvel u em dois intervalos, sendo o primeiro dado por [0, vk + mz} ,

equanto que o segundo é [\/ k? + m?2, oo). Quando isso € feito, podemos observar duas situagdes:

(i) Para k2 + m?2 > u, obtemos:

VE2 + (Fiu)? + m2? = V2 — u? + m2, 4.17)

(ii) Para v/k2 + m? < u, obtemos:

\/k:2 (£iu)? + m? = +ivu? — k2 — m2. (4.18)

Assim, a integracdo na varidvel u no intervalo de integracao [07 VEk? + m2] se anula. Apds esse

procedimento, obtemos o seguinte resultado:

€ _ Vl“ /kdk/ VR =k —m? 4.19)

L2 VEZ+m? 62au -1

Novamente, vamos realizar uma mudanca de varidvel da seguinte forma p? = u? — k? —

m?2, que resulta em:

1 )\ o0 oo 2
- _@/ kdk/ L L @20
L 0 PR (V)

LZ
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Com a finalidade de reduzir a integracdo dupla para uma integral simples, vamos realizar
uma mudanga de varidvel no plano (p, k) para coordenadas polares (o, #). Com essa mudanga,

obtemos o seguinte resultado:

NGES i
fo _ _ (6+2 )a/ o do 4.21)
@ 0

12 Vo? T m? (Ve 1)

Infelizmente, a integral na Eq. (4.21) ndo pode ser calculada analiticamente. No intuito de obter

expressoes analiticas, consideramos os limites assintdticos: am > 1 e am < 1. Para isso,
faremos as seguintes mudangas de varidveis £2 = 02 + m?, e em seguinda £ = mw, resultando

ainda, na seguinte expressao exata:

4 poo (2 133/2
fo _ _y/(1+MNam / (SMWJU dv. (4.22)
1

B _1

12 672

Com a Eq. (4.22) podemos seguir com os célculos de forma aproximada, bem como apresentar

os resultados nimericos para a energia de Casimir, como mostra a Fig. 10.

671'2 EC

-15f

-20 |

Figura 10 — Energia de Casimir para o caso v} = (1,0, 0, 0) multiplicada por 672/ L?m?, como
funcdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.1 e 0.2.

(1) No limite am > 1, obtemos:

Ec _ /(L+N)am* /°° (v — ¥
1 e2a

2 672 mv (4.23)
~ (1 + >\) <ﬁ>3/2 e—2ma.
16 Ta

Observe que neste caso, a energia de Casimir por unidade de drea decai exponencialmente
com am. Como am > 1, essa energia tende a zero muito rapidamente e consequentemente

a pressao de Casimir também.
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(i) No limite am < 1, obtemos:

o Tt [~
L? 672 eamv — |

(1+X)

14407203

(4.24)
[7?4 — 40a3m? + 30a*m?* — 8a5m5] .

O primeiro termo da Eq. (4.24), se refere ao caso ndo massivo sendo o mais relevante para
energia de Casimir. Consequentemente, a partir da Eq. (4.24) a pressao de Casimir entre
as placas paralelas € dada por:

0Ec/L? (14+X)

B - 4 4, 4 5,5
Po = — 5~ 1107 [37* — 30a*m* + 16a°m”] . (4.25)

Como podemos ver, o pardmetro que caracteriza a violagdo da simetria de Lorentz, A,
modifica a energia de Casimir, bem como a pressao de Casimir. Essa modificagao é dada por um
fator multiplicativo, de forma que para A > 0, essas quantidades sao amplificadas. No entanto,
para A = 0, obtemos o resultado dado em (MOSTEPANENKO; TRUNOV, 1997).

4.1.2 Quadrivetor tipo-espaco

Quando estamos considerando o quadrivetor constante u* como sendo tipo-espago, temos
trés situagdes possiveis: u® = (0,1,0,0), u® = (0,0, 1,0) que sio paralelos as placas, bem
como u*) = (0,0,0,1) que é ortogonal as placas. No entanto, os dois vetores paralelos nos

fornecem os mesmos resultados. Sendo assim, vamos considerar o caso que:

u™ = (0,1,0,0). (4.26)

Com essa consideragdo, temos a relagdo de dispersdo wy;, na Eq. (4.4), dada por:

nm\ 2
Wy, = \/(1+A)kg+ky+ (—) +m?2. (4.27)
’ a
Nesse caso, o operador Hamiltoniano 7:1 agora €:
-1 . o .
H = 3 / >z [(8@)2 + (Vo)? — A(am)?} : (4.28)

que substituindo a Eq. (4.4) na expressdo acima, obtemos:

2
H== /d%zwk [2& (k)a (1%’)+(2L7T)21. (4.29)

Consequentemente, a energia do vacuo € dada por:

E = (0| H|0) = o2 /koZwkn (4.30)
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Aqui, vamos proceder da mesma forma como foi feito para o caso tipo-tempo. Ou seja, usando a
féormula de soma de Abel-Plana da Eq. (4.12), com o intuito de reguralizar a energia do vécuo.
Em seguida, procedendo com a renormarlizacdo e todos os procedimentos de mudancas de

varidveis, a energia de Casimir por unidade de 4rea € dada por:

& 1— 1/2am 3/2
cC _ _( 67T2 / am dv. 4.31)

L2

Novamente, ndo € possivel calcular analiticamente a integral da Eq. (4.31). Devemos considerar
os limites assintéticos, am > 1 e am < 1. No entanto, a energia de Casimir de forma exata é

mostrada na Fig. 11.

6 72 Ec

-20Ff

Figura 11 — Energia de Casimir para o caso u*) = (0, 1,0, 0) multiplicada por 672/ L>m?, como
funcdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.1 e 0.2.

(1) No limite am > 1, obtemos:

gc (1 o 1/2am 3/2
ﬁ ~ 67‘(’2 / 62am11 dv

(4.32)
~ _(1 - )‘) 1/2 (_)3/2 e—2am‘
16 Ta
(i1) No limite am < 1, obtemos:
e (1=X)""am’
L2 ~ 67T2 eQamv _ (4 33)
(=N, 44 '
~ _W [7r — 40a®m? 4 30a*m? — 8a5m5] )
T2a

O primeiro termo da Eq. (4.33) se refere ao caso de campos nao massivos, e € a contribui¢do
maior para energia de Casimir. A partir do resultado da Eq. (4.33), obtemos a seguinte

pressao de Casimir:

(1— )12

Po = = 1ion2at

[37* — 30a*m* + 16a’m’] . (4.34)
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Podemos observar aqui, que fazendo uma expansdo no parametro, A, nas Egs. (4.25)
e (4.34) considerando apenas termos de primeira ordem, os resultados obtidos para o caso

tipo-tempo e tipo-espago coincidem.

Finalmente, vamos considerar o caso que o quadrivetor u* € ortogonal as placas, ou seja,
u® =(0,0,0,1). (4.35)

Neste caso, a relagdo de dispersdo wy  correspondente ao operador de campo da Eq. (4.4), €

modificada para:

2
Wi = \/lfg k24 (1-N) (T) +m?. (4.36)

a

Agora, o operador Hamiltoniano H, é dado por:

-1 . S .
H=3 / 7 |(919)* + (V)* = M0.0)?] (4.37)
que substituindo a Eq. (4.4) na Eq. (4.37), obtemos:
H = l/d%’im 24! (k)an (k) + L7 (4.38)
BER =R BN U |

Tomando o valor esperado do operador Hamiltoniano da Eq. (4.38), no estado de vacuo |0),

obtemos a energia do vdcuo como sendo:

2 [e'S)
& = (0| 7]0) = L—/d%zwgm. (4.39)
n=1

82

Mais uma vez, vamos proceder como nos dois casos anteriores. Fazendo a regularizacio

da energia do vacuo da Eq. (4.39) usando a férmula de soma de Abel-Plana da Eq. (4.12), com:

F(n) = \/k:2 + (%)2 +m2, b= 1“_ . (4.40)

Na Eq. (4.40), percebe-se que fizemos uma mudanga de coordenadas no plano (k,, k), para
coordenadas polares (k,#). Apds realizarmos o procedimento de renormaliza¢do da energia
do vécuo, juntamente com todos 0os mesmos procedimentos algébricos de antes, a energia de
Casimir por unidade de 4rea é dada por:

gc bm4 00 (U2 o 1)3/2

- o7 ) e (4.41)

Nesse caso, vemos que o parametro A, associado a violagdo da simetria de Lorentz, aparece ndo
apenas como um fator multiplicativo, mas também aparece no integrando. Devido a impossibi-
lidade de calcular a integral da Eq. (4.41) de forma exata, vamos tratar os limites assint6ticos

am > 1 e am < 1. No entanto, o resultado de forma exata € dado numericamente na Fig. 12.
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—30 |

am

Figura 12 — Energia de Casimir para o caso u*) = (0, 0,0, 1) multiplicada por 672/ L?>m?, como
funcdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.1 e 0.2.

(i) No limite am > 1, obtemos:

gc B bm 0 (U2 _ 1)3/2
ﬁ ~ 672 e2bmv dv
L (4.42)
o (1 - )‘)3/ (m)3/2 6—2(1—)\)’1/2(1771
16 Ta '

Aqui, novamente temos um decaimento exponéncial com am.

(i1) No limite am < 1, obtemos:

E_C - _bm4 /oo v3 o
L2 62 J, e2mv 1
(=", 5/2 3,3 4 4 1/2 5,5
[74(1 = A)*% — 40a*m?*(1 — A) + 30a*m*(1 — X\)'/? — 8a°m”] .
(4.43)

Mais umsa vez, o primeiro termo da Eq. (4.43) se refere ao caso ndo massivo. Usando a

~ 14407243

expressao obtida na Eq. (4.43), a pressao de Casimir entre as duas placas é dada por:

_8SC/L2 - _(1 — )\)71
da  144072a*

Po = [37%(1 = M\)*? — 30a*m*(1 — \)'/2 + 16a°m”] .

(4.44)

Aqui, é importante observar que a energia e pressao de Casimir sdo bem mais "sensi-
véis"ao parametro que caracteriza a violacdo da simetria de Lorentz, \. Entdo, quando considera-

mos o quadrivetor u* ortogonal as placas, os efeitos sio bem mais interessantes.

4.2 CONDICAO DE CONTORNO DE NEUMANN

Nesta se¢do, estamos interessados nas solugdes da equacdo de Klein-Gordon modificada

da Eq. (4.1), satisfazendo a condi¢do de contorno de Neumann. Ou seja, nas plancas o campo
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¢(x) deve satisfazer:

= 0. (4.45)

z=0 z=a

Impondo as condi¢des da Eq. (4.45) a Eq. (4.1), ap6s alguns cédlculos intermedidrios
(MANDL; SHAW, 2010), obtemos o seguinte operador de campo:

2 - nw A~ (TN p—tkT | AT (T ik
o(z) = /ko;Cncos (72> [an(k)e Feal (k)e'® ] : (4.46)

onde kx = w; t — k,x — kyy, € os operadores de aniquilagdo e criacdo, satisfazem as mesmas
relacdes de comutacdo da Eq. (1.38). Usando a relacdo de normalizacdo da Eq. (1.36), a constante
C,, é dada por:

1 _
2@ % a paran = 0,
k,n

Cn = (4.47)

1
@ e a paran = 0.

Podemos observar que o operador de campo da Eq. (4.46), difere do operador de campo da Eq.
(4.4). Assim como foi feito para o caso da condi¢do de contorno de Dirichlet, nas subse¢des
a seguir, devemos considerar os casos em que o quadrivetor u* € tipo-tempo e tipo-espago,

respectivamente.

4.2.1 Quadrivetor tipo-tempo

No caso em que u* € tipo-tempo, temos:
u = (1,0,0,0). (4.48)

Nesse caso, a relagdo de dispersdo wy ,,, € dada por:

1 nm\ 2
Wi, = \/(1 oy {kg R+ (7) + mQ} (4.49)

Usando a relacdo do tensor energia-momento da Eq. (4.2), juntamente com o operador

de campo da Eq. (4.46), obtemos o operador Hamiltoniano, #, dado por:

Y st (L+A) 2"Oo At INA (T L?
H = / Pzt = [ d k;wan 248 (k)i (k) + | (4.50)
Tomando o valor esperado de # no estado de vécuo |0), a energia do vacuo é dada por:
- 1+ NL? [ o
&= (0| H|0) =5 [ d k;wkn (4.51)

Claramente, a expressdo da Eq. (4.51) é uma quantidade divergente. Procedendo da mesma

forma como para o caso da condi¢do de contorno de Dirichlet, ou seja, regularizando usando a
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férmula de soma de Abel-Plana da Eq. (4.12) e em seguida renormalizando, a energia de Casimir

por unidade de drea € dada por:

1 4 poo (12 113/2
fo _ VLA Nam / (:Za D", (4.52)
1

2 6r m
Infelizmente, mais uma vez nao podemos tratar a integral da Eq. (4.52) de forma analitica de
maneira exata. No entanto, vamos considerar os limites assintoticos, am > 1 e am < 1, como
foi feito anteriormete. Para um resultado exato da energia de Casimir, ver o grafico mostrado na

Fig. 10.

(i) No limite am > 1, obtemos:

& V(1 + Xam? /°° (v? — 1)3/2d
—_ - v
2 2 2amuv
L 6 e (4.53)
- (1+ M) <m>3/26_2am
16 ma

Aqui, também ocorre um decaimento exponéncial com am para a energia de Casimir por

unidade de 4rea. Portanto, a pressdo de Casimir também tende a zero nesse limite.

(i) No limite am < 1, obtemos:

o /(14 Nam? /°° v? o
1 €2amv 1

72" 2
L : om ) (4.54)
L+A) 4 3,3 4, 4 5,5
N—m[ﬂ' — 40a”m +30am—8am}
Portanto, a partir da Eq. (4.54) obtemos a seguinte pressao de Casimir:
0fc/L? (L+A) 4 4,4 5, 5
= — = — 3r” — 30 16 . 4.55
Pe da 144072a* [ i am- -+ 1oatm ] (4.55)

4.2.2 Quadrivetor tipo-espaco

Novamente, nesta subsecao consideraremos 0s seguintes casos: u® = (0,1,0,0), uW) =
(0,0,1,0) e u® = (0,0,0, 1). No entanto, os resultados para o caso u¥) nio diferem do caso
u®) . Assim, consideremos:

u® = (0,1,0,0). (4.56)

Dessa forma, a relagéo de dispersdo wy; , associada com o operador de campo da Eq.
(4.46), é dada por:

2
Wiy = \/(1 — AE2 + k2 + (%) + m?2. (4.57)

Que consequentemente, o operador Hamiltoniano é dado por:

N B e o L?
H=> / kY wp, [2%(1@)%(@ + (%)2} : (4.58)
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o que fornece a seguinte energia do vacuo:

L? o
E = <O\ H \O) = @/koZwE’n. (4.59)
n=1

Apos a regularizacao da energia do vacuo da Eq. (4.59), e a subtracdo dos termos divergentes,

ficamos com a energia de Casimir por unidade de drea dada por:

e (1= X\)"2qm? 1)3/2
= 67T2 / . B (4.60)

A solucdo numérica para energia de Casimir é dada na Fig. 11. No entanto, para resultados

analiticos, s6 € possivel tomando os limites, am > 1 e am < 1.

(1) No limite am > 1, obtemos:

Eo (1 —X\)"Y2am* 1)3/2
ﬁ ~ 6’/T2 / €2amv U

4.61
(1—X\)~1/2 3/2 ( )
16 Ta
(i) No limite am < 1, obtemos:
& (L=X""2am? /
ﬁ ~ 67T2 €2amv _
(1-=A)" 12 4 3,3 4, 4 5 62
z—w [7r — 40a*m? + 30a*m* — 8a°m }
ma

Assim, usando o resultado obtido na Eq. (4.62), obtemos a pressao de Casimir como sendo:

(1—X)~/2

Po == 144072a

[37* — 30a*m* + 16a°m’] . (4.63)
Finalmente, considerando o caso que o quadrivetor u* € ortogonal as placas, ou seja, no

caso em que,
u® =(0,0,0,1). (4.64)

A relagdo de dispersdo wy; ,, que estd associada ao operador de campo da Eq. (4.46) € modificada

para:

nm 2 a
W = \/kg i+ () +m2 b= s (4.65)

Usando a expressdo do tensor energia-momento da Eq. (4.2), e substituindo a operador

de campo da Eq. (4.46), o operador Hamiltoniano, #, é dado por:

N N ]_ 5 o 5 o L2
H= / PET" = 3 / kY wr, {Z&L(k)&n(k:) - 27| (4.66)



Capitulo 4. Efeito Casimir escalar com violagdo da simetria de Lorentz do tipo éter 53

Consequentemente, a energia do vacuo € dada por:
E = (0| H |0) = o2 / Pk Z Wi- (4.67)

Assim, usando a férmula de soma de Abel-Plana da Eq. (4.12) a fim de regularizar a
energia do vacuo, em seguida fazendo a renormalizacao e alguns passos algébricos, obtemos a

energia de Casimir por unidade de drea:

& b 3/2
fo_ b / e%m_ldv. (4.68)

E importante lembrar que, o parametro que caracteriza a violacdo de Lorentz, \, estd implicito

no parametro b. Aqui, novamente consideramos os limites assintéticos, am > 1 e am < 1, com
o intuito de obter resultados analiticos. Porém, no gréfico da Fig. 12 € apresentado o resultado

numérico para a energia de Casimir.

(i) No limite am > 1, obtemos:

Eo _ bm' [ (12— 1)

_— N — dU
2 2 2bmuv
L o= Jy e (4.69)
_ (1 B >\>3/4 <m)3/2 6—2(1—)\)’1/2am
16 ma
Ocorrendo, mais uma vez, o decaimento exponéncia com am para E¢/ L? e Pe.
(i1) No limite am < 1, obtemos:
SC ~ bm
ﬁ ~ e2bmv _ U
) [ 4 5/2 (4.70)
71— A2 — 40aPmP(1 — A .
1440772a5 ™ ) am( )
+ 30a*m*(1 — N2 — 8a5m5} .
Consequentemente, a pressdo de Casimir entre as duas placas € dada por:
Pc = _a=N [37%(1 — A)*2 = 30a*m*(1 — \)/% + 16a°m”] . (4.71)
144072a*

Como podemos observar, para os diferentes casos considerados para o quadrivetor u*, os
resultados obtidos quando € considerado a condicio de contorno de Neumann coincidem com os
resultados obtidos no caso da condicao de contorno de Dirichlet. Isso se d4, porque mesmo o
operador de campo (ﬁ(m) sendo distintos nos dois casos, os operadores Hamiltonianos He, as

relagdes de disperssdo wy;, , coincidem para os respectivos casos considerados.
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4.3 CONDICAO DE CONTORNO MISTA

Por ultimo, vamos considerar o caso em que o campo escalar ¢(z) obedece a uma
condi¢do de contorno de Dirichlet em uma das placas e a uma condicio de contorno de Neumann

na outra placa. Dessa forma, podemos ter duas configuracdes distintas:

(i) Primeira configuracgao:

0
o) = 202 <o (4.72)
(i) Segunda configuracdo:
O¢(z)|  _ _
o | = ¢(z)|._, =0. (4.73)

Procedendo como nos dois casos anteriores, vamos encontrar as solu¢des da equagdo de
Klein-Gordon modificada da Eq. (4.1) e, em seguida o promovemos a operador. Quando isso é

feito considerando a primeira configuracdo da Eq. (4.72), obtemos o seguinte operador de campo:

1 m N\ ,—ikx ikx
o1 (z /dzkz o) 2wkn ————sen {(n—l—é) 54 [ n(B)e e 4 af et }, 4.74)

enquanto que, quando consideramos a segunda configuracao, Eq. (4.73), obtemos o operador de

campo dado por:

7 — 27 o 1 l z N\ ,—ikz AT ikx
o) = /d knz:% (271’)2(,‘)];”@008 [(n—i— 2) az} [ n(k)e le } : (4.75)

Aqui, temos kx = w; t — k,x — kyy, onde a relacdo de dispersdo w;  muda de acordo com a
escolha do quadrivetor u*. Os operadores de aniquilagéo e cria¢do de particulas dn(l;) e dIL(E),

respectivamente, satisfazem a relacdo de comutacao da Eq. (1.38) .

Embora os operadores de campo acima sejam diferentes, eles fornecem os mesmos ten-
sores energia-momento. Assim, ambas configuracdes terdo os mesmo operadores Hamiltonianos
associados com sua respectiva relacao de dispersdo, para cada caso a ser considerado para o

quadrivetor constante u*, o qual caracteriza a violacao da simetria de Lorentz.

4.3.1 Quadrivetor tipo-tempo

Para o caso em que o quadrivetor constante u* é tipo-tempo, temos:
u) = (1,0,0,0). (4.76)

Assim, a expressao para operador Hamiltoniano € obtido como sendo:

S 1+ (P 12
H = / d%Zwkn [za an (k) + | (4.77)
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onde a relagdo de dispersdo wy ,, na Eq. (4.77), tem a seguinte forma:

1 1\ 71°
o= 2 2 N 25, 4.
Wi TESY {kx—i-ky—i— {(n—i— 2) a} +m } (4.78)

Tomando o valor esperado no estado de vacuo |0), do operador Hamiltoniano da Eq.

(4.77), a energia do vacuo € dada por:
A 1 /\
€0 = (0] |0y = LENE + /d%zwkn, (4.79)

a qual é uma quantidade divergente. Nesse caso, o procedimento de regularizagdo, é feito
considerando a férmula de soma de Abel-Plana para nimeros semi-inteiros (BORDAG et al.,
2009; SAHARIAN, 2007), dada por:

> 1 o0 * B(it) — F
ZF (n+ 5) :/0 F(t)dt—i/o (Z22ﬂt+(1 Zt)d. (4.80)
n=0

Usando a Eq. (4.80) na Eq. (4.79), obtemos a energia do vicuo regularizada

£t = —V“;A)LQ /OOO kdk [/OOO F(t)dt—z’/ooo (i) _F(_it)} , (4.81)

627rt + 1

onde a fungio F'(n + 1/2) é dada por:

1 1\ ]°
P(n+d) - W (D)2 e -
2 2/ a

Mais uma vez, a energia de Casimir é dada apds a renormalizacio, isso significa que o

termo divergente da Eq. (4.81) € subtraido, nos restando apenas o segundo termo. O primeiro

termo refere-se a energia livre do vicuo. Feito isso, temos que a energia de Casimir por unidade

de area é:
v/ 00 oo (/K24 (T fm? — (k2 4 (—)? o2
@——Mz'/ k;dk;/ a4 dt, (4.83)
L2 47 0 0 e2mt + 1 ’ ’

que quando realizado a seguinte mudanga de variavel, u = 7t /a, ficamos com:

1 )\ k? 2 k? 2 s 2
fo __V(I+AN)a + /kdk;/ VR A m 4 (0)? — R m? g (i) (4.84)

T2 eQau + 1

L2

Aqui, devemos dividir a integral na varidvel v em duas parte. A primeira parte serd integrado no
intervalo [0, v/k? + m?|, enquanto a segunda parte no intervalo [v/k* + m?, co). Fazendo uso
das Egs. (4.17) e (4.18), obtemos:

o _ VLt Na HA / kdk/ Vur — k2 —m? (4.85)

VIETE eZau + 1

L2
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ou ainda, fazendo uma mudancga conveniente de varidvel podemos reescrever a Eq. (4.85) como

sendo:

(1 >\ 1)3/2
fo _ + Jam” / W= g, (4.86)
e amuv

2 + 1
Nesse caso, também ndo existe uma expressdo analitica para a integral da Eq. (4.86), assim,
como foi feito nos outros casos, vamos tomar os limites assintoticos, am > a e am < 1. No
entanto, a energia de Casimir € dada de forma exata como solu¢do numérica na Fig. 13. Para os

casos assintéticos, obtemos:

20 -
_)l=0
15j === 1=0.1
© o
e T A=02
% |« 10j
o ~ -
5 4
0r, 1 1 L 1 1 1 1
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12 14

am

Figura 13 — Energia de Casimir para o caso u® = (1,0,0, 0) multiplicada por 672/ L?m?, como
funcdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.1 e 0.2.

(i) No limite am > 1, obtemos:

Eo (1+ X)am? /°° (v? — 1)3/2d
_2 ~ 2 2amuv v
L O ¢ (4.87)
~ (1 + )‘) (m>3/2 672am‘
16 Ta

Claramente, a expressdo para energia de Casimir da Eq. (4.87) apresenta um decaimento

exponencial com am.

(i1) No limite am < 1, obtemos:

Eo _ V/(L+Nam! /°° v® "
62am

2 2 v
L o +1 (4.88)

(I+A)
~ m [777'4 —+ 48a4m4(4am — 5)} .

Onde o primeiro termo da Eq. (4.88) se refere ao caso de campos ndo massivos, sendo

assim, a contribuicao mais relevante para energia de Casimir. Assim, a partir da Eq. (4.88),

a pressao de Casimir entre as duas placas tem a forma:

0Ec/L? (1+N)
Po=——5— = 350735 L7 +80a‘m’ —128a>m’] . (4.89)
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Nesse caso, a influéncia do parametro que caracteriza a violagao de Lorentz, A\, € um
termo multiplicativo como foi verificado nos casos das condi¢des de contorno de Dirichlet e
Neumann. No entanto, € possivel notar que o valor da pressdo de Casimir mudou. Ainda, temos

que diferentemente dos outros casos, agora as placas estdo se afastando.

4.3.2 Quadrivedor tipo-espaco

Como foi considerado para as condi¢cdes de contorno de Dirichlet e Neumann, também
admitiremos as trés dire¢des possivel para o quadrivetor u*. Ou seja, u®) = (0, 1,0,0), u¥) =
(0,0,1,0) e u*) = (0,0,0,1). No entanto, como u¥) leva aos mesmos resultados que u(®),

vamos considerar apenas u(*) e u(*). Sendo assim, primeiramente nos concentremos em:

u™ = (0,1,0,0). (4.90)

Para essa situacdo, a relagdo de dispergdo wy , referente aos operadores de campo das
Eqgs. (4.74) e (4.75), é dada por:

1 2
wgn:\/(l—A)k3+k§+ Kn+§) f} +m?. (4.91)
' a
O operador hamiltoniano 7L, é agora dado por:
H = 1/d21’5iw 24t (k)an (k) + L (4.92)
T T T e ) |
que tomado o seu valor esperado no estado de vécuo |0), obtemos a seguinte energia do vacuo:
_ » 2
& = (01H[0) = o= /d kakn (4.93)
Usando a férmula de soma de Abel-Plana da Eq. (4.80), obtemos a energia do vacuo regularizada
dada por:
1—\)~V2L2 e > > [F(it) — F(—it
gre - L= NTL / kdk U Ft)dt — z/ £ )2 (=it)] dt] . (4.94)
4T 0 0 0 e’ + 1
onde,

2
F<n+1>:\/k2+m2+{(n+l>ﬁ] . (4.95)
2 2) a

Realizando o procedimento de renormalizacdo, no qual a primeira integral da Eq. (4.94) é
subtraida, esse termo se refere a contribui¢do da energia do vicuo na auséncia de placas. Assim,
a energia de Casimir por unidade de 4rea € dada por:

P 1 — \)-1/2 1)3/2

o _ | am’ / dv. (4.96)

LQ 67T2 eQamU + 1

A energia de Casimir de forma exata, s6 € possivel numericamente, como mostra a Fig. 14. No

entando, considerando os limites, am > 1 e am < 1, podemos obter os seguintes resultados

analiticos:
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671'2 EC

Figura 14 — Energia de Casimir para o caso u'®) = (0, 1,0, 0) multiplicada por 672/ L?*m?>, como
funcdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.1 e 0.2.

(1) No limte am > 1, obtemos:

SC (1 _ 1/2am 3/2
ﬁ ~ 67T2 / 62amv dv

~ (1 - )‘) 1/2 (_)3/2 e—2am'
16 Ta

(4.97)

(i1) No limite am < 1, obtemos:

Eo (1 —=X)""2am* /
—_— & dv
L2 67T2 e2amv + 1

B (1 o )\) 1/2
~ 115207203

(4.98)
[77* + 48a*m*(4am — 5)] .

Portanto, a pressao de Casimir entre as duas placas é dada por:

(1—X\)"1/2

Po = 384072a4

[77T4 + 80a*m®* — 128a5m5} . (4.99)

Finalmente, podemos considerar o caso em que o quadrivetor u* € ortogonal as placas,
ou seja, o quadrivetor é:
=(0,0,0,1). (4.100)

Para esse caso, os operadores de campo das Eqs. (4.74) e (4.75) tém a relagdo de dispersao

WE s modificada para:

1 2
Wiy = \/kg + k24 (1= A) Kn+ 5) g} + m2. (4.101)

E o operador Hamiltoniano 7:[, ¢ dado por:

H = Q/dszw,m [2a (k)an(F) + (2[:)2} : (4.102)
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que tomando seu valor esperado no estado de vdcuo |0), fornece a seguinte energia do véacuo:

2

. L2 o
E = (0| H|0) = —/koZwan- (4.103)
n=1

Como a energia do viacuo da Eq. (4.103) € uma quantidade divergente, usamos a férmula de
soma de Abel-Plana da Eq. (4.80) para realizarmos o procedimento de regularizacdo, com a

seguinte identificacdo:

1 1\ ]° a
Fln+=)=1/k n+—-| - m2, b= ——. 4.104
(ne ) = e [(n2) 3] + s
Em seguida, devemos realizarmos a renormaliza¢do para subtrair os termos divergentes, como foi
feito para os casos anteriores. Feito isso, apos algumas mudancas de varidveis e procedimentos

algébricos, obtemos a energia de Casimir por unidade de érea:

EC’ bm4 00 (’02 o 1)3/2
L2 - 67'('2 1 62bmv +1

dv. (4.105)
Como foi feito para todos os casos anteriores, vamos considerar os limites, am > 1 e am < 1,
devido a impossibilidade do tratamento da Eq. (4.105) analiticamente. No entanto, o resultado

exato para a energia de Casimir € mostrado no grafico da Fig. 15.

15 ; — )\ =0 |
== )1 =0.1
w|o o W e 1=02 1
N‘: o L
o | = r
5 - -
O v, e —
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 14

am

Figura 15 — Energia de Casimir para o caso u*) = (0, 0,0, 1) multiplicada por 672/ L?>m?, como
fungdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.1 e 0.2.

(i) No limite am > 1, obtemos:

gc . bm 0 (1)2 _ 1)3/2

—_— dU
L2 677'2 1 62bmv
(4.106)
~ (1 — )\)3/4 <m>3/2 6—2(1—>\)’1/2am
16 Ta '

Que claramente, a energia de Casimir nesse limite tende a zero muito rapidamente com

am.
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(i) No limite am < 1, obtemos:

(C:C ~ bm4 > U3 d
12~ G2 . e2bmv 4 | v
(1— )

~ Wgﬂlag |:77T4(]_ — >\)5/2 _ 240a4m4m+ 192a5m5:| .

(4.107)

Aqui, o primeiro termo da Eq. (4.107) se refere ao caso ndo massivo. Sendo assim, a partir

da Eq. (4.107), temos a pressao de Casimir entre as duas placas dada por:

C0&/L* (1- A

Pe = da  384072a*

[77#(1 ~ A2 4+ 80atmiVI — A — 128a5m5]
(4.108)

Portanto, assim como nos casos das condi¢des de contorno de Dirichlet e Neumann, a modificagao
na energia de Casimir e, consequentemente na pressao de Casimir, decorrente do parametro da
violagdo de Lorentz, )\, acaba sendo mais profunda quando consideramos o vetor ortogonal as

placas.

Neste capitulo, analisamos o efeito Casimir associado a um campo escalar massivo
real em um modelo tedrico, considerando uma violacao da simetria de Lorentz do tipo-éter,
consitindo de um acoplamento entre a derivada do campo e um quadrivetor constante arbitrario.
Consideramos a situagdo em que o campo estd confinado entre duas placas paralelas, e foi
assumido que o campo obedece as condi¢des de contorno de Dirichlet, Neumann ou mistas
nas placas. Para cada dire¢do arbitrdria do quadrivetor constante, u*, a energia de Casimir por
unidade de area foi obtida. Como no caso usual, onde a simetria de Lorentz € preservada, as
energias de Casimir para as condi¢des de Dirichlet e Neumann sdo iguais e diferem da energia
de Casimir com condi¢des mistas, por um fator numérico e também por uma mudanca do sinal.
Em todos os casos, foi observado que a energia de Casimir depende fortemente do parametro A
e, para A = 0, os resultados sdo recuperados onde a simetria de Lorentz é preservada. Portanto, a
energia de Casimir depende tanto das condicdes de contorno impostas aos campos quanto do

parametro de violacao de Lorentz.
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5 CORRECOES TERMICAS PARA O
EFEITO CASIMIR ESCALAR COM
VIOLACAO DA SIMETRIA DE LO-
RENTZ DO TIPO ETER

Neste capitulo, desejamos analisar as correcdes térmicas para a energia de Casimir,
admitindo que o sistema encontra-se em equilibrio térmico com uma temperatura 7". Admitiremos
também que o campo escalar real ¢ (), obedece as condi¢des de contorno de Dirichlet, Neumann
e mista nas placas de drea L? colocadas paralelas uma a outra e separadas por uma distancia a,
com a < L. Ainda, assumiremos que as placas sdo perpendiculares ao eixo z, como mostrado

na Fig. 2 do capitulo 2.
Procedendo da mesma forma como no capitulo 4, devemos obter a solug¢do ¢(x) da
equacao de Klein-Gordon modificada, Eq. (3.14), dada por:
[0,0" + m® + Mu"u"9,08,] ¢(z) = 0, (5.1)
para as diferentes condi¢des de contorno impostas ao campo. Em seguida, devemos obter o
operador de campo bos6nico promovendo a solugio ¢(x) ao operador ¢ ().

Usando a expressdo do tensor energia-momento, Eq. (3.16), podemos obter o operador

Hamiltoniano H:
H = / BT, (5.2)
onde

TH = (9"9)(0"¢) + A (8"¢)(u - 9¢) — L. (5.3)

E importante dizer que os resultados apresentados neste capitulo estdo publicados em
(CRUZ; MELLO; PETROV, 2018) .

5.1 CONDICAO DE CONTORNO DE DIRICHLET

Nesta se¢do, analisaremos a equagdo de Klein-Gordon modificada da Eq. (5.1), impondo

a condicao de contorno de Dirichlet as placas, ou seja,

¢(x)|,_y = o(x)|,_, =0. (5.4)
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Adotando o procedimento padrao (MANDL; SHAW, 2010), assim como foi feito no

capitulo 4, encontramos o operador de campo da forma:

n 7 = 1 nm ~ TN —ikx ~t TN ikx
¢(x> = /d2k2 msen <7a> [an(k)e k -+ a};(/{:)e k y (55)
n=1 k.n
onde,
kx = Wit — kgx — kyy. (5.6)

Na Eq. (5.5), &n(/g) e EL:[L(E) representam os operadores de aniquilagdo e criagdo, respectivamente,
caracterizado pelo conjunto de nimeros quanticos (k,, k,, n), onde k,, k, sdo nimeros continuos

e, n € um numero discreto.

A seguir, vamos assumir diferentes direcdes para o quadrivetor constante u/, o qual

implementa a anisotropia do espago-tempo.

5.1.1 Quadrivetor tipo-tempo

Como nossa primeira configuracao, escolhemos o quadrivetor unitario, u*, como sendo
tipo-tempo:
u = (1,0,0,0). (5.7)

Neste caso, o operador Hamiltoniano H, pode ser escrito como:

R G Y . R N
H = — /d%;w,;’n {Qail(k)an(k) + (27r)2] ; (5.8)

com a relacdo de disperssdo, w;. , sendo dada por:

1 nm\ 2
Wi, = \/(1 o {kg +i+ () mQ} (5.9)

Consequentemente, a energia € obtida tomando a média térmica de # da Eq. (5.8):

~

E=(H)=E+&r, (5.10)

aqui, o primeiro termo & € a energia do vacuo e o segundo £, a correcio térmica. No capitulo

4 analisamos, &, portanto, nosso interesse aqui serd a andlise de Er.

Portanto, a corre¢do térmica, 7, da energia é dada por:
Ep — (1+A)/d2/2§zw,;n<a;(/$)an(12)>, (5.11)
n=1
que usando a relacao do nimero de ocupacdo bosonico da Eq. (1.94), dado por:

(N, = (al (Byan(B)) = B(w;m_l (5.12)

(&
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onde § = 1/T e o potencial quimico, /i, tem a restricdo y < Wy, .- Substituindo a Eq. (5.12) na
Eq. (5.11), obtemos:

1+ )\
g = LA e /koZ o . (5.13)
n— 1 e TL N
Usando a seguinte identidade:
=> e (5.14)
j=1
a Eq. (5.13) se torna:
1+ AL N - ;
Er = ((J;T))Q D el / kY wp e Mk (5.15)
j=1 n=1

Para desenvolver a soma no nimero quantico inteiro, n, usaremos a férmula de soma de
Abel-Plana da Eq. (4.12). Executando na Eq. (5.15) uma mudanga de coordenadas no plano car-

tesiano (k,, k,) para coordenadas polares (k, #), e integrando sobre a varidvel angular, obtemos:

o0

& — HA L Z m/ kdk{ - —F(O) /Oo F(t)dt

, [F(it) — F(—it)]
+ Z/o o },

(5.16)

onde a fun¢do F'(n) é definida por:

F(n) = wane*jﬁwﬁwn, Wiy = \/(1 _il_ N [/fQ + (%)2 + mQ} (5.17)

Neste ponto, gostariamos de chamar aten¢do para o fato de que o primeiro termo do lado

direito da Eq. (5.16) representa a energia térmica na presenca de uma tnica placa, e o segundo
estd conectado com energia térmica na auséncia de placas. Embora ambas as energias sejam
finitas, aqui as descartamos porque nosso objetivo principal € o célculo da energia de Casimir, ou
seja, na presenca de duas placas. Como resultado, a correcao de temperatura finita para energia

de Casimir, £, é dada por:

VA+NLE KN [ < dt it
Eop = —— ZZ:@]“/O k:dk;/o S (R )

(5.18)
X e_\/JiT V(5 \/]{;2 _ﬂ + mZQ_J% k2+(_T)2+m2}
Realizando as mudangas de varidveis: u = 7t /a e * = k* + m?, obtemos:
VI+ALa K . o o
gCT = leejﬁﬂ/m .le’/o du
(5.19)

z? 4 (iu)?e SARVEREE (—iu)?

e2au -1

AL ()

X
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Aqui, vamos dividir a integral em « em dois intervalos: o primeiro intervalo é [0, z| e, o segundo

¢ dado por [z, 00). Com o auxilio das rela¢des dadas por:

x?—wu? paraxr > u

+ivu — 22 parax <u

obtemos que a integragdo no intervalo [0, x] se anula. Assim, obtemos como resultado a expressao

2 + (fiu)? = { (5.20)

dada por:
VITALa S [ [ @ (8
Eop = —TZGJB“/m xdx/x du T cos (\/1—1-—/\ u? — SBQ) - (5.21)

j=1
Fazendo as mudancas de varidveis, u = xy € 2 = ax, obtemos:

CVIFALE G , V=1 Bz
or =53 Z J “/ dz/ dy~5-,— <os (am\/gﬂ—l). (5.22)

Usando o desenvolvimento do apéndice A.1, podemos expressar a integral da Eq. (5.22) em
termos da funcdo de Bessel modificada do segundo tipo K, (z) (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1965):

AT NL2m2 >~ K, (am,/a2+4n2>
Eop = &Zeﬂmi O‘J'Z ' (5.23)
j=1

2a o 4 4n? ’
onde o parametro «; na Eq. (5.23), € dado por:
jp
o= ——. (5.24)
VA IEED

Infelizmente, ndo é possivel apresentar uma expressao analitica de forma exata para a
Eq. (5.23), devido os somatdrios em n € j. Assim, para que possamos obter alguma informacao
sobre o comportamento de £, vamos considerar os casos: am > 1, am = 0 e am < 1,
juntamente devemos considerar o limite de baixas temperaturas, ou seja, 5/a > 1. Os detalhes

desse procedimento estd no apéndice A.1.

(i) No limite am > 1, temos que o termo mais relevante da Eq. (5.23) é dado por n = 1.
Entdo, usando a expressdo assintética para a fungdo de Bessel modificada K, (z) para
argumentos grandes (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965) e, apds a derivacdo em relacdo a

aj, obtemos:

e~ (505

£, W 8—a§(3+2am a§.+4>
T ~ __
N o N (0 +4)7/1

No entanto, ainda nio € possivel obter um resultado fechado para a soma sobre j. Por esse

motivo, vamos tomar o limite 3/a > 1. Isso significa que, para uma distincia fixa entre as
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(i)

(111)

placas, estamos considerando um regime de baixas temperaturas. Na verdade, esse limite

€ o mais relevante. Feito isso, a soma em j pode ser feita, resultando:

3/2
5() 1+ A 1+ m Y (R
LQT ~ am ; ( 3 ) e (m ) (5.26)

Assim, podemos observar que neste caso a corre¢ao térmica da energia de Casimir por

unidade de drea decai exponencialmente.

Para o caso am = 0, ou seja, para o campo escalar sem massa m = (0, devemos tomar o
potencial quimico nulo, 1+ = 0. Usando a expressao assintdtica para a fungdo de Bessel
modificada K, (z), para argumentos pequenos (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965) e, apds

realizarmos a derivada com respeito a a;;, obtemos a expressao fechada:

£ T+A 1 ' .
Cr _ VIitAg~ 1 [24 — 4macoth (%) — 2m%aZcsch? (%‘jéﬂ)

L2~ 8n2q3 “4 04;*
- 7r3a§’coth (%aj) csch? (%aj) ] .

Como ndo € possivel realizar a soma em j, novamente consideramos o limite de baixa

(5.27)

temperatura, ou seja, 5/a > 1. Nessa aproximagcdo, obtemos:
& 1+MN)27 .
o~ _# [WSa\/1 - 15ﬁ§(3)] , (5.28)

com ((3) ~ 1.202. Onde a fun¢do ((z) representa a funcdo zeta de Riemann (ABRA-
MOWITZ; STEGUN, 1965) .

No limite am < 1, a Eq. (5.23) torna-se inconveniente para a andalise. Para encontrar uma
expressao conveniente para tratar esse limite, usamos a identidade (MELLO; SAHARIAN,
2013):

Z cos(na) f, (cvVb? + a?n?)

n=1

(5.29)

1 1V21 &~
= =5 lole) + 5o D Wi e p(bwn),

n=—oo

onde a, b, ¢ > 0 e w,, = \/(2mn + a)?/a® + ¢2, sendo a fungdo f,(z) definida por
K,(2)

fulz) = =5, (5.30)

Tomando o pardmetro o = 0 e, adotando os outros pardmetros de acordo com 0 nosso
problema especifico, € possivel desenvolver uma expansao em poténcia de am para energia

térmica de Casimir. Aqui, identificamos o pardmentro «; como:

a; = jo, o= L (5.31)

av1+ N\



Capitulo 5. Corregdes térmicas para o efeito Casimir escalar com violagdo da simetria de Lorentz do tipo éter66

em seguida considerando o limite de baixas temperaturas, encontramos:

Eop  VI+A i a*m?® Ky (jamo) N 3a*m? Ky(jamo)

L2~ 1243 — 20 Jj 202 42

| (5.32)
T[2 4+ jamo (2 + jamo)]|eieme

45303

elBr.

Ainda assim, ndo € possivel realizarmos a soma exata em j. Para que isso se torne possivel,

vamos considerar os seguintes casos: mf3 > lemf < 1.

a) Para o caso mf3 > 1, a contribuicdo dominante vem do termo com j = 1, e neste
caso, podemos usar a expressao assintotica para a funcdo de Bessel modificada de

segundo tipo para argumentos grandes. Fazendo isso, obtemos:

fop , AN |Vam? VAL N am®? | () (5.33)
12 Ar3/2 3 33/2

b) Para o caso mf < 1, devemos tomar p = 0. Nesse caso, a situacdo é mais delicada.
A soma em j envolvendo a fun¢do de Bessel modificada, K, (z), s6 € possivel de
forma aproximada. Considerando a expansio de K, (z) para pequenos valores de z,

e apo6s alguns cdlculos intermedidrios (ver apéndice A.1), obtemos:

ECT N (1 + )\)

T~ " 120m 5 4m3a(1 + X)*% — 608(1 + \)¢(3)

(5.34)
—58*m?*(mav1+ A —36)|.

Podemos observar que o resultado obtido para o caso am = 0, Eq. (5.28), € obtido
trivialmente a partir da Eq. (5.34). Além disso, na Eq. (5.34) aparece um termo extra proporcional
a (m)?. Nesse limite, podemos ainda fornecer os termos mais relevantes para a energia de
Casimir total. Considerando o resultado da energia de Casimir a temperatuda zero obtido na Eq.

(4.24) juntamente como o resultado de temperatura finita, Eq. (5.28), obtemos:

fo @( 1 (1+/\)3/2C(3>a3).

2w \m T o

(5.35)

Pela expressao da Eq. (5.35), podemos verificar que o parametro de violagdo de Lorentz, A,
aparece modificando ambas as contribui¢cdes da energia de Casimir, onde a corre¢do com a

temperatura € da ordem (T'a)3.

5.1.2 Quadrivetor tipo-espaco

Quando consideramos o quadrivetor, u*, como sendo tipo-espaco, temos trés possives

casos distintos a serem considerados. Temos dois casos em que sdo paralelos as placas dados por
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u® = (0,1,0,0), u™ = (0,0, 1,0) e um que é ortogonal as placas dado por u*) = (0,0,0,1).
Quando consideramos os dois casos paralelos, eles conduzem aos mesmos resultados. Sendo

assim, vamos considerar o quadrivetor paralelo as placas dado por:

u™ = (0,1,0,0). (5.36)
Nesse caso, o operador Hamiltoniano correspondente, #, é dado por:
ﬁ—l/d%’iw 24! (k)a (l%’)JrL—2 (5.37)
prm— 2 k,n n n (271_)2 ) .

onde a relagdo de dispersdo wy , , tem a seguinte forma:

nm\ 2
we o = \/(1 — R+ R+ () 2, (5.38)
’ a
Consequentemente, a corre¢do da energia gerada pela temperatura, 7°, € dada por:
& — / &2 ng,n<a;(é)an(é)>, (5.39)
n=1

que usando a relagdo para o numero de ocupagdo bosdnico, Eq. (5.12), juntamente com a
identidade da Eq. (5.14), obtemos:

L2 . L .
Er = G D et / kY wy e (5.40)
j=1 n=1

Para realizarmos a soma em ,n, na Eq. (5.40), usamos a férmula de soma de Abel-Plana
da Eq. (4.12) e, em seguida fazendo uma mudanca no plano (k,, k, ), para coordenadas polares

(k,0), obtemos a seguinte corre¢do térmica para energia:

L2 > o0 1
Er=—" m/ kdk{ — =F(0 /Ftdt

(5.41)
i [T ) - (i)
! —— |F(1t) — F(—1
0 elmt _ 1 ’
onde,
. 2
F(n) = wy e /™in wg, = \/k}Q + <E> + m?2. (5.42)
’ ’ a
Como explicamos anteriormente, a corre¢ao térmica da energia de Casimir € dada por:
L’ N < dt it ”
Eop =——F——1 ejﬁ“/ kdk/ I r— k2 + <—> + m?
T oI = A Zl 0 o et —1 a
= (5.43)

a

. 2
NN e el \/k R k2+(—“f)2+m2},



Capitulo 5. Correcdes térmicas para o efeito Casimir escalar com violagcdo da simetria de Lorentz do tipo éter68

Realizando as seguintes mudangas de varidveis, u = 7t/a e 22 = k? + m?, obtemos:

L2a 0 ) 00 00
Eow = —————i 695“/ azdaj/ du
T am /T A JZ:: . 0
+ (1u)2e LAV RS COLN/*P (—iu)2e —IBy/ &+ (~iu)

62au —1

(5.44)

Procedendo como no caso anterior, dividimos a integral em u em dois intervalos: [0, 2] e
[z, 00). Com o auxilio da Eq. (5.20), obtemos:

Eop = — \/_Zejﬁ“/m xdac/x du

Realizando as mudangas varidveis, u = xy e depois z = ax, temos a corre¢io térmica para

u2 —

VUT T o (Jﬁx/r ) (5.45)

energia de Casimir dada por:
\/ -1 B
Eop = E Jﬁ“/ 22d / 5y 708 < 2y 1> .
r ,/—1 o 2~ © z (5.46)

Novamente, a integral na Eq. (5.46) pode ser expressa em termos da fun¢do de Bessel modificada,

K,(z), como é mostrado no apéndice A.1:

2,2 © Ky (am,/a? + 4n?
EcTz—L—mZ Ber [ajz 2< ’ >] (5.47)

72\/1—)\&3. 04]2+4n2

com o pardmetro o; definido por:

n=1

aj =2 (5.48)

Como nao € possivel desenvolver a Eq. (5.47) de forma exata, devemos considerar
os seguintes casos: am > 1, am = 0 e am < 1. Ainda, devemos considerar o limite de

temperaturas baixas, ou seja, 5/a > 1, que de fato é o limite mais interessante.

(1) No limite am > 1, o termo mais relevante é dado por n = 1. Apds alguns passos

intermediarios feitos no caso anterior, obtemos:

o 2
Eor m3/2 Z 8 —aj (3 + 2am a? + 4) =
2 /8131 — \ad3/? ‘= (ag + 4)9/4 )
(5.49)
que considerando o limite de baixas temperaturas, ou seja, 3/a > 1, obtemos:
5/2
5CT am?/ e Bm=n), (5.50)

~ \/_7r3/2\/—63/2
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(i1) Para o caso am = 0, devemos tomar ;. = 0. Nesse caso, obtemos uma expressao exata

dada por:
for _ L o1~ dracoth (T29) = ar2aesch? (T2
T = ey O af [ 24~ dmeseoth () - 2ntafesch (731)
=1 (5.51)
— madcoth (W—a]> csch? (W—a]> .
J 2 2
No limite de baixas temperaturas, apds a realizacdo da soma em j, obtemos:
& 1
S [m3a — 158¢(3)] . (5.52)

L2 7 30my/1 - \p4

(111) No limite am < 1, devemos proceder usando a Eq. (5.29). Definindo o pardmetro o; por:
aj = jo, o=— (5.53)

e assumindo o limite de baixas temperaturas, obtemos:

Eor Z a m3 Kl(jama) N 3a*m? Ky(jamo)
1.2 ~ /1 — \a3 4 j 9252 j2

_ T[2+ jamo (2 + jamo)|e” M iBH
45303 '

(5.54)

Como nio h4 possibilidade de expressar a soma em j de forma exata, devemos considerar

os casos: mf > lemf < 1.

a) Para o caso que mf3 > 1, obtemos:

L2 T urr i B 33/2

b) Para o caso mf < 1, tomamo ;. = 0. Entdo, depois de alguns passos intermediarios,

1 2 D) 5/2
bor [”m -y ]e_ﬁ(m_“). (5.55)

obtemos:
Eop - 1
L2 7 120my/1— A3t

Aqui, também podemos ver pela Eq. (5.56), que no limite de massa zero, a Eq. (5.52)

[4ma — 608¢(3) — 53°m*(ra — 35)] . (5.56)

€ obtida automaticamente.

Para esta situagdo especifica do quadrivetor constante «(*), a principal contribui¢io para
a energia de Casimir total € o limite de massa zero. Sendo assim, usando as Egs. (4.33) e (5.52),

a energia de Casimir total por unidade de area € dada por:

Ec (1 —N)"12q2 ( 1 §(3)a3). (5.57)
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Na Eq. (5.57), podemos ver que o parametro que caracteriza a violacdo de Lorentz, A\, modifica

a energia de Casimir total por um fator multiplicativo.

Finalmente, vamos considerar o caso em que o quadrivetor constante u* é ortogonal as
placas, ou seja,
=(0,0,0,1). (5.58)

Neste caso, o operador Hamiltoniano H, é dado por:

/d%zwk[ (k)a (E)+(2€;}, (5.59)

onde a relagdo de dispersao, wy , € modificada para:

2
Wiy = \/k2 + R4 (1= ) (T) +m2, (5.60)

a

Tomando a média térmica do operador Hamiltoniano, da Eq. (5.59), obtemos a correcio

térmica para energia Ep:

Er = /d%zwk (af(B)an(F)). (5.61)

usando a relagdo do nimero de ocupacgdo de particulas bosonicas da Eq. (5.12), juntamente com

a Eq. (5.14), ficamos com:

/ kY wp e (5.62)
n=1

Desenvolvendo o somatério em ,n, usando a Eq. (4.12), e ainda, realizando uma mudanca de

coordenadas cartesianas (k,, k), para as polares (k, #), obtemos:

L2 00 ) e 1 0
_ B _ -
Er %;e /0 kdk{ SF(0) + /0 F(t)dt

= (5.63)

onde,

‘ 2
F(n) = wy e/ ™in Wi, = \/k2 +m2+ (1 —X) <T> : (5.64)
) ’ a
Assim, a partir da Eq. (5.63), podemos identificar que a correcdo térmica para a energia de

Casimir é dada por:

L2 K. o > dt
= JBu -
7Tz E e /0 kdk:/o e
J=1
) 2 - 2 it 2 2
x {\/k2 +(1-A) (”—”) + m2e VRN () (5.65)

a

. 2
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que realizando as mudangas de varidveis © = 7t/b com a identificacdo 1/b = /(1 — \)/a, e

x? = k% + m?, obtemos:

2 0 00 00
o, = L—bz Z eIk xdx du
To2n2 4 0

j=1 " (5.66)
2 + (Zu) e—IBNV B+ () _ /22 + 2038/ 2+ (—iu)
X
62bu _ 1

Para prosseguirmos no cdlculo da corre¢do térmica da energia de Casimir, vamos proceder
como fizemos nos casos anteriores. Dividindo a integral em u em outras duas, sendo a primeira
integrada no intervalo [0, x] e a segundo no intervalo [z, o). Porém, fazendo uso da Eq. (5.20),

temos que a primeira integral se anula e, portanto, obtemos como resultado:
Z 63'8“/ xdx/ du cos <]B\/ u? — a:2> (5.67)

que quando é realizado as mudancgas de varidveis u = zy e z = bz, encontramos:
_ 8 vy-1 [ — 1
Cr — 2b3 Z ’ M/bm / ezzy ( b U 1) ) (5.68)

Usando o desenvolvimento do apéndice A.1, podemos expressar a Eq. (5.68) em termo
da fun¢do de Bessel modificada, K, (z), da forma:

N i K, (bm« [a5 + 4n2> ] | 569

oz? + 4n2

L*’m? SN ., 0
= JBu_~
Cr 7T2b 1 ¢ (90@ [

J]=

n=1
onde o parametro «;, € dado por:

aj = . (5.70)
Mais uma vez, ndo € possivel fazer a anélise da Eq. (5.69) de forma exata. Porém, podemos obter

informacdes a respeito das corregdes térmicas da energia de Casimir considerando os casos:
am>1,am =0eam < 1.

(i) No limite am > 1, temos que o termo relevante da soma em n, é dado por n = 1, que

resulta:

= 8~ a2 (3+2bm, /a2 +4)
gCTN m3/2 [ o + 20m Oé]+ o b a§+4+j,3u‘ (5.71)

12 _2\/§7T3/2b3/2 — (aJQ. +4)9/4

Aqui, também nao € possivel realizar a soma em ;. Para que isso se torne possivel, devemos
tomar o limite de baixas temperaturas, 3/a > 1, fornecendo o seguinte resultado:

Eor am®? —B(m—p)

12 = \/§7T3/2 /1 — >\53/2€

Claramente, para esse caso, a correcao térmica da energia de Casimir por unidade de drea

(5.72)

decai exponencialmente com (Sm.
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(i1) Para o caso que am = 0 (tomando ;1 = 0), obtemos:

Ecr | T
SN (244 th( ) 91%a’csch? (—J>
L2 87‘(’2[)3 2 a] [ 7TOéJCO B 7T CSC B

— m3a3coth <%) csch? <%> ,
J 2 2

que quando consideramos o limite de baixas temperatuas, ou seja, 3/a > 1, obtemos:

(5.73)

SCT - 1 |: ’/T3CL

Lr 7 30mBt [VI— 155{(3)} ' O

(iii)) No limite am < 1, vamos fazer uso da Eq. (5.29) para expressar a Eq. (5.69) de forma
mais conveniente. Em seguida considerando o limite de baixas temperaturas, juntamente

com as seguintes identificagdes:

a
L — 4 - =2 b= 5.75
aj = jo, o 7 com " ( )
obtemos a seguinte expressao:
Ecy ~_ Z b*m? K1 jbma) n 3b*m? KQ(j.me-)
L? 7TQb3 202 42
(5.76)

(2 + jbmo (2 + jbmo)]e 7" | o
a 45303 <

Para que possamos apresentar resultados analiticos, devemos considerar outras duas

situagdes: mpB3 > lemf < 1.

a) Para o caso mf > 1, obtemos:

Ec 1| am? 2 (m\"*] e
L2Tz47r3/2[ 3 —amy\ [ (5 e Alm=n) (5.77)

b) Para o caso mf < 1, e tomando i = 0, obtemos:

o 1 ,
T Ar3a — 608v1 — A((3
L2 120my/T — \B4 [ ma— 605 @)

(5.78)
— 54%m? <7TCL — 3ﬁm> ] .

Assim, podemos expressar a energia de Casimir total por unidade de drea. As contri-
bui¢Oes mais relevantes sdo obtidas quando am = 0, assim, a partir das Eqs. (4.43) e (5.74),
obtemos:

(5.79)

720 w333

~N e

fo (1= Nr? { ! (1—A>—3/2<<3>a3}_
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5.2 CONDICAO DE CONTORNO DE NEUMANN

Nesta secdo, nosso interesse € a andlise das correcdes térmicas para a energia de Casimir,
admitindo que o campo de Klein-Gordon obedece a condi¢do de contorno de Neumann nas

placas:

=0. (5.80)

Resolvendo a equacdo de Klein-Gordon modificada da Eq. (5.1) impondo as condi¢des

de contorno da Eq. (5.80), apés promovermos a solugéo ¢(x) a operador, o operador de campo é

dado por:
o) = / &k Cheos (”-@) [an(k)e= + &t (k)] (5.81)
a
n=0
onde a constante de normalizacdo, C,,, é dada por:
1
52 P a paran = O,
C, = i (5.82)
paran = 0.

(27r)1/2w13’na

Claramente, temos um operador de campo diferente do obtido quando foi considerado
a condicdo de contorno de Dirichlet, Eq. (5.5). No entanto, ambos os operadores de campos
nos fornecem os mesmos operadores Hamiltonianos e relacdes de dispersdo, para cada caso
considerado do quadrivetor constante u* que caracteriza a violagdo de Lorentz. Assim, ndo

repetiremos os cédlculos porque os resultados serdo exatamente iguais aos obtidos na secdo 5.1.

5.3 CONDICAO DE CONTORNO MISTA

Agora, vamos considerar a situacdo em que o campo escalar obedece a condicdo de
contorno de Dirichlet em uma das placas, enquanto que na outra placa o campo satisfaz a
condi¢ao de contorno de Neumann. Essa configuracdo € o que chamamos de condi¢do de

contorno mista, e portanto, duas configuragdes distintas sao possiveis:

a) b)

gb(x)‘zzo - ag—g) =0, 0¢(x)

z=a 0z

Resolvendo a equagdo de Klein-Gordon modificada da Eq. (5.1) impondo as condi¢des

de contorno da Eq. (5.83), e em seguida procedendo com as quantizagdes das solu¢des, obtemos
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os seguintes operadores de campo:

1 - 1 : | N7 ] A TN —ikx | At ik
gzﬁa(x)—/dzkz PR (n+§>az [an(k)e k +aIL(k)ek] (5.84)
n=0 kn L J
€
A L& 1 L INT | e e
(bb(l’) = /koZ <27T)2mCOS <n+§)52 [&n(k)e lkm—i—ajl(k)elkx} (585)
n=0 kn L i

Em principio, temos duas andlises para fazer, sendo uma para cada operador de campo
$a(2) € ¢p(x). No entanto, os operadores de campo Eq. (5.84) e Eq. (5.85) fornecem o mesmo

operador Hamiltoniano, para cada escolha do quadrivetor u*, respectivamente.

5.3.1  Quadrivetor tipo-tempo

Da mesma forma que tratamos as outras condi¢cdes de contorno, iniciaremos nossa andlise

adotando o quadrivetor constante como sendo tipo-tempo, ou seja, um vetor da seguinte forma

u = (1,0,0,0). (5.86)

Neste caso, o operador Hamiltoniano € dado por:

A_<].+)\)/v2—’oo A.I.—’A g L2
H = 5 d kak’n 2a! (k)a, (k) + 2n)?

n=0

, (5.87)

com a relagéo de dispersdo, wy; ,, dada por:

1 1\ 712
N B e s o S

Assim, tomando a média térmica da Eq. (5.87), obtemos a seguinte energia:

&= <7—[> — &+ &, (5.89)

onde a energia &, € referente ao vdcuo, enquanto que £, a correcdo térmica da energia. O nosso

interresse € a andlise das correcdes térmicas, dada por:
Er=(1+)\) /d%zw,m< at (k) n(/%’)>. (5.90)

Fazendo uso da relacdo do nimero de ocupagdo bosdnico da Eq. (5.12), a corre¢ao
térmica da Eq. (5.90) é dada por:

Ep =27 T dk;e@, P T (5.91)



Capitulo 5. Correcdes térmicas para o efeito Casimir escalar com violagcdo da simetria de Lorentz do tipo éter15

que considerando a identidade, Eq. (5.14), obtemos:

(1 /\
Er = + Z JBw / d%Zwk e IPkm (5.92)

Nesse ponto, realizamos uma mudanga de coordenadas no plano (k,, k,) para coordenadas
polares (k, 0) seguindo com uma integracdo em 6. Para tratar a soma em n, usamos a férmula de
soma de Abel-Plana da Eq. (4.80), resultando:

o

1 2 00
& +A L Zeﬂﬁﬂ/ kdk{/ F(t)dt
0

~ (5.93)
- Z/O e [F (i) — F(=it)] }
com a seguinte identicacdo
F <n + 1) = wy e—jﬁwg,n7 Wiy = 1 k2 + [(n 4 1) E] i +m2|.  (5.94)
2 o ’ (1+X) 2) a

Consequentemente, a correcao térmica para energia de Casimir € dada pelo segundo
termo da Eq. (5.93):

0+ jﬁl‘/oo /OO dt o
Eop = =5 z;e | kdk | g PG - F(-it). (5.95)

Considerando as expressoes da Eq. (5.94) e realizando as mudancas de varidveis 2? = k? + m?

e u = tm/a, ficamos com:

VI+AL2a X~ g, [ >
Eop = —$i26ﬂ“/ mdm/ du
m 0

272 —
_ : (5.96)
\/xQ (iu)%e V(lﬂ)m \/xZ u)2e \/(1+A)\/m

€2au + 1

Para desenvolver a integral em u, vamos dividir a integral em duas partes: uma integral no
intervalo [0, z] e outra em [z, 00). Usando a Eq. (5.20) a primeira integral € nula, enquanto a

segunda integral, resulta em:

VIS JE=E (s
Eop = 61 H/ xd:(}/ 62au n 1 oS <\/1+_)\\/u2 — :L‘Q) , (5.97)

que realizando uma mudanca de varidvel de forma conveniente, obtemos:

VY- ( B 2_)
/1 yez,zerl VY 1) 6%

Eop =
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Nesse ponto, vamos reescrever a expressao acima em termos da fung¢do de Bessel

modificada do segundo tipo, K, (z). Usando o desenvolvimento do apéndice A.2, obtemos:

VIFALPmE S g, O — (-1 [
SCT = _T 26] 'uaTQj Q; ; mKQ <CLTTL Oéj + 4712) > (599)

j=1
onde o parametro «; € dado por:
jp
o = ——. 5.100
VA REEDY ( )

Aqui, também nao ha expressdo fechada para a soma de n e j. A Unica maneira de fornecer
alguma informacao sobre o comportamento de &, € considerando os casos: am > 1, am = 0
eam < 1.

(1) No limite am > 1, o termo dominante € dado por n = 1. Entdo, seguindo o procedimento

padrdo, obtemos:

e~ SIS (5.101)

£ T w32 & 8—a]2-<3+am 04?+4>
T ~
L2 24/273/2¢3/2 o (a? +4)9/4

Devido a impossibilidade de fazer a soma em j, tomamos o limite de baixas temperaturas,

ou seja, 3/a > 1, que resulta:

ECT -~ (1+/\)5/4am5/2 _3( m )

_ T M .

72 V/2r3/2 33/

Assim, podemos notar que nesse caso, a corre¢ao térmica para energia de Casimir por

(5.102)

unidade de drea decai exponencialmente com (Sm.

(i1) Para o caso am = 0, devemos tomar 1 = 0. Nesse caso, obtemos a expressao exata:

SCT_ \/1—|—)\OO 1

L2 167203 4~ ot
j:l J

1 .
{48 + §7r04jcsch3 (%) [8 — 3ol — (8 + 7°aj)

x cosh(ma;) — 47rajsinh(7raj)] },
(5.103)

que considerando o limite de baixas temperaturas, apds realizarmos o somatério em j,

obtemos:
Eop N 7T2(1 + )\)5/2a

7T (5.104)

(iii)) No limite am < 1, a Eq. (5.99) ndo € conveniente para analisarmos esse limite. Para
obter uma expressdo que permita a andlise, vamos usar a Eq. (5.29) considerando o« = 7 e

adaptando os outros parametros de forma conveniente. Definindo «; como sendo:

aj = jo o= L (5.105)

av1+ A
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quando assumimos o limite de baixas temperaturas, obtemos:

Eor _ (1+A)m Z J5#|: Ki(jamo) §K2(jama) .

JE I 223 Jj (7 42

(5.106)

Como nos casos anteriores, para realizarmos a soma em j devemos considerar os casos:

mpB>lemf < 1.

a) Para o caso mf > 1, obtemos:

5/4 5/2 3/2 .
bor o (AF NV miZ | 3VLH AT (o) (5.107)
L2 2\/571’3/2 63/2 65/2
b) Para o caso mf < 1 (com p = 0), obtemos:
Eop  (A+NPal ,  5mp
L4 .1
2 1901 + A+ (5.108)

onde podemos ver uma corre¢io da ordem (mf3)? quando comparado com a Eq.
(5.104).

Para esta situacdo especifica, a principal contribuicao para a energia de Casimir total, € a
contribui¢do referente aos termo de massa zero. Usando o resultado da Eq. (4.88), juntamente
com a Eq. (5.104), obtemos

& Vit A2 [ 7 1+ \)%a?
¢ o vitarm ﬂ (5.109)
L2 30a3 384 B4

Como podemos ver, o pardmetro de violacdo de Lorentz modifica ambas as contribuicdes da
energia de Casimir. Além disso, a corre¢o térmica neste caso é da ordem (7'a)*, ou seja, menor

que as encontradas para as condi¢des de contorno anteriores impostas ao campo escalar.

5.3.2 Quadrivetor tipo-espaco

Aqui, temos trés direcoes diferentes para o quadrivetor ut. Como foi visto nos casos
tratados anteriormente, os quadrivetores u®) = (0, 1,0,0) e u®®) = (0,0, 1,0) levam aos mesmos
resultados. Enquanto que u*) = (0,0,0, 1), leva a um resultado mais interessante. Entdo,

primeiramente vamos nos concentrar no quadrivetor dado por:

= (0,1,0,0). (5.110)

Para esse caso, o operador Hamiltoniano H, é dado por:

| - & o L?
H= —/ko’ZwEm {le(k)dn(k) + (5.111)
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onde, a relagdo de dispersao, W, 5 € dada por:

1 2
Win = \/(1 — N3+ k) + Kn+ 5) ﬂ + m2. (5.112)

Consequentemente, a corre¢do térmica para a energia, 1, € dada tomando a média térmica da
Eq. (5.111):

& — /d%z w,;,n<ajl(1§)an(l§})>. (5.113)
n=0
Logo, usando a relagdo do niimero de ocupagdo bosodnico da Eq. (5.12), juntamente com a Eq.
(5.14), obtemos:

L2 . L= )
=) et / kY wp e (5.114)
n=0

Para desenvolver a soma em n na Eq. (5.114), vamos usar a féormula de soma de Abel-
Plana da Eq. (4.80), e em seguida realizando uma mudanga das coordenadas no (k,, k,) para as

coordenadas polares (k, @), obtemos:

L2 o iBu [e'¢) %)
5T:m;eﬁ/o k:dk{/o F(t)dt
—@' /0 T pan — F(—it)] }

627rt + 1

(5.115)

com a fungdo F'(n + 1/2) definida por:

1 . 1 2
F (n + 5) = w,z’ne_jﬁw’?vn, Wiy = \/k2 + {(n + 5) g] 4+ m?2. (5.116)

Portanto, a correcdo térmica para a energia de Casimir € dada:

L? o [ > dt
Eop = —————i Jﬁﬂ/ kdk/ F(it) — F(—it)], 5.117
e e O L A LU

que realizando as mudangas de varidveis, z2 = k* + m? e u = 7t /a, obtemos:
al? =, > &
Eop = —————1 636“/ xdx/ du
T 2121 — \ 32::
a2 £ (iu)2e IOV | S2 () 2e IOV @ ()

eZau + 1

(5.118)

Mais uma vez, dividindo a integral em u em dois subintervalos: [0, z] e [x, 00), a partir da Eq.
(5.20), a integral em [0, 2] se anula. Portanto, a contribui¢do nio nula é devido a integral no

intervalo [z, 00). Realizando a mudanga de varidveis, u = xy e z = ax, obtemos:

8 3 L
Eor = 1_WZQM/ dz/ yv2zy+1cos< N2 1). (5.119)
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Para que possamos fazer uma andlise da Eq. (5.119), vamos expressd-la em termos da

funcdo K, (z). Usando o procedimento do apéndice A.2, obtemos:

L’m? N 5, 0 © (—1)"
= —— JBu . 2 9
Eor N g ; e Do [% E —%2 e K, (amw Jas +4n ) ] , (5.120)

7=1
onde o parametro «; € dado por:
_ s
=
No entanto, ndo € possivel analisar a Eq. (5.120) de forma exata, devido os somatério em n e

(5.121)

Q@

J. A tnica maneira de fornecer alguma informagao sobre o comportamento da Eq. (5.120) é

considerando os casos: am > 1, am = 0e am < 1.

(i) No limite am > 1, o termo dominante € n = 1, que nos fornece:

e—am a?+4+jﬂp7

& m3/2 o0 [8 —a; <3 + 2am, /a3 + 4>
T ~

L2 7 9\/213/2/T — Na3/? Z )9/4

=1

(ozf- +4
(5.122)

quando se considera o limite de baixas temperaturas, 3/a > 1, apds realizarmos a soma

em j obtemos:

Eey am®/?

L2 7\ ard2y1 = )\53/26

Note que neste caso, a corre¢do térmica para energia de Casimir por unidade de drea decai

—Blm—p) (5.123)

exponencialmente com Sm.

(ii) Para o caso am = 0, (tomando p = 0), obtemos:

o0

T = e 2o
L2 16721 — Aa® 4 aj

=1

1 .
48 + §7rajcsch3 <%aj> [8 — 37r2a?

(5.124)
- (8+ 7r2oz?)cosh(7raj) - 47rajsenh(7raj)}] :
Portanto, no limite de baixas temperaturas, obtemos o seguinte resultado:
ey Ta (5.125)

L2 7 300/1 -G

(111) No limite am < 1, depois de alguns passos intermediarios ja mencionados, obtemos:

SLZT ST = {am (jama) 3 2(ng0) | 5.126)
L 2121 — A\p s J o J
onde o parametro «; € dado por:
aj = jo o= g. (5.127)

Aqui, como foi feito nos casos anteriores, devemos considerar as seguintes situagdes
mpB >1lemfB < 1:
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a) Para o caso mf3 > 1, obtemos:

2 _2\/§7r3/2 T—N| B2 + 33/2

b) Para o caso mf3 < 1, tomando x = 0, obtemos:

Eop

a
L2 7 120y/T - \p4

Aqui, observamos uma corre¢do proporcional a (m/3)? quando comparada com o

3/2 5/2
bor - [3m/ m ]e—/f(m—ﬂ). (5.128)

[47{2 - 5m252]. (5.129)

caso sem massa dada na Eq. (5.125) .

Assim, podemos apresentar a principal contribui¢io para a energia de Casimir total por

unidade de area, sendo dada por:

o\ -1/2.2 4
Eo (1= N)""°m <7 a>7 (5.130)

2R 3043 384 p4

onde a corregdo térmica é da ordem (7T'a)*. Também notamos que o desvio com a quebra da

simetria de Lorentz, se da por um fator multiplicativo.

Finalmente, vamos considerar o ultimo caso possivel para o quadrivetor constante u*.

Tomando o quadrivetor como sendo ortogonal as placas, ou seja,

u® =(0,0,0,1). (5.131)

Para esse caso especiifico, o operador Hamiltoniano, H, € dado por:

N 1 o7 > N L2
"= /d k;w,;’n 2af (k)an, (k) + e | (5.132)
onde a relacdo de dispersao, Wi o € modificada para:
2 2 1\ 7]* 2
Wi, = k2 4+ k24 (1 - A) n—i—§ 4 + m=. (5.133)

Consequentemente, tomando a média térmica do operador Hamiltoniano, e em seguida usando

as Egs. (5.12) e (5.14), a correcdo térmica para a energia é dada por:

L2 o0 ) . [o¢] )
Er = o > eltn / kY wp e (5.134)
j=1

n=0

Realizando uma mudanca das coordenadas cartesianas (k,, k,) para coordenadas polares (k, ),
com k? = /{:926 + k’z e, realizando a integral na varidvel angular, juntamente a isso, utilizamos a

férmula de soma de Abel-Plana da Eq. (4.80), obtemos:

o

L? . > > [ dt , :
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onde,

1 . 1 2
) ) a

Portanto, a correcdo térmica referente a energia de Casimir € dada por:

2 ©© 0o 0o
SCT:—L—iZej'B“ / kdk L[F(it) F(—it)], (5.137)

procedendo com as mudangas de varidveis 72 = k? + m? e u = wt/b, onde 1/b = /1 — \/a,

ficamos com:

Lh JBu ~ ~
Eop = —2—7r2126 / :pdx/o du
i=1 " (5.138)
22 + (iu)2e 90V 22+ (i) \/:70276 B/ @+ (~iu)?

e?bu + 1
Mais uma vez, dividindo a integral na varidvel u em dois subintervalos: [0, z] e [z, cc]. Segue
da Eq. (5.20) que a integral no intervalo [0, x] se anula, entdo permanece a integral no intervalo

[z, 00). Realizando as mudangas das varidveis, u = xy e z = bz, obtemos:
o) 5 3 y —
2b3ZeJ “/ dz/ yvgzyﬂ (b y2—1>. (5.139)

No entanto, a Eq. (5.139) ndo € conveniente para o tratamento analitico, sendo assim,

reescrevemos em termos da fungdo de Bessel modificada do segundo tipo, K, (z), por:

LPm? SN, O = (—1)
- _ iBe_Z | A N ) 2 2
Eop = por) 1 e da, [a g a m 2K2 (bm,/ozj + 4n ) , (5.140)

=

com o pardmetro o; sendo:
o, =3P
J b :
Devido a impossibilidade do tratamento da Eq. (5.140), vamos adotar os seguintes casos am > 1,

(5.141)

am =0eam < 1.

(i) No limite am > 1, o termo dominante € dado para n = 1, fornecendo:

Eor m3/2 o0 [8—& (3+2bm,/ )

12 2\/273/2B3/2 s (a +4)9/4

fbm 2+4+]ﬂ,u (5142)

que no limite de baixas temperaturas, 5/a > 1, a soma em j se torna possivel, resultando:

Eor am?®? —B(m—p)

L2 7\ ard2y1 = )\53/26

Note que, neste caso, a energia de Casimir por unidade de drea decai exponencialmente

(5.143)

com [Sm.
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(i1) Para o caso am = 0, devemos tomar 1 = 0, que nos fornece:

Eor
2 167r2b3z

48 + 7TOéJCSCh3( 5 )[8 3r’a;

(5.144)
— (8 + m*aj)cosh(ma;) — 47rajsinh(7raj)}] :
Considerando o limite de baixas temperaturas, ou seja 3/a > 1, obtemos:
2
for y___ T2 (5.145)

L2 30v/1 — A4

(i11) No limite am < 1, adotando o procedimento feito para os casos anteriores, ou seja, usando
a Eq. (5.29) e considerando 3/a > 1, obtemos:

Eoy is [ Ky ( jbma) 3 Ky (jbmo)
— ~ - e — 5.146
I x o 7 2 Z e IR CSEL)
onde assumimos o pardmetro «;; como sendo:
aj = jo o= % (5.147)

Para desenvolver a Eq. (5.146), devemos considerar as duas seguintes situacdes: mfg3 > 1
emf < 1.

a) Para o caso mf3 > 1, obtemos:

gCT ~ a 3m3/2 + m5/2 efﬁ(mfu) (5 148)
L2 7 2\amdyT—X| B2 T B ' '

b) Para o caso mf < 1, tomando x = 0, obtemos:

Eop

— a4 252
T T [47r 5m @]. (5.149)

Da mesma forma como foi apresentado para todos os outros casos anteriores, vamos apresentar
a energia de Casimir total por unidade de drea. Para fazer isso, uma vez que os termos de massa

zero sao os mais relevantes, a partir das Egs. (4.107) e (5.145), obtemos:

Ec (1= N)32x2| 7 (1—X)2%a*

Neste capitulo, analisamos o efeito Casimir escalar com violacao de Lorentz do tipo
éter a temperatura finita, 7', considerando um potencial quimico p, ndo nulo. Esse estudo, é
uma extensao natural do estudo feito no capitulo 4. Consideramos diferentes direcdes possiveis

do quadrivetor constante de quebra de Lorentz, u*, para as condi¢cdes de contorno de Dirichlet,
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Neumann e mista impostas ao campo, ¢ (), nas placas. Observamos que a corre¢do térmica da
energia de Casimir pode ser expressa em fun¢do da fungdo de Bessel modificada, K, (z). Como
nao foi possivel o tratamento de forma exata para energia de Casimir, consideramos 0s casos:
am > 1,am = 0 e am < 1, juntamente com o limite de baixas temperaturas, §/a > 1. No
limite am > 1, mostramos que a energia de Casimir por unidade de drea decai exponencialmente
com am, o que € bastante semelhante a situacdo de temperatura nula. Para o caso sem massa, e
assumindo y = 0, aparecem corre¢des de temperatura de terceira e quarta ordem para os casos
de condicdo de contorno de Dirichlet e Neumann, e uma corre¢do de temperatura de quarta
ordem para caso de condi¢do de contorno mista. No limite mf < 1, devemos tomar ;o = 0,
entdio aparece uma corre¢do de segunda ordem em (m/3). Podemos ver que a corregio térmica

para energia de Casimir depende fortemente do pardmetro de violagdo de Lorentz \.
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6 EFEITO CASIMIR FERMIONICO
COM VIOLACAO DA SIMETRIA DE
LORENTZ DO TIPO ETER

Neste capitulo, estamos interessados na andlise do efeito Casimir fermidnico em um
modelo tedrico com violagcao da simetria de Lorentz do tipo éter. Para isso, vamos considerar
um campo fermidnico massivo, ¥ (), confinado na regido entre duas placas paralelas de drea,
L?, separadas por uma distancia a, com a < L. Essa configura¢do é mostrada na Fig. 2. Para
implementar este confinamento, impomos ao campo fermidnico a condi¢ao de contorno de sacola
do MIT (JOHNSON, 1975) nas placas.

Como ja mostrado anteriormente, a dindmica do campo, ¥ (z), é governada pela equagio
de Dirac modificada da Eq. (3.20), dada por:

(iv"0, — m + iAufu”v,0,) ¥(x) = 0, (6.1)

onde a anisotropia do espaco-tempo é gerada pelo termo tipo-éter i \u*u"~,0,. O quadrivetor
constante u*, serd considerado como sendo tipo-tempo e tipo-espacgo de acordo com a Eq. (3.15),
assim como foi feito para o campo escalar nos capitulos 4 e 5. Ainda, referente a Eq. (6.1), v*

sao as matrizes de Dirac da Eq. (3.21), dadas por:

o (I O ;i (0 o’ 6.0
’V—(O —]1) 7—<_Uj 0)’ (6.2)

onde I e 07 como j = 1,2, 3 sdo as matrizes identidade e de Pauli 2 x 2, respectivamente. O

tensor energia-momento para esse modelo tedrico, Eq. (3.22), é dado por:

TH = U(x) (iv" + i uFuy,) 0¥ (), (6.3)
onde ¥(x) = Ui(z)~°, é o espinor adjunto.

Os resultados obtidos neste capitulo, mostraram-se importantes e estdo puplicados em
(CRUZ; MELLO; PETROV, 2019).

6.1 CONDICAO DE CONTORNO DE SACOLA DO MIT

Nesta sec¢ao, resolveremos a equacao de Dirac modificada dada na Eq. (6.1) impondo a
condi¢do de contorno de sacola do MIT (JOHNSON, 1975) ao campo fermidnico, ¥(z), nas
placas, ou seja,

(I+iv"n,) ¥ (x) =0, (6.4)
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onde n,, € um vetor ortonormal a superficie exterior das placas. Para a configuragao das placas
dada na Fig. 2, consideramos n,, = —d;, para a placa localizada em z = 0 € n,, = d;, na placa em

zZ = a.

6.1.1  Quadrivetor tipo-tempo

Nesta subsecao, consideramos o caso que o quadrivetor constante u* € tipo-tempo, ou

seja,
u') = (1,0,0,0). (6.5)

Fiwt

Assumindo a dependéncia temporal das fun¢ao espinoriais na forma, e™", as solucdes

de energias positivas e negativas, respectivamente, da Eq. (6.1), sdo dadas por:

(+) i [P ) . uiﬁ—i‘%
‘I/ﬁ (I‘) = Aﬁe k 72'0'3'6]«)0(;2‘) \IJ/B (Q}) e Aﬁe K _)f ’ (6_6)
(g m X(@)

onde a relagdo de dispersao, wy;, € dada por:

1
YET N

\/k;g k24 k2 4 m? 6.7)

e os espinores de duas componentes, ¢ e Y, correspondendo a particulas e antiparticulas, respec-

tivamente, tém a forma:

8

p(7) = e'th=othy) (we“‘?zz + go,e—ik%),

, . , (6.8)
X(f) = 6*1(k1x+kyy) (XJrelkzZ + Xiefzkzz) .

Esses modos fermionicos sdo caracterizados pelo conjunto de nimeros quanticos, (ky, ky, k),
onde k,, k, sdo nimeros quanticos continuos, enquanto que k. sdo nimeros discretos, de forma
que as condi¢des de contorno possam ser satisfeitas. Para ser mais preciso, devemos introduzir
um quarto nimero quantico, s, referente a projecao de spin, onde s = 1,2. Na Eq. (6.8) os ¢,

¥_, X+ € X—, sdo espinores constantes de duas componentes.

A partir da condi¢ao de contorno da Eq. (6.4) na placa em z = 0, encontramos a seguinte
relagdo entre os espinores da Eq. (6.8):
m[(1+ Nw +m| + k2 — k.0*(c'k, + o*k,)
L (m — ik,)[(1 + Nw + m] o
m[(1+ Nw 4+ m] + k2 — k.0®(o'k, + 0ky)
(m +ik,)[(1 4+ Nw + m)|

(6.9)

X-=- X+-

Aqui, notamos que usando a Eq. (6.7), esses espinores nao dependem do parametro de violagio
de Lorentz, A\. Vamos considerar que os espinores, ¢, € X_, sdo normalizados de acordo com:

olo =xlx, =1 (6.10)
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Para o conjunto de espinores independentes de duas componentes, assumimos p_ = Q) ¢
Y4 = Q) onde as matrizes possuem uma coluna e duas linhas com os elementos Q( ) = =d;5 e

Q)" = iQ©). Desta forma, o conjunto completo de niimeros quinticos é 3 = (kg ky, k2, s).

A partir da condi¢do de contorno da Eq. (6.4) em z = a, segue que os autovalores de k,
devem satisfazer a equacao transcendental:

am

ha (k.a) + cos(k.a) = 0. (6.11)

Entao, vemos que a Eq. (6.11) discretiza o nimero quantico k.. Podemos ver também que,
para o caso de fermions nao massivos a Eq. (6.11) se reduz a cos(k,a) = 0 que implica
k.= (n+1/2)r/a.

A constante de normalizacdo, Ag, da Eq. (6.6) € determinada usando a Eq. (1.64):

/k/

+
/ EFUIE = 506, (6.12)

resultando em:

(14+ Nwg +m [1 B SGH(Q]CZCL):| - ‘ 6.13)

2
43" = 1672(1 4+ N)wia 2k.a

O operador Hamiltoniano, ., é obtido da integral espacial da componente, ¢, do tensor

energia-momento da Eq. (6.3). Fazendo isso obtemos:
’ 27 T Fi L?
7—[:(1+)\)/d k;w,; [cﬁcﬁdﬂdﬁ—w}, (6.14)
onde ¢g, éL, d 5€ é}; sdo os operadores de aniquilacdo e criacdo de dois tipos de férmions, respecti-

vamente, satisfazendo as relacdes de anticomutacao das Egs. (1.65) e (1.66). Consequentemente,

a energia do vacuo fermidnico € obtida tomando o valor esperado da Eq. (6.14), dada por:

(O[#[0) = — (HAL/dew

2
_ 27T2/ dk/ dk Z\/k2+k2 —”) +m?, 6.15)

onde definimos «,, = k,a, com k, = k, e n é a ordem da raiz da Eq. (6.11). Através da

&o

Eq. (6.15), percebemos que a energia do vacuo fermidnico ndo depende do parametro, A, o
qual caracteriza a violacdo da simetria de Lorentz. Para esse resultado encontramos a energia
de Casimir fermidnico padrdao (ELIZALDE; SANTOS; TORT, 2003). Portanto, paramos essa

andlise neste momento e vamos diretamente para os proximos casos.

6.1.2 Quadrivetor tipo-espaco

Nesta subsecdo, analisaremos os trés diferentes casos possiveis para o quadrivetor u”.

Como para o campo bosonico, temos os vetores paralelos as placas, isto é, u® = (0,1,0,0) e
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u® = (0,0,1,0), e ainda, o vetor ortogonal as placas u*) = (0,0, 0, 1). Para os dois primeiros
casos, obtemos os mesmos resultados para o efeito Casimir. Assim, vamos considerar o vetor

paralelo as placas dado por:

u® = (0,1,0,0). (6.16)

Nesse caso, as solu¢des da equagao de Dirac modificada da Eq. (6.1), sdo dadas por:

(@) ‘ i 9;x (&) —iraL 8, x(T)
X(Z)

KIS

(+) —iwpt
Wy’ = Age™™F (mﬂ'ajw( +
w,;-i—m

onde \I//(;) e \II/(@_) sdo fungdes espinoriais com energias positivas e negativas, respectivamente.

Aqui, a relagio de dispersdo, wy, € modificada para:

wp = (1= N2+ k2 + k2 + m? (6.18)
Os espinores de duas componentes da Eq. (6.17), sdo expressos por:

(6.19)
X(a:) — o Hkeztkyy) (XJreikzz + Xiefikzz)’

onde ¢, ¢_, Y1+ € X_ sdo espinores constantes de duas componentes. Assim, impondo a
condic¢do de contorno da Eq. (6.4) a Eq. (6.19) na placa em z = 0, obtemos as relagdes:

m(wg +m) + k2 — k,o3[(1 — No'k, + o%k,]
(m —ik.)(w; +m)

oy = o, (6.20)

(g + m) + K2 — E.?[(1 = ok, + 0%
(m +ik.)(wg +m)

Y = Y. (6.21)

Na placa em z = a, a condicdo de contorno, Eq. (6.4), juntamente com as Eqgs. (6.19), (6.20) e

(6.21), fornece a mesma equacdo transcendental da Eq. (6.11):

Zﬂ;sen(kza) + cos(k.a) = 0. (6.22)

Usando a Eq. (6.12), a constante de normaliza¢do, Az da Eq. (6.17), é dada por:

wp +m sen(2kza)} -

Agl® = 6.23
sl 16m2wia [ 2k.a (6:23)

Usando a Eq. (6.3), o operador Hamiltoniano € dado por:

N - - A A L2
H= / PrT" = / kY wp [égéﬁ +dlds — W} : (6.24)

n,s



Capitulo 6. Efeito Casimir fermiénico com violag¢do da simetria de Lorentz do tipo éter 88

lembrando que 3 é com conjunto de nimeros quanticos: (k,, k,,n, s). Consequentemente, a

energia do vacuo fermidnico € dada por:

& = (O[H|0) = W dk:z\/l— A)2K2 + k2 + (”) + m2, (6.25)

que fazendo a mudanca de varidvel ky = (1 — X\)k,, obtemos:

L21— 2
E = — / dk:/ dk Z\/k2+k2 —”) + m2. (6.26)

Assim, a energia do viacuo fermidnico, neste caso, ¢ a mesma do caso tipo-tempo da Eq. (6.15)

multiplicada por um fator (1 — \)~!. Portanto, no prosseguiremos com os calculos, porque os

resultados dessa situagdo serdo obtidos a partir do préximo caso.

Finalmente, vamos considerar o caso que o quadrivetor, u#, é ortogonal as placas, ou

seja,
u® =(0,0,0,1). (6.27)

Novamente, vamos resolver a equagdo de Dirac modificada, Eq. (6.1), assumindo a dependéncia

temporal da forma eT**. As solu¢des de energias positivas e negativas, respectivamente, s3o

dadas por:
- 1079, X (%) —iAa39.x (%)
W P — Wy ) wptm
U = Agert (—iojaj@(f)s-iz\affaztp(f)) Ui = Agetst ( e ) ,(6.28)
w,;—‘rm X(l’)
onde a relagdo de dispersao, wy, € agora modificada para:
- \/kz + k2 4 (1= A)2k2 4 m?, (6.29)

e os espinores de duas componentes SA0 eXpressos como:

o(x) = ellkeathu) (S0+eikzz X Sp_e—ikzz)’

, , , (6.30)
X(ﬁ) — e_l(kxx+kyy) <X+ezkzz + X_B_Zkzz> .

Para encontrar as relacdes entre os espinores constantes de duas componentes ¢, ©_,
X4+ € X_, impomos a condi¢do de contorno de sacola do MIT da Eq. (6.4) as solugdes da Eq.

(6.28). Assim, na placa em z = 0, obtemos:

0r = _m(w+m) + (1= N)?EZ — (1= Nk.o(o'k, + UQky)SD
+ m —i(1 = Nk.](w+m) B (6.31)
v = et m) (1= AR — (1= Ak oo batok),

[m+i(1 — Nk ](w+m)
Enquanto que, na placa em z = a, obtemos uma equagao transcendetal modificada, dada por:

am

msen(kza) + cos(k,a) = 0. (6.32)
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E substituindo a Eq. (6.28) na Eq. (6.12), obtemos a constante de normaliza¢do, Ag, dada por:

wp +m sen(2k.a)] "
Agl? k 1-— = . 6.33
[4sl” = 16m2wia [ 2k,a } (6.33)
Neste caso, o operador Hamiltoniano, 7:1, ¢ dado por:
A e A, A L2
H = / kY wp {é};éﬁ +dlds — (27)2} : (6.34)

consequentemente, tomando o valor esperado de ,7{, no estado de véacuo, |0), obtemos a seguinte

energia do vacuo fermi6nico:

—3 / dk, / dk, Z\/k2+k;2 — A)2k2 4 m?, (6.35)

ou ainda, definindo «,, = k,a, onde k,, = k, é araiz n da Eq. (6.32), obtemos:

2
~53 / dk, / dk, Z k2 + k2 + [ﬁ} +m2, (6.36)

Podemos observar que, neste caso, a energia do vacuo fermidnico tem uma dependéncia com o

parametro que caracteriza a violagdo de Lorentz, A, de uma maneira ndo trivial. Assim, vamos

desenvolver essa analise com mais detalhes.

Como podemos ver, a energia do vacuo, Eq. (6.36), é divergente. Para obtermos um
resultado finito, ou seja, a energia de Casimir, devemos renormalizar a energia do vacuo. Primei-
ramente, vamos regularizar a Eq. (6.36) usando a férmula de soma de Abel-Plana (SAHARIAN,
2006):

— 7f(a)  mamf(0) Tt g [ gl = f(=it)
> = )+/0 dzf(2) /Odt . (6.37)

1 sen(2aun ) 2(am +1 ttam ot +1

n=1 20in t— am

Para que possamos desenvolver o somatério em n da Eq. (6.36), devemos reescrever o integrando
de maneira apropriada. As etapas adotadas a partir de agora usam a abordagem desenvolvida em
(BELLUCCI; SAHARIAN, 2009). Assim, come¢amos com o denominador do lado esquerdo no
somatorio da Eq. (6.37). Usando a Eq. (6.32), obtemos a identidade:

sen(2ay,,) |+ bm | 638)

1— —
2au,, (bm)? + a2

Assim, a energia do vacuo fermidnico regularizada é dada por:

gree = 3b/ dk/ dk, [ ”bmf( >)+/Ooodzf(z)

[ it

(6.39)

Y

t+bm 2t
om € +1
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onde a fungdo, f(z), é definida da forma:

bm
_ 2 2 2\}42 2512 _
F(2) = /22 + (K2 + k2)12 + m2b {1 O 221. (6.40)
O parametro, b, que aparece nas Egs. (6.38), (6.39) e (6.40), € dado por:
a
b= ) 6.41
TSy (6.41)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (6.39) se refere a energia do vacuo na presenca
de apenas uma placa, enquanto que o segundo estd relacionado com a energia do vicuo na
auséncia de placas. Esses termos sdo divergéntes, portanto, apds a renormalizacdo, a energia de

Casimir € dada por:

iL*b u—m m
1
2773/ dk/ dk/ duu+m e2b“+u—m[ +me—buJ

{\/lﬁ + k2 +m? + (iu)? \/k2 + k2 +m? + (—iu)ﬂ,

(6.42)

aqui, fizemos a mudanga de variavel ¢ = bu. Neste ponto, vamos proceder de forma analoga
aos outros casos tratados nos capitulos 4 e 5. Dividimos a integral sobre a varidvel, u, em dois
intervalos: o primeiro de [0, /A2 + k2 + m?] e o segundo de [/k2 + k2 + m?, c0). Adotando
esse precedimento, a integral no primeiro intervalo de integragdo se anula, e portanto, obtemos a

energia de Casimir dada por:

12 S
T P du \/u2—k2—k2—m2
m N B

Fazendo uso da identidade (BELLUCCI; SAHARIAN, 2009):

b(u—m) —m/(u+m)

. (643
(u+ m)er + oy — ( )

— o0 =, s %F[ﬁ] > p+s+1
dk dz(* — 2 — &) :W—Q/ du(a? — 2)" 6.44
[, | e BT ) =ty [ el - )0, 64
juntamente com a identificagdo:

b(x —m)—m/(x +m)
(x +m)e?* 4+ —m

~1d T—=m _gp
——2d$1n<1—|—x+me ) (6.45)

obtemos a expressdo para a energia de Casimir dada por:

L? o0 Y
- d b 2bm)In| 1+ — L 2(utbm) 6.46
bo=—top | y(y +om)/y(y + m)n( T ame . (6.46)

onde fizemos uma integracdo por partes jutamente com a mudanca de varidvel bx = y + bm.
Assim, para esse caso, a energia de Casimir fermidnica, Eq. (6.46), depende do parametro A, de

maneira nao-trivial, através do parametro b.

Infelizmente, para campos fermidnicos massivos ndo hd expressao exata para a integral da

Eq. (6.46). Na Fig. 16 mostramos resultados exatos (numericamente), exibindo o comportamento
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da energia de Casimir fermidnica da Eq. (6.46), como uma func¢do de am considerando diferentes
valores do parametro que caracteriza a violagdo da simetria de Lorentz, A\. Podemos ver que
a energia de Casimir fermionica depende fortemente desse parametro, no sentido de que ela

aumenta quando o valor de A\ aumenta.

0.0

-05

Ec
I
=
(=)

T

L*m

=15

am

Figura 16 — Energia de Casimir para o caso u*) = (0,0, 0, 1) multiplicada por 1/L?*m?, como
funcdo de am para os seguintes valores de A = 0.0, 0.01 e 0.1.

Entretanto, podemos obter resultados aproximados para os limites assintoticos: am > 1
e am < 1, correspondendo ao caso de curtas distancias entre as placas e/ou massas pequenas, €

de longas distancias entre as placas e/ou massas grandes, respectivamente:

(i) No limite am > 1, a contribuicao mais relevante na expansao do integrando da Eq. (6.46),
¢ dada por:

e—?(mb+x)x3/2 bTm (647)

Nesta aproximacao, a energia de Casimir fermidnica €:

gC 3m1/2<1 - )\)5/2 __2am (6 48)
12 32132432 o .

Portanto, nesse limite, a energia de Casimir fermidnica por unidade de area decai exponen-

cialmente com am, consequentemente, a pressdo de Casimir fermionica também.

(i1) No limite am < 1, podemos expandir o integrando da Eq. (6.46) em poténcias de bm. Até
a primeira ordem de bm, resultando:

—2x
5 H xe *7 (x + 1)
In (1 =12 —
I (1+e7°7) ( 1+ e 27

—2zIn(1+ e—“)) bm . (6.49)
Substituindo a expressdo da Eq. (6.49) na Eq. (6.46), a energia de Casimir fermidnica por
unidade de area € dada por:

Ec  Tm(1—-N)? { 120am }

A - 6.50
L2 2880a° T72(1— A (6.50)
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Consequentemente, a partir da Eq. (6.50), obtemos a pressdao de Casimir fermidnica:

C9&/L* . (1- A)?[72(1 = A) — 80am]

Po =
© da 960

(6.51)

Nesse momento gostariamos de fazer um comentdrio acerca dos resultados encontrados
em (ELIZALDE; SANTOS; TORT, 2003). Os autores obtiveram a energia de Casimir fermionica,
em termos de expansdo em série, admitindo a condi¢do de contorno de sacola do MIT para uma
configuragio de placas paralelas de drea L? e, separadas por uma distincia a. Seu resultado é

reproduzido por:

L2m1/2 > (_1)k+2
 A205/2 p L7/2

o = r<3/2 + k) a [5—3/2W_k,1(4amkﬁ)} ‘ . (652

g

onde, W, (), representa a fungdo de Whittaker (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965). Usando

a expressao da Eq. (6.52), os autores encontraram resultados aproximados para a energia de

Casimir nos limites am > 1 e am < 1. Seu resultado para o limite am < 1 é dado por:

50 771'2
co_ ™ _q_p .
77 = 288008 \ m), (6.53)

onde B = 540¢(3) /77, que estd em desarcodo com o nosso resultado da Eq. (6.50).

Com base no resultado da Eq. (6.52), podemos adaptar esta férmula para o nosso caso.

A expressao correspondente é dada por:

L2m1/2 o (_1)k+2
 Ar2p5/2 L7/2
k=1

F<3/2+k>%[53/2Wk,1(4bmk5)” (659
B=1

Ec =

Usando a expressdo para a fungdo W, ,(z), considerando argumentos pequenos, ou seja, z < 1
(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965):

- I'(2v) 1/2-v pzt?
Wisl®) ® 5175 1) <z +5—), (6.55)

obtemos o nosso resultado da Eq. (6.50).

Neste capitulo, analisamos o efeito Casimir fermidnico, através de um modelo tedrico
com viola¢do de Lorentz do tipo éter, admitindo um acoplamento entre a derivada do campo
fermidnico e um quadrivetor constante arbitrdrio u*. Assumimos que o campo estd confinado
entre duas placas paralelas, obedecendo a condic@o de contorno de sacola do MIT nas placas
com drea L? e separadas por uma distincia a, onde a < L. Para cada dire¢do de u*, a energia
de Casimir foi analisada. Observou-se que as relacdes de dispersdao sao modificadas através do
parametro A, associado a violacao da simetria de Lorentz. No entanto, ndo hd modifica¢do na
energia de Casimir para o caso do quadrivetor tipo-tempo. Enquanto que, para u* paralelo as
placas, a correcdo na energia de Casimir € dada por um fator multiplicativo. Para o caso que o

quadrivetor constante € perpendicular as placas, a corre¢do associada ao parametro da violacao
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de Lorentz surge de forma mais sitil através do pardmetro b = a/(1 — A). Devido dificuldades
para o tratamento de forma exata da energia de Casimir fermidnico, apresentamos a energia de
Casimir por unidade de area analiticamente, considerando os limites: b > 1 e bm < 1. Além
disso, apresentamos na Fig. 16 a energia de Casimir numericamente, considerando diferentes

valores de ).
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CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

CONCLUSOES

Nesta tese estudamos as modificagdes causadas pela violacdo da simetria de Lorentz do
tipo éter no efeito Casimir, associado a campos bosonicos e fermidnicos. O termo que introduz
essa anisotropia no espago-tempo consiste de um acoplamento, ), entre a derivada do campo e
um quadrivetor constante u/. Consideramos os campos quanticos massivos confinados na regido
entre duas placas paralelas de drea, L? e, separadas por uma distancia a, onde a < L, para
evitar os efeitos de bordas. Para realizarmos esse estudo, consideramos diferentes direcoes do
quadrivetor constante, que seleciona uma dire¢do privilegiada do espago-tempo, considerando
diferentes condi¢des de contorno aos campos nas placas em z = 0 e z = a, como € mostrado na
Fig. 2.

Na andlise do efeito Casimir escalar com violacio de Lorentz do tipo éter, assumimos que
o campo escalar real massivo, ¢(x), obedecia as condi¢des de contorno de Dirichlet, Neumann ou
mista nas placas. Para cada direcdo arbitraria do quadrivetor constante, u*, a energia de Casimir
por unidade de drea foi obtida. Para os casos de Dirichlet e Neumann obtemos 0os mesmos
resultados, dados por: Egs. (4.22), (4.31), (4.41), (4.52), (4.60), e (4.68) para as diferentes
escolhas do quadrivetor u*, tipo-tempo e tipo-espaco. No entanto, para o caso da condicado de
contorno mista, obtemos resultados com uma modifica¢do na energia de Casimir por unidade
de area. Essa modificagcao consiste de um fator nimerico e um sinal contrario, dados por: Egs.
(4.86), (4.96) e (4.105) para as diferentes escolhas do quadrivetor u*, tipo-tempo e tipo-espaco.
Essa diferenga da energia de Casimir para a condi¢do de contorno mista, também € obtida para o
caso sem violacao de Lorentz. Isso significa que, nos casos de Dirichlet e Neumann as placas
estdo sendo atraidas, enquanto que no caso misto elas estdo se afastando. Esses resultados se
mostraram impossiveis de tratamento analitico, sendo assim, apresentamos numericamente 0s
resultados exatos nas Figs. 10, 11, 12 para Dirichlet e Neumann e, nas Figs. 13, 14 e 15 para
mista, considerando diferentes valores do parametro de violagao de Lorentz, \. No entanto, para
obtermos expressoes analiticas dos nosos resultados, consideramos os casos limites: am > 1 e
am < 1. Basicamente, esses limites se referem a distancia entre as placas, ou seja, pequenas €
grandes distancias, respectivamente. No limite am < 1, obtivemos as energias de Casimir por
unidade de 4rea dadas por: Eqgs. (4.24), (4.33), (4.43), (4.54), (4.62) e (4.70) para as condi¢cdes de
contorno de Dirichlet e Neumann, respectivamente. Enquanto que, para a condi¢cao de contorno

mista obtivemos os resultados dados por: Egs. (4.88), (4.98) e (4.107). Adicionalmente, a partir
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desses resultados, obtivemos as pressdes de Casimir dadas por: Egs. (4.25), (4.34), (4.44), (4.55),
(4.63), (4.71), (4.89), (4.99) e (4.108) para cada escolha do quadrivetor «*. No limite am > 1,
todos os resultados apresentam um decaimento exponencial com am, ou seja, tende a zero muito

rapidamente.

Ainda no estudo do efeito Casimir escalar, analisamos a influéncia da violagdo de Lorentz
nas correcoes térmicas das energias de Casimir por unidade de area. Consideramos o sistema
fisico em equilibrio térmico a uma temperatura, 7', € com um potencial quimico, x, onde para o
caso bosdnico tem a restri¢do 1 < wy .. Obtivemos resultados para as condig¢des de contorno
de Dirichlet e Neumann dados por: Egs. (5.22), (5.46) e (5.68), enquanto que, para a condi¢ao
de contorno mista sdo dados por: Egs. (5.98), (5.119) e (5.139) para as diferentes escolhas do
quadrivetor u#, tipo-tempo e tipo-espago. No entanto, nao foi possivel obter resultados exatos
nessa analise. Assim, consideramos os casos limites: am > 1 e am < 1, bemo como o caso
am = 0. Juntamente, tivemos que considerar o limite de baixas temperatura, ou seja, §/a > 1,
que julgamos ser o limite mais interessante. No limite am < 1, obtivemos os resultados dados
por: Egs. (5.34), (5.56) e (5.78) nos casos de Dirichlet e Neumann. Enquanto que, para o caso
da condi¢do mista temos os resultados dados por: Egs. (5.108), (5.129) e (5.149), percebemos
que as corre¢des com a temperatura sio dadas por um termo (m3)2. No limite am > 1, todos
os resultados obtidos para as correscoes térmicas da energia de Casimir, por unidade de érea,

decai exponencialmente com am.

Para a andlise do efeito Casimir fermidnico com violacdo de Lorentz, assumimos que o
campo fermidnico massivo, ¥, obedece a condicdo de contorno de sacola do MIT nas placas.
Neste caso, obtivemos a energia de Casimir por unidade de area dada por: Eq. (6.46), para o
caso do quadrivetor constante, u*, ortogonal as placas. No entanto, nosso resultado se mostrou
analiticamente de dificil tratamento, assim, obtivemos numericamente na Fig. 16. Para resultado
analitico, consideramos os limites: am > 1 e am < 1. No limite am < 1, obtivemos a
energia de Casimir por unidade de drea dada na Eq. (6.50) e a pressdo dada por Eq. (6.51). No
limite am > 1, os resultados tendem a zero muito rapidamente com am. Para os casos do
quadrivetor, u*, paralelo as placas, observamos que a energia de Casimir € modificada por um

fator multiplicativo, que pode ser obtido a partir do caso ortogonal.

Em geral, notamos que os nossos resultados tém uma dependéncia com parametro, A,
que caracteriza a violagcdo de Lorentz do tipo éter. Essa dependéncia ocorre através do fator
(1 4+ X)"™ com n assumindo diferentes sinais e valores, para as diferentes condi¢des de contorno e
escolhas do quadrivetor constante u*. Assim, podemos concluir que a violagao da simetria de
Lorentz influencia fortemente o efeito Casimir. Ainda, notamos quando tomamos A = 0 que

recuperamos os resultados da literatura.
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TRABALHOS FUTUROS

Como trabalhos futuros, temos nos dedicado as correcdes térmicas da energia de Casimir
fermidnica, no modelo de violagdo de Lorentz do tipo éter. Temos também, nos interessado na

andlise da violacdo de Lorentz no efeito Casimir com outras configuragdes para as placas.

Também se torna importante, fazer a andlise da viola¢do de Lorentz nas corre¢des radiati-
vas do efeito Casimir. Esse trabalho ainda estd no ambito das ideias. Outro ponto importante, é o
estudo em espago-tempo curvos, por exemplo, no espago-tempo de buracos negros. No entanto,
essa andlise € bem mais complexa de fazer. Basicamente nosso desafio serd a maneira de como

implementar a violagdo de Lorentz em espaco-tempo curvos.
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APENDICE A — CALCULO DAS
INTEGRAIS NO CALCULO DAS
CORRECOES TERMICAS

A1 INTEGRAL I

Neste apéndice, apresentamos o procedimento adotado para expressar a integral das
corregdes térmicas das energias Casimir, dadas nas Egs. (5.22), (5.46) e (5.68):

/ dzz/ dy—~—— 2 cos(ozjz\/yg—l), (A.1)
M 1

em termos de uma soma da func¢do de Bessel modificada do segundo tipo, K, (z). Na Eq. (A.1)

assumimos que M = mae a; = jo = j§(1 —AN)fcomk=-1/2,0e1/2.

Podemos escrever a Eq. (A.1) na forma:

sin Oz]Z y? —1>
Li= 8%/ dze” / dy e — 1
/ dzz/ dye~ 2mysm<ajz\/y —1)
8043 — M

(A.2)

Realizando a mudanca de varidvel 2> = y? — 1 e usando a representacdo integral para as fungdes
de Bessel modificadas, K, (z), dado em (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), obtemos:

2
xsm (ajzx)e2neve+l
dzz

Viez 1
8 (A.3)
/ d222K1 \/ozj +4n2> .
e 1 ﬂ/a —|—4n2
Além disso, fazendo a mudanca da varidvel r = z, /a]z + 4nZ2, obtemos:
Z, = 0 i 9 /00 dra® K, () (A.4)
J 804] — (Oéjz + 4n2>2 M a?+4n2 ! ' )
Finalmente, usando a relacao:
a 14 14
- [2" K, (2)] = ="K, —1(2), (A.5)
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obtemos:

= K (M, /a2 + 4n?)

[ a .
Oa; | 7 a? + 4n?
J n=1 J +

(A.6)

Como ndo hé expressdo exata para a soma da Eq. (A.6), consideramos os limites assintd-
ticos para o parametro M: M > 1, M =0e M < 1.

(1) No limite M > 1, a contribui¢do dominante vem do termo n = 1:

K (M, a2 +4)
of +4

0
3ozj

(A.7)

I, ~M a,

Também usamos a expansao assintdtica para grandes argumentos da funcdo de Bessel
modificada (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), K, (z),

K,(z) =/ —e7, (A.8)

de forma que obtemos:

I‘ ~ \/EMg a aj . e*M a?+4
2 00@- (01]2 —+ 4)2
8 —a?(3+2M /a2 +4)] ]
~ o ZM3 ’ [ e~ Mg+ (A.9)
8 (ozjz +4)1

No limite de temperaturas baixas, ou seja, a;; > 1, obtemos:

TM5 e~ May
J
Assim, podemos desenvolver o somatdrio final em j no célculo final da correc@o térmica

da energia de Casimir, ¢, quando M > 1.

(1) Para o caso M = 0, usamos a expansao assintdtica para a funcao de Bessel modificada
(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), K,(z), para argumentos pequenos:

1 1\~
K, (2) ~ —F(z/)(—z> , (A.11)
2 2
assim, obtemos:
. 19> & 1
4~ 880@[ nz n2+a2/4 ] __18a§;n2+a32./4'
A soma em n nos fornece:
> 1 . coth (T52) — 2
Z 2 2/4 iR (22 ) : (A.12)
—n?+aj/4 a;



APENDICE A. Cdlculo das integrais no cdlculo das correcées térmicas 104

O pr6ximo passo € derivar com relagdo a o, resultando:

1 . .
5= [24 - 47rajcoth(%> — 7%a2[2 + macoth = )ese hQ(W;‘J) (A.13)
Considerando o pardmetro «; grande', obtemos:
3 T
T~ — — —.
j a? 207 (A.14)

(i1i1)) No limite M < 1, a expressdo da Eq. (A.6) ndo é conveniente para analisar este limite.

Entdo, vamos adotar outra representa¢do. Vamos definir uma nova fung¢io f,(z) por:

fil2) = K, (2) (A.15)
Zl/
Em termos dessa fun¢do, a Eq. (A.6) é dada por:
T, = M*— ? _a»i]%(]\/[ a2-+4n2)
oaj |7 — J
5 - n_oo (A.16)
_ A Q; 2 @
=M 8_04] ?n:z:oo f2 (M Oéj +4TL2> — 7f2(MOéJ)] .

Deste ponto em diante, procederemos com o somatério do lado direito da Eq. (A.16)
usando a identidade (MELLO; SAHARIAN, 2013):

i cos(na) f,(cvVb? + a’n?)

n=—oo n=—oo

2 fos1 2 (bwy) (A.17)

coma,bc>0ew, = \/(27m + a)?/a? + . Considerando, o = 0, e adaptando as

outras constantes de acordo com o nosso problema, obtemos:

Zj = Z f2<M aj2+4n2>

n=—oo

73 i (7r2n2+M2)3/2f3/2< m)

2MH4 =
V2T =, 2 V2
S G + M2)PK ( \/7r2n2—|—]\/[2> bV R a(May) .
]\/[404?/2 ;( ) 3/2 2M5/204§?/2 3/2( i)
(A.18)
Substituindo a Eq. (A.18) na Eq. (A.16), obtemos:
0 | V2r
'~ B, [2 St MRl Y
LV s (A.19)
/9 M3/2 M2 )
7:/07 Kg/g(Ma])—Q—KQ(MaJ)
J

' Para o; grande, temos a aproximagdo de coth(mﬂ ) e csch ( i ) para 1 e 0, respectivamente.
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Lembrando que a fun¢do de Bessel modificada (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965),

/ * 2 z \/E ’ ’

como M < 1, podemos fazer uma expansdo em poténcias de M e realizar a soma em n.

O termo dominante é dado por:

Z(W2n2 + M2)3/4K3/2<CK]' V m2n? + MQ)
n=1

(A.21)

N_\/E
- 8

Assim, a Eq. (A.19) torna-se:

(erraj _ 1)2a?/2

2+ M?aje™i — 2ma;e™ — 2™ — M204]2~]

1
I~ lsw e [2 + May(2 + Maj)} ™M 4 8MBa2 K, (May)+
o
J

+ UMKy (May) - 8reoth( 1) + o[ MPa2 — - (A22)

- amaden (%) ot (75|

Considerando o pardmetro a; = jo grande, obtemos:

M3 3M? ) T2+ iMo(2+ jMo)]eiMe
I ~ —Kl(jMa)—i-—KQ(]MU)— 2+ 2+ ) .
2jo 25202

e (A.23)

Neste ponto, devemos considerar dois casos que podemos analisar: Mo > 1e Mo < 1.

a) Para o caso Mo > 1, podemos usar a expressao assintdtica para a funcdo Bessel
modificada de segundo tipo para argumentos grandes da Eq. (A.8), de forma que,

obtemos:

I~ 7T]\456 Mo 7rM3e Mo _ T2+ jMo(2 + jMo)le? 0‘(A.24)
\/ JE +1/ o5 o2 45303

Portanto, a contribui¢do dominante na soma em j € dada pelo termo de 7 = 1.

b) Para o caso Mo < 1, asoma da Eq. (A.23) é dada por:

i — Ki(jMo) N 3M? f: Ky(jMo)
J 202 J?
_ j—l j=1
T 24 jMo(2+ jMo e~iMea
= Z J ( jBJ )] . (A.25)

Infelizmente ndo ha expressao fechada para os somatérios da Eq. (A.25) envolvendo

a funcdo de Bessel, K, (z). Entdo, precisamos de uma expressdo aproximada para
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eles. Sabemos que a funcao de Bessel do segundo tipo é uma funcdo decrescente. De
fato, para grandes argumentos, essa fungdo apresenta um decaimento exponencial.
Como estamos usando Mo < 1, o argumento de ambas as funcdes de Bessel se
torna da ordem da unidade para um valor muito grande de j; no entanto, esse mesmo

3 : : 3 5 Kn(jMU)
numero aparece nos denomlnadores, O que indica que a razao, —;,—

, Se torna
muito pequena. Com essa restri¢do, podemos mostrar que as somas acima podem ser
aproximadas considerando apenas os primeiros termos das expansdes das fungdes
correspondentes de Bessel para pequenos argumentos. Aceitando este fato, podemos

€screver:

= Ky(jMo 2 = Ky(jMo Art — 15m2 M2 02
Z 1(J ) ~ and Z 2(J ) ~ (A.26)
7j=1

j 6Mo 27 180M20?

j=1

Assim, obtemos:

2M2 127 M2 — 4572 M0 1
S = T + il il — | 7M? 2ln(l—e_M”>
1202 360M 204 403
— 2xMoLi, (e— )—27TL13 MU ] (A27)

onde Li,(z) representa a fungdo polilogaritmo (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965) .

Para justificar nossa aproximacgdo, a Eq. (A.26), é mostrada numericamente, na
Fig. 17, o comportamento dos somatdrios das funcdes de Bessel de segundo tipo,
comparando com suas expressoes aproximadas correspondentes dadas na Eq. (A.26).
Podemos ver em ambos os graficos uma boa concordancia entre as funcdes exatas,
> y M ey, ; %, com suas correspondentes aproximagoes.

Agora, tomando o limite Mo < 1, a Eq. (A.27), torna-se:

7 (15M?03 — 5rM?0? — 600((3) + 473)

S~ 12002 (A.28)
A.2 INTEGRALII
Agora consideramos a integral que aparece na Eq. (5.119):
/ dz2* / dy%fcos( \/F>
(A.29)

_ 2 : /
= a—% /]w dzz /1' dym Sin (O[jz y2 _ 1>

Usando a identidade:

= - Z ) (A.30)
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Figura 17 — No gréfico do lado esquerdo, mostramos o comportamento da soma envolvendo
a fun¢@o de Bessel modificada K;(jMo)/j na linha azul, e o comportamento da
fungdo 72 /(6 M o) na linha tracejada vermelha em fungao de Mo. No grafico do lado
direito, 0 mesmo para a fungiio de Bessel K»(jMo)/j2 na linha azul e 4= =1m> M2

180M?252
na linha tracejada como fun¢do de Mo.
a Eq. (A.29) pode ser reescrita por:
I, = 8 —1 / dzz? / dye 2" sin (a 2/ y? —1)
a] —
(A.31)

0

( 1)n /oo )
- ___ . E N S d K ! v2 + 4n2 ,
; [Oz] 2 3 2 Zz 1(2 Oé] n >

onde usamos a representagio integral para a fungao de Bessel, /{,,(2), dadaem (ABRAMOWITZ,;
STEGUN, 1965). Realizando a mudanca de varidvel x = 2,/ 04? + 4n2, obtemos:

9 - (=" >
1;= O, [ozj ; (@2 + 42y / diEﬂ?ZKl(ﬂf)] ; (A.32)

M a]2 +4n?

portanto, usando Eq. (A.5) obtemos:

Ij:a%j[%;(a;;—li;ﬂ/i/mai[ )| ]

- (A.33)
= —MQ% [a] ; %Kz (M aF + 4n2> .
Aqui também vamos considerar, como antes, os casos: M > 1, M =0e M < 1.
(1) No limite M > 1, a contribui¢do dominante é n = 1:
7~ 22 K> (Myfa? +4) (A.34)
Oay | a3 + 4 J
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Neste caso, podemos usar a expressao assintética para a fungcao de Bessel modificada do

segundo tipo para argumentos grandes da Eq. (A.8). Assim, obtemos:

I N\/m 0 ozje_M\/m
7 2 80[j

(a2 + 4)5/

(A.35)
- \/mrz —a2(3+2M, /a2 +4) g
~ 3 (04]2 +4)9/4 .
Considerando o limite, o; > 1, obtemos:
T~ — W—W& (A.36)
J 2 a3/2 :

J
(i) Para o caso M = 0, podemos usar a expressdo de Bessel assint6tica para pequenos

argumentos, Eq. (A.11). Assim, obtemos:

10 = (= 19 &K (1)
R PV | == ) A.37
b | | e w4
Para este caso,
00 ) ﬂajcsch(%> -2
Z ) (A.38)
— n’+ a2/4 aof
Substituindo a Eq. (A.38) na Eq. (A.37) e fazendo a derivada, obtemos:
T | _asq ! h3<mf)( 8+ 37202 + (8 4 72a?)cosh(ra;)
= — | = —maesch”( —= || — s ma)cosh(ma;
! 1607} 2" 2 !
+ 47Tajsinh(7rozj))] . (A.39)

Considerando, «; > 1, obtemos:

1~ — (A.40)

Q.Q.JJ w

(i11)) No limite M < 1, a Eq. (A.33) ndo é conveniente para analisar este limite. Entao,
adotamos aqui o mesmo procedimento apresentado no Apéndice A.1. Usando a defini¢ao
da Eq. (A.15), a Eq. (A.33) pode ser reescrita da forma:

7 - %i(—wf My/a2 + 4n? ——f M A4l
= 5 2 Oéj n 2 Qi ( . )

80@-

n=—oo

Usando a relac@o de soma da Eq. (A.17), com o« = 7, a soma da Eq. (A.41), é dada por:

¥ = i (~1)"fo (M fo? + 4n2)

:ﬂ i [W2<n+1/2)2+M} f3/2( \/7r2(n+1/2> +M2).

n=—oo

(A.42)
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Substituindo a Eq. (A.42) na Eq. (A.41), obtemos:

zj:_i[m [ (n172) 4 28] Ky [ (n4 172) 4 007

(%zj 4@1,/2 —
, e (A.43)
M
— —Ky(Ma;
20éj ( ]>]

Devido o fato, M < 1, podemos usar a aproximagao:

> 7P (n+1/2)" + MKy po(a/m2(n+1/2)% + M?) =
e ras/2 (A.44)
I
o= — 2+ 2e™ + ma; + mae™ + M?ad — M2a2-emﬂ} .
2 (emes — 1)2043-’/2 J J J J
j

Assim, a Eq. (A.43) se torna:

1 3 2 2 medmea/? 2 2

T~ — | - 2MP0K, (May) — 6M%a,Ky(May) + m( — 8+ 3%
! (A.45)

+ (8 + m*af)cosh(may) + ma; (4 — M%?)sinh(w&ﬂ)] :
Considerando o pardmetro, «; = jo grande, obtemos:
3 - 2 ~
1~ MUEWGMO) SN KyliMo) aso
20 J 202 J?

Neste ponto, dois casos distintos podem ser analisados: Mo > 1e Mo < 1.

a) Para o caso Mo > 1, podemos usar a expressao assintotica para a fungdo de Bessel

modificada, K, (z), para argumentos grandes, Eq. (A.8). Portanto, obtemos:

7rM5e Mo 97TM3€ JMU. (AAT)
A=) RECE V805 572

A contribui¢do dominante na soma em j é dada pelo termo com 7 = 1.

b) Para o caso Mo < 1, asoma da Eq. (A.46), € dada por:

Ki(jM M?* S Ky(jM
SNZI o 1(11 o) 3 2(2 o)
J 20 e~

jzl J=

(A.48)

Usando a aproximacao da Eq. (A.26), obtemos:

20722 44
SPoEL Mm‘g - n” (A.49)
g
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APENDICE B — CONDICAO DE
SACOLA DO MIT

B.1 DENSIDADE LAGRANGIANA MODIFICADA PARA O
MODELO DE SACOLA DO MIT

Neste apéndice, propomos a densidade Lagrangiana modificada, isto €, na presenca do
termo que viola a simetria de Lorentz, para a condi¢cdo de contorno do MIT (JOHNSON, 1975).

Entdo, em primeiro lugar, vamos expressar a densidade Lagrangiana como sendo:

IAutu”

L= {5 (990, ) = (0, 9)7"¥] — m T + [99,(0,9) - (0,8),0
(B.1)

— B}@U — %AS\II‘IJ[l + A(u-n)],

onde h4 interagdes explicitas entre o quadrivetor constante, u*, com o campo espinorial na regido
dentro da sacola e na prépria sacola, como explicado a seguir': na Eq. (B.1), #, é a funcgio
Heaviside que € igual a unidade dentro da bolsa e zero fora dela, e A, € a funcdo delta de Dirac
dada pela derivada espacial de 6,:

00,

oxH

onde n,, € o vetor ortonormal a superficie da sacola.

= A, (B.2)

A equagdo de movimento para este sistema € fornecida pelo formalismo usual de Euler-

Lagrange, Eq. (1.8):

oL oL
9=y, [_ ] - (B.3)
ov 0(0,¥)
Substituindo a Eq. (B.1) na Eq. (B.3), obtemos:
[iv“(@ulll) —mVU + i)\u“u”’yu(&,\ll)} 6, — % [(’y”llf + /\u“u”%\IJ> n,
—@'(1 A n))lll] A, =0. (B.4)
A partir da Eq. (B.4), duas equacdes diferentes sdo obtidas:
(i) Naregido dentro da sacola, A; = 0 e 6, = 1, resultando:
(iv"0, — m + i ut'u",0,) ¥ =0. (B.5)

' O fator B na Eq. (B.1) est4 relacionado com o tensor energia-momento na sacola.
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(i) Na superficie da sacola, A; = oo e 6, = 0, resultando:
[(1+Xu-n)+i(l+Xu-n))(y-n)]¥=0, (B.6)

que coincide com a expressao usual para o modelo de sacola do MIT (JOHNSON, 1975).

Assim, concluimos que a densidade Lagrangiana modificada, Eq. (B.1), para o modelo de sacola

do MIT, nao tem influéncia da violacdo de Lorentz, \.
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