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Resumo

Neste trabalho, estudamos o espago de Sobolev fracionario W#?(€2) o qual é definido
através da seminorma de Gagliardo quando s € (0,1). No caso particular em que
p = 2 fazemos uma abordagem via transformada de Fourier. A partir dai é possivel
relacionar o espago H*(R™) = W*?(R") com o operador Laplaciano fracionério. Por
fim, buscamos solugdao para uma equacao diferencial parcial eliptica envolvendo o

operador Laplaciano fracionario.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev fracionérios; Laplaciano fracionario; Minimizacao.



Abstract

In this work, we study the fractional Sobolev spaces W*P(Q)) which are defined
through Gagliardo’s seminorm when s € (0,1). In the particular case where p = 2 we
take a Fourier transform approach. Then we can relate the space H*(R") = W*?(R")
with the fractional Laplacian operator. Finally, we seek a solution to an elliptic partial

differential equation involving the fractional Laplacian operator.

Keywords: Fractional Sobolev spaces; Fractional Laplacian; Minimization.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

o () subconjunto aberto de R".

o | medida de Lebesgue de um conjunto §2.

° — — convergéncia fraca e forte, respectivamente.

° imersao.

® q.t.p. para quase todo ponto.

o supp(f) suporte da funcao f.

e-ou(,) produto interno.

o CY(Q) espaco das funcoes Holder continuas de expoente «.

o CH(Q) fungoes k vezes continuamente diferenciaveis sobre 2, k € N.
o Ch(2) fungbes continuas com suporte compacto em ().

o C5(Q) = CH) N Co(); C(Q) = Mz CHOY; C37(Q) = C=(2) N Co(Q).

o [P(Q)) = {u Q=R mensurével;/
Q

lulPdz < oo}, 1 <p<oo.
1/p
o ||ullr) = (/Q |u]p) norma do espago de Lebesgue LP(Q2), 1 < p < cc.

o L>°(Q) = {u: Q — R mensuravel; |u(z)| < C q.t.p. sobre Q para algum C' > 0} .

e || ul|oo = sup |u(z)] norma do espago L>(£2).
€N



o [ulwsn) seminorma de Gagliardo de u em W*P(Q).

o WHP(Q) espagos de Sobolev tradicionais.
o W™P(Q) espacos de Sobolev inteiros.
o W*P(Q2) espagos de Sobolev fraciondrios.
(I espaco de Schwarz.
o 7 transformada de Fourier.
x np » L
oDl = paral < p <n/ses € (0,1) expoente critico de Sobolev fraciondrio.
n—sp

X1



Introducao

Nesta dissertagdo, baseados no artigo de Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [§],
estudaremos os espagos de Sobolev fracionarios W*P(Q2), onde Q2 é um subconjunto
aberto de R", s € (0,1) e p € [1,00). Este tema tem atraido muita atengao
nao apenas por ser um tépico classico em analise funcional e harmonica, mas
também por sua vasta gama de aplicacoes como por exemplo no mercado financeiro,
em difusoes andomalas, otimizacao, leis de conservacao, mecanica quantica, fluxos
quase-geostroficos, superficies minimas, problemas nao elipticos, ciéncia de materiais,
equagoes de ondas, dentre outras. Para mais informagoes a esse respeito veja [§] e suas
referéncias.

Em geral, trabalharemos com o espaco de Sobolev fracionério definido por meio da
seminorma de Gagliardo e em particular, quando p = 2 faremos uma abordagem via a
transformada de Fourier. A partir disso, estabeleceremos uma relagao entre o espaco
H* = W*? e o operador Laplaciano fracionério. E assim, de posse desses resultados e
baseados no artigo de Dipierro, Palatucci e Valdinoci [7], estudaremos a existéncia de

solucoes para o problema

, (1)

(—AYu+u=|uff'u em R"
ue H(R™); u#0

onde p € (1,(n+2s)/(n —2s)), s € (0,1) é tal que n > 2s e

: u(z) — u(y)
—A)* =C 1 —————2~dy Vo € R"
(—A)u(x) (n,s) lim et 1o — 9 y Va ,
é o operador Laplaciano fracionario, e por fim, H*(R") = W*2?(R™) é um caso particular
de espaco de Sobolev fracionario. A Equacao aparece no estudo da Equacao de
Schrodinger
iV + (—A)*V = F(z,¥) em R",
limg oo ¥ (2, 2)] = 0 para todo t > 0,
fictu(x)’

onde ¢ é uma constante. Esta equacao é de particular interesse em mecanica quantica

ao procurar por ondas estaciondrias, ou seja, solugbes da forma W(x,t) = e



fracionaria para o estudo de particulas em campos estocasticos modelados pelo processo
de Lévy (veja [I1] e suas referéncias).

A seguir detalharemos como esta dissertacao esta dividida.

No capitulo 1, baseados em [I] e [4] faremos uma breve introdugao dos espagos de
Sobolev tradicionais. Em seguida baseados em [§], definiremos os espagos de Sobolev
fraciondarios por meio da seminorma de Gagliardo e em particular, quando p = 2
definiremos também através da transformada de Fourier e mostraremos que quando
s € (0,1) tais definigdes coincidem. Veremos que sob certas condigbes W*P(§2) é
um espaco de Banach e reflexivo e estudaremos também as relacoes existentes entre
W=P(Q) e W*?(Q) para diferentes condicdes de s e s’. Ainda no capitulo 1, focaremos
no espaco H?® e no operador Laplaciano fracionario estabelecendo relagoes entre eles e
na tultima segao deste capitulo, veremos condigdes para que fungdes de W*P(Q)) possam
ser estendidas a fungoes de W*P(R").

O capitulo 2 esta dividido em trés se¢oes. Na primeira provaremos alguns teoremas
de imersao continua, que em suma garantem para diferentes condigoes de s,p,q,n e €2
uma imersao continua do espago W*?(Q2) em L9(2). Na segunda se¢ao, veremos sob
quais condicoes de s,p,n e 2 o espago W*P(Q2) estd compactamente imerso em L9(€2)
considerando ¢ € [1,p| e depois, ¢ € [1,p). E na terceira e ultima segao, falaremos
sobre regularidade de Holder para fungoes nos espagos W*P(Q2). Para desenvolver esse
estudo introduziremos algumas novas defini¢oes como por exemplo, a definicao de picos
externos e truncamento de uma funcao, e provaremos alguns lemas auxiliares.

No capitulo 3, seguindo o artigo [7], buscaremos uma solugao positiva e esferica-
mente simétrica para o problema . Usaremos o método variacional, que consiste
essencialmente em encontrar pontos criticos do funcional energia associado ao pro-
blema em estudo e usaremos também o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
Na primeira secao relembraremos notagoes e proposicoes demonstradas ao longo desta
dissertacao, enunciaremos o importante lema da compacidade de Strauss, provaremos
alguns lemas auxiliares e definiremos o que seria uma solucao para o problema . Na
segunda e tltima secao, temos por objetivo provar que de fato tal solucao existe e o
faremos em cinco etapas, para melhor compreensao.

Por fim, faremos dois apéndices. No primeiro demonstraremos alguns resultados
usados nesta dissertacao e no segundo enunciaremos teoremas classicos com suas

respectivas referéncias para eventuais consultas.



Capitulo 1

Os espacos de Sobolev fracionarios

e o operador Laplaciano

Este capitulo tem por objetivo apresentar os espacos de Sobolev fracionarios e
alguns resultados importantes e esta dividido em quatro segdes. A primeira consiste
em uma breve introdugao dos espagos de Sobolev tradicionais. A segunda ¢ dedicada a
apresentacao dos espacos de Sobolev fracionarios e as demonstracoes de resultados sobre
eles. A terceira por sua vez, aborda o espaco H® e o operador Laplaciano fracionario,
trazendo também uma abordagem via a transformada de Fourier. E por fim, a quarta

segao traz resultados de extensao de fungoes de W*P(Q) a fungoes de WP (R™).

1.1 Os espacos de Sobolev tradicionais

Nesta secao faremos uma breve abordagem dos espagos de Sobolev tradicionais.
Como o objetivo deste trabalho consiste no estudo dos espagos de Sobolev fracionérios,
nos limitaremos aqui a apenas enunciar os resultados. Para eventuais consultas veja

0 e [

Definigao 1.1. Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto de R” e p um ntumero real

satisfazendo 1 < p < oo. O espago de Sobolev W(Q) é definido por

X existem ¢y, ..., g, € LP(Q2) tais que
WHP(Q) = < u e LP(Q); o
) ) /u Ld /gigo Vo e C3°(Q),Yi=1,...,n
Q Q

8%
Para todo u € W'?(Q) denotamos % = ¢; e dizemos que esta é a i-ésima derivada
3
fraca de w.



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

O espago WP(Q) é munido com a norma

[ullwro@) = llull, ,
tliip

Bml

>;

Teorema 1.1. [/, Proposi¢io 9.1] Para cada 1 < p < oo tem-se que WHP(Q) € um

Se 1 < p < oo, também pode ser usada a norma equivalente <||qu + >0,

espaco de Banach, € reflexivo quando 1 < p < 0o, e € separdvel para 1 < p < co. Além
disso, H'(Q2) = W2(Q) é um espago de Hilbert separdvel.

Mais geralmente, para cada numero natural m > 2 podemos definir os espagos

Wm™mP(Q), veja a seguir.

Definicao 1.2. Sejam m > 2 e p € R com 1 < p < 00. Definimos por indugao

Va com |af < m,3 g, € LP(2) tal que

woer) = due @)y [ . N 7
/QuD gpz(—l)' /ango Vo e C5°(92)

onde a = (ay, ag, ..., ap,) com a; = 0 um inteiro, e

olely
i D% = .
o] = ; @i ¢ 7T 0z 0x3?...0xon

Denotamos D%u := g,.

O espago W™P(Q) é munido com a norma

lulwmoy =D 1Dl

0<|al<m
O resultado a seguir pode ser encontrado em [Il, Teoremas 3.3 e 3.6].

Teorema 1.2. O espaco W™P(Q) é um espago de Banach para todo 1 < p < oo, €
separavel se 1 < p < 00, e € uniformemente convexo e reflexivo se 1 < p < oo. Em

particular, W™?2(Q2) é Hilbert separdvel.

1.2 Os espacos de Sobolev fracionarios

Nesta segao estudaremos os espagos de Sobolev fraciondrios W*P(2), também

conhecidos por espacos de Aronszajn, de Gagliardo ou de Slobodeckij.



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

Definigao 1.3. Fixe o expoente fraciondrio s € (0, 1). Seja €2 um subconjunto aberto

de R™. Para todo p € [1,400) definimos os espagos de Sobolev fraciondrios por

Wer(Q) = {u e LP(Q); M e LP(Q x Q)}
yie

Lema 1.1. A funcao [-Jwsrq) : W*P(Q2) — R definida por

¢ uma seminorma, chamada seminorma de Gagliardo.

S

Demonstracao. Dadas as fungoes u,v € W*P(Q2) e t € R, devemos provar que
i) [ulwsr@) = 0 ([u]wsr) é ndo negativa);
i) [tulwsr) = [t|[u]wsr@) (homogeneidade);
iii) [u+ v]wsr@) < [Uwsr@) + [Vlwsr) (desigualdade triangular).

Provemos entao cada item acima.
[u(z) — u(y)?

oyl

1

u(z) — uy)lP ’
s,p — d d 2 .
[u]wsr(a) </Q o o — g ray 0

ii) Pela definicdo da funcao [u]ys»() temos

tu(x) — tu(y)|? z &/ u(z) — u(y)[?
t sp dxdy =t — 7 dxd
(tulwer) = <// |il7—y|"+5p = I aJa |z —y|nter e

= ’t| [U]Ws,p(Q).

i) Observe que para todo z,y € ) vale > 0. Logo,

hSAl

iii) E por fim, dadas as fungoes u,v € W*P(Q) pela definicao de [u]ws»(q), segue que

e ([ [ )

) f 11
_ u(z) — v(x) —v(y) drd P (L)
LS e )

1
Agora note que para f € LP(Q2 x Q) a aplicagao || f|| = (/ / |f]pdxdy) " constitui
aJo



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

uma norma no espago de Banach LP(Q x ). Assim, tomando

M@—g@)
|z —y|» ™

u(r) — u(y)

U(l’,y) = |J,‘ _ y|%+s

e V(z,y) =

com (z,y) € Q x §, segue de (1.1)) que

W+wwqm=(//Ww%w+vuwww@) — U + Vil
QJN

< NUllzo@xa) + 1V r@x0)

) (/Q/“’U(w’y)’pdxdy); " (/Q /Q ‘V(:C,y)\pdxdy);
:([;QES%%%%ﬁ)p+([;QE§%%%£ﬁ)p

== [U]Ws,p(Q) + [U]Ws,p(g).

De i), ii) e 4ii) temos que a fungao [u]ws»(q) é de fato uma seminorma. O

Teorema 1.3. Sejam s € (0,1), p € [1,400) e  C R™ um subconjunto aberto de R".

Entao W*P(Q) é um espago de Banach com a norma

ooy = (Nloay + [lfyoniey)

Demonstragdo. Usando o fato de que [Ju|zr(o) ¢ uma norma em LP(S2) e [u]ws»(q) €
uma seminorma em W*P(Q2), mostraremos inicialmente que ||u||ys»r@) é uma norma
em W*P(Q). Para isso devemos provar os itens i) ii), e iii) como no lema acima, e
provar também que ||u||wsr@) = 0 se, e somente se, u = 0.

i) Como ||ul|zr(q) € [u]wsr) s80 ambos nao negativos segue que

[ullwso@) = 0.

Agora provaremos que |u|lws»@) =0 se, e somente se, v = 0. Primeiro suponha
|ullwsr) = 0 dai, ||ullze@) = —[ulwsr@) e portanto, ||ul/rr@) = [u]wsr) = 0 pois,
sao termos nao negativos. Desse modo por ser ||ul|z»() uma norma igual a zero segue
que u = 0. Reciprocamente, se v = 0 entao |u(z) —u(y)| = 0 e consequentemente
[ufyeniq =0 e além disso, [lul[f, =0. Portanto [lu[lwss@) =0, como querfamos

provar.



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

ii) Usando a homogeneidade da norma e da seminorma garantimos que

1 1
[tullwesior = (il + Eullyn)” = 1 (Il @ + [Wfyne )

= [tll[ullwsr().

iii) Pela desigualdade triangular da norma e da seminorma obtemos

1/p
i vlhwesiey = (04 + ot vl

< [([ulwesi@ + Wlwer)” + (ullze) + o]l

Pela Desigualdade de Minkowski (ver Apéndice |A] Teorema [A.3]) temos

Wwsr)” + (Jull o) + HUHLP(Q))p}l/p

+
1/p 1/p
< ([ + Nulney) ™ + ([Bmniey + 101y

= [Jullwsr@) + [[V|lwsr -

[([u)wsr

Substituindo isso na expressao acima, concluimos que

[u+vllwsr) < |lullwer@) + [[vllwsr@).

Segue de 1), ii) e iii) que (HuHip(Q) + [u]@vw(QJ " é uma norma para W*P(Q). Agora

provaremos que W*P?(Q2) é um espaco de Banach com essa norma. Tome uma sequéncia

de Cauchy {ug }reny em W*P(Q). Pela definigao do espago W*P(€2) temos que {uy }ren €

uma sequéncia de Cauchy em LP(£2). Analogamente, a sequéncia {vy }ren definida por

Uk(ﬁ,y) — |uk(x) — Uk(y)l

|z —y|r "

¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(2 x Q). Como LP é um

espacgo de Banach quando 1 < p < oo, temos que existem u € LP(QQ) e v € LP(Q x Q)

tais que
up — u em LP(Q)
vy — v em LP(Q x Q)

Assim, pelo Teorema [B.7] do Apéndice [B] a menos de subsequéncia

lim wug(z) =u(z) qt.p. em Q, e lm vg(x,y) =v(z,y) q.t.p. em Q x Q.

k——+o0 k——+o0

Portanto,

oa.y) = Tim ve(e.y) = lim 1@ = @@ _ Ju@) —ul)]
7+5 7-"-8
e bt o -yl v —yl»




1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

para quase todo ponto (z,y) € Q x . Assim,

lute) vl i g,
[z =yl
Dai, pela definicao do espaco W*P(Q2), temos que u € W*P(Q). Isso prova que toda

sequéncia de Cauchy em W*P(Q) converge para uma func¢ao que também pertence a
W=Pr(Q), isto é, W*P(2) é um espago de Banach. O

Teorema 1.4. Sejam Q um subconjunto aberto de R™ e s € (0,1). Entdao o espago

W=P(Q) € reflexivo para todo 1 < p < +00.

Demonstragao. Primeiro lembremos que subespagos fechados munidos com a norma
induzida de espagos reflexivos, sao também reflexivos, e que LP é um espago reflexivo
quando 1 < p < +oo. Para simplificar a notagao denote LP(2) x LP(Q2 x Q) := E.
Agora considere a aplicagao

T:WP(Q) —> FE

u(z) — u(y)
@ —y|o*
¢ fechado em E devemos provar que se T'(ux) é uma sequéncia que converge para

(f,9) em E, entdao (f,g) € T(W*P(Q)), isto é, (f,g) = T(u) = (u,v) para algum

u € WP(Q). Seja limy_, 100 T'(ug) = limg_y o0 (ug, vx) = (f,g) em E, isso implica que

dada por T(u) = (u,v) com v(x,y) = Para provar que T'(W*P(Q2))

limy 1 oo (ug) = f em LP(Q) e limg_, 1 oo (vr) = g em LP(Q x ). Portanto, pelo Teorema

[B.7 a menos de subsequéncia

limg sy oo ug(z) = f(x) q.t.p. em Q
limg 400 Uk (2,y) = g(z,y) q.t.p. em Q x Q

Isso implica que

() —u(y)l _ |f (=) = f(y)]

n
Z4s
» T

g(z,y) = Em vp(z,y) = lim q.t.p. em € x €,

hrtoo koo |z —y|pt |z =yl
isto é, (f,g) € T(W*P(Q)) e portanto, T(W*P(Q2)) é fechado em E. Como E ¢é
reflexivo (pois LP o é) segue que T(W#®P(Q)) é reflexivo. Unindo isso ao fato de
que T : W*P(Q) — T(W*P(Q)) é uma isometria (a qual preserva a propriedade de

reflexividade) temos que W*P(Q) é um espago reflexivo quando 1 < p < +oc.

A préxima proposicao estabelece uma relagao de imersao continua entre os espagos

de Sobolev fraciondrios W*? ¢ W*'® quando s, s’ € (0,1) e s < .

Proposicao 1.1. Sejam p € [1,+00), 0 < s < §' < 1, Q@ C R™ um subconjunto aberto



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

de R" e u : 2 — R uma fungao mensuravel. Entao,
[ullwer) < Cllullysn),
para alguma constante positiva C' = C(n, s,p) > 1. Em particular,
WeP(Q) C WP(Q).
Demonstragdo. Seja u € W*?(€2). Queremos estimar a seminorma
p . P
Ws,, / / (z) - n+8 vl ———"dxdy + / / (z) Z(ﬂﬂ dxdy.
QN{|z—y|>1} |$ - | P Qn{|z—y|<1} |1' — y|rter
(1.2)

Vamos entao majorar as duas integrais duplas em n Na primeira, fazendo a

mudanga de varidvel z = x — y, é possivel obter uma constante Cy > 0 satisfazendo

P 1
// [u(z >|+ dxdy </ (/ — dz) |u(z)[Pdx
Qnfle—y|>1} [T — Y[ TP o \Jjzz1 |2[7TeP

< COHUHIIJ,I?(Q))

1
pois, pelo Teorema |A.6|do Apéndice |Af a integral / ————dz é finita. Além disso,

2151 |2[7TeP

o Teorema |A 4] assegura que |u(z) — u(y)|” < 277! (Ju(@)[? + |u(y)|P), assim

Qn{lz—y|>1} |$— |”+$p Qn{lz— y|>1} ’ﬁ— ’”+Sp
p
/ / ju(z >|+ e
Qn{jz—y[>1} 1T — Y[ TP

< Collully o (13)

u(z) —u(y)” _ Ju(z) - uly)l”

@ =yt -yt

p
—u(y —u(y
// ) n—l—sp // ) n-I(—s?lJ dz dy
Qn{lz—y|<1} |5C—Z/| Qn{|z— y|<1} |5C—3/|

/Q/ |u(z) — uly )Ipdxdy

o lz—ylmt

Para a segunda, note que s<s' e |z — y|<1 implicam

Logo,

— p
- [ ]Ws’,p(Q)'
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Usando isto e 1 em 1} obtemos [ulfy.,(qy < Collullfpq) + [uljy. gy Assim,

iy < il + (Collulqy + [l ) = (Co+ Dllulnigy + [l

= Cllullp) + [mM®< (Hallp gy + [l ) = Cllallyrney

onde C' = Cy+ 1 > 1. Em particular, se |ullyyv.pq) < 00, entdo |[ullwss@) < oo, ou
seja, W*'2(Q) C W*P(Q) como querfamos. O

Podemos mostrar que a proposicao anterior também é vélida para s’ = 1 desde que

Q) seja de classe C%! no seguinte sentido:

Definigao 1.4. Dizemos que o conjunto 2 C R™ ¢ de classe C%! (ou regular) se existe
M > 0 tal que para cada zg € 0f existem uma bola B = B,(zp) com r > 0 ¢ um

isomorfismo 7T : ) — B tais que
i) T € C™(Q)eT ' eCO(B),
i) T(Qy) =BNQeT(Qy) = BN,
i) [ Tlgor @) + 1T llons ) < M,

onde
Q ={r=(2,) eR"IXR; || <1el|z,| <1},
Q. ={r=("2,) eR"IxR; |[2/|<1le0<x, <1},

0o ={reQ;z,=0}

Proposigao 1.2. Sejam p € [1,+00), s € (0,1), © C R™ um aberto de classe C%!' com

fronteira limitada e u : 2 — R uma fun¢ao mensuravel. Entao
[ullwer@) < Cllullwir),
para alguma constante positiva C' = C(n, s,p) > 1. Em particular,
WP (Q) C WHP(Q).

Demonstragao. Seja v € WP(Q). Assim como na demonstracio da proposigao

anterior, queremos obter uma estimativa para a seminorma

p . P
WSP // ) n+s | ST —— dy+// ) Z-(Q—s” dx dy
Qn{jz—y[>1} |x—y| P Qn{je—y|<1} Ix—yl P
(1.4)

10
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De modo inteiramente analogo ao que foi feito 14 é possivel obter

// (x) = “i D ey < Cllull, (1.5)
on{jz—y[>1} |~’U—y|" P

Para estimar a segunda integral dupla facamos a mudanga de variavel z = y—x. Assim,

// [u(@) — )", dy—// _u(z+$>‘pdzdx
ON{|z—y|<1} |$— |”+Sp an{j= |<1} |Z|”+5p

p
— 1

:// u(z + )| S dod.
Q Jan{|z|<1} |2 | 2|t s=

(1.6)

Observe que tomando F(t) = u(z +tz) com 0 < t < 1 temos que F'(t) = Vu(z +tz)z.

O Teorema Fundamental do Célculo assegura que
1 1
/ Vu(z + tz)zdt = / F'(t)dt = F(1) — F(0) = u(z + 2) — u(x),
0 0
donde

p 1 p
< (/ \Vu(x+tz)z|dt> :
0

Substituindo em (1.6)) e usando a Desigualdade de Jensen (ver Apéndice [B] Teorema
B.2)) obtemos

y) [ WVu(z + tz) | 1
// |:1c— |n+sp —————dxdy < |Z|n+(s_1)pdzdac
M{|lr—yl<1} QJN{|zk1}
Vu( tz) 1
// /' L
on{|z|<1} |z|P || Hs=bp

(1.7)

1
= / Vu(x + tz)zdt
0

lu(x + 2) —

Agora observe que sendo €2 um dominio de classe C%! com fronteira limitada podemos
usar o Teorema de Extensao (ver Apéndice , Teorema [B.1]) para garantir a existéncia
de uma fungéo u € WHP(R") que satisfaz tlo = u e ||@]|wrr@n) < C|lul|lwrr) para

uma constante apropriada C' que depende apenas de €2. Assim,

p 1
// / Veule + )2y L dzdx</ / / ’V“nﬁtiz dtdzda.
onf|z|<1} |2|P Els nJan{|z|<1} |2|

(1.8)

11
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Por fim, pelo Teorema de Fubini (ver Apéndice , Teorema [B.4) obtemos

// /’V“ﬁ”f didzd / // W“ﬁﬂj)’ddtdz
n Jon{|z|<1} | 2|t (s Qn{jz|<1} no |zt

1||Vu|| »(n
Qn{|z|<1} |Z’

CHvulHLP R™) CH“le ()" (1~9)

Assim, por (L), (L8) e (LI) segue que

() —u(y)
—————dxdy < C||ul|y1,
//m{lx yl<1} |93— y[rtep Ielfvro

Substituindo essa informagao juntamente com ((1.5)) em ((1.4)), temos

Wy < Ol + Cllullasey < Cllulnse,
Assim,
lullfyeny < Nullfo@y+ Cllullyisg < lullipg) + Cllulliping < Cllullis g
(V)
isto é,

[ullwsr() < Cllullwir),

onde a constante C' = C(n, s, p) é possivelmente diferente em cada passo acima e a prova
de que pelo menos a tltima é maior do que, ou igual a um, é semelhante a que fizemos
na proposicao anterior. Em particular, se ||u|lw1r) < 0o entao |jullws»@) < 0o, ou
seja, WHP(Q2) C W*P(2) como queriamos. O

A diferenca entre as demonstracoes destas duas proposicoes consiste de fato em
estimar a segunda integral dupla em (|1.4) pois, na Proposigao ela foi majorada
pela seminorma de Gagliardo em W#* porém, na Proposicao temos s = 1e a

seminorma nao estd definida para W7,

Observacao 1.1. Voltemos a defini¢ao do espago W*P?(Q2). A Defini¢ao nao pode
ser simplesmente estendida para o caso s > 1 pois, se supormos por exemplo {2 conexo
e limitado o espago W*P(Q2) se reduziria a um espago de fungdes constantes. Para

verificar este fato usaremos o lema a seguir, o qual pode ser encontrado em [5].

Lema 1.2. [5, Proposicao 2| Sejam © C R™ um subconjunto aberto conexo de R™ e

12



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

1 < p < oo. Entao qualquer fungao mensuravel v : {2 — R tal que

//Iu‘x_ i ¥ dedy < oo (1.10)

¢é constante.

Agora voltando para o problema acima, seja €2 C R™ um subconjunto aberto de R™
conexo e limitado. Suponha que a Definicao possa ser simplesmente estendida para

o0 caso em que s = 1. Assim, dada uma funcao u € WHP(Q) teriamos

butr) — )l ¢ 1 g
[z —yl»
e portanto, pelo Lema W1P(Q) seria um espago de fungoes constantes. Agora
suponha que tal definigdo faga sentido para o caso em que s > 1. Dada u € W*P(Q)

teriamos

isto equivale a dizer que,

R
QJQ '

o=
Usando este fato vamos provar (1.10]). Sabemos que

)P
// [ulz n+p‘ dxdy // [u(z) - n(ﬂ?)l dzdy
|517 — Qn{|z—y|>1} |z —yl

[u(z) —u(y)?
—\x— e dxdy.

(1.11)

Q Jan{|lz—y|<1}

Agora vamos provar que as integrais duplas a direita da igualdade em ([1.11)) s@o finitas.
Primeiramente observe que como s > 1 temos n+sp > n+p. Assim, quando |z—y| < 1

temos |z — y|" T < |z — y|"*P e portanto,

p _ p
// hu(z) = ﬂﬁd@</ @) = w4y < 0o, (112)
Qn{la—yl<1} T —y["P oo |z —y[rte

Por outro lado, quando |z — y| > 1 temos

p
// Julz) = (+>| dx dyg// lu(x) — u(y)|Pdedy. (1.13)
onflz—y>1} T —y["rP Q Jon{|z—y[>1}

13
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Usando o Teorema e o fato de que § é limitado temos

L[ ) —uwbdety <2 [ [ (@ + Ju)P) dedy
Q Jan{|jz—y|>1} Q Jan{|z—y|>1}
[ [u@pdsay 2t [ jaasdy
QJQ QJQ
= QP_IHUHip(Q)‘Ql + 2Pl 0y 12

= 2|lul[} )| < 0.

Substituindo em ([1.13]) concluimos que

P
// [ulz) - n(+)| dzdy < oo.
Qn{|lz—y|>1} |z — y|mte

Assim, substituindo essa informacao juntamente com (|1.12)) em ((1.11]), obtemos ({1.10]).
Dai, pelo Lema o espago W*P()) teria apenas fungoes contantes, como afirmamos
na Observacao 1.1}

Como queremos definir W*P(Q2) para um subconjunto aberto qualquer 2 C R"
conforme vimos néo faz sentido simplesmente estender a Definigdo [1.3] Agora vamos

definir o espago W*P(Q2) para s > 1 nao inteiro.

Definigao 1.5. Sejam p € [1,+00) e  C R™ um subconjunto aberto de R™. Seja
s > 1 um nimero nao inteiro tal que s =m + o0 com m € N e o € (0,1). Definimos o

espaco de Sobolev fracionario por
WeP(Q) = {u € W™P(Q); D € WIP(Q) com |a| =m} .

E este é um espacgo de Banach com a norma

3 =

lallwr@ = | Nulfymn@ + D 1D Ulyony | - (1.14)

laj=m

O proximo resultado estabelece uma relagao de inclusao entre os espacos de Sobolev

. s . / ~ ~ . .
fracionarios W*? e W* P quando s, s > 1 sao ndo inteiros.

Corolario 1.1. Sejam p € [1,+00), 5,58 > 1 com s’ > s e Q um dominio de classe C*!

com fronteira limitada. Entao
WP (Q) C WP(Q).

Demonstragao. Sejam s =m+oe s =m'+ 0 comm,m € Neo,o' € (0,1). Tome

14
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u € W*P(Q). Pela Definicao [1.5 temos
u € WmP(Q) e D € WP(Q) onde |a| = m'.

Como s > s, temos duas possibilidades:

1) m’ =m. Como s’ =m' 4+ 0’ > s =m + o devemos ter 0/ > 0. Assim,
ue WmP(Q) e D" € WPP(Q) onde |a| =m

pois, W™P(Q) = W™P(Q) e pela Proposicao tem-se W7'P(Q) C WoP(Q).
Portanto, W*'?(Q) C W*P(Q).
2) m’ > m + 1. Neste caso decorre direto das Definigoes e que

WeP(Q) C W™P(Q) C WmHP(Q).
Portanto, basta provar que
WP (Q) C WHP(Q). (1.15)

Para isso, observe que pela Definigao temos W™mHhP(Q) C W™P(Q)). Assim resta
verificar que D € WP(Q) com |a|] = m. Com efeito, se v € W™TP(Q) entdo
u € LP(Q) e D*u € LP(Q) para || < m + 1. Isso garante em particular, que
Dy € WhP(Q) sempre que |a| < m. Como o € (0,1) e Q é de classe C%!' pela
Proposicao [1.2] temos WP(Q) C WoP(Q) portanto, D € WP(Q) quando |a| = m.
Assim u € W#P(Q). Isso prova e conclui a demonstragao. O

A seguir enunciaremos sem prova um teorema que serd muito ttil no decorrer
deste trabalho. Sua demonstracao pode ser encontrada no artigo [I0] cujo objetivo

é justamente provar tal resultado.

Teorema 1.5. [10, Teorema 2] Para todo s > 0, o espago C$°(R™) das fungéoes suaves

com suporte compacto € denso em W*P(R").

Seja W3P(€2) o fecho do conjunto C§°(2) na norma || - |[wer(q) definida em (1.14]).
Decorre do Teorema [1.5] que

Wo*(R") = W*P(R")

mas, em geral dado 2 C R™ temos W*P(Q)) # WiP(Q2). Em outras palavras, C§°(Q)

nao é denso em W*P(Q2). Além disso, as mesmas inclusoes provadas nas Proposigoes

e e no Corolério sao vélidas para os espagos Wi* ().

15
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1.3 O espaco H’ e o operador Laplaciano fracionario

Nesta secao focaremos no caso em que p = 2. Este é um caso importante uma
vez que W2(R™) e WJ*(R") sdo espacos de Hilbert. Tais espacos sio usualmente
denotados por H*(R™) e H§(R") respectivamente. Iniciaremos definindo o espago de
Schwartz . e o operador Laplaciano fracionario (—A)*(u) com s € (0,1) e u € .&.

Dados a € {0} UN" e x = (x4, ..., z,,) € R™ denotamos

lal i =a1+as+ -+ a,, ¥ :=az3? a0 e 0¥ =0 0052 000",

Definigao 1.6. O espago de Schwartz .7 (R") ou das fungoes rapidamente decrescentes

é a colegao das fungoes f: R™ — C tais que f € C*(R") e

1 £llays = sup |220° ()] < oo,

rER™
para quaisquer multi-indices «, (.

Isto é, as fungdes de .’(R™) tendem mais rapido a zero do que o inverso de qualquer

polinémio, quando |z| — oo. A topologia desse espago é gerada pelas seminormas,

pn(p) = sup (1+[z))V > [D(x)], N =0,1,2,..

TER™ la|<N
onde ¢ € ./(R").

Definigao 1.7. Definimos o operador Laplaciano fraciondrio (—A)* : ¥ — L*(R")
por

(=A)u(z) =C(n,s)P.V. / %dy (
1.16
@) = uly) y vy e R, )

n

:=C(n,s) lim

=07 Jpe(a) [T —y["H?

onde B¢(z) = R™\B.(z), e a constante C' é dada por

C(n, s) = (/ %Offs@dg) _1, (1.17)

sendo ¢ = ({1, (2, , () € P.V. é uma abreviagao para “valor principal”.

Vejamos que o limite dado em (|1.16)) existe para todo s € (0, %) De fato, seja

u € .. Sabemos que

u(z) = u(y)] < u(@)] + Ju(y)] < llullo +[lullo = 2|ullec Va,y € R™.

16
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Além disso, como |Vu| é uma fungao limitada temos que w ¢ lipschitziana, donde
lu(z) —u(y)| < Clz —yl|. Entdo

ulx) —u T — 1
[t se [t [
rr |7 — Y Bi@) |7 — Yl Bé@) 1T — Y|

1 1
S Y 1
( Bi(w) [T =yt Be(a) |7 — y[n Tt

Como s > 0 pelo Teorema a integral

1
_
/Bf(z) |z — y[n s

é sempre finita. Porém, pelo mesmo teorema a integral

1
—dy
/Bl(a:) |.T _ y|n+2$—1

é finita se, e somente se, s € (0,1). Ou seja, a funcio (u(z) — u(y))/|z — y|"F2=D

pertence a L'(R") quando s € ((), %) Porém, nao podemos afirmar o mesmo quando

s € [%, 1) c (0,1) pois, |z — y|~ ™27V nao é integravel na vizinhanca da origem.
Agora vamos reescrever o operador Laplaciano fracionario de forma que esteja bem

definido para todo s € (0,1).

Lema 1.3. Sejam s € (0,1) e (—A)® o operador Laplaciano fraciondrio visto na

Definic¢ao 1.7 Entao para toda funcao u € .%

(—A)°u(z) = —%C’(n, s)/n uz+y) +|ZT;E+; y) = 2u(x)dy, Ve € R".

Demonstracao. Usando a Definicao e fazendo a mudanca de varidvel z = y — z,

temos
(=A)’u(x) = —C(n,s) lim Md(y
0% J pe(a) |z — y|nt2s (1.18)
= —C(n,s) lim uz+ x>+; u<x)dz
e—0t Be(0) |Z’n $
Além disso, fazendo Z = —z no ultimo termo da igualdade temos
/ u(zr + z)J; u(z) gy — / u(x —~2)+; u(x) .
Be(0) | 2|+ Be(0) |Z|n+2s
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Agora para simplificar tomemos Z = z. Assim,

2/Bg(o) u(x + 2) — u(m)dz _ /Bg(o) u(x +z) — u(a:)dz

‘Z|n+23 |Z|n+25

N /C(O) u(z —z) — u(q:)dz

|Z’n+2s

B / u(x + z) +u(x — 2) — 2u(x)dz
Be(0) ’Z’n+23 '

Substituindo essa informagao em (|1.18)) e fazendo y = z, temos

u(r +y) +u(r —y) — 2u(r)
|y|t2s

dy.

n

(—A)u(z) = —%O(n, 9PV, /

Resta verificar que é desnecessario escrever “P.V.”, isto é, que a integral acima é finita.

De fato, pela Formula de Taylor com Resto de Lagrange tomando y préximo da origem

temos
u(z +y) = u(@) + Vu(z)y + r(z)(y)
u(z —y) = u(z) — Vu(z)y +r(z)(-y),
onde

r(z)(y) = %D%(x +0y) -y = %(y, H(x +0y)y),

0 € (0,1) e H(x) é a matriz hessiana de v em x. Assim,

u(z +y) + ulr —y) = 2u(z)| = |r(z)(y) + r(z)(=y)|

1 1
= §D2u(x + 0y)y* + §D2u(x — Oy)y?

1
<5 [[D%ulz +0y)] [yl + [D*ulz — 0y)]| [y]°]
< ||| Iy P

Donde

(@ +y) + ulz —y) = 2u(x)| _ [[D?u],
|y‘n+2s = |y|n+2372'

Dai, tomando 6 > 0 suficientemente pequeno temos

lu(z +y) + ulz — y) — 2u(z)| |1 D%ul|
n+2s dy < n+2s—2
Bjs(0) |yl Bj;(0) Y|

1
<[l | gy <o
8
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E desde que u € .¥ temos que u € L. Logo,

[ Merprieoy o,
B§(0)

‘y’n+2$

Portanto, dessas duas tultimas estimativas obtidas acima, segue que

dy < oo.

/ u(z +y) + ulz —y) = 2u(z)]

‘y’n+23

Assim, de fato podemos escrever simplesmente

(—A)u(z) = —%C’(n7 s) /n u(z +y) ~|—|ZTZC+; y) — 2u(x)dy’

como queriamos. O

Uma abordagem via transformada de Fourier

Nesta subsecao definiremos o espaco H® por meio da transformada de Fourier e
provaremos que quando s € (0, 1) esta definigdo coincide com aquela que foi dada por
meio da seminorma de Gagliardo. Veremos também a relagao do operador Laplaciano
fracionario com a transformada de Fourier e faremos um resultado sobre o traco das

funcoes do espaco de Sobolev fraciondrio.

Definigao 1.8. Para cada ¢ € ¥ (R"™) definimos a transformada de Fourier de ¢
F S (R") - Z(R") por

Fp&) = (2;)3 /n e 7 p(x)da,

onde r = (21, ..., 7,),§ = (&1,..,&) € R e - =37 | x;§; é o produto interno usual
do R™.

De acordo com [0, Teorema 2.5] a aplicagao .# : . (R") — . (R™) é um isomorfismo

com inversa

1 .
ﬂ_lgo(x) = (27r)% / e’g'””go({’)d{’ Vr € R", Vo € Z(R").
E vale ainda a inversao
1 &x g n

conforme [6, Teorema 2.4].
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Agora vamos definir de forma alternativa o espago H*(R") = W*%*(R") via

transformada de Fourier da seguinte forma,

~

H*(R™) = {u € L*(R™); / (1+ 1) [ Fu(O))Pde < oo} : (1.19)

Observe que diferentemente da defini¢ao via seminorma de Gagliardo, essa defini¢ao
faz sentido para s > 1.
O proéximo resultado estabelece uma relagao entre o operador Laplaciano fracionério

e a transformada de Fourier.

Proposigao 1.3. Sejam s € (0,1), u € % e (-A)* : ¥ — L*(R") o operador

Laplaciano fracionario visto na Definigao 1.7 Entao
(=A) u=F""(|¢*(Fu)) VE R (1.20)

Demonstracao. Iniciemos definindo

L o [ M ty) +ule—y) - 2u(x)
Zu(z) = =5C(n, )/n R dy.

com C(n,s) como em ([1.17). Observe que £ é um operador linear. De fato, dados
u,ve S eleC,

L+ o) (2) = —10(7%5)/” (u+ )z +y) + (u+ )z —y) —2(u+ )\v)(x)dy

2 |y|n+25
1 u(r +y) + u(x —y) — 2u(x)
=—=C(n,s / d
( ) " |y|n+25 Y
A v(z+y) +v(z—y) —20(z)
20(71,, S)/n |y’n+23 dy

= ZLu(x) + \Lv(x).

Estamos procurando uma fungao S : R® — R que satisfaca Zu = .7 1(S(Fu)), isto

é, S(Fu) = F(ZLu) e na verdade queremos provar que
S() = [¢f>. (L21)

Afirmacgao 1.1. Para cada u € . temos

lu(z +y) +u(z —y) — 2u(w)|
|y |2

c L'(R™ x R™).
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Com efeito,

lu(z +y) + u(z — y) — 2u(z)|
|y |2

= XB.0) W)y s |D*u| + xpeo) () [u(@ + y) + ulz — y) — 2u(z)||y| ">
1(x

<C (Xm0 W)W 20+ 2" 4+ xpeo) (W) ulz + y) + ulz —y) — 2u(z)||y] ).

Isto implica que

/ / u(x +y) +u(x—y)—2u(m)|dxdy

|y |+2s

_ 2 —y—2
:/ |ux+y+u:v+2 y) — 2u(x) dxdy—i—/ lu(x + 1) +U(+2 Y) u(x)|dxdy
B(0) JR" |y|nt2s B0)JR" |y|nr2s
-2
g/ | |2 n—28 1 4 |x|n+1 ldl‘dy—i-/ |u ZL“—}-y +u(l‘+28 y) u<x>|dxdy
B (0)JR" (0)Jr |y
1 —y)—2
_/ — 2/ o dxdy —i—/ |u (z+y) —|—u(a7+2 y) u(x)|d$dy.
B Y72 Joa L+ 2|7 c(0)JRn |y|n+2s

Agora resta estimar essas duas integrais duplas. Para isso observe que

1 1
dxd
/&(0) |y|rt2s—2 /R" L [t 7Y

1 1 1
g/ —/ 1d:de+/ —/ ——dxdy < o0,
B [YI"™*7% /B0 Be(o) [y 22 N

em virtude do Teorema [A.6] Para majorar a outra integral dupla, note que

u(z +y) +ulr —y) —2u(@)| _ [u(z +y)| +[u(z — y)| + 2[u(z)]
|y |2 h |y |2 '

Unindo essa desigualdade ao Teorema e lembrando que u € ., obtemos

—y) =2
/ / u(z +y) +|u|(:r+2 Y) u(:v)|d$dy
c n y|nt2s

\/ |y|n+2s/ lu( :1:+y)|dxdy—|—/Bc(0) |y|n+25/ lu(z — y)|dzdy
+2/B(0) —]y\”“S/R |u(z)|dzdy < oo.

Isso prova a Afirmacao Desse modo podemos usar o Teorema de Fubini (ver

21



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

Teorema [B.4)) e obter

SEFul) = FLUE) = g [ Lula)a
1 / —m/ (r+y) +ulw—y) = 2ux) ) 0

n S
(27T 2 2 ‘y’n+23

1 —15T
= 00 / L ¢ ) e —y) ~2ute)dody

—_1 n. s ((x‘i“y)‘f‘u(ff—y)—?u(x))
= ¢ )/n [y[+2s dy. (1.22)

Afirmacao 1.2.

/ Flule+y) tulz—y) = @), / e 2 e,

|y|n+2s |y|n+25

De fato,

e’V e Y — 2 ey 4 eV — 2 1 :
dy(Fu)(&) = / dy / e Ty (x)dx
/ n T = [ S [ e

|y|n+2$

8V 478y 9
—i&-x
% /n /n = e~ u(x)dxdy

(2%)% / =R /Rn (eig'(y Du(z) + e EWy(z) — 2e’i£'(””)u(x)) dxdy.

NE

Fazendo z = o —y e Z = x 4+ y obtemos

£y —i§y _
| a0

‘y|n+2s

- (271)’; /Rn |y|j+25 </n e (y+z)dz+/n —itE (5 )dz)d

1 1 it
+(27r) /]R |y|”+25/R —2¢7% u(z)dzdy.

Agora voltando para a varidvel z vemos que

i€y —ify _ 9
| a0

|y|t2s
1
zfx
(2%3/ \y!””s/gn (u(z+y)+u(z—y)—2u(z))dxdy

/ 25 (92 / T (u(zty) Hu(r—y) —2u(x)) dedy
' [y 2 Jrn

(2m)
:/ ((w+y)+U(ﬂf—y)—2U( ))dy
n |y|mt2s '

0[3
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

Isso prova a Afirmacao [I.2] Substituindo este resultado em (1.22)) e usando o fato de
que €Y + 7Y = 2cos(€ - y), temos

ey 4 =iy _
SEO(Fu(e) = —5C(ns) | ()

= —3C0ns) [ 2200

2 |2
1 — cos(€ -
— Cn, s) / W@(ﬁu)(@. (1.23)
Assim, é suficiente provar que
1 —cos(€ - y) €1
—dy = ——. 1.24
L= 20

Para isso veja que se ¢ = ({1, ..., () € R™ estd préximo da origem, entao

_ 2
1 coi561) < ‘Cl‘+2 < +12 -2
e S [ S e

Portanto, pelo Teorema garantimos que

1— 1
/ ﬁ%gf)dg ¢ finita e positiva.

Agora considere a funcao I : R” — R definida por

I(¢) = /n L‘Mdy_

|y |+ 2

Afirmagao 1.3. [ é invariante por rotacao, isto é, I(£§) = I(|¢]e1) onde e; = (1, ...,0)

é o primeiro vetor da base canonica de R".

Com efeito, para n = 1 temos que e; = 1. Assim dado £ € R temos as duas
possibilidades a seguir:
1) Se [£| = £ entao a igualdade I(|¢]e;) = I(£) é imediata.

2) Se |¢] = —¢, lembrando que a fungao cosseno é par, segue que
L cosllely) [ 1= cos(~&9) [ 1 cos(&y)
(I€lex) () B |yt R |y|nt2s e |yt (€)

Agora para o caso em que n > 2, considere a rotagdo R para a qual R(|{|e;) = € e
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

denote por RT sua transposicao. Tomando 3§ = RTy temos

1) = / Locos€-y), _ / L= cos(R(€ler) -9)

[y 2 [y 2
_ /n 1— cos(|(|yg’Lilz))s. (RTy))dy _ /n 1— CC)|Z<’§1|§2|f1) - 7) 4 = I(lElen).
Isso prova a Afirmacao Assim, fazendo ¢ = |€|y obtemos
|y =10 = 1elen = [ =,
L[ Aol K L)

e Ao e = By

onde C(n,s) é a constante definida em ([1.17). Isso prova (|1.24). Substituindo essa
informacao em ([1.23]) temos a igualdade em (|1.21)) como queriamos. ]

A seguir provaremos que quando s € (0,1), definir o espagco H® através da

seminorma de Gagliardo é o mesmo que defini-lo via a transformada de Fourier.

Proposicao 1.4. Seja s € (0,1). Entdo o espago de Sobolev fraciondrio H*(R")
definido por meio da seminorma de Gagliardo coincide com H *(R™) definido através

da transformada de Fourier. Em particular, para toda funcao u € H*(R") temos

[Wtrs@ny = 2C(n,8)7" [ Jg*[Fu(€)lde, (1.25)

Rn
onde C(n, s) é a constante definida em (1.17)).

Demonstracao. Considerando z = x — y e usando a Férmula de Plancherel (ver
Apéndice B Teorema [B.10) temos

|u(z u(z +y) —uy)l?
Hs R™) /n /n — n+25 dl’dy . . |Z|”+25 dZdy

2

// ‘uz—l—y _u()‘dydz:/ u(z+-) —ul) .
n Jon ‘z|2+5 n |Z’5+s L2(R™)
2
_ / F (”<Z ) = “(')) dz. (1.26)
n |2[27+° L2(R™)

Observe que
}2

eig-z —1 1 P&z ar
/Rn }MWL%@'Q‘Z& = o /R (e — 1) Fu(€))” de.

Assim, seguindo de modo analogo ao que fizemos na Afirmacao na demonstragao
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

da proposicao anterior, temos que

/ P (u(z +) - u(-)>

Eh

ezfz_
. )dz—/n/n‘ = |yu( ) [2dgd>

— (1—cos(&-2)), .. )
2/n /n |2|mr2s | Fu(&)|*dzd¢

2 (1 —cos(§-2))
- Fu dzde.
2 [ (uior [ S .

Z|n+25

Usando ([1.24) na expressao acima, obtemos

o (uz+) —ul)
Ll (5=

2

d:=2 [ Clm,s) gL Fule) P

L2(R")

—20(n,5)" [ (eI Fule)Pde.

Substituindo essa informagao em ([1.26) temos a igualdade em (|1.25)). Agora para

provar a equivaléncia entre as definigoes relembre que

H*(R") = {u € L*(R™); [u] s (@ny < 00},

@) = {ue PE) [ 1+ Ig)Fu P < oo}

Sabemos ainda que dada uma fungao u € L*(R") pela Férmula de Plancherel

|7 u||L2 gny < 00. Daf usando (1.25)), temos

(W] e gny < 00 & - 1| Zu(€)*de < oo & Rn(l + €[ Fu(€)Pdg < oo.

Isso prova que defini¢es de H(R") e H*(R") de fato coincidem. O

A equivaléncia dos espacos H*(R") e H*(R") depende da Férmula de Plancherel
que por sua vez s6 ¢ valida para funcdes em L? pois, exceto quando p = ¢ = 2 nao é
possivel ir e vir de L” a L9 via a transformada de Fourier. Para mais informacoes sobre

isso veja [8] e suas referéncias.
Proposigao 1.5. Sejam s € (0,1) e u € H*(R™). Entao
_ s 112
[u]2H9(]R”) = 20(”7 3) ! H(_A)2uHL2(Rn) )

onde C(n, s) é a constante definida em ([1.17)).

Demonstracao. Pela Férmula de Plancherel e as Proposicoes [1.3] e [T.4] respectivamente,
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

2 s 2
|2y = NEF(F W) 72y
€17 | Ful? de

temos
=25 ul| 2 gy = |
JREEDIRS
Rn R"
1
= 50(7’% 3)[“]1%15(11@)
Dai
[u]?{S(R”) =2C(n, s) ' H(_A %UHLQ Rn
O

como queriamos
A partir da definicio de H*(R™) via transformada de Fourier vamos analisar os

tracos das fungoes do espago de Sobolev fracionario
Seja 2 C R”™ um aberto limitado com fronteira 02 continua. Denote por T

o operador traco, ou seja, o operador linear definido pela extensao uniformemente

continua do operador de restricao a 92 para fungdes em D((2), isto é, o espago das

(1.27)

fungdes C5°(IR™) restritas a ).
Sejam x = (2/,x,) € R" e u € .¥(R"). Denotamos por v € . (R"!) a restri¢ao de

u ao hiperplano z,, = 0, isto é
v(2') = u(a’,0) Vo' € R™!

(1.28)

/RfU(S’,fn)dém Ve e R™

A seguir provaremos que
para ambas as transformadas de

onde para simplificar, usamos o mesmo simbolo
1 —igl ! ’
= - e u(z’,0)d
(QW)T Rn—1

Fourier em n — 1 e n variaveis. Primeiro observe que
-1

1 el !
— / ey (") da!
2 Rn—1

(2m)"

Fu(¢)

1

/ e~ UE &) @ n)y (! 1 V' dndE
2m)2 Jgn

//eign'x"u(az’,xn)dxndén] dz’
RJR

Por outro lado

/R ul€€,)dE, = /R

n
2

1
2

/ 7Z£/ /
n—1
2 Rn—1

n— 1/ _25/ / 'T O)d
Rn—1

27r) 2

27r
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

onde na ultima igualdade usamos a transformada de Fourier de u e a transformada

inversa na ultima varidvel. Unindo essas duas informagoes temos (|1.28]).

Proposigao 1.6. Seja 3 < s < 1. Entdo toda fun¢ao v € H*(R") tem um trago
v no hiperplano {z, = 0} tal que, v € HS_%(R"”). Além disso, o operador traco

T : H5(R") — H*"3(R"1) é sobrejetivo.

Demonstra¢ao. Como . é denso em H?®(R™), para provar a primeira parte basta

mostrar que existe uma constante universal C' tal que para toda funcao u € ¥ e
para toda v definida como em ((1.27)) vale

< Cllu|

(] A 2 (R):

Usando desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais em ((1.28)), garantimos que

( / ﬁu(&',fndsnf

S

_ ([ OEEP)E ; 1.29
(L e 7ue i) 1 2
sd&n.

g/R(1+|§|) | Fu(€, &) dﬁn/RW

[ Fo())’

Fazendo uma mudanca de varidvel &, = t/1 + |¢/|?, onde ¢ é um nidmero real vemos

que d&, = /1 +|&'|2dt e

I+EP) =Q+ P+ =0+EP+21+1EP)”
(14 P51 + 25, (1.30)

Assim,

/R( L :/R VIHEP dt:4<l+\a'\2>5sdt

1+ [&1%) (14 1¢2)" (1 +22)° (1+12)° (1.31)

=(1+ \5’\2);_8/Rmdt = O(s) (1 +1€2)7 ",

com

1 1 1
Cs—/—sdt</—dt</ 1dt+/ Lt < o0,
&= LTy e aem ™ o T e

onde a finitude segue do Teorema uma vez que s > % e que nesse contexto estamos
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

considerando B; a bola de dimensao um. Substituindo (1.31)) em (|1.29) temos

N2
% < C(s) / (14 [€P)° | Fule &) e

Integrando com relacao a & € R" !, e usando a desigualdade vista logo apds o Teorema

no Apéndice [A] temos que
/12 s— d 1 / . 2d nd /
[ arigrrtzeira <o [ [avlerrizue g
o [ AP g Pdede
|5|28|ffu<s>|2df) |

R"

—c) [ 17uerds +
]Rn
Pela Proposigao e pela Formula de Plancherel temos que

C(s) ( LGS |f|281%<f>\2d5) = C(5) (|7 ullf e + i)
= C(s)ul}

Hs(Rn)-

Assim,

Hs(Rm)-

| areprizuera < ol

Por outro lado, usando novamente a Proposi¢ao [[.4 e a Férmula de Plancherel, segue

que

= [v]}

Hs—% (Rnfl)

_ 12(s=3) | gay (V|2 ¢! INPEPY,
e[ Pz [ e
—c [ @eprhEuer s [ 1zue)P

Rn—1 n—1

<20 [ ArgRHBON b

o g g + ol

Unindo isso a desigualdade obtida acima, temos

< Cllu|

(] A 1 (),

onde a constante C' = C(n, s, p) é possivelmente diferente em cada passo acima. Agora

mostraremos que o operador 71" é sobrejetivo. Para isso provaremos que para toda
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

v e H*~2(R™ ) a funcio u definida por

€n 1
Fu(€,€,) = Fu(ll)e , 1.32
o) =T iR ) VT er (132
com ¢ € C°(R) e [ @(t)dt =1, é tal que u € H*(R") e Tu = v. De fato, integrando a

expressao em 1} com respeito a &, € R e novamente fazendo a mudanca de variavel

& =ty/1 4 [&]? com t € R, temos

ar ! . ar ! é’n 1 —
/Rfu<f,5n>d5n—éfv<§>w<ng,P) Ve |70

Isso nos dé exatamente a igualdade em (|1.28]) e portanto, Tu = v. Assim, resta provar
que v € H*(R"). Observe que para todo & € R"™! a igualdade em (|1.32)) garante que

9
—
7y
SN—
S
—
~
N—
jol
~
I
)
w4
—~
7y
N—

[a+1er) 17ue 6P de

(1.33)
- / (1+1€P)° | Fu(e)]

1
1+ [¢']?

dg,.

o €n
V1t €

Considerando novamente a mudanga de variavel &, = t/1 + [£’|?, feita em 1) temos

(1+[€12)° = (14 |€'1%)*(1 + t?)*. Assim, para o lado direito de ([1.33)) segue que

2
2\S | groi (1|2 &n 1
/R(l—l—‘ﬂ) |JU(£)| ¢<m>| 1_|_|£/’2d£n
o 712\ S 2\s | g
_/R(H|§|) (1+ ) | Z0(&)P () ng,
= (L IER) TP IFUEN [ (14 ) el

=C(1+1EP) 170,

E ———/ 1+ |¢|?dt

onde C' = / (14 t*)° |o(t)|*dt. Substituindo em ([1.33)), obtemos
R

[ @16y 17 &) ey = (L+ €)1 Z 0
R
Agora integrando essa expressao com respeito a £ vemos que
| iy izuords=c [ (alel) T Isue P e
n Rn—l

Além disso, a observacao feita logo apés o Teorema no Apéndice [A] assegura que
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(1+ 1€ < (1+]¢P7?) ¢ lembrando também que (1+ [¢]*) < (1+]¢[%)",

temos

/ (14 6P | Fu(©)]? de < c/ (14 [€2E1/D) | Zo(e) de < oo
n Rn—1
onde a finitude decorre diretamente do fato de v € H*~'/2(R"~"). Com isso concluimos

que u € H*(R™), como queriamos provar. H

1.4 Extensao de funcoes de W*P(Q)) a fungoes de
Ws,p(Rn>

Sejam s € (0,1) e p € [1,00). Dizemos que um subconjunto aberto Q2 C R™ é um
dominio de extensao para W*P se existe uma constante positiva C' = C(n, p, s, ) tal
que, para cada fungdo u € W*P?(Q) existe u« € W*P(R") com u(x) = u(z) para todo
€ Qe |al|wsrmny < Cllullwsr@). Em geral, um aberto arbitrario nao é um dominio
de extensao para W*P. Em [I4] esse problema é abordado porém, considerando-se s
um ndmero inteiro, e [16] trabalha com o caso em que s = 1, p = 2 e n = 2. Agora
baseados em []] o nosso objetivo é provar que todo aberto Q C R™ de classe C%! com
fronteira limitada é um dominio de extensao para W*P antes disso provaremos alguns
resultados auxiliares.

A grosso modo, o lema a seguir garante que se uma fungao u € W*P(Q) se anula

numa vizinhanga da fronteira 02, entao é possivel estendé-la a uma fungao de Ws?(R™).

Lema 1.4. Sejam © um aberto em R™ e u uma fungao em W*?(Q2) com s € (0,1) e
p € [1,400). Se existe um subconjunto compacto K C € tal que u = 0 em Q \ K,

entao a extensao u definida por

Y

u(z) sex €
0 sex e R\ Q

pertence a W*P(R") e

[alwsr@n) < Cllullwsr@),
onde C' = C(n,p, s, )) é uma constante positiva.

Demonstrag¢ao. Seja u € W*P(Q)). Pela definicao da fungao @ temos que u € LP(R™).
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[a]svs,p(]gn) :/ Julz) — |pd dy +/ / —————dxdy
nJo T — |n+8p R JR\Q |1‘ - |"+Sp
[u(z) — u(y) / /
= ———"dxdy + ———dzd
/ Q|x—|ww R0 u—|mw ’

/ /Rn\Q 7= |n+spdxdy (1.34)

Agora provaremos que cada uma das trés integrais duplas a direita de ((1.34)) é finita.

Para a primeira integral ndao ha o que fazer pois, desde que u € W*?(Q)

— p
oy = [ [0 g,
QJQ

o =yl

Para a segunda, note que a hip6tese u = 0 em Q\ K garante que

y.
Jon st = [ o b

Agora fazendo z = min{|x —y|;x € K ey € R*\Q}, em virtude da compacidade de K
temos que existe € > 0 tal que |z| > €. Como n+ sp > n e u € LP(Q2) (em particular

u € LP(K)), segue que

1
//\Q P |n+spdyd:c /]u / |n+spdydx<oo

sendo assim, pelo Teorema de Tonelli (ver Apéndice [B] Teorema [B.5))

/n\Q/ 7= |n+spdxdy < 00

assim podemos usar o Teorema de Fubini (ver Apéndice[B] Teorema[B.4)) para assegurar

que

1
—————dxdy = // dyda:\/|u / dzdx
/R”\Q/ |z — |”+Sp B\Q |$ - |"+8p Be 2| P

= CHU’”LP(Q)

Analogamente, a terceira integral é finita e satisfaz

()P p
[ Lo ety < Cloto,
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Portanto, a seminorma em ([1.34)) é tal que

[u]’;[/svp(Rn) < [u ]Wsp @ T 2C||UHLP(Q < Clu ]WSP(Q)

Finalmente, pela construgao da funcao @ temos ||| Lorn) = ||| Lr(q). Assim,
[[lwsr@ny < Cllullwsr@),

onde a constante positiva C' = C(n, s, p, 2) é possivelmente diferente em cada passo
acima. E com isso temos também que u € W*P(R"), como queriamos provar. O

O lema a seguir trata de mais um caso de extensao de fungoes.

Lema 1.5. Seja €2 um aberto em R", simétrico com relacao a coordenada x,,. Considere
os conjuntos Q, = {z € Q;x, >0} e Q- ={z € Az, <0}. Sejau € WP (Q, ), com
s€(0,1) ep € [1,+00). Defina

u(z',x,) sex, =0
(z) = , :

u(x', —x,) sex, <0
Entao ©w e W*P(Q2) e

|l wsw) < 4lullwsr@,)-

Demonstracao. Seja u € W*P(§1,). Pela simetria de 2 em rela¢ao a coordenada z,

temos

[l = [l )Pt [ '~

e - (1.35)
_ 2/Q u(e!, 2Pz = 2l < 5,
+

isso prova que u € LP(2). Além disso,
_— _ [a(z) —uly)l”
= ], W‘*ﬂd@

)P u(y)l”
//Q+ ‘ZL‘— ‘n+8p ey 0 d + - ’23— ’nJrsp dydl‘
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Observe que

u(y)P
——=" dxd
//m |~’U— |"+S” e
/ / [utz) = 2w )4y / / [atz) W), g
+ Y
o, Ja, |I—y|”+5p Q. |9U—?/|"+Sp

— U y ) _yn)lp
WSp (©24) +/ /S;Jr |x_ |n+sp dzdy

= 2ful;

Wep(Qy)

Analogamente,

)lpd dx = 2[u]?)
e S e = 2

Assim, [U]fy.,q) = 4uljyerq, ). Unindo essa informagao a (|1.35) temos

HﬂH’V’Vs,p(g = ullZo) + Wlyer) = 2lullnq,) + 4uliyerq,)

(HUHLP(QJr) + [U]Ws,p(ﬂ+)) =4 ||u||wsp Q)"

De onde,

[@llwsn) < 4llullwsr,) < oo

Além disso, como u € LP(Q), concluimos que uw € W?#P(), como querfamos

demonstrar. O

Em suma, o lema a seguir garante que se u € W*P(Q)) entao o produto de u por

uma func¢ao lipischitziana limitada entre zero e um, também pertence a W*P(().

Lema 1.6. Sejam € um aberto em R", s € (0,1) e p € [1,400). Sejam u € W*P(Q2) e
Y € C¥HQ) com 0< ¢ < 1. Entao Yu € W(Q) e

[Yullwsr) < Cllullwsr@),
onde C' = C(n,p,s, Q).
Demonstragao. Primeiro observe que como |¢| < 1, vale
[PullLr@) < [lull e

Por outro lado, somando e subtraindo o fator ¢(z)u(y) e usando o Teorema [A.4]
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obtemos

77[] p
[Wultyen @ //' |x_y|n£8p) U ey
// ¢ (= Py)uly) + v(@)uly) —v@u@)l” ,

o =yl

<o (/Q/QW ‘x_y‘ﬁfzu@)'pdmdﬁfg/Qlw(x)ﬁiy)_;,ﬂgﬁu(y)|pd$dy>-

(1.36)

Como por hipétese |¢| < 1, temos

it s

Substituindo em (|1.36)), obtemos

[Wulfyeniy <2777 (/Q Q‘“l;)_ I”<+S”| dxdy +// [uly ’!xW— ’nHP( y) d:cdy).
(1.37)

Agora trabalharemos com as duas integrais em ([1.37)). Para a primeira temos que

/ Md dy = [u ]WSP(Q) (1.38)
QJQ

o=yl

Para a segunda, observe primeiramente que

u(y) PP (x) — ¢ (y)l”
// |x_y|n+sp dl’dy

p p p
[ MOPROl,, ] PR r,,
o {jz—yk1} |z — y|mtep N {lz—y1} |z — y|"tep

Agora note que como ¥ € C%(Q), vale | (z) — ¥(y)|P < NP|z — y|P e desde que
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

0 < ¢ <1 temos |[(x) —¥(y)| < 1. Assim,

p p p
[] PNVt | O T R
N {lz—yl<1} |z — y|rter o {lz—yP1} |517— |tsp
P _ p p
<M// MLN|+MM@+// OV,
N {|z—yl<1} |x—y|" P N{lo—y1} [T — Y[ TP

o _ n+p(s 1) ray + U, _ oy|n+sp ray
Q Jan{jz—y|<1} |z — | Qn{|lz—y|>1} lz —yl

= Cllullpq

pois, n + p(s — 1) < n e n+ sp > n. Isso implica que,

lu(y)|Plo(z) — ¥(y) P )
LA g W S Cllelizg

Usando essa informagcao juntamente com (|1.38) em (1.37)), concluimos que

ey <27 ([Wfyeney + Cllulloge )

€ como H@Z)UHLP(Q) < ||U||Lp(Q), segue que

[ty < 2" ([Wlinoy + Cllullngey ) + Nlaay < Cllullyne,

Portanto,

|Yullwsr) < Cllullwsr@),

onde a constante C' = C'(n, s, p, ) é possivelmente diferente em cada passo acima. [

Agora de posse destes lemas, podemos provar o principal resultado desta secao, o
qual garante que todo subconjunto 2 C R™ aberto de classe C%! com fronteira limitada,

¢ um dominio de extensao para W*P.

Teorema 1.6. Sejam p € [1,+00), s € (0,1) e Q@ C R™ um conjunto aberto de classe
C% com fronteira limitada. Entao W*P(Q) estd continuamente imerso em WP(R™),

isto €, para cada uw € WP (Q) existe u € W*P(R") tal que alo=u e

|l wsw@ny < Cllullwsr),

onde C'= C(n,p,s, Q).

Demonstracao. Desde que 2 C R™ é de classe C%!, temos pela Definicao que

para cada ponto xy € Jf) existe uma bola B = B,.(zy) com r > 0 e um isomorfismo

35



1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

T : Q — B satisfazendo i),ii) e iii) da referida definicaio. Como por hipdtese o
conjunto 0N é limitado (e é fechado) é também compacto logo, é possivel encontrar
um numero finito de bolas B; de modo que 02 C Ule Bj e assim podemos escrever
R" = U?:l B; U (R™\09). Associada a esta cobertura existe uma partigdo da unidade,
isto é, existem k + 1 fungoes suaves 1y, ..., ¥, de R™ em R tais que supp(iy) C R™\0Q

e supp(vp;) C Bj para todo j € {1,....,k}, com 0 < ¢); < 1 para todo j € {0,....k} e
k

Z ¢; = 1. Claro que para toda funcdo u € W*P(Q) vale
=0

k k
UIUZ%:U(%‘F“"F%):U%‘i""-i‘m/%zzuwj-
j=1 Jj=0

Em virtude do Lema temos que You € W*P(Q2). Como supp(1y) C R™\0S2, segue
que You = 0 numa vizinhanca de 02 e assim pelo Lema podemos estender Yyu

para todo R" da seguinte forma

— ) You(z) sex €
boule) = { 0 sex € RN

com @//J;a € W#P(R"). Em virtude dos Lemas e temos respectivamente
||77ZJOU||Ws,p(Rn) S C||77ZJQU||WS,p(Q) S OHU“Ws,p(Q), (139)

onde a constante C' = C(n,s,p, 2) é possivelmente diferente em cada passo acima.
Agora faremos para cada ¢;u com j € {1, ..., k} algo andlogo ao que acabamos de fazer

para You. Para cada j € {1,...,k} considere a restricao u|p,nq € a funcao

0;(y) = u(Tj(y)) para todo y € Qs

onde 7T} : Q — Bj ¢ um isomorfismo como na Definicao cuja existéncia é garantida
porque 2 é de classe C%'. A seguir provaremos que v; € W*P(Q.). De fato, decorre
da definicao de v; que v; € LP(Q ). Resta provar que a seminorma [v;lys»(q,) ¢ finita.

Fazendo a mudanga de varidvel z = T;(Z) segue que

U / / |U] |pd d~ / / U(T<~))| d d~
i@ = Q+ Jay |90— |"+S” Q+ /s ‘x_ glreer

’“ ( )P
/Bm/Bm 1T-1( R det(T Ydxdy.
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

Pelo item i) da Defini¢ao a funcao T é bi-lipschitziana, isto é, lipschitziana com

inversa T~! lipschitziana. Assim,
[ T(T~ () = T(T~ ()| < CIT7H(2) = T (y)],
donde

CHz —y| < |T ) — T (y)],

em que C' é a constante de lipschitz. Substituindo na expressao acima obtemos

u(y)
[Uj]g[/sp /BHQ/BHQ |x_ |n+sp d d O[ ]I‘;/s’p(Bij) < oo, (140)

onde a finitude deve-se ao fato de que u € W*P(Q). Assim, v; € W*P((Q);). Dai pelo
Lema podemos estender a funcao v; para todo () de modo que a sua extensao v;

pertenca a W*P(Q) e

[5llwer@) < Cllvjllwsr@y).

Definimos entao a funcao
w;(x) :==v;(T; () Vz € B;.

Como T' ¢ Lipschitziana, repetindo o argumento acima, segue que cada w; € W*P(B;).

Note que w; = u (e consequentemente ;w; = 1;u) em B; NS De fato
wj(z) = 75(T; ' (2)) = 75(Z) = v;(%) = w(T(Z)) = u(z) Vo€ BN

Por definicao cada v; tem suporte compacto em B; e portanto, como foi feito para

—_~—

You podemos considerar ¥;w; a extensao da fungao 1;w; para todo o R", de modo que
'Q/ZJ]‘\UJ/]‘ € W#P(R") para cada j € {1,...,k}. Além disso, pelos Lemas e e a
desigualdade em ([1.40)), temos para todo j € {1, ..., k}

[h5w;llwsw@ny < CllYjwillwsrs,) < Cllwjllwsei;) < ClT5llwsr@) < Cllvjllwsrqy)

<
< Cllvjllwses)) < ullwsr@ns;) < [|ullwsr@), (1.41)

onde C' = C(n, s, p,2) é uma constante positiva possivelmente diferente em cada passo

acima. Finalmente seja
k
u = Pou + E Yjw;,
Jj=1

uma extensao de u para todo o R™. Por construgao, u € LP(R™). Observe que u|g = u.
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1. Os espagos de Sobolev fracionérios e o operador Laplaciano

De fato, se x € 2N B;, entao

k
u(x) = Pou(r) + Z % = You(z) + Z Yjw;(x 1/}0“ x) + Z¢jwj(x> = u(x),
j=1

ese x € Q\Bj, entao ¢;(x) =0 V j=1,...,k pois supp(v);) C Bj. Assim,
k
() = dou(z) + Z Vi () = o(w)u(@) + Y y(@)wy(x) = vo(z)u(x) = u(x),

j=1

k
pois, para todo x € R™ deve ocorrer 1 = Z Y;(z) = 1Po(x). Para finalizar observe que

=0
combinando ([1.39)) com ([1.41]) obtemos

k k
[llwsr@ny = lou+ Y bywjllwes@n < lYotllwsr@n + Y It5w;lwern
j=1 j=1
< Cllullwer@) + Ckllullwsr@) < Cllullwsr@),

onde a constante C' = C(n, s, p, 2) é possivelmente diferente em cada passo acima. Isso

prova também que u € W*?(R") como queriamos. O

Corolario 1.2. Sejam p € [1,+00), s € (0,1) e Q um subconjunto aberto de R™ de
classe C%! com fronteira limitada. Entao para cada u € W*P(Q), existe uma sequéncia

(ug)ren em C§°(R™) tal que ug|q — u quando k — +o00 em W*P(Q), isto &,
kEI—Poo | — wl|wsr) = 0.

Demonstragao. Dada uma funcdo u € W*P(Q) pelo teorema anterior existe uma
extensdo u de u tal que u € WP(R"), Ulo = u e |[tllwsr@n) < Cllullwsr) com
C = C(n,s,p,2) uma constante positiva. De acordo com o Teorema 0 espago
C°(R™) é denso em W*P(R™) logo, existe uma sequéncia (uy)reny em C5°(R™) tal que

ur — u quando k — oo em WHP(R™). Assim, uy = uy|q € WHP(Q) e
l|ur, — UHZ;VS,p(Q) = [Juy — a||11.jvs,p(g) < luk — a“};VS,p(Rn) — 0.

Portanto, ug|q — u em W*P(Q) quando k — +oo. O

38



Capitulo 2

Resultados de imersao e
regularidade em W*P(Q))

Este capitulo esta dividido em trés segoes. Na primeira tratamos de resultados de
imersoes continuas, na segunda de imersoes compactas e na terceira discutimos sobre

regularidade de Holder para fungoes nos espagos de Sobolev fracionarios W*P(€2).

2.1 Imersoes continuas

Essa secao é composta por quatro lemas técnicos e quatro teoremas que garantem
resultados de imersoes continuas dos espagos W*P(€2) em L?(2) sob certas condigoes
para ) e g. O primeiro lema é 1til na demonstragao do terceiro, e os demais sao usados
na prova do teorema principal desta secao, que por sua vez serd 1util na demonstracao

dos demais.

Lema 2.1. Fixe x € R". Sejam p € [1,+o0), s € (0,1) e E C R" um conjunto

mensuravel de medida finita. Entao existe C' = C(n, s,p) > 0 tal que

d —sp
| == aE,

=y

Demonstracao. Seja

onde w,_; é a medida de Lebesgue da esfera unitaria em R"™. Sabemos que se
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

z,y € By(x) entdo |z —y| < p. Assim,

/ Ay / Ay / Ay
el =yl Jpenp,@) [T = Y™ Jpenpo) T — y|m P
d d
> / A / S —
BenBy(x) PP Jpenpe) [© — Y[
1 d
- n+s / dy+/ yn+s
PP JBenB,(x) EeNBS(a ) |7 —y|rep

_|EnB@) [ a
I S e

1 ,
Como p = (|E|/wy—1)™ temos, |B,(x)| = wp_1p" = wyp_1(|E|/wn-1) = |E|. Dal,

By(2)| = (BN B,(2))|

|E°0 By(2)] = |B,(2)\(E N By())] = |
| = [(EA(EN By(2))] = [By(x) N E.

= [E| = |(E N By(z))

Substituindo na expressao acima, temos

dy |B,(x)° N E| dy
n+s > n+s + n+s
pe |7 — y|mtep prTer E°NBS(x) |z — y|n TP

dy dy
- n+sp + n+sp’
<(z)NE P E°NBg(x) [z — |

Agora observe que se 7,y € By(r), entdao p < |r — y|. Assim,

d d d d
/ n-l:—ys +/ yn-i—s 2/ yn—i—s +/ yn—i—s
Be@ne PP Jpeape) (€ = y[" TP T Jpewnm [€ = y[" TP Jpenpga) [T =y
_ / dy
T P

Usando isso na desigualdade acima, concluimos que

d d
Ay o
o=yl 7 Sy To = gl

Fazendo uma mudanga de varidvel z =  — y e usando o Teorema [A 5] garantimos que

o 1
n—1
= = Wp_1 r dr
/BC (z) [z —y[mter ‘n+8p /Bc(O) |Z|n+8p / /8B 7””+8p /p s

k

Wn-1 _g
P
P

—1
:wn_l/ dr = wy_1 hm —r %P
p p Sp

rltsp k—oo SP
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

ou seja,

fyo =
- Sp
Bg() |ZE - y|n+sp Sp W,

Unindo essa informagao a ([2.1)) temos

dy —sp
Yo,
fo e

CcOo1mo querl'amos provar.

[]

Lema 2.2. Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp < n. Fixe T > 1. Considere

k € Z, (ax) uma sequéncia decrescente, N € Z e C' uma constante positiva satisfazendo

0<a,<C" e a,=0paratodo k>N

Entao,

Z (n—sp /” C Z akJrla*Sp/”Tk’

kEZ keZ,
ak;éO

para uma constante apropriada C' = C(n,p,s,T, M) > 0 que independe de N.

Demonstracao. Primeiro observe que as duas séries

Zal(: sp)/nrk Z ppaay, sp/nopk

kEZ kEZ
arp#0

(2.2)

sao convergentes. De fato, usando as hipdteses em ([2.2)) para a primeira série, obtemos

Z Cl(n Sp /n Z &(n sp /n

k=—o00 k=—o0
Desse modo, se N > 0 entao

—0o0

Z a(n sp /nTk Z a(n sp /nTk+Za(n sp /nTk

k=—o0 k=—o00
ComoO<ay<a_q<-<a_,<--<C segue que

0

S it < o Z Tk _ C'Z% <0,

k=—00 k=—o00
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

e temos também que

N
Za,(cn_Sp)/nTk < o0,
k=1

pois trata-se de uma soma finita. Assim, substituindo essas duas ultimas informacoes

em ([2.3]) temos

Z a,(C"_SP)/"Tk < 00.

k=—o00
Agora se N < 0 entao
(n—sp /n !
2 a <oy
k=—o00

k'=—N

Isso prova que a primeira série é finita. Para a segunda observe que 0

S Opy1 < A,
com ay # 0. Assim existe uma constante C” satisfazendo

sp/n —sp/n 1—sp/n
0 < apa,™" < agay, a

C//

__(n—sp)/

Seguindo de forma analoga ao que fizemos para a primeira série teremos que

Z akﬂa,fp/nTk < 00.

keZ
arp#0

E portanto, tais séries sao de fato convergentes. Além disso, como a; é uma sequéncia

decrescente nao negativa, temos que se a; = 0 entao ay; = 0. Dai

n—sp /n (n—sp /n
E :ak+1 § :akJrl
kEZ keZ
ar7#0

Denotando o :=n/sp e 8 :=n/(n — sp), temos

Z (n—sp /n Z akiz‘—lsp /n _ Z a/(nfsp)/nTk

k+1
kGZ keZ kE#ZO
ak
_ Z ( Sp/nﬁTk/a) ( 1/5 Sp/”ﬁj‘#k/ﬁ) (24)
keZ
arp7#0

1 1 —
Desde que — + 3 _ P + ) 1, podemos aplicar em 1} a desigualdade
o) n n
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

numérica de Holder (ver Apéndice [A] Teorema[A.2)) de modo a obter,

1/8
1/
Z (azp/nﬂTk/a> (a,iiﬁla;Sp/nﬁTk/@ < (};(aip/nﬁTk/a> ) Z (alk/f- —sp/nBTk/,B>
keZ z keZ
ap#0 k70
sp/n (n—sp)/n
() (S
keZ =
k70
Unindo isso a ({2.4)) obtemos
sp/n (n—sp)/n
1 (n—sp)/nrk (n—sp)/nrpk —sp/nrpk
fZak T < Zak T Z agsra, T
keZ keZ kez,
ak

Dal, como as séries Y, a; al" P 0 S s apgray P T sio convergentes, temos
CL]C7£O

Z algn—sp)/nTk <C Z ak+1alz3p/nTk:’

keZ kEZ
arp7#0

onde C' = C(n,p,s,T) > 0 como querfamos. ]

Lema 2.3. Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp < n. Seja
f € L>(R™) com suporte compacto. (2.5)
Para todo k € Z seja
ap = |{z € R";|f(2)] > 2"}|. (2.6)

Entao,

P

keZ
ar7#0
onde C' = C(n,p,s) > 0.
Demonstragao. Defina
Ay = {z € R |f(z)| > 2*}. (2.7)

E observe que se |f(z)] > 2", entao |f(x)| > 2*. Isso implica que Az C Ay e
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

consequentemente ayq = |Apy1| < |Ax| = a. Agora defina
Dy, = Ak\Ak—H {JI S Rn 2k < |f( )| < 2k+1} edy:= |Dk|

Note que por as sequéncias (dy) e (a) sao limitadas e tendem a zero quando k é
suficientemente grande. Observe também que os Dy’ s sdo disjuntos, isto é, se j # k
entao D; N Dy, = &. Com efeito, podemos supor sem perda de generalidade j > k,
isto é, j > k+ 1. Assim, se x € Dy, entao x € Ap\Agi1 logo, © ¢ Ay e desde que
Jj = k+1, temos que A; C Ay, donde z ¢ A; e portanto x ¢ D;. Assim provamos

que nenhum elemento de Dy, pertence a D; portanto, D; N D = &. Temos também

que
D =45, (2.8)
leZ
<k

e que

D= A (2.9)

IEZ
>k

Como consequéncia de (2.9) e dos Dy’ s serem disjuntos temos

ar = [Ag| = UDZ =Z|Dz|zzdu (2.10)

IEZ IEZ IEZ
1>k >k 12k

e entao usando (2.10]) para o termo a,; temos

dk = ’Dk‘ = |Ak\Ak+1‘ = |Ak’ - ‘Ak+1| = a — Qg1 = A — Z dl- (211)

leZ
[>k+1

Como (a) e (dg) sdo convergentes, as séries a direita de (2.10) e (2.11) também

convergem. Analogamente, pelo Lema podemos definir a série convergente

= > 2lq (2.12)
l
llliZ?éO

Como ja vimos Dy C Aj, C Ay logo, a; SP/ "d; < Z-_Sl/ a;_,. Portanto,

{@J)eZtmsmwaF1¢0ea:?%h#o}g{@J)eZtmsmmaF1¢oy (2.13)
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

E claro que

S Yt Y ety ¥ et e

€L 4 €L lEZ €L IEZ
ai—1#0 [Z>i+1 a;—17#0 1>i+1 1>i+1
sp/nd 7&0 SP/"d 7&0
a;—17#0

Usando ([2.13)) no tultimo somatério de ([2.14]) e reorganizando os indices temos que

Z Z sz sp/n Z Z 2pz sp/n

i€l el i€l leL
a;j—17#0 1>i+1 1>i+1
at?" dy#0
P (2.15)
E E 2Pl fsp/n § 2 : 2pz fsp/n
i€Z 1€ €L icZ
1>i+1 a1 #0 i<i-1
a;—17#0
Agora usando em (2.15) o fato de que a;”/"d; < a;**/"a,_y, obtemos
Dl *SP/” D sp/n
2. 2 Yala< y ) Yad
leZ i€l leZ i€l
170 211 a1 #0 i<i-1

Mas,

+oo
DI S SR

lEZ iE€EZ leZ k=0
a;—17#0 i<i-1 a;_1#0

Juntando as duas identidades acima, obtemos

Z Z 2pz —sp/n Z Z2p(l 1) 2 pk —Sp/nd‘

lEZ €L EZ =
a;—1#£0 i>l-1 aj— 17'50

Substituindo essa informagao em (2.15)), obtemos

Z Z 2pz —sp/n Z Z2pl 1) 2 pk Z—Sip/ndl

€7 1€L €2 k=

ai,1#0 1>i+1 ap— 1760 (216)
S 2 g = 8.
leZ
a;—170

Agora fixando i € Z e x € D; temos para todo j € Z com j < i—2ey € Dj, que
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

[f(@)] > 2" e =[f(y)| 2 =2*' > —2"71. Logo,

[f@) = fWI = @) = 1fy] =2 27 =271 (2-1) =21,

Usando isso e a igualdade |J jez D; = A, obtida a partir de {D segue que

J<i—2

Z/ |f(z) = f)lP )|p (i=1) Z/ _2p(i—1)/ dy '
|$— |"+Sp |17— |"+8” ac |l —y[rter

JEZ JEZ
J<i—2 J<i—2

Assim, o Lema garante que para todo ¢ € Z e para todo x € D; vale

flz) = f(y)]P i dy g —sp/n ‘a; P
Z i %dyg op(i—1) m > 2P| Ai_1| P/n = co2” ai_sf/ )
jez Y Pj !

j<i-2

para uma constante apropriada ¢y > 0. Como consequéncia, para todo ¢ € Z vale

— p
‘ez JDixD |z — y|rter
J<i-2

Portanto, por (2.11)) concluimos que para todo i € Z

_ p .
ol LIS T SWP R P e
‘% Jpixp, | —ylrer ez
=, I>i+1

E por (12) e (21T7) temos

> Z/ %dwdy coS. (2.19)

icz.  jez Y DixDj
a; 170 j<i—2

De ([2.18) segue que

p
> [ Ue-swr,,
DixD; |x — y[tep

o | Y a e - YT YT ot (2.20)

€L €L lEZ
i—170 a;—17#0 1>1+1

zGZ JEZL
a;—17£05<i—2
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

Usando (2.16) em (2.20)) obtemos

> v [ Ttk sa| X 2t

D;xDj
i€EZ JEZ 1€Z
a;— 1#0 Jj<i—2 a;—17#0 (221)
i —sp/n
= g 2’”ai_f/ a; — coS.
€7
a;—17#0

E por fim, substituindo (2.19)) em (2.21]) garantimos que

icz ez Y DixDj i€Z
a; 170 j<i—2 a;—17#0

sa Y Pat

1€EZ
aj— 1750

X X, e

i1€Z JEZ DixDj
a;—17#0 j<i—2

Assim, passando o ultimo termo para o lado esquerdo, segue que

2> > [ U TO s 3  act,

1€EZ JEZ DixD; €L
a; 170 §<i—2 a;—17#0

Por outro lado, por simetria concluimos que

@ = TP g @) = fWlr
/R”XR" o — g Z/D.XD. T I

1,JEZL
f)P
> 2 —dxdy
”ZGZ Dixp; T =yt
1<t
flP
>2 / —dxdy.
zGZZ ]ezz D;xD; |z — y[rtep
a;— 1#0]<z 2

Finalmente, unindo essas duas ultimas informagoes temos

’f( >_ ( ) pz sp/n

€L
a; 170
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

que equivale a desigualdade

[ IO 5 05 o,

keZ
arp7#0

sendo C' = C(n,p, s) > 0, como querfamos provar. ]

Lema 2.4. Seja ¢ € [1,00). Seja f : R" — R uma fun¢do mensuravel. Para todo

N € N, considere o truncamento de f no nivel N ou —N definido por

fn(z) == max{min{f(x), N}, —N}Vzr € R",

isto é,
f(x) se|f(x)] <N
In(z) =4 N se f(z)>N
—N se f(z) < =N
Entao,

[l = s

Demonstragao. Seja |f|y o truncamento de |f| no nivel N (ou —N). Temos que

|f|~v = |fn| e entao, pelo Lema de Fatou (ver Apéndice , Teorema [B.8)) temos

1 1
1 f q n —1 f ! > q ! = q nY.
ot ey = pmind ([ 161) "= ([ 471) " = W

Por outro lado, usando a defini¢ao de fy(z) temos que |fy(x)| = | f|n(z) < |f(z)| para
todo x € R™. Assim,

limsup || fa || Lagny < || 2o

N—+o00
e portanto,
i llageny = 1fllacen,
como queriamos. -

Agora, com o auxilio dos lemas acima, podemos provar o teorema principal dessa

secao, o qual sera utilizado na demonstracao dos demais.

Teorema 2.1. Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp < n. Entdo existe uma

constante positiva C = C(n,p,s) tal que, para toda fungdo mensurdvel com suporte
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

compacto f :R" — R, temos

fWl?
1A ey < // ‘x_ W e dady, (2.22)

onde pt = pi(n,s) é chamado “expoente critico fraciondrio” e € igual a np/(n — sp).
Consequentemente, o espago WP(R™) estd continuamente imerso em LI(R™) para todo

q € [p.pi.

Demonstrag¢ao. Primeiro note que se o lado direito de (2.22)) for ilimitado nao ha o que

fazer. Suponha que f é tal que

/ / %dwdy<oo. (2.23)

Provaremos a principio, o caso em que
f e L>®(R™). (2.24)

Para isso, tome a; e A, definidas por (2.6) e , respectivamente. Temos que

T _/ )P d = / fdr < / (2P
L& R™ kezz k\Ak-H kEZZ Ap\Ap41
_ Z(2k+1)p: A\Ap 1| = Z(Qkﬂ)p;(ak — Gp4) < Z(2k+1)p§ak

keZ keZ keZ

= 3 aleig,,

k€EZ

isto é,

1 gy < 3 2o = 207 3 2003,

kEZ kEZ

Elevando ambos os membros a p/p¥, obtemos
p/Ps
Wl <2 (S 270)

kEZ,

Portanto, desde que p/p% = p[(n — sp)/np] = (n — sp)/n=1—sp/n < 1, vale

110 gy < 20 27

keZ

Fazendo T = 2P temos

LA s gy < 20D Tra" ™"

kEZ
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Segue do Lema [2.2] que

Hf”ip;(Rn) <C Z 2kpak+1a;sp/n,
k€EZ
ap#0

para alguma constante apropriada C' que depende de n,s e p. Mas, em virtude do

Lema temos

|f(z) = Fy)l” /n

kEZ
arp#0

Logo, dessas duas tultimas desigualdades decorre

Isso prova a primeira parte do teorema para funcoes limitadas. Em particular, para a

funcao fy vale

a1t gy < / /n |fN|x— |n+s(1’)| dxdy, (2.25)

usando isto provaremos o caso geral. Primeiro note que
[fn() = In(y)| < |f(x) = f(y)] Yo,y €R", VN € N. (2.26)

Com efeito, conforme a definicao de fy temos que:

i) Se |[f(z)] < Ne[f(y)] < N, entdo ocorre a igualdade | f (z) — fn (y)| =/ (z) = f(y)]-
ii) Se |f(z)| < N e f(y) > N, entdo

[fn(x) = fn)| = [f(z) = NI = N = f(x) < f(y) = f(z) = [f(y) = f2)].
iii) Se |f(z)] < N e f(y) < —N, entdo

[fn(@) = In)] = [f(2) = (=N)[ = [N+ f(z)| = N + f(x) < f(x) = f(y)
= [f(x) = f(w)l,

isso prova ([2.26]). Assim, para todo N € N temos

Fnle) = Fu()l? (@) - F)P
L] |x— o s [ g W
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

Pelo Lema de Fatou (ver Apéndice B} Teorema [B.8)) segue que

[ OSP4y e [ [ rme NI

o — gl e

|fn(x) — fa(y)lP
< limsu dzd
N%op/ . / . \x— gl Y
y)

< —|pd dy,
= " |ZL’— |n+sp

. [fn(z) = In(y)l” |f(x) = F(y)I”
Jégnm/n /n \x— T dxdy /n 7 — gl dxdy. (2.27)

Além disso, pelo Lema temos que limy_, o0 || f5 | La@ny = || f||Lo@n). Finalmente,
unindo esse resultado a (2.25)) e (2.27]) temos

TG @) = 1P ) g,
LPs (R™) < . |$ _ y|n+sp

o que prova (22.22]) e prova a imersao continua W*P(R") — LI(R™) quando ¢ = pZ.
Para finalizar a demonstragao, resta mostrar que o espago W*P(R™) estd continuamente
imerso em L(R™) para todo ¢ € [p, p¥). Para isso, tome f € W*P(R"). Como C§°(R"™)

¢ denso em W*P(R™) existe uma sequéncia de fungoes (¢x)reny em C§°(R™) tal que

isto é,

f=lim gy em W*P(R") isto é, ¢, — f em LP(R") e [pr — flws»@mn) — 0. Assim, pela

primeira parte do teorema temos
1okl oy < Clorliyan@ny <€, VR EN.
Segue do Lema de Fatou que

Py

i = [ (@)

Vi — / lim inf | () P d < liminf [ i (2)
n R™

5/ s/
(R") llm lnf Cp p[(pk]WS p(Rn) - Op p[f]Ws p(Rn)

Portanto,

1f 1 Loz @ny < Clflwsngny < 00

Assim, f € LP*(R") e como f € W*P(R"), em particular, f € LP(R"). Portanto,
f € LP=(R™") N LP(R™) e pela Desigualdade de Interpolagio (ver Apéndice [B] Teorema
temos que f € LY(R"™) para todo ¢ € [p,p] e,

1 llzo@n < NF1Zo@m 1 1 ot gy < CHEIW o @) 1 f 1o gny = Cllf lwar e,
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onde l . + (1;—*0[) e C = C(n,p,s) é uma constante positiva possivelmente
diferente em cada psasso acima. Isso prova a imersao mencionada. O
Em geral, a imersao acima nao é valida para o espago W*P({2) pois nem sempre é
possivel estender fungoes de W*P?(Q) a fungoes de W*P(R"), como vimos, para isso é
necessario que 2 seja regular.
O préximo teorema estabelece condigoes para que W#P(Q) esteja continuamente

imerso em L%(£2) quando ¢q € [p, p%] e quando ¢ € [1, p%].

Teorema 2.2. Sejam s € (0,1) e p € [1,400) tais que sp < n. Seja Q@ C R™ um
dominio de extensao para W*P. Entao existe uma constante positiva C' = C(n,p, s,2)

tal que para toda func¢ao f € WP(Q), temos

1 flla) < Cllfllwsr@),

para todo q € [p, pt], isto €, o espago W*P(Q) estd continuamente imerso em L9(€)) para
todo q € [p,pt]. Se além disso, Q2 € limitado entdo o espago W*P(§2) estd continuamente

imerso em LI(SY) para todo q € [1,p%].

Demonstra¢ao. Sejam f € WP(Q) e C = C(n,p,s, ) uma constante positiva
possivelmente diferente em cada passo a seguir. Desde que 2 C R™ é um dominio

de extensao para WP temos

1 flwsr@m < Cllfllwer@,

onde f € W*(R") e f(z) = f(z) para todo 2 € Q. Por outro lado, o Teorema
2.1] garante que o espago W*P(R") estd continuamente imerso em L?(R™) para todo

q € [p,pt], em outras palavras

Il zageny < C|l fllwewny.

Combinando essas duas informacoes temos

[ fllza) = Ifla@) < [ fllza@ny < Cllf lwsp@n
< Ol fllwswn (@),

isto é, temos a imersao continua W*?(Q2) < L(Q) quando ¢ € [p, p}]. Agora suponha

que € C R™ é um subconjunto limitado. Tome r = p/q > 1, 7" = p/(p — q) o expoente
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

conjugado de r e ¢ € [1,p). Pela desigualdade de Holder temos

Wl = [ 17000 = [ isimae < ([aspmra)” ([ra)”

q/p )
_ ( / \f(x)\”dx) < Il

Portanto,
1 fllza) < Cllfllzr) < Cllfllwsr),

para todo ¢ € [1,p). Juntando com a primeira parte provada acima, temos a imersao
continua W#P(Q) — LI(Q2) para todo ¢ € [1, pZ] quando 2 é limitado. O

Para o caso em que sp = n observe que quando sp — n temos pi — 0o pois,
pi = np/(n — sp). Assim, é de se esperar que W*P(R") esteja continuamente imerso
em LY(R™) para todo q € [p,+00). Veremos no teorema a seguir que isso de fato

acontece.

Teorema 2.3. Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp = n. Entdo existe uma
constante positiva C' = C(n,p,s) tal que, para toda fungdo mensurdvel f : R" — R

com suporte compacto, temos

[ fllLa®ny < Clf|lwsr@n), (2.28)

para todo q € [p, +00), isto €, o espago W*P(R™) estd continuamente imerso em LI(R™)

para todo q € [p, +00).

Demonstra¢ao. Dado g € [p,+00) escolha § € (0,s) tal que pf = np/(n — 3p) > q.
Deste modo, sp < sp = n. Dai, pela primeira imersao obtida no Teorema temos
| fllca@ry < Ol fllwsr@ny para todo g € [p,pz] além disso, a Proposicao garante
que || fllwsemny < C||fllwsr@n) para todo p € [1,+00). Unindo essas das informacdes

obtemos ([2.28)) para todo ¢ € [p, p%]. Como pi — 400 quando § — s, temos que ([2.28))
vale também para todo ¢ € [p, +00). O

Ainda tratando do caso em que sp = n é de se esperar também que W*P(£)) esteja
continuamente imerso em L?({2) para todo ¢ € [p,+00) e que quando € for limitado
consigamos este resultado para todo ¢ € [1,00). De fato isso é garantido pelo teorema

a seguir.

Teorema 2.4. Sejam s € (0,1) e p € [1,400) tais que sp = n. Seja Q@ C R™ um

dominio de extensao para W5P. Entao existe uma constante positiva C' = C(n,p, s, )
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tal que, para toda fungao f € WP(Q) temos

[fllzo@) < Cllfllwsre), (2.29)

para todo q € [p,+00), isto é, o espagco W*P(Q) estd continuamente imerso em
LY(Q) para todo q € [p,+00). Além disso, se Q0 for limitado, entao W*P(Q) estd

continuamente imerso em L(Q2) para todo q € [1,+00).

Demonstra¢ao. Dado q € [p,+00) escolha § € (0,s) tal que pf = np/(n — 3p) > q.
Desse modo, §p < sp = n. Pela primeira imersao obtida no Teorema temos
| fllca) < Cllfllwsr@) para todo ¢ € [p,p;] além disso, a Proposigao garante
que || fllwsr) < C
obtemos para todo ¢ € [p,p%]. Como pt — 400 quando § — s, temos
para todo ¢ € [p,+00). Agora supondo 2 limitado, pela segunda imersdao obtida no

fllwsw»(@) para todo p € [1,400). Unindo essas duas informacoes

Teorema 2.2 segue que || f||ze@) < C| fllwsr@) para todo ¢ € [1,p). Além disso,

usando novamente a Proposicao [L.1 temos que || f|[wsr) < C|| fllwsr@). Logo, (2.29)
vale para todo ¢ € [1,p), unindo a primeira parte demonstrada acima obtemos (2.29)

para todo ¢ € [1,+00) quando 2 é limitado. ]

2.2 Imersoes compactas

Nesta se¢ao veremos sob quais condigoes de s,p,q e Q o espago W*P(Q) estd

compactamente imerso em L%(£2).

Teorema 2.5. Sejam s € (0,1), p € [1,+00) e q € [1,p]. Sejam Q C R™ um dominio

de extensao limitado para W*P e T um subconjunto limitado de LP(S2). Suponha que

_ p
sup/ Mdmdy < +o00. (2.30)
rez JaJa |z —ylmter

Entao, T é pré-compacto em L1(2), isto é, W5P(QQ) estd compactamente imerso no

espago L1(Q) para q € [1, p].

Demonstragao. Pela defini¢ao do espago W*P(Q) temos que W*P(Q2) C LP(S2). Por
outro lado, dada uma fungao f € W*?(£) desde que 2 é limitado podemos repetir o
argumento usado na demonstragao do Teorema e obter LP(Q) C L9(Q2) e

Hf“LQ(Q) < CHfHWSvP(Q)

para alguma constante C' > 0, isso garante uma imersao continua W*P(Q) — L4(Q)

para todo ¢ € [1,p]. Unindo (2.30) com o fato de .7 ser um subconjunto limitado de
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

LP(Q2) temos que .7 é um subconjunto limitado de W*P(§2). Assim, para mostrar que
essa imersao é compacta, basta provar que para todo ¢ € [1,p| o conjunto .7 é pré-
compacto (isto é, que o seu fecho é um compacto) em L9(2) mas, desde que L7 é um
espaco de Banach separdvel, isso é equivalente a provar que .7 é totalmente limitado
em L1(2), ou seja, basta provar que para todo € € (0,1) existem fungoes /31, ..., Sy em
L4(Q) tais que para toda f € 7 existe j € {1,..., M} tal que

If = BillLa) < e (2.31)

Para isso observe que como €2 é um dominio de extensao, existem uma constante C' > 0
e uma funcio f € W*P(R") tais que ||f||Ws,p(Rn) < C|fllwsrce) € f(x) = f(z) q.tp.

em (2. Portanto, para todo cubo ) contendo €2, temos

£ llwer@) < I fllwer@ny < Cllfllwer@) < oo

Observe que diante das hipoteses para p, q e €2 usando a desigualdade de Holder obtemos
que f € L4(Q) assim, sendo ) um aberto limitado f também pertence a L9(Q) para
todo ¢ € [1,p]. Assim, para todo € € (0, 1) podemos definir

~ £ T) — £ p
Co := 1+ sup || fllreo) + sup/ @) = Fw)l” dxdy,
fe7 QJq

fe7 ‘l-_y‘nJrsp

€ ep%

P=Pe =\ —1T o €N ="M= .
2C5n T 2

Como €2 ¢é limitado podemos tomar uma colecao de cubos disjuntos @1, ...,Qn C R"

de lado p tal que

N
QCQ= U Q-
j=1
Para todo x € 2 definimos
j(z) o tnico inteiro em {1,..., N} tal que z € Q;(z). (2.32)

Além disso, para toda f € .7 definimos

1 ~

P(f)(x) == f(y)dy. (2.33)
‘Qj(m)‘ Qj(x)

Note que P(f + g) = P(f) 4+ P(g) para quaisquer f,g € Z e que P(f) é constante,
digamos que seja igual a ¢;(f), em cada Q; para j € {1,...,N}. Portanto, podemos
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23

definir R(f) := pa(q1(f), .., qan(f)) € RY e podemos considerar a g-norma

1
N q
HUHq = (Z ’Ujlq) , para todo v € RN,

j=1

Observe que pela linearidade de P obtemos R(f 4+ ¢g) = R(f) + R(g). Além disso,

|P(f / |P(f)(z)|%da = Z/ z)|%d.
N

Por outro lado, lembre que P(f) é constante igual a ¢;(f) em cada @); e que pela

defini¢ao dada acima p < 1. Como |Q; N Q| < |Q;] = p", temos

Z/m o)ids Z\@jmn(m I
pZm = () o < RO

pn
Substituindo essa informacao na expressao acima temos
IR(H)II
Hp(f)Hqu(Q) < p—nq- (2.34)

Observe que

<

J_V /Q Ty q

N
1
IR =3 a1 = s 3
j=1 Jj=

ey (/o)

Além disso, pela desigualdade de Hélder para os expoentes conjugados g e ¢ = q/(¢—1)

temos

( /, |f<y>|dy>q - ( /, |f<y>my)q . ( [ |f~(y)’qdy) z ( [ My) e

=@ [ V=t [ iy

Qj

Substituindo na expressao acima, segue que

N
IR < gy o [ 1Flay = [ 17y
Jj=1 Q
Assim [[R(f)[|7 < Hf||Lq(Q Em particular, sup;c 5 [|R(f)[|Z < Co, isto €, o conjunto
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R(.7) é limitado em RY (com respeito & g-norma de RY e a toda norma equivalente de
RY) e assim como estamos tratando de dimensao finita R(.7) ¢ totalmente limitado.

Portanto, existem by, ..., by € RY tais que

M%CG&W, (2.35)

onde as bolas B, sdo tomadas na g-norma de RY. Para todo i € {1, ..., M} escrevemos

as coordenadas de b, como b, = (b;1,....,b;n) € RY. Para todo = € Q denotamos
Bi(z) := p~™/1b; j(»y onde j(x) é como em (2.32). Note que 53; é constante em @Q;, isto
é, se x € (); entao

P(Bi)(x) = p~"%i; = Bi(x) (2.36)
e entao, ¢;3; = p_"/qbiﬁj. Portanto,

R(B;) = bi. (2.37)

Além disso, para toda f € 7 temos

1f = P70 /|f !qdiU—Z/ Y P(f)(x)|%dx.

Assim, por ([2.33) obtemos

17 = Py = /m (f)(@)lds
:;/ ‘QJ| Q; f( )
DI / RO

Como os cubos Q; tém lado p, pela igualdade acima segue que

I = Py < WZ/@[ MMim (2:38)

Agora vamos trabalhar com a integral a direita de (2.38). De modo inteiramente

analogo ao que fizemos acima, aplicando a desigualdade de Holder para os expoentes

57



2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

conjugados p e p’ = p/(p — 1) obtemos

[ |f<x>—f”<y>|dy] <lQ;" >[ |f<x>—f<y>|pdy]
Qj Qj

Unindo isso ao fato de que os cubos @); tém lado p, temos

a nq
P @ . (2.39)
1 ~ p
-~ [ [ 15~ f(y)!”dy]
Agora observe que

P_ 1 |f($)—f(y)|p n+s ’
nq/p [/ |f(z |pdy] - pna/p [/QJ |z — y|rter [z —yl +pdy] .

Sabemos que a diagonal do cubo Q; é py/n e portanto, |x — y|"™* < (py/n)"T*P.

Substituindo essa informacao na igualdade acima segue que

a

C o [ @ =P, e ]
nq/p [/ e |pdy] <pml/p [/Q] |z — y|ntep (p\/ﬁ) pdy]

(p/n)r "V [ / |f|i;x)_—;|ﬂ£_|pdyr

J

ntI/p

g

pHQ/p ; |l‘ _ y|n+sp

Substituindo isso em ([2.39)) obtemos que

g

q ~ aq
1 antspy 4 |f(z) — f(y)|P g
~ |f(x |dy] < n_np( 3 )pp(n+sp) [/ S gyl
q[/ pralp ;o =yt
Note que
i/p L) L) 2R k)3 _ ) g
pn
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Substituindo na expressao acima vemos que

L P L
1t s [ [ =

Finalmente, usando isso em ([2.38) mostramos que

1 ~ !
If — P() Fgﬂd%<wmwpx

N g
gnf’(”?p)pqu/ / @) = JWIF 1" g,
2 Joe pr=

gng("g%psq/[ Mdy]pdx_ (2.40)
Q /e

o =yl

Como a funcdo ¢ ~ |t|9/P é concava para todo p fixo e ¢ satisfazendo ¢/p < 1, pela

Desigualdade de Jensen temos

n+sp _f p »
If = PG < " )ﬂ[éngéﬁ%ﬁ@m].

Pela definicao de Cy temos que

@)= fwp
[/Q 0 |x—y|”+5p dyd

Substituindo acima temos

h

q
P

<Gy

n+sp)

1f = POy < Conr =0 p,

Usando a definicao de p obtemos

If = P(F)|%00) < Conr =

. Q(M) €? . el
on
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Agora observe que pela desigualdade triangular temos

1f = Billay = If = Bi + P(f) = P(f) + P(B;) = P(B)ll oo
< Nf = PDlzaey +11PB) = Billeaw) + 1P(F) = P(3)llLa), (2:42)

para cada j € {1,..., M}. Por (2.36) obtemos || P(3;)—f;|| a) = 0 e usando novamente
(2.36)), a linearidade de P e ([2.34]) vemos que

1P(f) = PBi)llzay) = I1P(f) = BillLawy = I1P(f = Bi)llLoqe) < HR(fpn;/fj)Hq.

Substituindo essas duas informagoes e (2.41) em (2.42)) e usando a linearidade de R

temos que

e IB() = R(B))llq
5 + pn/q : '

If = BillLa) <

Agora usando ([2.37)) obtemos

e IR(f) = bl
1F = Bill ooy < 5 + L
Lembrando de (2.35)) e da defini¢do de 7, tome j € {1,..M} tal que R(f) € B,(b;),

isto ¢, || R(f) — bj|lq < 1. Substituindo na desigualdade acima temos

no_
+ i €. (2.43)

1f = BjllLa) <

N

Assim temos ([2.31]) como queriamos. O

Corolario 2.1. Sejam s € (0,1) e p € [1,400) tal que sp < n. Sejam ¢ € [1,pl),
2 C R", um dominio de extensao limitado para WP e .7 um subconjunto limitado de
LP(2). Suponha que

— p
sup/ dedy < +00. (2.44)
rezJato |z —y|mter

Entao, 7 é pré-compacto em L%((2), isto é, W5P({)) estd compactamente imerso no

espago L1(Q) para g € [1,p?).

Demonstragao. Se q € [1,p] o resultado segue direto do teorema anterior. Resta provar
para ¢ € (p,pf). Observe que o Teorema garante para esse caso uma Imersao
continua de W*?(Q) em L%(2). Para provar a compacidade considere f € 7 (e

portanto, f € W#P(2)) e f; definido como no teorema anterior com j € {1,...,N}.
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

1 6 1-4
Tome ¢ € (p,p%) e 8 =0(p,pk,q) € (0,1) tal que P = p - e Observe que
bg , (1=0) _pba+ (-0 _ <p29 +(0- 9)p)
p ps pps Pp:

_ ( P} ) (pZG +( - 9)p> .
pif+ (1 —0)p pp; ’

Pela desigualdade de Holder para os expoentes conjugados p/fq e p%/(1 — 0)q, temos
1/q
1f = BillLa) = (/ﬂ f = Bl f - 5j|q(1_0)d1’>

0/p (1-0)/p3
< (/ s —le”) (/ - ﬁﬂ”zdl‘)

= I = Bill o o If = Bill Loy

Pelo Teorema temos que ||f — BJH
”f /BJH p \ 6 . .ASS]I].’.I7

< Clf - BJHW“, e por (2.43),

Lps

1f = Billzay < CIf = Billwinioye” < C€’

Isso prova que J pré-compacto em L%(§2) para todo ¢ € [p,pf), juntando com a

primeira parte provada acima, garantimos esse resultado para todo g € [1, p¥). O

2.3 Regularidade de Holder

Iniciamos esta secao com a definicao de picos externos para em seguida provar um
lema técnico que serd usado na demonstracao do teorema de regularidade de Holder,

o qual é o principal resultado dessa secao.

Definicao 2.1. Dizemos que 2 C R™ nao tem picos externos, se existe uma constante

C > 0 tal que para cada 29 € Q e cada 0 < p < diam(), temos que

|Q(‘T07p)|c < |Q N Q(J707p)|7

onde Q(zg,p) é o cubo de centro zy cujos lados medem 2p e sdo paralelos aos eixos

coordenados.

Observe que a constante C' da definicao obrigatoriamente pertence ao intervalo

(0,1). Para simplificar, denotaremos 2 N Q(xo, p) por Q(zo, p).
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

Lema 2.5. ([I2, Lema 2.2]) Seja p € [1,400) e sp € (n,n + p]. Sejam Q@ C R™ um
dominio sem picos externos e f uma fungao em W*P(Q)). Entao, para todo zo € 2 e

R, p, com 0 < p < R < diam(f), temos

| fao.8 — fro.p| <l f]pspl (20, R)|(8p—n)/np’

onde f;,, ¢ a média de f em (g, ), isto é,

1
for = [ f@yin,
0 |Q($0,T’>| Q(zo,r)
e
oo i= | 300 e [ 1(a) = oy P
p-sp :1)0€Q |Q(I07 )|Sp/n Q(x(),’/') o

Além disso, a constante ¢ depende de n, p, s e da constante C' dada na Definigao [2.1]

Demonstracao. Considere r,t niimeros reais tais que p < r < t < R. Assim, para cada

Ty € Q e t fixos temos que Q(zg,7) C Q(x,t). Portanto,

1
|f0 fOt’ "Q 3307 ‘ / xor) fOt] |Q(l’0,7’)‘ Q(zo,r) |f< ) vat’
Usando a desigualdade de Holder obtemos
vo.t|d
513'07 | / Q(zo,r) f - t| !

1 1/17
< — ) — fuoilPdx
(g, 7)|1/P [/fl(zo,r) 17(2) = fouul ]

1 |Q($oyt)|s/”) [/ }1/27
< xr)— o, pdx
|z, 7)[1/P (|Q(x0,t)|—8/n Q(W)|f( ) = faodl

1/p
|Q($0,t)|s/") -
< 1oram | | sup [2(zo, )72 x) — foot/Pdx
(|Q(I0,7‘)‘1/p :rer| (z0,1)] Q(m,t)‘f( ) = faortl
>0
Ou seja,
Qzo, 7 |/ = Froaldz <190, )"0, )77 [flp.sp
? (zo,r)

Agora substituindo na expressao acima, temos

[ foow = Feoal <1220, )" |20, )77 [f]p.p- (2.45)
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

Além disso, como €2 ndo tem picos externos, para cada zo € Qe 0 < r,t < diam(Q),
temos |Q(xo, r)|C < |Q(xg,7)|. E como Q(z,t) C Q(xo,t), obtemos

1900, )] < 1Qx0, B = (26" = (t/r)"(2r)" = (t/r)"|Q(wo, )| < (t/r)"C [z, )],
e o mesmo vale para r e t em posicoes trocadas. Dal segue que
(t/r)"ClQ o, 7)| < |Qxo, )] < (/7)"CTHQ(wo, 7). (2.46)
Usando a segunda desigualdade de em , obtemos

|fwo,7“ - fxo,t| < [(t/T)nC_1|Q(:L‘O, T)HS/TL |Q(:L‘0, r)|_1/p[f]p781?

2.47
= (t/T)SC_S/"\Q(xO,7“)|(Sp_")/”p[f]pysp. ( )

Agora, considerando r; := R277 para j € N e reescrevendo a expressao acima para

r:=r; et:=r;_1 obtemos

—s/n [ Ti—1 ’ sp—n)/n
oy = Fraral €7 (222 10,7011

J

R2-7
= C[f]p,sp|Q<x0, rj)l(sp*n)/np’

—s/n RQi(jil) ° sp—n)/n
— s/ (—> |Q(J:o,7’j)|(p )/ P1fpsp

onde ¢ = 2°C~*/™. Para cada k € N vemos que

k k
oo = Feorl <D 1 faor, = favwsal < elflpp D 1Qo,m3) [P/ (2.48)
j=1

j=1
Pela primeira desigualdade em ([2.46)), temos (ro/7;)"C|Q(zo, )| < |Q(z0,70)|, Ou seja

1

[2zo, )| < 55

’Q($0>R)|v

para todo 7 = 1, ..., k. Usando isso em (2.48)), temos

k
|fxo,rk - fxo,R| < C[f]p,sp Z |Q(:L‘0’ Tj)|(sp—n)/np

J=1

k 1 (sp—n)/np
< C[f]p,sp Z (2]77,0 |Q(I0, R)l)

Jj=1

< & f]posp| o, R)| PP
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

onde & = cC~(P=7)/m"_ Na tltima desigualdade usamos o fato de que a série > i 277
é convergente. Considerando k € N tal que ry < p < rx_1, segue de (2.47) que

|fmo,rk - fwo,p| < (p/rk)sc_s/n[f]p,szv|Q(x0v Tk)|(sp_n)/np < C[f]p,sp|9<x0a p)|(sp_n)/np7

onde usamos o fato de r, < p e sp > n. Usando isso juntamente com a desigualdade

triangular, temos

| fro,r = faopl = [fao.r = frop + Fror = Faoml
< | feo.r = faoriel + [ fror, = frop]
< & flp.pl Ao, RSP 4 [ f, 4| Qzo, p)| P/
< max{é, ¢}[f1p,spl wo, B)| P/,

onde usamos o fato de p < R e sp > n. O]

Definicao 2.2. Seja 2 C R™ um aberto. Dizemos que uma funcao limitada /' : @ — R

¢ Holder continua com expoente o > 0, se existe uma constante C' > 0 tal que

|F(z) = F(y)| < Clz —y|*
para todo z,y € Q. Definimos C'%*(2) como sendo o espago de todas as funcoes que
sao Holder continuas com expoente a.

Teorema 2.6. Seja Q2 C R™ um dominio de extensao para W*P sem picos externos e
s€(0,1), p € [1,+00) tal que sp > n. Entao, existe uma constante C > 0 dependendo
den,s,p e, tal que

[ fllcox@y < Cllflwsre), (2.49)

para toda f € LP(Y), com a := (sp —n)/p.

Demonstracao. A seguir, denotaremos por C' constantes positivas adequadas, possivel-
mente diferente em cada passo. Observe que se a expressao do lado direito de ([2.49)

nao for finita, entdao nao ha o que fazer. Assim, vamos supor que

[ [0y, < o
QJQ 7

o =yl

isto ¢ f € W*P(Q). Como 2 é um dominio de extensao para W*» pelo Teorema
podemos estender f para f definida em R" de modo que || f|lwsw@n) < C||f|lwsr(c),

onde C' = C(n,p,s, ). Agora, para todo conjunto mensuravel limitado U C R"
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

denotamos fU a média de f em U. Para £ € R, usando a Desigualdade de Jensen,
obtemos

=il =Je- g7 [ 7w < [ e fo

Desse modo, para zp € R" e r > 0, tomamos U := Q(zo,7) e £ := f(z) para xz € U.

| (e 7w

=

Integrando sobre Q(xg, ) temos

~ - 1 3 )
- xo,r Pdr < —— _ Pdrdu.
/Q(xoﬂ”) |f(x) fQ( 7 )l ! |Q(fl}0, T)| /Q(:co,r) /Q(xo,r) |f<x) f<y)’ e

Sabemos que |z — y| < ry/n para todo z,y € Q(xg, 7). Usando essas informagoes na

expressao acima obtemos

[0 feppars Sy [ 0
z0,7) Y
Q(zo,r) Qleo, |Q Zo, T Q(zo,r) J Q(xo, r) |l’ - |n+sp

( n+spT rsP / / |p
< " dxd
S ‘Q To, T N " |.Z’ _ |n+sp Y

n—+sp sp
<) rrumwm Cr P gy (2:50)

|Q (o, 7)]|
Como f ¢ uma extensao de f temos
[en@ny < IFBvsn@ny < CUAI o) (2.51)
Assim, por e (2.51) temos
By = s o [ 1) = Fownl?de < Ol (252
2ok r>0 |Q(20, 1)*P/™ J oo

para alguma constante C', que depende de n,p e s. Tomando agora xg € €2 e
considerando U = Q(xo,7) ao invés de Q(zo,7), podemos repetir as estimativas de
(2.50]) e usar o fato de que |Q(zo,7)|C < |Q2(x0,7)|, j& que © ndo tem picos externos,

para concluir que

[f]p sp X C“f”WSP (253)

Por outro lado, pelo teorema da diferenciagao de Lebesgue (ver Teorema |B.11))

1
nm»:mgj%jémmﬁ@@—ww> (2.54)
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

q.t.p. € Q quando m — oco. Como sp > n, pelo Lema [2.5] temos

|f$0,R - fwo,p| < C[f]p,sp ’Q(x(b R)l(sp—n)/np, (255)

e com isso e (2.53)) vemos que a sequéncia (f,,), como definida acima, é uniformemente
convergente para f. Uma vez que cada f,, é uma funcao continua segue que f ¢é

continua em 2. Agora considere x,y € Qe R = |x — y|. Assim,

(@) = FW)| < (@) = fawan| + |fowar) — fawer)| + [fowar — F(W)]. (2.56)

Desse forma, usando o Lema para f, por 1} podemos estimar o primeiro e o
terceiro termo do lado direito da expressao acima. Com efeito, para qualquer z € €2,

fazendo p — 0, temos

|f(z) — fQ(z,2R)| = il_rf(l) |fQ(w,p) - fQ(x,ga)\ < C[f]p,sp@(x, 2R)|(Sp—n)/np

< Clflpop [(AR)") 77 Ol wem RO, (2.57)

onde usamos (2.52)). Aqui C' é uma constante que depende de s,p e n. Analogamente,

para o terceiro termo obtemos,

[fowar) = FW) < Cllf llwswo REP7. (2.58)

Agora, para estimar o segundo termo, observe que pela desigualdade triangular, temos

|fQ(x,2R) - fQ(y,2R)| < |f(2) - fQ(a:,zR)| + |f(2) - JEQ(y,2R)|7 Vz e R™

Considerando B := Q(z,2R) N Q(y,2R) e integrando essa expressao com relacao a

z € B, temos

< / \f'(z) - fQ(:Jc,2R)|dZ +/ ’JF(Z) - fQ(y,QR)’dZ-
Q(z,2R) Q(y,2R)

/ | fawer) — fowemrldz < / 1f(2) = fowamdz + / 1f(2) = fowenldz
B B B
<

Isso implica que,

B|| fowar) — fower)| < /

(o) = fowanldz + / () — Fotemdz.
Q(z,2R)

Q(y,2R)

Observe que, como estamos considerando z,y € Q e R = |r — y|, temos que
Q(z, A)UQ(y, R) C Q(z,2R)NQ(y, 2R) e portanto, |Q(z, R)| < [B| e [Q(y, R)| < |B|.
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

Usando isso na expressao acima, temos

f x - f ac d
|fo@ar) — fowar| < O, R 0 )| / o — fowem|dz

- — f, dz. 2.59
+|Q<y, R Q(y,m)'f” fawamldz.— (259)

Agora queremos obter uma estimativa para cada integral a direita da expressao
acima. Para isso, usando a desigualdade de Holder com os expoentes conjugados p

e p’ = p/(p— 1) na primeira integral, obtemos
~ B ~ B 1/p
[ 17  fawanids < 1@ 20 ([ 1f6) - fowanldz)
Q(z,2R) Q(z,2R)
Agora observe que usando a definigao de | f]pysp e |D temos

~ . 1/p - - 1/p
( JINICE fQ@,anpdz) _ (2R)’ (<2R>-Sp JNICE f@(z,zml”dZ)
Q(z,2R) Q(z,2R)
< CRs[f]p,sp < CRS||f||WS’p(Q)7

onde C' = C(s,p,n). Substituindo na expressao acima, obtemos

— fower)|dz < O fllwsw@ R/
ZIZ’ R | / (z,2R)
Analogamente, para a segunda integral é possivel obter

Qly, | Q(y.2R)

Agora usando essas duas tultimas em , temos
fawar) = Jawer)| < Cllfllwsn@ REP7.
Por fim, usando essa estimativa juntamente com e em temos,
(@) = FW)] < Ol llweriey R = ClI flweniay |z — y| 7777 (2.60)

Isso prova que f é Holder continua com expoente (sp — m)/p. Resta provar a

desigualdade do enunciado do teorema. Para isso observe que tomando Ry < diam(£)
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2. Resultados de imersao e regularidade em W*P({2)

e usando ([2.57) para cada x € €2, temos

1£(2)] < 1F(@) = faro] + | farol < CLfpsp| @, Ro)| PP 4 | £y |
< Ol flwor@ RSP 4+ | fooo -

Além disso, pela desigualdade de Holder

fx h / d.ﬁlf X 1O D\ f p Q x’R (p—1)/p
ol < Q(z R0| zRO) z) Q(z, )|” | ()| @(, Ro)|
C
s W“f“wm - n/pnfnm

Substituindo na expressao acima, temos

1£(@)] < CllFllwer@BRS"™™ 4+ — || fllzo) < CllFllwewo- (2.61)

n/p

Lembrando que « := (sp — n)/p, segue de (2.60]) (2.61]) que

1 llene@ = Ifllom + sup L& =W
z,yefN ’x — y’a

< Cllfllwsae)

como afirmamos. O
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Capitulo 3

Existéncia de solucao para um
problema do tipo Schrodinger
envolvendo o operador Laplaciano

fracionario

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solugoes para o problema

{ (=AYu+u=|uf'u em R" | (3.1)
ue HS(R"); u#0
onde () )

“AYul(z) = COm.s)py. | W Y

(A ule) =Cnapy. [ By -

= C(n,s) lim Mdy Ve e R",
e—0t Be(x) |$ — y|n s

¢ o operador Laplaciano, como na Definigao e HS(R") = W#?(R"). Mais
precisamente, estamos interessados na existéncia e nas propriedades de simetria de

solugoes fracas para o referido problema, como indicado no teorema a seguir.

Teorema 3.1. Sejam s € (0,1) e p € (1,(n + 2s)/(n — 2s)), com 2s < n. Entdo
existe uma solugdo v € H*(R™) para o problema a qual € positiva e esfericamente

simétrica.

Note que no teorema acima, p < (n+2s)/(n —2s) =(2n)/(n—2s) —1 =2 —1e

lembre que 2% é o maior expoente para o qual é possivel a imersao H*® — LP.
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

3.1 Resultados preliminares

Nesta secao relembraremos algumas notagoes que ja estamos usando e alguns
resultados ja demonstrados ao longo deste trabalho. Introduziremos alguns lemas a
serem usados na demonstracao do teorema principal e definiremos o que de fato é uma

solugao para o problema com o qual estamos lidando.

3.1.1 Notacao

Inicialmente relembraremos algumas notacoes usadas ao longo deste trabalho.
Denotamos por . o espago de Schwartz das fungoes C*°(R™) que sao rapidamente

decrescentes. A topologia desse espaco é gerada pelas seminormas,

pr(p) = sup (L+[z)¥ > |D%p(x)], N =0,1,2,..

TeR™ la|<N
onde ¢ € ./(R"). Definimos a transformada de Fourier % : .#(R") — . (R") por

1

Fol) = e / i (a)dr, Ve e S (RY),

Para cada s € (0,1), o espago de Sobolev fraciondrio H*(R™) = W*2?(R") ¢é definido

por

H*(R") = {u € L*(R"); W € L*(R" x R”)} : (3.3)

o qual é equipado com a norma

(ST

el ey = (el + (e )

|2 1/2
Wit eey (/ / . |x— |n+28 oy dy)

é a seminorma de Gagliardo. Pela Proposicao [I.5 temos

onde

[u] o@ny) = 2C(n, )" ||(—A %UHLQ(R") ;

onde
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

3.1.2 Resultados auxiliares

A Proposicao [I.3] estabelece a seguinte relagao entre o Laplaciano fracionério e a

transformada de Fourier
(=AY u=F7" (| (Fu)) VE R,

para s € (0,1) e u € .7.
Quando s € (0,1) a Proposigao relaciona o Laplaciano fracionario com a

transformada de Fourier da seguinte forma

Rn

e garante também que H*(R™) definido por meio da seminorma de Gagliardo em ((3.3))
coincide com a defini¢ao

HR) = fue PR [ (14 IPIuoRds < o),

n

dada por meio da transformada de Fourier.

Finalmente, lembramos a defini¢ao de solugoes fracas u € H*(R"™) para o Problema
m. Para todo s € (0,1), a fungdo mensurdvel u : R® — R é dita uma solugao fraca
para o Problema [3.1] se

(u(z) —u(y))(p(x) — vy))
// |z — y[rt2s dxdy + /n u(x)p(z)dz )
= [l ulw)pta)ds,

para toda fungao ¢ € C3(R™).
Um método natural para resolver o Problema (3.1 consiste em encontrar os pontos

criticos do funcional I : H*(R") — R definido por

1 1
1) = Sl — g [ (@)l (35)

Usando o fato que a primeira parte deste funcional é um produto interno (ver Apéndice
[A] Teorema [A.7)) e os resultados de imersao de H*(R") em L(R"), para q € [2,2?],

vemos que I é de classe C', com derivada dada por

I'(u)e = (u, 9) gs@n) — u(z) [P~ upd.
Rn

Veja Proposicao para os detalhes. Assim, um ponto critico deste funcional satisfaz
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

(3.4) e portanto, é uma solucao de (3.1). Observe que

1 1
I(u) = =||ull3s@ny — —— u(z)[PHdx
() = gl = 5 [ o)
1 1
= 5 ([u]%{s(w) + ||u||%2(Rn)> - m ]u(x)|P+1dSE

~ gl + [ (G - o) do

Considerando g : R — R dada por g(t) = [t|P~'t —t e

1152

Glt) = [ g(rydr = —lt" =

p+1

podemos reescrever o funcional /(u) da forma

I(w) = 5 [uf3pon — | Glu)da

Rn

N | —

Portanto, focaremos no problema de minimizacao com vinculo

min {[u]gs(w); u € H*(R™), / G(u)dr = 1} : (3.6)

e ao provar que tal minimo é atingido, usaremos o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange para provar a existéncia da solucao do problema mencionado. Antes
de passarmos a demonstracao do teorema principal, vejamos mais alguns resultados

auxiliares.

Definigao 3.1. Seja f € L*(R"). Entao f*, o rearranjamento simétrico de f, é uma

fungao radialmente decrescente (em r = |z|), mensuravel tal que para todo o > 0

{f = o} =Kf = o}l
Observacao 3.1. Decorre da definicao acima que / F(f)dz = / F(f*)dx, para

toda fungao continua F' tal que F'(f) é integravel.

Lema 3.1. Seja s € (0,1). Entao para cada u € H*(R") temos

ju” (2 2l
/n /n ’.17 - ’n+23 n n ‘Z’— ‘n+2s d dy’

onde u* é o rearranjamento simétrico radialmente decrescente de wu.

Demonstra¢ao. Em [I7, Teorema 1.1] provou-se que

[ Iyt p@pan < [ -8y @),
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

isto é,
S

[(=2)z

2
rey < |

s 2
A>2fHL2(R”)'

Além disso, pela Proposicao [1.5] temos

[U]%{s(w) =2C(n,s)7" [|(-A %“Hp (R") *

Logo,

[u” (= ® ded Juz) —u@P® ,
n n |':1j - y|n+28 y n n ‘l‘ — y‘n+25 t y7

como afirmamos. O

Lema 3.2. Seja u € L*(R") uma fun¢ao radialmente decrescente. Entao

1/2
n —-n
lu(z)| < ( ) || /2Hu||L2(Rn) YV # 0,

Wn—1
onde w,_; é a medida de Lebesgue da esfera unitaria em R".

Demonstracao. Primeiro observe que como u é uma funcao radialmente decrescente

podemos supor 7 = |z| dai, pelo Teorema temos

Il = [ ePae = [7 ([ poypas)ar= [ o)t
R™ 0 9B, 0

0o R
= wn_l/ |u(7“)\27‘”_1dr > wn_l/ |u(7“)|2r”_1d7’,
0 0

para todo R > 0. Como u é decrescente temos u(r) > u(R) para todo R > r > 0. Dal,
n

R R
o / ()2l > w1 u(R)[? / e = o u(R)[2
0 0

Substituindo na expressao acima obtemos

mn

R
||u||%2(Rn) = Wn—1|U(R)|27, VR > 0.

Logo, para todo z € R", tomando R = |z|, concluimos que

2< —-n n
ju(e) P < Jo] =

n—1

HUH%?(RTL)

isto é,

n—1

1/2
. n
@) <l (=) e,
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

como desejado. O]

A seguir enunciaremos um importante resultado conhecido como lema da compaci-

dade de Strauss, cuja demonstragao pode ser encontrada em [3].
Lema 3.3. [3] Teorema A.l.] Sejam P, @ : R — R fungoes continuas satisfazendo

P(t
Plt) — 0, quando |t| — +oc.

Q(t)

Seja ug : R™ — R uma sequéncia de fungoes mensuraveis tal que

k

sup [ 1Q(un(o)lds <+

P(ug(z)) = v(z) q.t.p. em R"® quando k — +o0.
Entao para todo conjunto limitado B temos

/ | P(ug(x)) — v(x)|dz — 0 quando k — +o0.
B

Além disso, se

@ — 0, quando t — 0,

Q(1)

ug(z) — 0 quando |x| — 400, uniformemente com respeito a k,

entdao P(uy) converge para v em L'(R") quando k — +oo0.

O préximo resultado sera util para a primeira parte da demonstracao do Teorema
que consiste em provar que o conjunto definido em (3.6)) é nao vazio.

Lema 3.4. Sejam ¢, R > 0. Para todo t > 0 seja

¢ sete0,R]
vp(t) =< ((R+1—1t) sete (R, R+1)
0 set e [R+1,+00)

Para todo x € R", seja wg(x) = vg(|z]). Entao wg € H*(R™) para todo s € (0,1) e

existe uma constante C'(n, s, R) tal que ||wg| gs@r) < C(n, s, R)C.
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

Demonstragao. Considere ( = 1 (O caso geral segue ao multiplicar vg por ¢). Primeiro
note que por construgao a fungao wg se anula fora da bola Bgr,;. Além disso, wg é
Lipschitziana, isto é, existe uma constante C' > 0 tal que |wg(x) — wg(y)| < Clx — y|
para todo z,y € R™. Com efeito:

i) Se x,y € Bpg, entao wg(z) = wgr(y) = 1. Logo,

jwr(z) —wr(y)| =0 < |z —yl.
ii) Se z,y € Bf,,, entdo wg(z) = wgr(y) = 0. Assim,
jwe(z) —we(y)| =0 < |z —yl.
iii) Se x € Bg e y € Bry1 \ Bg, temos
(wa(z) —wr(y)| =1 = (R+1=y))| = [yl = B < y[ — [z < [ly| = |2l < |z —yl.
iv) Se x € Br e y € By, segue que
(wr(z) —wa(y)] =1 = 0] < |z —y|.
v) Se v € Bpy1 \ Br ey € By, entao
jwe(z) —wr(y)| = [R+1—|z| =0 = R+ 1 — [z < [ly| — |2 < |z —yl.

Portanto, wgr é de fato Lipschitziana, com constante de Lipschitz C' = 1. Assim,
pelo Teorema [B.12] temos que wr € Wh°(Bg.1) e portanto, wr € H'(Bg41). Logo,
pela Proposicao segue que wg € H*(Bgy1) para s € (0,1). Agora estimaremos
a seminorma |wg|ysmny. De forma andloga ao que fizemos para obter (1.34) na

demonstracao do Lema é possivel obter

wr(z) — wr(y)|®
[wrly *(R™) /n /n |x— |n+23 dzdy

(/ /ﬁ hon(z) ~ we cidy+2/q l/
Bry1/BRr11 |:E - yl BR+1 By

[wR]Hs(BR+1 +2 / |x— |n+2sd xdy.

Br+1 Y Bgy

—————dxdy

W—M“%
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

Unindo isso ao fato de que HwRHL2 Rn) = ||wR||%2(BR+1), temos

lwrlzrs @n) = [WrlEs@n) + [wRIZ2 @)

\wR
= [wR]%{S(BRJﬂ) + 2/ / |n+25 da:dy + ||U)R||%2(BR+1)
Bri1 Y/ Biyy

[wr(y
= ||wR| H*(Bpy1) + 2 / |x — y|n+28d dy (37)

Bry1 /By

Sabemos que [|wg||%.(g,,,) < 00 pois, wr € H*(Br41). Assim resta estimar

Jooi

Para tal, observe que B§,, = (Bf,, N Bi(y)) U (B N BS(y)) e como a fungao wg 6

dxdy.
_ ay|n42s
B ’93 y’ g

Lipschitziana e limitada por um, obtemos
2 2
w T — 1
/ | R( 7)L—|i-2s dx S / ’ z7/L’—i-2s dx + / n+2s dx
B$ .y [z —y| B$,, ,NBi(y ) [z =yl B§,,,NB5(y) |z —y|
Fazendo uma mudanca de varidvel z = |z — y| e usando o Teorema temos

|z —y|? / 1
= 7 _dr< — dz <
/B ABi(y) 1T — Y[ h Biy) |2["172 7

R+1

1 1 1
— _dr< / — dr = / ——dz < 0.
/Bc nBs(y) 1T — Yyt Be(y) [T — y[m e Be(y) |2"1%

R+1

Assim,

|wR
/ / ‘n+23 —————dxdy < 0.
Bri1 R+l

Usando isso em (3.7) garantimos que wr € H*(R™) e que existe uma constante
HS(Rn) < C(TL, 87 R) D

C(n, s, R) satisfazendo ||wg|

3.2 Demonstracao do resultado principal

Esta secao ¢ dedicada a demonstracao do Teorema (3.1, a qual sera dividida em 5

partes COImMo se segue.

Demonstracao. i) O conjunto dado em (@ € nao vazio. De fato, considerando R > 1
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

e wg € H*(R"™) definida como no Lema 3.4 Temos que 0 < wg(x) = vg(|z]) < (, isso
implica que —G(wg(z)) < |G(wr(z))| < maxyep |G(t)| para todo € Bryy \ Bg.
Logo,

| Glunoyas = [ Gl = / Glun(e)de + | Gluate)ds

Bry1\Br

> (0| Bal — 1Brs \ Bl (m |G<t>|)

te[0,q]

= G(Qwy—1 R" — max |G(t)|w,—1 ((R+ 1)" — R").

Usando essa informacao na expressao acima, temos

Observe que

(R+1)"—R" = —R" = —R"™ > nR" .

n n—1 - n k
R"+nR" + . R

k=0

/ G(wg(x))dr > C1R" — CoR™ 1,

onde Cy = G(Q)w,—1 e Co = maxyeyo,q |G (t)|w,—1n. Assim, podemos escolher R > 0

suficientemente grande tal que
/ G(wg(x))dz > 0.

Fazendo a mudanca de varidvel wg,(z) = wgr(z/0) e denotando y := = /o temos que
dx = o"dy e

[ Glumonis = [ Gunt/o)) s =o" [ Gluntu)ay

n

Assim, voltando para varidavel x podemos escolher o > 0 tal que

/n Glwna(z))dz = o / Glwp(x))dz = 1.

Isso prova que o conjunto dado em (3.6 é nao vazio.

ii) Escolha de uma sequéncia minimizante adequada. Considere uma sequéncia uy em

H*(R™) tal que / G(ug)dr =1e

Rn

lm [wg] s @y = inf {[u]zs(m);u € H*(R™), / G(u)dx = 1} >0. (3.8

k—+oc0 n
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

Pela desigualdade triangular sabemos que ||ug(x)| — |ug(y)|| < |uk(x) — ux(y)| logo,
usando a definicao da seminorma de Gagliardo temos que [|ug|]ps@r) < [Ug]gs@n) €

portanto, |uy| também satisfaz (3.8]). Além disso, como G(u) = G(|ug|) temos que

/;GWMMx:L

Isso implica que |uy| é também uma sequéncia minimizante. Assim podemos supor sem
perda de generalidade que u; é nao negativa. Considere u;j, o rearranjamento simétrico

radialmente decrescente de u. Pela Observacao a sequéncia u;, satisfaz

G(uy)dx = G(ug)dx = 1.
R" Rr

Além disso, em virtude do Lema temos que [uy]ps@n) < [Ug|msrny € portanto, uy
também satisfaz logo, é uma sequéncia minimizante. Estas observagoes implicam
que podemos selecionar uma sequéncia minimizante u; tal que para todo k € N, uy, €
nao negativa, esfericamente simétrica e radialmente decrescente em r = |x|.

iii) Uma estimativa para u,. Queremos obter uma limitagdo uniforme em k para
|we| s rmy € ||ug||Lo@ny para todo 2 < ¢ < 2;. Comecemos com o caso ||ug|| s @)
Desde que o conjunto em é nao vazio, por concluimos que [ug|gs@ny < C
para alguma constante positiva C. Portanto, resta verificar que ||ug||r2ny ¢ limitada.

Para isso considere

1 1
) = [t~ 1) =t Gi(t) := ——[t|PH! Go(t) := =t
au(t) =P ga(t) =1t Gr(t) = =l e Galt) = Sl

e lembre que

t 1 1
1) = [t —t G(t :/ dr = —— [ttt — Z¢2,
g(t) = It e Gt) = | glr)dr = Pt =3

Assim, g(t) = ¢1(t) — g2(t) e para todo z > 0, vale

G@z%%@ﬁafm@ﬁigﬁwﬁ:Q@—Q@.

Como p € (1,(n + 2s)/(n — 2s)) para todo € > 0 e todo t > 0 existe uma constante

positiva C, satisfazendo

g1(t) < Ct Ll €ga(t). (3.9)

Para verificar isso observe que se t = 0 nao ha o que fazer. Por outro lado, se t # 0
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3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

temos

t Pt
tim 20y W et — o,
t—0+ 1 t—0+t ¢ t—0+
isto é, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que |g1(t)/t| < € quando 0 < t < ¢, ou seja,
g1(t) < et = €ego(t). E portanto, a desigualdade em (3.9) é satisfeita. Finalmente se
t > 6, temos

§@i-1)-p t25=1)-p

gi(t) = [t = 1t = [t Sy < 5@y = et

25 —1
25-1)-p 7 §@2-1)— '

Isso prova que ({3.9)) é satisfeita para todo ¢ > 0. E portanto, para todo z > 0, vale

Gl(z):/ gl(t)dtgce/ |t 23—1dt+e/ G2 (t)dt = Ce|z|* + eGy(2).
0 0 0
Escolhendo € = 1/2 temos

Gi(z) < C|z

|
%4 5Gg(z). (3.10)
Além disso, como

1= / G(uy)dz = / G (uy,)dz — / Go(uy)dz,

temos que
/ Go(u)dr + 1 :/ G1(ug)dz. (3.11)

Mas por ([3.10]) temos

. 1

R7 R™ R™

Substituindo em (3.11)), obtemos

« 1
/ Go(ug)dex +1< C |ug|* dx + 5/ Go(uy)dx,
n Rn n

isto é,

1
Rn

% dx. (3.12)
2 Rn

Agora usando o Teorema [2.1] temos que [|ug/[ 2z gn) < Clug]gsrn), onde a constante C

79



3. Solugao para um problema de Schrodinger envolvendo o Laplaciano fracionério

nao depende de k. E como u; é uma sequéncia minimizante, o fato de [uk]qu(Rn) ser
limitada garante que |[u| 72z gy também ¢ limitada. Unindo isso a (3.12) e usando a

definicao de G, temos

1
5/ uzdaB:/ Go(ug)dr < 0.

Isso prova que tanto |[ug|/z2mn) quanto ||uy| gsmn) sdo uniformemente limitadas em
k, e como [ug|| 25 gny também ¢ limitada, a Desigualdade de Interpolagao de Holder
garante que ||ug|/Lorn) < C para todo 2 < ¢ < 2}

iv) Passagem do limite. Como uy, € L*(R™) é uma sequéncia de fungoes nao negativas,

radialmente decrescentes, podemos aplicar o Lema [3.2| para obter

n O\ M2
()] < ( ) 22 L2
Wn—1

Mas, pelo que provamos acima u; ¢ uma sequéncia uniformemente limitada em L?(R™)
assim, |ug(z)| < C|z|~/2 logo, uy, converge uniformemente para 0 quando |z| — +oo.
Por outro lado, como uy, é limitada no espago de Banach reflexivo H*(R™), pelo Teorema
existe uma subsequéncia de wuy (a qual continuaremos a denotar por uy) que
converge fraco em H*(R"™) para uma fungdo u. Pela imersao compacta de H® em LP
em dominios limitados (ver Teorema [2.5)) e pelo Teorema [B.7], vemos que uy,(z) — u(z)
g.t.p. em R". Além disso, por construcao u € H*(R") é nao negativa, esfericamente
simétrica e decrescente em r = |z|. Agora aplicaremos o Lema (para P := Gy).

* A~ .
2. Como a sequéncia uy,

Considere a funcao polinomial @ definida por Q(t) = > + |t
é uniformemente limitada em L*(R") e em L2 (R™) temos que para todo k € N, Q

satisfaz

[ 1etutelde = [ (@) + o

22) dr < C.

Além disso, como p € (1,25 — 1) temos

Gi(t)
Q1)

— 0 quando t - +oc0 et — 0.

De fato, observe que Q(t) >t e Q(t) > |t|*. Assim, quando t — 0 vale

Gi(t) _ et et

o S+ prn
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e por outro lado, quando t — +o0 vale

G4 (1) - |t[PF1 1

= r P — 0.
Q) ~ (p+ Dt (p+ 1)[tz-+D

Agora como uy(x) — u(x) ¢.t.p. em R™, temos que G1(ux(z)) — G1(u(x)) g.t.p. em R™
E finalmente, ug(x) — 0 uniformemente em k quando |x| — +o00. Portanto, podemos

aplicar o Lema [3.3| e obter

/n Gy (ug(x))dr — G1(u(z))dx quando k — +o0.

]Rn

Aplicando o Lema de Fatou em (3.11]), obtemos

n

/n Go(u(z))dx +1 = /n lim inf G (ug(z))dr + 1 < lim inf/ Go(ug(z))dr + 1

=liminf | Gi(uk(z))dzx = - Gy (u(zx))dx,

Rn

isto é,
/ G(u(z))dx > 1. (3.13)

Por outro lado, usando novamente o Lema de Fatou concluimos que

k—+o0

G(u)dx = 1} . (3.14)

n

Suponha por absurdo que

G(u(z))dr > 1.

n

T

Entao fazendo a mudanca u,(x) = w(z/0) de modo andlogo ao que fizemos acima,

obtemos

G(uy(z))dx = o™ | G(u(z))dx =1, (3.15)

R™ Rn

para algum o € (0,1). Considerando h : R*" — R?" como sendo a mudanca de variavel
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dada por h(z,y) = (x/0,y/0c) temos que |det h'(x,y)| = 1/0?". Assim,

[ue (2 u(z/o) —u(y/o)l
el ey = /n /n !x— !”*5” i W= for S v —y \"Hp oy
|2 2 2 |2
didy = o "8 — 77 dzdy
t/m/nwx—JMM% = ./n/n =3 w“s B
n 25

Hs (R™)

Dai por (3.14) temos que

[T Fs gy < 072 inf {[uﬁ{s(w); u € H*(R"), / G(u)dr = 1} : (3.16)

n

unindo essa informagao a (|3.15)), obtemos [ﬂg]qu(w) pertence ao conjunto em 1)

Assim,

inf {[u]és(w);u € HS(R”),/ G(u)dx = 1} < [T Fs mmy-

n

Usando essa informagao juntamente com ([3.16]) e lembrando que ¢ € (0,1) concluimos

que

inf {[u]?{s(Rn);u e H*R"), | G(u)dx = 1} = 0.

Rn

Dai por 1) temos que [ﬂ]és(Rn) = 0. Agora combinando com o Teorema ﬂ temos

que [[Ul| 25 gy < Clal s ey = 0, donde u = 0 porém, contradiz (3.13). Portanto,

/n G(a(x))da = 1.

Unindo isso ao fato de que w € H*(R™) e a (3.14)), obtemos

n

v = 0t { i € 1 E, [ Glaar =1},

isto é, @ é uma solugao do problema de minimizagao com vinculo em (3.6]).

v) Conclusao. Usando a definicao da funcao ¢(t) e (3.4) vemos que uma fungao
mensuravel u : R" — R ¢ uma solu¢ao do Problema (3.1)) se para toda ¢ € C}(R")
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vale

[ e = e sy — [ juo)p uwptede - [ alerpleds

Rn n

— [ (@) uta) - u(e) ela)da
— [ stu@)elz)ds (3.17)

Agora vamos verificar as condi¢Oes necessdrias para que possamos usar o Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange (ver Apéndice , Definigao e Teorema |B.13)).

Considere o conjunto de vinculo

5= {u e HS(R“);/n Glu)de —1 = o} |

Conforme provado acima, uw € S e satisfaz em particular T'(z) = inf,ecsT(u) onde

T(u) := [uffs(gn)- Assim, definindo

F(u) = | G(u)dx —1,

Rn

resta mostrar que F’(u) # 0 para todo u € S. Para isso observe que para todo t > 0 e
1/(p+1) < a<1/2, temos

G(t) = g(t)(at) = (1/(p + 1) — Q)| = (1/2 = a)t* < 0.

Portanto,

F'(u)(au) = / g(w)(au)de > / Glu)dr = 1.

Logo, F'(u)(au) # 0. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange temos que

/ / ‘w _)ﬁi(fil — P gay = / g(u(x))e(x)d, (3.18)

para algum 6 € R. Observe que 6 > 0. De fato, se # = 0 pela expressao acima teriamos

u = 0, 0 que ja vimos ser uma contradi¢ao. Agora suponha ¢ < 0 e fixe w de modo
que fRn w)wdr > 0. Por F ser diferencidvel em u podemos escrever para ¢ > 0

suficientemente pequeno
F(u+ ew) — F(u) = F'(u)(ew) + r(ew),

onde lime o r(ew)/||ew|| = 0 e F’ é uma transformagao linear e continua. E como w
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estd fixo podemos escrever

F(u+ ew) — F(u) = eF'(u)(w) +r(e) = ¢ {/n g(w)wdx + rie) > 0,

€

para € > 0 pequeno, visto que lim.,o7r(€)/e = 0. Ou seja, F(u + ew) > F(u). Dali,

usando a definicao de F', temos

/RG(ﬂ—i-ew)dx—l>/G(ﬂ)daj—1:0.

R

Portanto,
/ G(u + ew)dz > 1. (3.19)
R
Analogamente, para ¢ > 0 suficientemente pequeno e w fixo, temos

T(u+ ew) —T(u) = eT"(u)(w) + r1(€)

= e20F (u)(w) + r1(€) = € [20 /n g(@wdz +1r(e)/e| <0,

ja que lim.,ori(e)/e = 0, onde usamos 6 < 0. Isto implica que, [a + ew]%,s(Rn) <
[ﬂ]l%ls(]l{")’ Por outro lado, considerando v = u + ew, fazendo a mudanga de variavel

Ve(z) = v(x/0o) com y = x/o e usando (3.19)), temos

/n G(v,)dx = /n G(v(z/o))dr = o" /n G(v(y))dy > o".

Assim é possivel tomar o € (0, 1) tal que

[ Glis =1,

ou seja, v, € S. Por fim, observe que para tal o € (0,1) temos

(/o) = vly/o)F n [ et
o Hs () dzxdy ———————dxd
U H (Rm) /n /n |I _ |n+sp 0—n+28 " " |I _ |n+25 Yy

| ]Hs(Rn) = 0" *T(u) < T(u),

o que é um absurdo ja que v, € S e T'(u) = inf,es T'(u). Logo # > 0. Agora considere
uy(x) =u(x/o). Seja p(z) = Y(xo) isto é, p(x/0) = (x) e denote y = x/0, assim

| stu@ide = [ gtate/o)p/ode=o" [ gtatw)ot)dy

n
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Unindo essa igualdade a (3.18)), obtemos

[ stua@)iaras =% / [ o) 2 ) gy,
/ [ (ete) =0 plaje) - /o)

Ix/a-—y/0W+%

I sas / / (1) = 1, () (V) ~ 0)

dxdy

fr— gl
/ / uo Uy Z/))W(x) B w(y))dxdy
w JRe \x—mwk '

Assim, como # > 0, para obter (3.17) basta tomar ¢%*/6 = 1, isto é o = /25,
Com isso provamos a existéncia de uma solugao nao negativa para o Problema 3.1},

a qual é radialmente simétrica, nao crescente em relacao a norma de x e tende a zero

quando |z| — 0. O

Observacao 3.2. Usando resultados mais recentes podemos justificar que tal solucao
é de fato positiva. Por [2, Teorema 1.1] temos que u € L>®(R™) e dali, pelo Principio

do Méximo Forte (ver [13, Teorema 1.1]) temos que tal solugao é de fato positiva.
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Apeéendice A
Resultados auxiliares

Neste apéndice, demonstraremos alguns resultados que foram usados ao longo desta

dissertacao.

A.1 Resultados elementares

Teorema A.1. (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais nao negativos

e p,q > 1 satisfazendo 1/p+1/q = 1. Entao

aP e

D q

ocorrendo a igualdade se, e somente se, aP = bi.

Demonstracao. Se ab = 0 nao ha o que fazer. Considere entao a,b > 0. Se a? = b9,

entao usando o fato de 1/p + 1/q = 1 temos
ab = a(bq)l/q — qaP!1 = gP/PgP/1 — @P(L/PH1/a) — 4P — P = ap(l/p+ 1/q) _ ap/p+bq/q.

Agora para o caso em que a? # b?, note que a fun¢do exponencial f(x) = exp(z) é
estritamente convexa, pois sua segunda derivada ¢ estritamente positiva em todo ponto.
Assim, para todo t € (0,1) temos que f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y), onde
z,y € R" s@o tais que = # y. Assim parat =1/p,1 —t =1/q,x = loga®? e y = logb?,

temos

9

loga?  logb? log a? log b4 Poobe
oga? | log )<exp(oga)+exp(og ) a

p q B

ab = explog(ab) = exp (
p q p q

isso encerra a demonstracao.
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Teorema A.2. (Desigualdade numérica de Hélder). Sejam xyi,2s,...,2, €

Y1, Y2, -, Yn NUMETos reais nao negativos e p,q > 1, satisfazendo % + % =1, entao

n n 1/p n 1/q
Z Ty < <Z 95?) <Z yf) )
i=1 i=1 i=1

e a igualdade ocorre se, e somente se, (x5, ... aP) for maltiplo de (y%,yb, ..., y2).

Demonstragdo. Considere u = (>, )P ey = oo yf)l/q. Pela desigualdade de

Young, temos

para cada ¢ = 1,2, ...,n. Assim,

1 xp q

— 2y < —= + 2= paracadai=1,2,...,n.
uv puP  quvi

Dai como 1,29, ...,x, € Y1, Ys, ..., Y SA0 NUMeros reais nao negativos, podemos dizer

que
1 — 1 u 1 u
il o < p L q
W Z.szz < pup (Z xz) + qu (Z yz> )
=1 =1 i=1
isto é,
- Uv - Uv - uUv Uv UY  UU
Ty < — 2+ — ' =—u+ —0v'=—+ — =,
S < (z ) " (z y,) oy
ou seja,
n n 1/p n 1/q
S < (z ) (z yz) |
i=1 i=1 i=1
como queriamos provar. O

Teorema A.3. (Desigualdade de Minkowski). Sejam xi,Zo,....Tn, Y1,Y2,\Un

numeros reais nao negativos e p > 1. Entao

1/p n 1/p n 1/p
< (Z ol ) + (Z Y > ,
i—1 =1

e a igualdade ocorre se, e somente se, (1, T, ..., xy,) for miltiplo de (Y1, Y2, .., Yn)-

[Z(% +vi)?

i=1
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Demonstracao. Primeiro note que

n n n

Z(% +y) < Z(%’ +y) (i +y)P T = Z iz + )P+ Z yi(ai + )P~
i=1 i=1 i=1 =1

(A.1)

Usando a desigualdade de Holder para as duas somas a direita de (A.1]) e considerando

os expoentes conjugados p e p/(p — 1), temos

1/p
le i +y;)? (Zx) +

n

1/p 17%
St twr < ()|l e
=1

n 1/p n 1—%
= (Z yf) + <Z(xZ + yi)”> :

=1

Substituindo essas duas informagoes em (A.1)), temos

n n 1-4 n 1/p " 1/p
> (i) < (Z(Iz + Z/z’)p> (Z l’f) + <Z yf) :

i=1 i=1
e portanto,
n 1/p n 1/p n 1/p
S| (D) + (0]
i=1 i=1 i=1
como queriamos demonstrar. O

Teorema A.4. Sejam a,b € [0,00) e p € [1,4+00). Entdo
(a+b)P < 2771 (aP + bP).

Demonstragcao. Observe inicialmente que se a = 0 nao ha o que fazer. Considere entao
a # 0. Assim podemos escrever (a+b)? < 277! (a? +bP) na forma (1+z)? < 2P (1+2P)
onde 0 < 2 = b/a. Considere a fungao f : Rt — Rt dada por f(z) = (14+x)?/(1+zP).
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Observe que

FO)=1= lim f(a),

n—-+o0o
ese 0 <z < ooentdao f(x) > 1. Assim, f atinge um maximo em seu tnico ponto

critico x = 1. Assim, para todo x no dominio de f temos
F@) < F(1) = A+ 1P/ +17) = 222 = 27,

isto 6, (1 + z)? < 2P71(1 + 2P), isso prova o resultado. O

De forma andloga ao que fizemos no teorema acima, ¢ possivel provar que nas

mesmas condigoes para a e b e p € (0,1) vale (a + b)? < a? + bP.

Teorema A.5. [, Teorema 4, pag. 628]. Seja f : R™ — R uma fun¢ido mensurdvel.

Entao
/ fdxr = / (/ de) dr,
n 0 OBr(x0)

para cada ponto xy € R™.

Teorema A.6. Sejam z € R" e o« € R. Entdo a funcao 1/|x|* € integrdvel na bola

n-dimensional de raio um se, e somente se, a < n e fora dela se, e somente se, a > n.

Demonstragao. Primeiro provaremos o segundo caso. Pelo Teorema temos que

1 o 1 & 1 > 1
/ —dx = / </ dS) dr = / (/ —dS> dr = / —w,r" tdr
B |7|* 1 oB, || 1 aB, T¢ e
= wn/ riimedr,
1

Avaliemos todos os casos possiveis,
1) Se n # «a, entao

o0 rn—a
Ty =
1 n—o

Dai temos duas possibilidades,

o ) rnTa 1
= lim — .
1 r—oo \ N — n—o

1.i) Se a < m, entdo r"~* — oo quando r — oo e portanto, 1/|x|* nao ¢é integravel.
1.ii) Se o > n, entao "~ * — 0 quando r — oo e portanto, 1/|z|* é integravel.

2) Agora se n = «, entao

o0 oo 1 00
/ rilmedr = / —dr =1In(r)| = oo,
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e assim, 1/|z|* nao é integravel. Isso prova que 1/|x|* é integravel em Bf C R™ se, e
somente se, & > n. De forma inteiramente andloga é possivel verificar que esta funcao

é integravel em B; C R" se, e somente se, a < n. O

A.2 Propriedades elementares de H*

Definicao A.1. Seja E um espaco vetorial. Um produto interno em E é uma forma
bilinear simétrica definida positiva, isto é, uma funcao (-,-) : E x E — R que satisfaz

as seguintes propriedades:
i) (z,z) > 0 para todo x # 0.
ii) (z,y) = (y,z) para todo =,y € E.
iii) (ax + Py, z) = alx, z) + By, z) para todo x,y, z € E e para todo «, 5 € R.

Teorema A.7. A funcao

o= [ =y s [ st

apresentada em , define um produto interno em H*(R™).

Demonstragao. Sejam u, ¢, € H*(R"), a, 5 € Re x,y € R™.

i)

Hs(R™)

() ) ,
————dxd dr =
(u, u) /n /n |a:— |”+28 ray -+ o lu(z)|["dz = [|u]

Por coincidir com uma norma, garantimos que (u,u) > 0 sempre que u # 0.

ii)

A= L |x e Wtrty + [ ooy
/n /n |;E _ )(ﬁiﬁz — u(y))dxdy + /n o(z)u(z)dz = (p,u).

iii)

ot oy = [ [ Lot 0 = 0t B0V —V)

|z —y|" 2

+ [ (s )@ vta)ds,
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isto é,
ko) = [ [ €I 00,
N / / (Bo(x) — ffﬁy;)'ffﬁx) - ¢(y))dxdy
+ /n au(z)y(x)dr + . Bo(z)(x)dx
= a(u, ¥) + Ble, ),
e isso conclui a demonstracao. O

Definigao A.2. Considere um funcional [ : U — R, onde U é um subconjunto aberto
de um espago de Banach X. O funcional / tem uma derivada de Gateaux em u € U,

f no espaco dual X’ de X, se, para cada h € X,
li L I th) — 1 th)] =0
i = [+ th) — 1(a) — F(th)] = 0.

A derivada de Gateaux de I em u é denotada por ['(u). O funcional I tem uma

derivada de Fréchet f € X' em u € U se

1 B
tim 1) = 1) = f ()] = 0

Dizemos que o funcional I ¢ de classe C' se a derivada de Fréchet de I existe e é

continua sobre U.

Observagao A.1. A derivada de Gateaux é dada por

Fwyh:hm%Um+ﬂw—HML

t—0

e além disso, todo funcional Fréchet diferencidvel é também Gateaux diferenciavel.

Proposicao A.1. [18] Proposigao 1.3]. Se I tem derivada de Gateaux continua sobre

U, entao I é de classe C*.

A seguir provaremos que o funcional I : H*(R") — R dado por

() = 5l

1
by = 57 [l (A2)

é de classe C.
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Consideremos os funcionais J e G no espago de Hilbert H*(R"™) dados por

Jw) = [ul’ e Glu)= / ol

onde || -|| é a norma proveniente do produto interno em H*(R™), dado no Teorema[A.7]
e2<q< 2.

Proposicao A.2. Os funcionais J e G sao de classe C*. Em particular, I € C*.

Demonstracao. Pela Proposicao basta provar que cada um destes funcionais tem
derivada de Gateaux continua sobre H*(R™). Considere uma fungao u € H*(R"). Para
cada h € H*(R") vale

1 1
J'(u)h = lim = ([lu + th]|* — [[ul®) = lim —(2(u, h) + || h][*) = 2(u, h).
t—0 t t—0 t

Portanto, J ¢ Gateaux diferenciavel. Para provar a continuidade da derivada de
Gateaux de J tome uma sequéncia uy convergindo para u € H*(R™). Dada uma
fungao h € H*(R") satisfazendo ||h|| < 1 temos

(S (ure) = J"(u)] = [2(ue = u, h)| < 2[lup — ull[|A]] < 2ljux —u].
Assim,

1 (uk) = T @)l s @myy = sup | (ur) = J'(u))h] < 2ffux — ul.
he H® (R™)
Ihll<1

Dai, usando a convergéncia u, — w em H*(R") temos que J'(uy) — J'(u) em (H*(R"))
e isso prova a continuidade de J'.

Agora provaremos a existéncia da derivada de Gateaux de G. Considere ¢ um
nimero real satisfazendo 0 < [t| < 1 e z € R™. Sejam u, h € H*(R"). Pelo Teorema do
Valor Médio, existe 6 € (0, 1) satisfazendo

[lu(z) + th(z)]? — Ju(z)[]

m = plu(z) + 0th(z)|"" |h(2)] < q(lu(z)| + [A(2))*"A(2)].

Como u, h € H*(R™) temos que u, h € LI(R™) e portanto, (|u|+|h|)?~t € LY/@=D(R™).
Dali, pela desigualdade de Holder temos (|u| + |h])?th| € L' (R™). Agora considere a

sequéncia
fr = qlu+ Otih|" 2 (u + Ot h)h

em L'(R™) com t;, — 0 quando k — +o00. Assim, fy(z) — f(z) = q|u|?uh(z) q.t.p. em
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R"™. Como para todo k € N
| fiel < q(Ju(@)] + |h(2)) " [h(2)]

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema que

k—o0

lim frdr = q/ lu|?"2uhdzx.
Rn n

Além disso,

tph|? — |ul?
e t’ U g+ i+ Bt
k
ou seja,
) 1 -2
lim — |u + tph|?dx — lulfdx | =q | |u|'"“uhdx.
Assim,

1
lim — (/ |u + th|idz —/ |u|qu) = q/ lu|"2uhdz.
t—0 ¢ Rn R n

Isso prova que existe a derivada de Gateaux de G e que vale
G'(u)h = q/ lu|??uhdz.

Resta provar agora que tal derivada é continua. Considere uma sequéncia wuy
convergindo para u € H*(R"). Assim, |up|72up — |u[?2u em LY@ D (R™). Note

que

\<G’<uk>—G'<u>>h|=]q Ry T

— ’q/ (]uk]quuk — |u|q*2u)hdx

Usando a desigualdade de Holder temos
(G (ur) = G'(w)h] < qllug]**ur — ulull pasa1 @) | 2| ageeny.
Como H*(R"™) esta continuamente imerso em L?(R"™) para 2 < g < 2% segue que

(G (ux) = G'(u)h] < cqlllurl™*ur, — [ul*ull pasa1 @) 1 2]
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Assim,

IG" (ur) = G"(u)llar=reyy < callluel®*wr = Jul*ul| pasa-1 gny.

Portanto, G'(u) — G'(u) em (H*(R™))".
Unindo isso com a Proposicao temos que os funcionais J e G sao de classe C.

Em particular, I é de classe C*, como querfamos provar. O
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Apendice B
Resultados complementares

Neste apéndice, enunciaremos teoremas classicos com suas respectivas referéncias

para eventuais consultas.

Teorema B.1. [f, Teorema 9.7], (Teorema de Extensdo). Suponha que Q0 € de
classe C%' com fronteira limitada e 1 < p < oco. Entdo existe uma extensdao linear
T:Wh(Q) — WIP(RYN), @ := T(u), tal que para todo u € W'P(Q) tem-se

i) ilo = u,
it) ||l o @yy < Cllul| e,
i) ||| wrr@yy < Cllullwir),
onde C' depende apenas de €.

Teorema B.2. [0, Teorema 2, pag 621], (Destigualdade de Jensen). Considere
f R —= R uma funcao convexa e 2 C R™ um aberto limitado. Seja v : Q@ — R uma

fung¢ao mensuravel. Entdo

f (ﬁ/ﬂudm) < |—;2|/Qf(u)dx.

Teorema B.3. [/, Teorema 3.18]. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (2y,)nen
uma sequéncia limitada em E. Entao eziste uma subsequéncia (T, )ren que converge

na topologia fraca de E.

Teorema B.4. [/, Teorema 4.5, (Teorema de Fubini). Sejam A e B espagos de

medida completos e f(x,y) uma fungdo mensurdvel em A x B tal que

f(x,y)d(z,y) < oo.
AxB
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Entao

/A</Bf(x,y>dy> dx:/B</Af<x,y)dx) = st

Teorema B.5. [/, Teorema 4.4/, (Teorema de Tonelli). Se F(x,y):Q xQs — R

¢ uma fungao mensurdvel satisfazendo

i) |F(x,y)|dus < oo para quase todo ponto x € O e
Qo

i) diiy |F(z,y)|dus < oo.
o Qs

Entio, F € L'(Q x Q).

Teorema B.6. [/, Teorema 4.2/, (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja

(fn) uma sequéncia de fungoes em L' satisfazendo
i) fo(T)neny — f(z) para quase todo ponto de S,
i) existe uma fungao g € L' tal que para todo n, |f.(z)| < g(x) para quase todo
ponto de ).
Entio f € L e ||f. — f|l — 0.

Teorema B.7. [J, Teorema 4.9]. Sejam (f,)nen uma sequéncia em LP e f € LP tais
que || fn — fll, = 0. Entao existem uma subsequéncia (f,, )ken € uma fungao h € LP
tais que

(a) fri(x) = f(2) g.t.p. em Q,
(0) | fo, ()| < h(x)VEk, ¢.t.p. em Q.

Teorema B.8. [/, Lema 4.1/, (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes

em L' satisfazendo
i) para todo n, f, =0 em quase todo ponto.
i) Sup/fn < 00.

Definindo f(x) = liminf, . f.(z) < 400, para quase todo ponto x € 2. Temos

/fgliminf/fn.
n—oo

Teorema B.9. [/, pag. 118/, (Desigualdade de Interpolacao de Holder). Se
ferP(QNLYN) coml1<p<ooel <qg<oo, entio f € L™(Q) para todo r € [p,ql.
Em particular,

N Y 1 a 1-«
1 fllr @) < Hf”LP(Q)”leLCI(Q) com = » +

e a€0,1].
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Teorema B.10. [6, Teorema 2.6/, (Férmula de Plancherel em . (R")). Seja
e € S (R™). Entao
lellz2 = [ F el 2,

onde F € a transformada de Fourier.

Teorema B.11. [9, Teorema 6. pag. 649], (Teorema da Diferenciacao de

Lebesgue). Seja f: R™ — R uma fungdo localmente integravel. Entdo

1

Br@o)] S f(@)dz — f(xo)

qg.t.p. xog € R™ quando r — 0.

Teorema B.12. [4, Teorema 4. pag. 279], (Caracterizacao de W'*). Seja
Q C R™ um aberto limitado com fronteira 02 de classe C'. Entdo v :  — R €

Lipschitz se, e somente se, u € W1H>(§),

Definigao B.1. Sejam X um espago de Banach, FF € C'(X,R) e um conjunto de
vinculos

S :={u € X;F(u) = 0}.

Suponhamos que para todo u € S, temos que F'(u) # 0. Seja T € C'(X,R). Dizemos
que ¢ € R é valor citico de T sobre S se existem u € S e A € R tais que T'(u) = ¢
e T(u) = AF'(u). O ponto u é um ponto critico de T" sobre S e o nimero real A é

chamado multiplicador de Lagrange para o valor critico c.

Teorema B.13. [1], pag. 55/, (Multiplicadores de Lagrange). Sob as hipdteses

e notagoes da defini¢ao acima, suponhamos que uw € S € tal que

T(u) = inf T'(u).

u€esS

Entao, existe A € R tal que
T' () = \F'(q).
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