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Alguns resultados da teoria de
operadores multilineares
absolutamente somantes

por

Renato Bezerra Silvestre

sob a orientação do

Prof. Dr. Daniel Marinho Pellegrino

João Pessoa – PB
Abril de 2016

http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4453503D3
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4790013H2


S587a Silvestre, Renato Bezerra.
         Alguns resultados da teoria de operadores multilineares
      absolutamente somantes / Renato Bezerra Silvestre. -
      João Pessoa, 2019.
         78 f. : il.

         Orientação: Daniel Marinho Pellegrino.
         Dissertação (Mestrado)  - UFPB/CCEN.

         1. Operadores multilineares absolutamente somantes. 2.
      desigualdades. 3. operadores quase somantes. 4. espaços
      com tipo 2. I. Pellegrino, Daniel Marinho. II. Título.

UFPB/BC

Catalogação na publicação
Seção de Catalogação e Classificação

iii



iv



Dedicatória
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Resumo

O objetivo do presente trabalho é apresentar alguns resultados relacionados a teoria

multilinear de operadores absolutamente somantes. Mais precisamente, estudamos

generalizações das desigualdades de Khinchin e Kahane e uma caracterização de espaços

de Banach com tipo 2, devida a D. Popa, por intermédio de operadores multilineares

absolutamente e quase somantes.

Palavras-chave: Operadores multilineares absolutamente somantes, desigualdades,

operadores quase somantes, espaços com tipo 2.



Abstract

The purpose of the present work is to present some results related to multilinear

theory of absolutely summing operators. More precisely, we study generalizations of

inequalities of Khinchin and Kahane and a characterization of Banach spaces of type

2, due to D. Popa, through absolutely and almost summing multilinear operators.

Keywords: Absolutely summing multilinear operators, inequalities, almost summing

operators, Banach spaces of type 2.
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Introdução

A Teoria dos Espaços de Banach vem crescendo consideravelmente desde as pri-

meiras décadas do século XX, peŕıodo no qual a Análise Funcional estava começando

a ser desenvolvida. Estes avanços compreendem desde uma melhor compreensão da

estrutura de tais espaços, até posśıveis interligações com outras áreas.

Uma das áreas estudadas na Teoria dos Espaços de Banach são os Operadores

Absolutamente Somantes, que pode ser encontrada no livro clássico de J. Diestel, H.

Jarchow e A. Tonge [9]. Os operadores absolutamente somantes foram apresentados,

em essência, pela primeira vez em um trabalho de Alexander Grothendieck, publicado

em 1953, que tinha como t́ıtulo Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels

topologiques. Em seguida, na década de 60, estes operadores foram redescobertos e

estudados em trabalhos dos matemáticos A. Pietsch [17], J. Lindenstrauss [13] e A.

Pelczyński [14], dando uma roupagem mais compreenśıvel ao tema. Entretanto, foi

apenas nos anos 80 que Pietsch sugeriu em seu artigo [18] a generalização dessa teoria

para o ambiente multilinear. Posteriormente, no ano de 1989, a partir de um trabalho

de R. Alencar e M. Matos [3], vários autores mostraram-se interessados no tema, dando

continuidade ao projeto iniciado por Pietsch.

Neste trabalho apresentaremos como preliminares vários conceitos da teoria linear

dos operadores absolutamente somantes e alguns resultados clássicos dentre o quais

estão os teoremas de Grothendieck, da dominação de Pietsch e as desigualdades de

Khinchin e Kahane. Posteriormente, estudaremos a extensão de alguns resultados da

teoria linear para o ambiente multilinear e exibiremos um breve estudo de operadores

quase somantes para, em seguida, estudarmos um resultado de D. Popa que caracte-

riza espaços de tipo 2 por intermédio de operadores multilineares quase somantes e

absolutamente 2-somantes.
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Estrutura dos tópicos apresentados

O presente trabalho será dividido em cinco caṕıtulos, os quais serão organizados da

seguinte forma:

O Caṕıtulo 1 será dedicado a uma apresentação dos primeiros conceitos e proprieda-

des dos operadores lineares absolutamente somantes. Demonstraremos neste caṕıtulo

a Desigualdade de Grothendieck e o Teorema de Grothendieck, que afirma que todo

operador linear cont́ınuo de `1 em `2 é absolutamente somante.

No Caṕıtulo 2 apresentaremos os primeiros conceitos, no contexto multilinear, dos

operadores absolutamente somantes. Além disso, veremos dois resultados úteis, que

são os teoremas de Defant-Voigt e da Inclusão. Também mostraremos uma aplicação

desses teoremas para transformações n-lineares sobre espaços `p.

O Caṕıtulo 3 apresenta, de forma generalizada, as desigualdades de Khinchin e

Kahane. Além disso, neste caṕıtulo apresentamos o conceito de cotipo.

No Caṕıtulo 4 mostraremos o resultado principal desse trabalho, que é um teorema

devido a D. Popa [19]. Durante este caṕıtulo, serão acrescentados o conceito de tipo e

de operadores quase somantes.

O ultimo caṕıtulo é um apêndice destinado a apresentações e demonstrações de

alguns resultados que foram utilizados no desenvolvimento deste trabalho.
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Caṕıtulo 1

Operadores lineares absolutamente

somantes: resultados básicos

Neste caṕıtulo apresentamos resultados relacionados a teoria de operadores absolu-

tamente somantes; alguns destes resultados serão utilizados nos caṕıtulos posteriores.

1.1 Sequências absolutamente e fracamente somáveis

Definição 1.1.1. Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Uma sequência

(xn)∞n=1 em E é dita absolutamente p-somável se a sequência de escalares correspondente

(‖xn‖)∞n=1 estiver em `p.

Denotaremos por `p (E) o espaço vetorial de todas as sequências absolutamente

p-somáveis em E, isto é,

`p (E) :=
{

(xi)
∞
i=1 ∈ E

N : (xi)
∞
i=1 é absolutamente p-somável

}
.

Em `p (E) definimos as normas para 1 ≤ p <∞ e p =∞, respectivamente, por

‖ (xi)
∞
i=1 ‖p :=

(
∞∑
i=1

‖xi‖pE

) 1
p

e ‖(xi)∞i=1‖∞ := sup
i∈N
‖xi‖ .

Definição 1.1.2. Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Uma sequência

(xn)∞n=1 em E é dita fracamente p-somável se a sequência de escalares (ϕ (xn))∞n=1

estiver em `p, qualquer que seja ϕ ∈ E ′.

Denotaremos o espaço das sequências fracamente p-somáveis por `ωp (E), isto é,

`ωp (E) :=
{

(xi)
∞
i=1 ∈ E

N : (xi)
∞
i=1 é fracamente p-somável

}
.

3



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

As funções

‖ (xi)
∞
i=1 ‖ω,p := sup

ϕ∈BE′

(
∞∑
i=1

|ϕ (xi) |p
) 1

p

e ‖(xi)∞i=1‖ω,∞ := sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ (xi))
∞
i=1‖∞

definem nomas em `ωp (E) e `ω∞ (E) respectivamente.

Proposição 1.1. Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Então (`p (E) ; ‖ · ‖p)
e
(
`ωp (E) ; ‖ · ‖ω,p

)
são espaços de Banach.

Demonstração. Mostraremos inicialmente que (`p (E) ; ‖ · ‖p) é um espaço de Banach

para 1 ≤ p < ∞. O caso p = ∞ é semelhante. Seja (xk)
∞
k=1 uma sequência de cauchy

formada por elementos de `p (E), onde xk = (xnk)∞n=1 ∈ `p (E). Sendo assim, dado ε > 0

existe N0 ∈ N tal que

k, k′ ≥ N0 =⇒ ‖xk − xk′‖p < ε.

Dáı, para cada n ∈ N, temos

k, k′ ≥ N0 =⇒ ‖xnk − xnk′‖ < ε

e portanto, (xnk)∞k=1 são sequências de Cauchy em E, e consequentemente convergentes.

Assumindo que (xnk)∞k=1 converge para xn e fazendo x = (xn)∞n=1, vamos mostrar que

x ∈ `p (E). De fato, para cada m ∈ N, temos

k, k′ ≥ N0 =⇒

(
m∑
n=1

‖xnk − xnk′‖p
) 1

p

< ε.

Fazendo k′ −→∞, obtemos

k ≥ N0 =⇒

(
m∑
n=1

‖xnk − xn‖p
) 1

p

< ε.

Agora, fazendo m −→∞, temos

(
∞∑
n=1

‖xnk − xn‖p
) 1

p

= ‖xk − x‖p < ε,

para todo k ≥ N0. Assim, conclúımos que lim
k→∞

xk = x. Além disso,

xN0 − x =
(
xnN0
− xn

)∞
n=1
∈ `p (E) .
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1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Como xN0 ∈ `p (E), segue, do fato de `p (E) ser um espaço vetorial, que

x = xN0 − (xN0 − x) ∈ `p (E) .

Portanto, `p (E) é um espaço de Banach.

Agora, resta provar que o espaço
(
`ωp (E) ; ‖ · ‖ω,p

)
é Banach. Primeiro mostraremos

que a norma ‖ · ‖ω,p está bem definida. Para esta tarefa usaremos o teorema do gráfico

fechado.

Seja x = (xn)∞n=1 ∈ `ωp (E) e considere a aplicação ux : E ′ → `p definida por

ux (ϕ) = (ϕ (xn))∞n=1. É claro que ux está bem definida e é linear. Suponha que a

sequência (ϕk)
∞
k=1 em E ′ é tal que

ϕk → ϕ ∈ E ′

ux (ϕk)→ z0 ∈ `p.

Vamos provar que z0 = ux (ϕ). De fato, sendo ux (ϕk)→ z0, temos

lim
k→∞

ux (ϕk) = lim
k→∞

(ϕk (xn))∞n=1 = z0 = (zj)
∞
j=1

e, portanto,

lim
k→∞

ϕk (xn) = zn,

para todo n natural. Como ϕk → ϕ, temos

lim
k→∞

ϕk (xn) = ϕ (xn)

e, consequentemente zn = ϕ (xn), para todo n natural. Logo, z0 = ux (ϕ) e, pelo

teorema do gráfico fechado, ux é cont́ınua. A limitação de ux nos garante que

sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ (xn) |p
) 1

p

<∞

e, portanto, a norma ‖·‖ω,p está bem definida. As propriedades de norma são claramente

satisfeitas.

Finalmente, provaremos a completude do espaço `ωp (E). Seja (xk)
∞
k=1 uma sequência

de Cauchy em `ωp (E), onde xk = (xnk)∞n=1 ∈ `ωp (E). Como (xk)
∞
k=1 é de Cauchy, dado

ε > 0, existe N0 ∈ N tal que

k, k′ ≥ N0 =⇒ ‖xk − xk′‖ω,p < ε.

5



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Sendo assim, dado ϕ ∈ BE′ , temos

k, k′ ≥ N0 =⇒
∞∑
n=1

|ϕ (xnk − xnk′) |p < εp =⇒ |ϕ (xnk − xnk′) |p < εp, para cada n ≥ 1.

Logo

k, k′ ≥ N0 =⇒ ‖xnk − xnk′‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ (xnk − xnk′) | ≤ ε, para todo n natural.

Portanto, para cada n, a sequência (xnk)∞k=1 é de Cauchy em E, e consequentemente

convergente. Denotando por xn o limite de (xnk)∞k=1 e fazendo x = (xn)∞n=1, vamos

mostrar que x ∈ `ωp (E). De fato, usando o mesmo procedimento da primeira parte da

nossa demonstração e fazendo k′ −→∞, obtemos

k ≥ N0 =⇒
∞∑
n=1

|ϕ (xnk − xn) |p ≤ εp, para todo ϕ ∈ BE′.

Isto nos diz que x− xN0 ∈ `ωp (E). Logo

x = (x− xN0) + xN0 ∈ `ωp (E) .

Além disso,

k ≥ N0 =⇒ ‖xk − x‖ω,p ≤ ε,

isto é, lim
k→∞

xk = x. Portanto, `ωp (E) é um espaço de Banach.

Proposição 1.2. Se E é um espaço de Banach e 1 ≤ p <∞, então `p(E) ⊂ `ωp (E).

Demonstração. Se (xj)
∞
j=1 ∈ `p (E) e ϕ ∈ E ′, então

∞∑
j=1

|ϕ (xj) |p ≤
∞∑
j=1

‖ϕ‖p · ‖xj‖p = ‖ϕ‖p ·
∞∑
j=1

‖xj‖p.

Como
∞∑
j=1

‖xj‖p <∞ , segue que
∞∑
j=1

|ϕ (xj) |p <∞ e, portanto, (xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
p (E).

Proposição 1.3. Seja u : E → F uma aplicação linear e cont́ınua. Então:

i) Se (xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
p (E), então (u (xj))

∞
j=1 ∈ `

ω
p (F );

ii) Se (xj)
∞
j=1 ∈ `p (E), então (u (xj))

∞
j=1 ∈ `p (F ) .

Demonstração. (i) Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
p (E). Dado ϕ ∈ F ′, temos

∞∑
j=1

|ϕ (u (xj)) |p =
∞∑
j=1

|(ϕ ◦ u) (xj) |p.
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1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Como ϕ ◦ u ∈ E ′, segue que
∞∑
j=1

|ϕ (u (xj)) |p <∞ e portanto, (u (xj))
∞
j=1 ∈ `

ω
p (F ).

Agora, provemos (ii). Dado (xj)
∞
j=1 ∈ `p (E), temos

∞∑
j=1

‖u (xj) ‖p ≤
∞∑
j=1

‖u‖p · ‖xj‖p = ‖u‖p ·
∞∑
j=1

‖xj‖p.

Como
∞∑
j=1

‖xj‖p <∞, segue que (u (xj))
∞
j=1 ∈ `p (F ).

Em alguns resultados deste trabalho será necessário trabalharmos com o espaço

`up (E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ `

ω
p (E) : lim

n→∞

∥∥∥(xj)
∞
j=n

∥∥∥
ω,p

= 0

}
,

com 1 ≤ p <∞. A próxima proposição garante que `up (E) é um espaço de Banach se

1 ≤ p <∞.

Proposição 1.4. `up (E) é um subespaço fechado do espaço `ωp (E).

Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `

u
p (E) e λ ∈ R. Então

lim
n→∞

∥∥∥(xj)
∞
j=n + λ (yj)

∞
j=n

∥∥∥
ω,p

= 0. (1.1)

De fato, sabendo que

0 ≤
∥∥∥(xj)

∞
j=n + λ (yj)

∞
j=n

∥∥∥
ω,p
≤
∥∥∥(xj)

∞
j=n

∥∥∥
ω,p

+ |λ|
∥∥∥(yj)

∞
j=n

∥∥∥
ω,p

e fazendo n −→ ∞, obtemos (1.1). Logo, (xj)
∞
j=1 + λ (yj)

∞
j=1 ∈ `up (E) e, portanto,

`up (E) é um subespaço de `ωp (E).

Agora, seja (xk)
∞
k=1 uma sequência formada por elementos de `up (E), onde cada

xk =
(
xjk
)∞
j=1
∈ `up (E). Então, para cada k, temos lim

n→∞

∥∥∥(xjk)∞j=n∥∥∥ω,p = 0, ou seja, dado

ε > 0, existe n0,k ∈ N tal que

n ≥ n0,k =⇒
∥∥∥(xjk)∞j=n∥∥∥ω,p < ε

2
(1.2)

Suponhamos que xk converge para x = (xj)
∞
j=1 ∈ `ωp (E), isto é, existe k0 ∈ N tal

que

k ≥ k0 =⇒ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

∣∣ϕ (xjk − xj)∣∣p
) 1

p

=
∥∥∥(xjk)∞j=1

−
(
xj
)∞
j=1

∥∥∥
ω,p

<
ε

2
.
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1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Além disso, para cada n ∈ N, temos

k ≥ k0 =⇒ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=n

∣∣ϕ (xjk − xj)∣∣p
) 1

p

=
∥∥∥(xjk)∞j=n − (xj)∞j=n∥∥∥ω,p < ε

2
. (1.3)

Sabendo que ∥∥∥(xj)∞
j=n

∥∥∥
ω,p

=
∥∥∥(xj)∞

j=n
−
(
xjk0
)∞
j=n

+
(
xjk0
)∞
j=n

∥∥∥
ω,p

≤
∥∥∥(xj)∞

j=n
−
(
xjk0
)∞
j=n

∥∥∥
ω,p

+
∥∥∥(xjk0)∞j=n∥∥∥ω,p

e usando (1.2) e (1.3), temos

n ≥ n0,k0 =⇒
∥∥∥(xj)∞

j=n

∥∥∥
ω,p

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

ou seja, x ∈ `up (E) . Portanto, `up (E) é fechado.

1.2 Algumas desigualdades clássicas

Os resultados desta seção serão independentes das anteriores. Um deles será muito

importante para a demonstração do teorema de Grothendieck, que veremos em outro

momento, e os outros serão retomados em caṕıtulos posteriores de forma mais geral.

Para uma boa compreensão da parte principal, apresentaremos inicialmente algumas

definições e resultados auxiliares. Um desses conceitos é o de funções de Rademacher,

que será apresentado a seguir.

Chamamos de funções de Rademacher as aplicações rn : [0, 1] −→ R definidas por

rn (t) = sgn
(
sin 2n−1πt

)
, n ∈ N e t ∈ [0, 1].

Para fins posteriores, apresentaremos uma propriedade de ortogonalidade que estas

aplicações possuem, que é a seguinte: Se 0 < n1 < · · · < nk e p1, . . . , pk ≥ 0 são

inteiros, então

∫ 1

0

rp1n1
(t) · . . . · rpknk (t) dt =

{
1, se cada pj é par

0, caso contrário .

Como consequência imediata, as rn formam uma sequência ortonormal em L2 [0, 1], e

assim ∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn (t)

∣∣∣∣∣
2

dt =
∞∑
n=1

|an|2 (1.4)

8



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

para todo a = (an)∞n=1 ∈ `2.

O próximo resultado será uma ferramenta fundamental para a demonstração de uma

das desigualdades dessa seção, que é conhecida como Desiguldade de Grothendieck.

Lema 1.5. Dada uma função f : [0, 1] −→ R, defina f ′ : [0, 1] −→ R por

f ′ (t) =

{
min {f (t) , 1} , se f (t) ≥ 0

max {f (t) ,−1} , se f (t) < 0.

Então |f ′ (t)| ≤ 1 e |f (t)− f ′ (t)| ≤ f(t)2

4
, para todo t ∈ [0, 1].

Demonstração. Seja t ∈ [0, 1]. É claro que |f (t)| ≤ 1. Se f (t) = f ′ (t), então a segunda

desigualdade é imediata. Suponhamos que f (t) 6= f ′ (t). Afirmamos que

|f (t)− f ′ (t)| = |f (t)| − 1.

De fato, se f (t) ≥ 0, então 1 = f ′ (t) < f (t). Logo,

|f (t)− f ′ (t)| = |f (t)− 1| = |f (t)| − 1.

Por outro lado, se f (t) < 0, então −1 = f ′ (t) > f (t). Dáı temos

|f (t)− f ′ (t)| = |f (t) + 1| = −f (t)− 1 = |f (t)| − 1.

Agora, sabendo que
(
a
2
− 1
)2 ≥ 0 se, e somente se, a− 1 ≤ a2

4
, tomando a = |f (t)|,

temos

|f (t)− f ′ (t)| = |f (t)| − 1 ≤ |f (t)|2

4
,

para todo t ∈ [0, 1], donde segue o resultado.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Grothendieck). Existe uma constante positiva KG

tal que, para todo espaço de Hilbert H, todo natural m ∈ N, toda matriz quadrada
de escalares (aij)mxm e quaisquer vetores x1, . . . , xm, y1, . . . ym ∈ BH , é verdade que∣∣∣∣∣

m∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣ ≤ KG · sup

{∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ ; |si| ≤ 1, |tj| ≤ 1

}

Demonstração. A demonstração será feita para o caso real. Para cada m fixado, o

conjunto de vetores x1, . . . , xm, y1, . . . , ym está contido em um subespaço de dimensão

2m de H. Como todos os espaços de Hilbert de mesma dimensão finita são isomorfos

isometricamente por meio de isomorfismos que preservam produto interno, temos a

9



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

liberdade de trabalhar com um espaço de Hilbert de dimensão finita espećıfico, a saber,

um espaço de dimensão n = 2m. Seja Hn := [r1, . . . , rn] e sejam

α = sup

{∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣ : |si| ≤ 1, |tj| ≤ 1

}

e

α′ = sup

{∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈zi, wj〉

∣∣∣∣∣ : zi, wj ∈ BHn

}
.

Sejam x1, . . . , xm, y1, . . . , ym ∈ BHn . Pelo Lema 1.5 temos |x′i (t)| ≤ 1,
∣∣y′j (t)

∣∣ ≤ 1, para

todos i, j = 1, 2, . . . ,m e t ∈ [0, 1]. Logo∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈x′i, y′j〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij

∫ 1

0

x′i (t) y
′
j (t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aijx
′
i (t) y

′
j (t)

∣∣∣∣∣ dt ≤ α

e, portanto, ∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈x′i, y′j〉

∣∣∣∣∣ ≤ α (1.5)

Por simplicidade, denotaremos a norma de Hn por ‖·‖. Seja agora x =
n∑
j=1

bjrj ∈ Hn ⊆

L2 [0, 1], com ‖x‖ ≤ 1. Então,

‖x− x′‖2
=

∫ 1

0

|x (t)− x′ (t)|2 dt ≤
∫ 1

0

(
x (t)2

4

)2

dt

=
1

16

∫ 1

0

(
m∑
i=1

biri (t)

)(
m∑
j=1

bjrj (t)

)(
m∑
k=1

bkrk (t)

)(
m∑
l=1

blrl (t)

)
dt

=
1

16

∫ 1

0

m∑
i=1

m∑
j=1

m∑
k=1

m∑
l=1

bibjbkblri (t) rj (t) rk (t) rl (t) dt

=
1

16

n∑
i,j,k,l=1

bibjbkbl

∫ 1

0

ri (t) rj (t) rk (t) rl (t) dt

=
1

16

(
n∑

i=j=1

n∑
k=l=1

b2
i b

2
k +

n∑
i=l=1

n∑
k=j=1

b2
i b

2
k +

n∑
i=k=1

n∑
j=l=1

b2
i b

2
j − 2

n∑
i=j=k=l=1

b2
i

)

=
1

16

(
3

(
n∑

i=j=1

n∑
k=l=1

b2
i b

2
k

)
− 2

n∑
i=j=k=l=1

b2
i

)
≤ 3

16

(
n∑

i=j=1

n∑
k=l=1

b2
i b

2
k

)

=
3

16

(
n∑
i=1

b2
i

)2

=
3

16
‖x‖4 ≤ 3

16
,
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e, consequentemente, ‖x− x′‖ ≤
√

3
4

. Assim, temos
∥∥∥xi−x′i√

3/4

∥∥∥ ≤ 1 e
∥∥∥yi−y′i√

3/4

∥∥∥ ≤ 1. Deste

resultado, de (1.5) e de ‖x′i‖ ≤ 1,
∥∥y′j∥∥ ≤ 1, conclúımos que∣∣∣∣∣

m∑
i,j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈(xi − x′i) + x′i,
(
yj − y′j

)
+ y′j〉

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij
(
〈x′i, y′j〉+ 〈xi − x′i, y′j〉+ 〈xi, yj − y′j〉

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈x′i, y′j〉

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈xi − x′i, y′j〉

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈xi, yj − y′j〉

∣∣∣∣∣
≤ α +

√
3

4

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈
xi − x′i√

3/4
, y′j〉

∣∣∣∣∣+

√
3

4

∣∣∣∣∣
m∑

i,j=1

aij〈xi,
yj − y′j√

3/4
〉

∣∣∣∣∣
≤ α +

√
3

4
α′ +

√
3

4
α′ = α +

√
3

2
α′.

Tomando o supremo sobre x1, . . . , xm, y1, . . . , ym ∈ BHn , obtemos α′ ≤ α +
√

3
2
α′, isto

é, α′ ≤
(

2
2−
√

3

)
α. Tomando KG = 2

2−
√

3
obtemos a desigualdade desejada.

Uma maneira relativamente simples de obter o caso complexo usando o caso real é

fazer a decomposição dos elementos das matrizes em parte real e parte imaginária. Em

seguida, basta aplicar o caso real para as matrizes reais resultantes. Partindo desta

ideia a constante obtida para o caso complexo será maior do que a constante obtida

no caso real, mas curiosamente a constante ótima do caso complexo e menor que a

constante ótima do caso real, embora tais constantes não sejam conhecidas (veja, por

exemplo, [5, página 336]).

A menor das constantes KG que satisfazem a desigualdade de Grothendieck é cha-

mada de constante de Grothendieck. Este é um exemplo de uma constante que cha-

mamos de ótima.

A seguir destacamos duas desigualdades que desempenham um papel central na Te-

oria dos Espaços de Banach, que serão estudadas em formatos mais gerais no Caṕıtulo

3.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Kahane). Seja E um espaço de Banach qualquer,

(xj)
n
j=1 uma sequência finita em E e 0 < p, q < ∞. Então, existe uma constante

Kp,q > 0, tal que

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rk (t)xk

∣∣∣∣∣
q

dt

) 1
q

≤ Kp,q

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rk (t)xk

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

.
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1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Teorema 1.8 (Desigualdade de Khinchin). Para todo 0 < p <∞, existem constantes

positivas Ap e Bp tais que

Ap

(
N∑
n=1

|an|2
) 1

2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

anrn (t)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤ Bp

(
N∑
n=1

|an|2
) 1

2

(1.6)

para qualquer inteiro positivo N e quaisquer escalares a1, . . . , an.

As constantes ótimas da desigualdade de Khinchin são as mesmas tanto para o caso

real quanto para o caso complexo (devidas a [12]) e são dadas por

Ap =


2

1
2
− 1
p , se p ∈ (0, p0]

2
1
2

(
Γ( p+1

2 )√
π

) 1
p

, se p ∈ (p0, 2)

1, se p ∈ [2,∞)

e

Bp =


1, se p ∈ (0, 2]

2
1
2

(
Γ( p+1

2 )√
π

) 1
p

, se p ∈ [2,∞)

para p ≤ p0 ≈ 1.85, onde Γ representa a função gama. Em termos mais precisos,

p0 ∈ (1, 2) é a solução da igualdade

Γ

(
p0 + 1

2

)
=

√
π

2
.

1.3 Operadores lineares absolutamente somantes

Nas seções anteriores, estudamos alguns resultados sobre os espaços `p (E) e `ωp (E) ;

por exemplo, vimos que toda aplicação u ∈ L (E;F ) transforma elementos de `ωp (E)

em elementos de `ωp (F ), e também, transforma elementos de `p (E) em elementos de

`p (F ). Um questionamento natural e interessante, é se todo operador linear cont́ınuo

transforma elementos de `ωp (E) em elementos de `p (F ). Em geral, isto não acontece.

Exemplo 1.1. Considere o operador identidade I`2 : `2 → `2. A sequência de vetores

canônicos (ej)
∞
j=1 ∈ `

ω
2 (`2) mas (I`2(ej))

∞
j=1 /∈ `2(`2).

Quando u transforma elementos de `ωp (E) em elementos de `p (F ), dizemos que

u melhora a convergência de séries. A ocorrência deste fato será essencial para os

próximos resultados.
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1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Definição 1.3.1. Seja p ≥ 1. Um operador linear e cont́ınuo u : E → F é dito

absolutamente p-somante se

(xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
p (E) =⇒ (u (xj))

∞
j=1 ∈ `p (F ) .

Mais geralmente, se 1 ≤ q ≤ p < ∞, u ∈ L (E;F ) é absolutamente (p; q)-somante,

ou simplesmente (p; q)-somante, se

(xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
q (E) =⇒ (u (xj))

∞
j=1 ∈ `p (F ) .

Denotaremos por Πp,q (E;F ) o espaço vetorial formado por todos os operadores

(p; q)-somantes de E em F . No caso p = q, representaremos por Πp (E;F ) em vez de

Πp,q (E;F ).

Observação 1.1. Em geral pede-se que 1 ≤ q ≤ p < ∞, pois no caso p < q o único

operador absolutamente (p; q)-somante é o operador nulo. De fato, se p < q, tome

(λj)
∞
j=1 ∈ `q r `p. Para cada j, seja xj = λjx, com x 6= 0 e x ∈ E. Então,

∞∑
j=1

|ϕ (xj)|q =
∞∑
j=1

|ϕ (λjx)|q =
∞∑
j=1

|ϕ (x)|q · |λj|q

= |ϕ (x)|q ·
∞∑
j=1

|λj|q <∞, para qualquer ϕ ∈ E ′.

Logo (xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
q (E). Por outro lado, para cada n ∈ N e sendo u ∈ L (E;F ) temos

n∑
j=1

|u (xj)|p =
n∑
j=1

|u (λjx)|p ≤ |u (x)|p ·
n∑
j=1

|λj|p .

Como (λj)
∞
j=1 /∈ `p, conclúımos que a sequência

(
|u (x)|p ·

n∑
j=1

|λj|p
)
n∈N

converge se, e somente se, u (x) = 0. Sendo x arbitrário, segue que u ≡ 0.

Do conceito de operadores (p; q)-somantes, podemos definir a aplicação û : `ωq (E)→
`p (F ) por

û
(

(xj)
∞
j=1

)
= (u (xj))

∞
j=1 .

O resultado a seguir fornece caracterizações para operadores absolutamente (p; q)-

somantes por meio de desigualdades.

13



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

Proposição 1.9. Seja u ∈ L (E;F ). Então, as seguintes afirmações são equivalentes :

(i) u é (p; q)-somante;

(ii) Existe C > 0 tal que,

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ C · sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

, (1.7)

para quaisquer x1, . . . , xn em E e n ∈ N;

(iii) Existe C > 0 tal que,

(
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ C · sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

, (1.8)

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ `ωq (E) ;

(iv) Existe C > 0 tal que,

(
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ C · sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

, (1.9)

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ `uq (E) ;

(v) (u (xk))
∞
k=1 ∈ `p (F ) sempre que (xk)

∞
k=1 ∈ `uq (E).

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Suponha que u seja absolutamente (p; q)-somante. Então

existe um operador induzido û : `ωq (E)→ `p (F ) definido por û ((xk)
∞
k=1) = (u (xk))

∞
k=1.

Note que û é claramente linear. Afirmamos que o gráfico de û é fechado. De fato,

suponha que (xk)
∞
k=1 converge para x = (xn)∞n=1 em `ωq (E) e (û (xk))

∞
k=1 converge para

y = (yn)∞n=1 em `p (F ). Como (xk)
∞
k=1 converge para x = (xn)∞n=1, para todo ε > 0,

existe N0 ∈ N tal que

k ≥ N0 =⇒ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ (xnk − xn)|q
) 1

q

= ‖xk − x‖ω,q < ε.

Consequentemente,

∞∑
n=1

|ϕ (xnk − xn)|q < εq, para todo ϕ ∈ BE′ . (1.10)

Como cada termo da série (1.10) é dominado por εq, segue que

k ≥ N0 =⇒ ‖xnk − xn‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ (xnk − xn)| < ε, para todo n ∈ N.
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Logo, para cada n, a sequência (xnk)∞k=1 converge para xn em E. Pela continuidade de

u, temos

lim
k→∞

uxnk = uxn , para todo n ∈ N. (1.11)

Por outro lado, como (û (xk))
∞
k=1 converge para y = (yn)∞n=1 em `p (F ), existe N1 ∈ N

tal que

k ≥ N1 =⇒ ‖ûxk − y‖p < ε,

e, portanto,

k ≥ N1 =⇒ ‖(uxnk)∞n=1 − (yn)∞n=1‖p < ε,

ou seja,

k ≥ N1 =⇒

(
∞∑
n=1

‖uxnk − yn‖
p

) 1
p

< ε.

Com isso, obtemos

k ≥ N1 =⇒ ‖uxnk − yn‖ < ε, para todo n ∈ N

e, portanto,

lim
k→∞

uxnk = yn, para todo n ∈ N. (1.12)

Logo, de (1.11) e (1.12) temos uxn = yn para todo n natural. Como consequência,

temos

ûx = (uxn)∞n=1 = (yn)∞n=1 = y.

Sendo û linear, pelo TGF, segue que û é cont́ınuo. Logo, para toda sequência finita

(xk)
n
k=1 em E, temos

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

= ‖(u (xk))
n
k=1‖p = ‖û ((xk)

n
k=1)‖p

≤ ‖û‖ ‖(xk)nk=1‖ω,q = ‖û‖ sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

,

e, portanto, (
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖û‖ sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

. (1.13)

(ii)⇒ (iii). Suponha que, para quaisquer x1, . . . , xn em E e n natural, temos

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ C · sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

‖ϕ (xk)‖q
) 1

q

.
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Se (xn)∞n=1 ∈ `ωq (E), então

(
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

= sup
n

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ sup
n

C · sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

‖ϕ (xk)‖q
) 1

q


= C · sup

ϕ∈BE′

sup
n

(
n∑
k=1

‖ϕ (xk)‖q
) 1

q


= C · sup

ϕ∈BE′

(
∞∑
k=1

‖ϕ (xk)‖q
) 1

q

,

e, portanto, (
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ C · sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
k=1

‖ϕ (xk)‖q
) 1

q

. (1.14)

(iii)⇒ (i). Segue claramente de (iii).

(iii)⇒ (iv). Sabendo, pela proposição 1.4, que `uq (E) ⊂ `ωq (E), segue o resultado.

(iv)⇒ (v). Óbvio

(v) ⇒ (ii). Suponha que (v) é verdade. Então, o operador u : `uq (E) −→ `p (F )

dado por

u ((xk)
∞
k=1) = (u (xk))

∞
k=1

está bem definido. Usando a mesma ideia da demonstração de (i) ⇒ (ii) conclúımos

que u é cont́ınuo.

Agora, se (xk)
n
k=1 é uma sequência finita em E, então

(x1, . . . , xn, 0, 0, 0, . . .) ∈ `uq (E) .

Portanto,

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

= ‖(u (xk))
n
k=1‖p = ‖u ((xk)

n
k=1)‖p

≤ ‖u‖ ‖(xk)nk=1‖ω,q = ‖u‖ sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

,

que é o resultado esperado.

Denotaremos por πp,q (u) o ı́nfimo dos C tais que a desigualdade (1.7) continua

sendo válida. No caso em que p = q denotaremos simplesmente por πp (u). Pela
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desigualdade (1.13), temos πp,q (u) ≤ ‖û‖. Além disso, temos

‖û‖ = sup
‖(xk)∞k=1‖ω,q≤1

‖û ((xk)
∞
k=1)‖lp

= sup
‖(xk)∞k=1‖ω,q≤1

‖(u (xk))
∞
k=1‖lp

= sup
‖(xk)∞k=1‖ω,q≤1

(
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ sup
‖(xk)∞k=1‖ω,q≤1

C ‖(xk)∞k=1‖ω,q = C,

e dáı, ‖û‖ ≤ πp,q (u). Portanto, conclúımos que πp,q (u) = ‖û‖.
Da igualdade πp,q (u) = ‖û‖ conclúımos que πp,q (u) define uma norma para o espaço

Πp,q (E;F ).

Exemplo 1.2. Seja p ≥ 1. Todo operador linear cont́ınuo u : E → K é absolutamente

p-somante e

πp (u) = ‖u‖ .

Com efeito, basta mostrarmos que `ωp (K) = `p ( K). A inclusão `p (K) ⊂ `ωp (K) é

claramente verdadeira. Resta mostrar que `ωp (K) ⊂ `p (K). De fato, seja (xj)
∞
j=1 ∈

`ωp (K). Então,

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
ω,p

= sup
ϕ∈BK

(
∞∑
j=1

|ϕ (xj)|p
) 1

p

=

(
∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p

=
∥∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥∥
p

(1.15)

e dáı, (xj)
∞
j=1 ∈ `p (K). Portanto, `ωp (K) = `p (K).

Agora, pela definição da norma em operadores absolutamente somantes, temos

‖u‖ ≤ πp (u) .

Sendo assim, resta mostrar que πp (u) ≤ ‖u‖. Com efeito, dado u 6= 0 e usando a

17



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

igualdade (1.15), temos

(
∞∑
j=1

|u (xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈B K

(
∞∑
j=1

|ϕ (u (xj))|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BK

‖u‖

(
∞∑
j=1

∣∣∣∣ϕ( u

‖u‖
(xj)

)∣∣∣∣p
) 1

p

= ‖u‖ sup
ϕ∈BK

(
∞∑
j=1

∣∣∣∣ϕ( u

‖u‖
(xj)

)∣∣∣∣p
) 1

p

≤ ‖u‖ sup
φ∈BE′

(
∞∑
j=1

|φ (xj)|p
) 1

p

= ‖u‖
∥∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥∥
ω,p

.

Logo, πp (u) ≤ ‖u‖. Portanto, πp (u) = ‖u‖. Usando um argumento semelhante

mostramos que qualquer operador u ∈ L (E;F ) de posto 1 é absolutamente p-somante.

Exemplo 1.3. Qualquer operador u ∈ L (E;F ) de posto finito é absolutamente p-

somante. De fato, como todo operador de posto finito é uma combinação linear de

operadores de posto 1, que são p-somantes pelo Exemplo 1.2, e Πp (E;F ) é um espaço

vetorial, segue que qualquer operador de posto finito também é p-somante.

O próximo teorema é um dos resultados centrais da teoria dos operadores linea-

res absolutamente somantes, cuja demonstração está em [6]. Ele é, também, um dos

primeiros resultados ao qual classificamos como resultado de coincidência. Estes resul-

tados ocorrem sempre que qualquer operador linear cont́ınuo entre espaços de Banach

E e F são absolutamente somantes. Veremos outros resultados de coincidência quando

estivermos estudando aplicações multilineares.

Teorema 1.10 (Teorema de Grothendieck). Todo operador linear cont́ınuo u : `1 →
`2 é absolutamente somante.

Demonstração. Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `

ω
1 (`1) tal que sup

ϕ∈B(`1)
′

∞∑
j=1

|ϕ (xj)| ≤ 1. Devemos provar

que (u (xj))
∞
j=1 ∈ `1 (`2). Para cada n natural, defina

un : `1 → `1, un

(
∞∑
j=1

ajej

)
=

n∑
j=1

ajej.

Note que cada un é claramente linear cont́ınuo e ‖un‖ ≤ 1. Então, para cada ϕ ∈ B(`1)′

18



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

tem-se ϕ ◦ un ∈ B(`1)′ e, portanto,

sup
ϕ∈B(`1)

′

∞∑
j=1

|ϕ (un (xj))| ≤ sup
ϕ∈B(`1)

′

∞∑
j=1

|ϕ (xj)| ≤ 1,

para todo n ∈ N. Escrevendo xk = (ajk)
∞
j=1 para todo k, temos

xk =
∞∑
j=1

ajkej e un (xk) =
n∑
j=1

ajkej,

para todos n, k naturais. Para qualquer inteiro positivoN , considere escalares s1, . . . , sN

e t1, . . . , tN em BK. Chamando s = (s1, . . . , sN) e considerando o funcional linear

ϕs ∈ B(`1)′ definido por

ϕs (ej) =

{
sj, se j ≤ N

0, se j > N ,

temos ∣∣∣∣∣
N∑
j=1

N∑
k=1

ajksjtk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

N∑
j=1

ajksjtk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

tk

N∑
j=1

ajksj

∣∣∣∣∣
≤

N∑
k=1

(
|tk| ·

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ajksj

∣∣∣∣∣
)
≤

N∑
k=1

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ajksj

∣∣∣∣∣
=

N∑
k=1

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ajkϕs (ej)

∣∣∣∣∣ =
N∑
k=1

∣∣∣∣∣ϕs
(

N∑
j=1

ajkej

)∣∣∣∣∣
=

N∑
k=1

|ϕs (uN (xk))| ≤ sup
ϕ∈B(`1)

′

∞∑
k=1

|ϕ (uN (xk))| ≤ 1,

e, portanto, ∣∣∣∣∣
N∑
j=1

N∑
k=1

ajksjtk

∣∣∣∣∣ ≤ 1. (1.16)

Sejam m, n ∈ N, com n ≥ m. Para cada 1 ≤ k ≤ m, aplicando o primeiro Teorema

de Hahn−Banach e em seguida o Teorema de Riesz−Fréchet, existe yk,n ∈ `2 tal que,

‖yk,n‖2 = 1 e ‖u (un (xk))‖2 = 〈u (un (xk)) , yk,n〉.

Se m < n tomamos y(m+1),n = · · · = yn,n = 0. Dado ε > 0, temos

m∑
k=1

‖u (un (xk))‖2 =

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

〈u (un (xk)) , yk,n〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

〈
u

(
un

(
∞∑
j=1

ajkej

))
, yk,n

〉∣∣∣∣∣
19



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

=

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

〈
u

(
n∑
j=1

ajkej

)
, yk,n

〉∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

n∑
j=1

〈u (ej) , yk,n〉

∣∣∣∣∣
≤ max

{
‖u (ej)‖2 + ε : j = 1, . . . , n

}
·

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

n∑
j=1

〈
u (ej)

‖u (ej)‖2 + ε
, yk,n

〉∣∣∣∣∣
≤ (‖u‖+ ε)

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

n∑
j=1

〈
u (ej)

‖u (ej)‖2 + ε
, yk,n

〉∣∣∣∣∣ .
Pela desigualdade de Grothendieck, temos

m∑
k=1

‖u (un (xk))‖2 ≤ (‖u‖+ ε)KG sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

n∑
k=1

ajksjtk

∣∣∣∣∣ : |sj| , |tk| ≤ 1

}
,

e usando a desigualdade (1.16), conclúımos que

m∑
k=1

‖u (un (xk))‖2 ≤ KG (‖u‖+ ε) .

Fazendo ε→ 0+ temos

m∑
k=1

‖u (un (xk))‖2 ≤ KG ‖u‖ , para todos n ≥ m.

Como lim
n→∞

un (xk) = xk, fazendo primeiro n → ∞ e em seguida m → ∞ na desigual-

dade acima conclúımos que (u (xk))
∞
k=1 ∈ `1 (`2).

Para uma sequência não-nula qualquer (zj)
∞
j=1 ∈ `ω1 (`1), basta aplicar o que já

provamos para a sequência dada por

xj =
zj

sup
ϕ∈B(`1)

′

∞∑
j=1

|ϕ (zj)|
,

onde j ∈ N.

O próximo teorema fornece uma caracterização dos operadores lineares p-somantes

através de uma medida. Para uma abordagem detalhada, sugerimos [16].

Teorema 1.11 (Teorema da Dominção de Pietsch). Sejam 1 ≤ p < ∞ e u : E → F

um operador linear e continuo entre espaços de Banach. Então u é absolutamente p-

somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade

20



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados básicos

µ nos Borelianos de BE′, com a topologia fraca estrela, tais que

‖u (x)‖ ≤ C

(∫
BE′

|ϕ (x)|p dµ (ϕ)

) 1
p

para todo x ∈ E.
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Caṕıtulo 2

Operadores multilineares

absolutamente somantes

No caṕıtulo anterior estudamos o conceito de operadores absolutamente somantes,

bem como vários resultados úteis envolvendo estas aplicações. Em todas as proprieda-

des estudadas, os operadores eram lineares. Neste caṕıtulo, apresentaremos definições

e resultados semelhantes, porém de forma estendida, visto que o ambiente no qual será

desenvolvido o caṕıtulo é o multilinear.

2.1 Definições básicas

Definição 2.1.1. Sejam E1, E2, . . . , En e F espaços de Banach. Uma transformação

A : E1 × E2 × · · · × En → F é dita n-linear, ou simplesmente multilinear, quando

A (x1, . . . , xi−1, xi + λyi, xi+1, . . . , xn)

= A (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1 . . . , xn) + λA (x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn) ,

para quaisquer (x1, x2, . . . , xn) ∈ E1 × E2 × · · · × En, yi ∈ Ei, com i = 1, 2, . . . , n e

λ ∈ K.

O conjunto formado por todas as aplicações multilineares cont́ınuas de E1 × E2 ×
· · · × En em F será denotado por L (E1, E2, . . . , En;F ). Se E1 = E2 = · · · = En = E,

escreveremos L (nE;F ). Caso F = K nos dois casos anteriores, denotaremos respecti-

vamente por L (E1, E2, · · · , En) e L (nE) .

É fácil ver que o conjunto L (E1, E2, . . . , En;F ) é um espaço vetorial e que a ex-

pressão

‖A‖ := sup {‖A (x1, x2, . . . , xn)‖ : ‖xj‖ ≤ 1, j = 1, . . . , n}

define uma norma completa em L (E1, E2, . . . , En;F ) .
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Assim como no ambiente linear, existe uma caracterização bem conhecida para as

transformações multilineares cont́ınuas.

Proposição 2.1. Sejam E1, E2, · · · , En, F espaços de Banach e A : E1×· · ·×En → F

um operador multilinear. São equivalentes :

(i) A é cont́ınua;

(ii) A é cont́ınua na origem;

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que,

‖A (x1, x2, . . . , xn)‖ ≤ C ‖x1‖ · ‖x2‖ · · · · · ‖xn‖ ,

para qualquer (x1, x2, . . . , xn) ∈ E1 × E2 × · · · × En.

Definição 2.1.2. Dada uma transformação A ∈ L (nE;F ) , o operador P : E → F

definido por

P (x) = A (x, x, . . . , x) , para todo x ∈ E,

é chamado de polinômio n-homogêneo cont́ınuo.

O espaço de todos os polinômios n-homogêneos cont́ınuos de E em F será denotado

por P (nE;F ). Este espaço é normado e a norma de um polinômio P é definida por

‖P‖ := sup {‖P (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} .

Além disso, P (nE;F ) torna-se um espaço de Banach com a métrica proveniente da

norma definida acima.

2.2 Aplicações absolutamente somantes

Definição 2.2.1. Sejam E1, . . . , En e F espaços de Banach, p, q1, . . . , qn ∈ (0,∞) e

1

p
≤ 1

q1

+ · · ·+ 1

qn
.

Uma aplicação A ∈ L (E1, . . . , En;F ) é absolutamente (p; q1, . . . , qn)-somante, ou

simplesmente (p; q1, . . . , qn)-somante, se(
A
(
x

(j)
1 , . . . , x(j)

n

))∞
j=1
∈ `p (F ) para todo

(
x(j)
s

)∞
j=1
∈ `ωqs (Es) , onde s = 1, . . . , n.

O espaço formado por todas as aplicações n-lineares absolutamente (p; q1, . . . , qn)-

somantes de E1 × · · · × En em F será denotado por Π(p;q1,...,qn) (E1, . . . , En;F ). Para
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

o caso em que E1 = · · · = En = E, escreveremos Π(p;q1,...,qn) (nE;F ). Se nos ca-

sos anteriores, q1 = · · · = qn = q, denotaremos os espaços respectivamente por

Π(p;q) (E1, . . . , En;F ) e Π(p;q) (nE;F ).

Observação 2.1. Para evitar posśıveis trivialidades, pedimos que 1
p
≤ 1

q1
+· · ·+ 1

qn
. De

fato, suponha que o operador n-linear u : E1 × · · · × En → F é (p; q1, . . . , qn)-somante

e 1
p
> 1

q1
+ · · ·+ 1

qn
. Seja r > 0 tal que 1

r
= 1

q1
+ · · ·+ 1

qn
. Note que 1

r
< 1

p
e assim p < r.

Seja (ηj)
∞
j=1 ∈ `r r `p, com ηj > 0 para todo j natural.

Sejam λkj = η
r
qk
j , para todo k = 1, . . . , n. Então

∞∑
j=1

∣∣λkj ∣∣qk =
∞∑
j=1

(
|ηj|

r
qk

)qk
=
∞∑
j=1

|ηj|r <∞

e assim
(
λkj
)∞
j=1
∈ `qk . Além disso, dados k ∈ N , xk ∈ Ek, ϕ ∈ E ′k e definindo, para

cada j, yj = λkjxk, temos

∞∑
j=1

|ϕ (yj)|qk =
∞∑
j=1

∣∣ϕ (λkjxk)∣∣qk
=
∞∑
j=1

∣∣λkjϕ (xk)
∣∣qk

= ‖ϕ (xk)‖qk
∞∑
j=1

∣∣λkj ∣∣qk <∞
logo (yj)

∞
j=1 ∈ `ωqk (Ek), para todo k ∈ N. Como u é absolutamente (p; q1, . . . , qn)-

somante vale

N∑
j=1

∣∣u (λ1
jx1, λ

2
jx2, . . . , λ

n
j xn
)∣∣p <∞, para cada N natural dado.

No entanto

N∑
j=1

∣∣u (λ1
jx1, λ

2
jx2, . . . , λ

n
j xn
)∣∣p

= ‖u (x1, x2, . . . , xn)‖p
N∑
j=1

∣∣λ1
j · λ2

j · · · · · λnj
∣∣p .

Note que
(
λ1
j · λ2

j · · · · · λnj
)∞
j=1

/∈ `p, pois

λ1
j · λ2

j · · · · · λnj = ηj,
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

para cada j e como (ηj)
∞
j=1 /∈ `p, segue o resultado. Portanto, a sequência

(
N∑
j=1

∣∣u (λ1
jx1, λ

2
jx2, . . . , λ

n
j xn
)∣∣p)

N∈N

só será convergente quando ‖u (x1, x2, . . . , xn)‖ = 0. Como x1, . . . , xn são arbitrários,

segue que u ≡ 0.

Definição 2.2.2. Se 1 ≤ p, q <∞ e P ∈ P (nE;F ) são tais que

(P (xj))
∞
j=1 ∈ `p (F ) , para todo (xj)

∞
j=1 ∈ `

ω
q (E) ,

então P é dito ser absolutamente (p; q)-somante.

Denotaremos por P(p;q) (nE;F ) o espaço de todos os polinômios (p; q)-somantes de

E em F. Além disso, para evitar trivialidades, pedimos que np ≥ q.

O próximo teorema fornece uma caracterização por meio de desigualdades para

as aplicações multilineares absolutamente somantes e também para os polinômios n-

homogêneos absolutamente somantes.

Teorema 2.2. (i) Seja P ∈ P (nE;F ). P é (p; q)-somante se, e somente se, existe

C > 0 tal que, ∥∥∥(P (xj))
k
j=1

∥∥∥
p
≤ C ·

(∥∥∥(xj)
k
j=1

∥∥∥
ω,q

)n
, (2.1)

para qualquer k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E.

(ii) Seja A ∈ L (E1, . . . , En;F ) . Então A é (p; q1, . . . , qn)-somante se, e somente

se, existe C > 0 tal que, para todo k ∈ N e x1
j ∈ E1, . . . , x

n
j ∈ En, j = 1, . . . , k,

∥∥∥(A (x1
j , . . . , x

n
j

))k
j=1

∥∥∥
p
≤ C ·

n∏
m=1

∥∥∥(xmj )kj=1

∥∥∥
ω,qm

. (2.2)

Definiremos ‖P‖(p;q) como sendo o ı́nfimo dos C tal que a desigualdade (2.1) conti-

nua sendo válida e π(p;q1,...,qn) (A) o menor dos C tal que a desigualdade (2.2) permanece

verdadeira. Por um argumento semelhante ao da página 17 conclúımos que ‖·‖(p;q) e

π(p;q1,...,qn) (·) são normas, respectivamente, em P(p;q) (nE;F ) e Π(p;q1,...,qn) (E1, . . . , En;F ).

Além disso,
(
P(p;q) (nE;F ) , ‖·‖(p;q)

)
e
(
Π(p;q1,...,qn) (E1, . . . , En;F ) , π(p;q1,...,qn) (·)

)
são

espaços de Banach.

Teorema 2.3. Seja A ∈ L (E1, . . . , En;F ). Suponha que existe 1 ≤ r ≤ n e C > 0

tal que, para quaisquer x1 ∈ E1, . . . , xr ∈ Er, a aplicação s-linear, onde s = n − r,
definida por

Ax1...xr (xr+1, . . . , xn) = A (x1, . . . , xn)
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

é absolutamente (p; q1, . . . , qs)-somante e

π(p;q1,...,qs) (Ax1...xr) ≤ C · ‖A‖ · ‖x1‖ · ‖x2‖ · · · · · ‖xr‖ .

Então, A é absolutamente (p; 1, . . . , 1, q1, . . . , qs)-somante.

Demonstração. Sejam m ∈ N e x1
1, . . . , x

1
m ∈ E1; . . . ;xn1 , . . . , x

n
m ∈ En. Considere

ϕj ∈ BF ′ tal que,

∥∥A (x1
j , . . . , x

n
j

)∥∥ = ϕj
(
A
(
x1
j , . . . , x

n
j

))
, para qualquer j = 1, . . . ,m.

Fixe b1, . . . , bm ∈ K tal que,
m∑
j=1

|bj|q = 1, onde 1
p

+ 1
q

= 1, e

∥∥∥(∥∥A (x1
j , . . . , x

n
j

)∥∥)m
j=1

∥∥∥
lp

=
m∑
j=1

bj
∥∥A (x1

j , . . . , x
n
j

)∥∥ . (2.3)

Sendo as rj funções de Rademacher e λ a medida de Lebesgue sobre o conjunto I =

[0, 1]r, temos

∫
I

m∑
j=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)
bjϕjA

(
m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

=

∫
I

m∑
j=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)
bjϕj

m∑
j1,j2,...,jr=1

rj1 (t1) rj2 (t2) · · · rjr (tr)A
(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

=

∫
I

m∑
j=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)
m∑

j1,j2,...,jr=1

rj1 (t1) rj2 (t2) · · · rjr (tr) bjϕjA
(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

=

∫
I

m∑
j=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)
m∑

j1,j2,...,jr=1

(
r∏
i=1

rji (ti)

)
bjϕjA

(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

=

∫
I

m∑
j,j1,j2,...,jr=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)(
r∏
i=1

rji (ti)

)
bjϕjA

(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

=

∫
I

m∑
j,j1,j2,...,jr=1

(
r∏
i=1

rj (ti) rji (ti)

)
bjϕjA

(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

=
m∑

j,j1,j2,...,jr=1

bjϕjA
(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

) ∫ 1

0

rj (t1) rj1 (t1) dt1 · · ·
∫ 1

0

rj (tr) rjr (tr) dtr

=
m∑
j=1

m∑
j1=1

. . .

m∑
jr=1

bjϕjA
(
x1
j1
, . . . , xrjr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
δjj1 · · · δjjr

=
m∑
j=1

bjϕjA
(
x1
j1
, . . . , xnj

)
=

m∑
j=1

bj
∥∥A (x1

j , . . . , x
n
j

)∥∥ ,
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

e, portanto, (2.3) e (2.4) são iguais.

Agora, definindo zl =
m∑
j=1

rj (tl)x
l
j, onde l = 1, . . . , r, obtemos

(
m∑
j=1

∥∥A (x1
j , . . . , x

n
j

)∥∥p) 1
p

=
m∑
j=1

bjϕjA
(
x1
j1
, . . . , xnj

)
=

∫
I

m∑
j=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)
bjϕjA

(
m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)
dλ

≤
∫
I

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

(
r∏
l=1

rj (tl)

)
bjϕjA

(
m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)∣∣∣∣∣ dλ
≤
∫
I

m∑
j=1

|bj|

∥∥∥∥∥A
(

m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)∥∥∥∥∥ dλ
≤ sup

tl∈[0,1]
l=1,...,r

m∑
j=1

|bj|

∥∥∥∥∥A
(

m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)∥∥∥∥∥
Pela desigualdade de Hölder obtemos

≤ sup
tl∈[0,1]
l=1,...,r

m∑
j=1

|bj|

∥∥∥∥∥A
(

m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)∥∥∥∥∥
≤ sup

tl∈[0,1]
l=1,...,r

(
m∑
j=1

∥∥∥∥∥A
(

m∑
j1=1

rj1 (t1)x1
j1
, . . . ,

m∑
jr=1

rjr (tr)x
r
jr , x

r+1
j , . . . , xnj

)∥∥∥∥∥
p) 1

p

= sup
tl∈[0,1]
l=1,...,r

(
m∑
j=1

∥∥A (z1, . . . , zr, x
r+1
j , . . . , xnj

)∥∥p) 1
p

= sup
tl∈[0,1]
l=1,...,r

(
m∑
j=1

∥∥Az1...zr (xr+1
j , . . . , xnj

)∥∥p) 1
p

≤ sup
tl∈[0,1]
l=1,...,r

(
π(p;q1,...,qs) (Az1...zr) ·

∥∥∥(xr+1
j

)m
j=1

∥∥∥
ω,q1
· · · · ·

∥∥∥(xnj )mj=1

∥∥∥
ω,qs

)

Por hipótese temos

≤ sup
tl∈[0,1]
l=1,...,r

(
π(p;q1,...,qs) (Az1...zr) ·

∥∥∥(xr+1
j

)m
j=1

∥∥∥
ω,q1
· · · · ·

∥∥∥(xnj )mj=1

∥∥∥
ω,qs

)

≤ sup
tl∈[0,1]
l=1,...,r

(
C · ‖A‖ · ‖z1‖ · . . . · ‖zr‖ ·

∥∥∥(xr+1
j

)m
j=1

∥∥∥
ω,q1
· · · · ·

∥∥∥(xnj )mj=1

∥∥∥
ω,qs

)
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

≤ C · ‖A‖ ·

(
r∏
l=1

∥∥∥(xlj)mj=1

∥∥∥
ω,1

)
·

(
n∏

l=r+1

∥∥∥(xlj)mj=1

∥∥∥
ω,ql−r

)
,

e, portanto, A é absolutamente (p; 1, . . . , 1, q1, . . . , qs)-somante.

Corolário 2.4. Se L (E1, . . . , Em;F ) = Π(p;q1,...,qm) (E1, . . . , Em;F ) então, para quaisquer

espaços de Banach Em+1, . . . , En, temos

L (E1, . . . , En;F ) = Π(p;q1,...,qm,1,...,1) (E1, . . . , En;F ) .

Em particular, temos, para p ≥ 1

L (E1, . . . , Em) = Π(p;q1,...,qm,1,...,1) (E1, . . . , Em) .

Corolário 2.5. Se, para alguns E e F, L (E;F ) = Π(p;q) (E;F ) e π(p;q) (U) ≤ C ‖U‖ ,
para qualquer U ∈ L (E;F ) , então

L (E,E2, . . . , Em;F ) = Π(p;q,1,...,1) (E,E2, . . . , Em;F )

e π(p;q,1,...,1) (A) ≤ C ‖A‖ , para todo A ∈ L (E,E2, . . . , Em;F ) e quaisquer E2, . . . , Em.

O próximo corolário é um teorema útil para a teoria multilinear, a saber, o Teo-

rema de Defant-Voigt. Este resultado, devido a A. Defant e J. Voigt, está contido no

Corolário 2.4. Mas, devido a sua importância, faremos menção separadamente.

Corolário 2.6 (Teorema de Defant-Voigt). Sejam E1, . . . , En espaços de Banach.

Então,

L (E1, . . . , En) = Π(1;1) (E1, . . . , En) e π(1;1) (A) = ‖A‖ .

Demonstração. De fato, já sabemos, pelo Exemplo 1.2, que

L (E;K) = Π1 (E;K) e π1 (u) = ‖u‖ , onde u ∈ L (E;K) .

Pelo Corolário 2.5, segue que

L (E1, . . . , En) = Π(1;1) (E1, . . . , En) e π(1;1) (A) ≤ ‖A‖ , para todo A ∈ L (E1, . . . , En) .

Agora, resta mostrar que ‖A‖ ≤ π(1;1) (A). Considere, na segunda parte do Teorema

2.2, k = 1. Assim, temos

∥∥A (x1
1, . . . , x

n
1

)∥∥ =
∥∥∥(A (x1

i , . . . , x
n
i

))1

i=1

∥∥∥
≤ π(1;1) (A)

∥∥∥(x1
i

)1

i=1

∥∥∥
ω,1
· · · · ·

∥∥(xni )1
i=1

∥∥
ω,1

.
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Pelo Teorema de Hahn-Banach, temos∥∥∥(xji)1

i=1

∥∥∥
ω,1

=
∥∥xji∥∥ , para qualquer j = 1, 2, . . . , n.

Logo, na desigualdade anterior, obtemos

∥∥A (x1
1, . . . , x

n
1

)∥∥ ≤ π(1;1) (A)
∥∥x1

i

∥∥ · · · · · ‖xni ‖
e, portanto, ‖A‖ ≤ π(1;1) (A), que é o resultado esperado.

O último teorema desta seção, é conhecido como Teorema da Inclusão. Este e o

teorema de Defant-Voigt serão fundamentais para a demonstração de um dos resultados

da próxima seção.

Teorema 2.7 (Teorema da Inclusão). Sejam 1 ≤ p ≤ p̃ < ∞ e 1 ≤ qj ≤ q̃j < ∞ tal

que
n∑
j=1

1

qj
− 1

p
≤

n∑
j=1

1

q̃j
− 1

p̃
.

Então,

Π(p;q1,...,qn) (E1, . . . , En;F ) ⊂ Π(p̃;q̃1,...,q̃n) (E1, . . . , En;F )

e

π(p̃;q̃1,...,q̃n) (A) ≤ π(p;q1,...,qn) (A) .

Demonstração. Seja A ∈ Π(p;q1,...,qn) (E1, . . . , En;F ). Devemos mostrar que

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃
F

) 1
p̃

≤ π(p;q1,...,qn) (A)
n∏
j=1

∥∥∥(xji)mi=1

∥∥∥
ω,q̃j

,

para todo m ∈ N e xji ∈ Ej, j = 1, . . . , n e i = 1, . . . ,m. De fato, para cada i = 1, . . . ,m

e cada j = 1, . . . , n sejam 
1
rj

= 1
qj
− 1

q̃j
,

q
m∑
j=1

1
rj

= 1
p
− 1

p̃

λji := ‖A (x1
i , . . . , x

m
i )‖

qp̃
rj .

Note que q ≥ 1. De fato, sabendo que
n∑
j=1

1
qj
− 1

p
≤

n∑
j=1

1
q̃j
− 1

p̃
, temos

n∑
j=1

1

qj
− 1

q̃j
≤ 1

p
− 1

p̃
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

⇒
n∑
j=1

1

rj
≤ 1

p
− 1

p̃

⇒
1
p
− 1

p̃
n∑
j=1

1
rj

≥ 1

⇒ q ≥ 1.

Além disso,

(
λ1
i · . . . · λni

)p
=

(∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃q m∑
j=1

1
rj

)p

=

(∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃( 1
p
− 1
p̃)
)p

=
∥∥A (x1

i , . . . , x
n
i

)∥∥p̃−p .

Logo,

(
m∑
i=1

‖A (x1
i , . . . , x

n
i )‖p̃F

) 1
p

=

(
m∑
i=1

‖A (x1
i , . . . , x

n
i )‖p̃−pF ‖A (x1

i , . . . , x
n
i )‖pF

) 1
p

=

(
m∑
i=1

(λ1
i · . . . · λni )

p ‖A (x1
i , . . . , x

n
i )‖pF

) 1
p

=

(
m∑
i=1

‖A (λ1
ix

1
i , . . . , λ

n
i x

n
i )‖pF

) 1
p

. (2.4)

Como A ∈ Π(p;q1,...,qn) (E1, . . . , En;F ), temos de (2.4),

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃
F

) 1
p

≤ π(p;q1,...,qn) (A)
n∏
j=1

∥∥∥(λjixji)mi=1

∥∥∥
ω,qj

= π(p;q1,...,qn) (A)
n∏
j=1

sup
ϕj∈BE′

j

(
m∑
i=1

∣∣λjiϕj (xji)∣∣qj
) 1

qj

(2.5)

Sabendo que
1

rj
=

1

qj
− 1

q̃j
,
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

e usando a desigualdade de Hölder no segundo membro de (2.5), temos

(
m∑
i=1

‖A (x1
i , . . . , x

n
i )‖p̃F

) 1
p

≤ π(p;q1,...,qn) (A)
n∏
j=1

 sup
ϕj∈BE′

j

(
m∑
i=1

∣∣λji ∣∣rj) 1
rj

(
m∑
i=1

∣∣ϕj (xji)∣∣q̃j) 1
q̃j


= π(p;q1,...,qn) (A)

n∏
j=1

( m∑
i=1

∣∣λji ∣∣rj) 1
rj

sup
ϕj∈BE′

j

(
m∑
i=1

∣∣ϕj (xji)∣∣q̃j) 1
q̃j


= π(p;q1,...,qn) (A)

n∏
j=1

(
m∑
i=1

∣∣λji ∣∣rj) 1
rj n∏
j=1

sup
ϕj∈BE′

j

(
m∑
i=1

∣∣ϕj (xji)∣∣q̃j) 1
q̃j

= π(p;q1,...,qn) (A)
n∏
j=1

(∥∥∥(λji)mi=1

∥∥∥
rj

)
n∏
j=1

(∥∥∥(xji)mi=1

∥∥∥
ω,q̃j

)
. (2.6)

Note que

n∏
j=1

(∥∥∥(λji)mi=1

∥∥∥
rj

)
=

n∏
j=1

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥qp̃
F

) 1
rj

=

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥qp̃
F

) n∑
j=1

1
rj

=

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥qp̃
F

) 1
q (

1
p
− 1
p̃)

=
∥∥∥(∥∥A (x1

i , . . . , x
n
i

)∥∥p̃
F

)m
i=1

∥∥∥ 1
p
− 1
p̃

q

≤
∥∥∥(∥∥A (x1

i , . . . , x
n
i

)∥∥p̃
F

)m
i=1

∥∥∥ 1
p
− 1
p̃

1

=

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃
F

) 1
p
− 1
p̃

. (2.7)

Logo, de (2.6) e (2.7), temos

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃
F

) 1
p

≤ π(p;q1,...,qn) (A)

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃
F

) 1
p
− 1
p̃ n∏
j=1

(∥∥∥(xji)mi=1

∥∥∥
ω,q̃j

)
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e, portanto,

(
m∑
i=1

∥∥A (x1
i , . . . , x

n
i

)∥∥p̃
F

) 1
p̃

≤ π(p;q1,...,qn) (A)
n∏
j=1

(∥∥∥(xji)mi=1

∥∥∥
ω,q̃j

)
,

como queŕıamos demonstrar.

2.3 Estimativas para operadores multilineares com

domı́nio sobre `p

Nas seções anteriores deste caṕıtulo introduzimos os primeiros conceitos e resultados

em multilinearidade. Também foram apresentados os Teoremas de Defant-Voigt e

da Inclusão. Para esta seção, restringiremos nosso estudo aos operadores n-lineares

definidos no produto cartesiano de espaços `p. O resultado a seguir é devido a I.

Zalduendo [21] para escalares complexos. Apresentamos uma demonstração alternativa

essencialmente encontrada em [7], que vale para escalares reais e complexos.

Teorema 2.8. Sejam N > p e A : `p×· · ·×`p → K um funcional N-linear cont́ınuo.

Então (A (ei, . . . , ei))
∞
i=1 ∈ ` p

p−N
e

‖(A (ei, . . . , ei))
∞
i=1‖p/(p−N) ≤ ‖A‖ .

Demonstração. Seja A ∈ L
(
N`p;K

)
. Pelo Teorema de Defant-Voigt, temos

L
(
N`p;K

)
= Π(1;1)

(
N`p;K

)
e π(1;1) (A) = ‖A‖ .

Afirmamos que Π(1;1)

(
N`p;K

)
⊂ Π( p

p−N ; p
p−1

,··· , p
p−1)

(
N`p;K

)
. De fato, sabendo que

p > p−N , temos

1 <
p

p−N
e de p− 1 < p, obtemos

1 <
p

p− 1
.

Agora, fazendo P = 1, P̃ = p
p−N , qj = 1 e q̃j = p

p−1
para cada j = 1, . . . , N , temos

N∑
j=1

1

qj
− 1

P
= N − 1
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e

N∑
j=1

1

q̃j
− 1

P̃
=

(
p− 1

p

)
N −

(
p−N
p

)
=
pN − p

p
= N − 1.

Assim, segue que
N∑
j=1

1
qj
− 1

P
≤

N∑
j=1

1
q̃j
− 1

P̃
e, portanto, pelo Teorema da Inclusão

Π(1;1)

(
N`p;K

)
⊂ Π( p

p−N ; p
p−1

,··· , p
p−1)

(
N`p;K

)
⇒ L

(
N`p;K

)
⊂ Π( p

p−N ; p
p−1

,··· , p
p−1)

(
N`p;K

)
e também,

π( p
p−N ; p

p−1
,··· , p

p−1) (A) ≤ π(1;1) (A) = ‖A‖ .

Como a inclusão Π( p
p−N ; p

p−1
,··· , p

p−1)
(
N`p;K

)
⊂ L

(
N`p;K

)
é claramente verdadeira, con-

clúımos que L
(
N`p;K

)
= Π( p

p−N ; p
p−1

,··· , p
p−1)

(
N`p;K

)
. Como consequência, temos A ∈

Π( p
p−N ; p

p−1
,··· , p

p−1)
(
N`p;K

)
e assim

(
∞∑
j=1

|A (ej, . . . , ej)|
p

p−N

) p−N
p

≤ π( p
p−N ; p

p−1
,··· , p

p−1) (A) ·
(∥∥∥(ej)

∞
j=1

∥∥∥
ω, p
p−1

)N
.

Sendo
∥∥∥(ej)

∞
j=1

∥∥∥
ω, p
p−1

= 1, temos

(
m∑
j=1

|A (ej, . . . , ej)|
p

p−N

) p−N
p

≤ π( p
p−N ; p

p−1
,··· , p

p−1) (A)

≤ π(1;1) (A) = ‖A‖ .

Como m é arbitrário, segue que ‖(A (ei, . . . , ei))
∞
i=1‖p/(p−N) ≤ ‖A‖.

O próximo resultado mostrará o que chamamos de otimalidade do expoente p
p−N .

Isto significa que, se tomarmos um expoente menor do que p
p−N , o resultado do teorema

anterior não valerá, para alguma forma multilinear A : `p × · · · × `p → K . Apresenta-

remos duas demonstrações: a primeira delas usa o argumento original do artigo [21] e

a segunda utiliza uma ideia do artigo [10].

Proposição 2.9. Existe uma aplicação N -linear e cont́ınua A : `p × · · ·× `p → K
tal que (A (ei, . . . , ei))

∞
i=1 /∈ `s, para qualquer s <

p
p−N e p > N .
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Demonstração. (1) Seja (βn)∞n=1 uma sequência crescente tal que βn −→ N−p
p

. Para

cada n ≥ 1 natural, defina

An (ei1 , . . . , eiN ) =

{
0 se i1, . . . , iN não são todos iguais

kβn se i1 = · · · = iN = k.

Note que
(
kβn
)
k∈N ∈ ` p

p−N
. Com efeito, sendo (βn)∞n=1 crescente, temos, para cada n,

βn <
N − p
p
⇒ −βn >

p−N
p
⇒ −βn

p−N
p

> 1.

Logo

∞∑
k=1

(
kβn
) p
p−N =

∞∑
k=1

(
1

k

)−βn· p
p−N

=
∞∑
k=1

(
1

k

) −βn
p−N
p <∞,

pois −βn
p−N
p

> 1 e, portanto,
(
kβn
)
k∈N ∈ ` p

p−N
. Além disso, se x = (x1, . . . , xN) ∈

`p × · · · × `p, então

|An (x1, . . . , xN)|

=

∣∣∣∣∣An
(
∞∑
j1=1

xj11 ej1 , . . . ,
∞∑

jN=1

xjNN ejN

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∞∑
j1,...,jN=1

xj11 · · · · · x
jN
N · An (ej1 , . . . , ejN )

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
j1,...,jN=1

∣∣xj11 · · · · · xjNN · An (ej1 , . . . , ejN )
∣∣

=
∞∑
j=1

∣∣xj1 · · · · · xjN · jβn∣∣ . (2.8)

Pela desigualdade de Hölder

∞∑
j=1

∣∣xj1 · · · · · xjN · jβn∣∣
≤

(
∞∑
j=1

∣∣xj1∣∣p
) 1

p

· · · · ·

(
∞∑
j=1

∣∣xjN ∣∣p
) 1

p

·

(
∞∑
j=1

∣∣jβn∣∣ p
p−N

) p−N
p

= ‖x1‖p · · · · · ‖xN‖p ·

(
∞∑
j=1

∣∣jβn∣∣ p
p−N

) p−N
p

<∞. (2.9)
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Assim, por (2.8) e (2.9), conclúımos que sup |An (x1, . . . , xN)| < ∞ e, portanto, cada

An é cont́ınua sobre `p.

Finalmente defina a aplicação A : `p × · · · × `p → K por

A (x1, . . . , xN) =
∑
n≥1

An (x1, . . . , xN)

‖An‖ 2n
.

Afirmamos que (A (ek, . . . , ek))
∞
k=1 /∈ `s, para qualquer s < p

p−N . De fato, suponha por

absurdo que existe 1 < s < p
p−N tal que (A (ek, . . . , ek))

∞
k=1 ∈ `s. Então,

∑
k≥1

|A (ek, . . . , ek)|s <∞.

Entretanto,

∑
k≥1

|A (ek, . . . , ek)|s =
∑
k≥1

∣∣∣∣∣∑
n≥1

An (ek, . . . , ek)

‖An‖ 2n

∣∣∣∣∣
s

=
∑
k≥1

∣∣∣∣∣∑
n≥1

kβn

‖An‖ 2n

∣∣∣∣∣
s

>
∑
k≥1

∑
n≥1

kβns

‖An‖s 2ns

=
∑
n≥1

1

‖An‖s 2ns
·
∑
k≥1

kβns,

e dáı, ∑
n≥1

1

‖An‖s 2ns
·
∑
k≥1

kβns <
∑
k≥1

|A (ek, . . . , ek)|s <∞.

Sabemos que −1
s
< N−p

p
. Porém, sendo βn <

N−p
p

para todo n natural, então existe n0

tal que −1
s
< βn <

N−p
p

, ou seja, −βns < 1 para todo n ≥ n0. Portanto, para n ≥ n0

temos ∑
k≥1

kβns =
∑
k≥1

(
1

k

)−βns
=∞,

que é um absurdo. Segue que (A (ek, . . . , ek))
∞
k=1 /∈ `s, qualquer que seja s < p

p−N , como

queŕıamos.

Demonstração. (2) Para cada m ∈ N defina a aplicação Φm : `p × · · · × `p → K por

Φm (x1, . . . , xN) =
m∑
i=1

xi1 · · · · · xiN .
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Agora, seja λ ∈ R tal que
N

p
+

1

λ
= 1.

Então

λ =
p

p−N
.

Note que, para cada m, vale

‖Φm (x1, . . . , xN)‖ =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xi1 · · · · · xiN

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

∣∣xi1∣∣ · · · · · ∣∣xiN ∣∣
e, portanto,

‖Φm‖ ≤ sup
‖xk‖p≤1

k=1,...,N

m∑
i=1

∣∣xi1∣∣ · · · · · ∣∣xiN ∣∣ · 1. (2.10)

Usando a desigualdade de Hölder em (2.10), temos

‖Φm‖ ≤ sup
‖xk‖p≤1

k=1,...,N

(
m∑
i=1

∣∣xi1∣∣p
) 1

p

· · · · ·

(
m∑
i=1

∣∣xiN ∣∣p
) 1

p

·

(
m∑
i=1

|1|λ
) 1

λ

= 1 · · · · · 1 ·m
1
λ = m

1
λ

Suponha que o teorema 2.8 vale para

(
∞∑
i=1

|A (ei, . . . , ei)|s
) 1

s

≤ ‖A‖ . (2.11)

Fazendo A = Φm em (2.11), obtemos

(
∞∑
i=1

|Φm (ei, . . . , ei)|s
) 1

s

≤ ‖Φm‖

≤ m
1
λ .

Por outro lado,

(
∞∑
i=1

|Φm (ei, . . . , ei)|s
) 1

s

=

(
m∑
i=1

|Φm (ei, . . . , ei)|s +
∞∑

i=m+1

|Φm (ei, . . . , ei)|s
) 1

s

=

(
m∑
i=1

1s
) 1

s
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Logo (
m∑
i=1

1s

) 1
s

≤ m
1
λ ⇒ m

1
s ≤ m

1
λ .

Portanto,

m
1
λ
− 1
s ≥ 1, para todo m ∈ N.

Mas, a condição anterior ocorre somente se 1
λ
− 1

s
≥ 0, ou seja, s ≥ λ.
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Caṕıtulo 3

Generalizações das desigualdades

de Khinchin e Kahane

A motivação do presente caṕıtulo é apresentar versões multilineares de alguns re-

sultados vistos anteriormente no contexto linear. No Caṕıtulo 1, apresentamos as

desigualdades de Khinchin e Kahane que, como veremos nesse caṕıtulo, têm versões

multilineares. Para tanto, apresentaremos o conceito de cotipo, que também será ex-

plorado no Caṕıtulo 4.

Lema 3.1. Sejam f ∈ Lp, 1 < p, q <∞, com 1
p

+ 1
q

= 1. Então,

‖f‖Lp = sup

{∫
|fg| dµ : ‖g‖Lq ≤ 1

}
= sup

{∣∣∣∣∫ fgdµ

∣∣∣∣ : ‖g‖Lq ≤ 1

}
,

e o supremo é atingido.

Demonstração. O resultado é claramente verdadeiro quando f = 0. Suponha que

f 6= 0. Certamente, ∣∣∣∣∫ fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fg| dµ. (3.1)

Supondo que ‖g‖q ≤ 1 e usando a desigualdade de Hölder no lado direito de (3.1),

temos ∣∣∣∣∫ fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fg| dµ ≤ ‖f‖Lp
e, portanto,

sup

{∣∣∣∣∫ fgdµ

∣∣∣∣ : ‖g‖Lq ≤ 1

}
≤ sup

{∫
|fg| dµ : ‖g‖Lq ≤ 1

}
≤ ‖f‖Lp .
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3. Generalizações das desigualdades de Khinchin e Kahane

Agora, considere h = |f |p−1 sgn f , onde

sgn f =

{
f
|f | , se f 6= 0

0, se f = 0
.

Então

fh = f · |f |p−1 · sgn f

= f · |f |p−1 ·
(
f

|f |

)
= |f |p−1 · |f |

2

|f |
= |f |p

e

|h|q = |f |q(p−1) .

∣∣f ∣∣q
|f |q

= |f |p .

Logo fh = |h|q e h ∈ Lq. Além disso,

‖h‖Lq =

(∫
|h|q dµ

) 1
q

=

(∫
fhdµ

) 1
q

=

(∫
|f |p dµ

) 1
q

= ‖f‖
p
q

Lp
.

Definindo g = h
‖h‖Lq

, temos claramente ‖g‖Lq = 1. Assim,

∫
fgdµ =

∫
|fg| dµ =

∫
|h|q

‖h‖Lq
dµ

=

∫
|f |p

‖f‖
p
q

Lp

dµ =
‖f‖pLp
‖f‖

p
q

Lp

= ‖f‖
p(q−1)
q

Lp
= ‖f‖Lp .

Portanto,

‖f‖Lp = sup

{∫
|fg| dµ : ‖g‖Lq ≤ 1

}
= sup

{∣∣∣∣∫ fgdµ

∣∣∣∣ : ‖g‖Lq ≤ 1

}
,

e o supremo é atingido.
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3. Generalizações das desigualdades de Khinchin e Kahane

Lema 3.2 (Lema de Minkowski). Sejam (X1,A1, µ1) e (X2,A2, µ2) espaços de medida

sigma finita. Se f é uma função mensurável não-negativa sobre (X1,A1, µ1) ×
(X2,A2, µ2) e 1 < p ≤ q <∞, então

(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

) q
p

dµ1 (x)

) 1
q

≤

(∫
X2

(∫
X1

f (x, y)q dµ1 (x)

) p
q

dµ2 (y)

) 1
p

.

Demonstração. Seja r = q
p

e r′ o expoente conjugado de r. Então,

(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

) q
p

dµ1 (x)

) 1
q

=

(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

)r
dµ1 (x)

) 1
rp

=

[(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

)r
dµ1 (x)

) 1
r

] 1
p

.

Considere F (x) =
∫
X2
f (x, y)p dµ2 (y). É fácil ver que F ∈ Lr (X1). Pelo Lema

3.1, temos

(∫
X1

F (x)r dµ1 (x)

) 1
r

= ‖F‖r

=

∫
X1

F (x) · g (x) dµ1 (x)

=

∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

)
· g (x) dµ1 (x) , (3.2)

para alguma g tal que, ‖g‖r′ = 1. Substituindo o resultado obtido de (3.3) em (3.2) e

usando o teorema de Fubini (motivo pelo qual os espaços devem ser de medida sigma

finita), obtemos

(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

) q
p

dµ1 (x)

) 1
q

=

(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

)
· g (x) dµ1 (x)

) 1
p

=

(∫
X2

(∫
X1

f (x, y)p · g (x) dµ1 (x)

)
dµ2 (y)

) 1
p

.
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3. Generalizações das desigualdades de Khinchin e Kahane

Usando novamente o Lema 3.1, resulta que

(∫
X1

(∫
X2

f (x, y)p dµ2 (y)

) q
p

dµ1 (x)

) 1
q

≤

(∫
X2

(∫
X1

f (x, y)rp dµ1 (x)

) 1
r

dµ2 (y)

) 1
p

=

(∫
X2

(∫
X1

f (x, y)q dµ1 (x)

) p
q

dµ2 (y)

) 1
p

,

finalizando assim a demonstração.

3.1 A desigualdade generalizada de Khinchin

Nesta seção, apresentaremos uma generalização da desigualdade de Khinchin. Os

lemas apresentados anteriormente serão fundamentais durante as demonstrações desta

seção.

Teorema 3.3 (Desigualdade Generalizada de Khinchin). Sejam (ai1···im)N
i1,··· ,im=1

uma

matriz formada por elementos de K e 0 < p <∞. Então,

(Ap)
m

 N∑
i1,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2

≤

∫
[0,1]m

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,··· ,im=1

ri1 (t1) · · · rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣∣
p

dt1 . . . dtm


1
p

≤ (Bp)
m

 N∑
i1,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2

.

Demonstração. Vamos fazer a demonstração por indução sobre m.Comecemos pela

primeira desigualdade na expressão acima. Para m = 1, recáımos na desigualdade de

Khinchin. Suponha que a desigualdade é verdadeira para m− 1. Então,

 N∑
i1,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2

=

 N∑
i1=1

 N∑
i2,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2

=

 N∑
i1=1


 N∑

i2,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2


2


1
2

41
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≤

 N∑
i1=1

(
(Ap)

−(m−1)

∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p
dt2 · · · dtm)

1
p

)2) 1
2

=

 N∑
i1=1

(Ap)
−2(m−1)

∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p
dt2 · · · dtm)

1
p

)2) 1
2

= (Ap)
−(m−1)

 N∑
i1=1

∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p
dt2 · · · dtm)

1
p

)2) 1
2

= (Ap)
−(m−1)

 N∑
i1=1

∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,··· ,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣∣
p

dt2 . . . dtm


2
p


1
2

. (3.3)

Se 0 < p ≤ 2, temos 2
p
≥ 1. Pelo Lema de Minkowski, obtemos

 N∑
i1=1

∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,··· ,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣∣
p

dt2 . . . dtm


2
p


1
2

≤

∫
[0,1]m−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,··· ,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣∣
2


p
2

dt2 . . . dtm


1
p

, (3.4)

e assim, comparando (3.3) com (3.4), temos

 N∑
i1,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2

≤ (Ap)
−(m−1)

 N∑
i1=1

∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p
dt2 · · · dtm)

2
p

) 1
2

≤ (Ap)
−(m−1)

∫
[0,1]m−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
2
dt2 · · · dtm

) p
2

) 1
p
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= (Ap)
−(m−1)

∫
[0,1]m−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
2
) 1

2

)p

dt2 · · · dtm
) 1

p

.

Agora, usando a desigualdade de Khinchin, vale

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,··· ,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣∣
2


1
2

≤ (Ap)
−1

∫
[0,1]

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1=1

ri1 (t1)

N∑
i2,··· ,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣∣
p

dt1


1
p

.

Pelo teorema de Fubini N∑
i1,··· ,im=1

|ai1···im |
2

 1
2

≤ (Ap)
−(m−1)

∫
[0,1]m−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
2
) 1

2

)p

dt2 · · · dtm
) 1

p

≤ (Ap)
−m

∫
[0,1]m−1

∫
[0,1]

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1=1

ri1 (t1)

N∑
i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p
dt1) dt2 · · · dtm)

1
p

= (Ap)
−m

∫
[0,1]m

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p
dt1 · · · dtm)

1
p .

Se p > 2, segue da monotonicidade de Lp ([0, 1]m) que ‖·‖L2
≤ ‖·‖Lp e assim, Ap = 1,

para qualquer p ≥ 2.

Finalmente, vamos mostrar que a segunda desigualdade do nosso teorema é verda-

deira. Assim como na primeira parte de nossa demonstração, quando m = 1, obtemos

o caso linear da desigualdade de Khinchin. Agora, suponha que a desigualdade vale

para m− 1. No caso em que p ≥ 2, temos p
2
≥ 1. Dáı, aplicando o teorema de Fubini,

usando a desigualdade de Khinchin e o lema de Minkowski, temos

(∫
[0,1]m

∣∣∣∣∣
N∑

i1,··· ,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) ai1···im

∣∣∣∣∣
p

dt1 . . . dtm

) 1
p

=
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=

(∫
[0,1]

(∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · rim (tm)

·ai1···im |
p dt2 · · · dtm) dt1)

1
p

=

(∫
[0,1]

(∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
p

dt2 · · · dtm

)
dt1

) 1
p

=

(∫
[0,1]

((∫
[0,1]m−1

∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
p

dt2 · · · dtm

) 1
p

p

dt1


1
p

≤

∫
[0,1]

(Bp)
m−1

 N∑
i2,··· ,im=1

∣∣∣∣∣
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
2
 1

2


p

dt1


1
p

=

∫
[0,1]

(Bp)
(m−1)p

 N∑
i2,··· ,im=1

∣∣∣∣∣
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
2


p
2

dt1


1
p

= (Bp)
m−1

∫
[0,1]

 N∑
i2,··· ,im=1

∣∣∣∣∣
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
2


p
2

dt1


1
p

≤ (Bp)
m−1

 N∑
i2,··· ,im=1

(∫
[0,1]

∣∣∣∣∣
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
p

dt1

) 2
p


1
2

= (Bp)
m−1

 N∑
i2,··· ,im=1

(∫
[0,1]

∣∣∣∣∣
N∑
i1=1

ri1 (t1) ai1···im

∣∣∣∣∣
p

dt1

) 1
p

2


1
2

≤ (Bp)
m−1

 N∑
i2,··· ,im=1

(Bp)
1

(
N∑
i1=1

|ai1···im |
2

) 1
2

2


1
2

= (Bp)
m−1

(
N∑

i2,··· ,im=1

(Bp)
2

(
N∑
i1=1

|ai1···im |
2

)) 1
2

= (Bp)
m

(
N∑

i2,··· ,im=1

N∑
i1=1

|ai1···im|
2

) 1
2

= (Bp)
m

(
N∑

i1,··· ,im=1

|ai1···im|
2

) 1
2

.

44



3. Generalizações das desigualdades de Khinchin e Kahane

Para o caso p < 2, segue claramente da monotonicidade de Lp ([0, 1]m) que ‖·‖Lp ≤ ‖·‖L2

e, portanto, Bp = 1, qualquer que seja p ≤ 2.

3.2 A desigualdade generalizada de Kahane

Assim como na seção anterior, apresentaremos uma generalização de uma das de-

sigualdades vistas no Caṕıtulo 1. Aqui, será demonstrada a desigualdade generalizada

de Kahane. Entretanto, precisaremos expor um conceito auxiliar, que é o de cotipo.

Este conceito foi desenvolvido a partir dos trabalhos de J. Hoffmann-Jörgensen, Gilles

Pisier, Stanislaw Kwapien e Bernard Maurey durante a década de 70. Em seguida será

apresentada a desigualdade múltiplo cotipo, que também será útil na demonstração da

desigualdade generalizada de Kahane.

Definição 3.2.1. Seja E um espaço de Banach e 2 ≤ q < ∞. Dizemos que E tem

cotipo q se existir uma constante C > 0, tal que

(
n∑
k=1

‖xk‖q
) 1

q

≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

,

para quaisquer x1, . . . , xn ∈ E. A menor destas constantes C, será denotada por

Cq (E).

Teorema 3.4 (Desigualdade Múltiplo Cotipo). Seja F um espaço de cotipo q e I =

[0, 1]. Se 1 ≤ r ≤ q e (yi1...im)N
i1,...,im=1

é uma matriz em F, então

(
N∑

i1,...,im=1

‖yi1...im‖
q

) 1
q

≤ Cq (F )mKm
r,2

(∫
Im

∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣
r

dt1 · · · dtm

) 1
r

.

Demonstração. A prova será feita por indução sobre m. De fato, para m = 1, usando

o fato de que F tem cotipo 2, temos

(
N∑
i=1

‖yi‖q
) 1

q

≤ Cq (F )

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ri (t) yi

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

. (3.5)

Pela desigualdade de Kahane,

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ri (t) yi

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ Kr,2

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ri (t) yi

∣∣∣∣∣
r

dt

) 1
r

. (3.6)
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Comparando (3.5) e (3.6), conclúımos que

(
N∑
i=1

‖yi‖q
) 1

q

≤ Cq (F )Kr,2

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ri (t) yi

∣∣∣∣∣
r

dt

) 1
r

.

Suponha que o caso m− 1 seja verdadeiro. Então,

 N∑
i1,...,im=1

‖yi1...im‖
q

 1
q

=

 N∑
i1=1

N∑
i2,...,im=1

‖yi1...im‖
q

 1
q

=

 N∑
i1=1


 N∑

i2,...,im=1

‖yi1...im‖
q

 1
q


q

1
q

≤

 N∑
i1=1

Cq (F )
q(m−1)

K
q(m−1)
r,2

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt2 · · · dtm


q
r


1
q

= Cq (F )
m−1

Km−1
r,2

 N∑
i1=1

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt2 · · · dtm


q
r


1
q

.

Como r ≤ q, temos q
r
≥ 1 e assim, pelo lema de Minkowski

 N∑
i1=1

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt2 · · · dtm


q
r


1
q

=


 N∑

i1=1

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt2 · · · dtm


q
r


1
q ·r


1
r

≤

∫
Im−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

r
q

dt2 · · · dtm


1
r

e dáı N∑
i1,...,im=1

‖yi1...im‖
q

 1
q

≤ Cq (F )
m−1

Km−1
r,2

∫
Im−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·yi1···im |
q
)

r
q dt2 · · · dtm

) 1
r

(3.7)
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Agora, como F tem cotipo 2, então

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

1
q

≤ Cq (F )

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1=1

ri1 (t1)

N∑
i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · rim (tm)

·yi1···im |
2
dt1

) 1
2

. (3.8)

Pela desigualdade de Kahane,

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1=1

ri1 (t1)

N∑
i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
2

dt1


1
2

≤ Kr,2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1=1

ri1 (t1)

N∑
i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt1


1
r

= Kr,2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt1


1
r

. (3.9)

Juntando (3.7), (3.8) e (3.9) e denotando dT = dt2· · ·dtm, temos

 N∑
i1,...,im=1

‖yi1...im‖
q

 1
q

≤ Cq (F )
m−1

Km−1
r,2

∫
Im−1

 N∑
i1=1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i2,...,im=1

ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

r
q

dT


1
r

≤ Cq (F )
m−1

Km−1
r,2

∫
Im−1

Cq (F )
r
Kr

r,2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · rim (tm)

·yi1···im |
r
dt1) dT )

1
r

= Cq (F )
m
Km

r,2

∫
Im−1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt1

 dT


1
r

.

Finalmente, usando o teorema de Fubini, obtemos

 N∑
i1,...,im=1

‖yi1...im‖
q

 1
q

≤ Cq (F )
m
Km

r,2

∫
Im

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) ri2 (t2) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
r

dt1dt2 · · · dtm


1
r

,

como queŕıamos.
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Teorema 3.5 (Desigualdade Generalizada de Kahane). Sejam E um espaço de Banach

e 0 < p, q <∞. Então, para qualquer matriz (yi1...im)Ni1,...,im=1 em E, temos

(∫
Im

∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣
q

dt1 . . . dtm

) 1
q

≤ (Kp,q)
m

(∫
Im

∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣
p

dt1 . . . dtm

) 1
p

.

Demonstração. Usaremos o processo de indução sobre m. Para o caso m = 1, obtemos

claramente a primeira versão da Desigualdade de Kahane. Agora, considerando p ≤ q,

suponha que o caso m − 1 é verdadeiro. Então, usando a notação dT = dt1 . . . dtm−1,

temos ∫
Im

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dt1 . . . dtm


1
q

=

∫ 1

0

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dT

 dtm


1
q

=

∫ 1

0

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im−1=1

ri1 (t1) · · · rim−1
(tm−1)

·yi1···im |
q
dT ) dtm)

1
q

=

∫ 1

0

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im−1=1

ri1 (t1) · · · rim−1
(tm−1)

·yi1···im |
q
dT )

1
q ·q dtm

) 1
q

.

Pela hipótese de indução, segue que

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im−1=1

ri1 (t1) · · · · ·rim−1 (tm−1)

N∑
im=1

rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dT


1
q

≤ (Kp,q)
m−1

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im−1=1

ri1 (t1) · · · · ·rim−1
(tm−1)

N∑
im=1

rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
p

dT


1
p

.

Assim,

∫
Im

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dt1 . . . dtm


1
q

≤
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≤ (Kp,q)
m−1

∫ 1

0

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
p

dT


q
p

dtm


1
q

.

Sabendo que p ≤ q, vale que q
p
≥ 1 e então, usando o Lema de Minkowski, obtemos

∫ 1

0

∫
Im−1

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
p

dT


q
p

dtm


1
q

≤

∫
Im−1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dtm


p
q

dT


1
p

.

Logo

∫
Im

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dt1 . . . dtm


1
q

≤ (Kp,q)
m−1

∫
Im−1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · ·

· · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣∣
q

dtm


p
q

dT


1
p

. (3.10)

Além disso, sabemos que

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dtm


1
q

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

im=1

rim (tm)

N∑
i1,...,im−1=1

ri1 (t1) · · · · ·rim−1 (tm−1) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dtm


1
q

. Logo, usando a desigualdade de Kahane, temos

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dtm


1
q

≤ Kp,q

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
p

dtm


1
p

. (3.11)

De (3.10), (3.11) e do Teorema de Fubini, segue que

∫
Im

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
q

dt1 . . . dtm


1
q

≤ (Kp,q)
m−1

∫
Im−1

(Kp,q)
p

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
p

dtm

 dT


1
p
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= (Kp,q)
m

∫
Im

∣∣∣∣∣∣
N∑

i1,...,im=1

ri1 (t1) · · · · ·rim (tm) yi1...im

∣∣∣∣∣∣
p

dt1 . . . dtm


1
p

.

Finalmente, quando q < p o resultado segue diretamente da monotonicidade de

Lp (Im) e Kp,q = 1, o que finaliza nossa demonstração.
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Caṕıtulo 4

Uma caracterização para espaços de

tipo 2

Nos caṕıtulos anteriores abordamos muitas propriedades e desigualdades envolvendo

operadores multilineares absolutamente somantes. Neste caṕıtulo, acrescentaremos

alguns outros conceitos que também nos auxiliarão no desenvolvimento do resultado

principal do mesmo, que é uma caracterização dos espaços de tipo 2, devida a D.

Popa. Abordaremos inicialmente o conceito de operador quase somante, que também

será útil na demonstração do resultado principal. Mais precisamente, mostraremos

que se n ≥ 2, um espaço de Banach F tem tipo 2 se, e somente se, todo operador

u ∈ Π2 (E1, . . . , En;F ) é quase somante. Veremos que essa caracterização é exclusiva

do ambiente multilinear, curiosamente não sendo válida para operadores lineares.

Para um bom entendimento das propriedades e resultados almejados, introduzire-

mos algumas definições que servirão de base para as seções deste caṕıtulo. A primeira

delas é de operadores tipo q e espaços com tipo q.

Definição 4.0.1. Sejam E,F espaços de Banach e 1 ≤ q ≤ 2. Dizemos que um

operador linear u : E → F é tipo q se existe C > 0 tal que,

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

rj (t)u (xj)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ C

(
m∑
j=1

|xj|q
) 1

q

, (4.1)

para quaisquer x1, . . . , xm ∈ E e m ∈ N.

A menor das constantes para as quais a desigualdade (4.1) continua verdadeira será

denotada por Tq (u). Além disso, dizemos que um espaço de Banach E tem tipo q

quando o operador identidade IE : E → E for tipo q e definimos Tq (E) := Tq (IE).

Para o que veremos neste caṕıtulo, focaremos no caso q = 2.
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4. Uma caracterização para espaços de tipo 2

4.1 Operadores quase somantes

Definição 4.1.1. Sejam E e F espaços de Banach. Um operador u ∈ L (E;F ) é

chamado de quase somante se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que,

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rk (t)u (xk)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ C · sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

(4.2)

para qualquer (xk)
n
k=1 sequência finita em E.

O espaço vetorial cujos elementos são os operadores quase somantes de E em F , será

denotado por Πas (E;F ). Além disso, definimos uma norma em Πas (E;F ), denotada

por πas (u), que é obtida pelo ı́nfimo dos C tais que a desigualdade (4.2) permanece

válida.

A seguir, serão apresentados alguns resultados conhecidos sobre estes operadores.

Proposição 4.1. Seja 1 ≤ p < ∞, e sejam E e F espaços de Banach. Qualquer

operador p-somante u : E → F é quase somante e πas (u) ≤ Bp · πp (u) , onde Bp é a

constante da desigualdade de Khinchin.

Demonstração. De fato, se p < 2, temos pelo teorema da inclusão que Πp (E;F ) ⊂
Π2 (E;F ) e π2 (u) ≤ πp (u). Logo,

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rk (t)u (xk)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

=

(
n∑
k=1

|u (xk)|2
) 1

2

≤ π2 (u) · sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

≤ πp (u) sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

e dáı segue que u ∈ Πas (E;F ) e πas (u) ≤ πp (u) = Bp · πp (u), pois neste caso, Bp = 1.

Agora, vejamos o caso em que p ≥ 2. De fato, se u ∈ Πp (E;F ) então, pelo Teorema

1.11, existe uma medida de probabilidade µ, nos borelianos de BE′ , com a topologia

fraca estrela, tal que

‖u (x)‖ ≤ πp (u) ·

(∫
BE′

|ϕ (x)|p dµ (ϕ)

) 1
p

,

para todo x ∈ E. Sejam x1, . . . , xm ∈ E. Então, pela monotonicidade da norma em
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Lp [0, 1], vale

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)u (xk)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)u (xk)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

=

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

u (rk (t)xk)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

=

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣u
(

m∑
k=1

rk (t)xk

)∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

Pelo Teorema 1.11 temos(∫ 1

0

∣∣∣∣∣u
(

m∑
k=1

rk (t)xk

)∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤

(∫ 1

0

πp (u)p ·
∫
BE′

∣∣∣∣∣ϕ
(

m∑
k=1

rk (t)xk

)∣∣∣∣∣
p

dµ (ϕ) dt

) 1
p

= πp (u) ·

(∫ 1

0

∫
BE′

∣∣∣∣∣ϕ
(

m∑
k=1

rk (t)xk

)∣∣∣∣∣
p

dµ (ϕ) dt

) 1
p

= πp (u) ·

(∫ 1

0

∫
BE′

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)ϕ (xk)

∣∣∣∣∣
p

dµ (ϕ) dt

) 1
p

Usando o Teorema de Fubini, obtemos

πp (u) ·

(∫ 1

0

∫
BE′

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)ϕ (xk)

∣∣∣∣∣
p

dµ (ϕ) dt

) 1
p

= πp (u) ·

(∫
BE′

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)ϕ (xk)

∣∣∣∣∣
p

dtdµ (ϕ)

) 1
p

= πp (u) ·

∫
BE′

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)ϕ (xk)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

p

dµ (ϕ)


1
p

Aplicando agora a desigualdade de Khinchin, temos

πp (u) ·

∫
BE′

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk (t)ϕ (xk)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

p

dµ (ϕ)


1
p

≤
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≤ πp (u) ·

∫
BE′

Bp

(
m∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

p

dµ (ϕ)


1
p

= πp (u) ·Bp

∫
BE′

(
m∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) p

2

dµ (ϕ)

 1
p

= πp (u) ·Bp

∫
BE′

( m∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

p

dµ (ϕ)


1
p

≤ πp (u) ·Bp

 sup
ϕ∈BE′

(
m∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

p
1
p

= πp (u) ·Bp · sup
ϕ∈BE′

(
m∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

finalizando a demonstração.

Proposição 4.2. Sejam E e F espaços de Banach, e suponha que F tem cotipo q,

com 2 ≤ q <∞. Então, qualquer operador quase somante u : E → F é (q, 2)-somante

e πq,2 (u) ≤ Cq (F ) · πas (u).

Demonstração. Considere x1, . . . , xn ∈ E. Usando o fato de que F tem cotipo q e,

depois, o fato que u ∈ Πas (E;F ), temos

(
n∑
k=1

|u (xk)|q
) 1

q

≤ Cq (F ) ·

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rk (t)u (xk)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ Cq (F ) · πas (u) · sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|2
) 1

2

.

Portanto, u ∈ Πq,2 (E;F ). Como πq,2 (u) é o ı́nfimo das constantes que tornam a

desigualdade anterior verdadeira, segue que πq,2 (u) ≤ Cq (F ) · πas (u).

4.2 Caracterização de espaços com tipo 2

Na seção anterior, vimos que, para p ≥ 1, todo operador linear p-somante é quase

somante. Nesta seção, será apresentado o conceito de operador quase somante no

ambiente multilinear. A ideia de estudar aplicações quase somantes para o caso não-

linear aparece pela primeira vez em [?] e [4]. Além disso, mostraremos que o fato de

um espaço ter tipo 2 é uma condição necessária e suficiente para que todo operador
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n-linear u ∈ Π2 (E1, . . . , En;F ), onde n é um número natural maior do que ou igual a

2, seja quase somante. Esta situação diferencia bem o comportamento dos operadores

quase somantes nos ambientes linear e multilinear.

Definição 4.2.1. Um operador n-linear u : E1 × · · · × En → F é quase somante se

existe C > 0 tal que

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

rj (t)u
(
x1
j , . . . , x

n
j

)∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ C ·
∥∥∥(x1

j

)m
j=1

∥∥∥
ω,2
· · · · ·

∥∥∥(xnj )mj=1

∥∥∥
ω,2

,

para qualquer
(
xij
)m
j=1

sequência finita em Ei, onde i = 1, . . . , n, e para todo m

natural.

Proposição 4.3. (i) Sejam n ≥ 2 um número natural, F e G espaços de Banach,

e v : F → G um operador linear limitado. Se E1, . . . , En são espaços de Banach,

u : E1 × · · · × En → F é 2-somante e v tem tipo 2, então a composição v ◦ u é quase
somante e πas (v ◦ u) ≤ T2 (v) π2 (u).

(ii) Seja n ≥ 2 um número natural. Se E1, . . . , En são espaços de Banach e F

tem tipo 2, então

Π2 (E1, . . . , En;F ) ⊂ Πas (E1, . . . , En;F ) e πas (·) ≤ T2 (F ) π2 (·) .

Demonstração. (i) Sejam (x1
i )
m
i=1, (x2

i )
m
i=1, . . . , (xni )mi=1 sequências finitas, respectiva-

mente, em E1, E2, . . . , En−1 e En. Usando o fato de que v tem tipo 2 e sabendo que

u é 2-somante, temos

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) (v ◦ u)
(
x1
i , . . . , x

n
i

)∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) v
(
u
(
x1
i , . . . , x

n
i

))∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ T2 (v) ·

(
m∑
i=1

∣∣u (x1
i , . . . , x

n
i

)∣∣2) 1
2

≤ T2 (v) · π2 (u) ·
∥∥(x1

i

)m
i=1

∥∥
ω,2
· · · · · ‖(xni )mi=1‖ω,2 . (4.3)

Portanto, v◦u é quase somante. Como πas (v ◦ u) é o ı́nfimo das constantes que tornam

a desigualdade (4.3) verdadeira, segue claramente que πas (v ◦ u) ≤ T2 (v) · π2 (u).

(ii) De fato, sabendo que F tem tipo 2, temos por definição que o operador identi-

dade IF : F → F é um operador tipo 2 e T2 (F ) := T2 (IF ). Dáı, definindo v := IF em
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(i), obtemos

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) (v ◦ u)
(
x1
i , . . . , x

n
i

)∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ T2 (v) · π2 (u) ·
∥∥(x1

i

)m
i=1

∥∥
ω,2
· · · · · ‖(xni )mi=1‖ω,2

= T2 (IF ) · π2 (u) ·
∥∥(x1

i

)m
i=1

∥∥
ω,2
· · · · · ‖(xni )mi=1‖ω,2

= T2 (F ) · π2 (u) ·
∥∥(x1

i

)m
i=1

∥∥
ω,2
· · · · · ‖(xni )mi=1‖ω,2

e, portanto, Π2 (E1, . . . , En;F ) ⊂ Πas (E1, . . . , En;F ). Pelo mesmo argumento de (i)

segue que πas (·) ≤ T2 (F ) π2 (·).

Proposição 4.4. Seja n ≥ 2 um número natural, F um espaço de Banach, (yj)
∞
j=1

uma sequência limitada formada por elementos de F e seja s : `× · · · × `2 → F um

operador definido por

s (x1, . . . , xn) =
∞∑
j=1

〈x1, ej〉 · . . . · 〈xn, ej〉 · yj.

Então s é 2-somante se, e somente se,
∞∑
j=1

|yj|2 <∞. Além disso, π2 (s) =

(
∞∑
j=1

|yj|2
) 1

2

.

Demonstração. Suponha que s é 2-somante. Note que s (ek, . . . , ek) = yk e
∥∥∥(ej)

∞
j=1

∥∥∥
ω,2

=

1. De fato,

s (ek, . . . , ek) =
∞∑
j=1

〈ek, ej〉 · . . . · 〈ek, ej〉 · yj,

Como 〈ek, ej〉 = δkj , segue que s (ek, . . . , ek) = yk. Agora, vamos mostrar que
∥∥∥(ej)

∞
j=1

∥∥∥
ω,2

=

1. Com efeito, ∥∥∥(ej)
∞
j=1

∥∥∥
ω,2

= sup
ϕ∈B(`2)

′

(
∞∑
j=1

|ϕ (ej)|2
) 1

2

.

Pela caracterização do dual de `2, sabemos que (`2)′ é isometricamente isomorfo ao
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espaço `2. Além disso, cada ϕ (ej) = ϕj, e a sequência (ϕj)
∞
j=1 ∈ B`2 . Logo

∥∥∥(ej)
∞
j=1

∥∥∥
ω,2

= sup
ϕ∈B(`2)

′

(
∞∑
j=1

|ϕ (ej)|2
) 1

2

= sup
(ϕj)

∞
j=1∈B`2

(
∞∑
j=1

|ϕj|2
) 1

2

= sup
(ϕj)

∞
j=1∈B`2

∥∥∥(ϕj)
∞
j=1

∥∥∥
2

= 1,

e, portanto,
∥∥∥(ej)

∞
j=1

∥∥∥
ω,2

= 1.

Partindo do que já foi provado e usando a definição de operador 2-somante, temos

(
∞∑
k=1

|yk|2
) 1

2

=

(
∞∑
k=1

|s (ek, . . . , ek)|2
) 1

2

≤ π2 (s) ·
(
‖(ek)∞k=1‖ω,2

)n
= π2 (s) ,

e, portanto,
∞∑
k=1

|yk|2 <∞.

Reciprocamente, supondo que
∞∑
j=1

|yj|2 <∞ e definindo a = (|yi|)∞i=1, temos a ∈ `2.

Defina v : `1 → F por

v (x) =
∞∑
j=1

〈x, ej〉 sgn (yj) .

O operador v, claramente, está bem definido, é linear e cont́ınuo. Além disso, ‖v‖ ≤ 1.

Agora, seja Mn
a : `2 × · · · × `2 → `1 um operador dado por

Mn
a (x1, . . . , xn) = ax1 · · ·xn, com x1 · · ·xn :=

(
xi1 · · ·xin

)∞
i=1

.

Tomando x1, x2, . . ., xn ∈ `2, sabendo que
1

2
+ · · ·+ 1

2︸ ︷︷ ︸ =

n parcelas

n
2

= 1
2/n

e usando a desigual-

dade de Hölder temos(
∞∑
j=1

∣∣xj1 · · ·xjn∣∣ 2n
) 1

2/n

≤
∥∥∥(xj1)∞j=1

∥∥∥
2
· · ·
∥∥∥(xjn)∞j=1

∥∥∥
2

. (4.4)

Como n ≥ 2 por hipótese, segue que ` 2
n
⊂ `2. Sabdendo que a ∈ `2, conclúımos que
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ax1 · · ·xn ∈ `1 e, portanto, o operador Mn
a está bem definido. A multilinearidade e a

continuidade de Mn
a são claras.

Afirmamos que s = v ◦Mn
a .De fato, para (x1, . . . , xn) ∈ `2 × · · · × `2, temos

v (Mn
a (x1, . . . , xn))

=
∞∑
j=1

〈Mn
a (x1, . . . , xn) , ej〉 sgn (yj)

=
∞∑
j=1

〈ax1 · · ·xn, ej〉 sgn (yj)

=
∞∑
j=1

〈(
|yi|xi1 · · ·xin

)∞
i=1

, ej
〉
sgn (yj)

=
∞∑
j=1

〈
∞∑
i=1

|yi|xi1 · · ·xinei, ej

〉
sgn (yj)

=
∞∑
j=1

∞∑
i=1

〈
xi1 · · ·xinei, ej

〉
|yi| sgn (yj)

=
∞∑
j=1

xj1 · · ·xjn |yj| sgn (yj) . (4.5)

Como, para cada i ∈ N, xji = 〈xi, ej〉, temos em (4.5)

v (Mn
a (x1, . . . , xn)) =

∞∑
j=1

xj1 · · ·xjn |yj| sgn (yj)

=
∞∑
j=1

〈x1, ej〉 · · · 〈xn, ej〉 |yj|
yj
|yj|

=
∞∑
j=1

〈x1, ej〉 · · · 〈xn, ej〉 yj

= s (x1, . . . , xn) .

Agora, sabendo que n ≥ 2 e a ∈ l2, defina o operador Mn−1
a : `2 × · · · × `2 → `2

por Mn−1
a (x1, . . . , xn−1) = ax1 · · ·xn−1. Pelo mesmo argumento de (4.4), o operador

Mn−1
a está bem definido, é multilinear e cont́ınuo. Afirmamos que Mn−1

a é 2-somante

e π2 (Mn−1
a ) = ‖a‖2. De fato, note que

Mn−1
a (x1, . . . , xn−1) = ax1 · · ·xn−1

=
(
|yk|xk1 · · ·xkn−1

)∞
k=1
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=
∞∑
k=1

|yk|xk1 · · · xkn−1ek

=
∞∑
k=1

|yk| 〈x1, ek〉 · · · 〈xn−1, ek〉 ek.

Para cada i = 1, . . . , n−1 e m ∈ N, seja
(
xji
)m
j=1

uma sequência formada por elementos

de `2. Então

m∑
j=1

Mn−1
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

)
rj (t)

=
m∑
j=1

axj1 · · ·x
j
n−1rj (t)

=
m∑
j=1

(
|yk|xj1,k · · ·x

j
n−1,k

)∞
k=1

rj (t)

=
m∑
j=1

(
∞∑
k=1

|yk|xj1,k · · ·x
j
n−1,kek

)
rj (t)

=
∞∑
k=1

|yk|

(
m∑
j=1

xj1,k · · ·x
j
n−1,krj (t)

)
ek

=
∞∑
k=1

|yk|

(
m∑
j=1

〈
xj1, ek

〉
· · ·
〈
xjn−1, ek

〉
rj (t)

)
ek,

e, assim,

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

Mn−1
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

)
rj (t)

∣∣∣∣∣
2

dt

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|yk|

(
m∑
j=1

〈
xj1, ek

〉
· · ·
〈
xjn−1, ek

〉
rj (t)

)
ek

∣∣∣∣∣
2

dt

=

∫ 1

0

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣|yk|
(

m∑
j=1

〈
xj1, ek

〉
· · ·
〈
xjn−1, ek

〉
rj (t)

)∣∣∣∣∣
2

dt

=
∞∑
k=1

|yk|2
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

〈
xj1, ek

〉
· · ·
〈
xjn−1, ek

〉
rj (t)

∣∣∣∣∣
2

dt. (4.6)

Usando a igualdade (1.4)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

〈
xj
1, ek

〉
· · ·
〈
xj
n−1, ek

〉
rj (t)

∣∣∣∣∣∣
2

dt


1
2

=

 m∑
j=1

∣∣∣〈xj
1, ek

〉
· · ·
〈
xj
n−1, ek

〉∣∣∣2
 1

2

. (4.7)
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Além disso,

(
m∑
j=1

∣∣〈xj1, ek〉 · · · 〈xjn−1, ek
〉∣∣2) 1

2

≤

(
m∑
j=1

∣∣〈xj1, ek〉∣∣2
) 1

2

· · · · ·

(
m∑
j=1

∣∣〈xjn−1, ek
〉∣∣2) 1

2

≤
∥∥∥(xj1)mj=1

∥∥∥
ω,2
· · · · ·

∥∥∥(xjn−1

)m
j=1

∥∥∥
ω,2

. (4.8)

Sendo assim, comparando (4.6), (4.7) e (4.8), temos

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

Mn−1
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

)
rj (t)

∣∣∣∣∣
2

l2

dt

 1
2

≤ ‖a‖l2 ·
∥∥∥(xj1)mj=1

∥∥∥
ω,2
· · · · ·

∥∥∥(xjn−1

)m
j=1

∥∥∥
ω,2

,

e, portanto, Mn−1
a é 2-somante e π2 (Mn−1

a ) ≤ ‖a‖2. Vamos mostrar agora que ‖a‖2 ≤
π2 (Mn−1

a ). Seja m um número natural. Note que Mn−1
a (ei, . . . , ei) = |yi| ei e também∣∣∣∣∣

m∑
i=1

Mn−1
a (ei, . . . , ei) ri (t)

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

|yi| ri (t) ei

∣∣∣∣∣
2

= |(|yi| ri (t))mi=1|2

=

(
m∑
i=1

|yi|2
) 1

2

.

Como Mn−1
a é 2-somante e ‖(ei)mi=1‖ω,2 = 1, obtemos

(
m∑
i=1

|yi|2
) 1

2

=

(
m∑
i=1

‖|yi| ei‖2

) 1
2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) |yi| ei

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t)M
n−1
a (ei, . . . , ei)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ πas
(
Mn−1

a

)
.

Sendo m arbitrário, segue que ‖a‖2 ≤ π2 (Mn−1
a ).
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Finalmente, seja (x1, . . . , xn−1) ∈ `2×· · ·×`2 e defina o operador M̂n
a : `2×· · ·×`2 →

L (`2; `1) por M̂n
a (x1, . . . , xn−1) = Max1...xn−1 , onde

Max1...xn−1 (xn) = ax1 · · ·xn.

Então, chamando a = ax1 · · ·xn−1, segue que a ∈ `2 e assimMax1...xn−1 (xn) = Ma (xn) =

axn = (aix
i
n)
∞
i=1, temos∥∥∥M̂n

a (x1, . . . , xn−1)
∥∥∥
L(`2;`1)

= sup
‖xn‖2≤1

∥∥∥M̂n
a (x1, . . . , xn−1) (xn)

∥∥∥
1

= sup
‖xn‖2≤1

∥∥Max1...xn−1 (xn)
∥∥

1

= sup
‖xn‖2≤1

‖axn‖1

= sup
‖xn‖2≤1

∥∥(aixin)∞i=1

∥∥
1

= sup
‖xn‖2≤1

sup
‖(ϕi)

∞
i=1‖≤1

∞∑
i=1

∣∣ϕiaixin∣∣ (com (ϕi)i∈N ∈ `
′
1 = `∞)

= sup
‖(zi)

∞
i=1‖≤1

∞∑
i=1

|aizi| (com zi = ϕix
i
n e (zi)

∞
i=1 ∈ `

′
2 = `2)

= ‖(ai)∞i=1‖2
= ‖a‖2 = ‖ax1 · · ·xn−1‖2

=
∥∥Mn−1

a (x1, . . . , xn−1)
∥∥

2
.

Portanto, M̂n
a é 2-somante e π2

(
M̂n

a

)
= π2 (Mn−1

a ) = ‖a‖2. Agora, se para cada

i = 1, . . . , n, a sequência
(
xji
)∞
j=1

é formada por elementos de `2, temos

(
∞∑
j=1

∥∥Mn
a

(
xj1, . . . , x

j
n

)∥∥2

1

) 1
2

=

(
∞∑
j=1

∥∥∥M̂n
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

) (
xjn
)∥∥∥2

1

) 1
2

=

(
∞∑
j=1

∥∥∥M̂n
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

) (
xjn
)∥∥∥2

1

) 1
2

≤

(
∞∑
j=1

∥∥∥M̂n
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

)∥∥∥2 ∥∥xjn∥∥2

) 1
2
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≤
∥∥∥(xjn)∞j=1

∥∥∥
∞

(
∞∑
j=1

∥∥∥M̂n
a

(
xj1, . . . , x

j
n−1

)∥∥∥2
) 1

2

≤
∥∥∥(xjn)∞j=1

∥∥∥
ω,2
π2

(
M̂n

a

)∥∥∥(xj1)∞j=1

∥∥∥
ω,2
· · ·
∥∥∥(xjn−1

)∞
j=1

∥∥∥
ω,2

= π2

(
M̂n

a

)∥∥∥(xj1)∞j=1

∥∥∥
ω,2
· · ·
∥∥∥(xjn−1

)∞
j=1

∥∥∥
ω,2

∥∥∥(xjn)∞j=1

∥∥∥
ω,2

.

Isto nos diz que Mn
a : `2 × · · · × `2 → `1 é 2-somante e também π2 (Mn

a ) ≤ ‖a‖2. Por

outro lado, sabemos que ‖v‖ ≤ 1 e s = v ◦Mn
a , logo

∞∑
j=1

∥∥s (xj1, . . . , xjn)∥∥2
=

∞∑
j=1

∥∥v ◦Mn
a

(
xj1, . . . , x

j
n

)∥∥2

≤
∞∑
j=1

‖v‖2
∥∥Mn

a

(
xj1, . . . , x

j
n

)∥∥2

≤
∞∑
j=1

∥∥Mn
a

(
xj1, . . . , x

j
n

)∥∥2

≤ π2 (Mn
a )2
∥∥∥(xj1)∞j=1

∥∥∥2

ω,2
· · ·
∥∥∥(xjn)∞j=1

∥∥∥2

ω,2

e assim, s é 2-somante e π2 (s) ≤ π2 (Mn
a ) ≤ ‖a‖2. Portanto, π2 (s) = ‖a‖2, como

queŕıamos.

Teorema 4.5. Seja n ≥ 2 um número natural, F,G espaços de Banach, e v : F → G

um operador linear limitado. Então, as seguintes afirmações são equivalentes :

(i) Para quaisquer espaços de Banach E1, . . . , En e todo operador 2-somante u :

E1 × · · · × En → F, a composição v ◦ u é quase somante.
(ii) Para todo operador 2-somante u : `2 × · · · × `2 → F, a composição v ◦ u é

quase somante.

(iii) v tem tipo 2.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Considerando E1 = E2 = . . . = En = `2 em (i), o resultado

é claramente satisfeito. Além disso, a implicação (iii) ⇒ (i) segue diretamente da

Proposição 4.4. Assim, resta apenas mostrar que (ii) ⇒ (iii). De fato, suponha que

(ii) é verdade e defina o operador Ψv : Π2 (`2, . . . , `2;F )→ Πas (`2, . . . , `2;G) por

Ψv (u) = v ◦ u

para todo u ∈ Π2 (`2, . . . , `2;F ). É claro que Ψv está bem definido. Note que Ψv é

uma aplicação linear. Com efeito, sejam u′, u′′ ∈ Π2 (`2, . . . , `2;F ) quaisquer, e λ um
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escalar. Se x = (x1, . . . , xn) ∈ `2 × · · · × `2, então

Ψv (u′ + λu′′) (x) = v ((u′ + λu′′) (x))

= v (u′ (x) + λu′′ (x))

e como v é linear, obtemos

Ψv (u′ + λu′′) (x) = v (u′ (x)) + λv (u′′ (x))

= (v ◦ u′) (x) + λ (v ◦ u′′) (x)

= Ψv (u′) (x) + λΨv (u′′) (x) .

Logo Ψv (u′ + λu′′) = Ψv (u′) + λΨv (u′′) e, portanto, linear.

Afirmamos, ainda, que Ψv é limitada. Para verificar essa veracidade, tome uma

sequência (uj)
∞
j=1 formada por elementos de Π2 (`2, . . . , `2;F ) de modo que uj −→ u ∈

Π2 (`2, . . . , `2;F ) implique em Ψv (uj) −→ w ∈ Πas (`2, . . . , `2;G). Então, para qualquer

x = (x1, . . . , xn) ∈ `2 × · · · × `2, temos uj (x) −→ u (x) ∈ F . Sendo v uma aplicação

cont́ınua, vale v (uj (x)) −→ v (u (x)) ∈ G. Além disso, para cada u ∈ Π2 (`2, . . . , `2;F )

a composição v ◦ u é cont́ınua, logo

‖(v ◦ uj)− (v ◦ u)‖ = ‖v ◦ (uj − u)‖

= sup
{
|v ◦ (uj − u) (x)|G : ‖xi‖2 ≤ 1, i = 1, . . . n

}
= sup

{
|v ((uj − u) (x))|G : ‖xi‖2 ≤ 1, i = 1, . . . n

}
≤ sup

{
‖v‖ ‖(uj − u) (x)‖F : ‖xi‖2 ≤ 1, i = 1, . . . n

}
= ‖v‖ sup

{
‖(uj − u) (x)‖F : ‖xi‖2 ≤ 1, i = 1, . . . n

}
= ‖v‖ ‖uj − u‖ .

Portanto, fazendo j −→∞, conclúımos que v ◦uj −→ v ◦u, ou seja, Ψv (uj) −→ Ψv (u)

e, pela unicidade do limite de uma sequência, segue que w = Ψv (u). Assim, pelo TGF,

Ψv é limitado e então

πas (v ◦ s) = πas (Ψv (s)) ≤ ‖Ψv‖ π2 (s) , para todo s ∈ Π2 (l2, . . . , l2;F ) . (4.9)

Seja (yi)
m
i=1, com yk = 0 para todo k > m, uma sequência em F e considere o operador

s : l2 × · · · × l2 → F definido por

s (x1, . . . , xn) =
m∑
i=1

〈x1, ei〉 · . . . · 〈xn, ei〉 yi.
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Pela Proposição 4.4

π2 (s) =

(
∞∑
i=1

|yi|2
) 1

2

. (4.10)

Como s (ei, . . . , ei) = yi para i = 1, . . . ,m e ‖(ei)mi=1‖ω,2 = 1 pela definição de operado-

res quase somantes, segue que

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) v (yi)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) (v ◦ s) (ei, . . . , ei)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ πas (v ◦ s)
(
‖(ei)mi=1‖ω,2

)n
= πas (v ◦ s) . (4.11)

Então, juntando (4.9) e (4.11) deduzimos que

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ri (t) v (yi)

∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

≤ ‖Ψv‖ π2 (s)

= ‖Ψv‖

(
∞∑
i=1

|yi|2
) 1

2

,

ou seja, v tem tipo 2.

Corolário 4.6. Seja n ≥ 2 um número natural e F um espaço de Banach. Então,

são equivalentes as seguintes afirmações:

(a)A inclusãoΠ2 (E1, . . . , En;F ) ⊆ Πas (E1, . . . , En;F )mantem-se, para quaisquer

E1, . . . , En espaços de Banach.

(b)A inclusão Π2 (`2, . . . , `2;F ) ⊆ Πas (`2, . . . , `2;F ) é válida.

(c) F tem tipo 2.

Demonstração. Primeiramente, considere o operador limitado v = IF : F → F . Dado

u ∈ Π2 (E1, . . . , En;F ), temos que u = IF ◦ u = v ◦ u. Portanto, pelo Teorema 4.5,

segue claramente que (a)⇒ (b), (b)⇒ (c) e (c)⇒ (a).
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Apêndice

Para deixar nosso trabalho o mais didático posśıvel e, consequentemente, evitar

dúvidas desnecessárias, dedicamos esse apêndice para demonstrar alguns resultados

que assumimos verdadeiros durante o desenvolvimento dos conteúdos apresentados.

Lema 4.7. Seja (rn)∞n=1 uma sequência de funções de Rademacher e a = (an)∞n=1 ∈ `2.

Então, ∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn (t)

∣∣∣∣∣
2

dt =
∞∑
n=1

|an|2 .

Demonstração. Seja (Sn)∞n=1 uma sequência, tal que Sn =
n∑
k=1

akrk. Então, para n > m,

temos

‖Sn − Sm‖2
L2[0,1] =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

akrk

∥∥∥∥∥
2

L2[0,1]

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

akrk (t)

∣∣∣∣∣
2

dt

=

∫ 1

0

(
n∑

i=m+1

airi (t)

)(
n∑

j=m+1

ajrj (t)

)
dt

=

∫ 1

0

(
n∑

i=m+1

airi (t)

)(
n∑

j=m+1

ajrj (t)

)
dt

=

∫ 1

0

n∑
i,j=m+1

aiajri (t) rj (t) dt

=
n∑

i,j=m+1

aiaj

∫ 1

0

ri (t) rj (t) dt

=
n∑

k=m+1

|ak|2
∫ 1

0

r2
k (t) dt

=
n∑

k=m+1

|ak|2 .

Como a = (an)∞n=1 ∈ `2, obtemos

n∑
k=m+1

|ak|2 −→ 0⇒ ‖Sn − Sm‖2
L2[0,1] −→ 0
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e assim, (Sn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy em L2 [0, 1]. Sendo L2 [0, 1] um espaço de

Banach, segue que (Sn)∞n=1 é convergente. Portanto,

∞∑
k=1

|ak|2 = lim
n→∞

n∑
k=1

|ak|2

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

akrk

∥∥∥∥∥
2

L2[0,1]

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akrk

∥∥∥∥∥
2

L2[0,1]

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

akrk (t)

∣∣∣∣∣
2

dt,

o que finaliza nossa demonstração.

Teorema 4.8 (Versão geral da desigualdade de Hölder). Sejam (E,Σ, µ) um espaço

de medida, r ∈ [1,∞) e p1, . . . , pN ∈ [1,∞] tais que

1

r
=

1

p1

+ · · ·+ 1

pN
.

Se fi ∈ Lpi (E), i = 1, . . . , N , então f1 · · · fN ∈ Lr (E) e

‖f1 · · · fN‖Lr ≤ ‖f1‖Lp1 · . . . · ‖fN‖LpN .

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre N . De fato, vejamos primeiramente

o caso N = 2. Desde que 1 = r/p1 + r/p2, temos∫
E

|f1f2|r dµ =: ‖|f1f2|r‖L1

≤ ‖f r1‖L p1
r

‖f r2‖L p2
r

= ‖f1‖rLp1 ‖f2‖rLp2

e, portanto,

‖f1f2‖Lr ≤ ‖f1‖Lp1 ‖f2‖Lp2 .

Suponha agora que o resultado vale para N − 1. Se pN = ∞, então resulta de |fN | ≤
‖fN‖L∞ e da hipótese de indução que

‖f1 · · · fN‖Lr ≤ ‖f1 · · · fN−1‖Lr ‖fN‖L∞
≤ ‖f1‖Lp1 · . . . · ‖fN−1‖LpN−1

· ‖fN‖LpN .
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Se pN <∞, então note que

p :=
pN

pN − r
e q :=

pN
r

são expoentes conjugados em (1,∞) e rq = pN . Aplicando a desigualdade de Hölder

com os expoentes 1/r = 1/rp + 1/rq e usando a hipótese de indução, com 1
rp

=
1
p1

+ · · ·+ 1
pN−1

, obtemos

‖(f1 · · · fN−1) · fN‖Lr ≤ ‖f1 · · · fN−1‖Lrp ‖fN‖Lrq
≤ ‖f1‖Lp1 · · · · · ‖fN−1‖LpN−1

· ‖fN‖LpN .

Proposição 4.9. Sejam 1 < p, q < ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Se (ej)
∞
j=1 ∈ `p , então∥∥∥(ej)

∞
j=1

∥∥∥
ω,q

= 1.

Demonstração. De fato,

∥∥∥(ej)
∞
j=1

∥∥∥
ω,q

= sup
ϕ∈B

(`p)′

(
∞∑
j=1

|ϕ (ej)|q
) 1

q

.

Usando a caracterização do espaço dual de `p, temos

∥∥∥(ej)
∞
j=1

∥∥∥
ω,q

= sup
(ϕj)∈B`q

(
∞∑
j=1

|ϕj|q
) 1

q

= sup
(ϕj)∈B`q

∥∥∥(ϕj)
∞
j=1

∥∥∥
q

= 1,

finalizando a prova.

Lema 4.10. Seja E espaço de Banach. Então `∞ (E) = `ω∞ (E).

Demonstração. De fato, se (xn)∞n=1 é uma sequência em E, então

‖(xn)∞n=1‖l∞ = sup
n∈N
‖xn‖

= sup
n∈N

sup
ϕ∈BE′

|ϕ (xn)| (por Hahn-Banach)

= sup
ϕ∈BE′

sup
n∈N
|ϕ (xn)|

= sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ (xn))∞n=1‖`∞ .

Portanto, `∞ (E) = `ω∞ (E).
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