Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Alguns resultados da teoria de
operadores multilineares
absolutamente somantes

Renato Bezerra Silvestre

JoAao PEssoa — PB
ABRIL DE 2016


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4453503D3

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Alguns resultados da teoria de
operadores multilineares
absolutamente somantes

por
Renato Bezerra Silvestre
sob a orientacao do

Prof. Dr. Daniel Marinho Pellegrino

Joao Pessoa — PB
Abril de 2016


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4453503D3
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4790013H2

Cat al ogacdo na publicacéao
Secdo de Catal ogagdo e Cl assificacéo

S587a Silvestre, Renato Bezerra.
Al guns resultados da teoria de operadores mnultilineares
absol ut anente somantes / Renato Bezerra Silvestre. -
Jodo Pessoa, 2019.
78 f. 1 il.

Ori entacédo: Daniel Mrinho Pellegrino.
Di ssertacao (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Operadores nultilineares absol utamente somantes. 2.
desi gual dades. 3. operadores quase somantes. 4. espagos
comtipo 2. |. Pellegrino, Daniel Marinho. Il. Titulo.

UFPB/ BC

il




Alguns resultados da teoria de
operadores multilineares
absolutamente somantes

por

Renato Bezerra Silvestre

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao em
Matemética da Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentracao: Analise
Aprovada em 04 de abril de 2016.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Daniel Marinho Pelle‘grino — UFPB
(Orientador)

MW oo W«Aﬁ@

Pr f Dr. Gustavo da Silva Aradjo — UFC

(Examinador Externo)

I e

Prof./Dr\ Joedson Silva dos Santos — UFPB

(Examinador Interno)

v



Dedicatoria

Aos meus familiares.



Agradecimentos

A minha mae Maria Aparecida da Silva Bezerra, aos meus irmaos Maria Aparecida
da Silva Silvestre, Maria José Bezerra Silvestre, Joao Bezerra da Silva, Rosangela
Bezerra Silvestre, Simone Bezerra Silvestre, Elizangela Bezerra Silvestre, e aos demais

familiares, por estarem ao meu lado incondicionalmente.

Aos Professores Ronaldo Freire de Lima, Odirlei Silva Jesus, Flank David Morais
Bezerra, Uberlandio Batista Severo, Roberto Callejas Bedregal, Pedro Antonio Gomes
Venegas, Aurélio Menegon Neto e Everaldo Souto de Medeiros, por todo o incentivo e

apoio intelectual antes e durante essa caminhada.

Ao professor Daniel Marinho Pellegrino, pela excelente orientacao. Agradeco também
ao mesmo por ter acreditado em mim e por todo o incentivo a pesquisa, que contribuiu

de forma significativa para este momento.

Agradeco aos meus amigos da graduagao, em especial a Jacileide Adelino da Silva,
Jéssica Patricia Garcia de Aratjo, Francisco Guedes de Moura, José Adilson Félix de
Freitas, Ronaldo César Duarte, Geilson Ferreira Germano, Ruan Barbosa Fernandes e

Antonio Djackson Alves da Silva, pelo apoio nos momentos bons e complicados.

A todos os amigos da Pds-graduacao, em especial a Isabelly Camila Diniz de Oli-
veira, Sally Andria Vieira da Silva, Jonathas Phillipe de Jesus Almeida, Camila Sibelle
Marques da Silva, Lisiane Rezende dos Santos, Ageu Barbosa Freire, Clemerson Oli-
veira da Silva Menezes e Djair Paulino dos Santos, pelos intensos momentos de estudos,

conquistas, trabalhos em equipe durante o curso e pelo apoio em momentos dificeis.

Agradeco a CAPES, pelo apoio financeiro.



Resumo

O objetivo do presente trabalho é apresentar alguns resultados relacionados a teoria
multilinear de operadores absolutamente somantes. Mais precisamente, estudamos
generalizacoes das desigualdades de Khinchin e Kahane e uma caracterizacao de espacos
de Banach com tipo 2, devida a D. Popa, por intermédio de operadores multilineares
absolutamente e quase somantes.

Palavras-chave: Operadores multilineares absolutamente somantes, desigualdades,

operadores quase somantes, espacos com tipo 2.



Abstract

The purpose of the present work is to present some results related to multilinear
theory of absolutely summing operators. More precisely, we study generalizations of
inequalities of Khinchin and Kahane and a characterization of Banach spaces of type

2, due to D. Popa, through absolutely and almost summing multilinear operators.

Keywords: Absolutely summing multilinear operators, inequalities, almost summing

operators, Banach spaces of type 2.
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Introducao

A Teoria dos Espacos de Banach vem crescendo consideravelmente desde as pri-
meiras décadas do século XX, periodo no qual a Andlise Funcional estava comecando
a ser desenvolvida. Estes avancos compreendem desde uma melhor compreensao da
estrutura de tais espacos, até possiveis interligagoes com outras areas.

Uma das areas estudadas na Teoria dos Espacos de Banach sao os Operadores
Absolutamente Somantes, que pode ser encontrada no livro classico de J. Diestel, H.
Jarchow e A. Tonge [9]. Os operadores absolutamente somantes foram apresentados,
em esséncia, pela primeira vez em um trabalho de Alexander Grothendieck, publicado
em 1953, que tinha como titulo Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels
topologiques. Em seguida, na década de 60, estes operadores foram redescobertos e
estudados em trabalhos dos matemadticos A. Pietsch [17], J. Lindenstrauss [13] e A.
Pelezynski [14], dando uma roupagem mais compreensivel ao tema. Entretanto, foi
apenas nos anos 80 que Pietsch sugeriu em seu artigo [I8] a generalizagao dessa teoria
para o ambiente multilinear. Posteriormente, no ano de 1989, a partir de um trabalho
de R. Alencar e M. Matos [3], vérios autores mostraram-se interessados no tema, dando
continuidade ao projeto iniciado por Pietsch.

Neste trabalho apresentaremos como preliminares varios conceitos da teoria linear
dos operadores absolutamente somantes e alguns resultados classicos dentre o quais
estao os teoremas de Grothendieck, da dominagao de Pietsch e as desigualdades de
Khinchin e Kahane. Posteriormente, estudaremos a extensao de alguns resultados da
teoria linear para o ambiente multilinear e exibiremos um breve estudo de operadores
quase somantes para, em seguida, estudarmos um resultado de D. Popa que caracte-
riza espacos de tipo 2 por intermédio de operadores multilineares quase somantes e

absolutamente 2-somantes.



Estrutura dos tépicos apresentados

O presente trabalho sera dividido em cinco capitulos, os quais serao organizados da
seguinte forma:

O Capitulo 1 sera dedicado a uma apresentacao dos primeiros conceitos e proprieda-
des dos operadores lineares absolutamente somantes. Demonstraremos neste capitulo
a Desigualdade de Grothendieck e o Teorema de Grothendieck, que afirma que todo
operador linear continuo de ¢; em /5 é absolutamente somante.

No Capitulo 2 apresentaremos os primeiros conceitos, no contexto multilinear, dos
operadores absolutamente somantes. Além disso, veremos dois resultados tteis, que
sao os teoremas de Defant-Voigt e da Inclusao. Também mostraremos uma aplicagao
desses teoremas para transformacoes n-lineares sobre espacos .

O Capitulo 3 apresenta, de forma generalizada, as desigualdades de Khinchin e
Kahane. Além disso, neste capitulo apresentamos o conceito de cotipo.

No Capitulo 4 mostraremos o resultado principal desse trabalho, que é um teorema
devido a D. Popa [19]. Durante este capitulo, serdo acrescentados o conceito de tipo e
de operadores quase somantes.

O ultimo capitulo é um apéndice destinado a apresentagoes e demonstragoes de

alguns resultados que foram utilizados no desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 1

Operadores lineares absolutamente

somantes: resultados basicos

Neste capitulo apresentamos resultados relacionados a teoria de operadores absolu-

tamente somantes; alguns destes resultados serao utilizados nos capitulos posteriores.

1.1 Sequéncias absolutamente e fracamente somaveis

Definicao 1.1.1. Sejam E um espago de Banach e 1 < p < oco. Uma sequéncia
(z,),2, em E é dita absolutamente p-somavel se a sequéncia de escalares correspondente

(lznll)52, estiver em £,
Denotaremos por ¢, (E) o espago vetorial de todas as sequéncias absolutamente
p-somaveis em F, isto é,

by (E) == {(z;);2, € BV : (z;);2, ¢ absolutamente p-somdvel } .

Em ¢, (E) definimos as normas para 1 < p < 0o e p = 0o, respectivamente, por

)iy lln = (ZII%II”) e l@s)izill = sup fla]

1€

Definicao 1.1.2. Sejam E um espaco de Banach e 1 < p < oco. Uma sequéncia

[e.e]

(z,),2, em E é dita fracamente p-somadvel se a sequéncia de escalares (¢ (x,)),,

estiver em {,, qualquer que seja ¢ € E'.

Denotaremos o espaco das sequéncias fracamente p-somdveis por £ (E), isto &,

C(E) = {(2:);2, € EM ¢ (2;)2, é fracamente p-somavel } .

3



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

As funcoes

S =

I (2i)iZ llop == sup (ZW)(%) Ip> e [1(z:)iZilly o = sup [l (22))iZ

@wEB Ly i=1 pEBL
definem nomas em £ (E) e {2, (E) respectivamente.

Proposigao 1.1. Sejam E um espago de Banach e 1 < p < oco. Entao (£, (E);| - )
e (t2(E); | - llwp) sao espagos de Banach.

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que (¢, (E) ;|| - ||,) ¢ um espaco de Banach

o0 A

para 1 < p < 0o. O caso p = oo é semelhante. Seja (x),-, uma sequéncia de cauchy

o0

formada por elementos de £, (E), onde zj, = (z}}),—,

€ l, (E). Sendo assim, dado € > 0
existe Ny € N tal que

k, K > Ny — HiL‘k — iL'k/Hp < €.

Dai, para cada n € N, temos
k k' > No = |jlz} — 2}l < e

e portanto, (z}),—, sao sequéncias de Cauchy em E, e consequentemente convergentes.

Assumindo que (z}}),-, converge para z" e fazendo x = (z") 7

n—1, vamos mostrar que

x € {, (E). De fato, para cada m € N, temos

-

P

m
kK > Ny = (Z |2 — x;;,||f’) <e.
n=1

Fazendo k' — oo, obtemos

1
m P
k> Ny = (Z |t — xnup) <e
n=1

Agora, fazendo m — oo, temos

% v
(Z ok — x"||p) = llze — =l <e
n=1

para todo k > Ny. Assim, concluimos que lim z, = z. Além disso,
k—o0

TN, — ¢ = (2, — :U")Zozl €l,(E).



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Como zy, € ¢, (E), segue, do fato de ¢, (E) ser um espago vetorial, que
r=uan, — (zn, — ) €L, (E).

Portanto, ¢, (F) é um espago de Banach.
Agora, resta provar que o espaco (¢4 (E) ;|| - |l.,) é Banach. Primeiro mostraremos

que a norma || - ||, esta bem definida. Para esta tarefa usaremos o teorema do gréfico
fechado.

Seja x = (xn),—, € £5(E) e considere a aplicagdo u, : E' — {, definida por
ug () = (p(zn))2y- E claro que u, estd bem definida e é linear. Suponha que a

sequéncia (¢y)pe, em E’ é tal que

o = p €F
Uy (g&k) — 29 € fp.

Vamos provar que 2y = u, (). De fato, sendo u, (¢x) — 2o, temos

Jim g, (o) = T (@x (€))7 = 20 = (2)72
e, portanto,
lim ¢, (z,) = 2n,
k—o0
para todo n natural. Como ¢, — ¢, temos

lim o (7,) = ¢ (7)

k—o0

e, consequentemente z, = ¢ (z,), para todo n natural. Logo, zp = u, () e, pelo

teorema do grafico fechado, u, é continua. A limitacao de u, nos garante que

1
00 P
sup (Z o (z.) \p) < o0
veBr \ [
e, portanto, a norma ||-||,, , estd bem definida. As propriedades de norma séo claramente
satisfeitas.

Finalmente, provaremos a completude do espago £% (E). Seja (x),—, uma sequéncia
de Cauchy em ¢ (E), onde x;, = (x}),~, € £ (E). Como (z1),—, ¢ de Cauchy, dado
e > 0, existe Ny € N tal que

kf, K > Nog = ||ZEk — xk’”w,p < €.



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Sendo assim, dado ¢ € Bg/, temos

o0
k, k' > Ny = Z o (zp —xp) P < € = |p (x) —z}) [P < €, para cadan > 1.

n=1

Logo

k k' > No = ||z} — 2} || = sup | (2} — 1) | < e, para todo n natural.
@pEBg

[e.9] 7

Portanto, para cada n, a sequéncia (2}),_, é de Cauchy em FE, e consequentemente

o0

convergente. Denotando por z" o limite de (z}),—, e fazendo z = (")

ne1> Vamos

mostrar que x € £ (E). De fato, usando o mesmo procedimento da primeira parte da

nossa demonstracao e fazendo k¥’ — oo, obtemos

(e}

k> No =" lp(ai —a") " < &, para todo ¢ € Bp.

n=1
Isto nos diz que = — zy, € £ (E). Logo

r=(r—2aN,) + 7N, €L, (E).
Além disso,

k2> Ny = llog — ollup < €.

isto é, klim xy = x. Portanto, £ (£) é um espago de Banach. ]

— 00

Proposigao 1.2. Se E é um espago de Banach e 1 < p < 0o, entao (,(E) C £3(E).

o]
J=1

Do le @) P <Y llell” - Nl = lloll” - Y s
j=1 j=1 j=1

Demonstragao. Se (z;)-, € {, (E) e ¢ € ', entao

Como 3 [|lz;[|” < oo , segue que _ ¢ (z;) [P < oo e, portanto, (z;)72, € (3 (E). U
=1 j=1

Proposicao 1.3. Seja u: E — F uma aplicagao linear e continua. Entao:
i) Se (;)72) € 5 (E), entao (u(x;))2, € £y (F);
ii) Se (v;);2, € £y (E), entao (u(x;))>2, € £, (F).

Demonstragdo. (i) Seja (z;)72, € £; (E). Dado ¢ € F', temos

Sole@) =Y l(pow @) P,

6



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Como pou € E', segue que »_ ¢ (u(z;)) [P < 0o e portanto, (u(z;))72; € £y (F).
j=1

Agora, provemos (ii). Dado (xj);il € l,(FE), temos

oo o0 o
D @) 1P < HullP - sl = flall? > llag|P.
j=1 j=1 j=1

Como }_ ||| < oo, segue que (u(z;))>2; € £, (F). O
i=1

Em alguns resultados deste trabalho sera necessario trabalharmos com o espaco

_ 0},
w,p

com 1 < p < oo. A préxima proposigao garante que £, (E) é um espago de Banach se

(F) = {(xj)oo €ty (F): lim H(x])oo

P J=1 p n—o00 j=n

1 <p<oo.
Proposigao 1.4. () (E) é um subespaco fechado do espago £y (E).

Demonstragao. Sejam (x;)°,, (y;)o, € (“(E) e A € R. Entao

j=1 j=1<"p

De fato, sabendo que

0< H(xj)]‘?’;n + A (y) 2

j=n

< H(l’j)m

j=n

+ | w3z,
w,p

w,p w,p

e fazendo n — oo, obtemos (1.1). Logo, (2;);2, + A(y;);2; € €, (E) e, portanto,
y (E) é um subespago de £ (E).

[e.9] N

Agora, seja (z1),_; uma sequéncia formada por elementos de £ (E), onde cada

o ] oo u ~ . ] oo - .
T = (xk)j:1 €L, (E). Entao, para cada k, temos nhrrolo H (:L“k)j:n oy 0, ou seja, dado
e > 0, existe ng; € N tal que
n > nygp — H(xfc) - < < (1.2)
’ =M lwp 2

Suponhamos que x converge para r = (mj);il € (2 (E), isto é, existe ky € N tal

que

2o sup (Z\w(l‘i}—xmp) e

@pEBgy j=1




1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Além disso, para cada n € N, temos

1
o P
. A oo oo €
k> ko = @i%il (; o (27, — x])|p> — H (xi)j:n - (xﬂ)j:n » <3 (1.3)
Sabendo que
|2, = @)~ @)+ G
< @)= @, ¢ G,
e usando (1.2) e (1.3), temos
n2n07k0:>H(xj)(i <£+—:e,
J=n w,p 2
ou seja, ¥ € £ (F) . Portanto, £ (E) é fechado. O

1.2 Algumas desigualdades classicas

Os resultados desta secao serao independentes das anteriores. Um deles serd muito
importante para a demonstracao do teorema de Grothendieck, que veremos em outro
momento, e os outros serao retomados em capitulos posteriores de forma mais geral.
Para uma boa compreensao da parte principal, apresentaremos inicialmente algumas
definicoes e resultados auxiliares. Um desses conceitos é o de fungoes de Rademacher,
que sera apresentado a seguir.

Chamamos de func¢oes de Rademacher as aplicagoes 1, : [0,1] — R definidas por
o (t) = sgn (sin2"'nt), ne Net € [0,1].

Para fins posteriores, apresentaremos uma propriedade de ortogonalidade que estas
aplicagoes possuem, que é a seguinte: Se 0 < ny < -+ < ng € py1,...,pr > 0 sado

inteiros, entao

0, caso contrario .

! 1, se cada p; é par
/Orgll(t)-...-rgz(t)dt:{ biep

Como consequéncia imediata, as 7, formam uma sequéncia ortonormal em Ly [0, 1], e

assim )
1] o0 00
/ D anrn ()| dt =" |anf? (1.4)
0 |n=1 n=1
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o
para todo a = (a,),—, € {a.
O proximo resultado sera uma ferramenta fundamental para a demonstragao de uma

das desigualdades dessa secao, que é conhecida como Desiguldade de Grothendieck.

Lema 1.5. Dada uma funcao f:[0,1] — R, defina f":[0,1] — R por

m:{ min {f (1), 1}, se f(t) >0
max {f(t),—1}, se f(t) <O.

Entio |/ (t)] < 1e |f(t)— £ ()] < L9 para todo t € [0,1].

Demonstragio. Sejat € [0,1]. E claro que |f ()] < 1. Se f (t) = f' (t), entfo a segunda
desigualdade é imediata. Suponhamos que f (t) # f’ (t). Afirmamos que

If @) = Ol =1f @) - 1.

De fato, se f(t) > 0, entdao 1 = f’'(t) < f (¢). Logo,

1f @) = OI=1F@) =1 =[f®)] -1

Por outro lado, se f (t) < 0, entao —1 = f'(t) > f(t). Dai temos

f) = Ol=1f&)+1=—-ft)-1=|f@)] -1

Agora, sabendo que (% — 1)2 > 0 se, e somente se, a — 1 < %, tomando a = | f (t)],

temos

7070 =1 o) -1< KL

para todo t € [0, 1], donde segue o resultado. O]

Teorema 1.6 (Desigualdade de Grothendieck). Existe uma constante positiva Kg
tal que, para todo espaco de Hilbert H, todo natural m € N, toda matriz quadrada

de escalares (a;j),, .~ e quaisquer vetores Ty, ..., Tm,Y1,. .. Ym € By, é verdade que

mx

m
E aijsitj

1,j=1

Z i (i, Y;)

1,j=1

SKG'SUP{

;ISiISLItj!Sl}

Demonstracao. A demonstracao sera feita para o caso real. Para cada m fixado, o
conjunto de vetores x1,...,Zm, Y1,...,Ym estd contido em um subespago de dimensao
2m de H. Como todos os espagos de Hilbert de mesma dimensao finita sdo isomorfos

isometricamente por meio de isomorfismos que preservam produto interno, temos a



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

liberdade de trabalhar com um espago de Hilbert de dimensao finita especifico, a saber,

um espago de dimensao n = 2m. Seja H,, := [rq,...,r,] e sejam

&—sup{
a':sup{

Sejam Xy, ..., Tm,Y1,- -, Ym € Bp,. Pelo Lema 1.5 temos |z} (t)| < 1, ’y; (t)| <1, para

m
E aijsitj

1,j=1

m

> ay(z,w;)

ij=1

RS BHn}.

todos 4,5 =1,2,...,met € [0,1]. Logo

m m
> o)) = | Yy [ 0 0ar| < [ 3 a3 0]t <
7,7=1 1,7=1
e, portanto,
m
Z aij<‘r§7y;'> Sa (1.5)
ij=1
n
Por simplicidade, denotaremos a norma de H, por ||-||. Seja agora x = ) b;r; € H,, C

=1

Ly [0,1], com ||z|| < 1. Entao,

||$—3;’||2:/ |z (t) — 2 |dt</0 (#) dt
L () () (Son) ()

n 1
:% S bbby / v () 15 () e (£) o () it
igk =1 0

_ L Z Zb262+z Zb2b2+ Z Zb2b2—2 i bf)

162]1kl1 i=l=1k=j=1 i=k=1 j=l=1 i=j=k=I=1
:% 3(Zn: ibfbi)—Q Zn: ) %(i Zb2b2>

i=j=1k=Il=1 i=j=k=Il=1 i=j=1k=Il=1
2

3 n

=16 Z; ) e I < 16

10



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Vi
resultado, de (1.5) e de [|#|| < 1, ||¢}|| < 1, concluimos que

Yi—y;
V3/4

<1e‘

e, consequentemente, ||z — z'|| < \/T§' Assim, temos ‘ < 1. Deste

> il )| = D ai(w — ) + i, (y; — v)) + )
ij=1 ij=1
ij=1
< Z i@, Yi) | + Z aij (T — o3, y)) | + Z aij (i, Yj — Y;)
ij=1 ij=1 ij=1
\/§ " T; — X \/3 - Y — Y
<a+-— (== yp |+ = | > aij{zi, ’
3 3 3
§&+\/T_a’+§a’—a+§ '
Tomando o supremo sobre 1, ..., Zm, Y1, -, Ym € Bg,, obtemos o < a + ‘/730/, isto

é, o < 2_) o. Tomando K¢ = —2~ obtemos a desigualdade desejada.
2—/3 2-V3

Uma maneira relativamente simples de obter o caso complexo usando o caso real é
fazer a decomposicao dos elementos das matrizes em parte real e parte imaginaria. Em
seguida, basta aplicar o caso real para as matrizes reais resultantes. Partindo desta
ideia a constante obtida para o caso complexo sera maior do que a constante obtida
no caso real, mas curiosamente a constante 6tima do caso complexo e menor que a
constante 6tima do caso real, embora tais constantes nao sejam conhecidas (veja, por

exemplo, [, pagina 336]). ]

A menor das constantes Kg que satisfazem a desigualdade de Grothendieck é cha-
mada de constante de Grothendieck. Este é um exemplo de uma constante que cha-
mamos de 6tima.

A seguir destacamos duas desigualdades que desempenham um papel central na Te-
oria dos Espacos de Banach, que serao estudadas em formatos mais gerais no Capitulo
3.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Kahane). Seja E um espago de Banach qualquer,

(:cj)?:l uma sequencia finita em F e 0 < p,q < oo. Entao, existe uma constante

q % 1 p %
o) k([ [Erionf a)
0

K,, >0, tal que

(/

n

Z?"k(t)l’k

k=1

n

Z?"k(t)l’k

k=1

11



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Teorema 1.8 (Desigualdade de Khinchin). Para todo 0 < p < oo, existem constantes

positivas A, e B, tais que

A, (Zyanﬁ) g(/o dt) <B, <Z|an\2> (1.6)

para qualquer inteiro positivo N e quaisquer escalares ay, ..., Q.

[V

Z anry (1)

As constantes 6timas da desigualdade de Khinchin sao as mesmas tanto para o caso

real quanto para o caso complexo (devidas a [12]) e sdo dadas por

11
227 b, se p € (0, po)

1

(et P
A, = 25( (\/2;>> , sep € (po,2)
1, se p € [2,00)

e

1, se p € (0,2]

Bp: 1 r(ett %
2 () ey

para p < pg ~ 1.85, onde I' representa a funcao gama. Em termos mais precisos,

po € (1,2) é a solugao da igualdade

(3

2 2

1.3 Operadores lineares absolutamente somantes

Nas secoes anteriores, estudamos alguns resultados sobre os espacos £, (E) e (2 (E) ;
por exemplo, vimos que toda aplicacdo u € L (E; F') transforma elementos de £ (£)
em elementos de £ (F), e também, transforma elementos de ¢, (E) em elementos de
¢, (F). Um questionamento natural e interessante, ¢ se todo operador linear continuo

transforma elementos de £ (E) em elementos de £, (F'). Em geral, isto nao acontece.
Exemplo 1.1. Considere o operador identidade Iy, : £ — f5. A sequéncia de vetores
canonicos (e;)72, € €5(£o) mas (Ig,(e5))72 & Ca(Lo).

Quando u transforma elementos de £ (E) em elementos de £, (F)), dizemos que
u melhora a convergéncia de séries. A ocorréncia deste fato serd essencial para os

proximos resultados.

12



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Definicao 1.3.1. Seja p > 1. Um operador linear e continuo u : E — F é dito

absolutamente p-somante se

(2);2, € 65 (E) = (u(x5)) 2, € 4, (F).

j=1 p 7j=1

Mais geralmente, se 1 < q < p < oo, u € L(E;F) é absolutamente (p; q)-somante,

ou simplesmente (p; q)-somante, se

()72, € €5 (E) = (u(z;));2, € £, (F).

J=1

Denotaremos por IL,, (E; F) o espago vetorial formado por todos os operadores
(p; ¢)-somantes de E em F. No caso p = ¢, representaremos por I, (E; F) em vez de
1L, , (E; F).

Observagao 1.1. Em geral pede-se que 1 < ¢ < p < 00, pois no caso p < ¢ o Unico
operador absolutamente (p;g)-somante é o operador nulo. De fato, se p < ¢, tome

()\j);il € {,~ (,. Para cada j, seja z; = A\jz, com = # 0 e x € E. Entao,

S le @)l =Dl ()l =Sl @I AP

= | (x)]*- Z |\;]? < o0, para qualquer ¢ € E'.
j=1

o
j=1

Logo (z;):2, € £¥ (E). Por outro lado, para cada n € N e sendo u € L (E; F') temos

D lu@)l = lua)l” < fu (@)Y A0
j=1 j=1 j=1
Como ()\j);”:l ¢ (,, concluimos que a sequéncia
(\U @)Y P\j\p>
J=1 neN

converge se, e somente se, u (x) = 0. Sendo x arbitrario, segue que u = 0.

Do conceito de operadores (p; ¢)-somantes, podemos definir a aplicagao @ : £y (E) —
t, (F) por
i ((@)32)) = (@),
O resultado a seguir fornece caracterizagoes para operadores absolutamente (p; q)-

somantes por meio de desigualdades.

13



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Proposicao 1.9. Sejau € L (E; F). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes :
(1) u é (p; q)-somante;
(i) Existe C > 0 tal que,

(Z ||u<xk>||p)p <C-sup (Zwmq) | (L.7)

pEBE

para quaisquer Ti,...,Tr, em Een € N;
(t3i) Existe C > 0 tal que,

=
=

(ZHH(%)H”) <C- sup (ZI@O ) ) (1.8)

lpGBE/ k=1

sempre que (ry),_, € L2 (E);
(iv) Existe C' > 0 tal que,

Q|

(Zuuwnp)pso sup (Zw ) ) , (1.9)

pEBE

sempre que (g),—; € ) (E);

(v) (u(zr))pey € &y (F) sempre que (i), € L2 (E).

Demonstragao. (i) = (ii). Suponha que u seja absolutamente (p;g)-somante. Entao
existe um operador induzido @ : £ (E) — £, (F') definido por @ ((zx),—,) = (u (&) ey -
Note que u é claramente linear. Afirmamos que o gréafico de @ é fechado. De fato,
suponha que (zy),—, converge para x = ("), em £ (E) e (4 (xy)),—, converge para
para todo € > 0,

y = (y"),_, em £, (F). Como (zj),—, converge para = = (z")

existe Vy € N tal que

= ||zx — :L'HWI < €.

~—
Q
Q=

k> Ny = sup (ZW(%_

QOEBE/ n—=1

Consequentemente,
Z | (z ? < €9, para todo ¢ € Bp. (1.10)

Como cada termo da série (1.10) é dominado por €7, segue que

k> Ny = ||z —2"|| = sup |¢(z} —2")| < ¢, para todo n € N.
@EBE/

14



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Logo, para cada n, a sequéncia (z}),-, converge para " em E. Pela continuidade de
u, temos

klim ux), = ux" , para todo n € N. (1.11)
—00

Por outro lado, como (4 (zy)),-, converge para y = (y") ~, em £, (F), existe N; € N

tal que
k> Ny = |ldxze —yll, <e,
e, portanto,
k> Ny = ||(uxy),—; — (yn)zo:lnp <6
ou seja,

1
oo P
k>N = (Z |luxy — y"Hp> <e
n=1
Com isso, obtemos
k> Ny = |jux) —y"|| <€, para todon € N
e, portanto,
lim wz) = y", para todo n € N. (1.12)
k—o0

Logo, de (1.11) e (1.12) temos uz™ = y" para todo n natural. Como consequéncia,

temos
ax = (ua"),Z, = (Y")pzy = V.
Sendo w linear, pelo TGF, segue que u é continuo. Logo, para toda sequéncia finita

(zg)p_, em E, temos

<Z IIu(ﬂfk)llp) - 1w (@) g ll, = N (k)i

©wEB g

1
n q
< Nl 1(r)gz Il = M2l sup (le(wk)lq> :

k=1
e, portanto,
n % n q
S lu(@l”) < lal sup | > le @] - (1.13)
k=1 $EBE \ k=1
(17) = (i4i). Suponha que, para quaisquer zi,...,z, em E e n natural, temos

@wEB R k=1

(Z Hu(:m)up)p <C- sup (Z Hmmn") B

15



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

Se (w,),—; € £ (E), entao

(Znum)np)P = sup Znum)np)p
<sup |C- sup (Znso(xk)nq)

Q=

n pEBE/

Q=

(pEBE/

=C- sup |sup (Z\|<ﬂ(m)l\q>
n k=1

= sup Z||s0(xk)!|q> ,
k=1

@pEBg

e, portanto,

(Zuum)np)p <C- sup (anxk)uq)q. (1.14)

@wEBgy =1

i1i) = (1). Segue claramente de (ii).
) (4v). Sabendo, pela proposicao 1.4, que (3 (E) C €2 (E), segue o resultado.

(117) =
(1i1) =
(iv) = (v). Obvio
(v) = (ii). Suponha que (v) é verdade. Entdo, o operador @ : £y (E) — £, (F)
dado por

U ((r)pey) = (u(zr))2,

estd bem definido. Usando a mesma ideia da demonstracao de (i) = (4i) concluimos

que u é continuo.

Agora, se (xy);_, ¢ uma sequéncia finita em E, entao

(@1, 70,0,0,0,...) € 04 (E).

Portanto,
<Z Hu(mk)Hp) = 1w () Veall, = 12 (k)]

1
n q
< Jlull (ze) =l = [l sup (Z!s@(%!") )

@GBE/ k=1
que é o resultado esperado. O

Denotaremos por m,, (1) o infimo dos C tais que a desigualdade (1.7) continua

sendo valida. No caso em que p = ¢ denotaremos simplesmente por m, (u). Pela

16



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

desigualdade (1.13), temos m,, (u) < ||@]|. Além disso, temos

lil= s lla(@)E)l,
Jeoil,,<

= sup ||(U (%))Zozlnzp
H(ﬂ?k)z@:ll‘qugl

1
o »
= sup (ZHU(%)H”)
@], <1 \k=1

< swp O, =C,

il <

e dai, ||a|| < w4 (u). Portanto, concluimos que 7, , (u) = ||a||.
Da igualdade 7, , (u) = ||@]| concluimos que 7, , (u) define uma norma para o espago
1L, (E; F).

Exemplo 1.2. Seja p > 1. Todo operador linear continuo u : £ — K é absolutamente

p-somante e
mp () = [Jull -

Com efeito, basta mostrarmos que £ (K) = £, ( K). A inclusao £, (K) C £/ (K) ¢é

claramente verdadeira. Resta mostrar que £; (K) C ¢, (K). De fato, seja (z;)2, €
£ (K). Entao,
o0 p
7). = sup T,
[l = s (;m( ] )
. 1
- (Zr)
j=1
= ||, (1.15)

e daf, (z;)72, € £, (K). Portanto, £; (K) = ¢, (K).
Agora, pela definicao da norma em operadores absolutamente somantes, temos

lull < mp (u).

Sendo assim, resta mostrar que m, (u) < |ju||. Com efeito, dado u # 0 e usando a

17



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

igualdade (1.15), temos

=

(Z u <mj>|p>p = sup (Z o (u <xj>>\p>

< lul sup (Z \¢<xj>|p)

€D

J
= lull |32 |-
w,p

Logo, m, (u) < |ju|l. Portanto, m,(u) = |lu||. Usando um argumento semelhante

mostramos que qualquer operador u € L (E; F') de posto 1 é absolutamente p-somante.

Exemplo 1.3. Qualquer operador u € L (E;F) de posto finito é absolutamente p-
somante. De fato, como todo operador de posto finito é uma combinagao linear de
operadores de posto 1, que sao p-somantes pelo Exemplo , e I, (E; F') é um espago

vetorial, segue que qualquer operador de posto finito também é p-somante.

O préximo teorema é um dos resultados centrais da teoria dos operadores linea-
res absolutamente somantes, cuja demonstracao estd em [0]. Ele é, também, um dos
primeiros resultados ao qual classificamos como resultado de coincidéncia. Estes resul-
tados ocorrem sempre que qualquer operador linear continuo entre espagos de Banach
E e F sao absolutamente somantes. Veremos outros resultados de coincidéncia quando

estivermos estudando aplicagoes multilineares.

Teorema 1.10 (Teorema de Grothendieck). T'odo operador linear continuo u : ¢; —

Uy € absolutamente somante.

Demonstragdo. Seja (v;)72; € €5 (£1) tal que sup >° [p(2;)| < 1. Devemos provar
APGBMl)/ j=1

que (u (xj))jil € (, ({3). Para cada n natural, defina

s n
Uy, - 61 — 61, Up, Zajej = Zajej.
Jj=1

j=1

Note que cada u,, é claramente linear continuo e ||u,|| < 1. Entao, para cada ¢ € B,y

18



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

tem-se ¢ o u, € B,y e, portanto,

sup Z|cp un (7)) < sup Z\gp z;)| <1,

PEB gy 5= PEBy 5=

para todo n € N. Escrevendo xj = (ajk)]o.';l para todo k, temos

E Q€5 € Up $k E ajr€y,

para todos n, k naturais. Para qualquer inteiro positivo IV, considere escalares s, ..., Sy
e t,...,ty em Bg. Chamando s = (sy,...,sy) e considerando o funcional linear

¢s € B,y definido por

temos

e, portanto,

<1 (1.16)

Sejam m, n € N, com n > m. Para cada 1 < k < m, aplicando o primeiro Teorema

de Hahn—Banach e em seguida o Teorema de Riesz—Fréchet, existe yy, € {2 tal que,

[Ynlly =1 e fu(un (2x)lly = (u(un (22)) Yron)-

Se m < n tomamos Ymi1)n =+ = Ynn = 0. Dado € > 0, temos

) )

m
ZH” Uun (k)| = Z s Ykm)

k=1

19



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

) )

ZZ s Yn)

k=1 j=1
<max{|lu(e)|,+e:i=1,....,n}- ZZ< || p ,ykn>‘
k=1 j=1
k=1 j=1 J 2t

Pela desigualdade de Grothendieck, temos

E a]ks]tk

7=1 k=1

ZHU un (@) lly < (lull +€) Kcsup{

sl 5 [tk] < 1}

e usando a desigualdade (1.16), concluimos que

>l (@)l < Ko (lull + ).

k=1

Fazendo € — 07 temos

> lu (un (z0)ll, < Ko ||ull, para todos n > m.
k=1

Como lim wu, () = zj, fazendo primeiro n — oo e em seguida m — oo na desigual-
n—oo

dade acima concluimos que (u (z%))pe, € 41 ({2).

Para uma sequéncia nado-nula qualquer (z;)°—, € ¢4 ({1), basta aplicar o que j&

7j=1
provamos para a sequéncia dada por

<j
'Ij = 0 )
sup > [ (25)]
QOGBMI)/ 7=1
onde 7 € N. O

O proximo teorema fornece uma caracterizagao dos operadores lineares p-somantes

através de uma medida. Para uma abordagem detalhada, sugerimos [16].

Teorema 1.11 (Teorema da Domingao de Pietsch). Sejam 1 <p< oo eu: E — F
um operador linear e continuo entre espacos de Banach. Entao u € absolutamente p-

somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade

20



1. Operadores lineares absolutamente somantes: resultados basicos

i nos Borelianos de B, com a topologia fraca estrela, tais que

lu (@)l < C ( [ te@ran <¢>)p

para todo x € E.
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Capitulo 2

Operadores multilineares

absolutamente somantes

No capitulo anterior estudamos o conceito de operadores absolutamente somantes,
bem como varios resultados tteis envolvendo estas aplicacoes. Em todas as proprieda-
des estudadas, os operadores eram lineares. Neste capitulo, apresentaremos definicoes
e resultados semelhantes, porém de forma estendida, visto que o ambiente no qual sera

desenvolvido o capitulo é o multilinear.

2.1 Definicoes basicas

Definicao 2.1.1. Sejam Ei, Es, ..., E, e F espacos de Banach. Uma transformacao

A:E X By x -+ x E, = F ¢édita n-linear, ou simplesmente multilinear, quando

A(xla'--7$i717$i+)\yi7xi+17'--7$n)
:A(xlw"vaji—la'riaxi—i-l--w*ivn)+>\A($17'"7xi—17yi7xi+1a"'7xn)7
para quaisquer (T1,To,...,x,) € 1 X By X+ X B, y; € B, comi=1,2,....,ne

Are K

O conjunto formado por todas as aplicacoes multilineares continuas de F; x Ey X
- X E, em F serd denotado por L (F1,Es,...,E;F). Se By = FEy=---=FE, = E,
escreveremos L ("FE; F'). Caso F = K nos dois casos anteriores, denotaremos respecti-
vamente por L (Ey, Ey, -+ E,) e L("E).
E facil ver que o conjunto L (Ey, Es, ..., E,; F) é um espago vetorial e que a ex-
pressao
JAll := sup {|A (21, 22, .. )|l 2zl <1, 5 =1, n}

define uma norma completa em L (Ey, Es, ..., E,; F).
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Assim como no ambiente linear, existe uma caracterizacao bem conhecida para as

transformacoes multilineares continuas.

Proposigao 2.1. Sejam E1, Es,--- , E,, F espacos de Banache A : E1X---xXE, — F
um operador multilinear. Sao equivalentes :

(i) A é continua;

(13) A é continua na origem;

(13i) Eziste uma constante C' > 0 tal que,
[A (@1, 2, )| < Cllaal - ol - - - [zl

para qualquer (xr1,Z9,...,T,) € By X Ey X+« X E,.

Defini¢ao 2.1.2. Dada uma transforma¢io A € L("E; F), o operador P : E — F
de finido por
P(z)=A(z,x,...,x), para todo x € E,

¢ chamado de polinomio n-homogéneo continuo.

O espaco de todos os polinémios n-homogéneos continuos de £ em F' sera denotado

por P ("E; F). Este espago é normado e a norma de um polinomio P é definida por
[1P]| := sup {||P ()] : =] <1}
Além disso, P ("E; F') torna-se um espa¢o de Banach com a métrica proveniente da

norma definida acima.

2.2 Aplicacoes absolutamente somantes

Defini¢ao 2.2.1. Sejam Ei, ..., E, e F espacos de Banach, p,qi,...,q, € (0,00) e

Uma aplicagao A € L(Ey,...,E,; F) é absolutamente (p;qi,...,q,)-sSomante, ou

simplesmente (p; qu, - .., gn)-somante, se

(A (ng) . ,x(j))>oo € l, (F) para todo (ng'));’l €l (E;), onde s=1,...,n.

)
n j=1

O espago formado por todas as aplicagoes n-lineares absolutamente (p;qi, ..., q,)-

somantes de Fy X -+ X E, em F' serd denotado por g, . q.) (E1,...,E,; F). Para
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

o caso em que £, = --- = E, = I, escreveremos I, o ("E;F). Se nos ca-
sos anteriores, ¢; = --- = ¢, = ¢, denotaremos os espacos respectivamente por

Wpg) (s eeo s Eny F) e L) ("ES ).

Observagao 2.1. Para evitar possiveis trivialidades, pedimos que % < qil—i—- . -+qin. De
fato, suponha que o operador n-linear u : £y X --- X E, = F é (p;qq, . .., q,)-somante
l > L—i—---%—i. Seja r > 0 tal que 1= i+---+i. Note que % < ]lp e assim p < r.
SeJa (773) PSRN Ep, com 7; > 0 para todo j natural.
Sejam )\;? = 77j , para todo k =1,...,n. Entao
o a (e.) = ak o i,
DN = <|77j|q’“> => Il <0
j=1 j=1 j=1
e assim (Ak) € 4y, Além disso, dados k € N | x, € Ej, ¢ € £} e definindo, para

cada j, y; = )\ja:k, temos

oo

leo y;)|™ :Z|¢( jae) |

=l (z)l|™ D [NF|™ <
j=1

logo (yj);’il € lz (E}), para todo k € N. Como u é absolutamente (p;qi, ..., qn)-

somante vale

N
Z ‘ )\ :)31,)\ To, . .,)\?xn) ‘p < 00, para cada N natural dado.
j=1
No entanto
N
D lu (N, Mo, N[
j=1

N
=l (a3 A AP
j=1

Note que (A} -AZ ... A ¢ 4, pois
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

para cada j e como (nj);.il ¢ (,, segue o resultado. Portanto, a sequéncia

<Z|u )\ xl,)\Ja:Q,.. /\”xn)‘ )
NeN

s6 serd convergente quando ||u (z1,xg,...,x,)|| = 0. Como z1,...,x, sdo arbitrarios,

segue que u = 0.

Defini¢ao 2.2.2. Se 1 <p,g<oce P € P ("E;F) sao tais que

(P (2,))2, € 6, (F) , para todo (2,)7%, € €2 (E).

Jj=1

entao P é dito ser absolutamente (p;q)-somante.

Denotaremos por P, ("E; F) o espaco de todos os polinomios (p; ¢)-somantes de
E em F. Além disso, para evitar trivialidades, pedimos que np > q.

O proximo teorema fornece uma caracterizagao por meio de desigualdades para
as aplicagoes multilineares absolutamente somantes e também para os polinomios n-

homogéneos absolutamente somantes.

Teorema 2.2. (i) Seja P € P("E; F). P ¢é (p;q)-somante se, e somente se, existe

w’q)n : (2.1)

(11) Seja A€ L(Ey,...,Ey; F). Entao A é (p;qi,-..,q,)-somante se, e somente

C > 0 tal que,

e, <o (s

para qualquer k € Ne xq,...,x, € E.

se, existe C' > 0 tal que, para todokENex;€E1,...,x§”€En,j:1,...,k,

|G )

J j=1

(2.2)

w,qdm

pSC-ﬁH(% )k

Definiremos [|P[[(,,, como sendo o infimo dos C' tal que a desigualdade (2.1) conti-
nua sendo vélida e T(p.q, .. 4.) (A) 0 menor dos C tal que a desigualdade (2.2) permanece

verdadeira. Por um argumento semelhante ao da pagina 17 concluimos que [-[|, . e

D;q)
T(piqr,...qn) () 580 normas, respectivamente, em P ("E; F) e g, g0y (B, ..o, By F).
Além disso, <77(p;q) ("E; F), H-H(p;q)> e (H(p dran) (B1y o B F)  Tpan ) )) 530

espagos de Banach.

Teorema 2.3. Seja A € L(E,...,E,; F). Suponha que existe 1 <r <neC >0
tal que, para quaisquer x1 € Ey,...,z, € E,, a aplicacao s-linear, onde s = n —r,
de finida por

Apyozy (Tpg1, o yxy) = Az, ..o xy)
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

é absolutamente (p;q,...,qs)-somante e
Tpiaryenas) (Avroa,) S C Al ozl -l ]|
Entao, A é absolutamente (p;1,...,1,q,...,qs)-somante.
Demonstragdo. Sejam m € N e zi,...,2) € Ey;...;20, ... 2" € E,. Considere

¢; € B tal que,
HA (mjl, o ,x?)H = ©; (A (le, e ,J??)) , para qualquer j =1,...,m.

Fixe by, ..., b, € K tal que, > |b;|? = 1, onde %—i—%: 1, e

j=1

[aace by,

ZbHA L)) (2.3)

Sendo as r; funcoes de Rademacher e A a medida de Lebesgue sobre o conjunto I =
[0,1]", temos

/Z ( r; (t ) bip; A (Z T (tl)x}l,...,err (tr)x;,x?l,...,x;‘) d\
Jj=1 =

Ji=1 Jr=1

/Z Hrj (t) | b, Z T (t1) Ty (t2) -+ -7, (tT)A(x;N...,x;T,x;»H,...,x?) d\

=1 J1,d2,... =1
= /Z Hrj (t) Z ri, (t1) 1), (t2) - -1, () bjp; A (:B}l,...,asgr,x;H,...,x?) dA\

1 Jj=1 \l=1 Ji.Je,...5r=1

/Z Hrj(tl) Z (Hrﬁ > i A (), it ) dA
=1 Ju.g2,...5»=1 \i=1

/ Z ( T (tl)> <HT] (t )) bip;A (z Jll,...,x;fr,x?l,...,x?) d\

IJJl J2,. =1 1=1

( i (t)r, (t )) b]gojA( ;l,...,x;,x;“,...,x?)d)\
i=1

3531592, 5r=1

-,
1 1
Z b]ngA( }1,...,JZ;T,JI;+1,...,JI§L) /0 T (tl) T (t1>dt1/0 T (t,«) T, (tr) dt,«

j7j17j2,-u,]'r:1

m m m
— Ny 1 Tl LT Y
= E E E bjgij(le,...,ij,xj ,...,xj)5”1 djjn

j=la=1  jr=1

:ibﬁpj/x(ﬁ,..., ZbHA )]
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

e, portanto, (2.3) e (2.4) séo iguais.

Agora, definindo z =

(S a
L5 (o)
<%

§/2|bj|

155

Jji1=1

(HT] 7 ) j@jA (Z Tj (tl)ajgl'p

Jj=1 = Jji=1

A(Z’f’jl tl ]1,.. Z’T’JT
J1=1

Jr=1

m m m

r r+1 n

< sup E 1b;] || A E iy () T, E i, () % 2l
tle[ovl} ; — e L
=1, Jj=1 Jji=1 Jr=1

ZTJ (t;) 2%, onde I = 1,.

:1:]1, ..,:U Hp> Zb]goj ]1,...
ZT’jl (tl)ﬂf}l,.

, 7, obtemos

"
) ]

)

r+1
. E ’I’JT ]T, j g
Jr=1
r 7“+1
.. E T]T jr’ J yoe
Jr=1
r r+1 n
T, ,...,a:j) dA

m
< o Sl (3 124 S 1777 )|
ti%[ovl] ]:1 J1 1 .77‘—1
m m m p %
< sup Z (Zrﬁl (t1) 5, “’err (tT)xgr’I;H’“"I?) )
e =TS
1
m p
< o (St sl
tl€[071} j=1
I=1,...,r
1
m r
- o (Sl )
ztlzel[,(.).’}l =1
S sup (ﬂ-(pth ~~~~~ qs) (AZ1 Zr) H(x;+1):1:1 """ H(x?>;n:1 >
t;€[0,1] w,q1 w,qs
l=1,...,r
Por hipdtese temos
< su . A H ey || H )™
tzE[OI,)l} (77(p,q1,..‘,q)< 1) ( ! )7:1 w,q1 ( ])]:1 w,qs
=1,...,r
< sup (C-||A] -]z Nz ~Ha:’7+17.n ‘H:cnq,n >
s (gl fall- el [ e,
I=1,...,r
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

conn({Tlen) (MLl )
=1 l=r+1

e, portanto, A é absolutamente (p;1,...,1,q,...,qs)-somante. O

Corolério 2.4. Se L (Ey, ..., Epi F) =g, qm) (E1, - - -, B F) entao, para quaisquer

espacos de Banach FE,,.1,...,E,, temos
L(Ey,....,E;;F) =g, qmt) (B, ..., Eg F).
Em particular, temos, para p > 1
L(Ey,....En) =g antn) (B,  En).

Corolario 2.5. Se, para alguns E e F, L (E; F) = U, (E; F) e mpg (U) < C|U|,
para qualquer U € L (E; F), entao

,C (E, EQ, ceey Em7 F) = H(p;q,l,..,,l) (E, EQ, ey Em, F)

€ M(pgi,..1) (A) < CA]l, para todo A € L(E,Es, ..., Ey; F) e quaisquer Es, ..., Epy,.

O préximo corolario é um teorema 1til para a teoria multilinear, a saber, o Teo-
rema de Defant-Voigt. Este resultado, devido a A. Defant e J. Voigt, estd contido no

Corolario 2.4. Mas, devido a sua importancia, faremos mencao separadamente.

Corolario 2.6 (Teorema de Defant-Voigt). Sejam FEi, ..., E, espacos de Banach.
Entao,

L (Ela s 7ETL) = H(l;l) (E17 BRI EN) € T(1;1) (A) = ||A|| :

Demonstragao. De fato, j& sabemos, pelo Exemplo [I.2] que
L(E;K) =1L (E;K) e m (u) = ||u||, onde u € L (E;K).
Pelo Corolario 2.5, segue que
L(Ey,....Ey) =1un) (B, ..., Ey) e (A) < ||A|l, para todo A € L (Ey, ..., E,).

Agora, resta mostrar que ||A|| < 71,1y (A). Considere, na segunda parte do Teorema
2.2, k = 1. Assim, temos

A @) = || (A Gl




2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Pelo Teorema de Hahn-Banach, temos

H (Ig)zlzl ol

Logo, na desigualdade anterior, obtemos

, para qualquer j =1,2,...,n

|A (21, ..., 20)|| < 7an (A) ||| - 1]

e, portanto, ||A|l < 7,1y (A), que é o resultado esperado. O

O ultimo teorema desta secao, é conhecido como Teorema da Inclusao. Este e o
teorema de Defant-Voigt serao fundamentais para a demonstracao de um dos resultados

da préxima secao.

Teorema 2.7 (Teorema da Inclusdo). Sejam 1 <p<p<ooel <gq; <g < oo tal

que
Entao,
Wipigy,..oiam) (By,..., By F) C 34.,...3.) (Er, ..., B F)
e
T@d1rin) (A) < Tpgr,an) (A) -
Demonstragao. Seja A € g, g0y (E1, ..., By F). Devemos mostrar que
1
m \ 7 n
1 n\ ||P
(ZHA@,...,@)HF) < a0 W TL |
l:1 : 7qj
para todom € Nexf €ckbj,j=1,...,nei=1,...,m. Defato, paracadai =1,...,m
ecada j =1,...,n sejam
1 _ 1 _ 1
E
1 _1_1
q Z:: o p P
= [|A (i, ..., 2" .
Note que ¢ > 1. De fato, sabendo qu qij - % <> q%_ temos
j=1 j=1
11 1 1
- — = S - - =
g 4 p P



2. Operadores multilineares absolutamente somantes

IN
[N

[

Q= I-
vV
—_

4

=

<
Il
-

Além disso,

Logo,

(e wmui)’l’

i=1
— (L1414l )
(S0 At k)
~ (Eraviat i)
Como A € Ipq,,...00) (B, ..., By F), temos de (2.4),
5 n
(St stl) < o @I 007 ],
j=1 %
= T(pigi,an) ( H sup (Z‘)‘z%
j 1QOJ€BE/
Sabendo que
1 1 1
T qj a4’

30
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

e usando a desigualdade de Hélder no segundo membro de (2.5), temos

(; HA(x:,...,xm%)

< T DT | s (E007) " (Lo ()7)
j=1 [p;€Bg \i=1 i=1

= T(piar,an) (A) T1 (Z |A‘Z\Tj) 7 sup (Z |05 (xf)laj) ?
J=1 i=1 w;€BL \i=1
n , m i m :i

= T(piq1,..qn) (A) H (Z |)\J‘T]> J H sup (Z |90] (x:z)|qj> j
7=1 \i=1 j=l¢;€Bg \i=1

= e W T (OO ) T (J2]L, )-
j=1 i/ j=1 Wi

Note que

1

Logo, de (2.6) e (2.7), temos

(S

<7 T(pq1,. qn) (

HMS
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

e, portanto,

B

—.

(z ||A<x37...,x¢>ui) < roma ()
=1

(H(xj - w@-)’

como queriamos demonstrar. O

Jj=1

2.3 Estimativas para operadores multilineares com

dominio sobre Ep

Nas segoes anteriores deste capitulo introduzimos os primeiros conceitos e resultados
em multilinearidade. Também foram apresentados os Teoremas de Defant-Voigt e
da Inclusao. Para esta secao, restringiremos nosso estudo aos operadores n-lineares
definidos no produto cartesiano de espagos ¢,. O resultado a seguir é devido a I
Zalduendo [21] para escalares complexos. Apresentamos uma demonstragao alternativa

essencialmente encontrada em [7], que vale para escalares reais e complexos.

Teorema 2.8. Sejam N >pe A:{,x---xl, = Kum funcional N-linear continuo.
Entao (A(ei,...,€))iey € b e

1(A (e, - - vei))?ilnp/(p—N) < [|All-
Demonstracao. Seja A € L (Nép; K) Pelo Teorema de Defant-Voigt, temos
L (M K) = Magy (V63 K) e maay (4) = Al

Afirmamos que 1,1y (V6 K) C H(L,L ) (V¢,;K). De fato, sabendo que

p—N’p—1> : ‘p—1

p>p— N, temos

p
1<
p—N
e de p — 1 < p, obtemos
p
1< —
p—1
Agora, fazendo P =1, P—p N,q]—leq?:p%lparacadajzl,...,N,temos
N
1
> Lo Loxo
= 4 P
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

255 () (5

~ p P
N —
TP _ N
p

N N
Assim, segue que % — % S L — — % ¢, portanto, pelo Teorema da Inclusao

P J j:1 J

Ny . N
Ty (M K) C T e oy (Vi K)

= £(NEP;K) CH(pﬁ’ P .. )(ng;K)

e também,

7T( p .. p .. _P ) (A) S 7T(l;l) (A) = ||A|| .

p—N’p—1" .’pfl

Como a inclusao H( P2 (N Cp; K) cL (N Cp; K) é claramente verdadeira, con-
p— N p—1’ ’p—1
cluimos que £( (;K) = H( b p ) ( @,,K) Como consequéncia, temos A €
p—N'p—17 ’p 1

H(p.p.__ )(KK)eassim

p—N’p—1’""p—1

p—N

(Stea) " @ (ol

Sendo H(ej);il , =1, temos

'p—1

p—N
m P
p
(Z jrene >|w) S
<7 (A) = (1A
Como m ¢ arbitrario, segue que [[(A (e, . .. ,ei))fial/(pr) < ||A]|- O
O préximo resultado mostrard o que chamamos de otimalidade do expoente LN.

Isto significa que, se tomarmos um expoente menor do que - —L- o resultado do teorema

anterior nao valerd, para alguma forma multilinear A : ¢, x --- x £, — K . Apresenta-
remos duas demonstragoes: a primeira delas usa o argumento original do artigo [21] e

a segunda utiliza uma ideia do artigo [10].

Proposicao 2.9. Existe uma aplicacao N-linear e continua A : €, X ---x £, = K

tal que (A(e;, ..., €))iq & Us, para qualquer s < Fxep>N.
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Demonstragao. (1) Seja (8,),-, uma sequéncia crescente tal que (3, — Y= Para

cada n > 1 natural, defina

0 se iq,...,1ixy nao sao todos iguais

An(eil,...,eiN) = {

EPrseiy = =iy =k.

Note que (kﬁn)k ey € Epr. Com efeito, sendo (8,),—, crescente, temos, para cada n,

N — N -8,
PRt SR IP et e Y
p—iv
p
Logo
o p
k=1 k

sty s (LT
> (97 =3 ()
s
k=

1> =N
- < 00,
>

pois =22 > 1 e, portanto, (kﬁn) € (_»_. Além disso, se z = (x1,...,2x) €

p—N keN p—N

P
l, X -+ x ,, entao

|An (Ila"'7'rN)|
oo ‘ 00 .
= An Z ‘rjllejla"’? Z Ig\lfvejN
j1=1 jn=1
) . ;
_ Z lJll.....;p%\’-An(ejl,---vejN)
jl,...,jN:]-
00 . i
< z ‘:L‘{l ..... m%v-An<€j17--'7€jN)|
jla'“7jN:1
00 . ;
=S el ey g (2.8)
7j=1

Pela desigualdade de Holder

J J ;
Z|xl.....l’N.j n‘
i=1
p—N

(5 () (5)

oo p_LN
= llzall, -+~ lznll, - <Z1 Vil ) < o0. (2.9)
]:
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Assim, por (2.8) e (2.9), concluimos que sup |A, (z1,...,zx)| < 0o e, portanto, cada
A,, é continua sobre £,

Finalmente defina a aplicacao A : £, x --- x £, = K por

A, (z1, ...,
A(l’l,...,l‘N) = Z (|x1 -TN)'

= A2
Afirmamos que (A (e, . . ek))k | ¢ Us, para qualquer s < %5 De fato, suponha por
absurdo que existe 1 < s <% < tal que (A (ex, ... ex))iy G Es. Entao,

D JA(er ... en)|” < o

E>1
Entretanto,
s An(elm”‘aek)s
Z\A(ek,...,ekﬂ :ZZ PHER
E>1 k>1 |n>1 n
D)
k>1 |n>1 ”A"” =
k6n5
> ZZ HSQns
k>1 n>1 An
=S oA
= 114 H 2" =
e dai,

ZHA Hs ns.Zkﬁns<Z’A<ek""7€k>’8<00.

n>1 k>1 k>1

N— . N— ~ .
Sabemos que —% < Tp. Porém, sendo 3, < Tp para todo n natural, entao existe ng

tal que —% < Bn < % , ou seja, —f,s < 1 para todo n > ngy. Portanto, para n > ng

temos
1 —Bns
kPns = - = 00
See=Y(z) -
k>1 k>1
que é um absurdo. Segue que (A (e, ..., ex)) e, & ls, qualquer que seja s < —L— como
queriamos. O

Demonstracao. (2) Para cada m € N defina a aplicagao @, : €, x --- x £, = K por

m
By (21, yan) = 3 b ooy,
=1
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Agora, seja A € R tal que

N N I I
pooA
Entao
b
A= )
p—N
Note que, para cada m, vale
1@ (1, xn)[ = D2t ay | <D |ah] oo o]
i=1 i=1
e, portanto,
onll < St Z!:za! ~~~~~ || - 1. (2.10)
Tk
k=1,...,

Usando a desigualdade de Holder em ((2.10)), temos

5 m 5
|l < sup <Z‘x1‘p> <Z|$N|P> (Z|1|/\>
IIZkaﬁAll i1 i=1

Suponha que o teorema vale para

1

(Z Ae . ,ez->|5>s < 4. 2.11)

Fazendo A = ®,, em ([2.11]), obtemos

<Z|Cbm (eiv"‘76i)|s) S ||CI)m||
i=1

<m”.

>

Por outro lado,

1
s

:(i;cpm(e,-,... Wt S (@ (e .,emS)

=1 i=m+1
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2. Operadores multilineares absolutamente somantes

Logo

1
s

m
le <m” =m
i=1

=
o |
IN
=

Portanto,

>
® =

m > 1, para todo m € N.

1_1

Mas, a condigao anterior ocorre somente se y — < > 0, ou seja, s > A.
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Capitulo 3

Generalizacoes das desigualdades
de Khinchin e Kahane

A motivacao do presente capitulo é apresentar versoes multilineares de alguns re-
sultados vistos anteriormente no contexto linear. No Capitulo 1, apresentamos as
desigualdades de Khinchin e Kahane que, como veremos nesse capitulo, tém versoes
multilineares. Para tanto, apresentaremos o conceito de cotipo, que também sera ex-

plorado no Capitulo 4.

Lema 3.1. Sejam f € L,, 1 < p,q < 0o, com %—I—% = 1. Entao,

171, =sup{ [ 1ol o, <1} - p{] / fgdu‘ oll, <1}

e o supremo é atingido.

Demonstracao. O resultado é claramente verdadeiro quando f = 0. Suponha que

f # 0. Certamente,

\ / fgdu‘ < [ 179l an (3.1)

Supondo que [|gf|, < 1 e usando a desigualdade de Holder no lado direito de (3.1),

temos

‘/fgdu‘ S/Ifgldu <1,

e, portanto,

sup{’/fgd#’ Hlgllg, < 1} < sup{/lfg|du: lgll,, < 1} <|Ifll,
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Agora, considere h = |f[""" sgn f, onde

Entao

fh=Ff-1f""" sgn f

= (

/]
g

/]
= [fF

N———

Bl? — q(p—l)'ﬂ
A" =111 77
=/

Logo fh=1|h|? e h € L,. Além disso,

h%(/vﬂm0i</ﬂm0i
- (/Wffdu)q = 17117, -

, temos claramente ||g||;, = 1. Assim,

/fgduz/!fglduz/H':H';du

:/ P, = ML,

Definindo g = ”hﬁL

q

p

I£1I7, IF117,
p(g—1)

= A, =1, -

Portanto,

nm%:m{ﬂmmmw%s@:m{vmwyMmg§,

e o supremo ¢é atingido.
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Lema 3.2 (Lema de Minkowski). Sejam (X1, Ay, p11) e (Xa, Ag, p2) espagos de medida
sigma finita. Se f é uma funcao mensurdvel nao-negativa sobre (Xi, Ay, p1) X

(Xo, Ao, pi2) e 1 < p < q < o0, entao

( [ ([ rearan) " <x>);
< (/X( le(x7y)qdu1 (x))zduz (y)>;-

Demonstracao. Seja r = ]% e r’ o expoente conjugado de r. Entao,

</X ( | @y due (?/))ng1 (x)>3
i (/Xl < ng(x’y)p dys (y))rdul (x))rlp
i K/X ( XQf(m’y)pdl@ (y))rdm (:c))rlrj.

Considere F (z) = [, f X5 )P dus (y). E facil ver que F' € L, (X;). Pelo Lema

3.1, temos

(f P di @) = 17,

- /XIF(ZE)'Q(x)dNI(m)
- [ ([ terhew) s@am@. 62

para alguma g tal que, ||g||,, = 1. Substituindo o resultado obtido de (3.3) em (3.2) e

usando o teorema de Fubini (motivo pelo qual os espagos devem ser de medida sigma

( / ( F @y dus (y))gdul <x>)
(f ( ) du () 9 o) <x>);’
(.

finita), obtemos

Qe

( Pl () dua () doa ()
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Usando novamente o Lema 3.1, resulta que

(/X ( XQf(x,y)pdm (y))gdul (;p)) q
< ( /X 2 ( RNg? (rv))iduz <y>>le
_ ( /X 2 ( ) (33)>5du2 <y>> ,

finalizando assim a demonstracao. O

3=

3.1 A desigualdade generalizada de Khinchin

Nesta se¢ao, apresentaremos uma generalizacao da desigualdade de Khinchin. Os
lemas apresentados anteriormente serao fundamentais durante as demonstragoes desta
secao.

)N

i1, im=1

1

p P
dty ... dtm>

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao por inducao sobre m.Comecemos pela

Teorema 3.3 (Desigualdade Generalizada de Khinchin). Sejam (a;,..;,,
matriz  formada por elementos de K e 0 < p < oco. Entao,

N 3
A )m gy iy, 2 S /
o ( 2| | ) ( [0.1)

;s im =1

N

Z TZ‘I (tl) e Tim (tm) ail...im

i1, im =1

v }
S(Bp)m( > |az‘1---im2) :

o im=1

primeira desigualdade na expressao acima. Para m = 1, recaimos na desigualdade de
Khinchin. Suponha que a desigualdade é verdadeira para m — 1. Entao,

1

N 2
> el
11,0, im =1

N N
=12 X lenal
i1=1 \do, - im=1

N 3
2
> aiil
1 io,r im=1

[N

.
N
SIS

I
.MZ

1
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

| Z_ Ty (t2) -7 (tm)
))
N
Z iy (t2) - 74, (tm)

)

N
Z iy (t2) -+ 73, (tm)

12,..,tm =1

A
S
] =

=

gy iy, Ip dtQ s dtm)

N
— [ X e (|
i=1 1™,

gy i, ‘p dt2 s dtm)

=
N|=

1\2 3
'ail..‘im\pdtz"'dtm)p) )

N N P ;
= (Ap)_(m_l) Z / Z Tio (fg) """ T (tm) gy iy dtQ . dtm
=1\ T =
Se 0 < p < 2, temos 12) > 1. Pelo Lema de Minkowski, obtemos
N N P »\ °
Z / Z 7”12 (tg) """ TZm (tm) ail...im dtQ N dtm
i1:1 [O’I]M7 2,' -,l,n—l
2\ ¥
N N
S / Z Z ’I"iz (tg) ----- ’I“Z‘m (tm> ail...im dt2 T dtm
01"\ {121 Jig, sim=1

e assim, comparando (3.3) com (3.4), temos

1
N 2
> laii, |
i1y im=1

N N
< (S S o
i1=1 (0,1~ 2,0im=1
2\ %
Qe |p dt2 e dtm)p>
N N
—(m—1
<] X et )
O™ \ i1 =1 [ig,dm=1
1

ya
iy Pl dtm) 2)
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

N
= (4,)" ™ (/{O)l]m_l ((Z

N

Z iy (t2) -+ 74, (tm)

i2,eyim=1
1

P P

) dt2-~-dtm) .

2
.ail"'iwn | )

i1=1

N

Agora, usando a desigualdade de Khinchin, vale

1
2\ 2
N N
DU D rn(ta)eri, (tn) @iy,
=1 iz, im =1
N N P v
< (4,)7" / Do (t) D ri ()i, (b)) @iy | dby |
03] |5, =1 iny im=1

Pelo teorema de Fubini

1
N 2
S aiein |
i1y i =1

N
—(m—1)
< (4) ( /Mml ((Z

i1=1

N

Z Tiy (t2) - 7i, (tm)

12,00 im =1
1
P »
) dty - dtm)
N

~az’1~.¢m|2)
N
> (t2) o ria(t2) - omi, ()

i1=1 12 yeens Im=1

gy iy, ‘p dtl) dtg e dtm)

[N

<(4,)7™ (/[\071]7%1 (/[0,1]

3=

N
Z Tiq (tl) et Tim (tnL)

i1, yim=1

3=

Qg iy, |p dtl R dtm)

Se p > 2, segue da monotonicidade de L, ([0, 1]™) que |||, < [|][, e assim, A, =1,
para qualquer p > 2.

Finalmente, vamos mostrar que a segunda desigualdade do nosso teorema é verda-
deira. Assim como na primeira parte de nossa demonstragao, quando m = 1, obtemos
o caso linear da desigualdade de Khinchin. Agora, suponha que a desigualdade vale
para m — 1. No caso em que p > 2, temos £ > 1. Dai, aplicando o teorema de Fubini,

usando a desigualdade de Khinchin e o lema de Minkowski, temos

. :
/ dty...dt,, | =
[0,1]™

N
Z Tll (t1> """ sz (tm> all’Lm
=1

11, yim
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) <4 1] (/[0 1t Z Tia (tQ) T (tm)
’ :

Tip (2) =+ - 74, ()

N

. E i tl gy iy,

=

..... zm—l
N , NV
S, dd) "
i1=1
N N 2\ 3\
< / (Bp)m_l Z Z riy (t1) iy iy dty
[0,1] 12, ,im=1 [i1=1
N v 2\ 5
_ / (B )(m—l)p Z Z T’Z'l (tl) CLil...im dtl
[0,1] i, sim=1 |i1=
p 1
N N 2\ 2 P
[0,1} 12, ,im=1 [11=1
N N P g :
12, im=1 [0.1] =
2

E 7’“ tl CZ“ “Im

11=1

— | i ( / 5

< (Bp)m_l ' Z (Bp)l (Z |ail---z‘m’2)

i1=1

[N}
SIS

=(B)" " | i (Z 1] ))

i1=1

Il
ﬁUU
3
NS
WE
M= -
5
(3]
N———
[N
Il
ﬁU:J
3
=
hE
&
i

44

RS

N[



3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Para o caso p < 2, segue claramente da monotonicidade de Ly, ([0, 1]™) que [|[[, < ||l

e, portanto, B, = 1, qualquer que seja p < 2. ]

3.2 A desigualdade generalizada de Kahane

Assim como na secao anterior, apresentaremos uma generalizacao de uma das de-
sigualdades vistas no Capitulo 1. Aqui, serd demonstrada a desigualdade generalizada
de Kahane. Entretanto, precisaremos expor um conceito auxiliar, que é o de cotipo.
Este conceito foi desenvolvido a partir dos trabalhos de J. Hoffmann-Jorgensen, Gilles
Pisier, Stanislaw Kwapien e Bernard Maurey durante a década de 70. Em seguida sera
apresentada a desigualdade multiplo cotipo, que também sera ttil na demonstracao da

desigualdade generalizada de Kahane.

Definicao 3.2.1. Seja E um espaco de Banach e 2 < q < co. Dizemos que E tem

cotipo q se existir uma constante C' > 0, tal que

n . 1
(Zw) <c(|
k=1 0

para quaisquer xi,...,r, € E. A menor destas constantes C, serda denotada por
Cy (B).

1
2 2

at| |

Z Tk (t) T

Teorema 3.4 (Desigualdade Multiplo Cotipo). Seja F um espago de cotipo q e I =

[0,1]. Sel1<r<gqe (ynlm)f _, € uma matriz em F, entdo

1
N q
( 5 uyh...z-muq)

21,..,tm=1
N

S Cq (F)m K;‘:ZQ (/ Z Til (tl) .... Tim (tm) yil---inL

11 5eeeytm=1

dty - --dtm> .

Demonstracao. A prova serd feita por inducao sobre m. De fato, para m = 1, usando
o fato de que F' tem cotipo 2, temos

(ZHyin) < Cy (F) (/O Zm(t)yi dt) : (3.5)

Pela desigualdade de Kahane,

dt) Ny (3.6)

N

Zri(t)yi

i=1

2\ 1
dt < KT,2 /
0
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Comparando (3.5) e (3.6), concluimos que

(Zw) < Oy (F) Ky (/ ,

N
Z ri (t) yi
i=1 i=1

Suponha que o caso m — 1 seja verdadeiro. Entao,

1
N g

Yo il

i1yeerim=1

1
N N a
(> > il
i1=1142, . im=1
1
1\ 49\ g
N N a
= (> S il
i1=1 12,0y =1
r
N N
< Z c, (F)Q(m—l) Kg’(zm_l) / Z Tay (bg) - i, (tm) Yiy. i | dig -
=1 Im=t i im=1
T
N N
=Cq (F)m71 K;?Q_l Z / Z Tiy (t2) oo Tive (tm) Yiy.oiry | dba---dtp,
ii=1 \I" 7 iy i =1
Como r < ¢, temos % > 1 e assim, pelo lema de Minkowski
r 2\ g
N N
S UL L )i )i | deae i,
=1 \YI" 7 iy =1
r gy L.
T r q
N N
= > / o ri(t) Ty (tm) Yiri | b2 dbm
ii=1 \7I" 7 |ig,im=1
) . 1
N N T\ « ’
< /Imil Z > iy (ta) e Tipy (tm) Yir i dty - - - dtm

e dal

N aq
> il

015y tm =1

N N

< Oq (F)m—l K;?Q_l / Z Z Ti, (t2) Ty (tm)

m—1 . . .
I 11=1 |22,...,tm=1

1
™

Yy im |(1)§ dt2 e dtm)
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Agora, como F tem cotipo 2, entao

1
N N T\ @
DU ria )i, (tn) Yir,
i1:1 V2y.eey im—l

N
dora ) Yt (ta)ori, (tn)

i1:1 ’Lg ..... Zm—l

N|=

Yy i |2 dtl)

Pela desigualdade de Kahane,

|

1| N N
< Kip (/ o) Y ri(ta)ri (b)) Vi
0

i1=1 i9yeim=1
T
dtl)

Juntando (3.7), (3.8) e (3.9) e denotando dT" = dts- - -dt,, temos

1
q
95
i1, ,lmfl

ch( leml z

1
2 2

N
Zru () D riy(t2) o riy, (bn) Uiy | 2

11=1 12 ,eeyim =1

11,00 tm =1

1 N
= Br2 (/0 Z riy (L) riy (t2) -+ iy (tm) Yiy.im

=

N
Do v (t) iy (tn) Yiri

m—1
12,y im =1

111

1
ch( lem1</I . K;‘Q(/O

q\ § T
)dT

Z iy (t1) - ri,, (tm)

1
Yiq- i " dtl) dT)T
1 N " v
= C,(F)" K], /I 1 /0 Z iy (t1) iy (t2) -+ - Tip (tm) Yiy i | dty | dT ] .
me i1, yim=1

Finalmente, usando o teorema de Fubini, obtemos

1
N q
|9
E Y.t
i1, yim=1

SCq(F)mK:],lz (/m ‘

como queriamos.

1
T

dtrdts - - dtm) ,

> ()i (B2) iy, (bn) Uiy i
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Teorema 3.5 (Desigualdade Generalizada de Kahane). Sejam E um espaco de Banach

e 0 <p,qg<oo. Entao, para qualquer matriz (yil,,,im)N _, em E, temos
N
Z Tiy (tl) """ Tim (tm) Yiv.im

B1yeesim=
q ‘
/ dty...dt,,
I G im=1
< (Kyy)" ( /

N

Z T4y (tl) """ Tim (tm) Yiq..cim

i1 eyim=1

. :
dtl...dtm) |

Demonstracao. Usaremos o processo de inducao sobre m. Para o caso m = 1, obtemos
claramente a primeira versao da Desigualdade de Kahane. Agora, considerando p < ¢,
suponha que o caso m — 1 é verdadeiro. Entao, usando a notacao d1' = dt;...dt,,_1,

temos

Q
QU
=
—
QU
~
3
N——————
Q=

N
/ Do v (b)) i (bn) Yiri,
I .

q 3
dT) dtm>

Q=

Yiy i | T dT) db )

1 /1”71 Z ri, (1) i (tm1)

Byneey G —1=1

Q=

1,

Yirovi |1 dT) 7 dtm> -

Pela hipétese de inducao, segue que

1
N N a a
/ S i ()i (tme1) Y Ti (bm) Uiy iy | AT
It i1 =1 im=1
1
N N P »
< (Kp)™ ™" (/ Yoo ()i (1) Y Ti () Y| dT |
It ime1 =1 im=1
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

q 1
N P v !

1
< ()" /0 /PH Yo v )i, (tn) Yiri, | AT | dt,

i1,eeim=1

Sabendo que p < ¢, vale que % > 1 e entao, usando o Lema de Minkowski, obtemos

D a
1 N 2
/ (/ Z Tiy (tl) """ Tir, (tm) Yiy.im dT) dtm,
0 Jm—1 —~

il ..... lm—l

Q=

=

P
q

q
1
S / (/ Z Tiy (tl) """ T (tm) Yiy..iim dtm) dT
Jm—1 0 . .

81 yeestm =1

Logo

1
q q

N
/ Doori ()i, (bn) Yoy | Aty dy,
I’VYL

11,eenyim =1

N q q P
1 ri (t1) -
< (Kpg)™ ! / / il,...%—:m:l i (0) dtm | ar| . (3.10)
m—1
! 0 e .rirn (t"”) yil B
Além disso, sabemos que
1
1 N q q
[ m) i, s, | don
0 Jityesim=1
1
1~ N a a
= / Dot tm) D () Ta sy (b)) Yarei |
0 im=1 i5eyim—1=1

. Logo, usando a desigualdade de Kahane, temos

1 N e v
/ Z Ty (tl) """ Timm (tm) Yiiv.iim dtp,
0

i1, yim=1

N

p P
1
< Kpyq (/ Z iy (t1) e Tipa (tm) Yis i dtm) . (3.11)
0

8150y =1

De (3.10), (3.11) e do Teorema de Fubini, segue que

N

q q
(/ Z ’f‘il (tl) """ Tim (tm) yil--»im dtl N dtm)

815y =1

S

N p

1
< (Kp)™ ! /1 1(Kp,q)p / > ()i, (bn) Uiy i | dbm | dT
m— 0

i1, yim =1
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3. Generalizagoes das desigualdades de Khinchin e Kahane

Z Til (tl) ..... Tirn (tm) yilu.irm

P i
dty ... dtm)

Finalmente, quando ¢ < p o resultado segue diretamente da monotonicidade de

L,(I™) e K,,=1, o que finaliza nossa demonstracao. O
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Capitulo 4

Uma caracterizacao para espacos de

tipo 2

Nos capitulos anteriores abordamos muitas propriedades e desigualdades envolvendo
operadores multilineares absolutamente somantes. Neste capitulo, acrescentaremos
alguns outros conceitos que também nos auxiliarao no desenvolvimento do resultado
principal do mesmo, que é uma caracterizacao dos espacos de tipo 2, devida a D.
Popa. Abordaremos inicialmente o conceito de operador quase somante, que também
sera util na demonstragao do resultado principal. Mais precisamente, mostraremos
que se n > 2, um espaco de Banach F' tem tipo 2 se, e somente se, todo operador
u € Iy (Ey, ..., E,; F) é quase somante. Veremos que essa caracterizagao é exclusiva
do ambiente multilinear, curiosamente nao sendo vélida para operadores lineares.

Para um bom entendimento das propriedades e resultados almejados, introduzire-
mos algumas defini¢oes que servirao de base para as secoes deste capitulo. A primeira

delas é de operadores tipo ¢ e espagos com tipo gq.

Definicao 4.0.1. Sejam E,F espacos de Banach e 1 < q < 2. Dizemos que um

operador linear u : E — F é tipo q se existe C' > 0 tal que,

/

para quarsquer Ti,...,Tr, € K em & N.

Q=

N -
| <cC (Z |a:j|q> : (4.1)
j=1

PALITED

A menor das constantes para as quais a desigualdade (4.1]) continua verdadeira serd
denotada por T, (u). Além disso, dizemos que um espago de Banach E tem tipo ¢
quando o operador identidade I : £ — E for tipo ¢ e definimos T}, (E) = T, (Ig).

Para o que veremos neste capitulo, focaremos no caso ¢ = 2.
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

4.1 Operadores quase somantes

Definigao 4.1.1. Sejam E e F espacos de Banach. Um operador u € L (E;F) é

chamado de quase somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que,

[

para qualquer (xy);_, sequéncia finita em E.

1
s 1
2 2 1

dt| <C- sup (Z lo (xk)|2> (4.2)

QOEBE/

n

> e () u(a)

k=1

O espaco vetorial cujos elementos sao os operadores quase somantes de E em F', sera
denotado por Il,s (E; F). Além disso, definimos uma norma em Il (E£; F'), denotada
por 7,5 (u), que é obtida pelo infimo dos C' tais que a desigualdade (4.2)) permanece
valida.

A seguir, serao apresentados alguns resultados conhecidos sobre estes operadores.

Proposicao 4.1. Seja 1 < p < o0, e sejam E e F espacos de Banach. Qualquer
operador p-somante u: E — F é quase somante e m,s (u) < B, - m, (u), onde B, é a

constante da desigualdade de Khinchin.

Demonstracao. De fato, se p < 2, temos pelo teorema da inclusdo que II, (E; F) C
I, (E; F) e m3 (u) < m, (u). Logo,

[\
QL
~
D=
I
VR
ol
ngh
. =
s
z
o
e N
[

< mp (u) sup ( Iso(:vk)|2>

pEBE P

e daf segue que u € Il,5 (E; F) e mas (u) < m, (u) = B, - m, (u), pois neste caso, B, = 1.
Agora, vejamos o caso em que p > 2. De fato, se u € I, (E; F) entao, pelo Teorema
1.11] existe uma medida de probabilidade pu, nos borelianos de Bg/, com a topologia

fraca estrela, tal que

lu (@) < 7 (1) - ( /

para todo x € E. Sejam x1,...,x,, € E. Entao, pela monotonicidade da norma em

1

P

| ()" dpu (90)) ,

El
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

L,[0,1], vale

<
ol
~—
~
S~—
~—~
8
ol
S—
=
Q
~
N~
B =

Pelo Teorema [L11] temos

(). <// w(imum)
(w). (// S (1) (a2)

Usando o Teorema de Fubini, obtemos

(//B
wo- ([, f ,i =

o (/BE (</ i | )i)p%));

Aplicando agora a desigualdade de Khinchin, temos
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

1\ P .
<m-| [ {5 (Zwm?) e
Bp k=1
= (u) - By / (Z\s@(mf) dp ()
Bpr \k=1
m 5\’ z
(w5, | | (Z|¢<xk>|> dn ()
Bpr k=1
m s\ "\ *
<m(u)- By | | sup (Z\s&(xk)l2>
$E€Bp \ k=1
= (u) - By - sup (ZI@(?Uk)l)
pEBE/ k=1
finalizando a demonstracao. O

Proposicao 4.2. Sejam FE e F espacos de Banach, e suponha que F tem cotipo q,
com 2 < q < o00. Entao, qualquer operador quase somante u : E — F é (q,2)-somante
e mg2 (u) < Cy(F) - as (w).

Demonstracao. Considere x1,...,xr, € E. Usando o fato de que F tem cotipo ¢ e,

depois, o fato que u € Il (E; F'), temos

1
2 2

dt

(Z |u<xk>rQ>q < Cy(F)- /

< Gy (F) - mas (u) - sup (Z |90(93k)|2>

pEBE

Z r (t) u (xg)

1
2

Portanto, v € I, (E; F). Como 7,9 (u) é o infimo das constantes que tornam a

desigualdade anterior verdadeira, segue que w0 (u) < Cy (F) - mas (). O

4.2 Caracterizacao de espacos com tipo 2

Na segao anterior, vimos que, para p > 1, todo operador linear p-somante é quase
somante. Nesta secao, sera apresentado o conceito de operador quase somante no
ambiente multilinear. A ideia de estudar aplicacoes quase somantes para o caso nao-
linear aparece pela primeira vez em [?] e [4]. Além disso, mostraremos que o fato de

um espaco ter tipo 2 é uma condigao necessaria e suficiente para que todo operador
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

n-linear u € Ily (K, ..., E,; F), onde n é um nimero natural maior do que ou igual a
2, seja quase somante. Esta situacao diferencia bem o comportamento dos operadores

quase somantes nos ambientes linear e multilinear.

Definicao 4.2.1. Um operador n-linear u : Fy x --- x E,, — F é quase somante se

existe C' > 0 tal que

1| m 2 2
/ er O u(z),...,a7)| dt] <C- H (x]l)znzl H (53?);”:1 :
0 =1 w,2 w,2
para qualquer (acz);nzl sequéncia finita em E;, onde i = 1,...,n, e para todo m

natural.

Proposicao 4.3. (i) Sejam n > 2 um namero natural, F e G espagos de Banach,
ev: F — G um operador linear limitado. Se Fy,...,E, sao espacos de Banach,
u: By x--- x E, = F é 2-somante e v tem tipo 2, entao a composicao v o u é quase
somante e Tas (vou) < Ty (v)ma (u).

(11) Seja n > 2 wm ndmero natural. Se Fy, ..., E, sao espagos de Banach e F

tem tipo 2, entao

HQ(El,...,En;F)CHas(El,...,En;F> eﬂ'as(')STg(F)’ﬂ'g(').

Demonstragao. (i) Sejam (z});",, (z2);~,, ..., (zI");", sequéncias finitas, respectiva-

mente, em Fy, Fy, ..., E, 1 e E,. Usando o fato de que v tem tipo 2 e sabendo que

u é 2-somante, temos

[ n®@en (@ a) a

([ X0 @

<T()- (;\um--w?)f)

ST (0) - m @) [[ ()L, @D, (43)

Portanto, vou é quase somante. Como 74 (v 0 u) é o infimo das constantes que tornam
a desigualdade (4.3) verdadeira, segue claramente que 7,5 (v ou) < T5 (v) - ma (u).
(7i) De fato, sabendo que F' tem tipo 2, temos por definigdo que o operador identi-

dade Ip : F'— F é um operador tipo 2 e Ty (F) := Ty (Ir). Dai, definindo v := Ir em
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

(1), obtemos

[N

/ (vou) xl,...,x?)zdt

0

< Tz (v) H( Dimlls o 1@
=T (Ip) - ma () - | (@)Ll M)l
=15 (F) H( )Z 1sz """ ||('I?)z:1||w2

e, portanto, Iy (Ey, ..., Ey F) C Iy (B, ..., By F). Pelo mesmo argumento de (7)
segue que Tys (1) < T (F) m (¢). O

Proposicao 4.4. Seja n > 2 um numero natural, F um espago de Banach, (yj);il

uma sequencia limitada formada por elementos de F e seja s: 0 X --- X Uy — F um

operador definido por

D=

Entao s é 2-somante se, e somente se, 3. |y;|> < oo. Além disso, wy (s) = (Z \yj]2>
=1

j=1
Demonstragao. Suponha que s é 2-somante. Note que s (e, ..., ex) = yx e H (ej);il =
w,2
1. De fato,
o
€k7"'7 Z ek‘aej . "<ek7€j>'yj7
J=1
Como (eg, e;) = g , segue que s (eg, . . ., €;) = Y. Agora, vamos mostrar que (ej)ji1 =
w2
1. Com efeito,
1
2
€)oo = su e; .
H( 7)im1 02 weB(IZ), Z o (€5)

. ~ !, . . .
Pela caracterizacao do dual de £, sabemos que ({5) é isometricamente isomorfo ao
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

espaco (2. Além disso, cada ¢ (e;) = ¢, e a sequéncia (¢;)72; € By,. Logo

e;) o = sup o (e;
L, (S )
sup ZI%
(cpj)] 1€BE2 —
~ [,
(@j)?’;leB@
:17
e, portanto, e]);ilH
w,2

Partindo do que j4 foi provado e usando a definicao de operador 2-somante, temos

<Z|yk|2> = <Z|S(€k,---,€k)|2>

<)+ (Menalls)”

:’/TQ(S),

[T

[o.¢]
e, portanto, » |yk\2 < 00.
k=1

[e.9]
Reciprocamente, supondo que Y |y;]% < oo e definindo a = (|y;|)22,, temos a € £y.

7=1
Defina v : ¢; — F por

Z z,e;) sgn (y;) -
J=1

O operador v, claramente, estd bem definido, é linear e continuo. Além disso, ||v|| < 1.

Agora, seja M : ly X -+ X {3 — {1 um operador dado por

A o
M} (x1,...,T,) = axy -+ Ty, COM Ty -+ Ty = (:E’lx;)zzl
1 1 1
Tomando 1, xs, ..., x, € {s, sabendo que 5 + -+ 5= %2~ / e usando a desigual-
| —

n parcelas

dade de Holder temos

@i,

2 - (4.4)

(Sleteattt) " < ey,

Como n > 2 por hipétese, segue que ¢z C ¢5. Sabdendo que a € {5, concluimos que
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

azy -+ -, € {1 e, portanto, o operador M estd bem definido. A multilinearidade e a
continuidade de M sao claras.

Afirmamos que s = v o M.De fato, para (z1,...,x,) € {3 X -+ X {9, temos
v (M (x1,...,2,))

= Z (M? (z1,...,2,) ,€5) sgn (y;)

j=1
= Z (axy -z, e5) sgn (y;)
j=1
=D (il ot 2) 2, es) sgn ()
7j=1
=> <Z il - > sgn ()
7j=1
=323 (ot atens) bl son 1)
=1 =1
= afad |yl sgn (y;) - (4.5)
7=1

Como, para cada i € N, 27 = (x, e;), temos em (4.5)

v (M (21, wn)) = > a2 [ys] sgn (yy)
J=1
- yj
= E <x17€j> <xmej> |yJ | ]|
=1 Yi

WE

(T1,€5) (T, €5) Y
1

<.
Il

(xl,...,xn).

V)

Agora, sabendo que n > 2 e a € ly, defina o operador M1 : fy x «++ X ly — £y
por M"Y (xy,..., 2, 1) = azy-+-2,_1. Pelo mesmo argumento de ([4.4)), o operador
M1 estd bem definido, é multilinear e continuo. Afirmamos que M"! é 2-somante

e my (M21) = ||a||,. De fato, note que

Myt (@1, 1) = Ay @

= (el 2t zn ),
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Y| mlf e '1’]2—1616

[
NE

k=1

[
NE

|yk| <$1, €k> T <33n—1> €k> €k-

e
Il

1

. . 1\ m A~ .
Paracadat=1,...,n—1em € N, seja (a:f)j_l uma sequéncia formada por elementos

de ¢5. Entao
Z Mg_l (lev ’xnfl) TJ (t)
j=1
= Zale Lp—1Tj (t)
j=1
Z (|?/k’ 5”1 kT 'sz—Lk):):l rj (t)
7j=1
Z Z A Lkekz) rj (t)
Z (Z ) kT wizfl,krj (ﬂ) €k
= lul (Z (] ex) - (xh i en)r; (t)) €k,
=1 j=1
e, assim,
1| m 2
[ @l ) o) a
o |5
L= m . . 2
= / Z |y | (Z (1, ex) - (xh_1,en)r; (t)) er| dt
0 |k=1 j=1
1 oo m 2
[ | (St ot )| a
0 k=1 j=1
00 1| m . . 2
= Z |yk|2/ Z (@], en) - (xh_y,en)r; (t)| dt. (4.6)
=1 j=1
Usando a igualdade (|1.4)
X 2 3 1
m ) ) m ) 2
(/o ;<I{,6k>~"<$i_1,6k>7"j (t) dt) = (;‘<x{,ek> < ’ 1,ek>‘ ) (4.7)
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Além disso,

1
2

(oER——
) (iuxz,ew)% ..... (5]

..... || - (4.8)

w,2

=

Sendo assim, comparando (4.6), (4.7) e (4.8), temos

1| m ? %
RS AR PICI R
0 i—1
J l2
- m 5 m
<lall, - | @7, @

e, portanto, M?~! é 2-somante e 7 (M) < ||a||,. Vamos mostrar agora que ||a]|, <

7y (M"~1). Seja m um ntimero natural. Note que M" ! (e;,...,e;) = |yi| e; e também
m m
ZM;71(€i7-~-,€z’)7’i(t) = Z|yz‘”’”i(t)€i
=1 2 =1 2

= (gl i (£)i4

1

Como M~ é 2-somante e [[(e;)!", ]|, = 1, obtemos

(2:? yi2>;
- (fyuyﬂeiu?)

- [ =@l

[NIES

V)
[NIE

_ /01 iri(t)Mg_l(ei,...,ei)

Sendo m arbitrério, segue que ||all, < o (M271).
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Finalmente, seja (z1,...,2,_1) € f2X---x {5 e defina o operador W iy XXy —
L (¢35 ¢1) por @ (x1,...,Tpn1) = Muyy..z,,_,, Onde

Mam...a:n,l (In) =Qar1---Tp.

Entao, chamando @ = ax; - - - 2,1, segue que @ € {5 e assim My, 4, (Tn) = Mz (x,) =

ar, = (a;xt);,, temos

T oy )|

H a( 1, sy bn 1) L(t23t1)

= sup |[MP(z1,...,20-1) (zn)
[EZIPS

= sup || Moo, (xn)||1

l[zn ;<1

= sup |[[az, |,
Janllp<1

— ; [oe)
= Sup ” (aix;L)z‘ﬂHl
llznllo<1 B

= sup sup Z |z, | (com (¢);cy € 04 = loo)
lenlla<1| (0)52, ]| <1 i=1

= sup Z |@;zi| (com z; = pixl e (2)2, € Uy = ly)
H(Z@)filuﬁl 1=1

= 1@y, = llally = llazy - - 2l
= ||]\4(7;_1 (f[)l, ce ,In_l)HQ .
Portanto, ]\/45 é 2-somante e o <]\/4§> = mo (M) = Jla||,. Agora, se para cada
1 =1,...,n, a sequéncia (xf)jil ¢é formada por elementos de /5, temos

1
(ZHMs <xi,--.,xf;>ui)
j=1

N[

<
NgL
S)
—
8
=,
IS
:M
0
SN—
—
8
:K)
SN—
no
N——

D=

IN

Il
/N N N
ingl;
S)
—~
5
B
zh
|
-
—

8
§Q

[N}
~_—

<
agl
3)
—

8
—_ts.
B
3§
L
N—
BN
3&5
T o

~___
[N
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. N
o —
<@z (Z |72 i) )
j=1
= H(:C%)jozl w,27T2 (Mg) H(le)jil w,2 H(:C%_l)jil w,2
i <MZ) (le)]oil w,2 o H(x%_l)]oil w,2 H (x%)]oil w,2 .
Isto nos diz que M) : ly X --- x ly — {1 é 2-somante e também 5 (M) < ||al,. Por
outro lado, sabemos que [[v|| < 1es=wvoM" logo
00 ' o, 9] ' -
Z“s(m{,,xﬁ)“ = ZHUOM; (x1,....20)||
=1 =1
[e9) ' o
< D lelP g (o,
=1
]oo | -
j=1
w2l veo |12 e |12
Y
e assim, s é 2-somante e my (s) < m (M) < |la||,. Portanto, m (s) = |al|,, como
queriamos. O

Teorema 4.5. Sejan > 2 um numero natural, F, G espacos de Banach,ev : F — G
um operador linear limitado. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes :
(1) Para quaisquer espagos de Banach Ej, ..., E, e todo operador 2-somante u :
Ey x---x E, = F, a composicao v o u é quase somante.
(11) Para todo operador 2-somante u : Uy X -+ X by — F, a composi¢ao v o u é
quase somante.

(7i1) v tem tipo 2.

Demonstracao. (i) = (ii) Considerando Fy = Ey = ... = E,, = {3 em (i), o resultado
¢ claramente satisfeito. Além disso, a implicacao (iii) = (i) segue diretamente da
Proposicao 4.4. Assim, resta apenas mostrar que (ii) = (i7i). De fato, suponha que
(17) é verdade e defina o operador W, : Iy (¢, ..., lo; F') — I4s (bo, . .., lo; G) por

U, (u) =vou

para todo u € Iy ({y, ..., 0 F). E claro que V¥, estd bem definido. Note que ¥, é

uma aplicagao linear. Com efeito, sejam ', u” € Iy (¢, ..., ¢; F) quaisquer, e A um
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escalar. Se © = (z1,...,x,) € ly X - -+ X {3, entdo

U, (v + M) (z) = v ((u' + ") ()
=v (u (z) + M (x))

e como v ¢é linear, obtemos

Uy (0 + M) (2) = v (v (2)) + do (u” (z))
— (wou!) () + A(wou) (x)
=T, () (z) + A\, (u") (z) .

Logo ¥, (v + Au") = ¥, (u) + AV, (u”) e, portanto, linear.

Afirmamos, ainda, que W, é limitada. Para verificar essa veracidade, tome uma
sequéncia (u]) , formada por elementos de Il ({5, ..., ls; F') de modo que u; — u €
Iy (6, ..., O ) implique em W, (u;) — w € 45 (o, ..., 2; G). Entdo, para qualquer
T = (x1,...,2,) € ly X -+ X Ly, temos u; (r) — wu(z) € F. Sendo v uma aplicagao
continua, vale v (u; (z)) — v (u (z)) € G. Além disso, para cada u € Iy ({s, ..., {2 F)

a composicao v o u é continua, logo

(v ouy) — (vou)|| = [vo (u; —u)|
=sup {|vo (4 — ) (@)l : aill, <1, i=1,...n}
N llwill, <1,i=1,...n}
(@) p: lzll, <1 i=1,...n}
(@) p: il <1 i=1,...n}

sup{|v u; —u) (x

IN

sup { [Jo]} [|(w; — u)
)

lvll sup {1 (u; — u

= vl flu; = wll-

Portanto, fazendo j — oo, concluimos que vou; — vou, ou seja, ¥, (u;) — ¥, (u)
e, pela unicidade do limite de uma sequéncia, segue que w = ¥, (u). Assim, pelo TGF,

¥, é limitado e entao
Tas (V0 8) = Tas (W, (5)) < ||, || m2 (s), para todo s € Iy (lg, ..., 1ls; F). (4.9)

Seja (y;)i,, com y = 0 para todo k > m, uma sequéncia em F e considere o operador

S :ly X -++ X Iy = F definido por

s(x1,...,2,) :Z(xl,ei>~...~(xn,ei>yi.
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Pela Proposigao 4.4

T2 (s) = (Z |yi|2> - (4.10)

Como s (e;,...,e;) =y; parai=1,...,me |[(e;); ]|, =1 pela definicao de operado-

N|=

2

dt

m

res quase somantes, segue que
> ri(t)o(y)

1
/Oi_l

1
-\

< 70s (005) (le)allz)

=T (VOS). (4.11)

[\
N|=

Zri(t) (vos)(e,...,e)

Entao, juntando (4.9) e (4.11) deduzimos que

/

2
dt | <[]y 2 (s)

Zﬁ' (t)v (vi)

1
2

ey (zw) |
1=1

ou seja, v tem tipo 2. O

Corolario 4.6. Seja n > 2 um numero natural e F um espago de Banach. Entao,
sao equivalentes as sequintes afirmacgoes:

(a) Ainclusaolly (Ey, ..., Ey; F) C 1l (B, ..., Ey; F) mantem-se, para quaisquer
Ey, ..., E, espacos de Banach.

(b) A inclusao Ty (ba, ... lo; F) C ys (ba, ..., Ly F') é valida.

(¢) F tem tipo 2.

Demonstracao. Primeiramente, considere o operador limitado v = Ir : I — F. Dado
u € Iy (Ey,..., By F), temos que u = Ip ou = v owu. Portanto, pelo Teorema ,
segue claramente que (a) = (b), (b) = (¢) e (¢) = (a). O

64



Apeéendice

Para deixar nosso trabalho o mais didatico possivel e, consequentemente, evitar
duvidas desnecessérias, dedicamos esse apéndice para demonstrar alguns resultados

que assumimos verdadeiros durante o desenvolvimento dos conteidos apresentados.

Lema 4.7. Seja (1), uma sequéncia de fungoes de Rademacher e a = (a,),—, € .
2 oo
dt = Z lan)” .
n=1

Entao,
1 oo
/ Z ATy (1)
0 |n=1

Demonstragdo. Seja (S,),—, uma sequéncia, tal que S, = > a;ry. Entdo, paran > m,
k=1

temos

2 2

n n

1

190 = Slliyon = || Do awrl| = [ | D2 awm ()] dt
k=m-+1 La[0,1] O |k=m+1
1 n n
:/ < Z a;T; (t)) ( Z Qa;T; (t)) dt
0 \i=m+1 j=m+1
1 n n
0 \i=m+1 j=m+1
1 n
= / Z Cliaﬂ"i (t) T’j (t) dt
0§ j=m+1
n 1
= Z aﬁj / T (t) T’j (t) dt
ij=m+1 0
n 1
AL
k=m+1 0
= >
k=m+1

Como a = (a,),, € {5, obtemos

2 2
Z |ak|” — 0= [[Sn = Smllz 0, — 0
k=m+1
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

e assim, (5,),—, ¢ uma sequéncia de Cauchy em L, [0, 1]. Sendo L, [0, 1] um espago de

Banach, segue que (5,,),~, é convergente. Portanto,

oo n

g |ak|2 = lim E |a;€|2
n—oo

k=1 k=1

n 2

= lim Z arTs
n—oo
k=1 L2[0,1]

o 2
= Z agT

k=1 L2[0,1]

1| o 2

:/ Zakrk (t) dt,

0 |n=1

o que finaliza nossa demonstracao. O]

Teorema 4.8 (Versao geral da desigualdade de Holder). Sejam (E, %, 1) um espago

de medida, r € [1,00) e py,...,py € [1,00] tais que
1 1 1
=
TP PN

Se fie L, (E),i=1,...,N, entdo fi---fy € L, (E) e

oIl < W filly,, o I, -

Demonstracao. Faremos a prova por indugao sobre N. De fato, vejamos primeiramente

o caso N = 2. Desde que 1 =r/p; + r/ps, temos

/E ool dp = 1 fol
<Nl 15511,

= Il £l

e, portanto,

Lfellp, < MlAllg, 12, -

Suponha agora que o resultado vale para N — 1. Se py = oo, entdo resulta de |fy| <

|fxll,_ e da hipétese de indugao que

[fr- Il < e Fvaalle, [nll,

<Al - vl I, -
P1 PN-1 PN
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4. Uma caracterizacao para espagos de tipo 2

Se py < 00, entao note que

PN PN
p = eq:=—

PN —T r

sdo expoentes conjugados em (1,00) e rq = py. Aplicando a desigualdade de Holder

com os expoentes 1/r = 1/rp 4+ 1/rq e usando a hipdtese de indugdo, com rip =
L ... 4 1 obtemos
p1 PN-1

1o fvea) - Inllp, < WA Ivaalle,, 1N,

< Az, - lfv-illg,, Il -
P1 PN-—-1 PN

O

Proposigao 4.9. Sejam 1 < p,q < oo tais que i—i—% = 1. Se (ej);'il € l, , entao
H(%‘);O:l =1

w7q
Demonstracao. De fato,

1
q

H(ej)jil

— suwp (Z |so<ej>|q)

w,q (ﬂEB(ep)/

Usando a caracterizacao do espaco dual de ¢, temos

1
00 q
lenz) = s (Yl
w,q (vj)€Beg \j=1
R
(p5)€Be, q
finalizando a prova. [

Lema 4.10. Seja E espaco de Banach. Entao l«, (E) = (< (E).

Demonstragao. De fato, se (z,),—, ¢ uma sequéncia em E, entao

@)zl = sup ||z
neN

= sup sup | (z,)| (por Hahn-Banach)
neN peBg/

= sup suple (z,)]
pEBE neN

= sup [[(¢ (zn))nlill,, -
pEBEy

Portanto, o, (E) = (% (E). O
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