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Resumo

Um novo estado da matéria de interesse atual ¢ a dos chamados isolantes topologicos.
Estes materiais tem despertado grande interesse por apresentarem um comportamento
eletronico muito peculiar que surge da topologia nao-trivial da estrutura de bandas. Esse
comportamento peculiar é caracterizado pela existéncia de um fluxo de elétrons (semelhante
a um condutor) somente em suas superficies enquanto que em seu interior sao isolantes.
A existéncia de uma superficie metalica nesses materiais nos permite ter controle da
magnetizagao ao aplicar um campo elétrico, ou uma polarizagao elétrica ao aplicar um
campo magnético sendo este efeito conhecido como magnetoelétrico e este mesmo efeito
foi previsto no estudo dos Axions. Sendo assim, a importancia em estudar esses tipos de
materiais ¢ devido ao seu potencial para aplicagoes em nano-dispositivos, spintronica e
computacao quantica. Nesta dissertagao, estamos interessados em um modelo solucionavel
numericamente para sistemas formado por um isolante topologico caracterizado por um
termo axionico #(z). Para tal, desejamos teoricamente analisar o comportamento da
propagacao da luz no interior desse material de modo que a topologia nao-trivial da
estrutura de bandas dependera da variacao de mais de um parametro do sistema. Com isso,
as principais contribui¢des do nosso trabalho, foram a obtencao das estrutura de bandas,
grafico da massa efetiva e o grafico da diferenca entre os gap’s para fotons dependentes de

mais de um parametro do sistema.

Palavras-chaves: isolantes topoldgicos.fotons.estrutura de banda.cristais fotonicos.métodos

numeéricos.axions



Abstract

A new state of the matter of current interest is the so-called topological insulators. These
materials have aroused great interest to present a very peculiar electronic behavior that
arises from the non-trivial topology of the band structure. "Exotic" behavior is characterized
by the existence of a flow of electrons (similar to a conductor) only on its surfaces while
inside it are insulating. The existence of a metallic surface in these materials allows us to
have damaging control when applying an electric field, or an electric polarization when
applying a magnetic field and this effect is known as magnetoelectric and this same effect
was predicted in the Axions study. The importance of studying these types of materials is
the possibility of technological applications in quantum computing and spintronics. In this
dissertation, we are theoretically interested in a numerical model solverable to systems
formed by the junction of a topological insulation and a common insulation characterized
by an axionic term. For this, we wish to analyze the behavior of light in this type of system
so that the non-trivial topology of the structure of bands will depend on the variation of
more than one parameter of the system. The main contributions of our work is to obtain

of band structures for photons dependent on more than one parameter of the system.

Keywords: topological insulations. photons. band structure. photonic crystals. numerical

methods.axions
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INTRODUCAO

Desde a pré-historia que comecgou ha cerca de 2,5 milhoes de anos atras a humani-
dade vem desenvolvendo interesse pelo conhecimento, confeccao e utilidade dos materiais.
Assim, as pessoas pré-historicas utilizaram-se de materiais naturais para confec¢ao de
ferramentas baseadas em seus conhecimentos sobre as propriedades desses materiais como
dureza, durabilidade, etc [33].

Com o passar dos anos, o formato de producao e utilizacdo dos materiais foi
evoluindo tornando crescente o interesse e a necessidade pelo conhecimento de novos
materiais e novas ferramentas que possibilitem trabalhar com velocidades cada vez mais

altas e a um custo cada vez mais reduzido.

Estudos na fisica de semicondutores nos permitiram manipular elétrons em cris-
tais moleculares possibilitando controlar as propriedades condutoras de certos materiais,
iniciando assim uma revolugao tecnoldgica na eletronica e proporcionando a fabricacao
de dispositivos compactos que favorecem os sistemas que gerenciam informacoes como
por exemplo, o transistor que permitiu um progressivo avanc¢o nas telecomunicagoes, no

processamento de informacoes, etc.

Gragas ao crescimento subsequente no conhecimento cientifico, tecnolégico e a
necessidade imperiosa da busca pela miniaturizacdo de dispositivos e sistemas de infor-
macao de maior velocidade levaram os pesquisadores a brilhante idéia de usar fotons
em vez de elétrons como portadores de informacoes. Com isso, muitos pesquisadores
passaram a aprofundar-se no estudo de estrutura da matéria e passaram a usar a luz para
executar fungoes que tradicionalmente eram executadas no campo de pesquisa da fisica
dos semicondutores [35] gerando maior interesse na fabricagdo e uso de cristais fotonicos

(PHC) para alcancar circuitos integrados totalmente opticos.

Nos ultimos anos, descobrir novos materiais e classifica-los em suas diversas fases
é um topico de grande interesse da Fisica da Matéria Condensada. Nesse contexto, uma
nova classe de materiais que apresentam propriedades peculiares conhecidos como Isolantes
Topolégicos (IT’s) tem sido muito estudada pela comunidade cientifica. Estes materiais
dependem dos seus aspectos topologicos cuja origem se deu a partir dos estudos de
fenémenos que remetem a ordem topoldgica como os observados no Efeito Hall Quéantico
(EHQ) no inicio da década de 80. Diferente da maior parte dos estados da matéria onde é
recorrente a quebra de simetria como, por exemplo, a quebra da simetria translacional
observado no processo da cristalizagdo da agua em gelo, o Efeito Hall Quéantico apresenta
estados eletronicos que sao invariantes por simetria, ou seja, esses estados nao quebram

nenhuma simetria mas definem uma fase que chamamos de fase topologica onde algumas
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propriedades fundamentais, como por exemplo, o valor quantizado da condutancia Hall
permanecem inalterados sob variagoes suaves nos parametros do material. Além disso, este
efeito é responsavel pela separagao das cargas de sinais opostos por meio de um campo

magnético.

O Isolante Comum é um material que se caracteriza pela existéncia de um gap de
energia entre os estados ocupados (banda de valéncia) e os estados desocupados (banda
de condugao). Os isolantes topoldgicos, sao materiais que apresentam em seu interior
(desprezando as superficies) um gap de energia proibido que é caracterizado por ser uma
regiao onde nao ha condutancia semelhante aos isolantes comuns e superficies metélicas
onde ha condutancia assemelhando-se a um condutor. Esses materiais se encontram em
um novo estado da matéria que estao protegido por simetria de reversao temporal [18].
Os isolantes topologicos apresentam uma forte interacao entre o spin dos elétrons e a
orbita eletronica, conhecido como interagao spin-orbita ou efeito Spin Hall Quéantico.
Assim como o efeito Hall Quéntico, este efeito que é caracterizado por separar os spins de
diferentes orientagoes também esta associado a uma ordem topoldgica. A existéncia de
uma superficie metalica em Isolantes Topologicos produz uma corrente superficial. Dessa
forma, quando ha um campo elétrico incidente sobre esta superficie temos um campo
magnético. Por outro lado, se temos um campo magnético incidente sobre essa mesma
superficie teremos uma polarizagao dielétrica. Tal efeito é conhecido como magneto-elétrico
e este mesmo efeito foi previsto no estudo dos axions que é uma particula hipotética
proposto por Roberto Peccei e Helen Quinn em 1977 na tentativa de resolver um problema
muito sutil no modelo padrao da fisica de particulas elementares que é o problema da
carga-paridade (CP) na cromodindmica quantica (QCD) para explicar a matéria escura
[14, 36]. Sendo assim, na perspectiva da eletrodindmica, podemos considerar um isolante
topoldgico, como um meio axionico [23, 26, 13, 31]. Estudos em isolantes topoldgicos tem
gerado motivagoes no campo de pesquisa da matéria condensada devido ao surgimento de
materiais com comportamentos exéticos sendo estes fortes candidatos na perspectiva de

aplicagao tecnoldgica.

Neste contexto, o presente trabalho busca fazer uma analise da influéncia de meios
axionicos periddicos na propagacao da luz usando métodos numéricos. Com o intuito
de obter resultados gréaficos da dinamica do féton no meio axionico. Para isso, faz-se
necessario analisar as soluc¢oes da equacao nao-trivial para diversos valores dos parametros
da rede. Devido a equagao caracteristica ser um equacao transcendental pode-se obter

apenas solu¢oes numéricas para uma grande parte dos valores dos parametros de rede.

No capitulo 1 desta dissertacao, faremos um estudo das propriedades dos cristais
fotonicos descrevendo a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios periddicos e o

Teorema de Bloch.

No capitulo 2 sera apresentado uma breve introducgao sobre isolantes topolégicos. Em
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seguida, faremos uma revisao do artigo de Ozaki e Yamamoto (2017) [21] onde estudaremos
a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios axionicos e as estruturas da banda de
fotons neste tipo de cristal. Veremos que os cristais axiénicos possuem algumas propriedades
diferentes dos cristais fotonicos comuns. Neste mesmo capitulo faremos uma revisao do
artigo de Sergeenkov, Furtado e Vieira (2017) [31] onde estudaremos a propagagao de
ondas eletromagnéticas num meio formado pela juncao periddica de um isolante comum e

um isolante topolégico.

O capitulo 3 nao se trata de uma revisao, mas de um estudo inédito da genera-
lizagao do capitulo 2 onde utilizaremos os métodos numéricos para analisar a equacao
transcendental apresentada na revisdo do artigo de Sergeenkov, Furtado e Vieira (2017)
[31]. Nesse caso, mostraremos solugoes numéricas do comportamento da luz em um cristal
fotonico unidimensional formado por isolante topoldgico que dependera da variagao de

mais de um parametro do sistema.

Por fim, nas conclusoes capitulo 4, mostraremos um resumo dos principais resulta-
dos obtidos por Sergeenkov, Furtado e Vieira (2017) [31] e pelo novo modelo numérico
apresentado nesta dissertacdo. Apresentaremos também propostas para trabalhos futuros

relacionados diretamente com os resultados obtidos no capitulo 3.



1 CRISTAIS FOTONICOS

Cristais Fotdnicos (PHC) sdo materiais constituidos por diferentes constantes
dielétricas (materiais isolantes) organizados espacialmente de forma periddica. Essas
estruturas podem ser produzidos artificialmente superpondo materiais com diferentes
larguras e constantes dielétricas se repetindo de forma indefinida em uma, duas ou
trés dimensoes conforme a periodicidade da constante dielétrica ao longo dos eixos de
coordenadas dessas estruturas, ou seja, se a constante dielétrica for periddica em uma
direcao e uniforme nas demais temos cristais fotonicos unidimensionais, periédica em um
plano e uniforme na terceira dire¢ao (cristais fotonicos bidimensionais), ou periédica em

todas as trés diregoes (cristais fotonicos tridimensionais).

// ﬁ ﬁ

Figura 1 — Estruturas em 1,2 e 3 dimensées de um PHC. As cores alternadas representam
os diferentes indices de refracdo. Imagem adaptada de [18].

As propriedades Opticas dessas estruturas podem ser observadas na natureza em
diferentes formas como por exemplo na asa da borboleta de espécie Amorpho Menelaus

cujas asas sao formadas por uma rede peridédica porosa que concede a elas um tom azulado.

18, 2):

Figura 2 — Blue Morpho (a). Aspecto superficial da disposi¢ao das escamas (b); Estrutura
corrugada de uma escama (c); Lateral da estrutura escalonada das calhas que
compdem a escama (d). Imagem adaptada de [2]
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O interessante em cristais fotonicos artificiais é que como sdo materiais construidos
por seres humanos, podem ter sua simetria e geometria previamente definidas, diferen-
temente dos cristais naturais que por serem formados por arranjos de atomos possuem
suas geometrias determinadas pela natureza dos elementos que os compoe [29]. Nestas
estruturas fotonicas nao é permitido a passagem de corrente elétrica através dos dielétricos
de modo que é permitido apenas a passagem da luz e das demais formas de radiacao
eletromagnética através desses materiais. Todavia, a fabricagdo dessas estruturas nao é

uma tarefa muito simples.

O fato dos cristais fotonicos apresentarem uma periodicidade na permissividade
elétrica, é possivel observar que o comportamento dos fétons nos cristais fotonicos é
semelhante ao comportamento dos elétrons nos semicondutores pois a periodicidade da
rede de ambos provoca o aparecimento de um gap na estrutura de bandas 3, 4. Sendo
assim, para a estrutura cristalina eletronica, o band gap representa o intervalo de energia
inacessivel a particula dentro da estrutura; ja para os cristais fotonicos o band gap representa
o intervalo no qual uma determinada faixa de modos eletromagnéticos é proibido, ou seja,
quando a luz atravessa um cristal fotonico as constante da rede determinam quais sao
os modos eletromagnéticos que irdo se propagar e quais serao impedidos de atravessar
o material. Neste contexto, as regioes que nao permitem a passagem da luz através do
material sao chamadas pela literatura de gap fotonico desde 1887 com o trabalho de Lord
Rayleigh [25]. Desta maneira, temos a formagao de uma estrutura de banda foténica 4
(independente da dimensao do cristal) similar as estruturas de banda nos semicondutores
onde na figura 4 o eixo horizontal corresponde ao vetor de onda da radiagdo e o eixo

vertical representa as frequéncias de ressonéncia do meio.

E (eV)

[}
5
F1
L
2

|
[+

Figura 3 — Diagrama de banda do semicondutor (Si).
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Figura 4 — Diagrama de banda de um cristal fotonico.

No geral, a estrutura de bandas fornece o maior nimero de informacgoes sobre as
propriedades do cristal. No caso fotonico, as estruturas de bandas nos dé a relagao das
propriedades da radiacao eletromagnética com as propriedades do meio 6ptico onde é
possivel alterar o tamanho do gap fotonico variando apenas os parametros estruturais da
rede. Existem outras maneiras de alterar o tamanho do gap, por exemplo, adicionando
defeitos nessas estruturas da mesma forma que o doping altera o gap da banda eletronica.
Este feito nos possibilita manipular a luz assim como os semicondutores controlam o
fluxo de correntes elétricas nos materiais. Apesar dos cristais eletronicos e fotonicos
apresentarem muitas similaridades, existem algumas diferengas fundamentais, por exemplo,
os elétrons (particulas) obedecem & equagao de Schrodinger, enquanto que no contexto de
ondas eletromagnéticas os fétons obedecem as equacoes vetoriais de Maxwell. Além disso,
elétrons sao afetados pelo campo intra-cristalino, que necessariamente deve ser levado em
conta nos célculos [15] ja os fétons nao sao afetados pelo campo intra-cristalino. Por esse

motivo, o calculo da estrutura de bandas fotonica é consideravelmente mais "simples".

Embora, os cristais fotonicos seja um sistema com propriedades basicas muito bem
estabelecidas, a criacao de defeitos nessas estruturas que podem ser pontuais ou lineares
tém permitido grandes aplicacoes na tecnologia. O processo de criacao de defeitos nessas
estruturas é caracterizado pela quebra de simetria da rede na qual permite que a luz com
comprimentos de onda proibido se propague no interior dessas irregularidades [8]. Dessa
forma, se o defeito for pontual teremos uma cavidade onde teremos luz confinada sendo
este processo 1til na construcao de dispositivos para confinamento de luz como solugao
para melhorar sensores que detectam forga e movimento [27], e se o defeito for linear,
teremos um guia de onda, como por exemplo, as fibras microestruturadas de niicleo sélido
ou fibras vazadas constituidas por capilares de silica onde o defeito nestas estruturas se da

através da retirada de sete capilares centrais formando um nicleo de ar, violando assim a
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periodicidade da estrutura. Com isso, é possivel guiar a luz numa regidao composta apenas
por ar. Neste caso, tal objetivo foi alcangado em 1999 pelo grupo de J. C. Knight [5]. Sendo
assim, estas fibras podem guiar a luz de maneira suave com poucas perdas de energia [17]
evitando o efeito dispersivo e a absor¢ao Optica presentes na silica sendo estes de grande
aplicacao nas areas como telecomunicagoes, medicina, meteorologia e desenvolvimento de

sensores [4], etc.
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Figura 5 — Cristal fotonico bidimensional com defeito. Imagem adaptada de [8]

Gracas a possibilidade de insercao de defeitos nessas estruturas, somos capazes de

construir dispositivos fotonicos de grande potencial tecnolégico.

O propésito deste capitulo serd apresentar uma descricao da interacao da luz
em estruturas periddicas apontando conceitos e defini¢cbes basicas da fisica dos cristais
fotonicos e da eletrodindmica envolvida. Para isso, comecaremos por descrever de forma
geral a equacao de onda num meio em que suas constantes dielétricas e as permissividades
magnéticas variam com a posicao. Em seguida, faremos uma andlise do problema do cristal
fotonico unidimensional onde as constantes dielétricas e as permissividades magnéticas
da equacao de onda sao constantes. Analisaremos também as estruturas de bandas deste

sistema.

1.1 Propagacido de Ondas Eletromagnéticas em Meios Periddicos

1.1.1 Equacdo de Onda para Meios nao Homogéneos

Desde 1864 fenémenos eletromagnéticos macroscopicos como a luz sao descritos
pelas quatro equacoes de Maxwell. Nesta seccao, estamos interessados do ponto de vista

tedrico em estudar a propagacao da luz (ondas eletromagnéticas) em meios periddicos,
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onde nao haja cargas e correntes livres p = 0 e J = 0. Assumindo essas consideracgoes

temos que, as quatro equagoes macroscopicas de Maxwell podem ser escritas como [10]:

V.- D(Ft) = 0, (1.1)
V-B(Ft) = 0, (1.2)
VxEFt) = —8B(Ft), (1.3)
V x H(F,t) = 0,D(F1). (1.4)

Devido a linearidade dos meios que estamos considerando temos que as relagoes constituti-

vas para tais meios sao dadas da seguinte forma:

D(Ft) = ee(F)E(7,1), (1.5)

B(F,t) = pop(P)H(F,t). (1.6)

onde D(7,t) é o deslocamento do campo elétrico, E(7,t) é o campo elétrico, B(7,t) é
0 campo magnético, H (7,t) é a intensidade do campo magnético, ¢ = 8,85418782 x

1072 F.m~! ¢é a permissividade elétrica, py = 1,2566 x 1075 H.m™!

¢ a permeabilidade
magnética do vacuo, €(7) é a permissividade elétrica relativa do meio e u(7) é a perme-
abilidade magnética relativa do meio que depende do espaco. A constante dielétrica e
magnética do sistema fisico que estamos considerando é real e positiva. Como as equagoes
de Maxwell sdo equacoes ordinarias de segunda ordem, a solu¢do das ondas planas para
essas equagoes sao definidas por uma parte espacial vezes um exponencial complexo do

tipo [10]:

E(f,t) = E(@)e", (1.7)

H(7t) = H(F)el ™. (1.8)

onde w ¢ a frequéncia. Substituindo estas solugoes nas equagoes (1.3) e (1.4) e usando as

relagbes constitutivas (1.5) e (1.6),temos:

Vx EFt) = —uou(P)oH (7 1) (1.9)
TNV x E()] = [iwpou(F)H (F))el =" (1.10)

VxEF) = iwpop(F)H (") (1.11)
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Vx HF ) = epe(R)OE(F 1) (1.12)
WY x H(F)] = [—iweoe(F)E(7)] e (1.13)
Vx H(f) = —iwee(F)E(7) (1.14)

Assim, encontramos duas equacgoes as quais estao relacionadas ao rotacional de
E(7) e H(T) o que estd de acordo com o critério de transversalidade [10], ou seja, no
formato vetorial da luz a oscilagao do campo elétrico e magnético sao perpendiculares

entre si e entre a direcao de propagacao da onda representada por k.

Isolando entdo E(7) na equacdo (1.14), teremos assim:

B = — ¥ x A (1.15)

wepe(T)

Substituindo a equagdo (1.15) em (1.11):

wioﬁ « L(lf)ﬁ « F[(F)] — iwpop(M A () (1.16)

vV x [16 « F[(F)] — WReopop(M H(P) (1.17)
() = oMot .

V X L(lf,)ﬁ X ﬁ(F)] = gu(ﬁﬁ(ﬂ (1.18)

De modo anslogo, isolando H () na equacdo (1.11), temos:

A0 = eV < B (1.19)

Substituindo a equacdo (1.19) em (1.14) temos a equacao geral da onda para E(7):

w2

< L(1F> 7 x E(f’)] = CGLEG (1.20)
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Sendo assim, obtemos de forma geral a equacao de onda para meios dependentes

da posicao. Note que as constantes €y e po foram ajustadas para produzir a velocidade do

1
NGITH

Agora, temos que adaptar as equagoes (1.18) e (1.20) a um cristal fotonico unidimen-

vacuo da luz, ¢ =

sional e resolve-las com suas devidas condigoes de contorno para podermos compreender
como a onda eletromagnética se propaga nestas estruturas. Mas antes disso, iremos estudar

o teorema de Bloch o qual é fundamental para analise de regioes periddicas.

1.1.2 Teorema de Bloch

Nesta secao, estamos interessados numa abordagem qualitativa sobre o Teorema
de Bloch e portanto, muitas demonstra¢oes nao serao feitas. Considere um sistema nao

magnético, constituidos por uma constante dielétrica €(7) e comprimento a periédico:

—

€(r) =e(F+ R;),i=1,2,3 (1.21)

Dessa forma, a solugdo da equagao (1.18) para as regides periddicas é a solugao de

Bloch descrita na sua forma geral:

H(7) = ¥, 5(7) (122)

Assim a equacao de onda, torna-se:

v x 'E(lf,)vXeik”nv,;(m _ walk) i, ¢ () (1.23)

Onde wn(lg) sao os autovalores e ﬁnﬁ ¢ uma funcao periédica. A célula primitiva
é considerada finita se k for periodico em todas as diregoes, isso significa que temos um
sistema confinado levando a autovalores discretizados por n = 1,2, 3. ... Esses autovalores
wn(E) sao funcoes continuas de k e formam estrutura de bandas relacionada as frequéncias
dos modos eletromagnéticos quando plotadas graficamente em relacao ao nimero de ondas.
Assim, em uma estrutura de banda tanto w quanto k sdo quantidades que se conservam,
isso significa que uma estrutura de banda mapeia todas as possiveis interagoes no sistema.
Além disso, a solucao em k é a mesma que uma solugao em k+ éj onde C_jj ¢ um vetor
primitivo da rede reciproca definido por R; - ij = 2md; ;. Gragas ao Teorema de Bloch
podemos restringir a analise do sistema apenas a uma regiao denominada de primeira zona

2

de Brillouin. Para o caso de um sistema unidimensional teremos que Ry = a e G; = <" e



Capitulo 1. CRISTAIS FOTONICOS 11

a primeira zona de Brillouin ¢ a regiao em que k = =* ...~ Todos os outros vetores de

ondas sao equivalentes a algum ponto desta zona sob translagdo por um multiplo de Gj.
As estruturas de bandas para guias de onda uniformes surgem como um caso especial do
formalismo de Bloch: a simetria translacional corresponde a um periodo em que a — 0.
Neste caso, a zona de Brillouin do vetor de onda k ¢ ilimitada, e a fungao ﬁn’,; é uma

fungdo apenas das coordenadas transversais [11].

1.1.3 Ciristais Fotdnicos Unidimensionais

Nesta secao, apresentaremos um estudo baseado no trabalho de dissertacao de
Vieira (2010) [32] sobre cristais fotonicos unidimensionais onde serd feito um tratamento
analitico da incidéncia dos modos eletromagnéticos num meio periédico simples constituido
por placas alternadas com constantes dielétricas €; e €5 periédicas em 1D ao longo do eixo
z. Sendo assim, considere um sistema em que a onda eletromagnética incidente no meio
periodico seja com direcao de propagacao perpendicular ao plano das placas do cristal

(incidéncia normal) k = kZ e 7" = 22:

0 b —+a a+h
2

Figura 6 — Estruturas em 1 dimensoes de um PHC. As cores alternadas representam os
diferentes indices de refracdo. Imagem adaptada de [32].

Devido a periodicidade, podemos caracterizar o sistema tomando apenas os valores
de z restritos a célula unitaria, ou seja, valores que pertencem unicamente a regiao
compreendida entre 0 < z < (a+b). Por causa disso, os modos eletromagnéticos satisfazem
o Teorema de Bloch [15, 11]:

H(z) = e*#iiy,(2) (1.24)

E(2) = e™i(2) (1.25)

onde k estd associado ao momento cristalino da onda, u(z) é a fungdao periddica que

possui a mesma periodicidade que o cristal e a exponencial e*** pode ser vista como uma

representacao da onda plana.
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Considerando agora as possiveis projecao do vetor E e H sobre o plano zy e
desenvolvendo matematicamente a equagao de onda (1.18) para meios homogéneos que

sao as regioes sem interfaces compreendidas entre g <z< % + a, temos:

E(z) = E(2)i, (1.26)
H(z) = H(2)3. (1.27)
V x 16 Xﬁ(z)] = guﬁ(z), (1.28)

Usando a propriedade do rotacional:

L orl. o L.
Vx [-V X H(z)} = V[V H(2)] - V*H(2),
Vx|VxH(z)| = —eV2H(2), (1.29)
Temos:
- w? -,
WHmzz—gmm@
5o = w2 -
V2H () + gueH(z) = 0. (1.30)
- 0? o? o? ~
onde V2 = Ere) + a—yQ + gy é o vetor Laplaciano operando no campo vetorial H(z).
Assim:

PH() | FH() PHE) b by g

Ox? oy? 02?2 c?
0 0
d*H(z)  eu
72 —|—§w H(z) = 0 (1.31)

De modo analogo, obtemos a equacgao de onda para E (r):

Vx [VxE@| = —eVE®, (1.32)
5o = wQ _
VQE(F)+§MEE(F) = 0. (1.33)
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Temos:

d’E(z ) 2
E
dz? 02

(2) = 0 (1.34)

Vamos agora impor as condigoes de contorno nas equagoes (1.24), (1.25) (1.31) e

(1.34). Temos dois tipos de condigdes de contorno:

e Condicoes de Bloch:

H(a+b) = e*E(0), (1.35)
E(a+b) = " E(). (1.36)
e Condigao de interface:
(151_r>r(1)E(a/2+5) :(ISI_I}(I)E(CL/Z—(S) (1.37)
(lsl_rf(l)H(a/Q—l—(S) :[ISI_I)I(I)H(CL/Q—(S) (1.38)

Obtemos uma equacao caracteristica que depende dos parametros do sistema. O

desenvolvimento matemético desta equagao pode ser visto em [32]:

I
cos(k(a+b)) = cos(qa)cos(gab) + [1/ I2 \/ i ] sin(qra)sin(gzb)  (1.39)
1 2

_ W _ _ M2
onde q1 = L /€11, @2 = L\/eapa, I1 = ;, = 2 sendo que I; e I, representa a
impedancia do sistema, a e b sdo os parametros estruturais do cristal, ou seja, é o tamanho

das placas.

Observe;: A equacao transcendental nos da a relacao de dispersao entre a frequén-

cia e o vetor de onda.

Observe,: A solu¢ao para o nosso sistema depende das condi¢ées de contorno e
estas s@o dadas no ponto. Sendo assim, no ponto z =0 e z = (a + b) nds temos € e nos
b

pontos 2 = 5 e 2 = % + a nds temos €, por causa disso, as equagoes de ondas (1.31) e

(1.34) sao para meios homogéneos.

O membro esquerdo desta relagdo ¢ limitado entre —1 e 1. Por causa disso, a
frequéncia w(k) nao pode assumir qualquer valor sendo restrito a valores permitidos e
proibidos pela relagao de dispersao (1.39). Dessa forma, surgem as bandas de frequéncia

permitidas e proibidas.
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Figura 7 — Estrutura de banda num cristal fotonico unidimensional. Imagem adaptada de
(32].

Na figura 7 é possivel observar que a largura do gap obtida por Vieira (2010) [32]
depende da variacdo dos pardmetros estruturais do cristal fotonico representado pelas
letras a e b. Se a relacao g aumenta implica que b > a, ou seja, aumentamos a largura
da placa da cor azul e consequentemente temos uma reducao na largura dos gaps. Na
ilustracao, esse efeito pode ser observado para g = 5. Ja no caso em que g diminui implica
que b < a, assim aumentamos a largura da placa da cor branca aumentando assim a
resisténcia do cristal a propagacao de luz e consequentemente temos que a largura dos

gaps aumentam como é mostrado na ilustracao do grafico para g =0,2.
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2 CRISTAIS AXIONICOS

Neste capitulo, o nosso principal objetivo é fazer uma breve revisao sobre isolantes
topologicos, apontando a diferenca que existe na estrutura eletronica de um isolante comum
e um isolante topolégico, bem como discutir seu grande potencial na aplica¢ao tecnolégica.
Depois de uma explicagdo sobre o que torna alguns isolantes "topoldgicos", nosso interesse
serd fazer uma revisao dos artigos de Ozaki e Yamamoto (2017) [21] e Sergeenkov, Furtado
e Vieira (2017) [31] onde apresentaremos um estudo da propagacao da luz em um tipo de
cristal formado por isolantes topoldgicos cujo parametro topologico é caracterizado por

—A\

um termo axionico ou ()

2.1 Isolantes Topolégicos

Nos ultimos anos, uma nova classe da matéria de interesse atual e que tem sido
estudada por diversas linhas de pesquisa é a dos estados topoldgicos da matéria. Sabe-se
que a maior parte dos estados da matéria sao caracterizados pela quebra de simetria
translacional, rotacional e simetria de gauge. Um exemplo simples desse fendmeno é a
cristalizacao da agua em gelo onde a quebra de simetria ¢ translacional. No entanto, uma
grande descoberta nos anos 80 um século apds a descoberta do Efeito Hall, Klaus von
Klitzing, G.Dorda e M.Pepper mostrou experimentalmente que uma quantidade de elétrons
em duas dimensdes num semicondutor a4 baixa temperatura e sujeitos a um forte campo
magnético, semelhante ao que acontece no Efeito Hall apresenta um tipo de estado da
matéria completamente diferente dos estados conhecidos até entdao. Estes estados estao
associado ao Efeito Hall Quantico (EHQ) [19, 16] que é um efeito que ocorre devido ao forte
campo magnético onde os elétrons sao separados espacialmente e migram para as bordas
superior e inferior da amostra formando um canal de trafego em diferentes direcoes, assim
surge uma corrente elétrica que passa a ser transportada ao longo das bordas desta amostra
com fluxo em apenas uma diregao (unidirecional) e ndo apresenta dissipacdo, enquanto que
o interior da mesma se comporta como um isolante. Porém, diferente do que acontecia no
Efeito Hall, a condutividade transversal da amostra nao apresentava um comportamento

linear com a variagdo do campo magnético, a mesma passava a ser quantizada em niveis de
2

e
7 Por causa disso, este novo efeito foi denominado de Efeito Hall Quantico, para o qual a

2
.. . . €
condutividade transversal o, passa a ser discretizado o, = nﬁ, n=1,2,3... Os estados

associado ao Efeito Hall Quantico também chamados de estados de borda nao apresentam
quebra de simetria (simetria translacional, rotacional e simetria de gauge), mas apresentam
quebra de simetria de reversao temporal (TR) de forma explicita onde os elétrons nas

bordas nao podem mudar o seu estado de movimento. Recentemente, foi descoberto uma
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nova classe de estados da matéria chamado de Isolantes Hall Quéntico de Spin (IQHS) ou
Isolante Topolégico Bidimensionais (IT) [20]. Embora essa nova classe de estado seja muito
semelhante ao estado Hall Quéntico, eles se diferem em alguns aspectos. Em particular,
para se observar o estados Hall Quéantico é necessario aplicar na amostra um forte campo
magnético externo ao qual produz uma quebra de simetria de reversao temporal (TR), do
contrario, os estado IQHS s@o invariantes por simetria de reversao temporal (TR) e nao
necessita de um campo magnético externo para ser observado, mas ¢ possivel obté-lo em
certos modelos tedricos por meio de uma jun¢ao da simetria de reversao temporal e uma
forte interacdo (acoplamento) spin-érbita. Essa interacao spin-orbita forma quatro canais
de spins de diferentes orientacoes nas bordas da amostra consistindo de um ntmero impar
de movimentos para frente (para cada estado de spin) e um niimero impar de movimentos
para tras (para cada estado de spin) [24]. Esses estados sao classificados pelo niimero Z
[12]. O nimero Z, implica que sistemas invariantes por reversao temporal tem duas fases
uma ¢é o isolante comum, enquanto que a outra é o isolante topoldgico [9], ou seja, sdo
materiais que sao isolantes em seu interior (semelhante a um isolante comum), mas podem
suportar um fluxo de elétrons em sua superficie devido & ordem topoldgica (semelhante a

um condutor). Este efeito foi observado pela primeira vez em filmes de HgTe [26, 13].

(a)

-~
Estado Isolante
. e (e " Banda de conducéo
) ? I ap
| :
< Banda de valéncia
-
(b) B Momentum
Estado Hall Qantico
a o N = « | Banda de conduc&o
{ _A_I [__4_, &) (®) S o o —
e L = LA :C: I P /Estados de Superficie
o5, 50 Ki2) i
s . i Banda de valéncia
' . b ' ¥ e W ¥ W 5 i \ R
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— = s ~onrry ™ b - _.--""-.-
} Spin “down @ I(‘ap T/ |
— T&ain “up” e
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Figura 8 — Estados eletronicos de um isolante comum e de isolantes topologicos. Imagem
adaptada de [32].

A figura 8 ilustra a estrutura eletronica de um isolante comum na qual é caracteri-
zado por um gap entre as banda de valéncia e a banda de condugao, na sequéncia temos um
sistema que apresenta o efeito Hall quantico na qual se difere de um isolante comum pelo
surgimento de estados de superficie condutores que possuem um tnico cruzamento entre a

banda de conducao e a banda de valéncia de modo que nas bordas do sistema os elétrons se
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movimentam de um jeito diferente dos elétrons que se encontram no interior, essa diferenca
¢é devido as orbitas dos elétrons das bordas nao se fecharem e portanto saltam de uma
orbita para a outra. Por causa desses saltos, surgem os estados eletronicos que se propagam
pelas bordas do sistema em apenas uma direcao. Sendo assim, o sistema que representa o
isolante topoldgico também se caracteriza por apresentar estados de superficie condutores
um namero impar de cruzamentos entre a banda de conducao e a banda de valéncia
dando origem a cones de Dirac. A existéncia de uma superficie metalica nos isolantes
topologicos nos permite ter o controle da magnetizagdo ao aplicar um campo elétrico ou
uma polarizagao ao aplicar um campo magnético, este mesmo efeito magnetoelétrico foi
observado nos estudos dos Axions. Sendo assim, do ponto de vista eletrodindmico o Axion

pode ser considerado como um isolante topologico.

O termo axionico surgiu no contexto da fisica de altas energias na tentativa de
resolver o problema carga-paridade (CP) da cromodindmica quantica (QCD) sendo este
conhecido pelos fisicos de particulas como campo axionico. Assim, a acdo do campo

axionico uniforme pode ser vista como um termo topolégico na QCD [30].

Muitos grupos de pesquisas tem se interessado no estudo de isolantes topologicos,
com a grande perspectiva na aplicacao tecnolégica. Os efeitos topoldgicos encontrado em
I'T’s contribuem para aplicacao em dispositivos de alta velocidade, uma vez que devido as
dispersoes lineares dos estados de conducao podem apresentar uma alta mobilidade, além
de contribuirem para aplicacao de novos dispositivos spintronicos ou magnetoelétricos. Um
deles trata-se da obtencao de dispositivos na escala nanométricas, onde se pode produzir

nanofitas e nanofaixas [28].

2.2 Propagacao de Ondas Eletromagnéticas em Meio Axionico

Nesta secgao, faremos uma revisao do artigo de Ozaki e Yamamoto (2017) [21] onde
apresentaremos um estudo da propagacao de Ondas Eletromagnéticas em meio Axionico.

Usaremos aqui as seguintes unidades h = c=e¢ = 1.

2.2.1 Eletrodinamica do Axion

Estamos interessados aqui na descricao da equacao de Maxwell apresentada no
capitulo 1 modificada por um termo axionico #(x) com o objetivo de estudar a propagagao
da luz nesse tipo de meio, onde nao haja cargas e correntes livres p = 0 e J = 0. Para isto,

vamos primeiro relembrar o eletromagnetismo classico derivado da densidade lagrangiana:

€ = 1 5
= —E*(7,t) — — B*(, kA 2.1
‘C 2 (T7 t) 2,“ (r7t) + J H ( )

onde J* é a densidade de corrente elétrica e A, é o campo escalar.
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Em 1987, Wilczek [36] estudou a eletrodinamica dos axions adicionando uma
lagrangiana que depende do parametro 6 a lagrangiana de Maxwell de forma que teremos
uma descri¢ao da densidade lagrangiana efetiva para sistemas de baixas energias envolvendo
IT’s:

€ = 1 5 e? S S
Log=-E*— —DB*+ J'A —— | OB(7,t) - E(7,t
o= 5B = g B g, (5 ) 0B B
Azion
Lowg = <E2 — L3 gea, s ié(f t)- E(7 ) (2.2)
2 20 Y & ’ ’
onde 6 é o parametro topoldgico e 2;’;; = ﬁ = « é a constante de estrutura fina, e é a

carga do elétron, h = 2wh a constante de Planck, ¢ a velocidade da luz no vacuo.

Considere agora a quantizacao da integral do caminho [30] da teoria (2.2):

Sy = / Lodz (2.3)
1 [, = =
1/d4xﬁ B = n,ninteiro (2.5)
472 - '

Esta quantidade é sempre um multiplo inteiro n de # quando integrada sobre todo
espago-tempo 6(t, %), % =n 0. A quantizacao da integral do caminho mostra que todas
as grandezas fisicas deste modelo é invariante se fizermos uma mudanga 6 — 6 + 27
(transformacao de Gauge) [30]. Devido a essa periodicidade, se fizermos § = —m e 0 =7
veremos que sao equivalentes. Sob reversao temporal, os campos eletromagnéticos sao
transformados da seguinte forma: ELE , BL —Beo campo axionico transforma-se

como 6 Ly —0. A simetria é quebrada para qualquer 0 [21].

A seguir, iremos considerar os meios nao dispersivos descritos pela eletrodindmica
do axion (2.2) com o termo 6 que representa um campo axionico [21] dependente apenas
do espago, 6 = 0(x), e as quantidades € e 1 chamadas de permissividade e permeabilidade

que nao dependem do espago. Posteriormente, iremos considerar um 6(x) especifico.

Assim, as equagoes de Maxwell modificada é representada da seguinte forma [36]:

eV-E = ——V0.-B, (2.6)
272
V-B = 0, (2.7)
VxE = —0,B (2.8)
1o = L1 - =
EVXB = EatE‘i‘ﬁVQXE, (29)
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Tomando a equagao (2.8) e multiplicando por v pelo lado direito e esquerdo, temos:

. OB
— E = — 2.10
Vi = 2 (2.10)
Lo o ~ 9B
Usando a identidade vetorial do lado esquerdo da equagao (2.11):
Vx(VxA) = V(V-A) —-V?4A (2.12)
Temos:
Vx(VxE) = V(V-E)—-V’E (2.13)
Assim, a equagdo (2.11) torna-se:
f e o oy 0 - -
—-V(V-E)+ V°E = E(V X B) (2.14)
Tomando a equagdo (2.6) e (2.9), temos:
6[1v9 B+ VE - 0 B+ lvoxE
2m2e ~ ot Mo
L 1
VB — {EazE—f- 5 0(V0 x )
l =9 2 1 = il
— = E 0 x FE 2.1
LV {at + 50UV x E) (2.15)

As equagoes de Maxwell sugerem a propagacao de onda eletromagnética no meio

viajando a uma velocidade v = \/% Assim a equacao de movimento é:

VV2E = 0E + 55V x O,E

1
I
Qlo
<X
tx
|
-
<l
N
X
SJ

on (2.16)
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Considerando a propagacao do féton na diregdo z e assumindo que 0(z) tem

dependéncia em z. Temos que as equagoes acopladas para F, e £, sao:

OPE,(t,2) — V0P E,(t, ) — 85922) 0 E,(t, z) =0, (2.17)
e

OIE,(t, 2) —v°O°E,(t,2) + aze(;)ﬁtEx(t, z) = 0. (2.18)
e

Uma vez que E, = £ilJ, esses vetores de polarizacao correspondem ao estado de
polarizacao circular do féton "a esquerda’(sinal+) e a "direita'(sinal-) o qual correspondem
a estados de helicidade do féton positivo +1 e negativo —1 (h = +1) [6], as equagoes
(2.17) e (2.18) tornam-se:

0.0(z)

2m%e

OIE,(t,2) — V0 E,(t,z) £i OiE.(t,z) =0, (h==+1). (2.19)

A simetria de translacao temporal nos permite tomar a transformada de Fourrier
no tempo. O calculo detalhado da equagao (2.19) se encontra no Apéndice A.1:

0.0(z)

’E, 20°E,(2) £+
WP Ey(2) + PR EL(2) £

wEy(2) =0 (h==£1) (2.20)

onde w é a frequéncia. Portanto, para uma dada configuragao de 0,6(z) obtemos a equacao

que determina o comportamento de E,(z) (e similarmente E,(z)).

2.3  Estrutura de Banda em Cristais Axionicos

Na eletrodinamica do axion o estudo da estrutura de banda dos fétons é andlogo ao
calculo da estrutura de banda dos elétrons para um potencial periddico. Aqui mostraremos
um tratamento analitico do estudo da estrutura de banda dos fotons para um “potencial do
tipo Kronig-Penney unidimensional”. Posteriormente, tomaremos o limite b — 0 e ¢ — 00

tal que bc = 7. Neste caso, o “potencial” 0,6(z) é expresso como:

0.0(z)=m i d(z —na). (2.21)

n=—oo

onde a é peridodicoen =1,2,3...

A ilustragao do comportamento de 6(z) e 0,6(z) podem ser vistas nas figuras 9
e 10. A configuragdo do parametro peridédico axionico 6(z) é do tipo escada onde para
isolantes comuns f(z) apresenta uma regularidade em 2n7 com n € Z e para isolantes
topolégicos 0(z) = (2n + 1)m para € e p iguais. J& na configuracao do potencial 9,6(z)
temos um comportamento semelhante ao formulado em 1931 pelos fisicos Ralph Kronig e
William George Penney para descrever os estados de energia de um elétron num cristal

sendo este conhecido por potencial de Kronig-Penney unidimensional.
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2 —

Figura 9 — Perfil de 0(z). Imagem adaptada de [21]

0.0(z)

F 3

II |

1 .
t T - =
—a—b2 —a —a+b/2 b2 |0 b/2 a—b/2 a a+b/2

Figura 10 — Tipo de potencial de Kronig-Penney 0,0(z). Imagem adaptada de [21]

Observe;: A configuragdo de 6 é o modulo periddico 2.

Sendo assim, a partir de agora vamos analisar a propagacao da onda nas regioes
do grafico acima para o caso do féton com o estado de helicidade h = +1:

e Regido I para 2 < z < (a — 2) onde 9.6(z) = 0:

W E,(2) +v*0?E,(z) = 0. (2.22)

Solugao:

g

E,(z) = Ae(%)7 1 Be(%)?
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Eu(2) = AeiS*  Be=iK: K=" (2.23)
v
onde A e B sao constantes.
e Regido Il para 22 < 2 < £ onde 9.0(2) = «
W E,(2) + v20?E,(2) + 4;2€wEx(z) = 0. (2.24)
Potencial
Solugao:
Eo(2) = Cev (1 i85) "2 4 pet(has)

Eu(2) = Ce% + Demi@, Q=" <1 ¢ )2 2.25
()= 0 4 D@ Q=2 (14 o (2.25)

onde C' e D sao constantes.

b
2
sobre o intervalo [g — 4, g + 0] e tomando o limite para § — 0, temos que 0,E,(z) junto

Estabelecendo as condigoes de contorno em z = 2, integrando a equagao (2.19)

com E,(z) deve ser continuo em z = 2. Logo,

AeiKD) 4 BeliK3) = Cel-iQ3) 4 DeliQs) (2.26)
LK AeTEY 1K Be's) = —iQCeTEY 1 iQDe'), (2.27)

Além disso, como 0.0(z) na equagao (2.19) é periédico com periodo a, o teorema de Bloch

diz que:
E.(2) = Eu(z+a)=¢*E,2), (2.28)
0.E,(z4+a) = e*9,E,(z2). (2.29)
Estabelecendo as condi¢oes de contorno em z = —%, temos:
Ae~#=5) | BeiK(a—3) — (C’eiQg + De‘iQ%)eik“, (2.30)

—iK Be0=5) 4 K AR (0m2) = (—iQDe "2 1 iQCe™ %) ek (2.31)
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As equagodes (2.26),(2.27) (2.30), (2.31) podem ser colocadas na forma matricial

da seguinte forma:

eﬂ‘K% eiKg —e*ng _eng A
.., —iKb ... iKb L iQb . 1Qb B
—iKe 2 iKe 2 Qe "2 —iQe 2
M= b b b L oe=| ). (2.32)
emiK(a=3) K@=3) o IRe—3) (iQa=3) C
—iK exp fiK(af%) iKeK@=%) iQefIQ(afg) 7iQeiQ(“7%) D

onde, M;;z? = 0.

Uma vez que o det M = 0 é satisfeito esta condicido pode ser simplificada tomando
o limite quando b — 0 e ¢ — oo preservando a constante bc = 7, correspondente a 6(z)
na figura 10. Apés um calculo direto, temos uma solugao nao trivial para cada estado de
helicidade dos fotons:

cos(ka) = cos(Ka)— 1\/fsin(Ka). (2.33)

81

Temos também um calculo andlogo da propagacao de onda nas regioes I e II para

os fétons com o estado de helicidade h = —1. A solugao nao trivial é:
1 /.
cos(ka) = cos(Ka)+ 8—,/—3@71(](@). (2.34)
TV e

onde os diferentes sinais do segundo termo no lado direito das equagoes (2.33) e (2.34) é
devido aos estados de helicidade dos fétons [21].

1
81

degeneradas cos(ka) = cos(Ka) reduzindo a rela¢ao de dispersao do f6ton.

Observe,: se tirarmos o termo Esin(Ka) as duas equacoes acima se tornam
€

w = vk (2.35)

A presenca do termo periddico da origem a uma estrutura de banda 12 dividida
entre os dois estados helicidade. Este fato é devido a paridade. Na figura 12 temos a
representacao dessa estrutura de bandas proveniente das relagoes de dispersao fornecidas
pelas equagoes (2.33) e (2.34) para cada estado de helicidade h = £1 ao qual, observa-se
que para cada helicidade, existe uma faixa de frequéncia que é denominada de faixas
fotonicas %‘1 = n(n = 0,1,2,...). Esse comportamento é semelhante ao dos cristais
fotonicos comuns. Para entender melhor a origem dessas estrutura de bandas observe a

figura 11:
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Figura 11 — Grafico dos lados direitos das eqgs. (2.33) e (2.34) em fungao do Ka. Imagem
adaptada de [21]

Na figura 11 temos a representagao grafica dos lados direitos das equagoes (2.33)
e (2.34) como uma fungao de Ka. Como os lados esquerdos de ambas as equagdes sao
limitados, ou seja, o cos(ka) esta compreendido entre —1 < cos(ka) < +1, ndo existem

solugdes fora desta regido. Assim, usando as equagoes (2.33) e (2.34) pode-se mostrar que
ka

as magnitudes dos intervalos de banda para helicidade h = £1 em “* = n definidas como
A* > 0, sdo todas equivalentes, exceto para h = +1 e n = 0 (Para o qual ndo existe

intervalo de banda). De fato, n satisfaz a mesma equacao,

A* 1 A*
cos ( "a> + —W/Esin <"a> =1 (2.36)
v 8wV € v

O resultado da equagao 2.36 independe de n e da helicidade h = £1 (exceto para

h = +1 e n = 0). Dessa forma, podemos definir AT = A tal que, a equacio (2.36) pode

ser resolvida da seguinte forma:

v . 2p 1 /u
A = —arcsin <p2 - 1) P = 87r\/: (2.37)

onde 0 < 2p/(p* +1) <1 para p > 0.

Em resumo, Ozaki e Yamamoto (2017) [21] obtiveram os intervalos de frequéncia

da banda fotonica para cada helicidade h = +1 como segue:

(W>Sws(m+ﬁ>, para h=—1(n=0,1,...) (2.38)
a a
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255
—- 1no 0 term| |
2t — h=+1 H
— h=-I

Ka/m

L & i ] P L | L
1 -0.5 0 0.5 |
ka/m

=

Figura 12 — Estrutura de banda do f6ton com h = +1 linhas azul e vermelha. Imagem
adaptada de [21]

(W—A)gwg<m), para h=+1(n=1,2,...) (2.39)
a a
Sendo assim, existe um valor onde os intervalos da banda estao sempre abertos

para apenas um dos dois estados de helicidade dos fotons. Este valor é quando p = 1, ou

quando £ = (87)2. Nesse caso especial, a estrutura de banda corresponde as frequéncias:

nmv %

<> <w< (2n+1)2 , para h=—-1(n=0,1,...) (2.40)

a a

(2n—1)¥ <w< (mrv) , para h=+41(n=1,2,...). (2.41)
a a

Para pequenos valores de k£ em cristais axionicos os fotons se comportam de maneira
diferente, pois um dos estado de helicidade que sem gap (gapless) h = +1 nao possui
uma relagao de dispersao relativistica. Por outro lado, o estados de helicidade (h = —1)
possui gap (gapped) em k = 0. Dessa forma, fazendo uma expansao em pequenos k e w na

equagdo (2.33), temos:

4
W o= Zak2+(’)(k:3). (2.42)

Assim como o foton relativistico, a relagdo de dispersdo w = k pode ser considerado
como particulas (tipo-I) de Nambu-Goldstone [7, 3] e o “féton nao-relativistico” pode
ser entendido como o chamado tipo-II de Nambu-Goldstone [37]. A obtencao do f6ton
'gapped'e do féton nao-relativistico sem gap dependendo apenas dos estados de helicidade,

sdo as novas caracteristicas que nao sao encontradas nos cristais fotoénicos comuns.
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2.4 Cristais Fotonicos Formados por Isolantes Topoldgicos

Nesta secao, faremos uma revisao do artigo de Sergeenkov, Furtado e Vieira
(2017) [31] onde iremos apresentar um modelo de cristal fotdnico 1D associado ao modelo
apresentado no capitulo 1. A diferenca é quetal modelo se da por considerar pardmetros
topologicos #; e 05 nas respectivas placas. O sistema encontra-se representado na figura 13.

Para este estudo nao adotaremos unidades naturais.

0 E Ei—u a+h
2 2

Figura 13 — Isolante topolégico periédico 1D caracterizados por (ey, f11,61) e (€g, 12, 62) de
espessuras a (placas de cor azul) e b (placas de cor rocha). Imagem adaptada
de [31].

onde €1, iy, 01 e 3,19, O3 na figura 13 representa as propriedades elétricas, magné-

ticas e topologicas das respectivas placas.

A partir de agora, iremos restringir o estudo a uma célula unitaria dada pela regiao
0 <z < (a+0b) e estudar a contribuigdo da periodicidade do pardmetro 6() para a
propagacao de ondas eletromagnéticas nessa regiao. Devido a estrutura cristalina ser em
um dimensao, temos que os parametros que caracterizam o sistema sao peridodicos apenas

na dire¢ao z com periodo (a+b). Dessa forma, considere as seguintes relagoes constitutivas:

D = ee(FE — 20(F)B (2.43)
H = ﬁB + 5-0(r) E. (2.44)
onde o parametro o = % ¢é a constante de estrutura fina. Como o sistema é sem fontes,

as equagcoes de Maxwell podem ser escritas como:

V-D =0, (2.45)
V-B =0, (2.46)
VxE =-8B, (2.47)
VxH =80D. (2.48)
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Para incidéncia normal de ondas planas no meio, o vetor de onda é k = kZ, e os

campos sao:
E(Ft) = e B, (2)d + E,(2)i], (2.49)
B(7,t) = e ™![B,(2)& + B,(2)7). (2.50)

Inserindo a equagao (2.50) em (2.47), teremos:

i dE,

B, = , 2.51
w dz (251)

1 dE
B, = ———. 2.52
Y w dz ( 5)

Vamos agora impor as condi¢oes de contorno. Temos dois tipos de condi¢oes de

contorno:

e Condigoes de Bloch

Nos pontos z = 0 e z = (a+b) o sistema é peridédico. Dessa forma, os pardmetros que
caracterizam o meio nestes pontos também sao periédicos. Sendo assim, a propagacao

de onda descrita pelos campos E e B nestes pontos satisfazem o teorema de Bloch:

—

E(a+b) = e E(), (2.53)

Bla+b) = e*E(). (2.54)
e Condigoes de interface

Nos pontos de interface z; = § e 2; = (% + b) , temos:

ilg}) E(z+A) = ianO E(z — A) (2.55)
ilglo H(z+A)= ilglo H(z —A) (2.56)

O célculo da estrutura de bandas podem ser visto detalhadamente no Apéndice B.

A partir destes cdlculos encontra-se a seguinte relacao entre w e k:

114 A
cos [k(a + )] = cos (qra) cos (q2b) — 3 ?1 + ?2 + 02175 | sin (q1a) sin (q2b),  (2.57)
2 1
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cos [k(a + b)] = cos (q1a) cos (g2b) — I'(0) sin (g1a) sin (geb). (2.58)

2
onde I'(§) = % [% + % + 5Z1Z2}, Z; = \/GE ¢ a impedancia do meio, 6 = Zi;/: (AG)?
sendo Af = 6, — 0, a variacao da fase topologica, q; = 2, /€;; para i = 1, 2.

Observe;: o lado direito da equagao (2.58) possui uma dependéncia implicita da

frequéncia devido a definicao de ;.

Para um caso particular onde os parametros €, = €2 = 3 = s = 1, a = b e

q1a = @ob podemos obter w(k) da equagao (2.58):

w(k) = wo arccos (2.59)

g—i—QCOS(Wk—]‘;)
242 '

<

onde wy = 5

(§ ko = %.

Nesse contexto, pode-se observar na equagao (2.59) que o arccos localizado no
membro direito da equagao possui uma dependéncia da fungao cosseno cujo argumento
depende da razao entre % Por definigdo, o cos é limitado por —1 e 1. Assim, w(k) sé

pode assumir valores determinados pela variagao da fase topolégica (62 — 61) no espago k.

Dessa forma, surge o diagrama das estruturas de bandas:

k/k,
1.0 1.0
(b) 5=0.2 (c)5=0.5
0.8} 08
0.6F 08

wlw 0
wlm o

1.0 _0‘_5 0.0 D.I5 1.0 I-1.{] -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
kik
Kk, Kik, ;

Figura 14 — Diagrama de %’;) para diferentes valores de ¢. Imagem adaptada de [31].

A figura 14 ilustra o comportamento da banda de frequéncia em relacao a diferentes
valores de §. Com isso, pode-se observar claramente que o tinico pardmetro que varia é a
diferenca entre 6; e #3 no qual encontra-se explicitamente na definicao de §. A largura do
gap aumenta conforme o valor de . Um fato curioso é que se tomarmos 6; = 05 a estrutura
de bandas acima torna-se semelhante ao cristal fotonico formado por isolantes comuns.
Isso porque a propagacao de ondas em isolantes topolédgicos, é diferente da propagacao de

ondas em isolantes comuns, por um pardmetro # variando no espago ou no tempo [31].

Uma propriedade muito interessante que provém dos cristais fotdnicos (sem o

pardmetro topoldgico) é o aparecimento de uma massa para o féton dentro desses cristais.
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De acordo com a literatura, chamamos essa massa de massa efetiva (msx) [15]. De forma
geral, a explicagdo matematica encontrada no artigo [1] para o aparecimento da massa
efetiva dos fotons se da em virtude da equacao de Planck, onde podemos definir a energia

dos fétons que também é uma funcgao de P = hk como:
= hw(k) (2.60)
— E(P) (2.61)

Da equagao (2.61) podemos introduzir o conceito de massa efetiva para o féton de

modo que se ]30 ¢ um ponto extremo de F (13) podemos expandir a fungdao em série de

Taylor:
. L= (aEPB) (P- ﬁo)t
E=E(F)+)_ — (2.62)
=\ aP t!
Py
Sendo ]30 um extremo, temos:
F=EPB)+ #E(P) (P~ ) + (2.63)
TPz 5 . .

Assim, na equagao (2.63) define-se o tensor de massa efetivo ms* como:

L _ PE(P) (2.64)
me 4P|, L
2EB))
mk = # (2.65)
1P’

Dessa forma, desprezando os termos mais altos da expansao, a equacao de dispersao

E(P) vai assumindo uma forma parabdlica:

N
E= E(ﬁo) + ii(P _ PO)

2.66
m* 2 ( )

O primeiro termo E(P,) da equacio (2.66) representa a energia de um féton “livre”
dado pela lei de Planck. Sendo assim, para o cristal fotonico em 1D, o vetor de Bloch e o

P sao grandezas escalares, de modo que a massa efetiva dos fétons também é um escalar:
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1 1 d?w(k)
e ke (267)
h
dk2

Em nosso caso, sob condigoes estabelecidas para o caso especial do sistema topo-
logico, a relagdo usada para definir essa massa efetiva é tomando k = kg o resultado é
obtido desenvolvendo o calculo da massa efetiva que se encontra de forma detalhada no

Apéndice B. Sendo assim, obtemos uma massa efetiva da seguinte forma:

—hk? —hk?
msk = 0/5, onde mg= —

m2wo m2wo

(2.69)

A partir dessa equacao, temos o diagrama da massa efetiva %: versus ¢ [15]:

10
0.8l
0.6)

f=]
E
£ 04r

0.2

0

.0 1 1 1 1
00 02 04 06 08 10
o

Figura 15 — Diagrama de 7** versus 0. Imagem adaptada de [31].

A Figura 15 ilustra o comportamento da razao entre n’%‘ no espago dos k para cada
valor do pardmetro de gap ¢ entre 0 < ¢ < 1 obtendo-se um valor para a massa efetiva
formando uma curva para baixo. Uma propriedade notavel desse comportamento é que
a massa efetiva torna-se negativa equagao (2.69). Sabemos que os fétons sao particulas
consideradas sem massa, no entanto, isso se refere ao fato dos fétons terem massa de
repouso nula; a massa de repouso é um conceito totalmente distinto da massa efetiva.
Assim, nas regioes proibidas (gap) os fétons se comporta como se tivesse massa mx diferente

de zero.
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3 Modelo Numérico da Propagacao da Luz

em Meios Axionicos Periddicos

Neste capitulo, faremos um estudo inédito onde apresentaremos um modelo numé-
rico associado ao modelo tratado no capitulo 2 referente ao artigo de Sergeenkov, Furtado
e Vieira (2017) [31]. Tal generalizagdo, tem por objetivo analisar a equagao transcendental
(3.2) do sistema bem como obter solugoes numéricas para as estrutura de bandas que
dependera da variagdo de mais de um parametro do sistema. Para isto, propomos um tipo
de modelo cujas solugdes podem ser obtidas numericamente para cada configuracao destes

parametros.

3.1 Método Numérico para Soluc3o do Sistema

Sabemos que, para algumas equagoes, como por exemplo as equagdes do segundo
grau, existem férmulas explicitas para obtencao das raizes em funcao dos coeficientes, um
bom exemplo disso, é a regra de Baskara. No entanto, no caso de func¢oes complicadas
como, por exemplo, uma equagao transcendental ¢ praticamente impossivel se achar zeros
de forma exata [22, 34]. Por isso, temos que utilizar métodos que nos ajude a encontrar
apenas aproximacoes para esses zeros que sao as solugoes numéricas. Por causa disso,
nesta secc¢ao, estamos interessados em uma abordagem geral porém simples do método
de bissecao utilizado para construgao do modelo numérico bem como o seu algoritimo

levando em considera¢ao as mesmas condigbes iniciais do sistema estudado no artigo [31].

Considere o gréafico de uma fungao qualquer:

1e)

fla)}

Figura 16 — Grafico de uma funcao qualquer f(x). Imagem adaptada de [34].

No método de bissegao, desejamos encontrar a raiz da fun¢ao f(x), ou seja, o local
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onde f(x) toca o eixo x. Para isso, precisamos dividir o intervalo [a, b] ao meio:

a+b
2

CcC =

(3.1)

Em seguida, precisamos verificar se as raizes estao no intervalo [a, ¢| ou [c, b]. Dessa
forma, utilizamos o teorema de Bolzano que nos garante a existéncia de uma raiz no
intervalo [a,b]:

e Se f(a)f(c) <0, existe pelo menos uma raiz no intervalo entre [a, c|
e Caso contrério, temos a existéncia de uma raiz no intervalo entre [c, b].

Este procedimento é repetido varias vezes para o subintervalo correspondente a

raiz até que ¢ aproxime a raiz com uma precisao esperada [34].

3.1.1 Algoritimo

Este algoritimo é baseado em [22, 34|, consiste de uma sequencia de instrugoes

executadas passo a passo. Seja f(x) continua em [a, b] tal que f(a)f(b) < O:

1. Dados iniciais: intervalo [a,b], funcao f(x), critério de parada, nimero maximo de

interacoes.

2. k = 1 representa o nimero de interacgao

3. Deﬁnac:a+b

4. Se f(a)f(c) >0, faca a = ¢, se nao, faca b = c.
5. Enquanto (b—a) > e e |f(a) — f(b)| > 0 volte para o passo 3.

6. k= k+1. Volte para 3.

3.1.2 Resultados Numéricos

Seja b = Xa, eg = Zeey, p1o = Z,ptn com 0 < X < 1. Levando em consideragao esses

parametros, podemos reescrever a equagao (2.57) da seguinte forma:

cos[(1 + X)ka] = cos(qra) cos(X/Z.Z,q1a) — T'(6) sin(q1a) sin( X/ Z Z,q1a).  (3.2)

1
onde I'(6 [1/ ,/ 1+(5] , b = (X ZZ)qla:(2>q1a,Zez€2€
€1

Z, = — ¢ a impedancia.
H1



Capitulo 3. Modelo Numérico da Propaga¢io da Luz em Meios Azionicos Periddicos 33

Para um caso particular onde Z, = 7,, =1,0< X <1e0 <9 <2 temos que a

equagao (3.2) pode ser reescrita como:

cos (2ka) = cos*(qra) — ;F((S) sin®(q1a). (3.3)

§—4
onde gia = 3 arccos [%@S(M], d = 7 — arccos <5+4> e I'(6) = 3(2+9). Os

calculos detalhados para massa efetiva podem ser vistos no Apéndice B.

Dessa forma, variando o X e ¢ surge o diagrama das estruturas de bandas encon-

tradas para o nosso sistema.

T
6=0.0
g X=0.0 ——
g | X=03 — J
5 /2 X=05
o X=0.8
X=1.0
O L
-m/2 0 /2
ka (rad)

Figura 17 — Diagrama para diferentes valores de X e 6 = 0.0.

T
5=1.0
3 o —
s T2 X=05 q
o X=0.8
X=1.0
0 N/
-m/2 0 /2
ka (rad)

Figura 18 — Diagrama para diferentes valores de X e 6 = 0.5.
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T
8=2.0
§ X=0.0 ——
£ X=03 —
5 w2 K X=05 A
o X=0.8
X=1.0
O L
-T/2 0 /2
ka (rad)

Figura 19 — Diagrama para diferentes valores de X e § = 1.0.

As figura 17,18 e 19 ilustra o comportamento da banda de frequéncia fixando
valores para 0 em relagao aos diferentes valores de X. Nesse contexto, pode-se observar

que:

1. Para § = 0 o sistema nao apresenta gap, sendo assim, existem duas possibilidades
para esta condicao:
e 01 =0, =0 noés também temos auséncia de superficie condutora.
e ), = 0y # 0 onde temos auséncia de superficie condutora.

Em ambos os casos, nao ha diferenca devido a estrutura ser continua, porque as

duas partes sdo feitas do mesmo material.

2. Para 9 # 0 o sistema apresenta um gap cuja largura depende dos diferente valores

atribuidos ao parametro X. Existem também duas possibilidades para esta condicao:
e 0 =0 e 6y # 0, assumindo essa condi¢ao temos a presenga de apenas uma
superficie condutora proveniente de 65 # 0.

e 01 #0 ey # 0 temos duas superficies condutoras que aumentam a espessura

da interface.
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qa (rad)

X=0.0
8=00 ——
6=0.5 ——
5=1.0
8=1.5
56=2.0

-m/2

0 /2
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Figura 20 — Diagrama para diferentes valores de e X = 0.0.
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Figura 21 — Diagrama para diferentes valores de e X = 0.5.
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Figura 22 — Diagrama para diferentes valores de e X = 1.0.
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As figuras 20, 21, 22 ilustra o comportamento da banda de frequéncia fixando

valores para X em relacao a diferentes valores de d. Nesse contexto, pode-se observar que:

1. Para X = 0 o sistema nao apresenta gap a explicacao para isso é que para esta
condi¢ao o sistema ¢é continuo, pois o parametro X esta relacionado a diferenca entre

os tamanhos das placas.

2. Para X # 0 temos a presenga de gap e este amplia de acordo com o aumento do
parametro X como pode ser visto para os valores de X = 0.5 e X = 1.0 e para

explicar este fato usamos o mesmo argumento para d # 0 .

Em resposta a existéncia do gap, o féton ao interagir com o cristal fotonico formado
por isolantes topolégicos se comporta como se tivesse uma massa efetiva. Sendo assim, o
calculo da massa efetiva para os fotons pode ser realizado por meio de uma expansao em
serie de Fourrier. Os calculos detalhados para massa efetiva podem ser vistos no Apéndice

B. Tomando k = J;, temos:

werl)" | ()

A partir dessa equagao obtemos o diagrama da massa efetiva normalizada para
valores de 0.6 < X < 1.0:

(3.4)

k=7/2a k=m/2a

4.5 U I I
X=0.6 ——
4 b X507 —— i
X=0.8 —
X=09 ——
35 X=1.0 — i
3 1 .

2.5

m/my,

2

1.5

1

Figura 23 — Diagrama de ™ para diferentes valores de 4.
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A figura 23 ilustra o comportamento da razao entre mﬂo em relagao a §. Nesse

contexto, pode-se observar que:

e A medida que o X evolui de 0.6 < X < 1.0 o féton se comporta como se tivesse uma

massa efetiva.
e O célculo da massa efetiva é feita nos pontos onde tem o gap.
e O que causa a curvatura da massa efetiva é o parametro topoldgico.

e Para X = 1.0 temos o mesmo resultado obtido por Vieira referente ao artigo [31].

Claramente, a figura 23 representa uma transicdo do comportamento relativistico
para o nao relativistico percebidas através das estruturas de bandas figuras 17,18 e 19
analisadas no ponto do gap e nos "cantos'que sdo os pontos de segunda derivada. Diante
disso, os fétons em certos regimes dentro de um cristal fotonico formado por um isolante
topologico possui uma massa efetiva de modo similar a elétrons em um cristal. Mostramos
na figura 23 o comportamento do sistema apenas para valores de 0.6 < X < 1.0. Mas
o que acontece com o sistema quando X assume valores pequenos compreendidos entre

0.1 < X <0.57 A resposta para esta pergunta se encontra na figura 24:

120000

100000

el o !
Iyl
DNk W~

COOoO0O

80000

60000

40000

m/my

20000

-20000

-40000

3

Figura 24 — Diagrama de mﬂo para diferentes valores de X

A figura 24 ilustra o comportamento do sistema para valores de 0.1 < X < 0.5.
Neste contexto, temos picos na massa efetiva que surgem devido a transicao de um
comportamento relativistico (linear) para um nao relativistico (curvatura no gap), ou seja,

quando a gente comega a colocar no sistema algumas propriedades a onda eletromagnética



Capitulo 3. Modelo Numérico da Propaga¢io da Luz em Meios Azionicos Periddicos 38

em determinados regimes se comporta como se nao fosse mais relativistica. Através das
estrutura de bandas podemos interpretar que o comportamento das ondas eletromagnéticas
nao tem dispersao linear para determinados valores de X e d. Sendo assim, este picos se

apresentam como valores altos porque é um resultado numérico.

De forma analoga, obtemos:

10000

8000

IR
PDm=ooo
cotbxro

[eZXe7No7 o7 N o7 No7]

6000

4000

m/my

2000

-2000

-4000

0 0.5 1
X

Figura 25 — Diagrama de ;% para diferentes valores de 0

A figura 25 ilustra o comportamento do sistema para valores de 0.0 < ¢ < 2.0.
Neste contexto, temos a formagao de picos na figura 25 de forma andloga a figura 24,
isso se da devido a uma transicao do comportamento relativistico para o nao relativistico
percebidas através das estruturas de bandas nas figuras 17,18 e 19 analisadas no ponto do

gap e nos "cantos'que sao os pontos de segunda derivada.

Para finalizar, um outro resultado importante é o diagrama dos comportamentos
dos gap’s que podem ser vistos nas figuras 26 e 27. Observe que, os dados apresentados
nestas figuras mostram como o gap varia para quaisquer valores de ¢ figura 27 ou para

quaisquer valores de X figura 26 isso dentncia a forma do aumento ou da diminui¢ao dos

gap’s.



Capitulo 3. Modelo Numérico da Propaga¢io da Luz em Meios Azionicos Periddicos

/2
8=00 ——
6=0.5 ——
=10 ——
o=15 ——
8=2.0
2
= m/4
/ —
//
2
0
0 0.5 1

Figura 26 — Diagrama da diferenca do gap’s para X.
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Figura 27 — Diagrama da diferenca do gap’s para d.
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Figura 28 — Diagrama em 3D.
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4 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao estudamos a influéncia de meios axionicos periddicos na propa-
gacao da luz usando métodos numéricos para tal, generalizamos o modelo proposto por
Vieira [31] para descrever a propagacao de ondas eletromagnéticas em isolantes topoldgicos.
A proposta do modelo de Vieira tem como principal objetivo a obtencao de dados a
partir da variacao de um parametro do sistema que é a fase topoldgica 0y — 6. Dessa
forma, através da equacdo caracteristica do sistema foram obtidas as estruturas de bandas,
porém, esta equacao nao ¢ tao simples de resolver, entao para encontrar a relacao de
w(k), foi necessario fazer algumas imposigdes tais como supor que a célula do cristal
sao iguais (a = b) e que todas as caracteristicas elétricas e magnéticas dos materiais
sao iguais €, = €3 = 1 = g sendo 61 e fy os Unicos parametros variaveis do sistema
caracterizado pelo parametro §. A partir dessas suposicoes estabeleceu-se as estruturas de
bandas dependentes apenas da variacao de 0.0 < ¢ < 1.0. Em resposta a existéncia do

gap, Vieira obteve um comportamento para o f6ton como se tivesse uma massa efetiva.

No entanto, com o interesse de analisar com maior precisao a propagacao da luz
em meio axionico foi proposto uma extensao do modelo numérico associado ao modelo de
Vieira discutido no capitulo 3 e pra isso foi necessario fazermos uma generalizacao nos
parametro do sistema ao qual nos levou por meio de equacoes matematicas a uma equagao
transcendental. Como resultado de tal generalizacao, obtemos valores numéricos e precisos
para a construcao do diagrama da estrutura de bandas para o sistema e esses dados nao
existem na literatura onde concluimos que para o comportamento da banda de frequéncia

fixando valores para J em relacao aos diferentes valores de X, obtemos:

1. Para 6 = 0 o sistema nao apresenta gap, sendo assim, existem duas possibilidades
para esta condicao:
e 01 =0, =0 noés também temos auséncia de superficie condutora.
e ), = 0y # 0 onde temos auséncia de superficie condutora.

2. Para 0 # 0 o sistema apresenta um gap cuja largura depende dos diferente valores

atribuidos ao parametro X. Existem também duas possibilidades para esta condicao:
e 0§ =0 e 6y # 0, assumindo essa condi¢ao temos a presenga de apenas uma
superficie condutora proveniente de 65 # 0.

e 01 #0 ey # 0 temos duas superficies condutoras que aumentam a espessura

da interface.
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De forma andloga, fixando valores para X em relacao a diferentes valores de 9,
obtemos que para X = 0 o sistema nao apresenta gap e a explicacdo para isso é que para
esta condicao o sistema é continuo, pois o parametro X esta relacionado a diferenca entre
os tamanhos das placas. Ja para X # 0 temos a presenca de gap e este amplia de acordo
com o aumento do parametro X como pode ser visto para os valores de X = 0.5e X =1.0

e para explicar este fato usamos o mesmo argumento para d # 0.

Além disso, obtemos em resposta a existéncia do gap um comportamento para
o foton em determinados regimes como se tivesse uma massa efetiva de forma analoga
ao resultado obtido por Vieira. Neste contexto, mostramos as formagoes de picos para
determinados valores na variacdo de X e § ao qual é proveniente da transicao de um

comportamento relativistico para um comportamento nao relativistico do féton.

E por fim, obtemos a diferenca entre os gap’s percebido nas estrutura de bandas

apresentando graficos em 2D e 3D para ilustrar as diferentes formas de variacao dos gap’s.

Como perspectiva futura, utilizando o mesmo método apresentado nessa dissertacao
espera-se trabalhar com uma estrutura cristalina axionica mais complexa obtendo um
sistema de equagbes mais abrangente proveniente das condi¢oes de interface e periodicidade
em duas dimensoes. Quanto ao método numérico espera-se obter valores aproximados e
precisos da dinamica da luz para a construcao do diagrama da estrutura de banda no
plano de periodicidade (plano x — y) variando mais de um parametro da rede. Para a
estrutura de banda, espera-se obter também diagramas diferentes para os modos elétricos

e magnéticos.
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APENDICE A - Solucio para Equacio da

Onda Eletromagnética

Esse caso é geral e restrito para a obtencao da solu¢ao da funcdo de onda nas

regioes I e II. Sendo assim, seja a equacao de onda dada por:

e Regido I para 2 < z < (a — 2) onde 9.6(z) =0

W E,(2) +v*0?E,(z) = 0. (A.1)

e Regido Il para 22 < z < £ onde 9.0(2) = ¢

B (2) + 0202, (2) + 4;2€WEI(Z) — 0.
Potencial
( € W+t w2> E.(2) + v*02E,(2)+ = 0. (A.2)
4m2e N

Sabemos que uma equagao ¢ uma EDO de segunda ordem, linear e homogénea

quando a equagao é escrita da seguinte forma:

ay” +by +cy=0 (A.3)

Em nosso caso (Regiao [ e II) y = E,(2), y” = 0?E,(2) e by’ = 0, temos:

ad’E,(2) + cE,(2) =0 (A.4)

onde existem dois fatos bésicos (Teorema 1 e 2) que nos permite resolver essa equagao

linear homogénea.

Teorema 1: Se y; e y, sao duas solugdes conhecidas da equagao linear homogéneas,
entao a combinacao linear y = c1y; + c2y2 também ¢ uma solucao onde c¢; e ¢y sao

constantes.

Teorema 2: Se y; e y, sd@o duas solugoes linearmente independentes. Entao a

solugao geral é uma combinagao linear de y; e ys.
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A funcao exponencial E,(z) = e(™) tem a propriedade de que sua derivada é um

multiplo por constante dela mesma. Assim a equagao (A.4), torna-se:

ar?e™ 4 cel™) =, (A.5)
(ar? + c)el™ = 0. (A.6)

Dessa forma, obtemos a equagao caracteristica da equacao diferencial (A.4) que é:

ar* +c=0 (A.7)

onde, E,(z) = €™ é uma solucdo da EDO linear e homogénea se r é uma raiz da equacao.

Sabe-se que as raizes r; e 1o da equacao caracteristica podem ser determinadas por

fatoracao. Em outros casos, elas sao encontradas usando-se a férmula quadratica:

—b+ /(b? — 4ac) AS
= %2, ) ( . )
—b— /b2 —

2a

O tratamento para obtencao da solucao da equagao linear e homogénea em relacao
as rafzes depende se o discriminante é (b*> — 4ac) > 0, (b* — dac) e (b* — 4ac) = 0.

Restringiremos apenas ao nosso caso. Temos que:

o b? —dac = —4ac <0, (b= 0). Nesse caso, as raizes r; e ro da equagdo auxiliar sao

nimeros complexos:

rr=a+1ij (A.10)
ro = —if (A.11)

I _ V4ac—b?

Ondea—%eﬂ—T.
Claramente b = 0 entao podemos escrever a solucao da equagao linear e homogénea

da seguinte forma:

E.(2) = c1e"* + €™ (A.12)
E.(2) = c1"7 4 cpe™* (A.13)
onde chamamos ¢; = A e ¢; = B na solucao da regiao [ e ¢; = C' e ¢ = D na solugao da

regiao II.
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A.1 Equacdo de Onda (Transformada de Fourrier)

A equacao da onda eletromagnética que depende do espago e do tempo é dada por:

ORI (t,2) — OB, (1, 2) F i 20

5r2¢ O FE.(t,z) =0, (h==1). (A.14)

Aqui, queremos obter uma equacao da onda que dependa apenas do espaco. Para
isso temos que usar a transformada de Fourrier pois esta ferramenta matemaéatica nos nos
possibilita ir de um espago a outro, sendo assim, suponha que F,(t, z) seja uma fungao
das varidveis © € R e t > 0. Se fixarmos a varidvel espacial z o campo elétrico E,(t, z)
torna-se uma funcgao apenas da variavel temporal ¢, definida na reta toda. Dessa forma,
podemos tomar a sua transformada de Fourrier com relacao a variavel t onde denotaremos

esta transformada por E,(w, z). Em outras palavras:

FE.(t,2)] )elm D dw (A.15)

-

.0,0(z) Lo (iwot) _
I 8,:(\/% . E(w, z)e"™"dw | =0, (A.16)

0Z
1

<\/§/ (w, 2)0pel™? dw) =0, (A.17)

(w, 2) cheZ W= deodt —
\ 2T / /

v283\/_/ / E(w, z)e! @™ tdwdt T

.a wW— L«.a
27’(’26 \/%/ / (w, 2)we'“ " Mdwdt = 0, (A.18)

Usando a propriedade de d(w — w') =5 [ e!@~“)dw, temos:
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0 1 oo ,
/ E(w,z)w22—/ '@ dtduy —

—00 m

O(w—w)

00 1 oo ;
U28§/ E(w,z)Q—/ '@ dtdw T

00 m

O(w—w)

() 1 oo /
2029(2)/ E(w,z)wQ—/ @ dtdw = 0,

212¢ J_co T.

O(w—w)

Finalmente, temos a seguinte equacao:

0.0(z)

2m2e

W E,(2) +v*0?E,(2) £

wE.(z) =0 (h==£1).

(A.19)

(A.20)
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APENDICE B - Calculo da Estrutura de
Bandas para Luz em Cristais Fotonicos

formados por Isolantes Topologicos

Apresentaremos aqui o calculo usando o método de matrizes da estrutura de banda
para as frequéncias de ondas planas normal que incidem sobre um isolante topolégico

periddico:

0 E —+q a+h
2

Figura 29 — Isolante topoldgico periédico. Imagem adaptada de [31].

Considerando as regides sem interfaces, a equacao de onda para as partes espaciais

dos campos é:

d2E () ez

e 3 E(z)=0 (B.1)
d2de(j) - z—’jé(z) =0 (B.2)

Em coordenadas cartesianas a forma das equagoes sao iguais para cada componente
do vetor E(z) e B(z):
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dZ2 - 02 x( ) = 07 <B3>
PPE,(2)  eu

dz2 o ?Ey( ) = 07 (B 4)
PB,(2)  ep =

BE) 9 =0, (B5)
d?B,(z T

5% b= (5.6

a,Co08q1z + bysenqrz , 0 <z <3
a a
E.(2) = C:C0S8qaz + dysengoz | B <z<g5+b (B.7)
€.C08q12 + fesenqiz , §+b<z<a+b
a
aycosqiz + bysengi1z , 0< 2z < 5
a
E,(z) = CyCOSQa% + dysengaz 3 <z<g+b (B.8)
eycosqiz + fysenqiz , s+b0<z<a+b
. . a
Cq1aySenqiz — iqlbycosqlz , 0<z< 5
4 ‘ a a
B.(z) = L QaCySenqaz — - qad,COSq 2 B <z< 3 +0b (B.9)
. . a
Tqreysenqiz — —q1 fycosqiz 5 +b<z<a+b
4 . a
—=qiazsenqiz + qibgcosqrz , 0 <z < 3
By(z) = —iqgcxsenqzz + iquxcosqzz , §5<z<5+b (B.10)
) ) a
—=qiez8enqiz + - q1 focosqiz 3 +b<z<a+b
—%qlax sin g,z + %qlbxcosqlz, 0<z< %
By(z) = —£q201 sin ¢z + iquz cosqrz, §5<2<§+b (B.11)
—i'qlexsenqlz + i'qlfmcosqlz, s+Hb<z<a+b

onde q1 = w\/e1fi1, o = w\/Ept2 € k= w4/ e

B.1 Condicées de Contorno

Precisamos aplicar agora as condi¢oes de contorno:
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1. Da Condi¢ao de Block

E(a+b) = ¢+ E(0) (B.12)
B(a+b) = e*@ B(0) (B.13)
€ Ay
e a
M| Y =Nyl Y B.14
N (1)
fy by
cos((a+b)q1) 0 sin((a+b)q1) 0
M., — 0 cos((a+b)q1) 0 sin((a+b)q1) (B 15)
< l%l sin((a+b)q1) 0 7% cos((a+b)q1) 0 '
0 _iqu sin((a+b)q1) 0 qu cos((a+b)q1)
_ei(a—l-b)k: 0 0 0
No=| o 0 e . (B.16)
0 0 0 _iq1 yi(a+b)k

2. Das condicoes de interface para D(z) ¢ B(z), no ponto z = a/2, temos:

lim D(a/2 —6) = lim D(a/2 + 6) (B.17)
6—0 6—0
lim H(a/2 —0) = lim H(a/2+6) (B.18)
6—0 6—0
Qg Cy
a C
My | Y =N | ? B.19
b b, d d. ( )
by dy
€0€1 cos( 5 ) %sin(%) eoelsln(%) 7% cos(%)
M b= 1‘121:51 (T €0€1 c05<“21) Zq;:jl cos(%) €0€1 mn( gl) (B 20)
o sm(5h)  Freos()  —pigeos(fgt)  Frein(tg)
Greos(Ug)  —pimen(UR)  FRem(Ug) g cos()
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—€0€2 Cos( 32) lq;:fQ sm(%) —ep€n sm(TQ) lq2°‘92 cos(%)
192092 gin (222 —epea cos( 22 142002 (o5 (292 —epen sin( 222
ch _ 27\v'w ( 2 ) 092 ( 2 ) v27ru.) ( 2 ) 002 ( 2 ) (le)
_uoffzw sin %) -2 cos(%) quqLsz cos(%) -32 sm(%)
fo;—ff cos(%) uoi;?zw sin(%) 7% sin(%) 7u(jz22w cos(%)
3. Das condigdes de interface D(z) e B(z), no ponto z = a/2 + b,temos:
(ISLI%D(a/2+b—6) = (ISI_I)I(I)D<CL/2—|—I)+(5) (B.22)
(lsl_IE(l)H((I/Q—i-b—(S) = (151_r>r(1)H(a/2+b+5) (B.23)
Co €
C e
Myl Yl=N, Y B.24
Yo g .
dy fy
€0€2 cos((%—f—b)qg) qu:fQ sin((%—&-b)qg) €0€ sm((% ) ) qu:fQ cos(( +b)q2)
M 7zq22:52 ((% ) ) 50:2 cos((%+b)q2) Zq;:fQ cos((% ) ) €€ sm((%er)QQ) (B25>
iz sn((5+b)e)  Freos((3+0)a)  —mEseos((5H0)e)  FEsin((3+0)a)
GReos((3+0)a)  —mRosin((3+b)e)  FEem((§0)a) s cos((§40)a)
—€p€1 Cos((%+b)q1) Zq;:jl sin((%+b)q1) —€p€1 sin((%+b)q1) % cos((%er)ql)
N 1q21:451 sm((%-i—b)ql) —€p€1 cos((%+b)q1) —% COS((%+b)q1) —€pel sin((%+b)q1) (B26)
_H(;'lew sin((%+b)q1) ael Cos((%+b>q1> H(;lew COS((%-H))LH) —O;ﬂ Siﬂ((%-f—b)(h)
~Gheos((30)a)  mimsn((§+v)ar)  —Frem(($+0)a)  — s cos((§+0)ar)
MyE = NpA (B.27)
MyA = NyC = A= M, 'N,C (B.28)
M4A = NgyE = C =My NyE (B.29)
Assim,
M. E = NypMy' NogM ' Ny E (B.30)
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(Mep = NapMoy! NoaM ' Neg) E = 0 (B.31)
Para a existéncia de solugoes nao triviais, devemos impor que:
det [Mep — NapMy! Neg Mg Neg | = 0 (B.32)
bt (a29%#0#1+47r26061)21(a29§“0“2+47r2€052)2 (COS(ql(a+b))( *0ipop +4m 6061)( 203 popatam? 5052)
+16mte2erege?t(@FD) cos(%) cos(%) cos(q1 (%+b)) Cos(qg(%er)))}Q:O (B33)

Sin2 (ql (a+b))+ (0429%.“0-“1 +47r26061) ( 292#«0#24’477 6062)2 [(COS(ql (aer))( 292#0//41“1’471' 6061)( 202M0M2+47T 6062)
+167 62516261k(a’+b) COS(%) COS(GT2) cos( ( +b)) COS(QQ(%-H?))]:O (B34)
sin® (ql (a+b))+ (0429%}140}141“”4772 €€l )1(a2 0% ) +47n2 € 52) COS(ql (a+b))+

L 5 [167% 3 er exeth(at?) cos(%) cos(%) cos( (a+2b)) cos( 502 (a{—B 359

3
(aQG%uom-HWQeoEl) (a29§uou2+4ﬂ26062)

T 2miZm 21‘2q12q22 2k(aF8) —2m 1 maqi g2 (cos(k(a+b))—cos(aqgr ) cos(bgz)) —

sin(aql)sin(bqg)(m22(q1—mgmlwé)(m0m1w§+q1)+m12q22)][sin(bqg)x
(sin(aq1)<m2 (m02m1 w262 —2¢; ) 2m12q22)+2m02m12m22w262 sin(%)cos(%))—

(B.36)

4mimaqi g2 (cos(k(a+b))—cos(agqi) cos(bg2))]=0

[=2m1maqig2(cos(k(a+b))—cos(aqr) cos(bgz))—sin(ag1) sin(bqg)(mQQ(ql —momlwé)mom1w6+q1)+m12q22)}
[sin(bg2) X (sin(aq1)<m2 (mo m12w282—2q; ) 2m12qg2)+2m02m12m22w252 sm( agl ) cos( agl ))

(B.37)

—4mimaqig2(cos(k(a+b))—cos(aqr) cos(bgz))]=0

—2m1maqig2(cos(k(a+b))—cos(aqr) cos(bgz))— sin(aq1 ) sin(bgz2) (m22 (g1 —momiwd)(momiws—+q1)+mi2ga?2 ) :[(B 38)

2. .2 2 2

2,2 2,252
cos(k(a+b)):1:os(0tq1)cos(bqg)fé(m2 Q- 7;12177:272{)[127”1 mp w0 ) sin(aq1 ) sin(bgz) (B39)

Note que:

2 2 2 2 252 2 252
m +m — mgimy2mo2w?o m m Mo mmow=0
2 q1 1%q2° O Mo i 1492 0 11112 (B.40)

mimadgiqe miqs maoq1 q142
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Definindo:
m.
;= 1/6—'Zeqi = wy/m€; (B.41)
i
Temos:
cos(k(a+b))=cos(aq1) cos(bqg)fé(;ﬁg; + Z;Z? 7"02";112;21”252 ) sin(aqi ) sin(bgz2) (B42)
cos(k(a+b))=cos(aq1) cos(bqg)f%(Zi: Y Z;; + Z;Z . ZTZ — wmoriﬁllzzu:jjjz ) sin(aq1 ) sin(bgz) (B43)
cos(k(a+b))=cos(aqi) cos(bgz) 75 \/ mtmie \/ml 2 %)Sin(aql)sin(b@) (B44>
\/ml m2eo \/mQ myeq 141 292
cos(k(a+b))=cos(aq1) cos(bga)— % ( :?EZ;; + Z;;:T: —mo2824/ m"ilelzgq ) sin(aq ) sin(bgz2) (B45)
Portanto a solugao caracteristica do nosso sistema é:
L(Zy 2y : :
cos(k(a + b)) = cos(aq) cos(bge) — bA + 7 + 307257, | sin(aqy) sin(bge)  (B.46)
2 1

B.2 Calculo da Frequéncia

Considerando a solugdo caracteristica (B.46), temos que, para o caso particular

onde € = €3 = 1 = o = 1,a = beqia = ¢2b, obtemos:

cos [k(a + b)] = cos® (q1a) — ; [2 + 8] sin? (q1a)

Considerando agora as férmulas do angulo duplo:

COSQ$_1+*COSQZU
2 2

9 1

cos“xr = — — —cos2x
2 2

e substituindo (B.48) e (B.49) em (B.47), temos:

1 1 1 1 1
cos (2k) = 5 + 5 cos (2q1a) — 5 (2+9) (2 — 5 cos (2q1a)>

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)
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2cos (2k) = 1 + cos (2q1a) — (1 — cos (2q1a) + g + W) , (B.51)
2 cos (2k) = cos (2q1a) (2 - g) — g, (B.52)
2cos (2k) + 2
cos (2qra) = ( (2(+ 2;— 2) (B.53)
cos g
2 (w(j)) @ = arccos [(2 (2<ik3)+ 2) (B.54)
c 2 cos (2k g
w(k) = zzarccos {( (2(+ g); ) : (B.55)

A

Observe: no caso de ondas eletromagnéticas que se deslocam através do vacuo,

1
Veoro’

temos, v =c¢ = em que c é a velocidade da luz no vacuo. Dessa forma:

c
= B.56
= (1.56)
onde A é o comprimento da onda. Assim:
(2 cos (2k) + %)
w(k) = wp arccos (B.57)
5
(2+9)
Agora, se tomarmos ko = 5~ podemos rearranjar o argumento do cosseno em termos
da razao entre % Finalmente, obtemos:
B k
S+ 2cos(m
w(k) = wyarccos | 2—— (Ti) . (B.58)
5+2

B.3 Calculo da Massa Efetiva

%+2 cos (Tr%)

Seja w(k) = wyarccos )

}. Por definicao a massa efetiva é dada pela

seguinte equagao:
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1 1 d*w(k)
o R d? (B.59)
Assim:
dw(k) (—=1) du
= — B.
dk U — )i dk (B.60)
2
d(,d(]f) — i ((g-ﬁ-g)wO) S (%) (B 61)
dk Fo RNNGE ‘
5+2cos (%)
Chamando f(k) = sin (Z—f) e g(k) = - <% —, temos
[ ((254»2005(7’;(1:)) 2
R
d*w(k , )
<) _ AL (99(8) + 9/ ()7 () (B.62)
| g oo () : o (2)

e Para k = kg
d*w(k) Ar 1
= —— - B.64
d? ko s o\2]2 ( )
f+2
d*w(k) m? (‘iz) “o 1
=2 (B.65)
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d*w(k) lw 1
L= 20 (B.66)

42| (1|2
o) ()
45
d*w(k) 2mwy 1
2 kK Vi (B67)

Finalmente obtemos a equagao da massa efetiva:

m*x =

— k2
—0V5 (B.683)
T°Wo
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