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Resumo

O estudo do fenomeno de espalhamento é extremamente importante para entender as pro-
priedades da matéria. Aharonov e Bohm (1959) contribuiram muito para esta questao,
ao mostrar a importancia dos potenciais eletromagnéticos no fenémeno de espalhamento
quantico. Neste sentido, é imprescindivel conhecer o fendmeno em todo seu alcance. Esta
dissertacao pretende contribuir para o aprofundamento no entendimento do espalhamento
quantico relativistico. Nesta perspectiva, esta pesquisa apresenta uma andalise do espa-
lhamento de uma particula quantica relativistica carregada e de spin zero, por um tubo
magnético, considerando trés modelos distintos de campo, no espaco-tempo de uma corda
cosmica. Nosso principal objetivo foi o de determinar o angulo de mudanga de fase (phase
shift)analisando o comportamento assintotico das fun¢oes de onda considerando os trés
modelos. Para este fim, utilizamos dois métodos que se complementam: o método algé-
brico de resolucoes de equacoes diferenciais, e o método de calculo numérico, por via de
programa computacional. Por um lado, obtivemos como resultados algébricos solucoes
para as equacoes encontradas, cuja forma nos remeteu as funcoes especiais de Bessel,
Neumann e Whittaker. E, por outro lado, o cilculo numérico nos possibilitou entender
a contribuicao da corda cosmica e do tubo do campo magnético no desvio de fase do

espalhamento.

Palavras-chave: Espalhamento, Corda césmica, Whittaker



Abstract

The study of the scattering phenomenon is extremely important to understand the prop-
erties of matter. Aharonov and Bohm (1959) contributed significantly to this issue by
showing the importance of the electromagnetic potentials in the quantum scattering phe-
nomenon. In this regard, it is indispensable to know this phenomenon in all its reach.
This study aims to contribute whith the increasing understanding of relativistic quantum
scattering. In this perspective, this research presents an analysis of the scattering of a
relativistic quantum particle charged with zero spin into a magnetic tube, considering
three distinct models of field in the space-time of a cosmic string. Our main objective
was to determine the phase shift angle by analyzing the asymptotic behavior of the wave
functions considering the three models. To this end, we have used two complementary
methods : the algebraic method of differential equations resolutions and the numerical
calculation method by using a computational program. Firstly, we obtained as algebric
results some solutions for the equations found, whose form referred us to the special func-
tions of Bessel, Neuman and Whittaker. Secondly, the numerical calculation enableds us
to understand the contribution of the cosmic string and the magnetic field’s tube in the

phase’s deviation of the scattering.

Keywords: Scattering, Cosmic string, Whittaker
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do fenomeno de espalhamento[1] é de grande importancia na Fisica. E atra-
vés do espalhamento que muitas propriedades das particulas sao descobertas. Trata-se de
um processo onde uma particula carregada incide em um alvo|2|, chamado alvo de espa-
lhamento, e apds a particula passar nas proximidades do potencial, ocorre um desvio na
sua trajetoria, em seguida é observado a mudanca de fase do Angulo gerado pelo potencial,
chamado de angulo de espalhamento. Embora estejamos falando em particulas, o feno-
meno pode ser estudado com a teoria ondulatorial3]. O estudo do espalhamento pode ser
aplicado tanto pela mecanica quantica nao-relativistica, via a equac¢ao de Schrodinger|[4],
quanto pela mecanica quantica relativistica, via a equagao de Klein-Gordon|5|. Nessa dis-
sertacao abordaremos o problema do espalhamento relativistico de uma particula bosonica
carregada por um tubo magnético de raio fixo no espaco tempo de uma corda cosmica.
De modo a tratar este assunto, o qual corresponde a nossa principal contribuicao, fizemos
uma breve revisao sobre o efeito Aharonov-Bohm|6], que corresponde ao espalhamento
de uma particula carregada por um fluxo magnético linear. Duas abordagens distintas
sao apresentadas: A primeira devida a Aharonov-Bohm, que corresponde ao estudo de
fungdo de onda completa, e a segunda abordagem é a de C. R. Hagen|7], onde se utiliza
o tratamento matematico por ondas parciais. E mostrado que o angulo de espalhamento
depende apenas da parte fraciondria da razao do fluxo magnético pelo fluxo quantico.
Também abordamos o problema do espalhamento topologico de uma particula por uma

corda cosmica. Neste caso seguimos o trabalho de R. Jackiw e S. Deser|[8], e fizemos uma
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analise mostrando que o angulo de mudanga de fase (phase shift), depende apenas do
parametro associado ao déficit de angulo planar gerado pela corda césmica. A analise
que desenvolvemos corresponde uma generalizacao dos procedimentos acima menciona-
dos, considerando também uma extensao finita para o campo magnético no espago-tempo
de uma corda cosmica. Com este propoésito utilizamos trés modelos distintos para o po-
tencial vetor, os quais foram inicialmente propostos por M. Bordag e S. Soropaev|9, 10].
Os modelos correspondem a: modelo 1): campo magnético homogéneo dentro do tubo,
modelo 2): campo magnético proporcional a % dentro do tubo, modelo 3): campo mag-
nético na casca cilindrica. A analise algébrica de cada um dos modelos estudados levou a
equacoes diferenciais distintas para a funcao radial que tiveram como solugoes as funcoes
especiais de Bessel, Neumann e Whittaker|[11, 12, 16|, todas equagdes e fun¢des conheci-
das na literatura da fisica-matemaética. Nosso interesse principal com esta dissertacao foi
saber a contribuicao no angulo de mudanca de fase dada por cada um dos modelos . Os
resultados encontrados para o angulo de mudanga de fase foram bastante complexos para
se fazer uma abordagem puramente algébrica, portanto o trabalho nos exigiu também
um tratamento numérico para que pudéssemos avaliar melhor o comportamento através
de analise grafica. Para tanto utilizamos o programa computacional Wolfram Mathema-
tica que nos possibilitou avaliar o comportamento da contribuicao dada ao desvio de fase
devido a cada um dos modelos estudados.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No capitulo 2, iniciamos com
a Equagdo de Einstein|15, 14|, que é uma equacio que descreve como a geometria do
espaco-tempo ¢é afetada pela quantidade de matéria em uma determinada regiao. Esta
equagao foi usada para que pudéssemos encontrar a métrica da corda cosmica (se¢ao 2.1).
Em seguida, na se¢ao 2.2, revisamos a equagao de Schrodinger|17], essencial para descre-
ver fend6menos quantico associados a uma particula na vizinhan¢a de um fluxo magnético
que sera adotada no capitulo 3, onde discutimos sobre o efeito Aharonov-Bohm. Dois
procedimentos sdo mostrados: O método desenvolvido por Aharonov e Bohm (se¢do 3.1),
e o método desenvolvido por Hagen (se¢ao 3.2). Mostramos ainda como Hagen chegou a
um resultado diferente do resultado obtido por Aharonov-Bohn, embora tenha utilizado

o mesmo método. Devido esta diferenca, Hagen mostrou que o resultado inicialmente
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proposto por Aharonov e Bohm deveria ser corrigido. Na secao 3.3, utilizamos outra
abordagem sugerida por Hagen, a do método de ondas parciais, para analisar o efeito
de espalhamento. Analisamos, no capitulo 4 o espalhamento quantico nao relativistico
por um cone, devido ao déficit planar gerado pela corda césmica. No capitulo 5, que foi
nossa maior contribui¢ao, analisamos o espalhamento por um tubo magnético de raio a
no espaco-tempo de uma corda cosmica. A primeira abordagem foi toda feita algebri-
camente, adotando trés modelos ja conhecidos na literatura[9, 18, 19]. Estes modelos
foram abordados separadamente. Na secao 5.1 abordamos o problema do espalhamento
via modelo 1, que representa o campo magnético uniforme dentro do tubo, na secao 5.2
estudamos o problema do espalhamento por via do modelo 2, que representa o campo
magnético proporcional a % dentro do tubo, e, por fim, na secao 5.3, estudamos o pro-
blema do espalhamento por via do modelo 3, que representa o campo magnético sobre
uma, casca cilindrica na superficie do tubo. Finalmente, ainda no mesmo capitulo, vimos
as condigoes de continuidade, na secao 5.4, fundamental para a execucao da tarefa do
capitulo seguinte. Analisamos o comportamento assintético das fungoes de onda, e ob-
tivermos expressoes analiticas regulares para o phase shift. No capitulo 6 o trabalho foi
exclusivamente utilizando o método computacional com a finalidade de fazermos anélises
através de dados numeéricos para cada um dos modelos. Deste modo, na secao 6.1 fizemos
andalise numeérica do phase shift para o modelo 1, na secao 6.2, fizemos para o modelo
2 e finalmente na secao 6.3 analisamos numericamente o modelo 3. Estas andlises nos
permitiram ver o comportamento do desvio de fase e, consequentemente a contribuicao
dada devido as funcgoes que encontramos por via de célculos algébricos. Nao fosse pelo
programa computacional Mathematica esta tarefa se tornaria por demais extensa. No
apéndice A apresentamos algums das propriedades da funcao de Whittaker.

Adotaremos aqui as seguintes convengoes: A assinatura para o tensor métrico é

(+1,—1,—1,—1,) e consideraremos a conven¢ao das unidades naturais h = ¢ = 1.
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Capitulo 2

Equacao de Campo de Einstein

A equacdo de campo de Einstein é uma das equacdes mais importantes da fisica. E uma
equacao que descreve como a geometria do espaco-tempo é afetada pela quantidade de
matéria de uma determinada regiao[13, 14]. Em um limite nao-relativistico esta equagao
reduz-se a teoria da gravitagdo da mecanica de Newton[15], mostrando compatibilidade
fisica.

As solucoes da equacao de campo de Einstein sao obtidas através de métricas e a
primeira solugio exata destas equagoes foi dada por Karl Schwarzschild[14]. Esta métrica
tem seu nome e descreve a geometria do espaco-tempo de um buraco negro.

Outra métrica importante e que serd utilizada para os estudos desta dissertacao é a
métrica da corda cosmica. E possivel chegar & métrica da corda cosmica através do estudo

das equagdes de campo de Einstein[15], conforme abaixo:

1
Gw/ = R,uzl - §guuR = KvT,uzl . (21)

onde R, € o tensor de Ricci, g,,, € o tensor métrico, R é o escalar de curvatura e T}, é o
tensor energia-momento da fonte. A constante k = 87 G sendo G a constante gravitacional

de Newton. Multiplicando a Eq.(2.1) por g"* de ambos os lados, ficamos com:

1o 1 1o Lo
gl Ruu_ggl g;wR - "09/ Tj,tw ;

a 1 a «a
RV_§5MR = kT . (22)

v
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Fazendo a contragao em «, tomando v = «, vamos encontrar:

Rg—laij = wTy
2
R-2R = xT° |
R = —kTY (2.3)

onde T¢ é o traco do tensor energia-momento. Quando substituimos o resultado da

Eq.(2.3) na Eq. (2.2) com a = p, ficamos com:

Rt = /@(T#—%(Sijéj) . (2.4)

Vamos agora aplicar o formalismo acima, para o caso de uma corda césmica. Admi-
tindo que esse objeto linear encontra-se ao longo do eixo z, e considerando o sistema de

coordenadas cilindricas,

' = (t,p, b, 2) (2.5)

o tensor energia-momento associado a uma corda césmica, T, foi proposto por Vilenkin

em [21] , o qual é dado abaixo:

1000
) 0000
Ty =0o(p) : (2.6)
0000
000 1

sendo o(p) a densidade linear de massa, a qual s6 depende da distancia polar, p.
Desenvolvendo a Eq. (2.4) onde o tensor de energia-momento utilizado é o da Eq.

(2.6), ficamos com:

1
R) = &G Tg—E(T§+T11+T§+T§) :

Ry = 0 . (2.7)
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Repetindo o mesmo procedimento para p = 1,2 e 3 encontramos:

Ri = —8nGo(p) , (2.8)
Ry = —8nGolp) , (2.9)
R, = 0 . (2.10)

2.1 Obtendo a Métrica de uma Corda Césmica

Nessa secao derivaremos a métrica gerada por uma corda cosmica, admitindo que a
mesma encontra-se ao longo do eixo z. Como o sistema apresenta uma simetria cilindrica,
ou seja, invariante por rotagoes em torno de z, e também invariante por “boosts” de
Lorentz ao longo do eixo z, podemos inferir que a métrica de uma corda césmica pode ser

representada, por:
ds* = A*(p)dt* — dp* — B*(p)d¢* — A*(p)dz* | (2.11)

onde A(p) e B(p) sao fungoes radiais a serem encontrados. Por esta métrica, sabemos que

os tensores métricos co- e contravariantes, g,, e g"’, respectivamente, sao representados

por:
A(p) 00 0
0 —1 0 0 (2.12)
G = .
0 0 -BXp) 0
0 0 0 —A%p)
1
wp 000
) 0 -1 0 0
g = ) (2.13)
0 0 5 O
1
00 0 i

Para encontrar A(p) e B(p) precisamos calcular o tensor de Ricci e os simbolos de

Christoffel, dados pela seguintes equacoes:

R, = 801“5” — 8VFZG -+ FﬁngJ — FﬁUFgV , (2.14)
(0% 1 (6%
Lo = 29 * (098 + Ougpn — Opguv) - (2.15)
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Desenvolvendo o tensor de Ricci dado na Eq. (2.14), utilizando os tensores nas Eqs.

(2.12) e (2.13) chegamos aos resultados:

PAlp) | Alp) dA(p) dB(p) | (dA(p)\”

oo = =AD" Y Bl dp dp +( dp )] ’ (2.16)
2 dPA(p) 1 d*B(p)

Ry = Alp) dp? +B(p) a2 (2.17)
_ Blp) [, (dAp)\ (dB(p)\ , &*B(p)

2 = a0) F( dp ( ap )" ap ] ’ (2.18)
_ PAlp) | Alp) dA(p) dB(p) | (dA(p)\”

s = AV Y By dp do ( dp ) (219)

Quando aplicamos o tensor métrico contravariante ¢g"” em cada umas das expressoes,

ficamos com:

o= R = | 5 e g (i dfz;p))a'”)
g =B = - (A(Qp) dQ(;i(?p) * ng) d2§)(2p)) ’ 22
#rn=1 = oo P(0) (50) tm e - e
g R =Ry = - (A(lp) dQCégp) i A(p)lB(p) dfl,(op) dljl/()p) i {A(lp) dili(pp))?%)

Mas, comparando as expressoes das Egs. (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), com as Egs. (2.20),
(2.21), (2.22), (2.23), temos que:

|1 d*A(p) 1 dA(p)dB(p) (1 dAp)\*| _
A(p) dp? +A(p)B(p) dp dp +(A(p) dp )] 0, (2.24)
_< 2 d*Alp) | 1 d?B(p)) G2
A(p) dp*>  Blp) dp? pI2,
_ 1 dA(p)\ (dB(p) LB
B(p)A(p) {2( dp >( dp )+B(p) dp? ] = —8rGo(p)2.26)
Isto implica que:
%Ef):o_)fl(p)zconst : (2.27)

onde podemos escolher, por conveniéncia, que A(p) = 1. Outra implicacdo é a seguinte:
1 d*B(p)
B(p) dp?

Assim, ficamos com a métrica:

= —8n1Go(p) . (2.28)

ds* = dt* — dp* — B*(p)d¢® — d=*. (2.29)
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Se B(0) =0 e %ﬁ‘:”p:o = 1, a Eq. (2.29) ndo possuird singularidade conica. A

densidade linear de massa da corda é definida como:

o0 2m [e'¢) 2
o= [ dp [ o1 = [Cap [ a0 BTy (2.30)
0 0 0 0
Desenvolvendo esta equagio integral, usando a Eq. (2.28) e que 10 = o(p), temos:

00 2 dQB
o = _/ d/)/ d¢8ﬂGU(P)U(p> d<2p) ’
0 0 P
[e%S) d2

= —/ TG 2w
0

d
oo 72
_ _4G/ d*B(p)
0

B(p) p
02

Y

i dp ,
po = 4G (1 - %;p)b—wo)

Devemos considerar que se p — 00, i.e., se a distancia em relacao a corda for maior
que a espessura da mesma, podemos fazer a aproximacao para ¢ — 0, e entao %{gp) —
%M—m- Isto nos leva a seguinte expressao:

V) — (1= odG) = Blp) = (1= 1Gp) (231)

Assim, a métrica (2.29) fica:

ds? = dt* — dp® — (1 — 4Gpug)? p*de* — d=* (2.32)
definindo a = (1 — 4Gpy) < 1, ficamos com:
ds* = dt* — dp* — o*p*d¢* — d2* . (2.33)

Embora o resultado acima tenha sido encontrado para distancias muito maiores do
que a espessura da corda, adotaremos o mesmo para todo o espaco. Isso significa que
estaremos considerando a métrica de uma corda coésmica ideal, i.e., uma corda infinita,
de espessura nula e retilinea. Aqui verificamos que a mudanca de coordenadas ¢’ — a¢

leva & métrica de Minkowsks:
ds* = dt* — dp?* — p*d¢” — dz* . (2.34)
Além disto, 0 < ¢’ < 2mwa, ou seja, temos um déficit de angulo planar igual a:

d¢ =2m — 2wrav = 8wGpg (2.35)
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E como se do espaco-tempo de Minkowski tivesse se retirado uma seccio de angulo.

Finalizamos apresentando os tensores co- e contravariantes métricos associados a uma

corda cosmica ideal, ou seja uma corda retilinea, infinita e de dimensoes transversais nula:

1 0 0 0 1 0 0 0
0 —a%* 0 0 L, o= o0 o

v = H— (2.36)
0 0 -1 0 0 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0 0 -1

2.2 Equacao de Schrodinger

A equagao de Schrodinger é uma equagao de onda que descreve a evolugao temporal do
estado quantico de um sistema fisico, ¢ o analogo quantico da equacao classica de Newton

&7

F:ma:mm.

No caso da Mecinica Qudntica o estado de um sistema é descrito por uma funcao de
onda, a qual é definida em termos das coordenadas espacial e temporal |25, 22|, U =
U(r,t). Essa fungdo é que vai possibilitar a descri¢do dos estados da particula. Essas
fungbes existem no espaco de Hilbert [24], ou seja, sdo fungoes de quadrado integravel:

+oo
/ W 2d"r < oo

o0

(2.37)

sendo n =1, 2, 3 a dimensao efetiva do espaco que estamos considerando. Assim, essas

fungoes podem ser normalizadas:

—+00
/ W 2d™r = 1

A equacao que descreve o sistema fisico na Mecanica Quéntica é conhecida como

(2.38)

Equacao de Schrédinger, representada [1, 22| por:

2
mng = —h—v2\1/ + VU
2

o (2.39)

! Onde i ¢ 0 nimero imaginario, h = 2 ~ 1,054572 x 10734.J.s em que h é a constante

de Planck, u é a massa da particula, e V = V(7,t) é o potencial ao qual eventualmente

!Mantivemos a constante & nesta equacdo pelo fato desta ser mais conhecida na literatura com a

constante de Planck. Mas manteremos a notacao & = ¢ = 1 em todas as outras expressoes.
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a particula possa estar submetida. Com esta equagao podemos estudar o fendmeno de
espalhamento quantico[27, 29|.

Se o potencial ndo depender do tempo, ou seja, V = V(7), podemos utilizar o método
de separagao de variaveis, fatorando V(7,t) = ¥ (r)O(t). A parte temporal da funcao

solucao da Eq. de Schrodinger fica:
O(t) = et . (2.40)
E nesse caso ficamos com a equacao de Schrodinger independente do tempo:

1
—2—v2qf + VU =EV | (2.41)
ol

conhecida também como equacao de autovalores:
HY = EV, (2.42)

onde H = —iv2 +V

O comportamento de uma particula quantica no espaco-tempo de uma corda césmica
pode ser descrito pela equagdo de Schrédinger. Como visto na se¢do (2.1), uma corda
cOsmica possui simetria cilindrica, por este fato vamos utilizar as coordenadas cilindricas
para descrevermos o movimento no espaco-tempo da corda coésmica. Portanto, adotaremos
a seguinte notac¢ao para o Laplaciano [16, 23]:

vl Lo (v9979;) . (2.43)
V9

Aqui vamos utilizar apenas as coordenadas espaciais das Egs. (2.36), omitindo a parte

temporal da métrica obtida. Assim, ficaremos com a seguinte métrica:

1 0 0 1 0 0
gi=|0 a0 | . g7=10 2= 0 | - (2.44)
0 0 1 0 0 1

Para o caso estudado, as coordenadas sao z° = (p, ¢, 2) e V9 = ap. Assim, desenvol-

vendo V2 nestas condicoes, ficamos com:

1 1
2 _ 92 2 2
Vi= Oyt S0+ 550+ 0E (2.45)
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Como este novo laplaciano, temos que a equacgao de autovalores fica:

HV =FEU, (2.46)
onde
2149

Essa equagao corresponde a equacdo de Schrodinger para descrever uma particula no

espaco gerado por corda cosmica

2.3 Equacao de Klein-Gordon

Nesta secao falaremos brevemente da equacao de Klein-Gordon, que é a equacao que
descreve o movimento quantico de particulas com spin zero|26]. A equagao de Klein-
Gordon ¢é o andlogo relativistico da equagao de Schrorendiger. Vamos ver sua forma

covariante dada como:

O+p*) V=0, (2.48)
onde
1
0 = —0,(vV—99"0,) . 2.49
pro= mp . (2.50)

Os indices v, v variam de 0, 1,2, 3. Também temos que mq representa a massa de repouso

da particula.?

A fim de descrevermos o movimento da particula no espaco-tempo de uma corda
cosmica, utilizaremos a métrica obtida em capitulo precedente. Deste modo, a métrica é

dada por:

di? = dt* — dr® — o®’r*d¢® — dz* . (2.51)

2Como estamos adotando a convencio que A = ¢ = 1, ficamos que p = myg .
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Ainda, temos que:

g = diag[l,—1,—a*? —1] ,
g = diag[l,—1, —04_27“_2] ,
g = detg,, = a’r? ,

V-9 = ar , (2.52)

onde g, e g7 os tensores métricos co- e contravariante.
Com estas consideragbes podemos desenvolver o D’alembertiano visto na Eq. (2.49).

Desde modo obtemos:

2
523__32_13 !

2 2
55~ %~ 20— st (2.53)

Estes resultados obtidos acima serao tteis para os capitulos posteriores.
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Capitulo 3

Efeito Aharonov-Bohm

Os potenciais escalar, ¢, e vetor ff, na eletrodinamica classica, sao ferramentas mate-
maticas utilizadas para auxiliar no estudo dos campos elétrico Ee magnético B. Por terem
sido considerados durante muito tempo meramente ferramentas matematicas, considerava-
se que nao eram mensuraveis e as equagoes de movimento podem ser expressas unicamente
em termos dos campos(elétrico e magnético) dispensando a necessidade potenciais para a
descri¢do matematica dos fendomenos|2|.

Por outro lado, na mecanica quantica, os potenciais sao mais representativos, uma
vez que escrevemos o hamiltoniano em termos dos mesmos [6]. Em ambas as teorias, na
eletrodinamica cléssica e na mecanica quantica, ha invariancia sobre as transformacoes
de calibre [20].

Em 1959 dois fisicos, o israelita Yakir Aharonov e o estaduniense David Joseph Bohm,
escreveram um artigo [6] e mostraram que um potencial vetor pode influenciar o mo-
vimento de uma particula carregada mesmo que ela passe por regioes onde o campo
magnético seja nulo[2]. Embora seu artigo seja corrigido posteriormente, em outro paper,
por C.R.Hagen [7], este fato ndo diminui a importancia do primeiro trabalho e o fenomeno

ficou conhecido como efeito Aharonov-Bohm.

3.1 Meétodo desenvolvido por Aharanov-Bhom

A seguir daremos uma breve explanacao sobre o efeito. Vamos supor que uma particula

carregada esteja movendo-se proxima a uma regiao de um solenoide (Aharanov supos um
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feixe de elétrons), onde o campo magnético B¢ nulo, ou seja B=VxA= 0, no entanto

o potencial vetor, /Y, seja diferente de zero, A # 0. (ver Fig.3.1)

B

¢

Feixe de cletrons
que sc separam

Feixe de cletrons
que sc separam

oo oYy VV\’\V}VVV\IV\IV oo

Figura 3.1: Movimento de uma particula na regiao fora do solenoide.

Seja o operador hamiltoniano dado por:
i eAP
H = M ’ (3.1)
2p
onde

-

p=—ivV . (3:2)

Este ¢ o hamiltoniano que apresenta o acoplamento minimo[30|, i.é., p'— p'— eA. Desen-
volvendo o lado direito da expressao e fazendo a aplicacao HU chegamos a:
~ 1 -, e > = € (= 2 9 19
H\I/:—[—VQ\I/—Q—,A~V\II——,<V~A>\I/+6A\If] . (3.3)
21 ) 1
Vamos considerar que o potencial satisfaz o Gauge de Coulomb|28], V - A= 0, que

a simetria do sistema seja cilindrica e que o movimento ocorre no plano (r,¢). Assim

temos:
77 1 7 CT & 2 42
H\IJ:—[—VQ\I/—27A-V\I/+6A\I/ . (3.4)
2u 1
onde:
- o. 10 -
- 10 0 1 92
2 _ +O0 (U - Y
Vi ror (r or r2 O¢p? (3.6)
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O potencial vetor é dado por:
A=A, = —¢ (3.7)

onde ® ¢ o fluxo magnético que passa pela superficie ortogonal ao campo B!. Substituindo
as Eqs. (3.5), (3.6) ¢ (3.7) na Eq.(3.4), ¢ aplicando a equacio de autovalores, HU = EW

chegamos a seguinte equacao diferencial:

o 10 ok
{ﬁ+;g+ ((%2 27,5%—52) }\IJ =0, (3.8)

onde definimos

f=— . (3.9)

K =2uE . (3.10)

Mas, por outro lado,

92 o .\
(w w—qﬁ‘ﬂz) - (a—wﬁ) ’

entao, a equacao resultante é:

a_2_|_12_|_1 9 ﬁ
or?2  ror 8925 !

Em ambos os artigos, o de Aharanov e Bohm e o de Hagen, iniciam a abordagem

U= 0. (3.11)

pela Eq. (3.11), no entanto, o resultado destes diverge. Para prosseguir o estudo, vamos

adotar o Ansatz U,,(7) = R,,(r)e"™?, onde 0,41, 2, .... Com estes dados e pela Eq.(3.11)

obtemos:
(8‘9_; A ,3) Ru(r) = 0 . (3.12)
Fazendo r — %, entao % 8‘2, e 83:2 = K2 a =, logo obtemos:
it rat (1- 3 5+m>>}Rm<r’> = 0. (313)

Esta equagao tem a forma da equagio de Bessel[12] cuja solugao é:

R (K1) = G jm—p|(KT) + by J_ g (KT) (3.14)

!Esta configuracdo representa o potencial do campo magnético ao longo do eixo z.
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Admitiremos apenas solu¢ao regular na origem, r — 0, assim, ficamos:

o0

U(r,¢) = Z | (k7)™ (3.15)

m=—o0
em que a,, escolhido & (—i)m=Al .

E conveniente separarmos a solucdo (3.15) em trés contribuicoes, Ui, Wy, W3, onde
U =V, + ¥, + V3 em que para m > 1 temos ¥y, para m < —1 temos ¥, e para m = 0

temos W3, logo a solucao fica do seguinte modo:

v, = Z(—i)m_ﬁJm_ﬁ(m)eim‘z’, (3.16)
Uy = _Z (=0)" Tp(ir)e™® = (=i)"™ T_p(rr)e™? (3.17)
Uy = (=) g - (3.18)

Definimos " = kr e derivando ¥y com respeito a 7’:

8\11 = -\ m— ! 1\ im
87,./1 = Z(_Z) B‘]m—ﬁ(r)e ¢7 (319)
m=1
1 = \m— 7\ tm 7\ tm
= 5Z:(—z) (J—p—1(r")e ¢ — Jm_pii(r)e ¢’). (3.20)
m=1

Apos algumas manipulacdes algébricas, chegamos ao seguinte resultado:

ov . —ir’cos 0 ir’cos N\ — ; i
87"1 +icosp¥, = e ¢% <e ¢\I/1> = (=) P [J_gy1 —iJ_pe®] . (3.21)

Multiplicando ambos os lados da equacdo por e’ °*?_ tem-se:
0 ir’ cos¢ ir’ cos¢ 1 -\ —f . 1)
5 <e \I’1> =e 5(—2) [T g1 —iJ_pe’] . (3.22)

Integrando em r:

! /

"o, 1o :
/ — ("W ) dr = —/ e (—i) P [J_pgyr — iJ_ge™] dr (3.23)
0 Or 2 /o
ey, = 5(—2’)_6/ el eose [J_/3+1—Z'J_5€Z¢} dr, (3.24)
0
A
1 reoss [ ivreos :
U, = 5(—@)—%—"“)” / e [J_giy —iJ_ge'] dr (3.25)
0
U, = A / e [ J gy —id_pe™®] dr . (3.26)
0
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Escrevendo esta tltima equacao como Wy = A[I; — I5], onde:
]1 — / eir’cOS(j) |:<]—B+1 o ZJ_ﬁez(ﬂ d?”/ ’
0
L = / e [J_gyy —iJ_ge] dr’ .

Esta integral pode ser encontrada na literatura como segue[6]:
00 o €i<—ﬁa7‘csin%’)
e J_g(kr) = ————
onde 0 < ' <Kke—-2<—0.

Considerando que ' = cos ¢ e k = 1, entao:

o .y o0 . .y .
]1 — / et COS¢J_5+1dT, o / iezd)ezr cos¢J_Bez¢dT/ 7
0 0

ei(—ﬂ+1)arcsin(cos¢) e—zﬂarcsin(cosqﬁ)
< 1
(&

(12 — COSZ(b)% (12 — coszgé)%
Mas, pelas relagdes trigonométricas: sin~'cos¢ = 2 — |¢|, portanto:
ci-BHD(5-10l) ) o—i(5-19l)

, = -— -
: singl " [simg|

_ iB(5-10) e/ (F19) oo
o smgl )

—~i8(Z-191) (ie_id’l — iei‘b)
e _ .

|sing|
Assim:
L =0 se ¢ < 0, ou,
I, = e P997F se >0 .

Por outro lado:

I, = ﬂ {(—z -8 Me”’ n (i)iﬁi (1 _ ei‘ﬁ) e—ir’}

(2#)% (1 + cosg) /% (1 —cosg) 'z

Assim, chegamos a:
Uy = e ilr'eoss—Be) _ (_i)§1 _f (1+¢7) 6"1
2(2m)2 (1 + cosg) r'3
Mas, \112 - \:[12(7"/7 ¢7 _6) = \IJ1<T/7 _¢a 6)7 1Og07

1 . .
i) 14 e ) e’ (1— e ) emir
= P e A
(1 + coso) 13 1 —cos¢p /3

+1
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1 —cos¢p '3

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)



Somando ¥y e Uy:

(o )2 [ 2cos(—Bm — £)cos? i’ —ir’
\1114‘\1/2 — e—z(r cosgp—B¢) __ 2((21)) { ( 6 5 2) 2 € +21€ } ) (340)
T

N

1 T
COS§ T2 T2
Por outro lado, Wy = (—i)l=AlJ_g. Utilizando a forma assintotica das funges de

Bessel|[12] para r’ >> 1, podemos escrever::

Uy~ (=) (%) " cos (r’ - % _=hm _2ﬁ|7r) : (3.41)

2\ 2 (e”'e‘ife‘il_flﬁ +e‘"'e%e“_2m”)
~ (—i)7 (—) 5 : (3.42)

r!

Desenvolvendo um pouco mais esta equagao, chegamos finalmente em:

L. 1 /
_\5 pir _AN\3 ,—ir
S G ) Lo (3.43)
(2m)z 'z (2m)2 1’2
Somando a Eq.(3.40) com a Eq. (3.43),
N ¢ ¢ ir’
o )2 | . cos(—pm — 2)cose
Uy = e | T2 e Sl ¢2) 21 (3.44)
(2m)2 cosy r'2
Mas,
¢ ¢ ; Sy
) cos(—pm — 2)cos? sinfmsing
efm — ( P 3 2) 2 = cosfnm + isinfBm — cosPBr + 6—¢2
cos S cos g
Sinfr _ie
= 7 e 2
cos%
Substituindo o resultado acima na Eq.(3.44) encontramos:
Uy 4 Uy Wy = eileoso—pe) L ; © Smﬁfe—i% . (3.45)
(2imr)? cos§
Por outro lado, ' = kr, entdo teremos:
\If = ‘Ijl + \112 + \Ilg y (346)
) 1 : . plkr
Ry Smiﬂe—%e - (3.47)
(27]-2};/)2 COS? T2
D N (3.48)
onde:
qjinc = e—i(rcosqﬁ—ﬁd)) ) (349)
1 : ) ikr
Vep = 1 lsmiﬂe‘zge ; (3.50)
(27ik)? CcOSY r2
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Podemos definir também,

1 sinBr _seh

U, = i —igf (3.51)
i (2mik)? cosh re
eik’r
= ﬁf(¢)' (3.52)
em que,
1 i ,
F(8) =i . Smﬁfe—% . (3.53)
(27mik) cos$

Este é o resultado que obtivemos adotando o procedimento sugerido por Aharanov e

Bohm. O mesmo difere do obtido no artigo original, o qual é:

Uy 4 Uy + Uy = gilreose—Ao) _ elf sinf ;Teﬂ? : (3.54)
(2imr’) cosg

Esta diferenca é devido ao fator ¢. Entretanto isso nao produz diferenca no célculo da

secao de choque diferencial.

3.2 Meétodo desenvolvido por Hagen

Nesta secao apresentaremos o calculo da se¢ao diferencial de choque desenvolvido por
Hagen [7]. Nesta anéalise, o autor tem o cuidado em lembrar que o valor de § pode conter

um nimero inteiro, N e um nimero fracionério, ¢, tal que 0 < g < 1. Neste caso, teremos:
—B=q+ N . (3.55)

Assim, verificamos que ¥ = Wy + U, 4+ U3 visto nas Eqs. (3.16), (3.17), (3.18), podem

ser reescritas:

[e.o]

Uy o= Y (=) P Tp(kr)e™ (3.56)
—N+1
—N-1 0o

Uy = Y (=) P p(hr)e™ = (=)™ T p(kr)e™ (3.57)
m=—o0 m=1

Uy = (=), e . (3.58)

Os indices no somatorio foram manipulados tal que satisfagam a condigao |m — | =

|m + N + ¢|, mas, para m — > 1 temos m + N + ¢ = 1 entdo m ~ —N + 1, para
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m—f <1temos —m — N —q = 1entdo m ~ —1 — N. Os termos (3.56) e 3.57 ainda

podem ser reescritos do seguinte modo:

Uy o= NN (i) g (51)e™ (3.59)
1

Uy = e NN (i) U g (k)™ (3.60)
1

Seguindo o mesmo procedimento adotado por Aharanov e Bohm, Hagen chega & se-
guinte expressao:

"

- e , sin ,
IR ML VLY E Ry
(2imr") cos s
Comparando a equacio (3.54) com (3.61), verificamos que o termo —ie™™N (¢~ esta
ausente no resultado de Aharonov e Bohm. Nota-se entretanto que embora os resultados

sejam divergentes, ambos tem a mesma expressao para a secao de choque:

B sin?fr 1

o) = (3.62)

2m COSQ§

onde 92 = [f (¢)[?

3.3 Ondas Parciais

Em seu estudo Aharonov-Bohm scattering amplitude, C. R. Hagen |7] ainda adota um
outro procedimento, que é a anélise de ondas parciais. Esta foi uma preocupacao que
nao verifica-se no estudo de Aharanov e Bohm. O procedidmento é o seguinte: vamos
decompor a funcao de onda em duas componentes, uma correspondendo & onda incidente,

Wine € a outra, a onda espalhada, W.g,, portanto:

U o= Ut Ve, | (3.63)

U = e oot Ly o (3.64)

A onda espalhada, por sua vez, pode ser do seguinte modo, no limite assintético:

f(e) . (3.65)

\Ilesp ~

NG

Por outro lado, a estrutura da equagao (3.63) é do tipo:

o0

U= " anJimp(ar)e™ (3.66)

m=—0oQ

29



Como é o caso de uma funcao de Bessel, seu limite assintotico, i.é.,kr >> 1, entao:

o0 1
U~ mz_oo U™ {%} 2 cos (m’ - wﬁ — %) : (3.67)
Para o caso da Eq.(3.63), utilizando a identidade de Jacob-Anger [12]:
U~ i (i)™ e {i} * cos (m“ - —) Z Anem S (3.68)
e~ TRT
onde,
i Ape™? (3.69)

Desenvolvendo a Eq. (3.68), temos:

1
N 2) 2 eim"ef'i|m|%efi% te —iKr z|m|2 el
~ = _\™ img
v 3 () ol ) B e
(3] 1 % im 1
~ im(¢p—m) A mr zqu —iKT 3.70
mZ—:oo [(22‘7?/{7“) ‘ * rz * Z_: <2@7mr) ‘ ( )

Por outro lado, pela eq. (3.67):

(o)

. 2 12 s ™
U =~ ane™® | ——1 cos (m’ —|m — Bl= — —) . 3.71
D ™| m—Bl5 — 5 (3.71)
m=—o00
Assim, ficamos com:
v i ( 2 ) % <€im"€—i|m—6|72’6—1'21r + e—mr ilm—pB|% 5 6 I ) i
~ — (07 € )
S \TkT 2
N 1 Im—BI% imé LNE sz ime
~ a/ e —1|m— ) ezm ’LH’I“ _"_ & el m— gezm e—Zfi’I"
Z (22'7“-4;7“) Z dmKr "
m=—oQ m=—

(3.72)

Comparando as duas equagoes, Eqs. (3.70) e (3.72), somente a parte que contem e~ "

b

verificamos que:
Ay = €M BI5 (3.73)

Comparando agora a parte em e*"

1 1
j : —ilm—p|r jim$ _ E im(¢—m) A .74
(22’7?/{7‘) ‘ ‘ [(2i7rmr> ¢ = Am \/?] (3.74)

m=—o0 m=—oo
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Manipulando a expressao de modo a obtermos:

0o 1 o
Z Ameim¢> _ ( 1 ) Z [eim(quﬂ‘) (eimwefilmfﬂlw . 1)} ) (375)

= 0K =
Definindo:
T T

O = |m|= — |m — B~ | :

|m)| 5 |m — G 5 (3.76)

teremos:
s . 1 3 X .
imeo __ im(¢p—m) (,20m

m:E_OO A e = (inn) ng_oo e (e 1] . (3.77)

Logo, pela Eq. (3.69), temos:

(227m) Z [em=m (e —1)] (3.78)

m=—0o0

[N

Reescrevendo 4, = 53 para o caso de m > N ou 9,, = —5 /3 para o caso de m < —N,

vamos ter que a equacao acima pode ser reescrita como:
9] —N-1

D IR Dl G G )| IR

m=—N m=—0o0

Onde definimos A = (Mm)%.

fl¢)=A

Esta funcao nao é convergente para todo N, logo para desenvolvermos melhor esta
funcao, precisamos analisar o valor de ¢ — 7 = A¢ para os casos em que A¢p = 2mn e
A¢ # 2mn, com n inteiro. Além disto, tomamos ¢ — ¢ + ie para o termo em n do
primeiro somatorio e ¢ —» ¢ — i€ para o termo em n do segundo somatoério.

Podemos considerar:

[e.9]

I — Z eim(¢—) (3.80)

m=—N

—-N-1

II= Y emom (3.81)

Para ambas as expressoes, I e I, vamos considerar que [ = I, + [ e [ =11, + I,

onde os indices a e b representam os casos para A¢. Assim, teremos para [:

a —iN(¢p—)
— im(¢p—m) _ © "
I, = _ZNQ = 1 se A¢ # 2mn, com n inteir(3.82)
= . 1
I = Y mertid - ———— Ag = 0. 3.83
’ m=—N ’ —iA¢ + i€ se Ad ( )
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O mesmo fazemos para I, entao:

o0 —iN(¢—)
_ im(p—m) _ € 7 7 .
1, = E Ne = o se A¢ # 27n, com n in{8iHl)
>~ ‘ 1
II, = § m(Aetie) — _____— Ap =0. 3.85
b Rt © —iA¢ + i€ se A9 ( )

Nesse momento usaremos a propriedade:

1 1

2m3(9) = — T T (3.86)

Dessa forma, apds algumas passagens intermediarias, reescrevemos a Eq. (3.79) na se-

guinte forma:

J(9) = (2;/@)

Podemos ver que surge um novo termo em f (¢) que se anula para ¢ # .

¢

— ¥z

[}
oS 5

N

e

[—27r5(gz5 — 1) (1 — cos f7) + ie” ™M@ Msin B (3.87)

32



Capitulo 4

Analise do Espalhamento em um Cone

Neste capitulo, analisaremos o espalhamento de uma particula nao-relativistica em
um espacgo conico, i.e., uma superficie bidimensional que apresenta uma déficit de angulo.
Adotaremos aqui o procedimento desenvolvido por Deser e Jackiw [8].

O elemento de linha associado a uma superficie conica pode ser expresso por:
i g 1
di* = g;;da'dr’ = Edrz +r?de? (4.1)

onde 7' = (r, @), com r > oo e ¢ € [0, 27]. O parametro a = (1 — 4Gpy) < 1 foi obtido
no capitulo 2 e esta associado a corda césmica.

Abaixo escreveremos o operador Hamiltoniano, H, o qual é dado por:

H= _ﬂﬁa" (V9979;) (4.2)

onde g = det(g;;) = ;—22, V9 =

sistema o elemento de linha fica escrito por:

Redefinindo a variavel radial por, »r — ar. Nesse

QI=

di* = gda'dr? = dr® + o*r?*d¢® | (4.3)
Assim, adotando o ansatz W, (r, ¢) = u,(r)e® e utilizando a equagao de autovalores
HU = EV, ficamos com:
n? 2,2
70,10, — 2 +rrelu(r) =0. (4.4)

Aqui também temos k? = 2uE.
A solucao regular na origem pode ser expressa por:

n—|n|

up(r) = (—1)2 J%\(m) ) (4.5)
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Observe que novamente temos a funcao de Bessel como solucao. Deste modo, vamos

analisar o limite assintotico, ou seja, para valores em kr >> 1:

2 In|m w
Iy (k1) = | — —— == 4.6
R e ) (4.5)
(n=lnhr | 2 In|m w
) ~ = B I 47
up(r) e 2 7mrcos(m’ =5 4) (4.7)

Em seu trabalho, Jackiw e Deser decompoe a onda total como uma soma de uma
onda incidente mais uma espalhada. Esta é a forma padrao de abordar um problema de

espalhamento quando tratamos de ondas parciais. Portanto, temos:

W = i1, 6) + Ve 1,9) (4.
onde:

Wine(r,0) = € (4.9

Ve (r0) = LI (4.10)

Para a Eq. (4.9), adotaremos a mesma identidade utilizada em se¢ao anterior, repre-
sentada na Eq. (3.68) e, portanto, considerando que no limite assintotico, ou seja, r >> 1,
as fungoes de Bessel comportam-se em termos de fungoes trigonométricas|12|, teremos:

00 ‘ 2 % oo ) KT
U~ Z (—i)™ e'me {W—m} cos (m" — @TF - g) + Z Amezmqﬁ% , (4.11)

m=—0oQ

que, desenvolvendo e organizando os termos resultantes, ficamos com:

0o 1 . 1
1 2 2 )
P —i|m|m zm¢ A imeo\ _ikr meo _—iKkr 4.19
m:z_oo me’] ( T Ame ) i Z 27?57’ ¢ ( )
Mas, a estrutura da onda total, numa corda césmica, tem que ser do tipo:
U= Z U ) (KT) €™ (4.13)

que, apos alguns desenvolvimentos algébricos, nos leva a:

1
> 1 2 |m| = 2 m| .
U~ . —277 zmqb IRT i 5 L ime —ikr (4.14
Z ¢ |:2i71’l€7”:| o - Z |:27Tli’r’:| crree ( )

m=—0oQ m=—0oQ

comparando os termos em e e em e " nas Eqs. (4.12) e (4.14) encontramos:

|m|

Ay, = € o

(VB

(4.15)
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e, também:

b . 1 % © . m| .
im¢ —iT —|m|7r> ime
m:Z_OO Ae <2i7rm“) m:Z_OO (e e e (4.16)
1 % s . |ml .
— —Z(T—|m|7r . 1) imaeo
<2i7rm“) m;m (6 ) €
_ 1 2 Z <€—i|m|(é—1)7r . 1) eimd) (417)
0TKT =
Deste modo, podemos definir:
|m|m (1 1
O = (2 1) = —Z|mlw 41
(- S lmlw (118)

Esta expressao é o angulo de desvio de fase. Identificamos a funcao angular em ¢,

indicada na Eq. (4.10) como:

fl¢) = ( ! )§Z(e""m""—1) e (4.19)

12K
m

onde w = (i—l)ﬂ'
Seguindo a abordagem do autor, vamos definir duas funcoes, S; e Sy, para o desen-

volvimento do calculo:

Si(e) = D et

m
o0

_ Z (eim@—+ie) 4 gmim(@r—i)) _q (4.20)

m=0

onde ¢y = ¢ptw = ¢t7 (ot —1).

Além disto, também, temos:

S, = (eim(¢+ie) +6—im(¢—ie)) 1,
m=0
1 1

T 1 _ giletie + 1 — g—ilo—ie) L. (4.21)

Notemos que:

S(51(0) + S7(8)) = 5(S2(61) + S3(6)) = w S (66, — 2mm) +8(6 — 2mm) (4.22)

LP_ P P Lp_
1 1 —i5 15 1 15 —i—5
5 (S1(6) = $1(6)) = —5- <—+> o (*—) (4.23)

e~liT — et
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Utilizando estas relagoes e apds algumas manipulagoes algébricas, chegamos finalmente

f(¢):(2m>%{ sine mz (6 + 6" — 26(¢) — 27rm)]} (4.24)

COSW — COSQ

onde, as fungoes delta de Dirac sao:

§ = 0(dp+w—2mm) e, (4.25)
" = 6(¢p—w—2mm) (4.26)

Ainda utilizando a decomposi¢ao da Eq.(4.8) vamos identificar arbitrariamente a onda

espalhada com:

[ i sinw e
U = 4.27
b 27K COSW — COSQ /T (4.27)

36



Capitulo 5

Analise do espalhamento por um tubo
magnético no espaco-tempo de uma

corda cosmica

Neste capitulo, analisaremos o movimento quantico relativistico de uma particula boso-
nica espalhada por um tubo magnético no espago-tempo de uma corda cosmica. Admi-
tiremos um tubo magnético de raio a e o eixo seja coaxial a corda. Para este estudo,
vamos lancar mao das consideragoes precedentes, ou seja, utilizaremos a métrica da corda

cosmica dada por:
di* = dt* — dr® — o*r?d¢* — dz* | (5.1)

onde, a = (1 — 4Gpp) < 1 e pp ¢ a densidade linear de massa da corda césmica.

Nosso interesse é saber que contribuicao é dada ao phase shift quando se tem um tubo
magnético em torno de uma corda coésmica e uma particula incide a este.

Adotaremos o quadri-vetor potencial vetor cuja forma é a que segue:
A, = (0,0,A44,0) . (5.2)

Utilizamos a equacao que governa o movimento quantico de particulas, a equacao

de Klein-Gordon, a fim de verificar o comportamento de bésons que passam pela regiao
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onde ha uma corda césmica com tubo magnético. Assim como hé espalhamento no efeito

Aharanov-Bohn, esperamos que neste caso ocorra também este efeito de espalhamento.
Para deixar mais claro o acoplamento com o potencial vetor dado pela Eq. (5.2), na

equagao de Klein-Gordon dada pela Eq. (2.48), reescreveremos esta equacao do seguinte

modo:
(D2 + /f) =0 |, (5.3)

onde p é a massa da particula e também adotaremos a convencao ¢ = h = 1. Além disto,

o termo D? da equacao precedente é dado por:

1
D?*=——D, (v/—g9"™D, 5.4
=g " ( ) (5.4)
onde:
D, =0, +ied, |, (5.5)

e, especificando mais D, tem-se:

(

Dy = o = %
D, = o = %
D, = . , ) (5.6)
Dy = 0y +1ieAy = 56 T ieAy
D3 = 8z = %

\

Temos também que:
g =det(g,,) = —a?r? . 5.7
“w

Estudamos a acao de campos magnéticos ao longo do eixo z de um tudo coaxial a
uma corda césmica. Vamos considerar que o tubo tenha um raio finito igual a a. Assim,

analisaremos trés modelos propostos. Os trés modelos distintos sao:

(i) campo magnético homogénio dentro do tubo;

(ii) campo magnético proporcional & % dentro do tubo;

(ili) campo magnético na casca cilindrica.
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Tais modelos foram utilizados pela primeira vez em 1993 por M.Bordag e S. Soropaev
, [9]. No entanto, no artigo citado, os autores estudam o caso ndo-relativistico, ou seja,
com a equacao de Schridinger e para particulas com spz'n—%. Nosso estudo tratara de
bosons e a equagao de Klein-Gordon.

Os trés modelos sao descritos, matematicamente, como a seguir:

Modelo 1) B(r) — afaz@m o (5.8)
Modelo 2) B(r) = 2&iar6(a —-r) (5.9)
Modelo 3) B(r) — zo‘ima(a ) (5.10)

onde, a fungao degrau de Heaviside [12] é definida por:

1 = ser<a
Oa—r) = ) (5.11)
0 = ser>a

e também, d(a — r) é a delta de Dirac [12].

Utilizamos o quadri-vetor potencial,

AM = (0707A¢a0) (512)
em que:
P
Ay = —%a(r) , (5.13)

onde, para os modelos 1) e 2)
a(r) = f(r)©(a—r)+ O(r —a) (5.14)

com

N

) = = para o modelo 1) | (5.15)

= para o modelo 2)

23
|

Q3

e, para 0 modelo 3)
a(r)=0(r—a) . (5.16)
As proximas secoes irdo tratar de cada modelo separadamente.

39



5.1 Campo magnético uniforme dentro do tubo.

Aqui vamos analisar o modelo 1. Neste modelo como nos préoximos, iremos analisar
o movimento em duas partes: dentro do tubo, ou seja, para r < a, e e o caso fora do

tubo, ou seja, r > a, . Desta forma em r < a, teremos, pela Eq. (5.11) que ©(a —r) = 1.

Y%
Vg

Figura 5.1: Campo magnético uniforme dentro do tubo

Desenvolvendo a equacao de Klein-Gordon com o operador (5.6), ficamos com:

0? 10 o? 1 (/0 2

— V- —— V¥ — — VU — —— [ — +ieA S —— 2y = ) 1

ot? ror or? a?r? (3gz§ e ¢> 022 T 0 (5.17)
Adotando o ansatz:

U =0 (r t 2, ¢) = RO(r)e Bleikzeime (5.18)

Apos alguns desenvolvimentos algébricos na aplicacdo da Eq. (5.18) em Eq. (5.17)

chegamos a:

*R 1dR 1
W+;W—W<m+eA¢)ZR+AZR:o , (5.19)

onde,

N =FE*—k - . (5.20)

A Eq. (5.19) é uma equagao genérica em que a depender de cada um dos modelos, a

funcao A, assumird uma expressao correspondente.
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Para este modelo e em r < a, temos que:

)
PR (5.21)

Portanto:

dr?  rdr o?r? 2ma?

*R 1d 1 o L)\’
i i ( —e 7’2) R+NR =0 . (5.22)

Desenvolvendo mais a Eq. (5.22), temos:

AR 1dR m?  B%r?
- — — R = 0 5.23
a Trar (7 a?r? a2a2) ’ (5:23)
onde, definimos que:
2mp
N2
= AN+ el (5.24)
ed
= — . 5.25
P 27 ( )
Fazendo a substituicao r = y/z na Eq. (5.23), teremos:
d*R  1dR 2 1 B2
—— +t—-——+ A - b (5.26)
dz? = zdz 4z  4a2z?2 4o?at
A fim de eliminarmos o termo com a derivada primeira em z utilizaremos:
u
R(%) = — 5.27
@)= . (5.21)
e suas respectivas derivadas em z. Deste modo ficamos com:
o?at i— T—QQ olat gy afat 1
o L2 _Zlu=0 5.28
52 u+ 2 62 + Az 62 4 u ’ ( )
d>u
onde u” = &%
Adotando:
a’o
Zz=— , 5.29
5 (5.29)

e suas respectivas derivadas em z, apés um desenvolvimento algébrico, ficamos com:

1 m?2
" 17 12 w 1
Y_Zlu=o0 5.30
u’ + ( = ) + y 4] U , ( )
em que,
2
= 1 (5.31)
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A Eq. (5.30) é uma equacdo auto-adjunta cuja solugao regular na origem éa fungao

de Whittaker:
m(——7r?) . (5.32)

Portando, retornando com as substituicoes que foram feitas, temos que:

Mw m LTQ
RY(r) = # . (5.33)

Assim, ficamos com a solugao interna:

My m ()
(7’, t, ¢’ Z) — C(l) 2a (a2o¢ )e—zEtezkzewmb ’ (534)
r

\If(l)

int
onde C'(i) é a constante de normalizac¢ao, no caso do modelo desta se¢ao, i = 1. Por outro

lado, estudando o caso externo ao tubo, ou seja, em r > a, teremos, pela Eq. (5.11) que

©(a — r) = 0, portanto:

B=0 . (5.35)
Por outro lado, para o caso em que r > a, ou seja, fora do tubo, temos que A, = —%

logo, a Eq. (5.19) fica:
>R 1dR 1

dr?  rdr o?r?

(m—B°R+MNR=0 (5.36)

ou, desenvolvendo um pouco mais a expressao:

2R dR
et (W) R=0 (5.37)
onde,
S - (5.39)
UV = o m . .

A Eq. (5.37) tem a forma da equagdo de Bessel cuja solu¢ao tém a seguinte forma:
RW(r)y = AV I, (Ar) + BON, (M) (5.39)

onde, J,(Ar) e N,(Ar) sdo as fungoes de Bessel e de Neumann, respectivamente.

Neste caso, a solugao geral para o caso externo ao tubo, » > a, é dada por:

U (r,t, ¢, 2) = e etz (AW ], (Ar) + BUN,(Ar)) . (5.40)

€.
Para a proxima se¢do, seguiremos a analise para o modelo 2).
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5.2 Campo magnético proporcional a % dentro do tubo

Aqui, analisaremos o modelo 2. Embora os modelos sejam distintos, o procedimento
para a obtencao da equagao e posteriormente da solucao da mesma é similar ao caso

anterior.

Figura 5.2: Campo magnético proporcional a % dentro do tubo

Nesta secao, iremos logo aos resultados, pois o procedimento foi mais detalhado na
secao anterior. Temos que, internamente ao tubo, ou seja para r < a, ficaremos com
©(a — r) = 1, portanto, o potencial é:

A=, (5.41)

 27a
Assim, a Eq. (5.19) ficara do seguinte modo:
>R 1dR 1

dr? + rdr  ar?

(m - ﬁ£>2 R+MR=0 (5.42)

onde, definimos § = g.

Fazendo substituicoes, R = \7/—%, que nos levard a equacao auto-adjunta cuja solucao

tem a forma de Whittaker, regular na origem, que tem a seguinte forma:

M, 1mi (C3)
(2) _ &5 e’
2) () — o (5.43)
onde,
£ = o , (5.44)
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2 _ (\aa)?
¢ = oY = (ad) (5.45)
Q@
Neste caso, temos como solugao geral interna:
o M (CF)
\I/gi(r,t, ¢, z) = 0(2)6_’Et6’kze’m¢—€’ o (5.46)

VT
Por outro lado, para o caso externo, ou seja, para r > a, temos que a Eq. (5.19),fica:

,d*R  dR

212 2
stk _ - ) A
e —i—rdr—l—(r)\ V' )R=0 (5.47)
onde
*1] - B (5.48)
v=—|m , )

Assim, equacao geral externa, fica:

U (rt, 6, 2) = e~ PPt eihegimd (AP J,(Ar) + BAN, (M) (5.49)

5.3 Campo magnético sobre a casca cilindrica na su-

perficie do tubo

b

%

B

o

Figura 5.3: Campo magnético sobre a casca cilindrica na superficie do tubo

Aqui analisaremos o0 modelo 3. Neste modelo, novamente teremos as duas situagoes

a verificar, a parte externa e a interna:



Para a parte interna, ou seja, r < a teremos:
Ay =0 (5.50)

Logo, usando nossa equacao de referéncia, 5.19, temos:

,d*R  dR

L 9 y202
Pyt = —m +Ar*R=0 (5.51)

que nos gera a solucao:

RO (r) = CW]@ (M) . (5.52)
Assim, a solucao geral interna, fica:

\111(2(7”7 t,,z) = C(B)e_iEteikzeimd’J%()\T) (5.53)

Seguindo a mesma linha de raciocinio, vamos analisar o caso para r > a temos que

para este modelo,

ed
A, = = .54
Logo, a Eq. (5.19), ficara:
d?R 1dR 1 5 2
— — B8R+ XMR=0 5.55
dr? + rdr o?r? (m 6) + ’ ( )

onde [ ja foi definido anteriormente. Esta equacao tem a forma que nos permite inferir a

solucao de Bessel:
RO (r) = AB J,(Ar) + BON,(\r) . (5.56)
Assim, a solucao geral, para o caso exterior, ficara:

v®

ext

(r,t, ¢, 2) = e Fleth=emo (AB) ], (\r) + BOIN, (\r)) (5.57)

Verifica-se que para os trés modelos, no caso externo, ou seja, para r > a, a solugao é
a mesma.
Com os trés modelos analisados, é possivel verificar que ha contribuigoes para o espa-

lhamento, que serao analisadas apo6s ser feito o estudo das condigoes de contorno.
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5.4 Condicoes de continuidade:

Analisaremos as condicoes de contorno que é fundamental na interpretacao dos fendéme-
nos quanticos. As condicoes de contorno que vamos utilizar sao as usuais, i.é., as solucoes
interna e externas sao continuas em r = a assim como suas respectivas derivadas.

Nesta etapa, ja observamos que em todos os trés modelos, para o caso em que r > a,
ou seja, na regiao exterior, a solucao sempre serd dada em relagao as solucoes de Bessel,
caso contrario, ou seja, r < a, teremos solugoes distintas, que denominamos R;(a), com

t = 1,2 ou 3 representando os modelos 1, 2, ou 3.

Assim, desenvolvendo a equacdo de continuidade para o caso geral, temos:

RY(a) = AY(X\a)J,(\a) + BO(Aa)N,(\a) (5.58)
R9Ya) = ADNa)NJ (Aa) + BD(Aa)AN!(Xa) (5.59)

onde R’ para i = 1,2 e 3 representa a funcao radial associada aos modelos 1, 2 e 3,
anteriormente especificados.

Dividindo a Eq.(5.58) pela Eq.(5.59), ficamos com:

R(a)  APJ,(Aa) + B (Aa)N,(\a) (5.60)
RO(a) AP (Aa)AT,(Aa) + AD (Aa)AN,(Aa) |
Assim:
l_ i R'9D(a)N,(Aa) — ARV (a) N} (\a)
AP (Aa) = B (ha) ( ARG (a)J! (\a) — R'®)(a)J,(\a) ) 00

Substituindo a Eq. (5.61) na Eq. (5.58) e fazendo algumas manipulagoes, ficamos

com:

_ ARY(a)J(Aa) — RV (a)J,(Aa)

BY(X 5.62
v ) = S N, — N )y () (562)
Neste ponto, vamos utilizar a seguinte identidade[12]:
2
A, (Aa)N,(Aa) — N, (Aa)J,(Aa) = ——— (5.63)
TG
Assim, a Eq. (5.62), fica:
B (Aa) = —% (ARD(a)J,(Aa) — R'D(a)J,(Aa)) (5.64)
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Substituindo a Eq.(5.64) na Eq. (5.61), apo6s alguma manipulagao algébrica, ficamos

com:

AD(\a) = —% (RO(a)N,(Aa) — ARD(a) N',(Aa)) (5.65)

Utilizando as Eqgs. (5.64) e (5.65) nas fun¢oes de onda para regido externa, dadas

pelas Egs. (5.40), (5.49), (5.57) ficamos com:

WO (r 1,6, 2) = e Eleik=eimo AO (g, 3) (T, (Ar) — v (@) N, (Ar)) (5.66)
em que:

AP(a) = T (ARV(@N,(Aa) = RO ()], (M) e (5.67)

v (Aa) R®(a)J)(Aa) — R (a)J,(Aa) (5.68)

R@(a)N!(Xa) — R (a)N,(\a)

A partir deste ponto, vamos utilizar o programa computacional de calculo numérico
Wolfram Mathematica para obter informacoes concretas sobre o phase shift de cada um
dos casos analisados por nos ao longo do desenvolvimento deste trabalho. Este assunto

serd desenvolvido no proximo capitulo.
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Capitulo 6

Analise numérica do angulo de

mudanca de fase

Neste capitulo iremos analisar numericamente os resultados precedentes afim de estu-
dar o angulo de mudanca de fase que é obtido devido as contribuicdes de cada modelo
proposto. Para isto, utilizaremos o método de andlise de ondas parciais [24] e vamos
delimitar as equagoes que serao analisadas através de calculo numérico.

Sabemos que uma funcao de onda para o fendmeno de espalhamento possui duas
contribui¢oes, uma delas é a onda incidente e a outra a onda espalhada. Esta funcao pode

ser escrita do seguinte modo:
] ei)\r
Ui ¢) = 00+ 2 f0) (61)

onde o primeiro termo a direta da igualdade representa a onda incidente e o segundo
termo representa a onda espalhada.

Mas, ja vimos que podemos expandir o primeiro termo através da identidade de Jacob-

Anger [12]:
e =N (i) e ] (Ar) (6.2)
: : (6.3)
onde J,,,(Ar) representa a funcdo de Bessel.
Assim, podemos reescrever a Eq. (6.1) do seguinte modo:
W) = (i) + S 10) (6.4

m
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Por outro lado, conforme vimos no capitulo anterior, a solugao exterior, é dada por:

(r,0) = AD(a, \) (L, (\r) — v (@) N, (Ar)) ™ (6.5)

14

[m—B

«

onde, i = 1,2, 3, representa os modelos que analisaremos e v = . Para nosso estudo,
utilizamos apenas a parte dependente de r e ¢, i,e., omitiremos a dependéncia da funcao

de onda com respeito a variavel z.

Vamos fazer uma anélise para valores em que Ar >> 1. Para tanto, utilizaremos a
expressoes assintoticas para as fungdes de Bessel e Neumann|[12].

Além disto, por conveniéncia, vamos definir:

' ) < (9) A
vD(Aa) = tan e (\a) = W (6.6)
cos €, (Aa)
Para simplificar a notacao, adotaremos, por enquanto, que,
ef!(Xa) =€), (6.7)

Assim, tomando as expansoes assintoticas para as funcoes de Bessel e de Neumann,

chegamos a:

2 - sin e ,
Uy eat(1,0) =\ —— A,(f) coso — | —— | sino | ™ | 6.8
t( ) T\ ; COS EZ(/Z) ( )

em que,

7
oO=A\r—— —

— (6.9)

Desenvolvendo um pouco mais a expressao, teremos:

[ 2 A , :
Wy et (1, 9) = - Z a(yl) (COS e(V’) cos 0 — sin GS) sin J) , (6.10)

onde,
L AD
alV) = @ (6.11)
oS €
Para a Eq. (6.10) utilizaremos a relagao trigonométrica:
cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sin (a) sin (b) (6.12)
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deste modo, ficamos com:

/ _n () > imeo
yezt 7T)\’I“ Z COS AT 9 4 + €, ) . (613)

Por outro lado, vamos desenvolver assintoticamente a Eq.(6.4), que é a equacdo que

contém os termos da onda incidente e da onda espalhada. Deste modo, ficamos com:

, 2
Uy eat(r,0) = ;(—i)me’md’w pp- cos ()\7” — g — %) + e\/Ff (®) (6.14)

Agora vamos comparar os termos da Eq. (6.13) com (6.14)

m _im 2 v T ei/\r
Z(—z) e 45,/)\ rcos(AT—7—1)+ \/;f(gb) —
\ v \r Z cos (A\r — I%T -7 + Efj))) oime (6.15)

Para facilitar a visualizacao da comparacao, optamos por utilizar as relacoes:

eia + e—ia eia _ e—ia

cos(a) = 5 , sin(a) = 5 (6.16)

Deste modo, a Eq. (6.15), fica:

E :6 2€zm¢ /_ (6 i(Ar—¥r 1) +e —i(X T_T_Z)) + e\/Ff <¢) —
[ 2 PO =T ey | i =T 4el))) ime
— E all 1 +e 21 e’ . (6.17)

Agrupamos convenientemente de tal modo a obtermos as seguintes expressoes:

a(‘fﬂ,ﬁl e (6.18)
e
_ \/; ijemmez'mWw) ’ (6.19)
onde:
O = 0294+ €W (Na) (6.20)
= =3 (|m;ﬂ| —|my) . (6.21)

O segundo termo da expressao (6.20) terd uma atengao a parte e serd visto em breve.
Na Eq. (6.21), a presenga do fator 6% corresponde a contribuigdo na mudanga de fase

devido presenca da corda cosmica e do campo magnético linear ao longo da mesma. Esta
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contribuicao corresponde a combinagao do efeito Aharonov-Bohn e do defeito topologico
da corda cosmica.

Ja o fator e,(f)(Aa) representa a contribui¢ao ao tubo magnético de raio a. Este fator
¢ encontrado mais explicitamente quando substituimos a Eq. (5.68) e a Eq.(6.6), deste

modo, obtemos a seguinte relacao:

@

eD(\a) = tan? (vﬁzﬁ ()\a)) : (6.22)

onde,

R (a)J! (Aa)—R’(i)(a)J@ (Aa)

[m—B]
e

RO(@)N],_ (Aa) — RO (@) N s (Aa)

Ub (\a) = (6.23)

«

A partir de agora, iremos analisar esta relacao importante, pois representa a contri-
buicao mudanca de fase para cada modelo ¢+ = 1,2,3. Iremos analisi-la para valores
especificos de m, que representa o niimero quantico angular, de 3, que representa o fluxo
do campo magnético e de «, que representa deficit de angulo planar associado & corda

cHsmica.
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6.1 Analise numérica do primeiro modelo

1

, com Aa, sendo a o

Nesta secao vamos analisar numericamente a dependéncia de €
raio do tubo magnético e A = /E? — u? — k2. Adotaremos o indice superior indicando o
modelo que esta sendo analisado.

O modelo 1, conforme ja foi visto, representa um campo magnético homogéneo dentro
do tubo. A anélise sera feita fixando os valores de m e de 8 considerando diversos valores

de «, especificamente para a =1, « = 0.8 e a = 0.6.

1

, na Fig.6.1 para os valoresde m =0, f =1e a = 1.

Inicialmente iremos exibir e

Desta forma obtivemos o seguinte resultado grafico:

1
EV
2F

m=0p=23a=1

Aa

Figura 6.1: Neste grafico adotamos m =0, § =23ea=1

1

, assume dois picos para valores especificos de \a.

Podemos ver pela Fig.6.1 que ¢
Isto ocorre quanto o termo no denominador da Eq. (6.23) se anula. Este fenomeno é
conhecido na literatura como fendémeno de espalhamento ressonante e ele ocorre para

valores especificos de energia [1]. Para essas energias, o angulo de mudanca de fase passa

de 7/2, ou miltiplos.
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Na nossa proxima analise manteremos os mesmos valores anteriores para m e  porém

vamos considerar a = 0.8. Neste sentido encontramos o seguinte grafico:

m=0,8=23a=0.8

Aa

Figura 6.2: Neste grafico adotamos m =0, =23 e a =0.8

Pela Fig.6.2 observa-se que também ocorre o fenomeno de espalhamento ressonante.
Vamos continuar com os valores fixados para m e [ e, desta vez, com o = 0.6. Deste

modo obtemos o gréfico:

m=0,=23,a=0.6

~F

Aa

Figura 6.3: Neste grafico adotamos m =0, =23 e a =0.6

Também é possivel ver o fendmeno de espalhamento ressonante.
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A comparagao dos trés graficos gerados com m = 0 e § = 2.3 e valores distintos de «,
sao exibidos na Figura 6.4. A linha tracejada corresponde a a = 0.6, a linha pontilhada

corresponde a o = 0.8 e a linha continua corresponde a o = 1.

€,

2p

y ___—— A

Figura 6.4: Comparando os graficos do modelo 1 com m = 0 e a linha tracejada cor-
respondendo a a = 0.6, a linha pontilhada correspondendo a o = 0.8 e a linha continua
correspondendo a « = 1. Verifica-se que a medida que diminuimos o valor de « o gréfico

desloca-se para a direita.

Pelo grafico 6.4 podemos inferir que ha um deslocamento para a direita do ponto de
ressonancia a medida que diminuimos o valor de a.

Desejamos agora estudar o comportamento de €!, quando modificamos o valor de m.
Assim, na nossa proxima analise do modelo 1 tomaremos m = 1. Continuaremos com o

valor de 8 = 2.3. Os valores de « serao 1.0, 0.8 e 0.6.
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Deste modo, o primeiro grafico com o = 1 ficara:

€L,
6

m=18=23a=1

Aa

Figura 6.5: Fixando os valores m =1, § =23, a = 1.0

Note que para este caso para m = 1 nao ocorre o espalhamento ressonante, conforme
é possivel ver na Fig.6.5.
Tomando agora o valor de a = 0.8, ainda com m = 1 e [ = 2.3 ficaremos com a

seguinte curva no grafico:

m=18=23,a=0.8

Figura 6.6: Fixando os valores m =1, § =2.3, a = 0.8

Pela Fig. 6.6 ¢ possivel notar que também para este caso em que m =1 e a =0.8 0
espalhamento ressonante nao ocorre.

Por fim, analisando o caso em que o = 0.6, m = 1 e § = 2.3, vamos ter o gréafico:
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m=18=23,a=06

Aa

Figura 6.7: Fixando os valores m =1, § =2.3, a = 0.6

Comparando os trés graficos gerados para o modelo 1, desta vezcomm =1e = 2.3
e valores distintos de «, verificamos o padrao conforme exibidos na Figura 6.8. A linha
tracejada corresponde a o = 0.6, a linha pontilhada corresponde a o = 0.8 e a linha
continua corresponde a o = 1.

€l,

6

-
N
w
s>
o
o
~

Aa

Figura 6.8: Comparando os trés graficos gerados para o modelo 1, desta vez com m = 1
e = 2.3 e valores distintos de «, verificamos o padrao conforme exibidos na Figura 6.8.
A linha tracejada corresponde a o = 0.6, a linha pontilhada corresponde a @« = 0.8 e a

linha continua corresponde a a = 1.
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Agora vamos analisar o modelo 1 para o caso em que m = —1 com o valor de § = 2.3

e tomando os valores de « = 1, a = 0.8 e @ = 0.6. Comecamos com « = 1. Desta forma,

temos:

€,

I m=-18=23a=1
1k

2 4 (IS 8 10
Aa

—1k

2k

Figura 6.9: Fixando os valores m =1, § =23, a=1
Duas observacoes devem ser feitas aqui. Primeiro, para m = —1 verifica-se que o

espalhamento ressonante ocorre; segundo, embora nao apresentamos o grafico aqui, ve-
rificamos tomando m = —le = —2.3 reproduzimos o mesmo gréafico correspondente a

Fig.6.5.
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Continuando nossa anélise para m = —1, § = 2.3 tomando o = 0.8. Ficamos com o

grafico abaixo:

m=-18=23,0=0.8

Aa

Figura 6.10: Fixando os valores m = —1, 8 =2.3, a = 0.8

Pela Fig 6.10 verifica-se novamente o fenémeno de espalhamento ressonante para o

modelo 1 quando fixamos m = —1 com [ = 2.3.
Finalmente, analisando o modelo um com m = —1 para o = 0.6 temos o grafico:
€l

2

m=-15=23,a=0.56

L
-

Aa

Figura 6.11: Fixando os valores m = —1, § =2.3, a = 0.6

Mais uma vez, verifica-se o fendmeno de espalhamento ressonante.
A fim de obtermos uma ideia mais exata do comportamento destes trés graficos gera-

dos, vamos analisid-los em conjunto num mesmo par de eixo coordenado. Assim, para o
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modelo 1 em que m = —1 e os valores de avariam em a = 1, @ = 0.8 e a = 0.6, vamos

ter o seguinte gréafico:

€l
2@
1k
o - .
2 4 6 8 10
_1 =T
2k
Figura 6.12: Comparagao do modelo 1 em que m = —1. A linha tracejada corresponde

a a = 0.6, a linha pontilhada corresponde a @ = 0.8 e a linha continua corresponde a

a=1.

Observa-se novamente que 8 medida que os valores de o diminuem ha um deslocamento

do pico do ponto de ressonancia para direita do grafico.

6.2 Analise numérica do segundo modelo

Analogamente ao que foi feito na secdo precedente, iremos analisar o modelo 2, que

e . N
representa caso do campo magnético proporcional a - dentro do tubo. Iremos fixar o
valor de 8 = 2.3 em todos os casos e avaliaremos o comportamento do grafico €2 com \a

tomando os valores de a =1, a =08 e a=06em=—1,0,1.
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Desta forma, com o = 1 e m = 0, teremos o seguinte grafico:

€2,
T m=08=23a=1

Aa

Figura 6.13: Modelo 2, fixando os valores m =0, =23, a=1

Aqui vemos claramente pela Fig. 6.13 o fenomeno de espalhamento ressonante apare-
cer.
Vamos continuar analisando com m = 0 e = 2.3, mas iremos utilizar a = 0.8. Assim,

teremos:

m=0,8=2.3,a=0.8

Aa

Figura 6.14: Modelo 2, fixando os valores m =0, § = 2.3, a = 0.8
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Finalmente, para m = 0, § = 2.3 vamos utilizar o valor de « = 0.6. Desta forma

obteremos:

€%,
2F

m=0,4=2.3,a = 0.6

~r

Aa

Figura 6.15: Modelo 2, fixando os valores m =0, § = 2.3, a = 0.6

A fim de obtermos uma comparagao mais clara dos trés casos vistos acima, Fig.6.13,
Fig.6.14 e Fig.6.15 vamos agrupar os graficos para analisarmos o comportamento do mo-
delo 2 em que m=0,a=1, «a =0.8 e « = 0.6. Desta forma:

€2,

2¢

/ I)La

Figura 6.16: Comparando os graficos do modelo 2 com m = 0, temos que a linha
tracejada corresponde a o = 0.6, a linha pontilhada corresponde a @ = 0.8 e a linha
continua corresponde a o = 1.

Claramente observa-se o mesmo que fendmeno de espalhamento ressonante nos trés
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casos e verificamos, pela Fig.6.16 que a medida que os valores de a diminuem o picos
ressonante deslocam-se para a direita. Neste caso, temos que a linha tracejada corresponde
a a = 0.6, a linha pontilhada corresponde a o = 0.8 e a linha continua corresponde a
a=1.

Passaremos a analisar agora o caso e que m = 1, = 2.3. Iremos avaliar este modelo

2 com os valores de a =1, « = 0.8 e @ = 0.6. Assim, temos o primeiro grafico:

€?,
2.0p¢

m=18=23a=1

1.5F

1.0

0.5F

0.0

-0.5} Aa

-1.0%

Figura 6.17: Modelo 2, fixando os valores m =1, =23, a=1

Neste caso, a Fig.6.17 mostra claramente que o fenémeno de espalhamento ressonante

nao ocorre para o caso em que m = 1.
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Seguindo a nossa linha de raciocinio, tomando o = 0.8 para o caso em que m = 1 e

B = 2.3 ficamos com a seguinte representacao grafica:

2
€%
2.0
m=14=23,a=0..8
1.5F
1.0F

0.5F

0.0

sl Aa

Figura 6.18: Modelo 2, fixando os valores m =1, § = 2.3, a = 0.8

Finalmente, ainda para o modelo 2 em que m =1 e § = 2.3,vamos tomar o = 0.6.

Desta forma, termos a seguinte representacao:

2
€%y
2r

m=18=23,a=0.6

Aa

Figura 6.19: Modelo 2, fixando os valores m =1, § = 2.3, a« = 0.6

Em todos os trés casos em que m = 1 e § = 2.3 nao ocorre o fenémeno de espalhamento

ressonante.

63



Agrupando os graficos das Fig.6.17, Fig. 6.18 e Fig.6.19 em um tnico grafico, teremos
uma visao mais clara do comportamento para cada um dos valores de cvo. Assim, ficamos

coInml:

€2,

2.0pF
15F

1.0F

0.5

0.0

Aa

-0.5F

—1.0%

Figura 6.20: Comparando os graficos do modelo 2comm =1ea=1, a=0.8ea = 0.6

Passaremos a analisar o modelo 2 agora com m = —1, novamente com utilizaremos o
valor de § = 2.3. Tomaremos a« = 1, « = 0.8 e &« = 0.6. Desde modo, temos,paa o = 1, o

seguinte grafico:

€2,
2

m=-15=23a=1

Aa

/

Figura 6.21: Modelo 2, fixando os valores m = —1, § =23, a =1
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Por outro lado, temos também que para m = —1, § = 2.3, A =1 e a = 0.8 o grafico

fica:

€%,
2F

m=-18=23,a4=0.8

Aa

Figura 6.22: Modelo 2, fixando os valores m = —1, § = 2.3, a = 0.8

Novamente aqui se observa o fendmeno de espalhamento ressonante.
Finalmente, ainda com m = —1 e § = 2.3 vamos ver o grafico do modelo 2 para

A = 0.6. O grafico gerado fica:

2
EV

2F

m=-15=23,a=06

)
10

Aa

N
IS
ok
©

Figura 6.23: Modelo 2, fixando os valores m = —1, f =2.3, a = 0.6

65



Agora, vamos comparar os trés graficos gerados para m = —1, f = 23 e a = 1,
a = 0.8, e a = 0.6. Esta comparacao serd mostrada na Fig.6.24Comparando os trés casos
de a onde m = —1 teremos:

€2,

2¢

Aa

P

Figura 6.24: Comparando os graficos do modelo 2 com m = —lea =1, a = 08 e
a = 0.6. A linha tracejada corresponde a o = 0.6, a linha pontilhada corresponde a

a = 0.8 e a linha continua corresponde a a = 1.

O que observa-se aqui é que o deslocamento do pico de espelhamento ressonante tam-
bém ocorre para a direita, porém a diferenca entre dois picos é menos que no caso obser-
vado em que m = 0 ou m = —1 no modelo 1. A linha tracejada corresponde a o = 0.6, a

linha pontilhada corresponde a o = 0.8 e a linha continua corresponde a o = 1.
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6.3 Analise numérica do terceiro modelo

Vamos iniciar nesta secao a anilise para o terceiro modelo, ou seja, tubo magnético
na casca cilindrica. Continuaremos com o valor de g = 2.3 e os valores de m = —1,0, 1.
Iremos analisar numericamente para cada valor de «, conforme fizemos anteriormente, O

primeiro grafico serd com m = 0 e a = 1, logo, temos:

€3,
2.

m=04=23a=1

Aa

Figura 6.25: Modelo 3, fixando os valores m =0, =23, a=1

Note que, pela Fig.6.25 ocorre o fenomeno de espalhamento ressonante. Fendomeno

observado em todos os modelos com o valor do niimero quantico fixado em m = 0.
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Continuando a analise, vamos verificar o grafico para o = 0.8 conforme pode-se ver

abaixo:

€3,
2F

m=04=23,a=08

Aa

Figura 6.26: Modelo 3, fixando os valores m =0, § = 2.3, a = 0.8

Neste caso também ocorre o fend6meno de espalhamento ressonante observado no caso

anterior. E por fim, o terceiro caso, em que o = 0.6, temos:

€3,
2,

m=0,8=23,a=0.6

Aa

Figura 6.27: Modelo 3, fixando os valores m =0, § = 2.3, a = 0.6
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O terceiro caso também ocorre o fendmeno de espalhamento ressonante. A fim de
fazer uma anélise mais completa, vamos agrupar todos os gréficos e analisar como se
comportam os trés:

€3,

2F

i_/:t s 8 10
Aa

Figura 6.28: Comparando os graficos do modelo 3comm =0ea=1,a=0.8e a = 0.6.
A linha tracejada corresponde a a = 0.6, a linha pontilhada corresponde a o = 0.8 e a

linha continua corresponde a a = 1.

Observando a Fig.6.28 vemos que os picos de ressonancia deslocam-se para a direita.
Entretanto, observa-se que para este modelo, o pico de o = 1 estd bem mais proximo do

pico de @ = 0.6. Esta aproximagcao nao se observa nos modelos 1 ou 2.
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Nossa proxima analise serd fixando o valor de m = 1, assim, vamos fazer a« = 1 e

verificar o gréifico conforme abaixo:
3
€%y

1.0

m=18=23a=1

0.5F

0.0]

Aa

-0.5p

Figura 6.29: Modelo 3, fixando os valores m =1, =23, a=1

Verificamos o pico de espalhamento ressonante também para este modelo, conforme

se vé na Fig.6.27. Para o proximo caso, vamos fazer a = 0.8 mantendo f =2.3 e m = 1.

€3,
1.0

m=14=23a=0.8

0.5F

0.0|

Aa

—0.5F

—1.0t

Figura 6.30: Modelo 3, fixando os valores m =1, § = 2.3, a = 0.8
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Finalmente, vamos fazer a = 0.6 mantendo m = 1 e o que verificamos é:
€3,
1.0

m=18=23,a=0.6

0.5F

0.0

Aa

_05F

-1.0-

Figura 6.31: Modelo 3, fixando os valores m =1, = 2.3, a = 0.6

Comparando os trés graficos, verificamos que nao ha espalhamento ressonante e com
valores maiores de A a os angulos para o = 0.6 sao maiores, conforme Fig.6.31. FEste
mesmo fato ocorre no modelo 1, para m = 1 (ver Fig.6.7), mas nao ocorre modelo 2,
para m = 1 (ver Fig.6.20), onde na verdade, o valor dos angulos para o = 0.6 ficam bem
abaixo.

€3,

1.0p

0.5F

0.0

Aa

—0.5k

—1.0&

Figura 6.32: Comparando os gréaficos do modelo 3comm =1lea=1,a=0.8e a = 0.6.
A linha tracejada corresponde a a = 0.6, a linha pontilhada corresponde a o = 0.8 e a

linha continua corresponde a o = 1.
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Agora iremos para nossa tltima analise do modelo 3. Fixaremos o valor de m = —1

e de § = 2.3. Comecaremos com o = 1. Entao, o temos o seguinte grafico:

€3,
2F

m=-18=23a=1

Aa

Figura 6.33: Modelo 3, fixando os valores m = —1, § =23, a =1

Observa-se o fendomeno de espalhamento ressonante, em o« = 1. Dando continuidade a

analise numérica, temos o seguinte grafico:

€3,
oI m=-18=23,0=0.8

Aa

Figura 6.34: Modelo 3, fixando os valores m = —1, f =2.3, a = 0.8
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Neste caso, igualmente o fenomeno de espalhamento ressonante aparece. E por fim,
vamos para analisar numericamente para o caso a = 0.6. Logo, temos o grafico:

€3,
2¢

m=-18=23,a=0.6

Aa

Figura 6.35: Modelo 3, fixando os valores m = —1,  =2.3, a = 0.6

A fim de obtermos uma analise mais detalhada, vamos comparar os trés graficos obtidos

anteriormente:

€3,

2,

Figura 6.36: Modelo 3, fixando os valores m = —1 e de = 2.3. A linha tracejada
corresponde a a = 0.6, a linha pontilhada corresponde a o = 0.8 e a linha continua

corresponde a a = 1.

Pela Fig.6.36 observa-se o deslocamento para a direita sendo o mais acentuado o

correspondente ao caso em que o = 0.6.
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Capitulo 7

Conclusao

Nosso trabalho teve como objetivo estudar a contribuicao dada ao desvio de fase
quando unimos os dois casos de espalhamento: o espalhamento por via do defeito topo-
logico e por um tubo magnético, utilizando trés modelos distintos de campos magnéticos

propostos por Bordag e Voropaev, os quais sao:

o
Modelo 1) B(r) = 50(a —r) Campo magnético dentro do tubo,
ara
d 1
Modelo 2) B(r) = ©(a —r) Campo magnético proporcional a — no tubo,
2amar r
P
Modelo 3) B(r) = 5 d(a —r) Campo magnético na casca do tubo . (7.1)
ara

Neste sentido, encontramos que as equacgoes que descrevem a fungao de onda radial,
tiveram como solucoes as fungoes especiais de Bessel, Neumann e Whittaker. Para a regiao
interna ao tubo as solucoes dependem do parametro a e de outras varaveis associadas ao

sistema em consideracao. Nossos resultados para as ondas radiais regulares na origem,

Sa0;
MMm(%TQ)
Ryy(r) = —= :
M, 1 (CE)
677 a
Rioy(r) = —
RO(r) = Juu (W) (7.2)
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onde,

B mp B p? — (Aaa)?
5 - 52 — ()\O./CL)Z ) C — 2 a (73)
2
o = 2 e tml (7.4)
B = g . N=E— -t (7.5)

Com relacao as solugoes da equacao de onda na regiao externa ao tubo, i.e., parar > a,
os trés modelos apresentam expressoes que sao as combinagoes das fungoes de Bessel e de
Newmann. Observamos que a ordem dessas funcoes depende nao apenas do termo que
representa o déficit de angulo planar, o, como também do termo que representa a razao

entre fluxo magnético e o fluxo quantico, 5. Nossas solucoes sao dadas abaixo:

(r) = AW, (r)+ BYN,(\r)

RO(r) = ADJ,(\r)+ BON, (W)

R®) (r) = A(?’)J,,()\T) + B(?’)Ny()\r) 7 (7.6)

jm—]
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em que, v =

Nas fungoes representadas em (7.6), vemos a similaridade em cada um dos casos com
respeito aos argumentos, Ar, assim como da ordem, v.

Concluimos entao que embora o campo magnético exterior ao tubo seja nulo, o termo
que contém o a razao fluxo magnético e do fluxo quantico, 5, aparece na ordem das
funcoes de Bessel e de Neumann. Isto se da devido a presenca do potencial vetor. Significa
que, assim como Aharonov e Bohm mostraram em seu trabalho, nesta nossa pesquisa o
potencial vetor também tem papel fundamental no fendmeno de espalhamento quantico
relativistico, pois sua influéncia ¢ notada em todos os casos avaliados para r > a.

Como um dos principais resultados encontrados mostramos através do comportamento
assintotico das fungdes radiais, que o angulo de mudanca de fase apresenta duas contri-

buigoes, como mostrado a seguir:

6m = 021D (Na), (7.7)
onde

Ba _ _T m =Bl _

o5 2( — —|m| (7.8)
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e(j)()\a) — arctan (U(fr)zm (Aa)) , (7.9)
sendo
. RO(a)J},,_y(Aa) = R'D(a) T s (Aa)
1 A — - T B =
U\m;ﬁl ( CL) R(Z) (a> @ (/\a) _ R/(Z) (CL)NM (Aa)

o

A primeira contribuigdao, 6%, ¢ devida apenas a presenca de um fluxo magnético
linear, corrigido pela presenca de uma corda césmica pelo parametro a.

Essa contribuicao ¢ uma generalizacao dos resultados encontrados por Aharonov e
Bohm e por Jackiw e Deser.

A segunda contribuicao, e(yi)()\a), corresponde ao fato de termos considerado um tubo
de raio finito, a. Essa corresponde a nossa contribuicao pessoal. Vemos que a mesma
depende, nao apenas dos parametros « e 3, mas também de a e depende da energia da
particula através de A.

Nesta dissertacao, em particular o ultima capitulo, analisamos apenas a segunda con-
tribuicao, el(,i)()\a) para os trés modelos de configuracoes. Fizemos varios graficos com
valores pré-determinados para m, « e 3, a fim de verificarmos o comportamento do feno-
meno quantico de espalhamento de um béson quando submetido as condicoes ja citadas.
Como a a contribuicao do phase shift, el )(/\a), envolve funcoes especiais complicadas da
fisica-matematica, para termos uma compreensao mais clara do seu comportamento de-
senvolvemos calculos numeéricos e apresentamos seus resultados nos nos graficos mostrados
no Cap.6. Verificamos que para o caso em que os nimeros quanticos m = 0 e m = —1
ocorre o espalhamento ressonante em todos os modelos estudados. O espalhamento res-

?275\ (Aa) se anula. Neste caso o desvio

sonante ocorre quando o denominador da funcao v
de fase passa para 7 ou seus miltiplos. Deste modo, o termo que mais contribui para o
desvio de fase é o que corresponde ao espalhamento ressonante.

Uma outra conclusao que podemos fazer, diz respeito aos deslocamentos dos pico
onde ocorre a ressonancia com a e A. O deslocamento tem relacao direta com a variagao
de a. Isto implica que a medida que os valores de « diminuem, consequentemente o

cone fica mais acentuado, ou seja, o déficit de angulo planar aumenta, observa-se que o

deslocamento vai no sentido do crescimento de Aa, onde a é o raio do tubo que é constante.
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Logo, podemos inferir que h4 um aumento no valor de A. Mas A esta associado com a
energia da particula bosonica, pois A = y/ E? — 2 — k2. Assim, & medida que « diminui
sao necessarios valores de energia mais altos para a que haja espalhamento ressonante.
No caso em que m = 1, observa-se que para o modelo 2, ou seja, o campo magnético
interno ao tubo e proporcional a %, ha um decréscimo no angulo do desvio de fase a
medida que a diminui, ao contrario do que ocorre nos modelos 1 e 3 que, & medida que «

diminui, o angulo aumenta.
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Apéndice A — A equacao e as funcoes

de Whittaker

O estudo de equacoes diferenciais que tém como solucao as funcoes especiais é de
grande importancia para a fisica. Em geral, tal assunto é estudado com bastante énfase
na graduacao na disciplina de Métodos Mateméticos. Uma das equacoes importantes que
deparamos em nossa dissertacao foi a equagao diferencial de Whittaker[11], que é uma

equagao auto-adjunta [12]| do tipo:

W, 1 kK (i — u?)
St (_Z +-+ T) We,=0 . (7.10)

Na realidade, a equacao acima ¢ a forma adjunta da equacao hipergeométrica conflu-

ente. As solucoes da Eq. (7.10) sdo:

1
M, ,.(z) = e’ézz%“MS +pu—r142u,2) (7.11)
1
Weu(z) = e_%zz%+“U(§ +u—r,142u,2), (7.12)
onde M(a,b,z) e U(a,b, z) correspondem as fungdes de Kummer, com k = %b —ae
p= %L A primeira das solugdes em (7.11) é regular na origem e foi a solugao que

utilizamos em nossa andlise nesta dissertacao. A segunda solucao é singular.

A fungao M/(a,b, z) pode ser representada através da série:

n

2
M(a7ba Z) = 1+ % + (a)2z + ...+ (a)nz

b (b)22! @)l (7.13)
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onde,

(@), =ala+1)(a+2)...(a+n—-1), (a)=1

E a funcdo U(a,b, z) pode ser representada por:

T1+a-bI0) - T(a)D(2 —b)

Ula,b,z) =

sin b

T < M(a,b, z) 1bM(1+a—b,2—b,z))

Para valores de z — oo, entao:

M(a,b,z) = %ezz“_b[l +O(]z|™)]
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