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RESUMO

O estudo dos dispositivos eletronicos mesoscopicos é um assunto que vem atraindo
a atencao de varios grupos de pesquisa, tanto tedricos quanto experimentais. Existem
dois exemplos experimentais relevantes nesse sentido, o gas de elétrons bidimensionais e o
bilhar quantico de grafeno de camada tinica. A principal diferenca entre os dois sistemas
é o comportamento da funcao de onda dos elétrons dentro deles. O primeiro é descrito
pela equacao de Schrodinger e o segundo é descrito pela equacao de Dirac sem massa.
Esse ultimo em particular, devido a sua simetria de sub-rede, apresenta interessantes e
peculiares fenomenos fisicos de transporte nao observados em outros sistemas.

Nesta tese, analisamos o comportamento de alguns dos fenomenos universais de
transporte de elétrons nos chamados sistemas mesoscopicos. Tais fenomenos sao estuda-
dos no contexto de espalhamento quantico seguindo o modelo hamiltoniano, onde, para
isso, seguimos a férmula de Mahaux-Weidenmiiller para o caso particular de uma cavidade
caotica acoplada a dois terminais - guias de onda. Nesse sentido, foi comparado os cha-
mados Bilhares de Schrodinger, nao-relativistico, e de Dirac, relativistico, com respeito
as propriedades fisicas de transporte como condutancia e poténcia do ruido de disparo
com suas respectivas variancias, além dos termos de interferéncia quantica.

O modelo hamiltoniano Mahaux-Weidenmiiller relaciona o espalhamento quantico
de canais de propagacao eletronicos por uma cavidade cadtica, ou ponto quantico, com
um nuimero muito grande de ressonancias, a uma matriz de espalhamento S, onde as
amplitudes das ondas incidentes sao relacionadas com as amplitudes das ondas de saida da
cavidade de interacao. Através do formalismo de Landauer-Biittiker, é possivel relacionar
as propriedades de transporte a matriz de espalhamento. O modelo consiste em gerar
matrizes de espalhamento seguindo a teoria de matrizes aleatérias. Além do comparativo
entre os bilhares, foi possivel relacionar o bilhar de Dirac cadtico, devido a simetria de
sub-rede, ou simetria quiral, presente em estruturas como a do grafeno, com o paradoxo
de Klein.

Muitos dos resultados relativos as propriedades de transporte desses bilhares sao
conhecidos apenas para contatos ideais, ou seja, quando o acoplamento dos guias com a
cavidade de interacao ¢ ideal - sem barreira de potencial. Fizemos um estudo completo
tanto para contatos ideais como para nao ideais, onde mostramos resultados universais que
revelaram comportamentos anomalos na condutancia, na a poténcia do ruido de disparo
e nas respectivas distribuicoes de autovalores. Em particular, demostramos o paradoxo
de Klein nas transigoes de supressao/amplificacao dos observéveis de transporte do bilhar
de Dirac cadtico.

Palavras-chave: Fisica Mesoscépica, Paradoxo de Klein, Paradoxo de Klein em Gra-
feno, Transporte Eletronico Quantico, Simulacao Numérica.
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ABSTRACT

The research on mesoscopic electronic devices has attracted the curiosity of many
theoretical, as well as experimental, research groups. There are two meaningful expe-
rimental examples, the two-electron electron gas and the quantum billiard single-layer
graphene. The main difference between them is the behavior of its electron’s wave func-
tion. Schrodinger’s equation describes the former, and Dirac’s massless equation describes
the latter. Particularly, the latter, due to its subnetting symmetry, exhibits interesting
and peculiar transport physical phenomena not observed in others.

In this thesis, we analyzed the behavior of some universal electron transport pheno-
mena in mesoscopic systems. Such events are usually studied under the light of quantum
scattering following the Hamiltonian model, to that end, we used Mahaux-Wiedenmiiller
formulation to the special case of a chaotic cavity coupled to two terminals - waveguides.
In this context, we compared the so-called Schrodinger’s, non-relativistic, and Dirac’s,
relativistic, Billiards with respect to transport physical properties, such as conductance
and shot-noise power and its respective variances, in addition to the quantum interference
terms.

The Mahaux-Weidenmiiller Hamiltonian Model relates the quantum scattering of
electronic propagation channels through a chaotic cavity or quantum dot with a large
number of resonances with a scattering matrix .S, which associates the incident waves
to the output waves amplitudes from the interaction cavity. We were able to link the
transport properties to the scattering matrix through the Landauer-Biittiker formalism.
The model generates scattering matrices following the random matrix theory. Besides the
billiards comparison, we were able to associate Dirac’s chaotic billiard with Klein’s para-
dox, because of the subnetting symmetry, also called chiral symmetry, found in structures
like the graphene’s.

Many of the previous results concerning the transport properties of these billiards are
known only for ideal contact, that is, the coupling of the guides and the interaction cavity
is ideal - without a potential barrier. Our study, however, is complete, with both ideal and
non-ideal contacts. We show universal results that revealed abnormal behaviors in the
conductance, in the firing noise power and in the respective distributions of eigenvalues.
Particularly, we demonstrate Klein’s paradox in the suppression/amplification transitions
of the observables’ transport in chaotic Dirac billiards.

Keywords: Keywords: Mesoscopic Physics, Klein’s Paradox, Klein’s Paradox in
graphene, Quantum Electronic Transport, Numerical Simulation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O objetivo central de nossa investigagao é o estudo dos fendmenos do transporte de
elétrons nos chamados sistemas mesoscépicos. Devido a grande complexidade de se obter
resultados exatos para muitos dos sistemas [1, 2, 3], e pela necessidade de se conhecer
melhor tais fenomenos, seguimos uma abordagem numérica.

O termo mesoscopico, tem seu prefixo “meso-", do grego, que significa intermediario.
E uma expressao que relaciona escalas de comprimento entre o macroscopico e o mi-
croscopico. Sendo assim, sistemas mesoscopicos sao dispositivos que, devido ao seu
carater microscopico, contemplam aspectos relevantes tipicos da mecanica quantica. Por
outro lado, uma certa quantidade suficientemente grande de atomos aproxima o sistema
do “macro”e torna possivel uma descricao estatistica do transporte quantico de elétrons
em escalas mesoscopicas. Nesse tipo de sistema, onde o regime de escalas é reduzido,
escalas da ordem de nanometros, efeitos ondulatorios dos elétrons sao absolutamente re-
levantes e fundamentais para compreender melhor os fenomenos de transporte quantico.
Algumas propriedades desses sistemas possuem a interessante caracteristica de nao de-
penderem, necessariamente, do seu material, estrutura ou da sua composicao atomica.
Propriedades como essa sao chamadas de propriedades universais do transporte quantico.

Esses estudos e tratamentos s6 foram possiveis gracas ao desenvolvimento da mecanica
quantica, a partir do século X X. Desde a formulagao da equacao de Schrédinger, varias
aplicacoes para diferentes tipos de potenciais foram estudadas, como ¢ o caso das barreiras
e pocos de potencial. Essas solugoes permitiram uma maior compreensao dos fenomenos
quanticos, os quais acontecem nas escalas atomicas - moleculares. Conceitos como trans-
missao, reflexdo e tunelamento de ondas de probabilidade sdao cada vez mais estudados e
compreendidos gragas ao avango e estudo dos fendmenos de transportes quanticos. Tais
conceitos serao detalhados ao longo desta tese.

Em paralelo a este tema, também temos a Teoria da Relatividade Restrita de Eins-
tein, que explica o comportamento da matéria em velocidades préximas a da luz. A
equagao de Schrodinger explica a Fisica de processos nao relativisticos. E assim, foi ne-
cessaria a construcao da Mecanica Quantica Relativistica, que visa cobrir os aspectos
destes dois dominios. E desta forma, foram construidas as equacoes de Klein-Gordon
[4] e de Dirac [5]. E através dos mesmos casos resolvidos com a equagao de Schrodin-
ger, pode-se analisar e estudar o funcionamento de outros processos como a criacao e
aniquilacao de pares, tunelamento relativisticos, e propriedades das particulas quanticas
com spin. E nesse contexto que introduzimos e investigamos os bilhares de Schrodinger
(nao - relativistico) e de Dirac (relativistico).

Bilhares sao modelos matematicos usados para muitas situacoes fisicas onde uma
ou mais particulas se movem livremente, sofrendo colisoes, em uma regiao de interacao.
O conceito de Bilhar caético, onde o nome bilhar estd relacionando com o jogo bilhar
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de sinuca, estd intimamente relacionado com os conceitos da Teoria do Caos. Pequenas
perturbagoes nas condicoes iniciais do sistema levam a grandes mudancas nos resultados
esperados. Mesmo o caos sendo inicialmente estudado em sistemas cléssicos (fundamen-
talmente é uma propriedade cléssica), podemos entender sistemas cadticos quanticos como
um sistema onde a dinamica classica correspondente é cadtica. Dessa forma, temos dois
regimes diferentes, com simetrias diferentes, para ser estudados e comparados - Bilhar de
Schrodinger e de Dirac cadtico. O Bilhar de Schrédinger, um dispositivo com dimensoes
muito pequenas, chamado de ponto quantico, onde os elétrons tém uma dinamica cadtica.
O Bilhar de Dirac cadtico complementa o bilhar de Schrodinger, além de descrever no-
vos dispositivos, cujas funcgoes de onda dos elétrons incidentes sao descritas pela equg¢ao
de Dirac sem massa [6] da correspondente mecanica quantica relativistica, em vez da
equagao de Schrodinger [7, §].

O estudo dos Bilhares de Dirac cadtico nos permite, em comparacao com o Bilhar
de Schrodinger, ampliar nosso conhecimento sobre os fenémenos de transporte quantico
devido a sua diferenciada simetria (simetria de sub-rede). Devido a essa simetria e suas
peculiaridades, foi possivel investigar e obter novos resultados a esse respeito, o que
nos permitiu a publicagao do artigo no Annals of Physics intitulado de Klein Paradox
in Chaotic Dirac Billiards [9]. Esses novos resultados possibilitaram relacionarmos o
Paradoxo de Klein com o Bilhar de Dirac cadtico.

O conceito do Paradoxo de Klein foi introduzido por Klein em 1928 [10], pouco tempo
apos Paul Adrian Maurice Dirac apresentar sua equagao homonima. Klein verificou que
para um potencial degrau, dependendo do momento da particula incidente e da altura do
degrau, era possivel obter uma solucao da equacao de Dirac com coeficiente de reflexao
maior do que 1 e de transmissao negativo, chegando a um paradoxo. Klein obteve a
primeira solugdo do paradoxo, com a ajuda de Pauli [11], usando a considera¢do que
o momento da particula transmitida deveria ser negativo para satisfazer a relagao da
velocidade de grupo.

Na equacao de Klein-Gordon, para particulas relativisticas de spin nulo, temos o
mesmo paradoxo. No trabalho de Hund [12] publicado em 1941, usando o formalismo
da Teoria Quantica de Campos, foi apresentado que para um potencial degrau de alta
energia pares de particulas eram criadas no espalhamento. Hund chegou a esta conclusao
ao analisar a corrente de cargas e, além disso, mostrou que esta corrente é proporcional
a integral do coeficiente de transmissao. O formalismo da Teoria Quantica de Campos
para particulas de spin 1/2 foi desenvolvido por Hansen e Ravndal [13]. Neste artigo, os
operadores de criacao e aniquilagao foram utilizados para mostrar que existe a criacao de
pares e que a probabilidade total é conservada.

Por volta de 1980, a solucao em termos da criacao de pares estava totalmente aceita
e foi publicada em livros de literatura bésica para Mecanica Quantica Relativistica, como
citada no livro de Greiner [14], apresentando a equagao de Dirac e o formalismo do “Mar
de Dirac” ou “Teoria de buracos de Dirac”. Um resultado importante dado pela Equacao
de Dirac vem de sua solucao para o elétron livre, pois além de descrever o elétron, ela
também apresenta outra solucao que descreve particulas idénticas aos elétrons, mas com

carga positiva e energia negativa ”buracos” e ocupam todos os estados de energia negativa
(“Mar de Dirac”).
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Ainda sobre o paradoxo, artigos mais recentes sobre o tema, como o de Holstein
[15], apresentam um tratamento bem detalhado sobre a solu¢ao do paradoxo utilizando
o formalismo de Teoria Quantica de Campos, como inicialmente apresentado por Hund,
Hansen e Ravndal. Mesmo com o paradoxo resolvido, mais fisica foi proposta posteri-
ormente como o artigo de Calogeracos e Dombey [16], que apontaram outro paradoxo
aparente, o tunelamento das particulas sem o amortecimento exponencial como acontece
no caso nao relativistico. Este fenomeno foi chamado de tunelamento de Klein. Além
disso, estes cientistas também mostraram que este tunelamento é um fenémeno que in-
depende da criacao de pares.

Na referéncia [17], relaciona-se o tunelamento relativistico com a teoria de transporte
de elétrons, fazendo assim uma correcao para a formula de Landauer, a qual relaciona
a resisténcia do material com o coeficiente de transmissao do espalhamento por uma
barreira do tipo degrau. Com os resultados obtidos, demostraram que o tunelamento
¢ provavel, embora altas energias sejam necessarias, o que inviabilizaria a ocorréncia
desse processo na Fisica do Estado Sélido. Porém, com a descoberta do grafeno, estudos
referentes a sua banda de conducao mostram que fenomenos relativisticos podem ocorrer
neste material, o que possibilita a verificacao experimental da teoria, como proposto por
um artigo de Katsnelson, Novoselov, Gleim [18]. Portanto, uma ligagdo promissora entre
os efeitos relativisticos e a Matéria Condensada pode ser feita [19, 20], e o estudo da
Fisica do Paradoxo de Klein torna-se crucial. E nesse sentido que surge o interesse de
verificar tal paradoxo, paradoxo de Klein, para sistemas mesoscépicos - um dos objetivos
desta tese. Na fisica da matéria condensada, a resolucao do paradoxo pode ser devida a
efeitos coletivos [18, 21] ou, como verificamos com nossos resultados [9], devido ao caos
provocado pela fronteira de uma regiao confinada.

Figura 1.1 Tunelamento em grafeno (painel superior), e em semicondutores convencionais (pai-
nel inferior). A amplitude da fungado de onda dos elétrons (em vermelho) permanece constante
no grafeno enquanto decai exponencialmente em semicondutores convencionais. O tamanho da
esfera indica a amplitude da onda incidente e transmitida. Figura adaptada de [22].

O Grafeno é o nome dado a uma monocamada de atomos de carbono densamente
compactados em uma rede hexagonal bidimensional. Devido as recentes descobertas com
relacao ao grafeno, o desenvolvimento nesta area de pesquisa tem atraido a atencao de
muitos pesquisadores da area da Fisica, da Quimica, da Computagao, da Biologia, dentre
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outras. O Grafeno tem apresentado varias propriedades peculiares: é um material 100
vezes mais forte que o ago [23], devido a ligagdo carbono-carbono; quase transparente
[24]; um excelente condutor elétrico [25] e térmico [26], conduzindo o calor 10 vezes
melhor que o cobre, além de ser flexivel, resistente, com alta mobilidade eletronica e boa
condutividade térmica. Caracteristicas que motivam o estudo no que se diz respeito ao
transporte de elétrons em estruturas formadas por grafeno - Figura 1.1.

Os elétrons, presentes no Grafeno, que participam do transporte eletronico, no limite
continuo em baixas energias, podem ser descritos a partir da equagao de Dirac. Esta se-
melhanga formal entre as excitagoes no Grafeno e os férmions de Dirac possibilitou novos
testes para alguns fenomenos como: o efeito Hall quantico [27]; o efeito Hall quantico
fraciondrio [28, 29]; e a auséncia de localizagao [30]. Em 2006, Katsnelson, Geim e No-
voselov, sugeriram que poderia ser observado no Grafeno um fenémeno relativistico que
nao ¢é observado na Fisica de altas energias: o paradoxo de Klein [31] - fenémeno em que
elétrons relativisticos penetram em barreiras de potenciais, independente da altura ou
largura delas, sendo tal fenomeno verificado por Yong e Kim [32] em 2009. As proprie-
dades eletronicas do grafeno sao descritas pela equacao de Dirac da mecanica quantica
relativistica, ou seja, hamiltoniano de Dirac sem massa [6, 33].

O grafeno, mesmo com sua recente descoberta e principalmente ao conjunto de suas
propriedades e caracteristicas, ja apresenta uma ampla aplicagao tecnoldgica [34], como,
por exemplo, a combinacao da alta condutividade e da pouca absorcao de luz para reves-
timento transparente e condutor, demonstrado com a construcao de cristal liquido com
base de grafeno [35] e células solares [36]; a alta mobilidade eletronica do grafeno para
aplicacdo de dispositivos eletronicos de alta frequéncia [37]. As diversas estruturas de
carbono possuem dimensionalidade que pode variar de 0D a 3D. O carbono é um dos
elementos mais intrigantes da Tabela Periddica devido a sua habilidade de formar diferen-
tes tipos de ligagoes quimicas e, assim, levar a formacao de materiais com propriedades
muito variadas. A habilidade para formar diferentes tipos de ligagoes quimicas resulta
em uma grande variedade de formas alotropicas dotadas de propriedades peculiares. Os
alétropos mais conhecidos sao grafite e diamante, alguns autores consideram fulerenos
e nanotubos como novas formas alotrépicas - Figura 1.2. Todos estes materiais podem
ser considerados como estratégicos nas tecnologias atuais e nas proximas décadas. Nesse
contexto, o Grafeno é uma das formas alotropicas do carbono totalmente bidimensional
2D composto por anéis hexagonais de atomos de carbono formando uma rede denomiada
tipo “favo de mel” (honeycomb lattice). O nome Grafeno tem origem na grafite mais o
sufixo -ene.

Além de todas as propriedades eletronicas peculiares do grafeno, descritas nos paragrafos
anteriores, podemos citar outra propriedade tinica, que o torna interessante do ponto de
estudos da area de fisica de particulas elementares. Nos planos de grafeno, os elétrons se
movimentam a velocidades extremamente altas, e podem executar o movimento balistico
ao longo de distancias muito grandes, isto €, os elétrons podem percorrer grandes distancias
no grafeno sem sofrerem nenhum evento de espalhamento com outros elétrons. A veloci-
dade eletronica é independente da energia, ou seja, os elétrons se movem como se fossem
ondas de luz; de modo que os elétrons se comportem como se fossem particulas de massa
praticamente nula, por essa razao sao chamados de férmions de Dirac sem massa. Inspi-
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rando assim o estudo e entendimento dos fenomenos de transporte pelo Bilhar de Dirac
caotico. Tal propriedade de transporte foi comprovada por meio de experimentos de efeito
Hall Quantico [27].
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Figura 1.2 Formas alotrépicas do carbono. (a) Diamante, (b) Grafite, (¢) Fulereno e (d)
Nanotubo de carbono (onde é possivel visualizar a geometria de um nanotubo de parede tnica
como o enrolamento de uma folha de grafeno). Figura adaptada de [31].

Apesar de todos os avancos cientificos conquistados em torno do grafeno, em tao
pouco tempo, ainda existe muito a ser compreendido, principalmente, com respeito as
propriedades eletronicas. A compreensao dos fenomenos de transporte é essencial para
a fabricacao de dispositivos eletronicos. Nossa contribuicao é proporcionar uma inves-
tigagao tedrica que permita compreender melhor os fendmenos de transporte préximo ao
nivel de Fermi, elucidando os efeitos reais de parametros na estrutura do grafeno.

Muitos dos resultados dos fenomenos de transporte quantico em sistemas mesoscopicos
como condutancia e poténcia do ruido de disparo por exemplo, fenémenos esses que serao
explicitados e discutido bastante durante esta tese, ja sao bem conhecidos e difundidos na
literatura principalmente para o Bilhar de Schrodinger com contados ideais. Entendemos
por contados ideias quando o acoplamento entre a cavidade de interacao e o guia de onda
é feito de forma ideal, ou seja, sem barreira de poténcial entre eles. Poucos resultados sao
conhecidos para contatos nao ideais - tanto do Bilhar de Schrodinger e principalmente
para o Bilhar de Dirac cadtico. Uma das contribuigoes do presente trabalho foi estender
os resultados para contatos nao ideais, onde a maioria desses resultados sao novos na lite-
ratura - contribuindo assim de forma direta para um maior entendimento dos fenomenos
fisicos de tais sistemas.
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Alguns dos resultados analiticos usados neste trabalho, principalmente para se poder
comparar com alguns resultados obtidos via modelo computacional, foi obtido via método
diagramatico. Nesse sentido destacamos um em especial, dada pela Equacao (6.12).
Trata-se de um resultado analitico novo, artigo publicado no Physical Review B [3§],
intitulado de Shot noise on chaotic chiral devices, obtido via método diagramatico - onde
demos suporte computacional para sua obtencao. Devido a isso, e também pelo fato
de ser um método bastante estudado e utilizado pelo grupo de pesquisa em sistemas
mesoscocipos da UFPB, é importante elucidar alguns conceitos introdutorios referentes
ao método.

O método diagramadtico foi proposto por Brouwer e Beenakker [39] para calcular os
observaveis fisicos de transporte como a condutancia através do Bilhar de Schrodinger
caotico, isto é, quando a funcao de onda da particula é descrita pela equagao de Schrodin-
ger. E tem se apresentado como uma boa opg¢ao, principalmente quando se necessita
estudar sistemas com multiterminais. Este método consiste em representar fungoes com-
postas por elementos da matriz unitaria na forma de diagramas, cujo objetivo é integrar
sobre o grupo unitario U(Nr). A partir deste método diagramatico foi obtido a média
e a variancia da condutancia e da poténcia do ruido de disparo do transporte eletronico
no Bilhar de Schrodinger para todos os ensembles da classe de Wigner-Dyson. Obtendo
resultados exatos para média da condutancia, as flutuacoes universais da condutancia
assim como também para a poténcia do ruido de disparo.

Alguns dos resultados, como média e variancia da condutancia, para o caso sem bar-
reira de potencial, foram obtidos recentemente via método diagramatico para o bilhar de
Dirac [40]. Foi utilizado uma extensao do método diagramético, que consiste em decom-
por a matriz de espalhamento em produtos de matrizes ortogonais para realizar estudos
sobre o Bilhar de Dirac. A decomposicao das matrizes é de acordo com a simetria do
ensemble: matriz ortogonal, matriz unitaria e por fim uma matriz simplética. Para obter
os resultados, foi necesséario introduzir uma extensao do método diagramatico de inte-
gracao sobre o grupo unitario, pois o método usual nao pode ser usado diretamente para
calcular médias sobre os grupos ortogonais. Esses resultados, onde foram determinados
exclusivamente pelo método diagramatico, foram utilizados, dentre outros resultados en-
contrados na literatura a respeitos dos Bilhares, como forma de verificagao e comparacao
com os resultados numéricos gerados pelo modelo computacional. Tal modelo computaci-
onal empregado, bem como todos os aspectos para sua geracao numérica sera explicitada
durante esta tese. Conceitos mais detalhados sobre o método diagramatico, bem como
sua extensao, pode ser revisto em [39, 41, 42].

Ao longo do trabalho, e mediante a obtencao e a andlise de alguns dos resultados
obtidos, alguns deles inéditos na literatura, foi possivel abranger e analisar o paradoxo
de Klein no contexto de sistemas mesoscépicos - mais precisamente em estruturas com
simetrias de sub-rede, como é o caso do grafeno. Detalhes e conceitos relevantes e ne-
cessarios para o entendimento de tais fenomenos de transporte nos Bilhares, bem como o
modelo computacional empregado para tais estudos, sera discutida ao longo desta tese.
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1.1 NESTA TESE

Apresentaremos nessa secao os principais objetivos dos capitulos que serao aborda-
dos, além de revelar nossas reais pretensoes nesta Tese. De modo geral, estudaremos o pro-
blema de espalhamento quantico seguindo uma abordagem puramente numérica através
do modelo hamiltoniano, onde para isso seguimos a férmula de Mahaux-Weidenmiiller
para o caso de uma cavidade cadtica acoplada a dois terminais. Nosso maior interesse é
analisar o comportamento do Bilhar de Schrodinger e o de Dirac cadtico para contatos
nao ideais, onde sua analise, até o presente momento, se dé exclusivamente por métodos
numéricos, devido a grande dificuldade de se obté-los analiticamente - Dai nosso interesse
em abordar esse assunto. Nosso trabalho se baseia inicialmente em comprovar a eficiéncia
do método numérico, e para isso fizemos o uso, como forma de comparativo, de equagcoes
ja bem conhecidas na literatura. Posteriormente, comprovado toda eficiéncia do método
numeérico, estendemos a abordagem para contatos nao ideias. Analisando principalmente
os sistemas quando os mesmos saem do regime quantico extremo em direcao ao limite
semi-classico. Por fim, relacionamos o paradoxo de Klein com os resultados presentes no
Bilhar de Dirac cadtico.

Os objetivos de cada capitulo sao descritos abaixo.

1.1.1 Capitulo 2

Faremos aqui uma revisao dos principais conceitos a serem abordados durante o
decorrer da tese. Iniciamos introduzindo o regime no qual o sistema mesoscépico esta
inserido. Escalas de tempo e de comprimento sao abordadas, de forma a se definir os
regimes para o transporte coerente de condutores mesoscépicos.

Fenomenos de transporte sao estudados nesses sistemas mesoscopicos, onde a fase do
elétron permanece coerente, ou seja, os elétrons se movem sem perder a coeréncia de fase e
com isso efeitos ondulatérios comegam a se tornar relevantes mostrando assim fenémenos
fisicos como quantizacao da condutancia; flutuagoes universais da condutancia; flutuagoes
da corrente e poténcia do ruido de disparo; dentre outros.

Conceitos como ponto quantico e ponto de contato quantico (PC(Q)) também sao
vistos. Modelamos, como forma de entender melhor o PQC, o transporte quantico por
analogia a guias de onda com barreira de potencial. Mostramos a férmula de Landauer,
e como ela se relaciona com as propriedades de espalhamento sofridas pelos elétrons no
interior de um condutor mesoscopico. O ponto quantico nesse sentido se trata de um
exemplo mais simples de um sistema mesoscépico no qual os elétrons tém uma dinamica
caotica.

Vistos os conceitos anteriores, comentamos sobre os Bilhares de Schrodinger e o de
Dirac cadtico, no qual sao base para nosso estudo, e suas simetrias e peculiaridades que
tornarao esses sistemas tao importantes.

1.1.2 Capitulo 3

Comentamos de forma mais detalhada sobre efeitos de interferéncia. Efeitos esse
que estao diretamente relacionados com a coeréncia de fase dos elétrons. Fenomenos de
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Localizacao e Antilocalizacao fraca sao discutidos. Neste capitulo, relacionamos o efeito
de interferéncia quantica com um exemplo da fisica 6tica. Relacionando ondas incidentes
em planos parcialmente refletores, onde fracoes das ondas incidentes sao parcialmente
transmitidas e parcialmente refletidas. As intensidades dessas ondas transmitidas sao
relacionadas, em uma analogia direta, com a corrente que atravessa duas juncoes de
tunelamento.

As correcoes quanticas devido as interferéncias tem papel fundamental para esta tese.
Relacionamos de forma direta muitos dos resultados obtidos relativos a essas corregoes
com o paradoxo de Klein.

1.1.3 Capitulo 4

Iniciamos este capitulo fazendo uma revisao sobre a teoria de matrizes aleatorias
(TMA). Veremos seus principais aspectos aplicados ao estudo das propriedades do trans-
porte eletronico em sistemas mesoscépicos, como em uma cavidade quantica cadtica. A
TMA é uma ferramenta estatistica moderna com varias aplicacoes dentre elas sistemas
que apresentam propriedades universais. Esse fato é uma caracteristica marcante em sis-
temas que apresentam caos quantico. Abordaremos nesse sentido o Bilhar de Schrodinger
e o de Dirac cadtico, descrevendo e revisando os conceitos sobre os ensembles Gaussianos.
Tal revisao tem papel importante para determinacao dos valores da média e variancia dos
elementos do hamiltoniano da regiao de interacao, isto ¢, do hamiltoniano que descreve
a dinamica no interior da cavidade.

Serda abordado também, e de forma detalhada devido a sua importancia, a teoria
de espalhamento. E associado o transporte de elétrons através de condutores a uma
matriz chamada de matriz de espalhamento (S). Nesse sentido, as amplitudes das ondas
que entram no condutor é conectado com as amplitudes das ondas quem saem desse
condutor. Levando em consideragao o problema proposto por Landauer, mostramos a
férmula de Landauer-Biittiker relacionando propriedades de observaveis de transporte,
como a condutancia, com a matriz S.

E por fim, afim de construir nosso método numérico, abordado no capitulo seguinte,
para o problema de espalhamento quantico para o caso particular de uma cavidade aco-
plada a dois terminais, mostramos a férmula de Mahaux-Weidenmiiller para o caso geral
de multiplos terminais. Tal modelo fornece uma descricao hamiltoniana e descreve o
espalhamento de canais de propagacao por um ponto quantico com um ntmero muito
grande de ressonancias, afim de garantir a universalidade dos observaveis.

1.1.4 Capitulo 5

Usamos a féormula de Mahaux-Weidenmiiller para descrever a matriz de espalha-
mento para uma cavidade acoplada a dois terminais. Tal abordagem chamamos de Mo-
delo Hamiltoniano Mahaux-Weidenmiiller (M HMW). Todo sistema quantico é descrito
por um operador Hamiltoniano que pode ser representado por uma matriz. Para sis-
temas quanticos complexos, esta matriz é muito complicada e nao se conhece todos os
seus detalhes. A ideia basica é substituir a matriz hamiltoniana por um membro de
um ensemble de matrizes aleatdrias consistentes com as simetrias do hamiltoniano que
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especifica o problema. Ou seja, fazendo o uso da T'M A, ja que no interior da cavidade
temos um regime de caos quantico, usamos a abordagem hamiltoniana onde uma matriz
pertencente ao ensemble gaussiano representa o hamiltoniano da cavidade.

Mostramos separadamente essa abordagem hamiltoniana para ambos os bilhares,
visto que as simetrias dos sistemas nos levam a implicagoes diferentes a respeito da geragao
numérica do hamiltoniano. Com isso, explicamos de forma detalhada esse processo de
geragao numérica, destacando as principais diferencas entre os bilhares como por exemplo
uma simetria a mais imposta a matriz S do bilhar de Dirac cadtico (devido a simetria de
sub-rede - SSR).

1.1.5 Capitulo 6

Mostramos e discutimos nesse capitulo todos os resultados obtidos via modelo com-
putacional. Enfatizando sempre as diferencas entre os Bilhares. Comecamos explicitando
os varios resultados analiticos ja conhecidos na literatura a respeitos dos bilhares de
Schrodinger e de Dirac cadtico para contatos ideais (I' = 1), ou seja, sem barreira de
potencial. Logo em seguida, afim de aplicar nosso método numérico aos sistemas com
contatos nao ideais, explicitamos os poucos resultados analiticos conhecidos a esse res-
peito. Para o bilhar de Dirac em particular, nao temos resultados analiticos para contatos
nao ideais, e com isso obtemos apenas resultados numéricos. Resultados como médias e
variancias da condutancia e da poténcia do ruido de disparo sao mostrados, bem como
resultados dos termos de localizacao e anti-localizagao tanto da condutancia como do
ruido de disparo tanto para contatos ideais quanto nao ideais.

1.1.6 Capitulo 7

Destacaremos aqui uma breve discussao sobre os principais resultados obtidos nessa
tese, bem como perspectivas de trabalhos futuros utilizando nosso modelo numérico para
a descrigao de outros fenomenos inerentes a fisica mesoscopica.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 FiSICA MESOSCOPICA
2.1.1 Comprimento Caracteristicos e Regimes de Transporte

Para caracterizarmos um sistema mesoscopico, precisamos definir as escalas de com-
primento e tempo mais importantes e os regimes que estao associados a elas. Podemos
ilustrar as varias escalas de tempo e de comprimento analizando, para efeitos praticos,
um exemplo canodnico de um sistema mesoscopico. Considere portanto uma amostra
mestdlica de tamanho linear L, mantida a uma temperatura suficientemente baixa [43].
Nessa situacao, participam do transporte somente elétrons com energias préximas a ener-
gia de Fermi, ¢ = (hkp)?/2m, onde kp é o nimero de onda de Fermi. Pode-se atingir
um regime no qual o comprimento L da amostra seja menor que o comprimento médio
(I.) de espalhamento elastico (caminho livre médio). Tal comprimento é caracteristico da
amostra e fornece a distancia que o elétron percorre entre dois espalhamentos consecuti-
vos, mantendo sua energia cinética constante. Se L < [, o regime é chamado balistico,
e para o caso em que L > [, temos um regime difusivo. Em sistemas mesoscépicos os
elétrons podem propagar-se sem sofrer espalhamento inelastico (regime balistico) e a fase
da funcao de onda pode manter sua coeréncia numa escala da ordem do tamanho do
sistema, chamada de comprimento de coeréncia de fase (L), se a amostra satisfaz a
relacao L < Lg4. O transporte coerente ¢ importante para gerar os tipicos fenomenos de
interferéncia quantica, como veremos mais adiante. Esses efeitos dependem das escalas
fundamentais que sao:

Comprimento de Onda de Fermi (\) : Esta relacionado ao nivel de Fermi e é
definido pela relagdo A\p = 27 /kp. Esta é a menor escala de comprimento variando de
alguns angstroms em metais a centenas de angstroms em heteroestruturas semiconduto-
ras.

Caminho Livre Médio Elastico (I.) : Distancia média percorrida pelo elétron
antes de ter seu momento inicial destruido por colisoes elasticas. Essa importante e ele-
mentar escala de comprimento, varia de alguns angstroms em ligas amorfas a uma dezena
de microns em heteroestruturas semicondutoras e é definida como I, = vp7 . Onde vp é
a velocidade do elétron no nivel de Fermi, e 7 é o tempo de relaxagao do momento.

Caminho Livre Médio Inelastico (l;,) : Similar ao [, mas com colisdes inelasticas,
lin = vrT7y, devido ao espalhamento por elétrons, por fonons e com impurezas da amostra.
Nesse limite determinamos 7,, que é o tempo de defasagem (descoeréncia), ou de quebra

10
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de fase.

Comprimento de Localizagao Eletronica (§) : A funcdo de onda de uma particula
confinada em uma regiao deve ser nula nas extremidades da cavidade. A amplitude da
funcao de onda fornece a densidade de probabilidade de se encontrar a particula em
qualquer regiao do espaco e varia de forma bem particular dependendo do sistema e
dos potenciais aos quais a particula é submetida [44]. O comprimento de localizagao
eletronica mede a extensao espacial das fungoes de onda eletronicas. Estas fungoes se
estendem sobre toda a amostra para condutores metalicos e decaem exponencialmente
em isolantes.

Comprimento de Coeréncia de fase (L;) : Quanticamente, o estado de uma
particula é definido por sua funcao de onda, a qual possui uma fase. A fase esta relacio-
nada a efeitos de interferéncia. Assim como o momento pode ser mudado por processos
de espalhamento, a fase de uma onda pode mudar por meio de interacoes com campos
ou particulas. Dessa forma, o comprimento de coeréncia de fase ou comprimento de re-
laxacao de fase como também é conhecido, L4, pode ser definido como a distancia média
que o elétron percorre antes de sofrer um espalhamento ineldstico, que destrdi sua fase
inicial e que modifica sua energia. Além disso, ao modificar sua fase inicial, o movimento
do elétron torna-se aleatorio, de modo que, o seu transporte é dito decoerente. A par-
tir desse comprimento, podemos caracterizar os processos de transporte em condutores
mesoscopicos. Efeitos de transporte que dependem da interferéncia de funcoes de onda
eletronicas podem ser utilizados para determinar o tempo de descoeréncia. Portanto,
podemos definir Ly em duas condigoes: Lg = vpTy, para sistemas com alta mobilidade,
ou seja, (1 ~ 7), e Ly = /DT,, para sistema com baixa mobilidade (74, >> 7) onde
D = v%7/d é a constante de difusdo, d é a dimensdao do gds de elétrons e o movimento
dos elétrons, neste ultimo caso, é considerado nao balistico, definicao que veremos logo
em seguida.

Os regimes de transporte podem ser definidos por meio da relagao entre o compri-
mento da amostra L e os comprimentos caracteristicos. Para um condutor mesoscopico
tipico a baixa temperatura temos [, < Ly < [;,. Se o comprimento do dispositivo L for
muito maior que o comprimento de coeréncia de fase, este se comporta como um condutor
ohmico. Porém, se for menor, os efeitos de interferéncia eletronica tornam-se relevantes.
Portanto, podemos definir trés regimes, experimentalmente distintos, para o transporte
coerente de condutores mesoscopico em termos das escalas de comprimento, como [45]:

Regime Balistico (A\r < L << [.) - Quando os elétrons se deslocam livremente,
sem sofrer espalhamento eldstico (se movem através da amostra praticamente sem sofrer
colisoes). Como exemplo, temos as cavidades caéticas de micro-ondas e pontos quanticos,
que explicaremos nas proximas secoes.

Regime Difusivo (A\p << [, << L < Lg) - Neste caso, o elétron sofre diversos
espalhamentos elasticos ao percorrer o sistema. Com isso, a onda atravessa a amostra
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’

sem perder sua coeréncia. E caracteristico de fios quanticos desordenados.

Regime Localizado (§ < L < L;) - O elétron apresenta uma probabilidade me-
nor de percorrer toda a estrutura. Assim, o sistema se comporta como isolante e uma
vez que o elétron nao sofre deslocamentos relativamente altos, estd menos suceptivel a
espalhamentos.

o\

o] O Impureza

::I:I Ponto l!'||:|r|1]lij |]if|]:-|\'i:- l]]:l Ponto l'.Tl:lll‘l]LU halistico

Figura 2.1 Ponto quantico difusivo (a) balistico (b). No regime difusivo, os elétrons sofrem
vérias colisoes com as impurezas da amostra ao atravessar o ponto quantico enquanto no regime
balistico, por existir poucas impurezas, os elétrons se movem sem sofrer colisoes. Os elétrons
podem se chocar vérias vezes nas fronteiras do ponto antes de atravessa-lo. Figura retirada de
[46]

Nos regimes localizado e difusivo, o transporte é dominado por processos de espalha-
mentos similares ao caso classico. No regime balistico (Figura 2.1(b)), todas as dimensoes
do condutor sao menores que os comprimentos caracteristicos dos elétrons de conducao, o
que torna raro os processos de espalhamento (mesmo que haja, tais colisoes serao elasticas
e dessa forma ha conservagao do momento e da energia) e dessa forma os elétrons fluem
através do condutor sem alterar seu momento total e a energia total, ou seja, sem perder
a coeréncia de fase. As escalas caracteristicas de comprimento e de tempo, aqui resumi-
das, assim como os regimes de transporte, podem ser revistas e revisadas com maiores
detalhes nas referéncias [45, 43, 44, 47].

Os estudos experimentais de fenomenos quanticos em sistemas mesoscopicos estavam
mais restritos a sistemas naturais como atomos e nicleos. Pontos quanticos sao estruturas
artificiais com dimensoes bem pequenas, o suficiente para serem regidas pelas leis da
mecanica quantica. A vantagem desses sistemas reside na possibilidade de medir suas
propriedades de transporte de uma forma direta, tais como a resisténcia dos pontos de
contato, o nimero de elétrons no ponto, o tamanho e a forma do ponto, tudo sob controle
experimental. Além disso, o efeito da quebra de simetria de reversao temporal é medido
através da aplicagao de um campo magnético. No decorrer do trabalho iremos detalhar
melhor esses conceitos.

2.2 FENOMENOS EM SISTEMAS MESOSCOPICOS

A fisica mesoscopica estda relacionada a um regime de transporte onde a fase do
elétron permanece coerente ao longo do sistema de interesse. Os elétrons se movem sem
perder a coeréncia de fase e esta caracteristica faz o comportamento de amostras me-
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soscopicas diferentes dos sistemas ohmicos, devido & presenca de fendomenos ondulatérios
que nao ocorrem no regime ochmico. Essa propriedade nos sistemas mesoscopicos revela
fenomenos fisicos interessantes, como por exemplo: a quantizagao da condutancia, ob-
servada experimentalmente quando a resisténcia de um condutor balistico revelou-se ser
diferente de zero e quantificada como funcao de sua largura [48, 49]; a localizagao fraca
[50, 51]; a flutuagao universal da condutancia [52]; entre outros fendomenos importantes.
Além das condigoes e possiveis regimes de transporte em sistemas mesoscépicos citados
na secao anterior, devemos conhecer a importancia das heteroestruturas semicondutoras
de GaAs/AlGaAs no que diz respeito a fabricagdo de dispositivos mesoscopicos. Este
sistema ¢ a base de construcao dos pontos de contato. Um conjunto de pontos de con-
tato, por sua vez, pode formar uma ou varias cavidades. Este conjunto se chama ponto
quantico e veremos isso tudo detalhadamente logo adiante.

2.2.1 Gas de Elétrons Bidimensional

O gés de elétrons bidimensional (2DEG) [45] comegou a ser muito pesquisado na
area de semicondutores entre as décadas 1960 e 1970. Embora o sistema, como um
todo, nao seja necessariamente bidimensional, o nome bidimensional esta associado ao
movimento dos elétrons em apenas duas dimensoes. Ja o termo gas se trata de uma ana-
logia ao comportamento livre dos elétrons. Os elétrons muitas vezes se comportam como
particulas nao-interagentes, formando um gas ideal bidimensional de elétrons. Embora
existam interacoes elétron-elétron e de elétrons com outros constituintes do sistema, elas
podem ser desprezadas se forem sufucientemente fracas [53].

O 2DEG mais utilizado na fisica mesoscépica é a heteroestrutura formada por ca-
madas de Arseneto de galio (GaAs) e Arseneto de galio dopado com aluminio (AlGaAs).
O AlGaAs fornece elétrons que se acumulam na interface AlGaAs/GaAs, formando uma
camada praticamente bidimensional. Esse acimulo reduz a energia de gap (diferenga
entre as energias das bandas de valéncia e de condugao). Em geral, essa redugao é sufici-
ente para que a energia de Fermi seja maior que a energia da banda de conducao. Nesta
situacao a camada bidimensional deixa de se comportar como isolante e passa a conduzir
os elétrons, onde se movem como particulas livres e dependendo da dimensao, sem sofrer
choques e sem perder a coeréncia de fase. E com isso, alcancando o regime mesoscopico.
E importante lembrar que se crie uma heteroestrutura com bastante cuidado no intuito
de gerar o minimo de defeitos. E necessério assim conhecer os processos de dopagem, e
para uma breve revisdo temos a referéncia [54].

A Figura 2.2(a) mostra o esquema de uma heterojungao onde se forma um 2DEG.
Os elétrons sao confinados na interface entre o GaAs e o AlGaAs, onde se movem sem
perder sua coeréncia de fase. Nessa heteroestrutura, o nivel de Fermi localiza-se dentro
do gap de energia, porém, este gap é maior no AlGaAs que no GaAs. Assim, o nivel
de Fermi do AlGaAs se encontra acima do nivel de Fermi do GaAs (Figura 2.2(b)),
fazendo com que os elétrons saltem do AlGaAs, deixando-o carregado positivamente.
Isso faz com que surja um potencial eletrostatico que curva as bandas de energia. Apds
atingir o equilibrio, a energia de Fermi fica constante em toda a heteroestrutura, e na
jungao aparece um poco de potencial, que confina os elétrons e forma o 2D EG, conforme
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ilustrado na Figura 2.2(c).
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Figura 2.2 (a) Juncdo de amostras de AlGaAs e GaAs para formagao de um gas de elétrons
bidimensional. Mostramos o perfil das bandas de condugao e valéncia entre a jungao (b) antes
e (c) depois da transferéncia de carga. Figura retirada de [55]

2.2.2 Pontos Quanticos

Os pontos quanticos, sao dispositivos, normalmente construidos pela formagao do
2D EG naregiao de interface de uma heteroestrutura semicondutora [46], que contém uma
pequena quantidade de elétrons livres. O ponto quantico nada mais é do que uma cavidade
de dimensoes sub micrométricas [56]. Na Figura 2.3, temos um ponto quantico e sua
visao classica. A coeréncia de fase do elétron afeta as propriedades eletronicas do ponto
quantico. Além disso, o movimento classico dentro da cavidade pode ser considerado como
cadtico em longas escalas de tempo comparadas ao tempo ergddico, 7., uma escala de
tempo relevante a pontos balisticos [46].

O tamanho e a forma dessas estruturas, além do ntimero de elétrons que elas contém,
podem ser controlados com precisdo. A cavidade (centro de espalhamento) se conecta
a dois reservatorios de elétrons por meio dos pontos de contato e o transporte ocorre
ao se retirar os dois reservatérios do equilibrio. O fluxo de elétrons é controlado pela
voltagem aplicada nos pontos de contato, abrindo ou fechando canais de transporte. Ao
entrar na cavidade, o elétron é espalhado diversas vezes ao se chocar com as paredes
até sair por qualquer um dos canais de propagacao. Assim, existe uma escala de tempo
de permanéncia do elétron no centro de espalhamento Tpermanencia- Para que a dinamica
do sistema continue sendo universal, Tpermanéncia >>  Tergsdico- Além disso, Tpermanencia
precisa ser muito maior que o tempo de Ehrenfest. Ou seja, abaixo (acima) do tempo de
Ehrenfest o comportamento do sistema ¢é classico (quantico)). Com isso preservamos as
caracteristicas quanticas da dinamica, e nessas condigoes, os observaveis de transporte
nao dependem de propriedades microscépicas do ponto quantico, como, por exemplo, sua
geometria. Estas caracteristicas justificam o uso da teoria de matrizes aleatérias, a qual
iremos abordar nos préximos capitulos.
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Figura 2.3 Em a), um ponto quantico construido sobre 2DEG e b) sua visao cldssica. O ponto
quantico tem analogia classica a uma cavidade na qual os elétrons sao refletidos nas fronteiras,
semelhante a uma mesa de bilhar. Figura retirada de [57].

2.2.3 Ponto de Contato Quantico

O sistema mesoscépico mais simples é o ponto de contato quantico (PC(Q), represen-
tado na Figura 2.4 por uma imagem obtida através de microscopia eletronica de varredura
(MEV) e sua ilustracao. E similar ao sistema formado pelo confinamento dos elétrons em
um guia de ondas retangular de comprimento infinito [54] (como veremos logo adiante).
O PCQ é formado por uma constrigao com largura L e abertura W. As constri¢oes sao
formadas por contatos com a aplicacao de voltagens apropriadas para controlar o fluxo
de elétrons pela abertura. O fluxo de elétrons ocorre na regiao branca da Figura 2.4(a)
e na regiao mais escura da Figura 2.4(b) de forma balistica.

I Elétron
- w —————

+ 4+ + + + + + +

Figura 2.4 a) Representagao de um ponto de contato quantico. Os sinais — e + representam a
voltagem aplicada de forma que ocorra o fluxo de elétrons da esquerda para direita. b) Imagem
de um ponto de contato quantico obtida através de microscopia eletronica de varredura. O cinza
mais escuro representa um gas de elétrons bidimensional. O cinza mais claro é a constrigao
impenetravel de largura L e abertura de tamanho W. Figura baseada e retirada da Ref. [58]

Para entender melhor PC(@), iremos modelar o transporte quantico por analogia
a guias de onda com barreira de potencial se baseando na Ref. [54]. Vamos iniciar
analisando a Figura 2.5. Consideremos inicialmente um elétron confinado em um guia de
ondas retangular e sem barreira de potencial. Considere, por simplicidade, que a altura
e a largura do guia de ondas sao mantidas constantes e iguais a a e b respectivamente,
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e o elétron se desloca livremente ao longo do eixo-z . O elétron esta confinado no guia,
podemos definir assim o potencial nas nas regides |y| < % e |z| < 2 como sendo U = 0
e U — oo no restante do espaco, deixando o elétron se mover livremente na direcao x.
Para essa situagao, a solucao da equacgao de Schrodinger fornece a seguinte funcao de
onda associada ao elétron com massa m que se desloca no sentido +x:

\Ijkz,ny,nz (13 Y, Z) = g, (*T)(I)nz,nz (y7 Z) (2'1)
Vg, (x) = ™= (2.2)
Doy (4 2) = —= sin(k(y — a/2)) sin(k2 (= — b/2), (2.

Vab

onde k, assume valores reais continuos enquanto k; = n,m/a e kI = n.m/b sdo valores
discretos, pois n, e n, assumem apenas valores inteiros nao negativos. Assim, o movi-
mento transversal do elétron estda quantizado com determinados modos de propagacao,
também chamadas de canais de propagagao e definidos pelo par n = (n,,n.). A energia
do elétron é entao dependente do seu momento e do canal de transporte e escrita por:

(hik,)? mh? (n2
n(km) 2m + mns n 2m CL2 _'_ b2 (2 4)

(a) i (by ™% ()

4= consi(x)
r

T L

Eyix)

alx)

Figura 2.5 Representacao a) de um guia de onda retangular com potencial nulo no interior
e infinito nas paredes e no exterior e b) sua visualizacdo lateral em duas situagdes: quando a
altura a e a largura b do guia sao constantes (imagem superior) e varidveis (imagem inferior).
Em ¢), as linhas tracejadas representam os canais fechados e as sélidas, os canais abertos. Figura
retirada da Ref. [54]

O guia de onda que descrevemos é bastante simples e permite que o elétron se pro-
pague sempre no mesmo sentido. Mas, é possivel adicionarmos uma barreira de potencial
em uma regiao delimitada no interior do guia de ondas. Assim, considere o guia de ondas
com a seguinte barreira de potencial:

Uy, para 0 < x < d
Ulz) = (2-5)

0, de outro modo
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A barreira divide o guia de ondas em trés regioes e a funcao de onda associada ao movi-
mento longitudinal do elétron agora é dada pela solugao da equagao de Schrodinger em
cada regiao:

eikzx + Tefikzx’ r <0
Y(x) = Be" 4+ Ce™* 0 <z <d (2.6)
teha® 1 > d

onde, k, = \/2m(E — E,)/h e k = \/2m(E — E, — Uy)/h. Na regido x < 0, ¢(z) possui
dois termos referentes ao movimento inicial do elétron no sentindo +z e a reflexdo no
sentindo —z. Na regidao 0 < = < d, ¥ (z) possui dois termos com coeficientes a serem
encontrados. A regiao x > d contém apenas um termo referente a parte transmitida da
onda. Os coeficientes r, B, C' e t sao obtidos pelas condi¢oes de Dirichlet. O coeficiente
de transmissao T(FE) = [t|* determina a fragao da onda transmitida, enquanto que o
coeficiente de reflexio R(E) = |r|* = 1 — T(F) informa a fracao refletida. Impondo a
normaliza¢ao da funcao de onda e condigoes para que ela seja continua, obtemos

4k?K?
(k2 — k2)2sin’(kd) + 4k2K2°

Classicamente, as particulas com energia abaixo da barreira (E < Uj) devem ser total-
mente refletidas (7" = 0). Porém, pela mecanica quantica, essas particulas possuem uma
chance finita de serem transmitidas: T(E) << Ugexp (—2d\/2m(Us + E, — E)/h) << 1.

Considere agora um guia de ondas sem barreira de potencial com segao transversal
variavel |y| < a(x)/2 e |z| < b(z)/2, tendo a condi¢ao de que para x — F00 a se¢do
transversal é constante: as € by. Assim, no meio do guia as paredes vao estreitando e
os resultados para um guia de onda ideal nao se aplicam. Nesta situacao, a visualizagao
lateral do guia de ondas estd mostrada na parte inferior da Figura 2.5. Achar a solugao
da equacao de Schrodinger para este guia de ondas é bem mais dificil que para a situagao
anterior. Podemos, por simplicidade, considerar guias de ondas adiabaticos:

T(E) = (2.7)

ld'(x)], [/ (z)] << 1 e a(x)|a"(x)],b(z)|b"(x)] << 1 (2.8)

Sob tais condigoes, a variagao de a(z) e b(z) é muito suave, e localmente as paredes
podem ser consideradas planas e paralelas. Assim, também localmente, as varidveis
sao separaveis e a Equagao 2.1 se torna vélida também para este caso. A energia de
transporte, definida aqui como a energia quantizada, referente ao movimento transversal
do elétron, é

252 2 2
mh n n
E,(x) = - 2.
0= (s + ity 29)
Esse resultado é muito similar ao caso do movimento unidimensional, tendo a pe-
quena diferenca de que a energia F,,, que faz o papel do potencial, depende de x e do canal
de propagagao [n = (n,,n,)]. Vemos na Figura 2.5(c) que cada canal possui uma barreira

de potencial efetivo ao redor da parte estreita da constricao. Também observamos que
quanto maior os nimeros n, e n., maior essa barreira se torna.
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As energias dos canais de propagacao formam uma barreira de potencial no centro da
constricao. Nessa situacao, em um determinado canal n, se compararmos a energia E do
elétron com a altura maxima da barreira F,, ,,4,, considerada impenetravel, temos que:
Se a B > E, 142, OU s€ja, se a energia do elétron for maior que a da barreira, podemos
dizer que o elétron serd transmitido. Nesse caso dizemos que se trata de um canal
aberto, devido ao elétron poder ultrapassar a constri¢ao. Caso contrario (E < Ej, nes) 0
elétron sera refletido e nesse caso chamamos de canal fechado. Como a energia do canal
é crescente com o indice n, ha apenas um numero finito de canais abertos cujas energias
sao menores que F.

Sendo assim, o guia de onda adiabatico com uma secao transversal variavel sem
barreira de potencial funciona como um guia de onda ideal com uma barreira de potencial,
como consideramos anteriormente. Como aparentemente o fato de ter considerado o
guia de onda adiabatico implica em barreiras de potencial aproximadamente classicas
(potencial infinito), podemos entdo considerar o coeficiente de transmissao como sendo
T.(F) = 1 para os canais abertos e T,,(E) = 0 para os fechados. Assim, uma das
propriedades mais importantes do PC(Q) é a reflexao praticamente total dos elétrons em
canais fechados. Dizemos que os contatos sao ideais e definimos por energia de corte ¢,
a energia minima que um elétron deve possuir para ser transmitido através do canal n.

2.2.4 Quantizacao da Condutancia

Uma propriedade importante observada no PC() é a quantizacao da condutancia
[59], observada no 2DEG que é formado por uma heteroestrutura semicondutora de
AlGaAs/GaAs como ja haviamos comentado anteriormente. Para um guia de onda
ideal, o vetor de onda nao depende de x e, k, — kj e k, — k7. Nesse caso, temos

dk, dk, dk. dk, 1
J55se- [5a > () (2:10)

No limite assintético (x — £00) o guia de onda é ideal, e portanto a corrente elétrica é

+o0
I= 262/_ ng:vx(kx)fn(kx), (2.11)

onde o fator 2 é devido a degenerescéncia do spin, f,(k;) é o fator de preenchimento do
nivel (n, k,) e v, = hk,/m é a velocidade. Para o caso do canal ser fechado (7,,(E) = 0)
o fator de preenchimento para ondas que se deslocam para direita é igual aos da onda
que deslocam para a esquerda (f,(k;) = f.(—k:)) e a contribuigdo para esses modos
se anula na integracdo. Ja para canais abertos (T,,(E) = 1) esses fatores sao diferentes
para sentidos opostos do momento. Para ficar mais claro, iremos entender como os
elétrons entram no guia e portanto vamos explicar o conceito de reservatorio. Trata-
se de um elemento macroscopico em equilibrio termodinanmico conectado ao sistema
mesoscopico que envia e/ou recebe particulas como observado na Figura 2.6. Assim,
as particulas provenientes do reservatorio esquerdo possuem um fator de preenchimento
fi(E) = fr(E — p1) e analogamente para os da direita fo(E) = fr(E — p2), onde
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fr(E—p) = {14exp[(F—pun)/kpT]} " é a fungao distribuigao de Fermi. Como os fatores
de preenchimento dependem apenas da energia é conveniente introduzir a mudanca de
varidvel k, — E, e assim v, = 0F/0k, e dE = hv,k,dk,. Dessa forma, a Equagao 2.11
pode ser reescrita na forma

2e
= = _
oy X [ AEAE) - h(E)
n(abertos)
% (2.12)
= ﬁNaberto(lul - ,U/Q)
= GONabertosV7

onde V' = (u; — pg)/e é a diferenga de potencial entre os reservatérios e G = 2e*/2nh =
2¢%/h ~ 7.7480917 x 10750hm™" é o quantum de condutancia. Com isso, percebemos que
a condutancia do sitema (G = I/V) é quantizada em termos de Gy. Esse fator ¢ formado
de constantes fundamentais, sendo assim nao dependem portanto das propriedades do
material, tamanho da estrutura mesoscépica, geometria, topologia ou de nenhum modelo
téorico concreto usado para calcular as propriedades de transporte.

Figura 2.6 Reservatorio macroscépico em equilibrio termodinamico nas extremidades de um
condutor mesoscépico, caracterizado pelo seu potencial eletroquimico.

O transporte de elétrons no 2DEG esta restrito a duas dimensoes e, por isso, €
equivalente ao guia de ondas com larguras b(z) — 0. Nesta situagdo, apenas o primeiro
canal de transporte associado a coordenada z é relevante e consideramos apenas os canais
n = (ny, 1) como abertos. A voltagem negativa aplicada aos eletrodos ilustrados na Figura
2.4 modifica a(z) cujo valor minimo @, controla o niimero de canais abertos. Um novo
canal n = (ny, 1) é aberto quando sua energia de corte €, passa a ser menor que a energia
de fermi do sistema,

h2m?

2ma

h2k2
y pu—

2
=F .
2n F 2m

En (2.13)

mim

Entao, o nimero de canais abertos é dado por

Nabertos = [kFamirn/ﬂ-] . (2‘14)
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Sendo assim, espera-se que a dependéncia da condutancia em relagao a voltagem,
que por sua vez esta ligado ao niimero de canais abertos, se assemelhe a degraus de altura
Gy. Isso foi medido no experimento pioneiro de medigao de condutancia em um PCQ
em 1988 [59] como mostrado na Figura 2.7 . E interessante notar que esse experimento
foi realizado antes da descricao tedrica do PCQ.

Conductance {2 #)

-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1
Gate voliage (V)

Figura 2.7 Condutancia do ponto de contato quantico como funcao da voltagem de porta
aplicada na constricao. Observamos o comportamento tipo escada da condutancia, revelando a
quantizac¢ao da condutancia em semicondutores. Figura da Ref. [59]

2.2.5 A Férmula de Landauer

A férmula de Landauer [60, 61] relaciona a condutancia com as propriedades de
espalhamento sofridas pelos elétrons ao fluirem através de um condutor mesoscépico. O
processo de conducao dos elétrons é melhor representado por um processo de transmissao
da funcao de onda que os descreve. Pois, devido as dimensoes do sitema, as caracteristicas
onduladrias se tornam relevantes. As amplitudes das fungoes de onda desses elétrons estao
relacionadas com as correntes no ponto quantico. Consideramos aqui um ponto quantico
por se tratar de um exemplo mais simples de um sistema mesoscopico, contendo apenas
um centro espalhador. Para deducgao da féormula de Landauer iremos seguir a Referéncia

[45].
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Figura 2.8 Figura com o esquema do modelo de Landauer para transporte quantico retirada
de [62].

A Figura 2.8 mostra um condutor conectado a dois reservatérios por meio de guias.
Os guias sao ideais (balisticos) e carregam cada um N canais de propagagao transversais
(abordaremos com mais detalhes nos capitulos seguintes). O elétron possui uma certa
probabilidade T,, de ser trasmitido no guia n. Assim, por conservacao de corrente, a
probabilidade de reflexao é 1 —T,,. Os reservatérios nao refletem os canais de propagacgao
e espalhamento, apenas emitem de acordo com o valor do potencial eletroquimico p. Para
0 caso em que fi; > pa, como mostrado na Figura 2.8, haverd um fluxo de corrente I;
saindo do reservatorio 1 dado por

2e

I = NG — o), (215)

onde o fator dois refere-se a degenerescéncia de spin. Como nao ha reflexao nos re-
servatorios, o unico fluxo no guia 2 sera o transmitido do condutor, que em termos de
probalididade de transmissao é dado por

N
2e
Iy = 7 (k= ) > T (2.16)
n=1

O guia 1 tem uma parcela do fluxo incidente que é refletido pelo condutor, gerando uma
corrente dada por

1= 2 ) Y0 - 1), (2.17)

Portanto, a corrente liquida I dada em termos do nimero de canais e da probabilidade
de transmissao é
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N
. 2e
I=I -1 =15 =) 7 Tnlin — p2), (2.18)

n=1

Em geral, os T;, variam com o canal. Mas é possivel considera-los iguais se a diferenca de
. L. N
potencial entre os reservatérios for pequena, e nesse caso temos 1, =T = ) ' T, =

NT, que simplificando a equacao acima temos:

2e

I="5(n — pNT, (2.19)

a qual é conhecida como féormula de Landauer. A condutancia do sistema é obtida
dividindo-se a corrente que flui do guia 1 para o guia 2, pela tensao aplicada, ou seja,

I|el 2¢?
G=———=—NT. 2.20
M1 — 2 h ( )

2.2.6 Localizacao Fraca

Como nos sistemas mesoscopicos o elétron se move sem perder a coeréncia de fase,
a interferéncia nas ondas eletronicas se manifesta e da origem a fenémenos ondulatoérios,
dentre os quais temos a localizacao fraca. Essas interferéncias entre trajetorias revertidas
no tempo [56] faz com que o valor da condutancia flutue e tenha uma corregdo em
relacao ao seu valor classico, Figura 2.9. Para particulas sem spin, essa interferéncia é
construtiva. A fase quantica do elétron na trajetoria de retorno a origem é a mesma fase
da trajetoria revertida no tempo. Desse modo, a probabilidade de reflexao é maior que a
de transmissao, ou seja, a condutancia é menor que a condutancia no limite semiclassico,
dada pela lei de Ohm (GCL). Esse fenomeno ficou conhecido como Localizacao Fraca
(LF), originalmente observado em condutores desordenados com dinamica difusiva. Para
particulas com spin, o acoplamento spin-orbita gira o spin dos elétrons e produz uma
interferéncia destrutiva, diminuindo a probabilidade de retorno e causando um aumento
na condutéancia. Esse outro fenémeno ficou conhecido como anti-localizagao fraca [50, 63].
Uma caracteristica importante do fenomeno de localizacao fraca é sua universalidade.
Este fenomeno depende apenas da simetria de reversao temporal, nao tendo dependéncia
de detalhes microscépicos da amostra, como a distribuicao de impurezas por exemplo.
Pode-se usar experimentos de localizacao fraca para fazer medidas de comprimento de
coeréncia de fase [46].

Entendemos entao que para a condutancia, a LF é a correcao quantica da lei de
Ohm. Dessa forma, no limite semiclassico, a correcao de localizacao fraca (CLF ) pode
ser dada pela expressao

0G = (G) — Goy. (2.21)

onde (G) é a média da condutancia na presenga da simetria de reversao temporal e G, é
o resultado da média da condutancia quando a simetria de reversal temporal é quebrada
[45], como por exemplo por um campo magnético.
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Figura 2.9 Resultado numérico da flutuacdo da condutancia normalizada em e2/h como funcao
da mudanca de fase no modelo teérico de distribuicao de impurezas. Percebemos que a média da
condutancia (G) é menor que a condutancia classica G, mostrada na figura para comparagao.
Figura adaptada de [45, 64].

2.2.7 Flutuacao Universal da Condutancia

As flutuagoes da condutancia, da ordem de e?/h (observe mais uma vez a forma
escada do gréfico 2.7, revelando assim a quantizagao da condutancia), sao caracteristicas
universais do transporte quantico no limite de baixas temperaturas. Os calculos que
mostram esse fato foram primeiramente publicados na referéncia [65]. A interferéncia
quantica leva a significativas mudancas da condutancia a baixas temperaturas, mesmo
em amostras idénticas, feitas de mesmo material e pelo mesmo processo. Isso se deve
ao fato de que, embora as amostras tenham sido feitas da mesma forma, o padrao de
impurezas difere, pois nao hd como controlar essa configuracao. Essas flutuagoes podem
também ser observada em uma unica amostra variando-se o campo magnético aplicado,
uma vez que uma pequena alteragao no campo tem um efeito semelhante a mudanca de
configuragao sobre o padrao de interferéncia [56].

Resultados experimentais que comprovam as flutuacoes da condutancia, para uma
amostra especifica, em funcao do campo magnético, podem ser encontrados na referéncia
[66], como podemos ver na Figura 2.10. Observamos nesta figura, que a média, variancia
e a distribuicao da condutancia sao determinadas através da flutuacao da condutancia.
Porém, é preciso destacar, que em certos limites muitas distribuicoes de interesse nao tem
o comportamento gaussiano como o da Figura 2.10(b). Na Figura 2.10(a) podemos ver
medidas experimentais que comprovam as flutuacoes de condutancia para um fio de ouro
quase-unidimensional em fun¢ao do campo magnético. A Figura 2.11 mostra a flutuagao
da condutancia (a) em termos do campo magnético e (b) em termos do médulo do vetor
de onda de Fermi. Nas referéncia [56], encontramos que a amplitude das flutuagoes da
condutancia, dada pela variancia da condutancia, é da ordem de

e

var(G) = (G?) — (G)* ~ (;)2 (2.22)
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Figura 2.10 A esquerda, temos a condutancia em funcao do campo magnético B para um fio
de ouro quase-unidimensional. A direita, vemos a distribuicao da condutancia P(G) construida
a partir da Figura anterior. Percebemos que P(G) é gaussiana em torno da média (G) e
dominada, essencialmente, pela variancia var(G). Figura adaptada de [66].
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Figura 2.11 (a) Flutuagao da condutancia como fungao do campo magnético perpendicular
aplicado em um fio de ouro de 310 nm de comprimento e 25 nm de largura, a T = 10mk.
(b) Condutancia G medida em uma cavidade balistica cadtica como uma funcdo de krp . A
condutancia cresce com o aumento de kg , mas a magnitude da flutuacao é constante da ordem
de €?/h. Figuras retiradas respectivamente das referéncias [56] e [46].

E importante exemplificar teoricamente com o caso de um ponto quantico acoplado
idealmente a reservatorios, com N; e N, sendo os numeros de canais abertos em cada
contato. A média e a variancia da condutancia sao dados por [56]:

Ny Ny

GO = NN, 11278 (2:23)
_ 2 NiNo(Ny —1+2/8)(Ny — 14 2/5) -
var(G/Go) = B(Ny+ No—2+2/B)(Ny+ No—1+4/8)(Ny + Ny — 1 +2/8)% (2.24)

onde 3 é o indice de simetria da cavidade (o qual iremos abordar nos capitulos seguintes).
Agora vamos considerar casos particulares. Considere o regime semiclassico (N7, Ny > 1).

Com isso temos:
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N1N2 2 N1N2 .
(G) /Gy = NN, + (1 E) N+ M)E (2.25)
B 2(NyN,)? b
var(G/Goy) = —5(]\71 N (2.26)

Perceba que na equagao (2.25), o primeiro termo é a lei de Ohm para a associagdo em
série de dois condutores de condutancia N; e Ny, em unidades de Gy. O segundo termo
é a correcao em decorréncia da LF, o qual é nulo na auséncia de simetria de reversao
temporal (f = 2). Para o sistema simétrico Ny = Ny = N, temos:

@/6=5+(1-3) 5 (227

1
var(G/Gp) = —. 2.28
(6/Go) = 35 (2.28)
Nesse caso, vemos que tanto a correcao de LF como a variancia da condutancia nao
dependem do tamanho do sistema (N) e s@o muito menores que (G). Isso ratifica a
flutuacao universal de condutancia para o ponto quantico simétrico.

Vamos considerar agora o caso nao-simétrico Ny >> Nj:

(G) /Gy = Ny + (N1 . %) o (2.20)
var(G/Gy) = %Nl(Nl ;\é i 2/@. (2.30)

Novamente notamos a lei de Ohm presente no primeiro termo da equagao (2.29), que se
refere a associagao de condutores de resisténcia 1/(N1Gp). A correcao de LF é pratica-
mente desprezivel, pois é da ordem de N; /N, < 1. A equacao (2.30) mostra a variancia
também é praticamente nula comparada a média da condutancia. Nessa situacao, au-
mentar N7 nao influencia consideravelmente a estatistica da condutancia do sistema, pois
as flutuacoes sao despreiveis em torno do valor esperado pela lei de Ohm.

2.2.8 Flutuacoes da Corrente e Poténcia do Ruido de Disparo

A corrente através de uma nanoestrutura é, em principio, dependente do tempo
sempre que uma voltagem ¢ aplicada, uma vez que consiste de transferéncias individuais
de elétrons. No transporte quantico, existem muitas fontes de ruido sendo a principal
delas o ruido térmico, que causa flutuagoes na ocupacao de niveis de energia. A poténcia
do ruido de disparo, por outro lado, estd associada a flutuagoes no transporte quantico
de amplitudes de espalhamento e atua mesmo a temperatura nula. A corrente em um
dado instante de tempo é, assim, dada por

I(t) = (1(t)) + 01(1), (2.31)
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onde 01(t) é o desvio em relagdo a média. As flutuagoes da corrente podem ser caracte-
rizadas pela funcao de correlacao corrente-corrente

(0I(t +t0)0I(to)) - (2.32)

No regime estacionario, a média da corrente nao depende do tempo, enquanto a funcao de
correlagao depende apenas da diferenga temporal ¢g. E conveniente analisar as flutuacgoes
da corrente no dominio da frequéncia, em termos da transformada de Fourier da funcao
de correlacao

—+o00
P(w) = / ¢ (SI(t + to)S1 (o)) dt, (2.33)
— o

onde P(w) é denominada como a densidade espectral ou poténcia do espectro. Sobre as
principais fontes de ruido temos:

Ruido Térmico: A temperatura finita, as colisoes dos elétrons com as vibragoes
da rede e impurezas induzem flutuacoes nas velocidades e posicoes desses elétrons. A
agitacao térmica faz surgir uma flutuagao da corrente no condutor e esta presente em
qualquer sistema, independente da natureza de sua corrente [54]. Esse ruido é chamado
de ruido Nyquist-Jonnson (caracterizado pelo teorema de Nyquist-Jonnson - um caso
particular do teorema flutuacao dissipagao [67]) ou ruido térmico. A densidade espectral
do ruido térmico nao depende da frequéncia (ruido branco), e é dado por [68]:

P =4kpTG, (2.34)

onde kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e G é a condutancia do sistema.
Podemos entao perceber que o ruido térmico porta apenas informacao da temperatura
do sistema e da condutancia do mesmo, e que a temperaturas muito baixas ele pode ter
um valor desprezivel em comparagao com outras fontes.

Poténcia do ruido de disparo: Nesse regime, a discretizagao da carga tem um
peso maior nas flutuagdes de corrente. A equagao (2.34) é vélida no caso limite em
que a diferenca de potencial V' é nula e a temperatura é finita. No limite oposto, para
temperatura nula e V finito, a poténcia do ruido é completamente determinada pelo ruido
de disparo. Ou seja, o ruido térmico é eliminado a temperatura nula, ficando puramente
o ruido de disparo. Esse por sua vez é consequéncia da quantizacao da carga. Voltaremos
a abordar esse assunto com mais detalhes quando introduzirmos os conceitos sobre matriz
de espalhamento e férmula de Landauer-Biittiker.

2.3 BILHAR E CAOS

Os primeiros trabalhos sobre sistemas cadticos teve origem hé mais de um século com
o matemaético francés Henti Poincaré [69], nos seus estudos sobre mecanica celeste. Nesta
época, a mecanica classica explicava o movimento dos corpos com espetacular precisao,
em particular o movimento das érbitas dos planetas, o que dava um carater determinista
ao universo. Porém, ainda nao era bem estabelecido o problema da estabilidade do sis-
tema solar. O trabalho pioneiro de Poincaré, embora nao tivesse elucidado a questao da
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estabilidade, introduziu os conceitos iniciais da Teoria do Caos, mostrando que peque-
nas alteracoes nas condigoes iniciais de sistemas cadticos levam a grandes mudangas nos
resultados esperados, resultando numa dinamica imprevisivel. Mas apesar de ter sido
Poincaré o precursor da area, foi apenas a partir da década de 50 que o problema da esta-
bilidade do sistema solar foi melhor compreendido, através dos trabalhos de Kolmogorov,
Arnold e Moser. Fundamentalmente o caos é uma propriedade da mecanica classica, pois,
a maioria dos movimentos sao altamente sensiveis a pequenas variagoes no estado inicial
do sistema [69] tornando-os imprevisiveis. A sensibilidade em questao, resulta da nao
linearidade dos sistemas dinamicos classicos.

Inicialmente, os sistemas cadticos estudados eram sistemas cldssicos, e se caracteri-
zavam matematicamente pelas equagoes diferenciais nao lineares que os descreviam. Uma
forma de classificar um sistema como cadtico é pelo expoente de Liapunov, que assume
valor positivo quando o sistema possui caos e se anula em sistemas regulares. Esta pres-
cri¢ao, porém, nao pode ser utilizada na mecanica quantica pois o conceito de trajetoria
perde o significado. Apenas no limite semicldssico, podemos, eventualmente, fazer uso
deste conceito [70]. No entanto, podemos invocar o principio da correspondéncia, que
afirma que um sistema quantico vai para um sistema cldssico no limite em que a cons-
tante de Planck vai a zero. Entao, uma forma de entender um sistema quantico cadtico
¢é ve-lo como um sistema cuja dinamica classica correspondente é cadtica.

Dentre os sistemas cadticos classicos mais conhecidos estao os bilhares. Os bilhares
sao modelos matematicos para muitas situagoes fisicas onde uma ou mais particulas
se movem livremente, sofrendo colisoes, em uma regiao delimitada. Eles sao sistemas
dinamicos muito utilizados para o estudo do caos classico, e também do caos quantico
[71, 72, 73]. Portanto sao empregados como sistemas modelos para o estudo da dinamica
classica e quantica. O jogo de bilhar que estd mostrada na Figura 2.12 é um exemplo da
aparicao de caos.

(a) Bilhar retangular. (b) Bilhar de Sinai. (¢) Bilhar de Bunimovich.

Figura 2.12 (a) O movimento de uma s bola em uma mesa retangular nao é caético. No
entanto, (b) a adigdo de uma segunda bola altera fundamentalmente o movimento da primeira,
mesmo que ela seja fixa. Em geral, um bilhar qualquer, mesmo com uma forma pouco irregular,
serd cadtico (c). Figura retirada da Ref. [69]

2.3.1 Bilhar de Schrodinger

O bilhar de Schrodinger foi abordado nas secoes anteriores. Entendemos por bilhar
quantico caotico, mostrado na Figura 2.3, um ponto quantico no qual os elétrons tem
uma dinamica cadtica (o processo de espalhamento é descrito pela Eq. de Schrédinger).
O ponto quantico é um dispositivo eletronico no qual, entre outras coisas, se pode estu-
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dar os obeservaveis fisicos como a condutancia e o ruido de disparo (esse ultimo veremos
com mais detalhes no decorrer do trabalho). Um bilhar quantico é semelhante a um
bilhar de sinuca sé que com dimensoes muito pequenas sendo o mesmo fabricado por ele-
mentos condutores delimitados por regioes isolantes e com dimensoes espaciais pequenas
suficiente para que nao percam a coeréncia de fase no transporte de eletrons através de
sua estrutura. O bilhar quantico se comporta como um poco de potencial que confina
os elétrons em todas as trés dimensoes espaciais. Devido a sua pequena dimensao, es-
tas estruturas tem propriedades eletronicas entre as de semicondutores macroscopicos e
aqueles de moléculas discretas em uma regiao com tamanho da ordem do comprimento
de onda de Broglie dos elétrons, alguns nanémetros em um semicondutor. Comportam-
se como atomos artificiais, onde o potencial do nicleo é substituido pelo potencial de
confinamento. O que resulta numa forte quantizacao dos niveis de energia.

2.3.2 Bilhar de Dirac

O nome Bilhar de Dirac cadtico é devido ao fato de que em certas estruturas com
certas simetrias, os quais iremos tratar logo adiante, as func¢oes de onda dos elétrons
incidentes sao descritas pela equacao de Dirac sem massa [6]. Essa estrutura, na qual
ocorre transporte de elétrons, sao cavidades quanticas cadticas com simetria de sub-rede
(SSR), ou simetria quiral. Sendo assim, o bilhar quantico cadtico com simetria quiral
dé-se o nome de bilhar de Dirac. A SSR, ilustrada na Figura 2.13(a), representa dois
grupos identicos e interconectados, formadas pelas sub-redes de bolas pretas e brancas,
de forma que cada sitio de um grupo (de uma sub-rede) estd ligada apenas a sitios da
outra. Ou seja, a rede é bipartida. Ainda na Figura 2.13, em (a), temos uma rede
bipartida hexagonal (rede “favo-de-mel”). Em (b), temos uma rede irregular e em (c¢) nao
ha biparticao.

a) bo)
S

R

Figura 2.13 Em (a), a rede bipartida é hexagonal, em forma de um favo-de-mel. Em (b) a
rede é irregular e em (c) nao ha bipartigao. Sitios de uma sub-rede “A” sao representados por
bolas pretas, enquanto que sitios da sub-rede “B” sdo representados por bolas brancas. As bolas
cinzas representam os sitios que nao pertencem a nenhuma sub-rede. Figura retirada da Ref.
[74]

No estudo das propriedades de transporte em sistemas mesoscépicos, temos algumas
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simetrias como a de reversao temporal (SRT), simetria particula buraco (SPB) e a
simetria de sub-rede (SSR) ou quiral [75, 76]. Elas dao origem a dez classes de simetria,
que sao divididas em treés classes de matrizes aleatérias, Wigner-Dyson [77], Quiral [78, 79]
e Bogoliubov-de Gennes (BdG) [80]. A distingao entre as classes se dd de acordo com a
presenca ou ausencia de simetrias de reversao temporal e rotacao de spin. Iremos ainda
detalhar melhor as classes de simetria de Wigner-Dyson e Quiral, jA] que se trata das
classes abordadas em nosso trabalho.

A rede hexagonal, ou favo-de-mel, como mostramos na Figura 2.13(a), é tipica de
uma rede de grafeno. O grafeno é o nome dado a uma mono-camada plana de atomos de
carbono dispostos nesse tipo de rede. O grafeno foi descoberto em 2004 pelos pesquisado-
res Andre Geim e Konstatin Novoselov [81]. Eles receberam o prémio Nobel de Fisica de
2010 por experimentos inovadores com grafeno. Como material, o grafeno é o mais fino ja
obtido, como também o mais resistente. E quase completamente transparente. As folhas
de grafeno sao interligadas por meio de forcas de Van der Walls, as quais sao ligagoes
fracas, que favorecem o deslizamento de um plano sobre o outro mediante a acao de uma
forga externa [82]. Os portadores de carga do grafeno possuem uma caracteristica singu-
lar, eles imitam particulas relativisticas - embora o hamiltoniano microscépico do dtomo
de carbono nao seja relativistico [83]. Com isso, as propriedades eletronicas do grafeno
sao descritas pela equagao de Dirac da mecanica quantica relativistica (hamiltoniano de
Dirac sem massa) ao invés da equacao de Schrodinger [31].

Também é possivel contruir, assim como nas heteroestruturas de AlGaAs, cavidades
de grafeno. Na figura 2.14, temos a ilustragao do bilhar de Dirac. Varios estudos de
transporte de elérons nessas estruturas foram e ainda sao realizados. Podemos citar
estudos do bilhar de Dirac cadtico em pontos quanticos de grafeno [7, 8] e o transistor,
também baseado em ponto quantico de grafeno [84].

20 nm
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Figura 2.14 Ilustragdo do Bilhar de Dirac cadtico com estrutura rede favo-de-mel similar a
estrutura hexagonal bipartida do grafeno. (Esquerda) micrografia eletronica de um transistor de
grafeno. O pequeno ponto quéantico (Quantum dot) no centro é conectado a regides de contato
através de estritas constrigoes. (Direita) esquema mostrando um hipotético transistor baseado
em um ponto quantico de grafeno. Figura retirada da Ref. [84].

A estrutura do grafeno, é tal como a de um semicondutor de gap nulo. Com bandas
de energia, a de valéncia (E < 0) e de condugao (E > 0), se interceptando em dois pontos
nao equivalentes K e K’ comumente chamados de vales ou pontos de Dirac (¢ = 0) [85].
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A energia de portadores de carga desaparece nesses pontos e dispersa-se linearmente com
o momento na sua vizinhanga, formando o chamado cone de Dirac [85], como podemos
observar na Figura 2.15.

Figura 2.15 Estrutura de banda da mono-camada de carbono. As bandas de valéncia (E < 0)
e de condugao (E > 0) formam os cones. Os cones marcados por pontos brancos (pretos) sao
conectados por vetores da rede reciproca, entao eles sao equivalentes. Figura adptada da Ref.
[83].



CAPITULO 3

EFEITOS DE INTERFERENCIA

Iremos abordar neste capitulo, com maiores detalhes em relacao ao que foi visto
na secao de Fenomenos em Sistemas Mesoscépicos (2.2.6), o fenomeno de Localizacao
e Antilocalizacao fraca. Comegaremos com suas defini¢oes e passaremos para modelos
existentes que calculam a contribuicao da localizacao para a condutividade na presenca de
alguns mecanismos de interagao. O fenémeno de localizacao é uma poderosa ferramenta
para o estudo dos mecanismos de espalhamento presentes em um sistema.

Como ja mencionado, os efeitos de interferéncia estao diretamente relacionadas com
a coeréncia de fase dos elétrons. Em sistemas desordenados, que apresentam conducao
metalica, as funcoes de onda dos elétrons podem sofrer interferéncia nos defeitos presentes
na rede. Multiplos espalhamentos de ondas coerentes podem ocorrer, e as assinaturas mais
comuns da existéncia dessas interféncias quanticas sao as correcoes de localizacao fraca
e as flutuagdes mesoscopicas. Localizacao fraca, ou localizacao de Anderson, foi primei-
ramente tratada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnan [86, 87] quando
eles desenvolveram a teoria de escala para condutores bidimenionais. Esse fenomeno pas-
sou a ser investigado em metais e semicondutores que possuiam certo grau de desordem.
Mais especificamente, a localizacao fraca pode ser observada nas anomalias presentes nas
medidas de resistividade em baixas temperaturas [87].

Em 1980, em um trabalho pioneiro, S. Hikami [88] calculou a correcao de localizagao
fraca da condutividade de Drude em sistemas desordenados [89]. Foi observado nesse
trabalho que a condutividade é ligeiramente suprimida pela correcao de localizagao fraca
e amplificada pela antilocalizacao fraca. Em pontos quanticos mantidos a baixas tempe-
raturas esses efeitos também sao de grande importancia para observaveis de transporte,
tais como a condutancia e a poténcia do ruido de disparo.

Em sistemas metalicos, sem desordem, a resistividade diminui quando a temperatura
é reduzida. Em um sistema desordenado, a localizacao pode acontecer se a temperatura
for baixa o suficiente. Nesse caso, a resistividade, ao invés de diminuir, passa a aumentar
com a queda da temperatura. O efeito de localizacao fraca s6 pode ser observado em tem-
peraturas relativamentes baixas, geralmente quando kg7 (kp é a constante de Boltzmann
e T é a temperatura) é da ordem de hA/7; (7; é um tempo de espalhamento ineléstico).
Considerando essa faixa de temperatura, vamos dintinguir dois tempos de espalhamento
distintos, o tempo de espalhamento eldstico (1) e o tempo de espalhamento ineldstico
(1;). Podemos definir, de forma mais direta, 79 como o tempo que o elétron leva para
mudar de estado de momento k para um estado k', sem perder energia, enquanto que 7;
se refere ao tempo de espalhamento em que ha perda de energia. Em altas temperaturas,
temos esses tempos praticamente da mesma ordem. Por outro lado, em temperaturas
muito baixas, 7; pode ser algumas ordens de grandeza maior que 7y, fazendo assim com
que o elétron possa ser espalhado varias vezes pelas impurezas sem que o mesmo perca
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energia, de modo que a funcao de onda nao altera sua fase, possibilitando a interféncia
construtiva.

A condutividade de Boltzmann oy = ne?r/m, onde n é a densidade de elétrons na
amostra, 7 é o tempo livre médio, e é a carga fundamental do elétron e m sua massa, nao
leva em conta a interferéncia entre as funcoes de onda espalhada pelas impurezas. Isso
gera um erro que deve ser corrigido calculando-se a contribuicao do efeito de localizagao
sobre a condutividade.
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Figura 3.1 Representacao esquematica de possiveis trajedrias de um elétron viajando de 7
até 75 de modos eletronicos dentro de uma amostra. Em (a) temos trajetérias sem intersegoes
(difuso) entre os pontos. Em (b) Trajetérias que se cruzam, com auto-intersegao. Figura
adaptada de [90]

A localizacao fraca corresponde a um aumento de probabilidade de se “encontrar”um
elétron em um dado sitio da rede. O aumento de probabilidade ocorre devido a inter-
feréncia das fungoes de ondas eletronicas que se propagam no mesmo caminho mas em
sentidos diferentes. Para isso, é necessario que o tempo de espalhamento ineldstico seja
muito longo comparado com o tempo de espalhamento elastico. Para entender melhor
o mecanismo de localizacao fraca, considere um elétron indo de um sitio localizado no
ponto r{ para um sitio no ponto 75 dentro de uma amostra, conforme ilustrada na Fi-
gura (3.1). A mecanica quantica estabelece que a descri¢ao deve ser feita pela adigao de
amplitudes complexas C; de espalhamento nas impurezas e nao em termos da adicao de
probabilidades P;. Uma vez que o movimento é difusivo, o elétron espalha elasticamente
varias vezes durante o percurso. A probabilidade de que o elétron atinja o ponto ro é
calculada somando-se todos os possiveis percursos. Sendo assim, o espalhamento por
impurezas impoe que a probabilidade de propagacao entre esses dois pontos é:

2:2}@\2+ch;, (3.1)

i#]

P(Tl—)’l“g):‘zci

onde C; é a amplitude de propagacao ao longo do caminho i. Pela Equagao (3.1), a pro-
babilidade total P depende da soma de probabilidades individuais {C’i}g (probabbilidade
classica) e da interferéncia C;C7 entre amplitudes de espalhamento. Na Figura (3.1), as
trajetérias tém, em geral, comprimentos e formas muito diferentes entre si, e com isso a
mudanga de fase ao longo de cada trajetadria é dada por:
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L o

AQO = 73/ p'dr7 (32)
81

onde, p'é o vetor momento do elétron e dr é seu deslocamento ao longo de uma trajetéria.

Assim, cada trajetoria contribuird para uma diferenca de fase diferente para as funcoes de

onda, de forma que a coeréncia se perde e a interféncia se anula. Desse modo, o segundo

termo da Equaca@o (3.1) tende a zero e obtemos somente o resultado classico:

P(Tl — 7"2) = Z ‘01‘2 (33)

)

Por outro lado, se r; e 1o forem o mesmo ponto, digamos que seja um ponto O (Fig.
3.1 b), as duas ondas viajam no mesmo caminho, mas em sentidos diferentes, sofrem a
mesma diferenca de fase e podem interferir construtivamente. Assim, a probabilidade
quantica se torna o dobro da probabilidade cldssica (sem os termos de interferéncia):

2 ) 2 2
P(O - 0) = ‘ SNal =M jal +> aor=2Y|a] =4lc]. (34)
i=1 i=1 itj i=1

O aumento de probabilidade de o elétron se encontrar no ponto O significa uma
diminuicao da probabilidade de que ele chegue ao ponto 5. Isso significa em uma reducao
da condutividade e um aumento da resistividade elétrica da amostra. Qualquer interacao
que possa reduzir a coeréncia de fase das ondas tende a destruir a interferéncia e a
localizagao deixa de existir. A aplicacao de um campo magnético, espalhamento por
fonos ou aparecimento de acoplamento spin-orbira sao exemplos de efeitos que podem
destruir a interferéncia.
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Figura 3.2 Caminho 6ptico de uma onda ao sofrer intimeras reflexoes entre dois planos parcial-
mente refletores. Apés cada reflexo a onda adquire efetivamente uma fase €?9/2. A intendidade
da onda incidente é Iy = |Ep|? e o comprimento de onda no meio é A [91].

Com o intuito de entender melhor os efeitos da interferéncia quantica em uma cavi-
dade cadtica, iremos recorrer a um exemplo da éptica. Para isso, seguiremos a Ref. [91].
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Suponha por exemplo dois planos paralelos e parcialmente refletores, separados por uma
certa distancia d. Ao incidir uma onda coerente de intensidade Iy = ‘E0|2 sobre um dos
planos, teremos uma fragao dessa intensidade sendo transmitida enquanto outra sendo
refletida, e multiplos espalhamentos de ondas coerentes entre os planos irao acontecer até
que uma certa fracao da intensidade incidente seja transmitida, como mostrada na Figura
(3.2). Para cada reflexiio entre os planos ha efetivamente um ganho de fase €/2 relacio-
nado a diferenca entre os caminhos 6ticos entre a onda transmitida e refletida. Mostra-se
que § = (4w /N)d cosf, onde A\ é o comprimento de onda no meio de propagagao entre os
planos, 6 é o angulo de incidéncia da onda e d é a distancia entre os planos. Somando as
amplitudes das ondas transmitidas obtemos:

ET = Eotltg + E0t1T26i6/27”1t2 + Eotl’f’geié/ZTl6i5/2T26i5/2T16i5/2t2 + ... s

o0

= Eotltg Z(T’ﬂ"geié)n
n=0 (3-5)
tito
= Bp—2
01 — rirpeid’

onde, r; e t; sao respectivamente os coeficientes de reflexao e transmissao dos planos
parcialmente refletores. Pela Equacdo (3.5), podemos obter a intensidade das ondas

transmitidas I = }ET|2, dada por:

g Ty
1 + RiRy — 2/R{ Ry cosd’

onde, T; = |t;]* e R; = |r;|* sdo respectivamente os coeficientes de transmissao e reflexao
e por conservagao de corrente temos R; = 1 — T;. Pela Equacao (3.6) podemos concluir
que a fragao de transmissao através dos planos refletores (Ir/ly) ndo depende somente
dos coeficientes de transmissao (7} 2) mas também da fase acumulada apés as inimeras
reflexoes ocorridas entre os planos. Em uma analogia direta entre sistemas opticos e
mesoscopicos, medir a intensidade trasmitida Iy entre os planos refletores em Optica
equivale a medir a corrente que atravessa duas juncgoes de tunelamento com um canal
aberto cada. Assim, usaremos a Equagdo (3.6) para calcular a condutancia de uma
cavidade com um canal propagante:

(3-6)

It =

Ty
1+ RiRy — 2v/RiRycosd

Observe na Figura (3.3) o aparecimento de frajnas de interferéncia. Isso acontece
devido aos multiplos espalhamentos de onda coerentes entre os planos refletores. O padrao
das franjas de interferéncia pode ser controlado experimentalmente variando a distancia
d entre os planos. Este resultado ¢ a base para o interferémetro de Fabry-Perot [92]. Em

G =G (3.7)



EFEITOS DE INTERFERENCIA 35

uma cavidade cadtica, os efeitos de interferéncia entre ondas coerentes injetadas através
dos guias acoplados a cavidade, levam a formacao de miltiplas ressonancias superposta.
Estas ressonancias foram analisadas na ref. [93].

Outra forma de analisar o problema ¢é calcular a média sobre a fase acumulada,
destacando os efeitos de interferéncia, e somar as probabilidades em vez das amplitudes
como ¢ feito na fisica classica. Sendo assim a condutancia média [94] é dada por:

TVT5 TV15

~ G2 T Ty < 1 8
T+ T — T, °T, + Ty 1+2 (3-8)

Esta equagao é equivalente a somarmos duas resisténcias em série como manda a lei de

Ohm. Ou seja, ao desprezarmos os efeitos de interferéncia, calculando a média sobre a
fase acumulada, a lei de Ohm é recuperada.

<G> = Gy

0.8
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Figura 3.3 Franjas de interferéncia devido as multiplas reflexoes sofridas pela onda incidente
entre os planos refletores. Mantivermos T = 0,5 e variamos 77. A linha tracejada refere-se a
média sobre a fase acumulada com Ty 4 e Th = 0,5 [91].

Podemos observar assim, que para compreender melhor os efeitos e fenomenos quanticos
dos processos de transmissao de cargas nao podemos desprezar as informagoes advindas
dos efeitos de interferéncias. Estas vao aparecer como corre¢oes quanticas da lei de Ohm
apés realizarmos a média sobre a fase aleatoria adquirida através dos multiplos espa-
lhamentos eldsticos dentro da cavidade. As correcoes quanticas devido aos efeitos de
interferéncia podem ser destrutivas (localizagao fraca) ou construtivas (antilocalizagao
fraca).



CAPITULO 4

TEORIA DE MATRIZES ALEATORIA E FORMALISMO
DE ESPALHAMENTO

4.1 TEORIA DE MATRIZES ALEATORIAS

A teoria de matrizes aleatérias (T'M A) [95], é uma ferramenta estatistica moderna
com aplicagoes em diversas areas da ciéncia, descrevendo sistemas que apresentam pro-
priedades universais. Esta é uma das caracteristicas mais marcantes do caos quantico,
o que torna ideal para uma descricao via TMA. A TM A surgiu na década de 50 com
os trabalhos do fisico e matemético Eugene Paul Wigner (1902-1995). Wigner estudou
as propriedades estatisticas dos niveis de energia de nicleos pesados bombardeados por
neutrons lentos. Ele descobriu que a estatistica das flutuagoes dos niveis destes atomos
pesados, obtidos experimentalmente, coincidia com a estatistica das flutuagoes na densi-
dade de autovalores, obtidos através da diagonalizagao de matrizes em que os elementos
eram determinados aleatoriamente e sujeitos a uma distribuicao gaussiana. Os seus tra-
balhos resultaram no prémio Nobel de 1963 [96]. Mais tarde, as mesmas técnicas foram
aplicadas as estatisticas dos niveis de pequenas particulas metalicas, de modo a descrever
a absorgao de microondas por metais granulares [56].

Baseado nos trabalhos de Wigner, Dyson classificou em um conjunto de publicacoes
(97, 98, 99, 100, 101] as matrizes aleatdrias dentro de trés categorias de acordo com as pro-
priedades de simetria do sistema fisico, como a simetria de reversao temporal e a rotagao
de spin. A universalidade nas propriedades de transporte de um ponto quantico, como
sabemos, estd relacionada a hipdtese de existéncia de caos quantico (ou caos ondulatério)
em decorréncia da nao integrabilidade da geometria da cavidade.

No transporte de cargas através de pontos quanticos cadticos, a dinamica no interior
da cavidade pode ser descrita por uma matriz hamiltoniana (H) aleatéria, pertencente
ao ensemble gaussiano, o qual possui classes de universalidade que dependem de vinculos
e simetrias da cavidade. Embora no interior da cavidade o elétron possua dinamica
balistica, ele interage com as paredes do ponto quantico que, a nivel microscopico, possui
uma geometria bastante irregular. Dessa forma, o elétron sofre um conjunto de espa-
lhamentos irreprodutiveis e incontroldveis, nos quais sua dinamica é bastante sensivel.
Por isso, o ponto quantico é considerado um sistema quantico cadtico. As simetrias dos
pontos quanticos determinam a forma das matrizes de espalhamento que os descrevem.

Devido as simetrias presentes nos processos de transporte mesoscopico, as matrizes
de espalhamento aleatorias foram primeiramente classificadas pelos ensembles de Wigner-
Dyson (WD) [97, 102], usadas para descrever o transporte de cargas nao-interagentes no
regime balistico. Essas classes sao caracterizadas de acordo com a presenca ou quebra de
simetrias fundamentais com simetria de reversao temporal (SRT') e simetria de rotacao de
spin (SRS), simetria de sub-rede (SSR) e simetria particula-buraco (SPB). Em seguida
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foram introduzidas mais trés classes de ensembles por Shuryak [78] e Verbaarschot [79].
Com estas trés classes foi possivel observar fenomenos em sistemas que tem rede bipartidas
como sao os sistemas quirais, e assim, como ja haviamos citado, poder analisar o bilhar
de Dirac. Esses sistemas preservam a simetria SSR, por isso com a introducao dessas
novas classes houve uma expansao da aplicacao da TMA, pois nas classes introduzidas
anteriormente por WD a SSR nao ¢é preservada, logo nao era suficiente para estudar
sistemas com quiralidade. Por fim foram introduzidas mais quatro classes por Altland
e Zirnbauer [80] aplicadas a sistemas em contato com supercondutores. No presente
trabalho nos limitaremos as classes de simetria de W D e quiral.

A partir da nomenclatura de Cartan para espagos simétricos [76], Tabela (4.1), apre-
sentamos as principais simetrias que sobrevivem a presenca de desordem e caracterizam
cada tipo de ensemble. Quando as simetrias sao quebradas pela acao de um agente ex-
terno tal como campo magnético por exemplo, elas sdo representadas por (0), quando
as simetrias nao sao quebradas estao representadas por (1) dependendo da simetria de
spin (+1 a particulas com spin inteiro e —1 a spin semi-inteiro). B representa o campo
magnético, SC a supercondutividade do sistema e SO a interacao spin-orbita. Observe
ainda na tabela que nela todos os ensembles da classe quiral apresentam simetria de sub-
rede (SSR), que é uma caracteristica intrinseca de sistemas quirais. Em nosso trabalho
utilizaremos as classes de Wigner-Dyson e Quiral.

Classe de Simetria| Ensemble A | SRT| SPB| S5R | Exemplos Fisicos
Wigner-Dyson A (Unitario) 7 0 ] ] B=0.8C=10
AT (Ortogonal) 1|41 ] 0 B=0SO=058C=10
AIl (Simplético) | 4 | -1 ] ] B=0.SO#0.8C=0
Quiral AIII (Unitério) T 0 0 1 B#£0.8C=10
~BDI (Ortogonal)| 1 | 41 | +1 | 1 B=0.SO=0.585C=10
CII (Simplético) | 4 | =1 -1 1 B=0.S0O#0.8C=10
Altland-Zimbauer | D T ] +1 ] B#0,SO#0.SC#0
C 200 -1 1] B#0.SO0=0,8C#0
DIII 1 (-1 [+1 1 B=0.50#0S8C#0

Cl 4|41 | -1 1 B=0S0O=08C=#0

Tabela 4.1 Tabela de Cartan para espagos simétricos [76]. Mostra a relagao entre cada classe
de simetria e o tipo de de simetria que o sistema podera apresentar. As simetrias fundamentais
que classificam cada tipo de ensemble sdo: simetria de reversao temporal (SRT'), particula-
buraco (SPB) e sub-rede (SSR). B é o campo magnético, SC representa a supercondutividade
do sistema e SO a interagao spin-érbita. Quebra de simetria temos o valor 0, se a simetria for
preservada +1.
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4.1.1 TMA para Classe de Simetria de Wigner-Dyson

4.1.1.1 Ensembles Gaussianos: A dinamica no interior da cavidade pode ser des-
crita por uma matriz hamiltoniana H (M x M), hermitiana (H = HT), cujos elementos
sao numeros aleatérios independentes pertencentes ao Esemble Gaussiano, de modo que
a densidade de probabilidade pode ser escrita como:

P(H) x exp( - B—MTTH2>, (4.1)

onde, A\ = MA/m é um parametro numérico que estd associado com o espagamento médio
(A) entre os niveis de energia (autovalores de H) e  é o indice de Dyson, parametro de
simetria associado ao nimero de graus de liberdade dos elementos da hamiltoniana (H,,,)
que podem ser reais, complexas ou quartérnions reais, vinculos matematicos ligados as
simetrias bésicas que o sistema apresenta, como mostrada na Tabela (4.2). Resumindo,
temos:

Indice de Simetria £ =1: A matriz H tém elementos reais e drescrevem sistemas
que possuem simetria de reversao temporal (SRT) e de rotagao de spin (SRS). O ensem-
ble que descreve a matriz de H do sistema corresponde ao ensemble gaussiano ortogonal

(EGO);

Indice de Simetria B =2: Os elementos da matriz nesse caso sao complexos e
descrevem sistemas onde existe a quebra de reversao temporal, causada, por exemplo,
pela aplicagao de um forte campo magnético. O ensemble que descreve a matriz H cor-
responde ao ensemble gaussiano unitario (FGU);

Indice de Simetria (5 =4 : A matriz é formada por elementos quaternionicos re-
ais e descrevem sistemas com simetria de reversao temporal, na auséncia de invariancia
de rotagao de spin. O ensemble correspondente é o ensemble gaussiano simplético (EGS);

4 | Ensemble | SRT Spin SRS H

1 EGO sim inteiro irrelevante real

1 EGO sim | 1/2 inteiro sim real

2 EGU nao | irrelevante | irrelevante complexa

4 EGS sim | 1/2 inteiro nao quatérnion real

Tabela 4.2 Classes Wigner-Dyson.

As classes de universalidade de Wigner-Dyson (ortogonal, unitéria e simplética) po-
dem ser descritas pela forma da matriz hamiltoniana. Usando o fato da matriz H ser
hermitiana, temos:
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TrH? =Tr|H|?

= Z |Hw|2
uv

S+ Y H P (42
o

p#EV

= Z |Huu|2 +2 Z |Hw/|27
"

p<v

ou seja, as entradas do hamiltoninano sao estatisticamente independentes. Podemos
entao escrever a distribui¢ao dos elementos de H, usando a Equagao (4.1), como:

exp(_a’HwJP)v se p =

exp(—2a|H,,|?), se p#v, (4-3)

P(H,,) x {
onde, a = SM/4)?. Com isso temos:
PH) =] P(Hw). (4-4)
uv
Em geral, cada elemento de H é um quatérnion real:

(H,, = HY, + H' e, + H2 e + H s,
H;, €R,
HE, =0, k>p—1,
Hi, =0, k>0,
Bs—1
|Hul/|2 - Z(H}ij)2

L k=0

(4-5)

Sendo e,, = i0,, onde o,, com n = 1,2 ou 3, sao as matrizes de Pauli e 1 = y/—1.
Lembrando o fato que a expressao geral para uma distribuicao gaussiana é dada pela
expressao:

P = e[ - T, (4.6

onde Z = (z) e 0 = (x2) — (2)? representam respectivamente a média e a variancia dos
elementos de X. Com isso, observando as Equagoes (4.5) e (4.4), temos que:

(Hu) = (HS,) + (H}er) + (HZe2) + (Hes),
(4.7)
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entao a variancia dos elementos de H, que sao independentes, pode ser escrita como
0? = ((H,,)?), e assim podemos determinar para cada ensemble a partir das distribuigdes:

exp(—2alH,,|?), se pu=v;
P(HW)Z = P<HW)P(HW) = (4'8)
eXp(_4a|H;w|2>7 Se u 7é v,

Assim, temos:

B =1 (Ensemble Gaussiano Ortogonal - EGO): |H,,|* = (H}),)*:

50y Se pu=v
H,*) = .
<‘ N‘> t’ Seu?él/. (49)

B = 2 (Ensemble Gaussiano Unitario - EGU): |H,,|* = (H}),)* + (H},)*:

([Huwl?) = (4.10)

4 (Ensemble Gaussiano Simplético - EGS): |H,,|> = (H),)* + (H},)* + (H},)?* +

1 1 1 1 _ 4 .
2atoaTaoat 2, =240 S€ L=V

<|H/W|2> = (4.11)
ﬁ—i—ﬁ%—ﬁ—l—t:ﬁ, se [ # v,

entao, para k de 0 a § — 1:

<H;’jy> =0, (4.12)

(H|*) = (4.13)

Ou seja, de modo geral temos:

(Hj,) =0, (4.14)
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'%, sek=0epu=rv,
<(H:fl,)2>: 0,sek>0epu=uv, (4.15)

\/61\—]\2/[, se p F# v.
4.1.2 TMA para Classe de Simetria Quiral

4.1.2.1 Ensembles Gaussianos: O hamiltoninao de Dirac sem massa, com simetria
de sub-rede (SSR), ou quiral, satisfaz a seguinte relagao de anti-comutagao [76, 103, 104]:

H=—-o0,Ho,, (4.16)
onde,
R SV

onde, 1,; é uma matriz identidade de ordem M. Os M'’s podem ser interpretados como
o numero de dtomos em cada sub-rede [74], em um total de 2M/ dtomos no bilhar de
Dirac cadtico. Esse é o niimero total de ressonancias dentro do bilhar de Dirac, incluindo
ambos os graus de liberdade das duas sub-redes. Com isso, o hamiltoninano associado a
simetria de sub-rede (SSR) pode se escrito da seguinte forma [78, 79, 105]:

H= LOT 6} . (4.18)
onde 7 é uma matriz aleatéria quadrada de dimensao M x M. E nesse caso, diferentemente
do caso de Wigner-Dyson, temos a matriz H com dimensoes 2M x 2M. A natureza de
T (simétrica real, complexa hermitiana ou quatérnion real) caracteriza, respectivamente
os ensembles ortogonal chiral (chEQ), unitario chiral (chEU) e simplético chiral (chES)
[105]. A TM A estabelece que as entradas da matriz 7 tem distribui¢ao gaussiana dada
por [78, 106]:

P(H) x exp{ — %TT(TTT)}, (4.19)

onde A = 2M A /7, e assim podemos reescreve na forma:

P(H) x exp{ — CLTT(TTT)}, (4.20)

com a = M /2)\%, onde,
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Tr(rr?) = Z T Ty Z T Ty
m

p#EV
(4.21)
= Z |Tuu|2 + Z |TW|2-
I KFY
Assim, a distribui¢ao dos elementos de 7 pode ser escrito como:
P<T,Lw) X eXp<_a‘Tw/|2>~ (4.22)
Em geral, cada elemento de 7 é um quatérnion real da seguinte forma:
Ty = Ty + Ty €1 + o2 + 75,63,
k
7., € R,
" 61 (4.23)
Tl = ()%
k=0
Com e,, = io,, onde 0,, com n = 1,2 ou 3, sao as matrizes de Pauli e i = /—1.
Pela Equacao (4.19), e pela definigao P(1) = Huu P(7,,), temos:
(Taw) = () + (Twer) + (mez) + (Tues)
(4-24)

<TW> =0,

entao a variancia dos elementos de 7, que sao independentes, pode ser escrita como
02 = ((1,u)?), e assim podemos determinar para cada ensemble a partir das distribui¢des:

P(TMV)2 = P(7u)P(T0) = eXp<_2a|TW|2)' (4.25)

Assim, temos:

B =1 (Ensemble Quiral Gaussiano Ortogonal - chEGO): |7, > = (77,)*:

<|7—m/’2> = %~ (4.26)

B = 2 (Ensemble Quiral Gaussiano Unitério - chEGU): |7, > = (75,)% + (7,,)*:

1 1 2
2\ _ — - =
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<| |2> 1 L 1 L 1 L 1 4 ( 8)
Tl ) =—+ — 4+ — + — = —. .2
" 20 2a 2a 2a 2a 4

entao, para k de 0 a § — 1:

(Tuw) =0, (4.29)
(Irl) = 2 = 5{(7h)?). (4:30)
Ou seja, de modo geral temos:
(Tuw) =0, (4-31)
)\2
() = Z37 (4.32)

4.2 TEORIA DE ESPALHAMENTO
4.2.1 Matriz de Espalhamento

O transporte de elétrons através de condutores pode ser caracterizado pela matriz
de espalhamento S. A matriz S conecta as amplitudes das ondas que entram no condutor
com as amplitudes das ondas que saem desse condutor [45, 43]. A teoria de espalhamento
leva em consideracao o problema proposto por Landauer. Consideramos nesse caso um
sistema de elétrons nao interagentes, uma cavidade mesoscopica bidimensional conectada
a reservatorios de elétrons por L guias ideais em equilibrio termodinamico. O 1-ésimo
guia (1, ..., L) possui largura W, finita, causando um confinamento transversal que produz
quantizacao em modos propagantes e a presenca de canais de propagacao. Os elétrons
sao espalhados na cavidade, considerada estacionaria no tempo, com energia de Fermi
(ep = h?k%/2m) e satisfazem a equagao de Schrodinger, que para campo magnético nulo
(B = 0) pode ser escrita da seguinte maneira:

i(_mﬁf + V()| U(F) = BEY(7). (4-33)

Onde F é a energia da particula incidente e V() é o potencial de confinamento dos
canais propragantes no guia. Para encontrar as solucoes dessa equacao em cada guia,
introduzimos um sistema de coordenadas em cada um deles, de modo que o vetor posicao
é dado por 7 =77 = (x,y1).
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¥

Figura 4.1 Cavidade cadtica bidimensional conectada a L guias de onda ideais. As setas dentro
dos guias indicam as ondas entrando a,, e saindo b, da cavidade. Figura retirada da Ref. [107].

Como podemos observar na Figura 4.1, a coordenada x; representa a dire¢cao longitudinal
e esta orientada para fora da cavidade, enquanto que a coordenada y; representa a dire¢ao
transversal de propagacao assumindo os valores 0 e WW; nas paredes do guia, de modo que
a condicao de contorno ideal, devido a impenetrabilidade nos guias e na cavidade, leva
ao seguinte vinculo:

\Il(xlv 0) = \Ij(‘rlv VVZ) =0, (4-34)
além disso, como os guias sao considerados ideais, o potencial real devido as impurezas,

V(7), é nulo, e portando, a equagdo de Schrodinger é separavel, ou seja,

(w1, 1) = @n(@1) X (W) (4-35)

onde @, (z;) e xn(z;) sdo as n fungoes de onda longitudinais e transversais. Desse modo
podemos encontrar as solugoes de uma parte tipo ondas planas propagantes

) (l)m
on(27) oc e Fn (4-36)

onde definimos [k:l(l)]z = 2mkE,,/h* e os sinais (+) e (—) representam respectivamente as
ondas saindo e entrando na cavidade, e uma parte tipo onda estacionaria

[ 2 .
Xn(U1) = WZSIH(Kﬁl)yz), (4-37)

l . . o
onde, KV = nnr /Wi (n=1,2,...) é o nimero de onda transversal. Nessa diregdo temos
a energia:

B, = 5 Ka O (139
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e as solugoes transversais formam um conjunto ortogonal completo, isto é,

Wi
(Xmlxn) = /0 X (Y1) X (Y1) dY1 = O, (4-39)

an Y)xa(y') =0y — o). (4.40)

Cada possibilidade definida por n é chamada de modos ou canais. O numero de onda
longitudinal e transversal se relaciona por:

(k1P + (k)] = K, (4.41)
e a energia de Fermi do sistema é a soma das energias longitudinais (E;S;l)) e transversais
(Eyn):

er =EY + EN. (4.42)

. ~ . . . ~ oL !
Levando em consideracao a energia de Fermi, apenas n canais sao permitidos se E?SZZ < €p,

. , O .
ou seja, £, > 0 e k,(f) é real, desse modo, expt™» # ¢ uma exponencial complexa, e o
modo de propagacao é chamado de canal aberto. Se N; < '“FTW < N; + 1, entao existem

. : . : ! ~
precisamente /V; canais abertos no l-ésimo guia. Por outro lado, se E§L > €p, entao

E, <0Oe kY ¢ puramente imaginério e eEik T ¢ uma exponencial real dando origem a
ondas de decaimento exponencial ao longo do guia. Esses modos sao chamados de modos
evanescentes ou canais fechados.

Para x — oo, apenas canais abertos contribuem para a funcao de onda. A forma
mais geral das solugoes normalizadas da equacao de Schrodinger no guia [ deve ser escrita
como uma combinacao linear

—zkﬁpxl ikg)xl 2
a)— o_ " | A Gn(KW
T E + by, \/ 77 S m), 4.43
v (r) = (hik l)/m)1/2 (hkg)/m)lﬂl W, ( ) (4-43)

onde m é a massa efetiva do elétron. Essas solugoes normalizadas asseguram a condigao
de fluxo unitario. Os coeficientes a'” e b representam, respectivamente, as amplitudes
de ondas entrando e saindo do canal aberto n no guia [. Assim podemos definir o vetor
N;-dimensional, que contém as /N; amplitudes das ondas incidentes na cavidade, através
do guia [ da seguinte maneira:

aq
all =1 ¢ |, (4.44)
combinando todos os [ (I = 1,---, L) vetores, encontramos o vetor associado as ondas

que entram na cavidade, e de forma similar as ondas de saida, a partir de todos os canais
abertos em todos os guias
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e D)

a= | : b=1|:|. (4.45)
o) p(L)

A matriz de espalhamento conecta as amplitudes das ondas que saem na cavidade com
as que entram, sendo definida pela equagao:

b = Sa. (4.46)

A matriz S pode ser representada na forma de blocos, como mostrada na equacao (4.47),
onde os elementos da diagonal principal sdo blocos r; (N; X IN), que contém amplitudes
de reflexao dos NN; canais do [-ésimo guia nele mesmo, e os outros elementos sao blocos
tim, matrizes N; X N,, que contém amplitudes de transmissao dos N,, canais do guia
m para os N; canais do guia [. A matriz S é uma matriz quadrada de dimensao Ny,

L
NTZE:M.
=1

rip tig o lig
tor T2 -+ tar

S=1. . . (4-47)
tri tre -+ rLL

No caso particular de elétrons num sistema de dois terminais, como mostrado na
Figura (4.2), as equagoes (4.45) e (4.47) se tornam, respectivamente,

a® p)
a= [ 2)] b = [b(z)l 5 (4.48)

IR EAY! t12 _ r i
S - |:t21 7,22:| — |}€l ,,,/:| ) (449)

MU —  eeEEEEEE

s

L- =
Qx}__‘%

Figura 4.2 Cavidade 2D acoplado a dois guias semi-infinito. Figura retirada da Ref. [106].

onde r, 7’ sdo as matrizes de reflexao e t, ¢’ sao matrizes de transmissao. Podemos relacio-
nar a condutancia de Landauer com os blocos de transmissao, coeficientes de transmissao
T = Tr(tt"), da matriz de espalhamento [108, 109] através da equagao (4.50). Essa
equacao é conhecida como férmula de Landauer-Bittiker.
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2e? 2e?
G = %Tm - %Tr(tﬂ). (4.50)

4.2.2 Férmula de Landauer-Biuttiker

O formalismo de Landauer-Biittiker [61, 110] trata o transporte de elétrons em con-
dutores mesoscopicos como um problema de espalhamento, relacionando propriedades de
observaveis de transporte como a condutancia com a matriz S do sistema. Dessa forma,
corrente elétrica passa a ser entendida como o resultado da injecao de cargas no contato
e da probbabilidade das mesmas atravessarem a amostra. Landauer, como haviamos
comentado, introduziu o conceito de reservatorios de elétrons que atuam como fontes e
drenos perfeitos de portadores de carga e energia conectados a um dispositivo central
por dois terminais contendo um tnico canal cada um. Esse problema foi generalizado
para o caso de muitos canais [109]. Ao contrario das teorias cldssicas de transporte em
sistemas macroscépicos, o formalismo de Landauer-Biittiker leva em conta aspectos do
processo de medicao e tem sido amplamente usado na interpretacao de experimentos em
fisica mesoscépica [45, 47, 111].

i . - .
f guia 1 | Condutor | guia 2

M
'l

Figura 4.3 Condutor conectado a dois reservatorio de elétrons por meio de guias ideais. Figura
adaptada da Ref. [106].

A Figura 4.3 mostra uma geometria de dois terminais. Os reservatérios sao conside-
rados suficientemente grandes para estarem em equilibrio termodinamico. Desta forma,
eles podem ser caracterizados por temperaturas T; e potenciais quimicos p; bem definidos,
com ¢ = 1,2. Portanto, os elétrons nos reservatorios obedecem a func¢ao de distribuicao
de Fermi-Dirac

1
filE) = 1+ e(B—pi)/kpT:’ (4:51)

Seguindo as referéncias [68, 112], pode-se mostrar que o valor esperado do operador
corrente é dado por

_26

1) =5 [ BB - RENTEE) ] (4:52)

onde f; sao as distribuicoes de Fermi-Dirac dos reservatorios e t é a matriz de transmissao.
Aplicando-se uma diferenca de potencial V' entre os reservatérios, tal que p; — s = eV,
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similar ao que foi visto em quantizacao da condutancia e na féormula de Landauer nas

sessOes anteriores, temos que a condutancia G = lim (I) /V é dada por:
V—oo

G = 2_:/000 dE (-%) Trit(E)t(E)". (4-53)

Em particular, para T = 0, apenas elétrons no nivel de Fermi contribuem para a con-
dutancia, e que a equacao (4.53) se reduz a jé citada férmula:

2¢?
G = TTr(ttT). (4.54)

Além disso, podemos reescrever a equacao (4.54) da seguinte forma [39]:

2¢? :
G = TTT(ClSCQS ). (4.55)

As matrizes C » sao matrizes de projecao sobre os respectivos terminais, e sao definidas
como:

1 0 0 O

onde 1; (N; x N;) é a matriz identidade e N; é o nimero de canais abertos no i-ésimo
terminal. As matrizes de projecao asseguram que C1Cy =0 e Cy + Cy = 1y,

Esse formalismo também permite o estudo de flutuagoes temporais na corrente cau-
sada pela discreteza da carga dos portadores. Essas flutuagoes como sabemos sao deno-
minadas ruido de disparo. Usando o formalismo de Landauer-Biittiker pode-se mostrar
que a componente de frequéncia nula da densidade espectral, denominada poténcia de
ruido de disparo [68], é dada por:

2e?
P = T dE[fi(1 = fo) + fa(1 — fl)]T'f’(ttTWT) + [l = f1) + fa(1 = f2>]T7”(ttTttT)-
(4.57)
Em temperatura nula e no regime de resposta linear, a equacdo (4.57) torna-se
P 4e?
— =Tr[tt' (1 —tt")], Py= ‘ V. (4.58)
Py h

Com isso, podemos observar a importancia da construcao da matriz S para se obter
a condutancia do sistema. A ideia é construir a matriz de espalhamento S, fazendo o
uso da T'M A, e se utilizar da férmula de Mahaux-Weidenmiiller, que iremos abordar nas
sessoes seguintes, para obter propriedades fisicas de transporte. A ultilizacao da TM A
para a geracao da matriz de espalhamento também sera explicitado com mais detalhes
nas sessoes seguintes.
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4.2.3 Férmula de Mahaux-Weidenmiuiller

Em nosso trabalho, estudaremos o problema de espalhamento quantico seguindo
a formula de Mahaux-Weidenmiiller para o caso de uma cavidade cadtica acoplada a
dois terminais. O Modelo Hamiltoniano Mahaux-Weidenmiiller (M HMW) fornece uma
abordagem hamiltoniana e descreve o espalhamento de canais de propagacao eletronicos
por um ponto quantico com um numero muito grande de ressonancias. Os canais de
espalhamento nao tém ‘“reagao direta”, o que implicara em certas condigoes de ortogo-
nalidade sobre o acoplamento entre os canais e os modos ressonantes. Consideraremos o
limite universal de uma distribuicao aleatéria de estados ressonantes. No limite universal,
escolheremos, sem perda de generalidade, um ensemble gaussiano para a distribuicao.

L

Canais de Espalhamento

=
J :

<
| Regifio de Interag8o

Figura 4.4 Espalhamento de modos propagantes em guia semi-infinito causado na regiao de
interagao. Figura retirado da Ref. [62]

Em um fenomeno de espalhamento geral, é natural supor que o evento de espalha-
mento é sempre confinado dentro de uma parte compacta do espaco disponivel que é cha-
mada de “regiao de confinamento”. Fora dessa regiao de confinamento, o espalhamento
esta ausente e os subprodutos dessa interacao apresentam um movimento livre caracteri-
zado por um conjunto de nimeros quanticos que descrevem o estado quantico interno de
cada subproduto. Estes nimeros quanticos especificam os estados em que as particulas
podem ser encontradas muito antes ou muito depois do espalhamento. Considere em par-
ticular o modelo da Figura 4.4, o qual consiste de modos propagantes ao longo de um guia
semi-infinito com largura d. Na direcao transversal, devido a barreira fisica estabelecida
pelas fronteiras dos guias, os modos propagantes sao quantizados. Assumindo que o guia
carregue M canais abertos e independentes, cada um com uma energia F especifica. Na
regiao assintética existird, portanto, um conjunto de estados de espalhamento denotados
por:

In,E); n=1,2,... M, (4.59)

normalizando segundo a condigao (n, Ey|m, Es) = §,md(E1 — Es)
Na regiao compacta de interagao, por outro lado, assume-se a existéncia de um con-
junto discreto de N, estados ortogonais |u); = 1,2, ..., N.. Na auséncia de acoplamento
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entre os diferentes conjuntos de estados, um hamiltoniano pode ser imediatamente escrito
na forma [43, 62]:

Ho =32 1) (o 1+ Y [ dE . B)E (n,E). (4.60)

O primeiro termo da Equagao (4.60) descreve a representagao em uma base arbitraria do
hamiltoniano H,; da regiao de interacao, a qual contém N, > 1 auto-estados. O segundo
termo do hamiltoniano contém os estados da regiao de canais abertos. Para descrever
o acoplamento entre os canais de entrada com os auto-estados do hamiltoniano H, se
acrescenta ao hamiltoniano da Equacao (4.60) o termo de acoplamento:

v=>_ (|M> /dE W (n, E| + h.c.). (4.61)

w,n

Agora, como o Hamiltoniano escrito como sendo H = Hy + v, o conjunto de estados
pertence a um espaco de Hilbert de dimensao infinita. Esse conjunto pode ser visto
como um espaco de estados, dotado de um certo produto interno (-,-), carregando, de
acordo com o teorema da representacao de Riesz, um tnico operador continuo H tal que
H : H— H com a seguinte propriedade:

(HoW, @) = (20, H'o®) vol) 0@ € 1. (4.62)

O operador H' é chamado de operador adjunto e é uma generalizacio do cunjugado
complexo. Vamos admitir que o hamiltoninano com interacdo seja hermitiano (H =
HY) e obter os estados ®1) e ®® e as correspondentes restricoes sobre tais estados
diante da hermiticidade. Se o hamiltoninano H é fixado, é possivel obter a matriz de
espalhamento S correspondente [113; 114, 115]. Observamos na subsecao (4.2.1), que
a solugdo da Equagao (4.33) é do tipo W, (z;,y1) = ©n(x))xa(y1), com parte tipo ondas
planas propagantes (¢, (z;)) e uma parte tipo onda estacionaria (x,(y;)) no canal aberto
n no guia [.Uma maneira bastante apropriada de denotar todas as solucoes ¢é escrever um
"vetor solucao” cuja entrada n é a solucao de rétulo n para a equacao de Schrédinger no
guia. Assim, a solugao pode ser escrita como:

v = (\Ijl(xvy)7\ll2<xay)v"' ’\IJM($7y))T_ (463)
Note que existem M canais abertos, isto ¢, dado que o sistema tem energia F = h; :@2

nm

que o vetor de onda k, = [k? — (%)?] deve ser real para uma onda propagante; entdo, M
deve ser menor ou igual ao maior inteiro anterior a kd/m. Os outros canais sao fechados
(evanescentes) e nao contribuem para o transporte quantico. Observe que, seguindo a
Figura (4.4), a largura do guia é dado por d.

Vamos determinar a matriz de espalhamento S para um caso particular. Considere
que a regiao de interacao estd desacoplada dos guias. Com isso, teremos a auséncia
de fluxo de probabilidade através da interface em = = 0. E assim, teremos a seguinte
condicao de contorno:
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Ovn
= 0. .6
oz |, (4.64)
Diretamente da Equacao (4.36) temos:
on(2) = apet™*r® 4 b,e” e (4.65)

onde os sinais de (+) e (-) representam respectivamente as ondas saindo e entrando na
cavidade caética (regido de interagao) com suas respectivas amplitudes. Assim, aplicando
a condicao de contorno, Equacao (4.64), obtemos:

v, (T , .
9enl@) | ik g + kb = 0. (4.66)
Oz =0
Isso equivale a escrever a relagao entre os vetores amplitudes dos canais de "entrada’”,
a= (ay,as, - ,ay)’, e dos canais de "saida”, b = (by, by, - ,bys)T, como:
by = O Q. (4.67)

Com isso, uma vez fixada a condi¢ao de contorno de nao-interacao, concluimos que a
matriz de espalhamento S é a matriz identidade.

Para que haja interagao, devemos impor condigoes de contorno mais gerais que am-
pliem o espaco de Hilbert dos estados do sistema. Se considerarmos os N, estados or-
togonais da regido de interacio e os agruparmos como um vetor u = (uy, Uy, -+, un, )’
ele pode ser obtido diretamente da matriz aleatéria H,; da cavidade. Os auto-estados
do hamiltoniano, que descreve a interagao dos estados ressonantes da cavidade com os
canais propagantes no guia, podem ser escritos como:

)

& = (u,¥)", (1.68)

e pertecem ao espaco de Hilbert £2(RT, CM) & C¥, dotado do produto escalar:

+d/2

(®1|®3) = uglug + (U4 W,) ; <11:1|\I:2>=/ dy/ deW, W, (4.69)
- 0

/2

onde consideramos que a propagac¢ao ocorre no semi-eixo x positivo. Vamos definir o
operador hamiltoninano atuando nesse espaco de Hilbert como:

X i, WO
{ } (4-70)

H=lwe g

entao,
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2 ]’Tlm'll W(l)\I’
H® = [ } : (4.71)

W®@u ﬁc\Il

O operador H,; atua na regiao de interacao e é representado pela matriz hamiltoniana
N. x N,, cujos auto-estados formam as ressonancias do sistema aberto. Os operadores
WO e W® descrevem o acoplamento dos canais propagantes com as ressonancias. E o
operador diagonal H, = (—h?/2m)diag(02+02,02402, - - ,02+02) representa o operador
energia cinética do guia. Admitindo que o acoplamento é local ao longo do guia de onda,
podemos escolher, por simplicidade, que W® =0e W(l), mantendo a hermiticidade, de

modo que:

R +d/2
WOw= [ g () (0.9) = ip(0), (172
—d/2
onde ¢(0) = (¢1(0), -+ ,¢m(0)) e W tem entradas w,, = _7/; Wonxn(y)dy, com p =
1,2,--- ,N.en=1,---, M. Dessa forma, podemos escrever como o operador hamilto-

ninano atua nos estados do espago de Hilbert estendido

~ ]:]m»u + UA)(,O(O)
H® = . . .
{ 7w (4-73)
O operador definido acima nao é, em geral, auto-adjunto, uma vez que:
<ﬂ‘1’1|‘1’2> = ulTH;.uz + <ﬁc‘1’1|‘1’2> + @I(O)wlh (4.74)
e
(@175 ) = wy Houg + (@1 HP5) + 0y (0). (4.75)
Subtraindo a Equagao (4.74) da Equagao (4.75):
<I:I¢’1‘¢2> — <‘§1’I;\I¢’2> = ulTH:Z-LIg + <ﬁc\Ill|‘I’2> + 90];(0)'113112
(4.76)

— wy oy — (91 85 ) — w g 0)

Como H,; é hermitiano (H,; = HL-), o termo ulTH:iug é cancelado. Da definicao de [:Ic
e do produto escalar (¥1|¥5), pode-se encontrar depois que integrar por partes em z que:
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<ﬂ@1|¢2> - <(I)1‘ﬂq)2> - %{ <%_§> 02— ¢} (%> }

+ QOI/LDTUZ — ulTQDQOQ(O).

(4.77)

Observando a Equagao (4.77), podemos concluir que o operador H nao é auto-adjunto.
Para impor essa condi¢ao é preciso de vinculos gerais em = = 0 [114]. A escolha mais

simpres é:
2
wiu = h_ 8_90
2m \ Or

Uma vez garantida a hermiticidade do hamiltoniano, iremos considerar a equagao de
Schrodinger para o sistema acoplado, H® = F®. Ou seja,

(4-78)

=0

—_— [Hu ; &’090(0)} 5 m , (4.70)

O primeiro termo da Equacdo (4.79) estabelece que H,;u + wp(o) = Eu, apresentando
assim uma conservacao de energia em x = 0. Dessa forma, podemos escrever uma segunda
relacao entre os canais propagantes e as ressonancias,

u=(E— H,.;) "ip(0). (4-80)

Substituindo a Equagao (4.80) em (4.78), temos:

_ h (Op
St =1 _n[o9¥
W' (E — Hy;)  we(0) = 2m< a:) LO. (4.81)

Usando a parte longitudinal da fungao de onda no guia (), temos:

(%i) - —1(2:;2)k(a ~b), (4.82)

onde k = diag(ky, ko, -+ , kyr) € os vetores a e b tem como as entradas as amplitudes das
auto-funcoes de H.
Usando a Equagao (4.82) em (4.81), obtemos:
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A Equagao anterior pode ser escrita de maneira a “conectar”as amplitudes de espalha-
mento na forma b = Sa, onde S é a matriz de espalhamento dada por:

S=1—iF)A+iF)Y F=aWH(E-H,)"'W, (4.84)

onde W = /2249k /2 e 1 é a matriz identidade de ordem M. Podemos reescrever S

da seguinte forma:
S=1—iF)(1+iF) ' =1-2iF(1 +iF)™*

—1-2 [WWT(E Hy) } i [mWT (E—H,)" 1W]l
=0

—1-2 i [mWT(E . Hm-)—l} o

=0

o0

_1— zmwf{ 3 [mwT(E - Hm')_lW]l}(E — Hy)"'W

=0
—1
— 1 — 2ixwt [11 W (E — Hri)*lw] (E— H,)~'W

=1 - 27WH(E — Hy; +inWWTH) ='W,

Essa ¢ a férmula de Mahaux-Weidenmiiller para a matriz de espalhamento. E a matriz
referente ao transporte de elétrons com energia E, H,; é o hamiltoninano da cavidade
cadtica (regiao de interagao) e W é uma matriz deterministica, ndo aleatdria, que modela
o acoplamento dos estados de ressonancia da cavidade com os modos de propagacao dos
guias.

Devido a impossibilidade de se resolver a equacao de Schrodinger para um sistema
como o que esta sendo tratado, parte do presente trabalho é a implementagao numérica
da matriz de espalhamento para o caso de dois terminais (guias), afim de se obter as
propriedades de transporte e assim poder comparar com os resultados exatos obtidos na
literatura. Nos capitulos seguintes descutiremos essa abordagem da matriz de espalha-
mento para o Bilhar de Schrodinger e Bilhar de Dirac. Antes de iniciarmos essa discussao,
¢é importante saber como a matriz de espalhamento se comporta para o caso de multiplos
terminais - visto que umas das pespectivas futuras do trabalho seja a inclusao de mais
terminais acoplado. Além disso, a matriz S possui vinculos, simetrias, que ajudam a
descrever o sistema.

Sobre a generalizacao da férmula de Mahaux-Weidenmiiller, S = 1 — 2irWT(E —
H,; +inWWT)~1W | para incorporar vdrios terminais, iremos seguir todos os argumentos

desta secao. Iremos indexar as amplitudes em cada terminal pelo indice ¢ = 1,--- | M,
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sobrescrito. Assim, os vetores de “entradas”e “saidas”podem ser escritos como:

) @ 1 M (M M
a:(ag)aaé)a"' ’a’gvza"' ) 1 ,(lg )’ 7a§VM))’

e (4.86)

b = (bgl)’bgl),... 7553) . ,b{”,bgM),--- 7(,%[4)),

1

Nesse caso, temos a introducao direta da matriz k, generalizada para M terminais:

. M M
k:dlag(kgl),kél),‘” 7k1(\}1)7"' ,k{\/l,kg ),H' ,k§vM));

m 1/2 —ikx ikx (487)
o) = () [ b

onde ¢ é um vetor cujas entradas sao as fungoes de onda de cada modo propagante.
Usando a Equagao (4.87) e as mesmas condigdes de contorno ja usadas, obtemos a mesma
estrutura da fémula de Mahaux-Weidenmiiller, com a matriz de acoplamento W escrita
na forma:

2m \ 1/2
W= ) 88
— (4.88)
onde w = (wy, Wy, - ,Wy) é o termo de acoplamento de todos os terminais. A matriz

S correspondente pode ser decomposta, como na Equagao (4.47), em blocos de reflexao
e transmissao:

ri1 tio tim
tor T2 o oy

sS=1. . . .| (4-89)
tar tvm2 0 Tmm

A matriz S tem simetrias que ajudam a descrever o sistema e a principal dela esta
relacionada com a conservacao de corrente, no que implica que SST = 1, ou seja, na
unitariedade de S. Seguindo a referéncia [116], podemos escrever a densidade de corrente
no guia [ como:

h W L0
=1 d [\1/ ()| .
Ji m m/o Y Z(Tl)ax 1(71) - (4.90)
Substituindo as Equagdes (4.43) e (4.40) na Equacao (4.90), temos:

Ny

=) (PP —1alP). (4-91)

n=1
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Pela lei da conservacao da carga, temos aqui uma uma conservacao de corrente (Zle 51=0),
temos [45]:

L N L N
YD el =3 P (4-92)
=1 n=1 =1 n=1

utilizando a forma vetorial e o fato que b = Sa, obtemos:
a'la=b'b ( )
(a)!(a) = (Sa)!(Sa) = (a)[S][S](a), 98

entao,

Sts =1 = 95T, (4.94)

que ¢ a simetria fundamental da matriz S. E o dnico vinculo imposto a matriz S na
ausencia de qualquer outra simetria. Para o sistema que preserva a simetria de reversao
tempral S,., = S, temos:

Spew = (S*)7' ou SS* =1, (4.95)

onde S,., ¢ a matriz de espalhamento revertida no tempo e S* a conjugada. Usando a
unitariedade da matriz S, temos:

S =387, (4-96)

ou seja, a simetria de reversao temporal implica que a matriz S é simétrica. Em situagoes
onde o spin das particulas nao pode ser ignorado, como no caso de forte interacao spin-
orbita ou a presenca de impurezas magnéticas, nesse caso os graus de liberdade de spin
podem ser acoplados convenientemente no formalismo de quatérnions [39].



CAPITULO 5

ABORDAGEM MAHAUX-WEIDENMULLER

Chamaremos aqui de Modelo Hamiltoniano Mahaux-Weidenmiiller (M HMW) a des-
crigao hamiltoniana da matriz de espalhamento usando a férmula de Mahaux-Weidenmiiller,
dada por:

S(E) =1 —2inW(E — Hy; + inWWH) ='W (5.1)

O sistema fundamental para o estudo do transporte na fisica mesoscopica é o ponto
quantico. O caso da cavidade cadtica acoplada a dois guias (ponto quantico) pode
ser esquematizado pela Figura (5.1). Em suas extremidades estdo os reservatérios ma-
croscopicos que fornecem /recebem elétrons. O acoplamento entre os guias e a cavidade
cadtica é representado por uma barreira de potencial, onde a probabilidade de tunela-
mento do elétron pode ser quantificada por esta barreira [117].

Figura 5.1 Visao esquemadtica de um ponto quantico. Cada guia é caracterizado pelo ntimero
de canais de espalhamento abertos N7 e Na, associados respectivamente aos guias um e dois.
I'y e I's s@o as transparéncias das barreiras. As simetria fisicas da dinamica dos elétrons na
cavidade cadtica estao rotuladas pela simetria S do sistema. Figura retirada da Ref. [118].

Neste capitulo, mostraremos como construir algoritmos para simular redes de pontos
quanticos acoplados a dois guias condutores com ntimero arbitrarios de canais de espa-
lhamentos abertos e contatos de barreiras quaisquer. Em nossos resultados, fixamos o
niumero de guias acoplados como sendo dois, e por simplicidade que todos os canais pos-
suem a mesma probabilidade de tunelamento I'y = I'y = I". Nos préximos capitulos, fare-
mos a comparacao do M HMW com os resultados consolidados via método diagramaético.
A matriz S deve ser gerada intimeras vezes, de modo a se obter um ensemble de matrizes
suficientemente grande para analisar estatisticamente o sistema.

5.1 BILHAR DE SCHRODINGER

Partindo da Equacao (5.1), temos aqui: H é o hamiltoniano M x M da cavidade
caodtica, pertencente ao ensamble gaussiano, W ¢ uma matriz deterministica M x Np que

o7
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modela o acoplamento dos guias com a cavidade, Ny = N; + Ny e S(E) é a matriz de
espalhamento Ny x Np referente ao transporte dos elétrons com energia F.

A matriz W contém informacao sobre o niimero total de canais abertos nos dois guias,
o espacgamento médio de niveis de energia da cavidade e das barreiras de tunelamento.
Ela pode ser separada em duas partes:

W = (Wl, WQ), (52)

a partir da forma geral W = (Wl, Way, oo, WL), onde as matrizes W, (M x N;) estao asso-
ciadas aos l-ésimos guias (No nosso caso, [ = 1 ou 2 é o indice dos guias). Para desprezar
processos diretos, ja que na transmissao direta nao ha formagao de um estado ressonante
na cavidade, precisamos impor a seguinte condi¢ao de ortogonalidade [119, 120, 121]:

MA

Wqu == Wp?(spg) (53)

onde A ¢ o espacamento médio de niveis da cavidade e wy, é uma matriz diagonal dada
por:

Wp = diag(wp,b Wp,2, "+ awp,Np>7 (54)

a qual estd relacionada a probabilidade de transmissao I',; do canal j no guia p da
seguinte forma:

Lpij=1- | <Spp> |2 (5-5)

onde (S) = (1 —inWIW/A)(1 + inWTW/A)~! é a média da matriz de espalhamento.
Entao:

1 — w12 Aw.. -
T, =1 || A (5.6)
’ 1+ iwp,; 1+ 2wy ; + w, ;
Definindo w,, ; = exp(—a,,;), temos:
ap; = —In(wp,;),
e
(o) (5.7)
dexp(—ay ;
L, = BJ = sech?(a, ;/2).

14 2exp(—ay ;) + exp(—2a,, ;)

Ja que queremos simular uma cavidade cadtica, ou ponto quantico cadtico, apenas
caracteristicas locais universais no espectro serao considerados. Sendo assim, vamos des-
prezar a dependencia da matriz de espalhamento com a energia fazendo £ = 0 e impor a
universalidade dos observaveis construindo ensembles gaussianos de modo que M — oo
ou M > Nr.
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Considerando que todos os canais possuam a mesma probabilidade de tunelamento
I', = I'y; e usando as vantagens das relacoes de ortogonalidade da base discreta de
Fourier,

N
2 nTm nmm’
1 1 :5mm’7 8
N+1n:18m<N+1>Sm<N+1> 58)

podemos parametrizar as matrizes de acoplamento da seguine forma:

sin(@) sin(%) e sin(é}%ﬂ)
— 2\ sm(M—L) sm(M—L) e sm(Mjr’lr)
PN (M + 1) : :
sin( Mfl) sin(i%g) Sin(—]\](}]ff )
e (5-9)
sin( W(Nfll) ) sin( W(Nfl” ) sin( ]\]\Zr”l )

Wo — b 22 sin(%j(\ivrlrl)) sin(%](é[\f:{?)) sin(%\]}:{f)
2 = 02 (M +1) : : : ;

— VI _ T
onde, b; = T © bg~— VTS o ‘ )
Os blocos de reflexao e transmissao da matriz de espalhamento S sao dados por:

&.
ﬁ =
—~

ITNIXNI =1- 2leT [ - H+ Z'7T<I/V1VV1T + WQWZT)}_lwlu
T§V2><N2 =1 — 27TZW2T [ — H + Zﬂ-(WlWlT + WQW;)} 71W2a

- .10
tapey = —2miW3 [ = H +im(Wi W] + Walv])] 'y, (5-10)

trusy = —2miWS [ — H + ir(WAW] + WoWd)] ™' Wy,

\
Com as matrizes da Equacao (5.9) e com a TM A abordada anteriormente para a com-
posigao dos elementos da matriz hamiltoniana H da cavidade cadtica, podemos fazer o
uso da Equagao (5.1) para obter a matriz de espalhamento do sistema, e assim poder
extrair os autovalores de transmissao que caracterizam o ponto quantico.

5.1.1 Geracao Numérica

Iremos nessa secao explicar como se deu o precesso de geragao numérica que modela
o bilhar de Schrodinger usando o modelo hamiltoninano. Ou seja, nosso objetivo a
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principio é determinar a matriz de espalhamento S usando as simetrias inerentes ao
sistema em questao, usando a equagao (5.1). Pois como sabemos, podemos extrair todas
as informacoes do sistema conhecendo a matriz de espalhamento. Observando a equacgao
para S, percebemos que temos que gerar duas matrizes, H e W.

O hamiltoninano H (M x M), da regiao de interagao, onde descreve a dindmica no
interior da cavidade, tem elementos que sao descritos por niimeros aleatérios independen-
tes, que por sua vez pertecem ao Ensembles Gaussiano. Esses nimeros, como sabemos,
possuiem média e variancia bem especifica, respectivamente dada pelas equagoes (4.14)
e (4.15). Como elas dependem da simetria /3, construimos trés hamiltonianos diferen-
tes, relativos aos trés ensembles. Ou seja, no fim das contas, contruimos trés matrizes
de espalhamento, cada uma associada a um ensamble. Pois bem, esses hamiltonianos sao:

(i) Para 0 EGO: H = H":

Temos uma matriz real e simétrica. Sendo assim, geramos numeros aleatorios de
ordem M x M, e impomos a relagdo das equagoes (4.14) e (4.15), onde a média é nula
com variancia 2A*/M na diagonal (u = v) e A*/M fora da diagonal (parte triangular
superior e inferior) da matriz real simétrica. Ou seja, construimos a parte superior de
forma que a parte infeior seja simétrica a ela, com seus elementos fora da diagonal sendo
Q5 = Ajj-

(ii) Para o EGU: H = H° +iH":

Temos uma matriz com parte real e simétrica (H°) e com parte imagindria e an-
tissimétrica (com H' antissimétrica de H). A parte simétrica é similar ao que foi feito
anteriormente, nesse caso teremos a média que continua sendo nula com variancia 2\ /M
na diagonal (1 = v) e A2/2M fora da diagonal (parte triangular superior e inferior e in-
ferior) da matriz real simétrica. A parte antissimétrica H', nesse caso temos para k > 0,
logo, pela equacao (4.15), temos a variancia com elementos reais com sua diagonal nula
e com \?/2M fora da diagonal (parte triangular superior e inferior), nesse caso com a
diagonal inferior oposta a superior (ja que é antissimétrica), com seus elementos nesse
caso sendo a;; = —ay; fora da diagonal.

(iii) Para o EGS:

Sabemos, que os elementos de H podem ser escritos em termos de uma representacao
quaternionica na base de Pauli, ou seja,

3
H:H0®1+iZHk®Jk, (5.11)
k=1
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onde i = /—1, H* com k = 1,2 ou 3 é uma matriz aleatéria real, 1 e o sdo respectiva-
mente a matriz unitaria e as matrizes de Pauli dadas por

o1 = 01 ; 09 = O ! € 03 = L 0 5 (5'12)
1 0 1 0 0 -1

Note que o conjugado hermitiano de H da Equagao (5.11) pode ser escrita como:
Ht = (H)T@1—-iY)_ (H")T ®0y, e que portanto a parte real de H deve ser simétrica,
e as partes imaginarias antissimétricas. Os procedimento a partir dai é similar ao feito
anteriormente. A média ¢ sempre nula, a parte simétrica (HY), com k = 0, temos
a variancia dada por: na diagonal temos 2A?/M e fora da diagonal (parte triangular
inferior e superior) \?/4M (ja que temos 3 = 4). Para H*, com k = 1,2 e 3 temos média
nula, e varidncia dada por: na diagonal temos elementos zeros (ja que k > 0) e fora da
diagonal \?/4M.

Com isso, geramos as matrizes H's, relativos aos tés ensembles de Wigner-Dyson.
Para garantir a universalidade dos observaveis, construimos o ensemble gaussiano, de
modo que M > Npr. Entramos no programa com M = 200, e com isso geramos matrizes
aleatérias de dimensao 200 x 200. Com essas matrizes impusemos as condigoes para média
e variancia dos seus elementos (que por sua vez dependem da simetria (). Isso levou o
hamiltoniano a terem dimensoes: 200 x 200 para EGO e EGU, e 400 x 400 para o EGS.

Para a geracao numérica do acoplamento W, usamos a Equagao (5.9). Onde pude-
mos analisar situagoes com e sem barreira de potencial. E com isso recuperar resultados
ja conhecidos na literatura, bem como expandimos esses resultados para situacoes onde s6
com a geracao numérica ¢ possivel analisar. De posse das matizes H's e W, construimos
nossas matrizes de espalhamento, ja que em nossa construgao geramos trés matrizes H,
uma para cada ensemble.

De posse das matrizes S, uma para cada ensemble, fomos capazes de determinar a
condutancia do sistema, usando a Equacao G = %Tr(tﬂ) (Eq. 4.54), que por sua vez
pode ser escrita pela matriz de espalhamento: G = %TT(CHSC’QST) (Eq. 4.55). Como
vimos na segao 4.2.2, C e Cy sdo matrizes de projecao sobre os respectivos guias (termi-
nais), e sao definidas por:

1 0 0 O
Cl - |: (])Vl 01 CQ = |:0 1N2:| ) (513)

onde 1; (N; x N;) é a matriz identidade e N; é o nimero de canais abertos no i-ésimo
terminal. Usando a Equaciao P = PyTr[tt'(1 — tt1)], Py = 462‘/ (Eq. 4.58), podemos
determinar também a poténcia do ruido de disparo usando a matriz de espalhamento e os
projetores. Usando a defini¢ao de variancia, somos capazes de determinar seus respectivos
valores. A matriz S foi gerada inimeras vezes, de modo a se obter um ensemble de
matrizes suficientemente grande para analisar estatisticamente o sistema. E assim poder

extrair médias tanto da condutancia quanto para o ruido.
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5.2 BILHAR DE DIRAC

Seguiremos a mesma proposta vista para o bilhar de Schrédinger. Note que nesse
caso, o hamiltoniano H do sistema ¢ escrito em forma de blocos fora da diagonal, como
mostrada na Equacao (4.18). Onde seus elementos sao descritos pela matriz aleatéria
7 (M x M). Com média e variancia bem especifica. Dessa forma, o hamiltoniano terd
dimensdao 2M x 2M. A matriz de espalhamento S ird ter dimensdao Np x Np, onde
Nrp = N; + N, ja que estamos trabalhando com dois guias. Em nossa notacio, N; = 2N,
representando o niimero de canais abertos no [-ésimo guia. Dessa forma, definimos cada
sub-rede com /N, canais abertos, e como o sistema é acoplado por duas sub-redes, temos
assim 2/V; canais abertos no [-ésimo guia. Assim, e devido a simetria de sub-rede do
sistema, o menor numero possivel de canais abertos em cada terminal (guia), é igual a
dois.

A matriz W continua representando o acoplamento dos estados ressonantes com os
modos propagantes. Ou seja, todas as combinagoes ou interagoes das ressonancias do bi-
lhar de Dicar cadtico acopladas aos canais abertos dos L terminais, satisfazem a condicao
de ortogonalidade dada pela Equacao (5.3). Podemos separar em duas partes, Equagao
(5.2), assim como foi feito para o bilhar de Schrodinger. Além disso, diferentemente do
caso anterior, devido a uma condicao especial imposta a matriz S, devido a simetria de
sub-rede, teremos uma relacao imposta a matriz W dada por:

onde ¥, (generalizagdo 2/Np-dimensional da matriz de Pauli) é

zzz(ﬂNT 0

0 1y, (5-15)

) 2N7 x2Np
Iremos considerar mais uma vez, para a matriz S, F = 0 (o sistema no ponto de Dirac).
E um ponto especial devido as duas sub-redes interconectadas e onde se pode observar
propriedades de transporte bastante interessantes. Temos mais uma vez que garantir a
universalidade dos observaveis, e para isso iremos fazer M > Nr. Garantindo assim que
o numero de ressonanias dentro do bilhar seja grande. Iremos mostrar agora que a SSR
implica na condi¢ao especial imposta a matriz S que nos leva a Equagao (5.14). Vejamos:
Sabemos que a SSR nos leva na Equagao (4.16), H = —o,Ho,, onde o, é dado pela
Equagao (4.17). Satisfazendo as relagoes: o, = 0! = o,1; 02 = loprxon. A matriz de
espalhamento S(E) (2Nr x 2N7), Equagao (5.1), pode ser escrita da seguinte forma:

),

S(E) =1+ 2iaWi(H — E —inWWH ='W
=14 2inW'(—0,Ho, — E —izWWH™'W

=1 - 2inW'lo,(H + E + inoc, WW'o,) o, W.
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Por conveniéncia, iremos introduzir uma matriz identidade de dimensao 2Np x 2N7p
através da matriz 2, (X, = X1 = 371 $2 = Ty, <2n,), portanto,

S(E) =1 —2irX. S Wie,(H + E +inc, WS, 2. Wic,) lo, WS, X,
= 3.1 - 2 Wio,(H + E + z’mzwzzzzwwz)—lazwzz] 5. (5.17)

Tomando o limite da independéncia estatistica da matriz S, M — oo, e considerando a
forma dos elementos da matriz W, temos:

2A
W, = by ———si
( p)m,n 7T(M ‘l‘ 1) S

onde m = 1,2,--- . 2M en = 1,2,--- ,2N,. Observe que diretamente da matriz S te-
mos: ST(—FE) =1 —2ixWT(H + E+irWWT1)~1W, e comparando com a Equacio (5.17)
concluimos que:

m( f;(}NZ—Fn)ﬂ'
M +1

, (5-18)

Portando, a SSR e a relacao de anti-comutagao imposta a H nos leva a matriz de
espalhamento ter a seguinte simetria:

S(E) =%.5T(—E)Y. ou S(0) = %.57(0)%. para E = 0. (5.20)

Perceba que a simetria quiral proporciona vinculos especificos para a matriz de espalha-
mento, além de termos outra relagao imposta a matriz W (Equagao 5.14).

5.2.1 Geracao Numérica

O procedimento utilizado foi similar ao feito para o bilhar de Schrodinger. O ha-
miltoninano do sistema para o caso do Bilhar de Dirac, como sabemos, é descrito na
forma de blocos fora da diagonal dada pela Equagao (4.18). H nesse caso tem dimensoes
2M x 2M, ja que 7T, nossa matriz aleatéria, tem dimensoes M x M. Os elementos de
T possuem média e variancia dadas respectivamente pelas equaccoes (4.31) e (4.32). Ou
seja, geramos matrizes aleatorias, e impusemos que a média seja nula com variancia dada
por A\2/BM. Assim, para cada ensemble, temos sua variancia especifica. E com isso ge-
ramos nossas trés matrizes hamiltonianas, uma para cada ensemble. Sendo assim temos:

(i) Para o chEGO (B =1): 7 =1
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Os elementos de H nesse caso devem ser reais. Com isso, geramos uma matriz
aleatéria (Tarxpr) com média nula e variancia A?/M. Em seguida constuimos nossa ma-
triz H em blocos com zeros na diagonal (0ps«as) e fora da digonal com 7 e 71, como
mostrada na equagao (4.18).

(i) Para o chEGU (8 =2): 7 =70 +irh:

Os elementos de H nesse caso sao complexos. Nao importando o valor de k£ da
equagao (4.32), geramos matrizes aleatérias (Tysxps) com média nula e variancia nesse
caso A\2/2M, e assim construimos nossa matriz hamiltoninana. Observe que nesse caso
geramos duas matrizes aleatdrias, correspondentes a 79 e 7.

(i) Para o chEGS (B=4): 71=7"@ 1 +i >, 7" ® 0}

A matriz H possui elementos quaterniénicos. Onde i = /—1, 7% com k = 1,2 ou 3
é uma matriz aleatéria real, 1 e o, sao respectivamente a matriz unitaria e as matrizes
de Pauli. Geramos matrizes aleatérias, com média nula e variancia sempre \?/4M.

Com isso, geramos as trés matrizes H, relativo aos trés ensembles quirais. Usamos
em nosso programa M = 200, e com isso geramos inicialmente matrizes aleatérias de
dimensao 200 x 200. Com isso nossas matrizes hamiltonianas ficaram com dimensoes:
400 x 400 para chEGO e chEGU, e 800 x 800 para o chEGS devido a degenerescéncia do
spin.

Para a geracao numérica do acoplamento W, W = (W1W2), usamos a Equacao
(5.18). Sendo assim, a matriz deterministica W passa a possuir dimensoes: 2M x Np
para chEGO e chEGU, e 4M x 2Np para o chEGS devido a degenerescéncia. Um fato
importante desse sistema, diferentemente do caso do bilhar de Schrodinger, é a condig¢ao
especial imposta a matriz W (Eq. 5.14): o,WX, = W.



CAPITULO 6

RESULTADOS

6.1 RESULTADOS ANALITICOS

Iremos nessa secao explicitar algumas equacoes exatas conhecidas na literatura sobre
os Bilhares de Schrodinger e Dirac cadticos acoplados a dois terminais. Essas informagoes
serao uteis como forma de comparar e verificar a eficiencia do método numérico. Para
contatos ideais muitos dos reultado ja sao bem conhecidos e discutidos. Entendemos
por contados ideais quando o acoplamento entre a cavidade e o guia ¢ ideal, ou seja,
sem barreira de potencial. Ja para contatos nao ideais, com barreira de potencial, muito
pouco ou nada se conhece. E importante ressaltar que o caso sem barreira de potencial se
refere a I' = 1 e a medida que diminuimos o valor de I, ja que I" € [0, 1], isso compreende
a valores de barreira cada vez maiores. Ou seja, a barreira de potencial cresce com a
diminuicao de I'.

Separamos os resultados conhecidos na literatura em duas situagoes: com e sem
barreira de potencial para ambos os bilhares - se tratando dos casos ideais e nao-ideais.
Para o Bilhar de Schrodinger Sem Barreira de Potencial, temos equagoes exatas como
média e variancia da condutancia assim como a média e variancia da poténcia do ruido
de disparo, além de alguns resultados para o caso com barreira de potencial (regime
semicldssico N > 1). Para o Bilhar de Dirac sem barreira de potencial, equagoes como
média e variancia da condutancia e média da poténcia do ruido de disparo também foram
explicitadas. Essa ultima equagao em especial, Eq. (6.12), foi obtida recentemente via
método diagramatico e confirmada pelo nosso modelo - artigo publicado no Physical
Review B [38]. Nao é conhecido o resultado exato para a variancia da poténcia do
ruido de disparo sem barreira de potencial, e nao temos resultados conhecidos, como ja
mencionado, para o caso do Bilhar de Dirac cadtico com barreira de potencial - e nesse
caso obtemos resultados novos puramente numéricos.

Para falarmos dos termos de localizacao e anti-localizagao fraca, sabemos que a con-
dutancia e o ruido de disparo sao dados em termos dos blocos das matrizes de transmissao,
como mostrado nas equagoes abaixo.

G = GoTr(tth), (6.1)

P = PRTr [tth(1— 1], (6.2)
onde, Gy = 2¢?/h e Py = 4¢*V/h.

Os termos de localizacao fraca (médias) Gg}/:ll e szll, e os termos de anti-localiza¢ao
(médias) Gy, e P}, sdo dadas por:

65
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G =(G)s — (G)p=2

P = (P = (P)os 03

Podemos assim, a partir das equacoes exatas ja conhecidas, determinar as equagoes para
esses termos de localizagao e anti-localizagao fraca, e assim comparar com os resultados
numéricos. Obtemos, como veremos em Resultados Numéricos, esses termos de loca-
lizagao em fungao da barreira de potencial I'. Note que ao subtrair os termos (G)sz—2
e (P)s—g, no qual contém apenas o termo cldssico, obtemos puramente os termos de
correcao de interferéncia quantica. Esse fato foi visto com maiores detalhes na Subsessao
2.2.6 e no Capitulo 3, além de ser discutido um pouco mais no decorrer dos resultados.

6.1.1 Sem Barreira de Potencial
6.1.1.1 Bilhar de Schrodinger
A média e a variancia da condutancia sao dadas, respectivamentes, pelas Equacoes

(6.4) e (6.5) [43, 39]. Onde os f’s (f = 1,2,4) estao relacionados com a simetria do
sistema.

@ =G a7 o
var|[G] B 2N No(Ny — 1+ 2/B8)(Na —1+2/8) (6.5)

Gy B(Np—1+4/8)(Nr —2+2/B)(Np — 1+2/5)*
A média da poténcia do ruido de disparo é dada pela Equacao (6.6), ja suas variancias
sao dadas pelas Equagoes (6.7 — 6.9) [122].

r) _ NiN3(Ny — 142/B)(N2 — 1+2/P) (6.6)
Py (Nr—2+42/B)(Np —1+2/B)(Nr — 1+ 4/5)
var[Plg— = { [2N1 N (N1+1)(Na+1) (36 N1 +36 Ny +24 N2+ 24 N2 —99 Ny N2—99N2 No+
—8N3 Ny—8N1 N3+4N} No+4N1 Ny +TANP NZ+TANENS +64N] N3 +20NZ NS+
+20NENZ—6NP Ny —6N1 N3+INENS+INF NG —NZNS—NPNZ—NSN;— N1 NS+
(6.7)

—26N7ZNZ—22N1 Ny —41NF—41N3 —30N} —30N3+4NP+4N3S+6NS+6 NS+

+N{+ND/ (N7 —=2)(Np—1)(N7)? (N7 +1)? (N7 +2) (N7 +3) (N7 45) (N7 +7))] }
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var|P| f=2 = { [N2NZ2(—6+9NZ+IN2Z—26 NZNZ+8NN3+6N1 No+4AN3 Nao+

+4N1 N3 —AN{—4ANG+NS+N§—2N1 NS —2NJ No+ N2 Nj +

+ NN/ [N2(Np+1)2 (Np—1)2(Np+2)(Np —2)(Np+3) (Nr—3)] }.

var[P]3:4 :{[N1N2(2N171)(2N2—1)(9N1+9N2712N12712N22+60N{1+60N§741N13+
—41N3+16ND+16 N5 —48NS—48NS+16N] +16NJ —512N3 N3 +52NZ N2+

+11N1 N2 —99N1 N2—99NZ N2 +16 N No+16 N1 N3 +16N{ No+16 N1 Ny +

+296 N N2—160N{£N2—160N2N$—16 NP N2 —16 N2 NS +144NE NS+

+144N3 NI +296 N2 N3 +48NP Ny +48N1 NS —16 NS No—16 N1 NS)]/

[N2(Np+1)(2Nr+1)(2N7—1)2(Np—1) (2N7—3)2 (2N7—5) (N —7)] }

6.1.1.2 Bilhar de Dirac
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(6.9)

Para o bilhar de Dirac a média e a variancia da condutancia sao dadas, respectiva-
mentes, pelas Equagoes (6.10) e (6.11) [40]. Na Equagao (6.12), temos média da poténcia

do ruido de disparo.

48N, Ny Ny
(BNr + 1)(2Np — 1)’

(G) = Go

( 16N] Ny Np(3+2N3+4N) NgN% —4NT—4N] Ny —5NZ —5N3)

(2N —3) (2N —1)2(Np+3) (Np+1)2 (2N +1)
var [G] _ 8Ny N (3+16N1 NgNZ—6N2 —6NZ —6N3)

G% (2N —3)(2Np+3)2Np+1)2(2Np—1)2 °

)

32Ny Ng Ny (3—16N1 Ng+8Np —20NZ —20N3 — 16 N3 +64N1 No N2,)

\ (4N +3)(4Np+1)2(2Np —3) (2N —1)2(4Np—1)

4Ny NgNp(4NENy+2N? +4N] N3 +4N| No—3N1 +2N3 —3No—3)

N1 —3)2N—1) (N1 +Ng +3) (Nr+ 1) 2N7+1)

<p> 16N1 Ng N (2N] No—1)
PO (CNp+3)2N7—3) 2Ny +1) 2Ny —1))°

16N{ No Ny (32N? Nog —8N$ 432N N3 —16N] No—6N1 —8N2 —6No+3)

L (ANT+3) (AN +1) (2N ~3) 2Ny —1) (AN —1)

B=1
B=2
B=4
B=1
B=2
B=4

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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6.1.2 Com Barreira de Potencial

6.1.2.1 Bilhar de Schrodinger

Para o caso do bilhar de Schrodinger com barreira de potencial, os resultados analiticos
referéntes a média da condutancia e do ruido de disparo sao conhecidos apenas no re-
gime semiclassico (N > 1), dadas respetivamentes pelas Equagoes (6.13) [39] e (6.14)
[123]. A variancia da condutancia é dada pela Equacao (6.15) [39]. Para essas equagoes
Ny =Ny =N el €]0,1] é a barreira de tunelamento.

%:ngg(l—%), (6.13)
%:%(2—& (6.14)
““g%G] = % [1+(1-1D)7. (6.15)

6.1.2.2 Bilhar de Dirac

Os resultados analiticos referentes ao Bilhar de Dirac cadtico com barreira de po-
tencial, como média e variancia da condutancia bem como para a poténcia do ruido
de disparo, nao sao conhecidos na literatura, fazendo-se necessario um estudo numérico
mais detalhado sobre o tema - é nesse sentido que nosso trabalho contribui. As técnicas
analiticas geralmente envolvem expansao no limite semicldssico (um grande nimero de
canais abertos N > 1). No entanto, & medida que aumentamos o nimero de canais,
a quiralidade do grafeno é perdida, levando a equivaléncia entre os bilhares de Dirac e
os de Schrodinger [124], e assim os interessantes fenémenos do bilhar de Dirac no limite
quantico extremo sao perdidos. Nesse sentido, destacamos a importancia do nosso estudo
no limite quantico extremo, pois além de mostrar novos resultados, ampliando o entendi-
mento dos fenomenos fisicos de tais sistemas, conseguimos relaciona-los com o paradoxo
de Klein - que veremos com mais detalhes na proxima secao.

6.2 RESULTADOS NUMERICOS

[remos mostrar alguns resultados numéricos, como média e variancia da condutancia
e da poteéncia do ruido de disparo, além dos respectivos termos de localizagao e anti-
localizagao fraca de ambos os bilhares. Iniciaremos mostrando os resultados numéricos
para o caso Sem Barreira de Potencial, sempre que possivel, em comparagao com os
resultados analiticos.

Primeiramente, temos o caso Sem Barreira de Potencial (Contatos Ideais). Mostra-
remos aqui a confiabilidade dos resultados numéricos, em comparacao com os resultados
exatos, e posteriormente aplicé-lo ao estudo de sistemas Com Barreira de Potencial (Con-
tatos Nao Ideais) - esse ultimo caso, veremos na subsegao (6.2.2). Mostraremos também as
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distribuicoes da condutancia e da poténcia do ruido de disparo, como func¢ao da barreira
de potencial, haja vista a nao existéncia de muitos resultados exatos.

6.2.1 Sem Barreira de Potencial

6.2.1.1 Bilharde Schrodinger

Iremos mostrar a eficiéncia de nosso método numérico comparando com os resul-
tados obtidos pelo método analitico via Equagoes (6.4) — (6.9). Na Figura (6.1), (a)
e (b) representam, respectivamente, a média e variancia da condutancia para contatos
simétricos (N; = Ny = N) em funcdo do nimero de canais abertos para os trés ensem-
bles de Wigner-Dyson. Por sua vez, (¢) e (d) representam, respectivamente, a média e
variancia da condutancia para contatos assimétricos (N # Ny), com N; = 2 e variando
N, também para os trés ensembles. Os simbolos sao os resultados numeéricos e as linhas
sao resultados exatos, dada pelas Equagoes (6.4) e (6.5). As linhas cheias, na verdade, re-
presentam resultados discretos. Na realidade, todos os resultados sao discretos, colocados
como linhas cheias apenas para melhor visualizacao.
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Figura 6.1 Média e variancia da condutéancia para o bilhar de Schrédinger caético. Com (a)
e (b) terminais simétricos (N1 = Ny = N), e (¢) e (d) assimétricos com N; = 2. Os simbolos
sao resultados de calculo numéricos enquanto que as linhas sao resultados analiticos das Eq’s.
(6.4) e (6.5)

Ainda sobre a Figura (6.1), notamos que a média da condutancia aumenta com o
numero de canais N. Esse fato é bem intuitivo, ja que podemos interpretar a condutancia
como uma medida do coeficiente de transmissao. Ou seja, quanto maior o nimero de
canais, maior o numero de transmissoes dos elétrons. Podemos analisar também pela
férmula de Landauer, onde a condutancia é diretamente proporcional ao niimero de ca-
nais. E assim, temos um crescimento linear da média da condutancia com o ntimero de
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canais. Percebemos também que a variancia da condutancia tende a uma constante, com
o aumento do numero de canais. Isso indica que as flutuacoes em torno das médias da
condutancia permanecem constantes nesse limite.

A Figura (6.2) representa a média e variancia da poténcia do ruido de disparo em
funcao do nimero de canais abertos para os trés ensembles. Comparamos, mais uma vez,
nossos resultados numéricos com as equagoes exatas, dada pelas Equagoes (6.6 — (6.9)).
Notamos também um crescimento linear, nesse caso da média da poténcia do ruido de
disparo, com o aumento do nimero de canais. E sua variancia também tendendo a uma
constante com o aumento de N. Note, que os resultados numéricos obtidos até aqui
para as médias da condutancia e da potencia do ruido de disparo com suas respectivas
variancias, para as classes de Wigner-Dyson, estao totalmente de acordo com os resultados
exatos encontrados na literatura. A seguir, iremos continuar nossa andlise comparativa
para o caso do bilhar de Dirac cadtico.
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Figura 6.2 Média e varidncia da poténcia do ruido de disparo para o bilhar de Schrodinger
cadtico. Com (a) e (b) terminais simétricos (N1 = Ny = N), e (¢) e (d) assimétricos com
N1 = 2. Os simbolos sao resultados de calculo numéricos enquanto que as linhas sao resultados
analiticos das Eq’s. (6.6 — 6.9)

6.2.1.2 Bilhar de Dirac

As Figuras (6.3) e (6.4) mostram, respectivamente, a média da condutancia e média
da poténcia do ruido de disparo dos ensembles quirais, com suas respectivas variancias,
para os casos simétricos, (a) e (b), e para os casos assimétricos, (c) e (d).
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Figura 6.3 Média e variancia da condutancia para o bilhar de Dirac cadtico. Com (a) e (b)
terminais simétricos (N7 = Na = N), e (¢) e (d) assimétricos com Ny = 2. Os simbolos sdo
resultados de célculo numéricos enquanto que as linhas sao resultados analiticos das Eq’s. (6.10)

e (6.11).
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Figura 6.4 Média e variancia da poténcia do ruido de disparo para o bilhar
Com (a) e (b) terminais simétricos (N3 = No = N), e (¢) e (d) assimétricos com N; = 2. Os
simbolos sao resultados de cdlculo numéricos enquanto que as lindas sao resultados analiticos

da Eq. (6.12).

de Dirac cadtico.

Esses resultados sao bem semelhantes ao dos resultados do bilhar de Schrodinger.
As médias da condutancia e da poténcia do ruido de disparo crescem linearmente com
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o aumento do numero de canais para os casos simétricos. Sobre esses resultados, é

importante destacarmos a respeito da variancia da poténcia do ruido de disparo do bilhar
de Dirac (Fig. 6.4, situagoes b e d). Devido a auséncia de resultados exatos nesse caso,
sO temos resultados numéricos gerados pelo nosso algoritmo.

Vistos esses gréaficos, podemos dizer que o método numérico se comporta perfeita-
mente com os resultados exatos para o caso Sem Barreira de Potencial.
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Figura 6.5 Grafico comparando os resultados da simulagao numérica e do resultado exato do
termo de localizagao (GEV:L) e anti-localizacao (GEV:IZ) fraca da condutancia para os Bilhares de

Schrodinger (a e b) e de Dirac (¢ e d) em fungao do nimero de canais N. Resultado numérico
obtido com 10° realizacdes da matriz S.

Antes de iniciarmos a analise do comportamento dos fenomenos de transporte com
relagao aos resultados numéricos obtidos via nosso modelo com a presenca da barreira
de potencial, iremos discutir o gréafico da Figura (6.5). Nele consta o comportamento
dos termos de localizagao (G};) e anti-localizagao (G} fraca de ambos os bilhares em
relagdo a condutancia em func¢ao do nimero de canais (N = N; = Ny). Com (a) e (b) se
referindo ao Bilhar de Schrédinger, e (¢) e (d) ao Bilhar de Dirac. Nossa estatistica foi feita
com 10° realizacoes da matriz S, de forma a tentar garantir a melhor convergéncia dos
resultados. Note que para os termos de localizacao fraca (a e ¢) o comportamento dos
resultados numéricos sao satisfatorios, com excecao para N grande do bilhar de Dirac
cadtico, onde podemos ver uma pequena discrepancia entre os resultados. Ja para os
termos de anti-localizacao (b e d) é que notamos uma discrepancia maior em relagao aos
resultados exatos, com uma flutuacao mais perceptivel para o bilhar de Dirac cadtico.
Observe ainda em (d) que os resultados do termo de anti-localiza¢do variam na quarta

casa decimal, gerando assim para pequenas variacoes grandes flutuagoes. Essa fato pode
estar relacionado a precisao do método numérico.
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Observe ainda na Figura (6.5), que os termos de localizagdo fraca de ambos os
bilhares tém o mesmo comportamento. Ambos decaem com o aumento do nimero de
canais. Ou seja, temos na verdade um aumento do termo classico com o aumento do
nimero de canais. Diferentemente do comportamento dos sistemas no que se refere aos
termos de anti-localizacao fraca. Onde se percebe que no caso do bilhar de Dirac caético
(d) temos na verdade um crescimento das médias desses termos com o aumento do nimero
de canais.

Para tornar mais facil o entendimento no que se refere as correcoes de interferéncia,
iremos reescrever a Equacao (6.4) (média da condutancia do bilhar de Schrédinger) em
poténcias de Nt no limite semiclassico, Ni,/No > 1, como vimos em Flutuacao Universal
da Condutancia, da seguinte forma:

[ NN, 2\ NN, 2\* NN,
(G) /Gy = [—Nl T + (1 - B) AL + <1 - B) AESA +---|. (6.16)

O termo dominante da equagdo acima (o primeiro termo), como ja sabemos, é relativo
a condutancia classica (lei de Ohm) para a associacao em série de dois condutores de
condutancia Ny e Ny. O segundo termo é a correcao em decorréncia da localizacao fraca
para 0 = 1 e anti-localizacao para f = 4. Observe que o segundo termo é nulo na
auséncia de simetria de reversao temporal (8 = 2). Com isso, relacionamos a média
da condutancia para f = 2 como sendo a parte classica, ou seja, com as correcoes de
interferéncia quantica nula. Em outras palavras, quando obtemos Gfévjl ou GEV:LZL, na
verdade estamos subtraindo a parte classica para obter exclusivamente as correcoes de
interferéncia quantica associada. Dito isso, percebemos na Figura (6.5), para o bilhar
de Schrodinger, que a correcao de interferéncia quantica esta cada vez menor com o
aumento de N. Como tinha que ser ja que o termo dominante é o termo classico. E
importante frisar novamente, que ambos os fenomenos de localizacao e anti-localizacao
fraca sao universais, dependendo apenas da simetria de reversao temporal, de modo que
um campo magnético externo é suficiente para quebrar a simetria de reversao temporal
e assim destruir a interferéncia (rever novamente a Figura 2.9).

Ja para o bilhar de Dirac caédtico, (¢) e (d) da Figura (6.5), percebemos que o termo
de localizagao fraca tem o mesmo comportamento do bilhar de Schrodinger. Ele decresce
com o aumento do nimero de canais. E notamos que o mesmo nao acontece para o
termo de anti-localizacao. Nesse caso ao invés de diminuir com o aumento de N, ele
passa a crescer. Podemos analisar da mesma forma feita anteriormente. Iremos expandir
a Equagao (6.10) em poténcias de Nr (limite semicléssico):

[ NN, 2\ NN, 1. 2 4\ NN
(G) /Gy = {2—]\71 +N2+(1_B> ™t N +N2)2+§(1_B+@) N+ Np) +N2>3+--~ . (6.17)

O primeiro termo da equacao acima é a lei de Ohm e o segundo termo é conhecido como
localizacao fraca para [ = 1 e anti-localizacao fraca para [ = 4. Observe que nesse caso,
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o segundo termo da expansao é nula para = 2, mas o terceiro termo nao, representando
uma contribuicao nao nula para as corregoes de interferéncia. Com isso, e observando
esse fato também pelo gréafico, podemos dizer que os resultados dos bilhares nao podem
ser iguais. Para o termo de anti-localizacao, diferentemente do bilhar de Schrodinger,
temos um aumento da correcao de interferéncia quantica com o aumento de N.

6.2.2 Com Barreira de Potencial

6.2.2.1 Bilhar de Schrodinger

Pretendemos recuperar os resultados da média da condutancia (Eq. 6.13) e sua
variancia (Eq. 6.15), e da média da poténcia do ruido de disparo (Eq. 6.14) para bilhar
de Schrodinger. Posteriormente, iniciaremos a andlise dos resultados numéricos para o
bilhar de Dirac cadtico na presenca de barreira de potencial I' como parte importante a
se destacar do presente trabalho. Pois, como ja haviamos comentado, os resultados nesse
caso se dao exclusivamente por técnica numérica - retratando assim resultados inéditos
referentes ao bilhar.

0.8 T T T T T T L5 T T L L E— T

G)/G,

Figura 6.6 Média da condutancia em funcao da barreira de potencial I' para o bilhar de
Schrodinger, com terminais simétricos N = 1,2,3 e 10. Os simbolos sao resultados de calculos
numéricos, e as linhas sao resultados analiticos, vélidos no limite N > 1, equagao (6.13).

Na figura (6.6) temos a média da condutancia em fungao da barreira de potencial T,
para contatos simétricos variando para os casos N = 1,2,3 e 10. Nosso intuito, além de
poder conhecer e analisar o comportamento da condutancia no regime quantico extremo
e regime semiclassico, ¢ poder comparar os resultados numéricos com o exato. Fizemos
o uso da equagao (6.13) para tal finalidade, e podemos observar que para o caso N = 10,
temos uma convergéncia/concordancia entre os resultados exatos e numéricos. O que
ja era de se esperar, uma vez que a equacao analitica foi dada no regime semiclassico
(N > 1). O mesmo nao acontece no regime quantico extremo (N = 1), observe que
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os resultados analiticos e numéricos diferem totalmente. Podemos perceber ainda, que
para todos as situacoes, a condutancia cresce quase de forma linear com o crescimento
de T" (com excegao do caso N = 1, onde podemos ver claramente certa curvatura com o
aumento de I'), ou seja, a condutancia aumenta a medida que a barreira diminui. Esse
resultado ja é esperado intuitivamente, uma vez que se espera maior passagens dos elétrons
(maior transmissividade) a medida que se diminui a barreira de potencial. Note também
um maior espacamento entre as simetrias no caso N = 1 e uma maior aproximacao
para N = 10. Mostraremos esse mesmo resultado para o bilhar de Dirac, média da
condutancia do regime quantico extremo para o regime semicléssico, onde sera possivel
observar através da comparacao dos dois resultados a equivaléncia dos dois bilhares no
regime de muitos canais.
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Figura 6.7 Média da poténcia do ruido de disparo em funcao da barreira de potencial I" para
o bilhar de Schrédinger, com terminais simétricos N = 1,2,3 e 10. Os simbolos sdo resultados
de célculos numéricos, e as linhas sao resultados analiticos, validos no limite N > 1, equacao

(6.14).

Na figura (6.7), mostramos a média da poténcia do ruido de disparo, e de forma simi-
lar ao da figura anterior, comparamos nosso resultado numérico ao da equagao analitica,
dada pela equagao (6.14). Como a equagao analitica nesse caso s6 varia em fungao de
I' (e ndo em relagdo a simetria [3), s6 fizemos o uso dela para um valor de N grande
(nesse caso para N = 10), onde a equagao é valida. Podemos perceber mais uma vez sua
total concordancia em relacao aos dados numéricos. Percebemos também um aumento
da média da poténcia de ruido de disparo com o aumento de I'. Isto é, ha um cresci-
mento da média do ruido com a diminuicao da barreira de potencial, e que no regime
semiclassico nao temos uma distingao entre as curvas das simetrias. Diferentemente no
regime quantico extremo, onde podemos ver um espacamento maior entre as curvas. A
analise pode ser feita também da seguinte maneira: temos uma diminuicao da média da
poténcia do ruido de disparo com o aumento da barreira de potencial. Também de forma
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comparativa, entre os resultados com relacao a média da poténcia do ruido de disparo,
sera possivel observar a equivaléncia entre os bilhares no regime de muitos canais.

Para analisarmos a variancia da condutancia e da poténcia do ruido de disparo temos
a figura (6.8). Em ambos os casos, as variancias sdo dadas em fungao de I', onde sdo
colocadas as situagbes no regime quantico extremo (N = 1) e o regime semicldssico
(N = 10). Observe que para a varancia da condutancia (lado esquerdo do gréfico),
usamos a equagao analitica (6.15) em N = 10. J4 para a variancia da poténcia do ruido
de disparo, temos resultados puramente numéricos. E possivel notar, para ambos os
casos com N = 10, o comportamento assintotico dos 8’s com o aumento dos valores de T'.
Temos um comportamento mais claro no regime semiclassico, indicando que os valores
tendem a permanecerem constantes em relagao aos valores em torno das suas médias. O
mesmo nao acontece no regime quantico extremo.
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Figura 6.8 Gréfico da variancia da condutancia (lado esquerdo da figura) e da variancia da
poténcia do ruido de disparo (lado direito) em fungao da barreira de potencial I para o bilhar
de Schrodinger, com terminais simétricos N = 1 e 10. Os simbolos sao resultados de cédlculos
numéricos, e as linhas é o resultado analitico via equacao (6.15).

Nas Figuras (6.9) e (6.10), temos respectivamente as distribui¢oes da condutancia
e da poténcia do ruido de disparo no regime quantico extremo (N; = Ny = 1) para o
bilhar de Schrodinger cadtico dos ensembles de Wigner-Dyson. Cada coluna do gréfico
estd relacionada com um valor de barreira I, com I' = 0.25,0.5,0.75 e 1.0. Com isso,
podemos analisar o comportamento das distribuigoes saindo de uma situacao de barreira
“alta” (I" = 0.25) indo até o caso sem barreira de potencial (I' = 1). Ainda sobre a Figura
(6.9), podemos destacar que o caso sem barreira de potencial (I' = 1) j& é bem conhecida
e difundida na literatura, onde nossos resultados nesse caso estao em total acordo com os
resultados ja conhecidos [40]. Embora nao esteja mostrado na figura, é bem estabelecido
que com o aumento do nimero de canais as distribuicoes, para f =1, 2, e 4, tendem a um
comportamento mais universal, ou seja, rapidamente o comportamento das distribuicoes
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tendem a uma gaussiana [107, 125]. J& a distribuigao da poténcia do ruido de disparo,
Figura (6.10), temos um comportamento bem similar para as simetrias /3’s.
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Figura 6.9 Distribuicdo da condutancia P(G) para o bilhar de Schrodinger simétrico dos
ensembles de Wigner-Dyson, para varios valores de barreira de potencial I', no regime quantico
extremo N; = Ny = 1 em unidades de Gy = 2¢? /h com 10* realizacoes da matriz S.
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Figura 6.10 Distribuicao da poténcia do ruido de disparo P(P) para o bilhar de Schrodinger
simétrico dos ensembles de Wigner-Dyson, para varios valores de barreira de potencial I', no
regime quantico extremo N; = Ny = 1 em unidades de Py = 4e%V/h com 10* realizacoes da
matriz S.
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6.2.2.2 Bilhar de Dirac

Resultados novos como média da condutancia (Figura 6.11), da poténcia do ruido
de disparo (Figura 6.12), com suas respectivas variancias (Figura 6.13), em funcao da
barreira de potencial I" para alguns valores de N, além dos respectivos histogramas nor-
malizados (Figura 6.14 e Figura 6.15).
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Figura 6.11 Média da condutancia em funcao da barreira de potencial I' para o bilhar de Dirac,
com terminais simétricos N = 1,2,3 e 10. Os simbolos sao resultados de calculos numéricos.

(P)/P,

Figura 6.12 Média da poténcia do ruido de disparo em fungao da barreira de potencial I' para
o bilhar de Dirac, com terminais simétricos N = 1,2,3 e 10. Os simbolos sao resultados de
célculos numéricos.
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Observando a Figura (6.11), podemos notar claramente que no regime quantico ex-
tremo temos uma concavidade mais bem acentuada, diferentemente do caso N = 10
em que temos praticamente um crescimento linear. Além disso, diferentemente do que
acontece no bilhar de Schrodinger, notamos uma inversao nas simetrias ’s para algum
valor de I'. Note que essa inversao se dd para todos os casos (N = 1,2,3 e 10), com
maior clareza no caso N = 1. Essa inversao afeta diretamente os termos de localizacao
e anti-localizagao fraca, pois como os valores se invertem, teremos, para algum valor
de I' (que depende do valor de N), que esses termos irdo passar obrigatoriamente pelo
valor zero. Iremos relacionar essa “transicao”, tipicos do bilhar de Dirac, com a su-
pressao/amplificagdo dos termos de interferéncia quantica, com a variacao da barreira,
com o paradoxo de Klein. Veremos melhor esse fato ao analisarmos a Figura (6.18)
referente aos termos de localizacao e anti-localizacao fraca.

Ja na Figura (6.12), onde mostramos a média da poténcia do ruido de disparo,
percebemos uma maior aproximacao entre as curvas relativos as simetrias a medida que
aumentamos o valor de N, onde praticamente elas se sobrepoem em N = 10, mas, ainda
assim, é possivel notar a diferenca entre elas, além de notar também a inversao dos (’s.
Essas intersegoes/inversoes sao recorrentes nos resultados do bilhar de Dirac caético na
presenca de barreira de potencial. Ora os valores com indice de simetria § = 2 sdo maiores
em relagao aos indices de simetrias 8 = 1 e 4, e ora sdo menores (para algum valor de I).
Veremos isso com mais detalhes ao analisarmos as correcoes de interferéncia quantica,
Figura (6.19). Com os resultados das médias da condutancia e da poténcia do ruido de
disparo do bilhar de Dirac, como ja mencionado aos analisarmos os resultados relativos
ao bilhar de Schrodinger, é possivel notar facilmente a equivaléncia entre os bilhares
a medida que aumentamos o nimero de canais aberto - em decorréncia da quebra de
simetria quiral no regime de muitos canais.
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Figura 6.13 Grafico da variancia da condutancia (lado esquerdo da figura) e da variancia da
poténcia do ruido de disparo (lado direito) em funcao da barreira de potencial I" para o bilhar de
Dirac, com terminais simétricos N = 1 e 10. Os simbolos sao resultados de calculos numéricos.
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Na Figura (6.13), temos a variancia da condutancia (lado esquerdo da figura) e da
poténcia do ruido de disparo (lado direito), para dois valores de N, em funcao de T E
possivel notar, para ambas as variancias, que para um valor grande de N, os resultados
numéricos tendem, com o aumento de I', a serem assintéticos. Nas Figuras (6.14) e (6.15),
temos respectivamente as distribuigoes da condutancia e da poténcia do ruido de disparo
no regime quantico extremo (INy = Ny = 1) para o bilhar de Dirac caético simétrico dos
ensembles quirais. Variamos os valores da barreira de potencial em I' = 0.25,0.5,0.75
e por ultimo I' = 1, onde estamos nos referindo ao caso sem barreira. Podemos notar
que para valores pequenos de I' o comportamento das distribuicoes de ambos os bilhares
aparentam serem semelhantes, se concentrando mais ao zero. J4 para valores de I' > 0.25
as distribuicoes sao completamente diferentes. Com essas duas distribuicoes, podemos
analisar mais detalhadamente suas médias e variancia em cada ponto de barreira T,
resultados novos que agregam no estudo e entendimento do bilhar além de serem mais
uma contribuicao presente nesse trabalho.
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Figura 6.14 Distribuigao da condutancia P(G) para o bilhar de Dirac simétrico dos ensembles
quirais, para varios valores de barreira de potencial I', no regime quantico extremo N; = No =1
em unidades de G = 4€?/h com 10* realizagoes da matriz S.

Ainda sobre a Figura (6.14), é possivel notar que nossa abordagem do problema fez
com que nossa situagado de N = 1 corresponde ao caso N = 2 (sem barreira de potencial)
estudado no artigo [125]. E que também nesse caso, é de conhecimento que com o aumento
do numero de canais a distribuicao tende para uma gaussiana mais rapidamente do que
o observado para o bilhar de Schrodinger.



6.2 RESULTADOS NUMERICOS 81

P(P)

T I I |

T I I I I

it 4k p 4 8+ o
30 < p=4 - 6 gl — 6 4 v T . ‘:" 1
i L [f 1] _ L : 1 6 -‘! -
20 [ —— 4_—. -'h- —_ 4_— 4 —_ 4 : |
" fl M fl r g i
i 1°0 N 1 A 11 4 ]
I L gl I I I I AN
- 0 | | | | I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.1 0.2 03 0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.1 0.2 0.3

Figura 6.15 Distribuicao da poténcia do ruido de disparo P(P) para o bilhar deDirac simétrico
dos ensembles quirais, para varios valores de barreira de potencial I', no regime quantico extremo
N1 = Ny =1 em unidades de Py = 862V/ h com 10% realizagoes da matriz S.

6.2.2.3 Comparacao entre os Bilhares

Nessa se¢ao iremos comparar alguns resultados numéricos entre os bilhares de Schrodin-
ger e de Dirac cadticos na presenca da barreira de potencial I'. Mostramos um compara-
tivo da média da condutéancia e da poténcia do ruido de disparo, (Figuras 6.16 € 6.17), va-
riando sempre o nimero de canais dos guias (contatos simétricos N = Ny = Ny = 1,2 ¢ 3).
A parte superior dos graficos se refere sempre ao Bilhar de Schrodinger (a, b e ¢) e a parte
inferior se refere ao Bilhar de Dirac (e, f e g). Feito esse comparativo, relacionamos nos-
sos resultados do bilhar de Dirac cadtico na presenca de barreira de potencial com o
paradoxo de Klein. Seremos capazes de observar tais efeitos devido a sua simetria quiral,
e para tal iremos analisar as Figuras (6.18) e (6.19).

E possivel notar nas Figuras (6.16) e (6.17) que as curvas referentes as simetrias (s
do bilhar de Dirac cadtico se interceptam e se invertem. Diferentemente do que ocorre
no Bilhar de Schrodinger, essas intersecoes entre as curvas estao presentes em todos os
resultados relativos ao bilhar de Dirac na presenga da barreira de potencial. Observe
ainda que em ambas as figuras, no regime quantico extremo (N = 1) para o caso sem
barreira I' = 1, onde os espacamentos entre curvas sao mais perceptiveis, a média relativa
a = 2 do Bilhar de Dirac cadtico comeca menor que ao do f = 4 e maior em relacao ao
do 8 =1, e a medida que aumentamos o valor da barreira de potencial (diminuindo os
valores de I') a média relativa a § = 2 ja passa a ser maior que ao do f =4 e menor em
relagao ao do B = 1. Esse fato faz com que o termo de correcao de interferéncia quantica
sofra uma ”transicao”, ou seja, existe um determinado valor de I', no qual depende do
numero de canais IV, que teremos um aumento do valor de interferéncia quantica com o
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aumento da barreira. O mesmo nao acontece para o bilhar de Schrodinger. Isso indica
um tipo muito peculiar do paradoxo de Klein exibido exclusivamente no bilhar de Dirac.
Essa inversao nos valores relativos a média sera observada com mais detalhes nas figuras
de localizacao e anti-localizacao fraca da condutancia e da poténcia do ruido de disparo,
mostrada respectivamente nas figuras (6.18) e (6.19), onde é possivel observar com mais
detalhes a relacao com o paradoxo.
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As figuras (6.18) e (6.19) mostram os termos de localizacdo (a e ¢) e anti-localizagao
fraca (b e d) respectivamente da condutancia e da poténcia do ruido de disparo em
fungao da barreira de potencial I'. Representamos o bilhar de Schrodinger cadtico com
os simbolos azuis e o bilhar de Dirac cadtico com os simbolos em rosa.
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Figura 6.18 Grafico da simulagao numérica do termo de localizagao (GEVZLI) e anti-localizacao
(GEV:Ll) fraca da condutancia para os Bilhares de Schrodinger (a e b) e de Dirac (¢ e d) em
funcao da barreira de potencial I no regime quantico extremo N; = Ny = 1.

Devido as intersecoes entre as curvas que aparecem nos graficos das médias da con-
dutancia e da poténcia do ruido de disparo para o bilhar de Dirac cadtico, temos o
aparecimento de certas “transicoes”nos termos de localizacao e anti-localizacao fraca.
Falando especificamente da Figura (6.18), mais precisamente dos termos de localizagao
fraca (G?’:Ll), percebemos que para bilhar de Schrodinger o termo de localizacao fraca
cresce com o aumento da barreira de potencial, ou seja, com a diminuicao de I". Isto é, a
correcao de interferéncia quantica cresce com o aumento da barreira. Resultado ja espe-
rado e até intuitivo. A interferéncia quantica se sobressaindo sobre a classica a medida
que se aumenta a barreira de potencial. O interessante aconte no billhar de Dirac, onde é
possivel perceber claramente que a correcao de interferéncia quantica comeca crescendo
com o aumento da barreira de potencial, mas para um determinado valor de I' em vez
de continuar crescendo, como é de se esperar e como acontece no bilhar de Schrodinger,
o termo de interferéncia quantica diminui. Esse fato curioso relacionamos ao paradoxo
de Klein em estruturas com simetrias de sub-rede, ou simetria quiral. No qual, o que
se esperaria era um aumento dos termos de interferéncia quantica a medida que se au-
menta a barreira de potencial, mas percebemos que nesses tipos de sistemas, para um
determinado valor de barreira, a correcao do termo de interferéncia quantica passou a
ser suprimida com o aumento da barreira. Resultado nao intuitivo no qual relacionamos
diretamente com o paradoxo. Para os termos de anti-localizagao fraca (GE/:LZL) percebemos
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quase que uma inversao em relacao aos termos de localizacao fraca, ou seja, com o au-
mento da barreira (diminui¢ao de I') temos uma amplificacao dos termos de interferéncia
quantica. O paradoxo de Klein, refere-se a amplificacao da probabilidade de tunelamento
em sistemas relativisticos se a barreira de potencial for aumentada. Portanto, o paradoxo
de Klein pode ser medido pela inversao da anti-localizacao quantica causada pela quebra
de simetria de reversao temporal.
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Figura 6.19 Grafico da simulagdo numérica do termo de localizagao (GEV:Ll) e anti-localizagao

(GEV:LI) fraca da poténcia do ruido de disparo para os Bilhares de Schrodinger (a e b) e de Dirac
(c e d) em fungao da barreira de potencial I no regime quéantico extremo N; = Ny = 1.

Na Figura (6.19), o termo de localizagao fraca da poténcia do ruido de disparo (PyL})
para o bilhar de Schrodinger decresce com a diminuigao da barreira, chegando a um ponto
de minimo e logo em seguida tendo um leve crescimento. Ja para o bilhar de Dirac, além
da transicao caracteristica percebida presente nesse sistema, temos um leve crescimento
do termo de localizacao fraca com a diminuicao da barreira, e em seguida um decaimento
seguido da transi¢do (passando pelo valor zero) até um ponto de minimo onde passa
a crescer levemente. Para os termos de anti-localizagao fraca (sz ), percebemos uma
inversao em relagao ao caso anterior, com sua transicao caracteristica presente no bilhar
de Dirac. Os mesmos efeitos de supressao e amplificagao também sao observados.



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Fizemos uma analise detalhada e comparativa entre os Bilhares de Schrodinger e Di-
rac caoticos conectados a dois terminais com respeito as propriedades fisicas de transporte
como condutancia e poténcia do ruido de disparo com suas respectivas distribuicoes de
autovalores, além dos termos de interferéncia quantica. Essa andlise foi feita tanto para
contatos ideais como para nao ideais.

Primeiramente foram comparados os resultados gerados pelo modelo computacional
com os resultados analiticos encontrados na literatura a fim de verificar a confiabilidade
do modelo. Essa confianga foi fundamental para poder estudar o comportamento dos
fenomenos de transporte na presenca de barreira de tunelamento. Esse estudo, além
de mostrar comportamentos totalmente anomalos da condutancia, da poténcia do ruido
de disparo e nas suas respectivas distribuicoes, foi possivel identificarmos o paradoxo de
Klein que pode ser medido e controlado em experimentos envolvendo pontos quanticos
de grafeno. Tais estudos revelaram interessantes e surpreendentes novos resultados refe-
rentes a fenomenologia do bilhar de Dirac no regime nao ideal, que nos garantiram uma
publicagao no Annals of Physics [9] intitulada como Klein paradox in chaotic Dirac billi-
ards. O paradoxo de Klein relaciona a amplificacao da probabilidade de tunelamento em
sistemas relativisticos com o aumento da barreira de potencial. Em nossos resultados, foi
possivel observar tais efeitos no regime quantico extremo pela supressao/amplificagao das
correcoes de interferéncias quantica causada pela quebra de simetria de reversao temporal.
Nesse tipo de regime em particular, devido ao baixo niimero de canais, as interferéncias
das funcoes de onda sao mais atuantes, o que proporciona uma maior relevancia nas
correcoes. Ja no regime semicléssico, onde temos uma quebra da quiralidade, os bilhares
se equivalem. Além disso, destacamos o papel importante do comportamento da poténcia
do ruido de disparo que transporta informacgoes diretas sobre o processo de tunelamento
associado a discretizacao da corrente eletronica.

O processo de implementacao do modelo, e consequentemente sua geragao, passou
por varios percalcos e fases. Foi um longo periodo até chegar de fato na obtencao dos
resultados. Destacamos a construcao da matriz de acoplamento W do bilhar de Dirac.
Essa matriz, devido a simetria de sub-rede, possui um vinculo especial, nao presente no
bilhar de Schrodinger - foi preciso uma analise e entendimento maior em sua construgao.
Sobre a obtencao dos resultados, podemos destacar o tempo de processamento computa-
cional. A férmula de Mahaux-Weidenmiiller se utiliza da inversao de matriz. Em nosso
problema, precisamos inverter matrizes da ordem da matriz hamiltoniana, matrizes da
ordem de 200 x 200, 400 x 400 e 800 x 800 - dependendo do bilhar e da simetria 8. Para
uma analise estatistica do problema foram gerados um ntimero muito grande de amos-
tras, de forma a garantir a universalidade dos observaveis, variando da ordem de 10* a
10° das realizacoes da matriz de espalhamento. Isso tudo acarretou em muito tempo de
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processamento. Obviamente, tendo em vista os resultados obtidos, todos os esforcos e
tempo foram recompensados.

Um dos desdobramentos imediatos do nosso estudo seria estender nosso compara-
tivo para mais guias conectados a cavidade. Na literatura ja existem alguns resultados
analiticos para o caso de trés guias, contatos ideais. Uma anélise mais detalhada sobre a
precisao do método numérico é importante, além de um estudo do mesmo problema de
espalhamento eletronico por outros métodos numéricos.

Com o avanco das pesquisas e estudos, até entao recentes, com relagao ao transporte
de elétrons em estruturas como a do grafeno, é importante dar sempre continuidade
aos trabalhos nesse sentido. Esperamos que nossos resultados sirvam para uma melhor
compreensao dos fenomenos que envolvem espalhamentos quanticos ressonante no regime
mesoscopicos em sistemas relativisticos e nao-relativisticos.
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