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RESUMO

Considerada uma das constantes mais importantes da Matematica, o nimero de Eu-
ler, denotado por ntmero e, ¢ um ndmero irracional e transcendente. E um ntmero
bastante versatil e possui vasta aplicabilidade em modelos matemaéticos, principalmente,
nos relacionados a representagao de fendmenos naturais e evolutivos, como o estudo de
caracteristicas de crescimento ou decrescimento de uma populacao e de doencas. Sua
aplicabilidade nao se limita apenas a Matematica mas, também, a diversas outras areas
do conhecimento como a Economia, Engenharia, Biologia entre outras. Deste modo, o
presente trabalho parte de um estudo bibliogréafico, com o objetivo de apresentar os fatos
histoéricos que envolvem o surgimento do niimero de Euler, demonstrar sua construgao a
partir de sequéncias e séries de nimeros reais, bem como apresentar exemplos de aplicagoes
em modelos matematicos relacionados ao estudo de processos epidémicos. Os resultados
mostram a importancia desta constante matematica na modelagem de processos epidémi-
cos. No contexto atual da pandemia da Covid-19, sua utilizacao ajudou na compreensao
do comportamento inicial da doenga, na formulacao de previsoes sobre sua evolucao e
disseminacao. Portanto, destaca-se que o conhecimento sobre o niimero e nos diversos
niveis de educagao podera contribuir significativamente com o ensino e aprendizagem da
Matematica.

Palavras-chave: Nimero de Euler. Historia. Construgoes. Aplicagoes.



ABSTRACT

One of the most important mathematical constants, Euler’s number, denoted by the letter
e, is a transcendental and irrational number. It is a very versatile number and has wide
applicability in mathematical models, especially those related to the representation of
natural and evolutionary phenomena, such as the study of characteristics of population
growth or decrease and of diseases. Considering this, the present work is based on a
bibliographic study, with the objective of presenting the historical facts that involve the
emergence of the Euler’s number, demonstrating it’s construction from sequences and series
of real numbers, as well as presenting examples of applications in models mathematicians
related to the study of epidemic processes. The results show the importance of this
mathematical constant in the modeling of epidemic processes. In the current context of
the COVID-19 pandemic, it’s use has helped in understanding the initial behavior of the
disease, in formulating predictions about it’s evolution and dissemination. Therefore, it
is emphasized that knowledge about the e number at different levels of education can
contribute significantly to the teaching and learning of Mathematics.

Keywords: Euler’s number. History. Constructions. Applications.
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1 MEMORIAL ACADEMICO

Sou Ianne Raquel da Silva Araijo, nasci em 15 de janeiro de 1988, na cidade Nova
Olinda - PB. Sou filha de Iracema Francisca da Silva, comerciante e costureira, ensino
médio completo, e de Anténio Barbosa de Aratjo, trabalhador da construgao civil, ensino
fundamental. Neste capitulo, apresento, brevemente, meu histérico de formacgao escolar,

universitaria e experiéncia profissional.

1.1 Formacao Escolar

Iniciei minha vida escolar aos 4 anos, em 1992, na Pré-escola Risque e Rabisque,
escola particular de educacao priméria localizada em Nova Olinda - PB. Segundo minha
mae era a Unica deste nivel que existia na cidade. Por ser uma cidade pequena e pouco
desenvolvida, localizada no alto sertao da Paraiba, as escolas publicas s6 ofertavam o
ensino basico a partir da 1.2 série do Ensino Fundamental. Frequentei a pré-escola por
apenas um ano, pois, por questoes de trabalho minha mae teve que se mudar para o estado
de Sao Paulo.

Devido & mudancga para uma cidade grande, apenas em 1995 com 7 anos fui
matriculada na 1.2 série do Ensino Fundamental na Escola Estadual Alvares de Azevedo
na zona leste da capital de Sao Paulo. Nesta escola, estudei da 1.2 até a metade da 3.2
série.

Em 1997, quando estava na metade da 3.% série minha familia teve que voltar para
nossa cidade natal. No mesmo ano me matricularam na Escola Municipal Genésio Pinto
Ramalho, onde estudei o restante da 3.2 e toda 4.? série. Em 1999, mudei novamente de
escola, desta vez para a Escola Estadual Joao Leite Neto do mesmo municipio, por ser
reconhecida como a melhor da cidade. Nela, cursei 5.2, 6.2, 7.2 ¢ metade da 8.2 série, pois,
a escola entrou em reforma e a maioria dos estudantes preferiu se matricular na Escola
Municipal Genésio Pinto Ramalho para concluir o ensino fundamental e nao atrasar os
estudos.

Conclui o Ensino Fundamental em 2002, sem nenhuma reprovagao. A primeira fase
desta modalidade de ensino (1.% a 4. séries) cursei no periodo vespertino e a segunda
fase (5.2 a 8.2 séries) no periodo noturno, pois, naquela época grande parte dos estudantes
estava fora da faixa etaria, residiam na Zona Rural, e tinham que trabalhar para ajudar
nas despesas da familia, era um cenario educacional muito diferente do atual. Trago muitas
lembrancas boas do meu Ensino Fundamental, pois, foi onde fiz grandes amizades que
tenho até hoje tanto com os colegas de classe quanto com professores.

Cursei o Ensino Médio entre os anos de 2003 e 2005, na Escola Estadual Joao
Leite Neto a tnica que ofertava esta modalidade de ensino na cidade. Por nao possuir

tanto acesso a informagao como atualmente, nao recebiamos muito estimulo para ingressar
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no ensino superior. Contudo, no ano em que conclui o Ensino Médio realizei a primeira
prova de vestibular pelo PSS (Processo Seletivo Simplificado) e também realizei o Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM), porém, nao obtive aprovagao.

Apesar das dificuldades e limitagoes que o ensino basico brasileiro oferece, sem-
pre procurei me dedicar aos estudos com o pouco que me era oferecido. Sempre procurava
tirar boas notas e nunca fiquei em prova final durante todo o ensino fundamental e ensino

médio.
1.2 Formacao Universitaria

No ano de 2006, participei do processo seletivo das Faculdades Integradas de
Patos (FIP) para o curso de Bacharelado em Ciéncias Economicas, e fui aprovada, dando
inicio ao curso no segundo semestre daquele ano.

A graduacao em Ciéncias Economicas possibilitou grandes oportunidades para
minha vida pessoal e profissional. Adquiri um vasto leque de conhecimentos que me fizeram
ver a importancia dos fatores econémicos e sociais para o desenvolvimento da sociedade.
Durante o periodo da graduagao, a maior dificuldade foi em relacao ao deslocamento para
estudar. Como morava em Nova Olinda-PB e estudava em Patos-PB, viajava diariamente
cerca de 240 km, gastando em torno de quatro a cinco horas (ida e volta). Sendo bas-
tante cansativo, pois, das 8 as 14h trabalhava, e as 15h30min saimos em um transporte
fornecido pela prefeitura para estar as 18h na faculdade, fato que acabou comprometendo
o rendimento e participacao em pesquisas e eventos académicos.

Apo6s concluir a graduagao no segundo semestre de 2011, percebi que mesmo a area
da economia sendo muito importante para minha carreira profissional, surgiu em mim
um novo interesse pela area da educacao. Assim, ainda no ano de 2011, realizei o ENEM
e consegui ser aprovada para o curso de Licenciatura em Ciéncias da Computacao da
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB). Porém, cursei apenas dois semestres e tive que
trancar a matricula, pois, acabei sendo aprovada no concurso de estado da Paraiba para o
cargo de Técnica Administrativa que ficava na cidade de Itaporanga-PB, ficando muito
dificil conciliar os estudos presenciais que ocorriam na cidade de Patos-PB com o trabalho.

No ano de 2013, me matriculei na Especializagao em Fundamentos da Educacao,
ofertada pelo Governo do Estado da Paraiba para os servidores efetivos. O que acabou des-
pertando ainda mais meu interesse pela educagao, visto que, agora estava trabalhando em
uma escola estadual e tendo maior contato com a realidade da educagao publica.

Em 2017 decidi tentar ingressar no atual curso de Licenciatura em Mateméatica
da UFPB por meio das notas do ENEM, e fui aprovada. A escolha se deu por ser uma
area afim para a formacao que eu ja possuo, por ser um curso na modalidade EaD e,
principalmente, por ser uma licenciatura. Além de tudo, foi para mim a realizacao de um

grande sonho de cursar o Ensino Superior em uma Universidade Publica.
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A experiéncia com a modalidade de ensino a distancia nao foi facil. Tendo ja
a experiéncia do ensino presencial, o fato de nao ter a presenga constante dos professores
tornou a adaptacao um pouco complicada. Mesmo assim, me dediquei o quanto foi possivel
durante todo o curso para ter um bom aproveitamento e uma boa aprendizagem.

Portanto, apesar de, no ano de 2019, ter tido uma complicacao de saide durante
o periodo da gravidez, consegui cumprir todas as atividades propostas. E neste ano de
2020, estou gravida novamente, sendo mais vez de alto risco, mas estou me esforgando o
méaximo para que a finalizacao desta graduacao ocorra com sucesso para que futuramente

possa colher os frutos do esforco realizado.

1.3 Experiéncia profissional

Meu primeiro contato com trabalho foi junto com minha mae em sua loja de roupas,
onde ela vendia e costurava. Assim, eu a ajudava no atendimento e algumas tarefas de
organizacao e de costura.

Seguindo o exemplo de empreendedorismo familiar, no ano de 2006 eu abri uma pe-
quena Lan House na minha cidade, na qual oferecia servicos de acesso a Internet, pesquisas,
xerox e outros. Os lucros obtidos no negdcio serviam para pagar minha mensalidade no
curso de Economia que havia iniciado neste mesmo ano.

Em 2008, consegui meu primeiro trabalho formal. Trabalhei durante dois anos
na Junta de Servigo Militar da minha cidade, realizando servigos voltados a parte adminis-
trativa e de digitagao. Em 2010, passei no concurso do Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE) para agente censitario supervisor, onde trabalhei durante 9 meses. Em
2011, fui chamada para trabalhar na Secretaria Municipal de Satide de Nova Olinda, onde
atuei como Coordenadora do Programa Saude na Escola (PSE).

No ano de 2013, passei no concurso do Estado da Paraiba para o cargo de Técnica
Administrativa, no qual ainda permaneco. A partir deste trabalho, meu contato com a
educacao estimulou mais ainda a vontade de atuar na docéncia. Entre 2014 e 2017 fui
tutora de um curso de Informética bésica na iSmartech, uma empresa particular que
montamos.

O primeiro contato com uma turma de estudantes de escola publica, ocorreu por meio
da realizacao da disciplina de Estégio Supervisionado. Tal experiéncia me proporcionou
bastante crescimento, por poder ver e ter contato com a realidade do dia a dia de um

professor em sala.
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2 INTRODUCAO

A matematica é considerada de fundamental importancia para o desenvolvimento
das demais ciéncias. Ela esta presente em diversas situagoes do nosso cotidiano e a partir
do seu estudo sao desenvolvidas solucoes para vérios problemas com aplicacoes cientificas
e tecnologicas.

Os numeros e a matematica surgiram ao mesmo tempo, tanto em relacao as
atividades praticas do homem e da sociedade, quanto em relacao a sua formalizacao.
Logo, a nocao do conceito de ntimero esta ligada diretamente a historia da humanidade,
embora o desenvolvimento teérico do conceito de nimero tenha sido lento e complexo,
pois, perpassou por diversas civiliza¢oes durante alguns milénios.

A fundamentagao matemaética do conceito de ntimero s6 ocorreu no final do século
XIX, a partir de estudos de Richard Dedekind (1831-1916), Georg Cantor (1845-1918)
e Giuseppe Peano (1858-1932). Os primeiros estudos que abordam os nameros irracio-
nais ocorreram na Escola Pitagorica, quando surgiu o problema da incomensurabilidade.
No entanto, os ntmeros irracionais s6 adquiriram o status de niimero no século XVII
(FERREIRA, 2013).

Entre os niimeros irracionais de maior relevancia esté o ntimero e, também conhecido
como nimero de Euler, constante de Euler, nimero de Napier, entre outros. Neste trabalho
sera utilizada a notacao “ntimero e para representa-lo.

O nimero e é irracional e transcendente. Por ser irracional, ele nao pode ser escrito
como a razao entre dois nimeros inteiros e nao possui uma expansao decimal periddica.
Por ser transcendente, ndo pode ser a raiz de nenhuma equagao algébrica (MARTINS,
2014).

Igualando-se em importancia matematica com o ntimero 1, o niimero e ¢ definido
como sendo o limite da sequéncia de termo geral dado por x,, = (1 + %)n quando n tende
ao infinito. Seu valor é aproximadamente 2,71828182845. . .

O numero e é considerado um dos niimeros irracionais mais importantes da Mate-
maética, correspondendo a base dos logaritmos naturais. Segundo Maor (2008), o primeiro
reconhecimento explicito do papel do ntimero e na Matemética foi feito em um apéndice da
segunda edi¢ao da traducao de Edward Wright (Londres, 1618) para a Descriptio de Jonh
Napier (1550-1617), obra que tratava de estudos sobre os logaritmos. Diversos matematicos
contribufram para seu reconhecimento na matematica, porém, somente no século XVIII
Leonhard Euler (1707 - 1783) utilizou o simbolo e para representé-lo.

Embora apareca com maior frequéncia no estudo do Célculo Diferencial e Integral e
na Teoria das Fungoes, o niimero e, esté presente em varios outros conteudos da Matematica,
como nas sequéncias e séries, nas funcoes exponenciais e logaritmos.

O numero e tornou-se de grande relevancia devido a sua versatilidade e aplicabili-

dade em varios modelos matemaéticos, principalmente nos relacionados a representacao
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de fendbmenos com caracteristicas de crescimento ou decrescimento, aplicados em diversas
areas como biologia, fisica, medicina, economia, entre outras.

O contexto atual causado pela pandemia da COVID-19 que afetou a economia e
sistemas de satide do mundo inteiro, estd demandando das autoridades governamentais
nao apenas recursos para o combate as frentes de saude e economia, mas informagoes
precisas a respeito da evolucao da doenga e medidas eficazes para controlar o contéigio e
evitar a infeccao de mais pessoas.

Nesse contexto, ressalta-se a contribuicao da mateméatica na realizacao de pes-
quisas cientificas e desenvolvimento de modelos que prevejam os impactos, a evolucao e
disseminagao da doenca e ajudem no seu controle e enfrentamento. Os diversos modelos
matematicos usados para o estudo do processo epidémico envolvem a aplicagao do ntimero e.
Como a fungao exponencial e fungao logistica, as quais possuem em sua férmula geral
o nimero e, ha maior possibilidade de entender e fazer predi¢oes através de simulagoes
acerca da doenca.

Diante de tais pressupostos, surgem questionamentos sobre quais os fatores his-
toricos, as possiveis defini¢oes e aplicagoes relacionadas ao ntamero e. Para responder
tais questionamentos, propoe-se abordar os principais aspectos relacionados ao nimero e,
destacando sua importancia e aplicagoes. Neste sentido, para atingir o objetivo geral deste

trabalho foram delineados os seguintes objetivos especificos:

e Realizar uma revisao histérica da origem do ntimero e;
e Apresentar as defini¢oes e propriedades de destaque relacionadas ao niimero e;

e Mostrar a aplicabilidade do nimero e em alguns problemas atuais.

Com base nas informagoes acerca do universo estudado, o trabalho esté dividido
em seis capitulos, nos quais se procurou atingir os principais objetivos que motivaram
sua realizacao. O primeiro capitulo retrata o memorial académico com informagoes sobre o
processo de formagao escolar, universitaria e experiéncia como docente. O segundo capitulo
é dedicado aos aspectos introdutorios. O terceiro capitulo apresenta o contexto histérico
que envolve o surgimento do ntimero e, bem como, quais foram as principais questoes que
motivaram seu surgimento e os principais matematicos responsaveis por sua descoberta. O
quarto capitulo destina-se ao estudo da defini¢cao formal a partir de sequéncias e séries de
nimeros reais. O quinto capitulo mostra a aplicabilidade do nimero e no desenvolvimento
de modelos mateméticos relacionados ao estudo do processo epidémico. Por fim, o sexto
capitulo é destinado as consideracoes finais, no qual sao apresentadas sugestoes e trabalhos

futuros.
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3 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA SOBRE O NUMERO DE EULER

Para compreender a importancia do ntmero de Euler para a matematica, pri-
meiramente é necessario conhecer sua origem. Portanto, nesta segao serao abordados os
principais aspectos do processo histérico que envolvem seu surgimento e quais foram os

principais matematicos responsaveis por sua descoberta.

3.1 O surgimento do niimero e em questoes financeiras

Nao se sabe exatamente quando o numero e surgiu, segundo Maor (2008a, p.
45) “Nao sabemos quem primeiro notou o comportamento peculiar da expressao (1 + %)n a
medida que n tende ao infinito, por isso, a data exata do nascimento do nimero que mais
tarde seria denotado por e permanece obscura’.

Supode-se que inicialmente suas origens estejam relacionadas a questoes financeiras.
Desde épocas imemoriais, as questoes financeiras encontram-se no centro das preocupagoes
humanas, nao é surpreendente que algum matemaético anénimo, ou talvez mercador tenha
percebido a relagao entre a forma como o dinheiro se acumula e o comportamento de uma
certa expressao matematica no infinito (MAOR, 2008a).

A maior parte da literatura matemaética antiga lida com questoes relativas aos juros,
ja que o conceito de juros, ou valor pago sobre um empréstimo, é central em qualquer
consideracao sobre o dinheiro e recua até o inicio da Histoéria da escrita.

Deste modo, o ntimero e ja era conhecido ha alguns séculos, de modo implicito,
pelos antigos povos através de questoes praticas. Um registro acerca da presenca desta
situacao foi feito em um tablete de argila da Mesopotamia, hoje no Louvre, datado de
1700 a.C., no qual se encontra um problema que questiona quanto tempo levaria para uma
quantia em dinheiro dobrar, investida a 20% de juros compostos ao ano.

Para responder tal questao os babilonios utilizaram algum tipo de tabela de
logaritmos. De acordo com Maor (2008a) entre os tabletes de barro encontrados, um
deles listava as primeiras dez poténcias expressas no sistema sexagesimal, ja que eles
nao utilizavam nosso sistema decimal que foi adotado somente no inicio da Idade Média.
Embora tal tabela liste as poténcias de um niimero em vez dos expoentes, parece que elas
foram criadas para resolver questoes especificas de juros compostos e nao para o uso geral.

Para entender como funciona o calculo de juros compostos, considere a formula de
capitalizacao:

Cy = Co(1+7) (3.1)

em que (' é valor da soma em dinheiro, Cy é o capital inicial, r a taxa anual de juros
e t ¢ o tempo de investimento dado em anos.

Suponha um investimento de Cy; = R$ 100 (o principal) em uma conta que paga
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5% de juros compostos anualmente. Ao final de um ano o saldo sera 100 x 1,05 = R$ 105. O
Banco entao considerara esta nova soma como um novo principal que seré reinvestido a
mesma taxa. No final do segundo ano, o saldo sera 105 x 1,05 = R$ 110,25 e no final do
terceiro ano 110,25 x 1,05 = R$ 115,76.

Percebe-se que nesse processo de composicao, o saldo cresce numa progressao
geométrica com razao de 1,05. Mas, considerando uma conta que pague juros simples, sua
taxa anual é aplicada sobre a soma original, e portanto, serda a mesma a cada ano. Entao, se
um investimento de R$ 100 fosse aplicado a juros simples, de 5%, o saldo aumentaria a cada
ano R$ 5, resultando numa progressao aritmética de razao 5 (PRECIOSO; PEDROSO,
2013).

No entanto, é possivel trabalhar com taxas de juros aplicadas em diferentes periodos
de conversao, nao apenas anual.. Dessa maneira, considera-se n o nimero de composicoes
feitas ao ano. Logo, a cada perfodo de conversao o banco usa a taxa de juros anual dividida
por n, que ¢ ~. E como em ¢ anos existem nt perfodos de conversao, um principal Cy,

apo6s t anos rendera

C, = Cy (1 + %)m (3.2)

A Tabela 1 a seguir, mostra os resultados de um capital Cy = R$ 100 investido a

uma taxa r = 5% em diversos periodos.

Tabela 1 — Capital de R$ 100 investido a uma taxa anual de r—5% em diferentes periodos.

Periodo de conversao n r/n Cy
Anual 1 0,005 R$ 105,00
Semestral 2 0,025 R$ 105,06
Trimestral 4 0,0125 R$ 105,09
Mensal 12 0,004166 RS$ 105,12
Semanal 52 0,0009615 R$ 105,12
Diario 365 0,0001370 R$ 105,13

Fonte: Maor (2008, p. 44)

Para explorar mais ainda essa questao, considera-se um caso especial da equacao

(3.2) noqual r =1, Cyg = R$ 1 e t = 1 ano. Assim a equagao se torna:

Cy = (1 + l>n. (3.3)
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Agora, o objetivo ¢ investigar qual o comportamento da equagao (3.3) para valores

crescentes de n. Os resultados sao dados na Tabela 2.

Tabela 2 — Comportamento da equacdo C; = (1+1/n)" para valores crescentes de n.
n (1+1/n)"
2
10 2,59374
100 2,70481
1.000 2,71692
10.000 2,71815
100.000 2,71827
1.000.000 2,71828
10.000.000 2,71828

Fonte: Maor (2008, p. 45)

Verifica-se que a sequéncia (1 + %)n converge de modo “lento” para o valor aproxi-
mado 2,71828. Refor¢ando a ideia de (MAOR, 2008a) quando afirma

[...] se um capital P é composto n vezes por ano, durante ¢ anos, a uma
taxa anual de juros r e se permitirmos que n aumente sem limites, a soma de
dinheiro S, obtida a partir da féormula S = P(1+r/n)"™, parece aproximar-se
de um certo limite. O limite, para P = 1, r = 1 e t = 1, é aproximadamente
2,718 (MAOR, 2008a, p. 13).

Surgiu entao o questionamento sobre se de fato ocorre a convergéncia para um ni-
mero e. Tal questionamento foi provado por uma cuidadosa analise matematica, através
de expansao binomial, fragoes continuas e séries de poténcias.

Diante de tais pressupostos, é possivel que o reconhecimento do niimero e tenha
se dado pela primeira vez num contexto histérico marcado pela expansao do comércio
internacional e das transacgoes financeiras, no qual se deu bastante atencao a uma férmula
para o calculo de juros compostos (MAOR, 2008a). O referido autor também afirma, que
a descoberta do niimero e deve ter assustado os matematicos do inicio do século XVII,
pois, eles ainda nao conheciam o conceito de limite.

Sua origem precede a invengao do calculo, no entanto, Maor (2008a) aponta que
somente no inicio do século XVII o nimero e surge, de forma indireta, em um apéndice
da publicagao da segunda edi¢ao da tradugao de Edward Wright do Descriptio (1618),
estudo desenvolvido por Jonh Napier em (1614) relacionado a descoberta dos logaritmos.
Sendo este o primeiro reconhecimento explicito do seu papel na matemética.

Portanto, além das questoes ja citadas, Maor (2008a) destaca que outras questoes
como a area sob a hipérbole y = % conduziram, independentemente, a0 mesmo nimero,

deixando a origem exata do nimero e cercada de mistério.
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3.2 O ntmero e nos estudos de Jonh Napier

Nascido em 1550 na Escocia, estudou religiao e chegou a publicar um livro, porém,
seus interesses nao estavam relacionadas apenas a questoes religiosas. Segundo Maor
(2008a) como dono de terras, tinha interesse na melhoria das colheitas e da produgao de
gado e também se preocupava com questoes militares. Assim, ele desenvolveu e construiu
engenhosidades com o objetivo de defender suas predilecoes.

Jonh Napier (ou Neper), nao era um matematico profissional, porém, ele escrevia
sobre varios assuntos, mas, s6 demonstrava interesse por certos aspectos da matemaética re-
lacionados a computagao e trigonometria (BOYER, 1974a).

Especula-se que Napier deve ter sido estimulado a desenvolver sua grande invengao,
“os logaritmos”, devido a grande expansao do conhecimento cientifico em todos as areas,
ocorrida entre o final do século XVI e inicio do século XVII. A exemplo da aceitagao do
sistema heliocéntrico de Copérnico, as fundagoes da mecanica estabelecida por Galileu
Galilei (1564-1642), a formulagao das trés leis do movimento planetéario por Johannes
Kepler(1571-1630), entre outras invengdes que necessitavam da simplificagdo dos métodos
de resolugdes de célculos de grandes dados numéricos (MAOR, 2008a).

Nao se tem registro de como Napier chegou a sua ideia sobre os logaritmos.
Para Maor (2008b), uma primeira ideia esta relacionada a sua versatilidade em tri-
gonometria sobre as regras prostaferéticas, que ofereciam um sistema primitivo de redugao
de uma operagao para outra, sendo entao mais facil somar e subtrair do que multiplicar
e dividir. A segunda ideia diz respeito aos termos de uma progressao geométrica, uma
sequéncia de poténcias sucessivas de um dado ntmero, como na obra Arithmatica integra
(1544) de Michael Stifel (1487-1567), publicada cinquenta anos antes e como nas obras de
Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.).

Napier observou na obra de Stfiel a seguinte ideia: supondo uma progressao ge-
ométrica cujo primeiro termo é o elemento 1 e sua razao é ¢, podem ser consideradas
as seguintes regras: ¢™ - ¢" = ¢"™" e ¢™ + ¢" = ¢™ ", com m e n pertencentes ao
conjunto dos niimeros naturais. A partir de tais regras, é possivel estender uma progressao

Lg® =1, ¢4, ¢3 ---. Nota-se que cada

geométrica infinita em ambas as direcoes: -, ¢72, ¢~
termo é uma poténcia de razao g e que seus expoentes formam uma progressao aritmética
de razao 1.

O trabalho de Stifel usava uma tabela de duas colunas (ou duas linhas), colocando em
correspondéncia os termos de uma progressao geométrica (na verdade poténcias de um
certo nimero) com os de uma progressao aritmética (PRECIOSO; PEDROSO, 2013).

Segundo Pommer (2017, p. 18) “Napier queria escrever qualquer nimero como uma
poténcia de algum ntumero fixo, que posteriormente foi denominado de base. Desse modo,
multiplicar/dividir dois nimeros de grande ordem seria equivalente a somar /subtrair os

expoentes das poténcias correspondentes”.
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Demonstrando de maneira simplificada como esta ideia funciona, basta considerar
numeros de pequena ordem para as poténcias de 2 a partir da Tabela 3. Suponha que se
queira multiplicar 8 por 128. Procura-se na tabela os expoentes correspondentes a esses
numeros que sao respectivamente 3 e 7. Somando-se esses expoentes, obtém-se 10, entao
procuramos na tabela o nimero que tem expoente 10. Assim, pela propriedade de soma
dos expoentes de uma poténcia qualquer obtém-se o resultado 1.024 = 23 . 27 = 2347 —
210,

Ja para divisao de 1.024 por 128, por exemplo, subtrai-se o valor dos expoentes
correspondentes que sao 10 e 7, obtendo 3. Este, por sua vez, tem como correspondente na
Tabela 3 o nimero 8. Logo, pela propriedade de subtragao dos expoentes de uma poténcia

qualquer, temos 8 = 210 + 27 — 210=7 — 93

Tabela 3 — Poténcias sucessivas de 2

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2n 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1.024

Fonte: Adaptado de (MAOR, 2008).

No entanto, este método s6 teria utilidade pratica se pudesse ser usado com quaisquer
numeros inteiros ou fragoes. Para resolver este problema, Napier produziu uma tabela que
completava os espagos entre as poténcias de expoente inteiro, para ampliar o alcance e
velocidade dos calculos.

Como Napier se preocupava em minimizar o uso de fragoes decimais, pois, eram
pouco conhecidas e haviam sido introduzidas ha pouco tempo na Europa, entao escolheu
como base 1 - 1077 = 0,9999999, um ntmero muito préximo de 1 (MAOR, 2008a).

A escolha por uma base préxima de 1, foi feita para conservar proximos os termos
em uma progressao geométrica de poténcias crescentes, permitindo chegar a um equilibrio
e evitar decimais. Entao, Napier construiu 3 tabelas para representar os calculos.

A sua primeira tabela possuia 101 elementos, e como primeiro termo da progressao

geométrica ele utilizou o elemento 107, como pode-se verificar na Tabela 4.
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Tabela 4 — Progressiao geométrica de razao 1 - 107 e primeiro termo 107.

N L
107=10.000.000
107(1-1077)=9.999.999 1
107(1-1077)2=9.999.998 2
107(1-1077)3=9.999.997 3
107(1-1077)%8=9.999.902 98
107(1-1077)99=9.999.901 99
107(1-1077)190-9.999.900 100

Fonte: Adaptado de (VILANI, 2017).

Sua segunda tabela continha 51 elementos, com o primeiro termo sendo mais uma
vez 107, e a razao sendo o ultimo termo da sua primeira tabela dividido pelo primeiro, ou

seja, 1 - 107° = 0,99999. Pode-se verificar conforme Tabela 5.

Tabela 5 — Progressao geométrica de raziao 1 - 10° e primeiro termo 107.

N L
107=10.000.000 0
107(1-107°)=9.999.900 1
107(1-107°)2=9.999.800 2
107(1-107°)3=9.999.700 3
107(1-107°)#8=9.995.201 48
107(1-1075)19=9.995.101 49
107(1-1077)50=9.995.001 50

Fonte: Adaptado de (VILANI, 2017).

A terceira tabela possuia 21 elementos, a qual ele utilizou a propor¢ao 9.995.001 +

10.000.000; sendo o tltimo elemento desta tabela 107 - 0,9995%°, aproximadamente 9-

900.473, conforme Tabela 6.
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Tabela 6 — Progressao geométrica de razao 0,9995001 e primeiro termo 107 .

N L
107=10.000.000 0
107(0,9995001)—9.995.001 1
107(0,9995001)2=9.990.004 2
107(0,9995001)3-9.985.010 3
107(0,9995001)'8-9.910.399 18
107(0,9995001)19-9.905.445 19
107(0,9995001)20=9.900.473 20

Fonte: Adaptado de (VILANI, 2017).

Compilar tais tabelas exigiu muito tempo e dedicacao, levando 20 anos da vida de
Napier para ser desenvolvida e publicada em 1614, em sua obra Mirifici lagarithmorum
canois descriptio (Uma descrigdo da maravilhosa regra dos logaritmos). Posteriormente,
em 1619 seu filho Robert publicou Mirifici lagarithmorum canois constructio (Construgao
do maravilhoso canone dos logaritmos). Seu trabalho, ajudou os calculos computacionais
dos astronomos, os usuarios da ciéncia daquele momento histérico, em que ainda nao
existiam as calculadoras.

Napier chamou sua criagao a principio de “ntamero artificial“, posteriormente decidiu
usar o termo “logaritmo*, que significa "nimero proporcional e provém da composicao de
duas palavras gregas, logos (razao) e arithmos (numero) (BOYER, 1974a).

Como Napier nao tinha o conceito de base de um sistema de logaritmos, sua
definigao era diferente da defini¢io moderna. Isto significa que se N = 107(1 - 1077)%,
entdo o expoente L é o logaritmo (neperiano) de N. A defini¢do moderna introduzida em
(1728) por Leonhard Euler diz que se N = b%, onde b é um ntimero positivo fixo, diferente
de 1, entdo L é o logaritmo (de base b) de N. No sistema de Napier L = 0 é correspondente
a N = 107, ou seja, log Nap 107 = 0. J4 no sistema moderno L = 0 corresponde a N = 1,
isto é, log, 1 = 0.

Contudo, as regras basicas das operagoes com logaritmos nao eram mantidas para
as defini¢coes de Napier, por exemplo, o seu logaritmo de um produto nao era igual a
soma ou diferenca dos logaritmos. E, como 1-107 ¢ menor que 1, os logaritmos de Napier
diminuem com o aumento dos nimeros, enquanto nossos logaritmos comuns (de base 10)
aumentam. Porém, essas diferengas nao sao muito significativas e derivam da insisténcia
de Napier em que a unidade deveria ser igual & 107 subunidades. Se sua preocupacao nao
fosse com as fragoes decimais, sua definicao poderia ter sido mais simples e mais préoxima
da moderna (MAOR, 2008a).

Portanto, compreender a preocupacgao da escolha de Napier por um nimero préximo
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de 1, permite entender a esséncia do niimero de Euler. Segundo Boyer (1974a, p. 228):

Isto é, se N = 107 (1 — ﬁ)L, entao L é o logaritmo de Naiper ou ntimero N.

Assim, seu logaritmo 107 ¢ 0, seu logaritmo de 107 (1 — %.7) =0,9999999 é 1,

e assim por diante. Dividindo seus nimeros e logaritmos por 107 teriamos

7
virtualmente um sistema de logaritmos de base %, pois (1 - ﬁ) 0" fica préoximo
de lim (1-1)" =1

n—oo e

Deste modo, Napier chegou muito perto de descobrir o niimero que, um século
depois, seria reconhecido como a base universal dos logaritmos e que desempenharia, na
matemaética, um papel secundario apenas em relagao ao niimero m. Este nimero é o e , o

limite de (1 + %)n quando n tende ao infinito.

3.3 O nimero e na obra de Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707 - 1783) nasceu na Basiléia, Sui¢a. Seu pai era um ministro
religioso, e desejava que seu filho seguisse a mesma carreira teologica. Como o pai de Euler
era também versado em matemaética, conhecimento que adquiriu estudando com Jakob
Bernoulli (1654-1705), mudou de ideia ao perceber os talentos matemaéticos possuidos por
seu filho. Johann irmao de Jakob, ensinou matemética particularmente a Euler e também foi
responsavel por convencer seu pai a deixa-lo seguir sua vocacao pela matematica (MAOR,
2008a).

Além dos conhecimentos sobre matemética, Euler recebeu instrucao ampla sobre
teologia, medicina, astronomia, fisica e linguas orientais. Essa amplitude foi muito util,
pois, seu talento o fez conquistar reputacao internacional, levando-o ao exterior por longos
periodos.

No ano de 1727, Euler foi convidado para ingressar na Academia de Ciéncias de
Sao Petersburgo por recomendagao dos Bernoullis, que ja faziam parte da Academia hé
alguns anos. No entanto, no dia em que chegou a Rissia para assumir seu posto como
professor, a imperatriz Catarina I faleceu, fazendo a Rissia mergulhar num periodo de
incertezas e repressao.

Assim, a Academia foi considerada pelo Estado uma despesa desnecesséria, tendo
seu financiamento reduzido. Entao, Euler comegou a trabalhar 14 como assistente na area
de fisiologia e somente em 1733 obteve o titulo de professor de matematica, sucedendo a
Daniel Bernoulli, que retornara a Basiléia. No mesmo ano, ele se casou com Catherine
Gsell, e tiveram treze filhos, mas apenas cinco sobreviveram & infancia.

Permaneceu na Rissia por quatorze anos, e em 1741 aceitou o convite de Frederico,
o Grande, para colaborar com a Academia de Ciéncias de Berlim e acabou ficando 14 por
vinte e cinco anos. Em 1766 Euler, aceitou o convite da nova governante Russa, Catarina

I1, e voltou a Sao Petersburgo.
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Durante os primeiros anos que viveu na Russia, perdeu a visao do olho direito,
suspeita-se que por excesso de trabalho ou, porque observara o sol sem proteger os olhos.
Em 1771, quando retornou, ele perdeu a visao do olho esquerdo. Mesmo cego, Euler
continuou a trabalhar e produzir ditando seus numerosos resultados para seus filhos e
alunos. Em 1783, enquanto brincava com seus netos, teve um derrame cerebral e morreu
instantaneamente.

“A producao cientifica de Euler é extensa e variada, superando a de qualquer outro
matematico e distribuindo-se por diversas areas, tais como, matematica, fisica, astronomia,
engenharia e construgao naval” (PRECIOSO; PEDROSO, 2013). Geralmente escrevia em
latim, algumas vezes em francés, apesar de sua lingua nativa ser o alemao, isto demonstrava

sua facilidade para linguas.

O mais influente entre os numerosos trabalhos de Euler foi sua Introcutio in
analysin infinitorum, obra em dois volumes publicada em 1748 e considerada
o alicerce da moderna anéalise matematica. Neste trabalho Euler resumiu suas
numerosas descobertas sobre séries infinitas, produtos infinitos e fragoes con-
tinuas. [...] O Introcutio pela primeira vez, chamava a atengao para o papel
central do nimero e e da fungdo €* na analise (MAOR, 2008a, p. 202).

Antes de aparecer na Introcutio, a letra e ja tinha sido usada para representar o
ntmero 2,71828... em um dos primeiros trabalhos de Euler, um manuscrito intitulado
“Meditacao sobre Experimentos feitos recentemente sobre o disparo do Canhao”, escrito
em 1727, e publicado em 1862. Em 1731, o nimero e aparece em uma carta escrita a
Goldbach, novamente ligado a uma certa equagao diferencial; sendo definido por Euler
como “o nimero cujo logaritmo hiperboélico é = 1”. E em 1736, o ntimero e aparece impresso
pela primeira vez na Mechanica de Euler (1736), publicacdo na qual ele estabeleceu as
fundagoes da mecéanica analitica.

Apesar de o conceito por tras desse nimero ser conhecido mais de um século antes,
desde a invencao dos logaritmos por Napier, como ja descrito anteriormente neste trabalho,
sua padronizacao que tornou seu uso universal s foi possivel gracas a Euler.

Conforme Boyer (1974b), Euler também foi responséavel por outras notagoes muito
utilizadas em varios ramos da Matematica, como do m para a razao da circunferéncia e
para o didmetro de um circulo; f(z) para fungoes; a, b, ¢ para os lados de um tridngulo
e A, B, C para os angulos opostos, r, R, e S para o raio dos circulos inscrito e circunscrito
e o semiperimetro do trinangulo; >~ para somatério e i para a unidade imaginaria, /—1.

Supoe-se que a escolha pela letra e, foi feita por ser a primeira letra da palavra
exponencial, ou, porque as letras a, b, ¢ e d ja eram bastante usadas em outras partes da
matematica. De qualquer forma, a escolha do simbolo e por Euler, como varios de seus
simbolos, teve aceitagao universal (MAOR, 2008a).

Em seu trabalho Introductio, Euler também trata de fragoes continuas provando
que todo numero racional pode ser escrito como fragao continua finita, enquanto um

nimero irracional pode ser representado como fragao continua infinita, onde a corrente
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de fragoes nunca termina. Mostrou também como escrever uma série infinita como uma
fracao continua infinita e vice-versa.

Dessa forma, Euler partindo da sua definicao de funcao exponencial

n—oo

¢* = lim (1 v f)n (3.4)
n

a utilizou para desenvolvé-la como uma série infinita de poténcias.

. 1\" 1 1 1
7111_)1210(1—1-5) —1+ﬂ+5+§+... (35)

E ao usar a equagdo (3.5) como ponto de partida, ele derivou muitas fragoes

continuas envolvendo o nimero e, uma delas é

e=2+

1+

2+

3+
4
4+ r

A partir desta expansao do numero e como fracao continua, Euler pode ter sido o
primeiro a inferir que e é irracional. Depois que Joseph Lioville (1809 - 1882) provou a
existéncia de nimeros transcendentes e Charles Hermite (1822 - 1901) provou que e é um
niamero transcendente (PRECIOSO; PEDROSO, 2013).

Outros grandes matematicos também contribuiram para a construgao do nimero e:
Jacob Bernoulli (1654-1705) em seu estudo sobre o problema da capitalizagao continua,
em 1683, mostrou que o limite de (1 + %)n quando n tende ao infinito encontra-se entre os
nameros 2 e 3; e Leibniz (1646-1716) foi o responsavel pela primeira apari¢ao propriamente

dita do namero e, em 1690 (FIGUEIRA, 2017).
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4 CONSTRUCAO DO NUMERO DE EULER

Neste capitulo sera feita a construcao do ntimero de Euler a partir de Sequéncias
e Séries de Numeros Reais. Porém, para demonstrar as defini¢oes e teoremas que serao
utilizadas neste estudo, é necessario primeiramente abordar alguns conceitos basicos,
que sdo baseados em Lima (2014), Lima (2009), Avila (2001), Figueira (2017), Siméao
(2018), Raposo Junior (2011) e Corréa (2008).

4.1 Sequéncias de ntimeros reais

Esta secao vai abordar algumas nogoes bésicas sobre sequéncias, particularmente,

defini¢oes, teoremas e certos resultados que serao necessarios no presente estudo.

Definicao 4.1.1 Uma sequéncia ou sucessao de nimeros reais é uma fungao =z : N — R,

que para cada nimero natural n associa um namero real z(n) designado por .

O termo =z, serd chamado de termo de ordem n ou n-ésimo termo da sequén-
cia e a sequéncia x : N — R sera denotada por (z1,Z2,...,Tn...), (Tn)nen, (2,)22, ou,

simplesmente, (z,,) .

Observagao 4.1.1 Nao se pode confundir a sequéncia (z,) com o conjunto formado por

seus termos {z1, xg, X3, ...}

Definigao 4.1.2 Uma sequéncia (z,,) é dita limitada inferiormente, se existir a € R tal

que a <z, para todo n € N. Caso contrario, diz-se que (x,) é ilimitada inferiormente.

Defini¢ao 4.1.3 Uma sequéncia (x,,) é dita limitada superiormente, se existe b € R tal

que z,, < b, para todo n € N. Caso contréario, diz-se que (x,,) é ilimitada superiormente.

Definigao 4.1.4 Uma sequéncia (z,,) é dita limitada se, e somente se, ela for limitada
superior e inferiormente ao mesmo tempo, ou seja, quando existirem ntmeros reais a, b
tais que a < z,, < b, para todo n € N. Quando uma sequéncia (z,) nao ¢ limitada,

diz-se que ela é ilimitada.

Definigao 4.1.5 Uma sequéncia (z,) é dita mondtona quando satisfaz uma das seguintes

condigoes:

(1) monodtona crescente se x, < x,.1, para todo n € N.

(77) mono6tona nao-decrescente se z,, < x,1, para todo n € N.
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(771) mondtona decrescente se x,, > x,.1, para todo n € N.

(7v) mondétona nao-crescente se z,, > x,.1, para todo n € N.

Observacao 4.1.2 Observe que toda sequéncia monétona crescente é também mondtona
nao-decrescente e toda sequéncia monotona decrescente é também nao-crescente, mas a
reciproca nao é verdadeira. Observa-se também que se uma sequéncia é ao mesmo tempo,

monotona nao-decrescente e nao-crescente, entao ela é constante.

4.1.1 Sequéncias convergentes

Definigao 4.1.6 Uma sequéncia (z,) converge para z € R, quando dado um nitmero
real € > 0 arbitrario, existir n, € N, tal que |z, — x| < €, sempre que n > ny.

Neste caso, em termos simbolicos escreve-se

lim z, =z <=Ve>0 3ng=mnp(e) e Nyn >ny = |z, — 2| <e.
n—oo
Podem ser usadas também as seguintes notagoes para indicar que uma sequéncia

(x,) converge para x:

lim z, =z, limz, =z, limz, =z, T, — T.
n—00 neN
Diz que uma sequéncia (z,) converge para z quando possui limite, caso contrario

diz-se que ela diverge.

Teorema 4.1.1 (Unicidade do limite). Seja (z,,) uma sequéncia tal que x,, — a e x,, — b.

Entao a = b. Logo, uma sequéncia nao pode possuir dois limites distintos.

Demonstracao: Dado € > 0, existem ny,ny € N tais que
n>ny = |r, —al < 3, pois r, — a;

n > ny = |r, — bl < 5, pois x, — b.

Deste modo, fazendo ny = max{n, ns}, tem-se, para n > ng, que
la —b] =]a—x, +x, — b <|a—z,|+ |z, — b
= [xp —a| + |2, — b
<5+
=€

=
2

Portanto, a = b.

a—b|

se que |a — b] > & > 0, 0 que é uma contradigao, pois |a — b| < ¢ para todo € > 0.

obtém-

De fato, supondo-se que a # b, entao |a—b| > 0. Assim, tomando € =
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Teorema 4.1.2 Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia convergente com lim z,, = a. Tomando ¢ = 1,
vé-se que existe ng € N tal que |z, — a|] < 1 para todo n > ny.

Logo, se n > ng, entao

|Tn| = |20 — a + a
<|zn —al + a]
<1+]al.

Desta forma, tomando k = max{|z1|, |z2l|, - ,|Tn,—1l|, 1 + |a|}, tem-se que |z, | <

k para todo n € N. Portanto, (z,,) é limitada.
Teorema 4.1.3 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao: Seja (,,) uma sequéncia monotona e limitada. Tomando x = sup{z,;n =1,2,...},
pode-se afirmar que (z,) converge para .

Com efeito, dado € > 0, como x — ¢ < x, 0 nimero x — € nao é cota superior
do conjunto dos z,. Logo, existe algum ny € N tal que x — ¢ < z,,. Portanto, para

todo n > ng, tem-se que
T—e<Tp, Cxp << T+E,
ou seja, |z, — x| < £ sempre que n > ny. Assim, de fato, temos que z,, — z.

Teorema 4.1.4 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demosntragao: Seja (z,) uma sequéncia limitada de nimeros reais e seja D = {n €
N; z, é destacado}. Se o conjunto D é infinito, entao a subsequéncia (z,)nep ¢ mono-
tona limitada, por conseguinte, convergente. Se o conjunto D é finito, seja p o maior
elemento de D. Se ny € N é um ntmero natural maior do que p, entdo n; ¢ D e,
consequentemente, x,,, nao é destacado.

Portanto, existe ny € N,ny > nq, tal que z,, < z,,. Como ny > n; > p, temos
que ny ¢ D e, consequentemente, x,, nao pode ser também um termo destacado e,
neste caso, existe ng € N, n3 > ng , tal que z,, < x,,. Por conseguinte obtém-se uma

sequéncia (x,, ) de (z,) que é mondtona limitada, portanto, convergente.
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4.2 O nimero e como limite de uma sequéncia numérica

n
Nesta subse¢ao, serd mostrado que a sequéncia de termo geral x,, = [ 1 + ﬁ) pOs-
sui limite quando n tende ao infinito, e esse limite é definido pelo niimero e. Sera utilizado
um resultado importante da Analise Matematica, o Teorema 4.1.3 que garante que toda
sequéncia monotona e limitada é convergente.
Seré provado a partir de duas etapas que a sequéncia (z,) converge para o nimero e.
Primeiro sera provado que a sequéncia (x,) é crescente, depois serda provado que ela é

limitada e seu limite estd compreendido entre 2 < x,, < 3.
1 n
Proposicao 4.2.1 A sequéncia de termo geral x,, = (1 + —) é crescente.
n

Demonstragao: Para provar que a sequéncia (z,) é crescente, utilizou-se a aplicagao da

formula do Binémio de Newton, que é dada por

(a+b)" = i (n) a" b

1

=0
n n
—a" + a4 ab™ ! +b",
1 n—1
n n! ,
com = —, parat=0,1,2,...,n.
i il(n —1)!

1 n
Desenvolvendo (1 + —) por aplicacao do Bindémio de Newton, coma=1e b= —,
n n

obtém-se: ~
T, =14+ —
n

Resolvendo os célculos, obtém-se:

1 n
Ty = <1+—>
n
n! N n! 1 n n! 1+
nln—n)l  (n—Dn-n+1)! n n-2)(n—-—n+2) n?
1 !
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nn—1) 1 nn—1)---(n—i+1) 1

1l N S

A (2)! n? L i! n’
n(n—1)..32 1 N n(n—1)..21 1
(n—1)! nn-1 n! nn

Deste modo, dando desenvolvimento inicial a forma, tem-se

(2)
Tp= (14—
n

+%.(1_%)(1_%)...(1_";1), (4.1)

Logo, x,, é uma soma de parcelas positivas. Assim, o niimero dessas parcelas, bem

como cada uma delas, cresce com n. Observe, por exemplo, que

A=) 00) 0o <a i) (o) - -5

Portanto, colocando n + 1 em lugar de n nos termos entre parenteses a esquerda da

desigualdade, observa-se que cada um dos termos que estao a direita da desigualdade é
inferior a cada um dos correspondentes com n+ 1 em lugar de n. Isso prova que x,, < Tp11,

ou seja, que a sequéncia (x,) é crescente.
1 n
Proposicao 4.2.2 A sequéncia de termo geral x,, = (1 + —) ¢é limitada.
n

Demonstragao: Para provar que a sequéncia (x,,) ¢ limitada, basta observar que qualquer
um dos termos entre parénteses em (4.1) sdo menores que ou iguais a 1.
Logo, substituindo todos os termos entre parénteses por 1 com base na igualdade

deduzida em (4.1), é possivel escrever

1" 11 1
1+2) <oyttt 42
(+n) TR (42)
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Considerando que

Entao, tem-se que

142 n<2+1+1+ LI
n 2 22 2i—1 2n—1'

E, finalmente

1\" 11-(lyn % e
1+—-) <24 -——2 =94 2 2"
( * n) HCERE Ly .

11 1
Deste modo, nota-se que 3792 gt ) podem representar os termos de uma
1

progressao geométrica com 1° termo igual 3 e razao 7

Mas, como
1 11 1 11
3 9Ty 3 Ty _ 4 1
1 1 n—
1—3 3 2nt
Portanto,
1\" 1 1
1+—-) <2+1- =3
( + Tl) + 2n—1 2n—1
Ou seja,

1 n
(1+—) < 3,¥n € N.
n

Por outro lado, conclui-se que z,, > 2, uma vez que, se 1 = 2 e atendendo ao fato

que (z,,) é crescente.
Portanto, conclui-se que a sequéncia (x,,) é limitada para todo n € N, e que seu

limite esta compreendido no intervalo

1 n
2 < (1+—> <3
n

Consequentemente, de acordo com o Teorema 4.1.3, (x,,) é uma sequéncia conver-
gente, ou seja, deve existir um x € R, com 2 < = < 3, tal que (z,) se aproxima de x a
medida n que aumenta.

E pode ser definida por
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4.3 Séries de nuiimeros reais

Nesta secao serao abordadas algumas defini¢oes e teoremas sobre séries de niimeros
reais, especificamente os que constituem pré-requisitos para melhor entendimento do

conteudo.

Definigao 4.3.1 Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Define-se uma série numeérica,

ou simplesmente série Y a,, a soma infinita dos termos de (a,), ou seja,

o0

g an:a1+a2+...+an...

n=1
A parcela a,, ¢ chamada de n-ésimo termo ou termo geral da série Y a,,.
Designa-se por s, a soma dos primeiros n elementos da sequéncia (a,), denominada

de sequéncia das somas parciais ou reduzidas de ordem n, definida por

S1 — aq

SQZCL1+(12
S, =a1+ag+---+ay

Desse modo, a nova sequéncia infinita (s,) formada é definida como a série de

termos a,,.

oo
Definicao 4.3.2 Dada uma série g a,, se a sequéncia das somas parciais (s,) convergir

n=1
para s, diz-se que a série é convergente € pode—se escrever

s:limsn:limZaj:Zan:a1+a2+---+an+---
7j=1 n=1

Caso a sequéncia das somas parciais nao seja convergente, diz-se que a série »_ a, é

divergente.

[e.e]

Observacgao 4.3.1 As vezes é conveniente considerar séries do tipo E an, que comegam

n=0
com primeiro termo ag no lugar de a;.
“+o0o
Definigao 4.3.3 (Série absolutamente convergente). Diz-se que a série E a, & absoluta-
n=1

mente convergente se a série dos valores absolutos (moédulos) dos seus termos
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+oo
g la,| = |aa| + |ag| + -+ + |an|+ - --
n=1
é convergente. Uma série convergente que nao seja absolutamente convergente diz-se sim-

plesmente convergente.

Definigao 4.3.4 (Série Geométrica). Chama-se série geométrica de razao r a série

Sort=1drrt et

n=0

A soma parcial (a,) é a soma dos termos de uma progressao geométrica.

Sp=1+r+r2+rP4. . 4" = —
. . 1 L e
Quando |r| < 1 entao o lims, = T— logo, a série geométrica é convergente.
—r

Porém, quando |r| > 1 entao o lim s, = +o0, e a série geométrica é divergente.

4.3.1 Operagoes com séries

Teorema 4.3.1 Das propriedades operatorias relativas ao limite de sequéncias, temos que,

o o0
se E an € g b, sao séries convergentes e ¢ € R, entao

n=1 n=1

i(an‘i‘bn) = i%-#ibn e ic-an :c-ian.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Teorema 4.3.2 Se E a, € uma série convergente entao lima,, = 0.
n=1

Demonstragao: Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de (z,,). Entao existe s = lim s,,.
n—oo

Evidentemente, tem-se também s = lim s,_;. Portanto,
n—o0

lima, = lim(s,, — s,_1) =lims, —lims, ; =s—s=0.

Observagao 4.3.2 A reciproca do Teorema 4.3.2 nao é verdadeira. Um contraexemplo é

. . 1
dado pela série harmoénica E —. Mesmo com seu termo geral a, = — tendendo para
n n
n=1
zero, a série é divergente. Assim, tem-se
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1 /1 1 11 1 1 1 1
sm=1l+-+ s+ )+ |(z+z+z+5 )+ o0+

2 \3 4 5 6 7 8

SR (LR VU (I I I
2 \4 "4 8 8 8 8 on on

S L I P Tk
B 2 48 2"
=1 L

+n 5

o0
e, portanto, lim ssn = 4+00. Consequentemente, lim s,, = 400 e g a, diverge.

n=1

Teorema 4.3.3 Seja > a, uma série em que a, > 0 para todo n € N, e que exista um

nimero positivo K tal que

n
sn:Zaj <K
j=1

para todo n € N. Entao, a série ) a,, é convergente.

Demonstragao: Primeiro deve-se relembrar que a convergéncia da série Y a,, € equivalente

a da sequéncia das somas parciais (s,). Como os termos da série sdo positivos, tem-se

n
Sp = E a; < Sp+1 = Sp T+ Ap1,
Jj=1

ou seja, (s,) é crescente, e, por hipotese, a sequéncia (s,,) é limitada, logo, ela é convergente.
4.4 O nimero e como limite de uma série numérica
Nesta secao, vamos demonstrar que o nimero e pode ser caracterizado por meio da

oo
,.E:l
serie —' .
n:
n=0

Proposicao 4.4.1 O namero e é o limite da sequéncia (s,) cujo termo geral é dado por

] 1 1 1
S, = +ﬂ+i+.“+m’
ou seja,
400 n
e = — = lim <1 + —)
n!l  n-oco n
n=0
o0 1
Demonstracao: Para provar que a série Z —; converge para o nimero e, inicialmente,
n

n=0
determina-se um limite superior. Logo, seja
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400 1
>
n=0

Para determinar se existe um limite superior para s, tem-se que

n=0 '
o 1+1 1

Deste modo, obtém-se acima uma Geométrica com primeiro termo — e razao r =

Assim, como a soma
ii_——i— R TRSE S S
2n_ 23 on—1 _1_1_
n=0 2
Tem-se que,
1 1
<1l+1 — =t =1+4+1+1=3
Sk + +2+22+23+ —|—2n71—|— 1_% +1+
O que implica em s; < 3.
1 1 1 -
—+ =+ +—=+-->2 entao
n!

Considerando o fato que s > 2, pois s =1+ — + — +
temos que s, ¢ finito e fica limitado pela desigualdade 2 < s < 3
Deste modo, com relac¢ao a expressao (4.2) da se¢ao 4.1.2, que mostra

TNRE P S S I
n 21 3! n!’
pode-se afirmar que 2 <e<s <3
Assim, sejam
( 1)n +o0o 1
=1+ e Sp = —
n n!
n=0

Para 2 < p < n, tem-se
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c () 0-2) () -
*;%Q—%)O—%)“(F_n;?

1 1 1 1 2
>1414-(1—=)+—(1-=)(1=2)+-
2 n n

Tornando p fixo e tomando limite em n obtém-se

li >1+1 L, =
mu, > 1+ +§+§+"‘+H

" 1
k=0

Assim, considerando o limite quando p — oo, obtém-se e > s. Portanto, pode-se
definir

1\" 1 1 |
BZJE}O(“g) BT R Di it

Conclui-se, desta forma, que a expressao acima permite obter aproximagoes para o

nimero e a partir de infinitas parcelas compostas de niimeros racionais.

Exemplo: Para n = 10, temos que

10

1
D = = 2,718281801,
—~ n!

sendo entao uma aproximacao para o valor de e com precisao de nove casas decimais.

4.5 Outras representagoes para o nimero e: logaritmos naturais e funcao

exponencial

Nesta se¢ao, serd demonstrado o nimero e como base dos logaritmos naturais e
das fungoes exponenciais, pois, estes possuem uma variedade de aplicagoes.

Segundo Lima (1996), a func¢ao logaritmica e sua inversa, a fungdo exponencial,
constituem a tnica maneira de se descrever matematicamente a evolugao de uma grandeza,
cuja taxa de crescimento (ou descrescimento) é proporcional & quantidade daquela grandeza,

existente num dado momento.
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4.5.1 O numero e como base dos logaritmos naturais

Os logaritmos mais utilizados com aplicagoes em modelos matematicos nas ciéncias
fisicas e biologicas sao os logaritmos naturais, os quais tém uma base natural denotada pelo
numero e. Sera presentada a definigao geométrica de logaritmo natural, baseada em Lima
(1996) .

Seja H o ramo positivo do grafico da fungao y = %, que é a funcao que associa a
cada ntumero real positivo z o numero y = % H ¢ o subconjunto do plano constituido pelos

pontos de forma (z, %), onde z > 0. Em simbolos, pode-se escrever:

1
Geometricamente H é o ramo da hipérbole zy = 1, contido no primeiro quadrante.

Logo, diz-se que um ponto (z, y) pertence ao conjunto H se, e somente se, x > 0 e zy = 1.

Figura 1 — H representa o conjunto de pontos y = %

Fonte: (GRANERO, 2016)

Uma faixa da hipérbole é obtida quando sao fixados dois niimeros reais positivos a,
b, com a < b, e toma-se a regiao do plano limitada pelas duas retas verticais z = a, x = b,
pelo eixo das abscissas, e pela hipérbole H, essa regido pode ser indicada pelo simbolo H?.
Assim, define-se o logaritmo natural de um nimero real positivo x, como sendo a
area da faixa HY, In z nao podendo ser definido quando z < 0. Matematicamente pode

ser escrito como:
In x = Area(HY)

x
Para z > 1, tem-se a Area(H{) = {%dm, ou seja, In x = log.x = %, conforme

H\&

Figura 2.
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Figura 2 — (In : x = Area (HY)

Fonte: (GRANERO, 2016)

Para 0 < z < 1 tem-se a Area(H) = [ 1dx = —log.(z) = —In z, conforme Figura
1

Fonte: (GRANERO, 2016)

Quando z = 1, H] se reduz a um segmento de reta, com érea igual a zero. Podendo

ser escrito como:

In1=0;
Inx>0sez>1;
Inxr<0se 0<uzx<l1.

O ntmero e que é a base dos logaritmos naturais é caracterizado pelo seu logaritmo

natural ser igual a 1, entao, a area H} = 1 escreve-se:
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Area(Hf) = [L1dz = —In(e)—In (1) =1

)—‘\m

A area do logaritmo natural esta representada na Figura 4.

Figura 4 — Area do logaritmo natural de base e

Fonte: (GRANERO, 2016)

Portanto, o niimero e pode ser definido como tinico ntmero real positivo, cujo
logaritmo natural ¢é igual a 1, sendo assim, ele é a base do sistema de logaritmos naturais.

Pode-se escrever:
nr=1zxz=c¢

Imediatamente nota-se que e > 1, visto que temos logaritmos negativos para os
nameros reais positivos menores que 1.

Ressalta-se que alguns autores, chamam esse logaritmo de logaritmo neperiano,
porém, é preferivel chama-lo de logaritmo natural, pois, o logaritmo definido por Napier
possuia valores diferentes deste (LIMA, 1996).

4.5.2 Fungao exponencial de base e

A funcdo exponencial natural f(z) = e* é uma das fun¢oes mais importantes,
aparecendo na descricao de varios fendomenos naturais e evolutivos.

Bellos (2015) aponta que os mateméaticos preferem converter a equacao y = a* em
uma equacdo y = €, para algum k positivo porque o ntimero e representa crescimento
em sua forma mais pura. Além de simplificar a equacao, a constante exponencial facilita

os calculos, é mais elegante e é o elemento essencial da matematica do crescimento.
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De acordo com Lima (1996), seja r = § um numero racional. Tem-se que y = € se,
e somente se, [n y = r. Para demonstrar, considere y = ¢", entao Ilny =1r - In e =1, pois
In e = 1. De maneira reciproca, seja y > 0 um ntmero real tal que In y = r. Como In é
uma fungao biunivoca, conclui-se que y = ¢".

Dado um ntumero real z, € é o tinico nimero positivo cujo logaritmo natural
é x. Geometricamente, y = €* é a abscissa que deve ser tomada para que a faixa da

hipérbole H{ tenha éarea x, conforme Figura 5.

Figura 5 — Area y = €*

[ree——

Area— //

Fonte: Adaptado de Lima (1996)

Observa-se que €* > 0 para todo z, que €¢* > 1 quando z > 0 e que ¢’ < 1 quando
z < 0.
Logo, define-se a funcao exponencial natural x — e*, de base e, como a funcao
inversa da funcao In = log,:
y=e" < r=Iny.
Assim, se a func¢ao exponencial transforma o ntmero real z no namero real posi-
tivo €, a fungao logaritmo natural transforma e* de volta em z. Reciprocamente, a funcao

exponencial leva In y em y.
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5 APLICACAO: MODELAGEM DE UMA EPIDEMIA

A versatilidade e aplicabilidade do nimero e na mateméatica e em diversas areas como
biologia, fisica, medicina, economia, entre outras, o fez tornar-se um nimero de grande
relevancia.

Sua aplicabilidade esté presente em varios modelos matemaéticos, principalmente
nos relacionados a representacao de fenémenos naturais e evolutivos, como o estudo
de caracteristicas de crescimento ou decrescimento de uma populagao. Neste trabalho, sera
abordada sua aplicacao, especificamente, em modelos mateméticos utilizados na analise
da propagacao da doenca viral causada pela COVID-19.

O novo contexto social ocasionado pela pandemia da COVID-19, doenca cau-
sada pelo coronavirus denominado SARS-CoV-2, afetou a economia e sistemas de satde
do mundo inteiro. Este novo cenario, segundo Marcondes (2020) estd demandando néo
apenas recursos para o combate as frentes de saiide e economia, mas também informagoes
de dados precisos a respeito da evolucao da doenca e medidas eficazes para vencé-la.

O supracitado autor afirma que os “métodos matematicos exercem um papel-chave
para a solucao da crise causada pelo novo coronavirus”. Apenas por meio da modelagem
matemaética da evolugao da COVID-19 conseguiremos prever as proximas cidades que
podem sofrer seus impactos, quando provavelmente sera o seu pico, estimar a quantidade
de infectados, mortes e ocupacao de leitos e fazer previsoes sobre a evolucao da doenca e
intensidade do isolamento social. E baseando-se em tais dados, determinar o momento e
maneira correta de afrouxar as medidas de isolamento social e de reabrir gradualmente os
setores que movimentam a economia.

Diversos modelos matematicos usados para o estudo do processo epidémico en-
volvem a aplicagao do niimero e. Como, por exemplo, a funcao exponencial e a func¢ao
logistica, as quais possuem em sua féormula geral o ntimero e. Por meio da utiliza¢ao destas
funcoes ha maior possibilidade de entender e fazer predigoes através de simulagoes acerca
da doenga.

Portanto, neste capitulo sera apresentada a relagao do niimero e com a formulacao de
modelos matematicos que descrevam o desenvolvimento de uma epidemia, tomando como
base os estudos do Laboratorio de Sistemas Complexos (Complex-Lab) da Universidade
Estadual de Maringa (UEM) (UEM, 2020) e do Portal Coronaviz (VELHO; GIANNELLA,
2020).

5.1 A funcao exponencial e sua relagao com os processos epidémicos

Como um processo epidémico ocorre no mundo real, consequentemente, é necessario
o desenvolvimento de modelos matematicos abstratos capazes de refletir com fidedignidade

os aspectos relevantes do fenémeno em questao.
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De acordo com Velho e Giannella (2020) “uma epidemia pode ser definida como
a rapida disseminacao de uma doenca contagiosa para um grande nimero de pessoas de
uma dada populagdo num curto espago de tempo”. A partir de tal defini¢cao, destaca-
se “rapida disseminacao ... em um curto espago de tempo”, logo, os autores apontam
que os conceitos matematicos necessarios para compreender o processo epidémico sao:
crescimento exponencial, que esta relacionado ao aumento rapido de uma quantidade; e
sistema dinamico, que diz respeito a evolucao temporal.

Segundo estudos epidemiologicos, o primeiro periodo de um surto epidémico segue
um crescimento exponencial. Para estudar a fase inicial de crescimento de uma epidemia
utiliza-se a aplicacao da funcao exponencial que contém em sua formulacao o nimero e. A

exponencial é uma fun¢ao da forma
ft)=axb

Onde (a =1e b = e = 2,71828...). Pode-se visualizar o grafico desta fungao na

Figura 6.

Figura 6 — Funcao Exponencial

©
—

Fonte: Autoria propria

Na funcao exponencial, tem-se o crescimento exponencial, onde o valor inicial de
um evento vai sendo multiplicado por um mesmo niimero a cada periodo. Logo, é a forma
como uma quantidade aumenta com o tempo segundo a fungao f(t), ou seja, o parametro ¢
da funcao ¢é o tempo e o seu valor a quantidade de interesse. Na equacao a * b’, a constante

a € o valor inicial no tempo ¢ = 0, e a constante b é o “fator de crescimento” (VELHO;
GIANNELLA, 2020).
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Outra caracteristica da exponencial é que sua derivada (taxa de crescimento)
¢é diretamente proporcional ao valor da funcao. Isto pode ser visto, no caso de uma

discretizagao de t em intervalos de tempo unitarios (i.e. t = 1, 2, ...). Tem-se entao:
ft+1) =axbT =axb xb= f(t)xb

Como exemplo de cenério de uma epidemia, considera-se um caso hipotético no
qual, inicialmente tem-se um tunico individuo infectado, ou seja, a = 1. Cada individuo
infectado transmite o virus para outros dois, isto é, b = 2. Tal fato resulta na féormula

para essa epidemia
ft)=1x2

A partir dessa formula, é possivel calcular o valor de f(t) para (t = 1, ... , 14),
obtendo dessa maneira a quantidade de individuos infectados em cada intervalo.

Considerando um fator de crescimento 2, tém-se ap6s 14 dias mais de 16.000 ca-
sos. Tais dados podem ser verificados na Tabela 7 e no grafico da Figura 7, baseados no
estudo de Korstanje (2020 apud VELHO; GIANNELLA, 2020).

Tabela 7 — Evolucao da Epidemia

Tempo Infectados
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
) 32
10 1024
11 2048
12 4096
13 8192
14 16384

Fonte: Adaptado de (KORSTANJE
apud VELHO; GIANNELLA, 2020)
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Figura 7 — Grafico do crescimento exponencial com os dados da Tabela 7
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Fonte: (KORSTANJE apud VELHO; GIANNELLA, 2020)

Um estudo realizado pelo Laboratorio de Sistemas Complexos (ComplexLab) da
Universidade Estadual de Maringa (UEM, 2020) também baseado no modelo exponen-
cial, mostra o nimero acumulado de pessoas infectadas para os 20 primeiros dias apos
o primeiro caso no municipio de Maringa-PR. Nesse gréafico representado na Figura 8, a

linha tracejada mostra o modelo exponencial ajustado aos dados.

Figura 8 — Modelo exponencial para o nimero de casos de COVID-19
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Fonte: (UEM, 2020)

Perccebe-se que a descri¢ao exponencial ajusta-se bem ao inicio da curva do ntimero

de casos. A area sombreada em azul mostra a regiao de incerteza do modelo. No entanto, o
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modelo passou a superestimar o nimero de infectados apos esse periodo inicial, o que pode
ser um indicativo de desaceleracao da epidemia, ou um artefato causado pela escassez de
testes da doenga.

Contudo, ap6s a fase inicial a evolucao da propagacao da epidemia deixa de seguir
o modelo exponencial, pois, a populacao tem um tamanho finito e todos seus individuos
sao infectados de modo que o crescimento termina. Além disso, deve-se considerar que
os individuos apoés contrair a doenca eventualmente serao curados e deixarao de ser
transmissores dela. Deste modo, Velho e Giannella (2020) expdem que somente a fungao
exponencial nao permite analisar o processo epidémico em sua totalidade, para isso, é

utilizada a fungao logistica.

5.2 A funcao logistica na modelagem dos processos epidémicos

Outra possibilidade para descrever o processo epidémico em suas varias etapas,
é a utilizagao da fungao logistica. Segundo UEM (2020), uma versao alterada do modelo
baseado na func¢ao logistica, conhecido como modelo generalizado de Richards, foi utilizada
para modelar o nimero de casos de COVID-19 em provincias da China, em paises como
Japao, Coreia do Sul, Ira e na Europa como um todo.

A funcgao logistica considera que apo6s o periodo inicial de crescimento, em uma
segunda fase deve ocorrer um decrescimento até se chegar a um patamar maximo. Assim,
sua modelagem ¢é feita pelo crescimento logistico, e esta fun¢ao também possui a presenga
do nimero e em sua férmula.

A formula da funcao logistica é dada pela seguinte expressao:

c
14 axett

f(t)

onde f(t) ¢ o nimero de casos no tempo ¢, a constante b > 0, a constante ¢ = c-1e a

capacidade maxima de f é dada pelo valor limite c. Além do que, o valor inicial f, que

C .
representa o niimero de casos no comego do surto, ¢ dado por 0t e a taxa maxima de
a
In(a c
crescimento ocorre quando ¢4, = (a) e f(tmaz) = 3

Para exemplificar o uso da funcao logistica como modelo da evolucao de uma
epidemia, suponha um caso hipotético onde a quantidade maxima da populagao de pessoas
doentes é 1000, e o processo inicia com apenas uma pessoa doente que pode infectar outras
duas pessoas.

Ao aplicar na formula os valores: ¢ = 1000, a = 999 e b = 2, considerando um

periodo de 10 dias ¢t = 0, ... , 10, obtém-se o gréafico exposto na Figura 9.
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Figura 9 — Funcao logistica
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Fonte: (KORSTANJE apud VELHO; GIANNELLA, 2020)

E possivel notar que a curva cresce de forma acelerada até perto de t = 6, onde
comeca a desacelerar para atingir o patamar de 1000. Outro exemplo da utilizagao do
modelo logistico, foi o realizado pela UEM (2020) para o ntimero de casos de COVID-19 em
Maringa-PR considerando os primeiros 30 dias ap6s o primeiro caso na cidade. Conforme

o grafico da Figura 10.

Figura 10 — Modelo logistico para o niimero de casos de COVID-19
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Fonte: (UEM, 2020)

Verifica-se que os circulos em preto indicam os dados reais e a linha tracejada
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mostra o comportamento do modelo logistico. Além disso, a area sombreada em azul
mostra a regiao de incerteza do modelo.

Percebe-se que o modelo logistico descreve o naumero de casos razoavelmente bem
desde o inicio da epidemia até o dia 18/04/2020. Porém, depois dessa data passou a
subestimar o nimero de casos. Por volta de 21/04/2020 o nimero de casos apresentou um
segundo ponto de inflexao, o qual nao pode ser descrito pelo modelo logistico. Esse segundo
ponto de inflexao indica uma possivel retomada no crescimento de casos de COVID-19 na
cidade.

Portanto, segundo UEM (2020) o modelo logistico pode ser entendido como uma
generalizacao do modelo exponencial, ou seja, uma descrigao um pouco mais realista para
a evolugao da epidemia, ja que o niimero de casos nao pode aumentar para sempre numa

populagao com um ntumero finito de pessoas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento deste trabalho, permitiu apresentar uma pequena parte do vasto
universo da Matematica que envolve o ntimero e, também conhecido como niimero de
Euler, uma das constantes mais importantes da matemaética.

Partindo de uma abordagem historica, foi apresentado como seu surgimento
esta relacionado a questoes financeiras que envolvem o céalculo de juros compostos e
também como os matematicos Jonh Napier e Leonhard Euler contribuiram com seus
estudos para que este niimero fosse reconhecido matematicamente.

No capitulo quatro, construiu-se a definicao do niimero e como limite da sequéncia
+oo

n L. L . L . .
T, = (1 + %) e da série numérica E — Também foi abordado de maneira breve como
n!

este nimero corresponde & base doé1 Oogalritmos Naturais e das Func¢oes Exponenciais.

Em especial atencao as aplicacoes praticas, apresentou-se no capitulo cinco estudos
sobre sua relagao com as fungoes exponenciais e logistica que modelam os processos epidé-
micos. A partir destas aplicabilidades em modelos epidémicos, destaca-se sua importancia
na formulagao de previsoes acerca da disseminagao e evolugao da pandemia da COVID-19,
doenca que esta impactando a satude e a economia da sociedade brasileira e mundial. Assim,
partir dos dados obtidos, que podem sofrer variagoes, é possivel realizar o planejamento
de agoes de prevencao e contengao da doenga.

E importante salientar, que embora o nimero e seja muito importante, ele ainda,
é pouco explorado no ensino bésico, ao contrario do que ocorre no ensino superior. Sua
importancia se da principalmente porque ele representa a linguagem natural do crescimento,
ou seja, possui relagao com o processo que estuda o crescimento e decrescimento de
fendmenos naturais e evolutivos. Desta forma, acredita-se que o conhecimento sobre este
numero nos diversos niveis de educagao pode contribuir significativamente com o ensino e
aprendizagem da Matemética.

Portanto, é importante destacar que como em qualquer pesquisa cientifica, a abor-
dagem sobre o niimero e nao se esgota neste trabalho. Uma vez que, existem diversas
maneiras de se chegar ao niimero e, além das aqui apresentadas e também por esse pos-
suir muitas aplicabilidades. Sendo assim, espera-se que este trabalho sirva como motivador
para o estudo e desenvolvimento de novas pesquisas em outras areas, tanto da Matematica

como em outras ciéncias.
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