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Resumo

Nesta breve monografia apresentamos a teoria da transformada de Fourier no espaco de
Schwarz das fungoes de decrescimento rapido e algumas de suas aplicagoes em fisica, medi-
cina, e em outras dreas da matematica. Os principais resultados teéricos sao a formulacao
das funcoes Gaussianas como nucleos de convolugao, a inversao de Fourier, e a férmula
de Plancherel. Nas aplicagoes, incluimos a férmula da soma de Poisson; propriedades
elementares das fungoes Gama, Teta e Zeta; o Principio da Incerteza de Heisenberg ori-
ginado na mecanica quantica; e o problema de reconstrucao em trés dimensoes para a

transformada de Radon.

Palavras-chave: Transformada de Fourier, espago de Schwarz, Principio da

Incerteza de Heisenberg, Transformada de Radon.



Abstract

In this short monograph we present the theory of the Fourier transform in the Schwarz
space of rapidly decreasing functions and some of its applications to physics, medicine and
other areas of mathematics. The main theoretical results are the formulation of Gaussians
as good kernels, the Fourier inversion, and the Plancherel formula. For the applications,
we included the Poisson summation formula; elementary properties of the Gamma, Theta
and Zeta functions; the Heisenberg Uncertainty Principle from quantum mechanics; and

the reconstruction problem for the Radon transform in three dimensions.

Keywords:Fourier transform, Schwarz space, Heisenberg Uncertainty Princi-

ple, Radon transform.
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Introducao

Da perspectiva da andlise harmonica moderna, o espago de Lebesgue L'(R™) é o am-
biente natural para introduzir os elementos da transformada de Fourier e sua teoria (ver,
por exemplo, [1], [9]). Dados f € L'(R") e w € R\{0}, a transformada de Fourier da f,
denotada por .Z f ou f , ¢ a funcao de R™ em C definida por

F&) = [ fl@)e " dx
Rn

Resultados fundamentais podem ser obtidos nesse dominio, a saber, o Teorema da
Inversao de Fourier e o Teorema de Plancherel (que, em sua forma geral, envolve também
o espago L?(R™)). Entretanto, parte importante da teoria e suas aplicagoes advém do
estudo de um espacgo vetorial mais restrito, o chamado espaco de Schwarz, cujas fungoes
sao suaves e possuem decrescimento rapido (em sentido que tornaremos preciso). As
propriedades desse espaco formam a base da relevante teoria das distribuigoes.

Nesse contexto, e visando uma primeira exposicao, a presente monografia propoe in-
troduzir o tema no ambiente do espago de Schwarz, seguindo assim a linha de nossas
principais referéncias ([2], [7]), as quais sacrificam generalidade em troca de um texto
mais autocontido cujas principais ideias e técnicas se tornam mais transparentes. Nao
sera exigido do leitor conhecimento em teoria da medida, pois desenvolveremos o estudo
utilizando a integral (imprépria) de Riemann. O leitor que possui experiéncia com medi-
das pode optar por estudar a parte das transformadas diretamente em [1] ou [9], e utilizar
o presente texto como bibliografia auxiliar da teoria ou para estudo das aplicagoes.

Nosso texto consiste em uma apresentacao detalhada da teoria e de exercicios e
aplicagoes selecionadas dos capitulos 5 e 6 do primeiro volume das Palestras de Prin-
ceton em Andlise (Princeton Lectures in Analysis) ([7]). Dentre as aplicacoes, evitamos
incluir aquelas que conhecemos possuir uma exposicao clara na literatura matematica
escrita em portugués brasileiro, a exemplo das solugoes de equagoes diferenciais parci-
ais cldssicas, como em [2]. Optamos, portanto, por uma selecdo de outras das nossas
aplicagoes favoritas em [7].

Isso posto, o trabalho foi organizado em dois capitulos. No primeiro, trataremos da

teoria da transformada de Fourier no espaco de Schwarz, na qual destacamos as propri-



edades da Gaussiana e os ja mencionados Teorema da Inversao de Fourier e a Férmula
de Plancherel. Ao segundo capitulo reservamos quatro aplicagoes da teoria desenvolvida
antes, sendo elas: a Formula da soma de Poisson; relagao e propriedades elementares
das funcoes Gama, Teta, e Zeta; a formulacao matematica do Principio da Incerteza de
Heisenberg, descoberto no contexto da fisica quantica; e, por fim, o problema de recons-
trucao da transformada de Radon e sua relagao com tomografias computadorizadas cujas

contribuigoes rendeu ao fisico sul-africano A. Cormack o nobel de medicina e fisiologia em
1979.



Capitulo 1

A Transformada de Fourier no

Espaco de Schwarz

1.1 Teoria Elementar da Transformada de Fourier

Dada uma fungao f definida no disco unitério (ou, equivalentemente, periédica em R),

podemos definir sua série de Fourier como abaixo:

o0

fla)~ Y ane™™, (1.1)

n=—0oo

onde

1
an:/ fz)e 2oy,
0

Essas séries surgiram historicamente no estudo de solugoes para algumas equagoes
diferencias parciais (e.g. equagao da onda e equacao do calor). Em andlise de Fourier
sao estudados diferentes modos de convergéncia e condi¢oes sob as quais vale igualdade
em (1.1), entre a funcdo e sua série. Se substituirmos os objetos discretos (somatoério
e numeros inteiros) por suas contrapartes continuas (integral e nimeros reais) na série,

obtemos a seguinte expressao:

fz) = / " feyemieas (1.2)

A equagao (1.2), em ambiente apropriado, é vélida e conhecida como Teorema da
Inversao de Fourier. Muito de nosso trabalho aqui objetiva demonstrar esse fato para
fungoes do espago de Schwarz a ser definido (vale ainda, de maneira mais geral, no espago

de Lebesgue L', como afirmamos na introducao). O objeto f , que se apresenta como
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versao continua dos coeficientes de Fourier na equacao acima é o tema de nossos estudos

aqui e o definimos formalmente por hora como

for= [ senitar (13

Nessa espécie de generalizacao, contudo, fazemos a importante observacao que f' nao
sera mais definida para funcoes periddicas como no caso dos coeficientes, e sim, para
classes de funcoes definidas em R que apresentem alguma propriedade de decaimento no
infinito a fim de fazer convergir a integral acima. A periodizacao dessas funcoes, contudo,
tem como coeficientes de Fourier precisamente a transformada de Fourier avaliada nos
inteiros. Essa relacao entre os coeficientes de Fourier da periodizacao de um funcao com
decaimento e a sua transformada é conhecida como Férmula da Soma de Poisson, e sera
apresentada no capitulo 2 (Teorema 2.1). Dito isso, iniciaremos a construgao da teoria

definindo o conjunto de fungoes apropriado.

1.1.1 Definicao da Transformada e primeiras propriedades

Definicao 1.1. Uma func¢ao continua f : R — C possui decrescimento moderado se existe

uma constante A > 0 tal que para todo = € R vale

A
1422

|f(2)] <

Para os efeitos deste capitulo, se € > 0 o leitor pode substituir 2 por 1 + € no ex-
poente que aparece no denominador. Tal como em nossa referéncia, mantemos o 2 por

conveniéncia. Se definirmos Iy = fiVN f(z)dz, vale entao a seguinte estimativa para
M > N:

g — Iy| < / f(@)|dz < A vz < 24/N.
N<le|<M

N<|z|<M
Isso nos diz que Iy é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Pela completude de

R faz entao sentindo definir, para toda funcao de decrescimento moderado, o limite

/Z flz)de = ]\}51(1)0 /]]\; f(x)dx.

O conjunto de todas as fungoes reais continuas de decrescimento moderado sera de-
notado por M(R), o qual é também um espago vetorial. Vejamos suas primeiras propri-

edades.

Proposicao 1.2. Funcoes de decrescimento moderado satisfazem as seguintes proprieda-
des:
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(i) Linearidade: se f,g € M(R) e a,b € C, entao

+oo +oo +oo
/ af(x) +bg(z)dr =a f(z)dx + b/ g(x)dz.

[e.9] —0o0 —00

(ii) Invariancia sob translagdo: para todo h € R, vale
+oo +oo

flx — h)dx = f(x)dx

—00 — 00

(iii) Escalonamento sob dilatagdo: se § > 0, entao
+oo +o00

4 f(ox)dx = f(x)dx

—00 — 00

(iv) Continuidade: se f € M(R), entao

/+Oo]f(x—h)—f(x)|da:—>0 quando h — 0.

o0

Demonstracao: .

(1) Segue da linearidade da integral. A hipétese garante a convergéncia.

(i1) Para € > 0 e N grande, tem-se a seguinte estimativa:

‘ /i sy [ ]]VV flw = hyde| = ' /. " fla)de - / zz f@)ds

)d d
s‘/Nh T f@)m
. A’h
—1+(—N—h) TTE N —npe
<e.

(17i) A prova de trés é semelhante a de (ii):

‘/ f(z dg;—a/ flox)dz| = ‘/ f(x)dz — sz()

(7v) Primeiro escolha N suficientemente grande tal que

/ |f(x)|de < e, e / |z —h)|dz < e
[z[>N |z|>N

<7
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Como estamos interessados em |h| pequeno, podemos supor |h| < 1. Da continuidade
uniforme de f no intervalo fechado [-N — 1, N + 1] segue entao que supj, <y |f(z —h) —
f(z)] = 0 quando h — 0. Escolhendo |h| tdo pequeno que |f(z —h) — f(x)| < /2N com
x € [=N, N, tem-se entao

/_Oo |f(:c—h)—f(a:)!dq;§/N Vf(l‘—h)—f(:c)|dx+/

0o -N |z|>N

(@ — B)ldz + / 1 (@)|da

|z|>N

< 3e.

Definicao 1.3. Se f € M(R), definimos sua transformada de Fourier f :R — C por

i) = / " fa)e e,

Utilizaremos também a notagao .7 (f) ao invés de f , especialmente quando quisermos
enfatizar a transformada enquanto operador entre espacos de func¢oes ou for conveniente
tipograficamente.

E claro que f estd bem definida uma vez que e 2™ (com ¢ € R) é elemento do
circulo unitario. Contudo, nada garante que f € M(R). Essa situagdo nao permite um
aprofundamento da teoria ao menos que assumamos a priori estar lidando com elementos
f de M(R) tais que f também possui decrescimento moderado. Em 1950, L. Schwarz
propos uma classe mais refinada de fungoes que apresentam tal propriedade (como veremos
mais adiante). O principio fundamental que motiva a defini¢ao do espago de Schwarz,
assim nomeado por Grothendieck em sua homenagem, é o de que quanto mais rapido
for o decaimento da transformada, mais suave é a funcao, e vice-versa. Esse fenomeno
também ocorre com os coeficientes de Fourier (ver capitulo 3 de [7]). Definimos esse

espaco logo abaixo.

1.1.2 O espaco de Schwarz

Definicao 1.4. (Espaco de Schwarz) Dizemos que uma fungao f : R — C possui decres-
cimento rapido quando € de classe C* e para todos naturais k, [ maiores ou iguais a zero,
tem-se

sup 2| fO()] < os,
zeR

onde f® denota a derivada de ordem I, com a convencio f® = f. O espaco de

Schwarz, denotado por S(R), é o conjunto de todas as fungoes de decrescimento répido.

7
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Além da estrutura de espago vetorial, é imediato ver que S(R) é fechado com relagao
a multiplicacao por x e a derivacao, de modo que
zf(z) € S(R), e fU e SR) VI € N

De xzf(z) € S(R) podemos prontamente concluir que P(z)f(x) € S(R), para todo
polinémio real P(x).

Nossa primeira proposigao acerca de fungoes em S(R) retne cinco propriedades ele-
mentares que utilizaremos frequentemente. O leitor deve notar, contudo, que com excecao
do item (v), a demonstragao valeria para funcoes de decrescimento moderado. A notagao
f(x+h) — f(€)eX™ ¢ significa que se definirmos g(x) := f(z+h), entdo §(&) = f(€)e2mhe.

O significado é andlogo para os demais itens.
Proposicao 1.5. Se f € S(R), entao

() flz+h) — f(€)e M para todo h € R.
(ii) f(x)e 2" — f(€ + h), para todo h € R.
(iii) f(6x) — 01 f(671€), para todo & > 0.
(iv) f'(x) — 2mig f(6).

(v) —2mizf(z) — £ ().

Demonstracao:

(i)

+00
/ fz 4+ h)e ™ dy

o0 -

+00
/ f(ZE + h)6—27rz§(a:+h)dx) 6—2772/1{

+o0
— / f(m)e%rzg(m)dm) 6727rih£

f(33 + h)6727ri£(x+h) eZﬂihfdx

(ii) Segue imediatamente das defini¢oes.
(iii)

+00 +oo
/ f(6x)e 2% dy = (5(51/ f(éx)e’%if“}‘s‘sfldx

[e.e] —0o0
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+o00
—_ 51 f(z)e—%ri{acé’ldx

—00

=0 f(&5).
Para obter a penitltima igualdade aplicamos (éi7) da Proposi¢ao 1.1 sobre g(x) :=
f(‘r)e—%rifac&’l.
(iv) Integrando por partes, temos

+N

/ Py s = [fa)e Yy 2mie [ fla)e i
-N

—N

Tomando o limite quando N — oo obtemos o resultado uma vez que f € S(R).

(v) Primeiro note que

f(e+ h})L — f(9) B (—%f{f)) = %(/f(x)e—%iz(&h)dx — /f(x)e—27rix£dx)

—/—QWixf(x)egmxédx

] 6727ri:r;h -1
= /f(y[;)e%“Ds (T + 27?2'91;) dx.

Como f e xf possuem decrescimento rapido, para todo € existe N grande tal que

/ Flo)de < -, / o f(x)de < ¢
|z| >N |z|>N

Observe ainda que para |z| < N existe hy tal que |h| < hy implica

—2mizh

e +omizl < £
; iz < o

Isso segue de limy,_,o(e~2™@" — 1) /h = —2mix. De fato, pela identidade de Euler e
os limites fundamentais, temos

. e Imieh 1 cos(—2mizh) —1 . isen(—2mxh)

lim —— = lim + lim —————~

h—0 h h—0 h h—0 h

=0+ i(—27x).

Logo, para |h| < hg valem as estimativas

9
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~

‘f(f + h})L —f&) (—%f(&))‘ < LSN f(z)e 2t (# + 2m':v> dx
+/|;>N f(x)e—%rixf (# -+ 27‘(@3’;) dx
e—27riar:h _

dx +/ |f(x)z|||2mi|dz
h jal >N

19
<< /| @l /| E

< 2Ae + Be + 27e.

A demonstracao fica assim concluida.

O

Vistas essas propriedades, ja estamos aptos a mostrar que a transformada de uma
fungdo em S(R) também possui decrescimento rapido. Na demonstra¢do abaixo, por
abuso de notacdo, se g(z) := (£)*(—2miz)' f(z), convencionamos escrever . (g) como
F((L)k(—2miz)' f(z)), apesar do argumento entre parénteses nesse tiltimo caso, a rigor,
ser um numero complexo e nao uma funcao. A notacao é semelhante para as demais

fungoes que aparecem na demonstragao e nos sera util.
Teorema 1.6. Se f € S(R), entio f € S(R).

Demonstragdo: Primeiro note que se f € S(R), entdo f é limitada (por 2 | f(2)|dx).
Para provar que para todos k e [ inteiros nao negativos a expressao f’“(d%)l f (&) é limitada,

é suficiente entao demonstrar a seguinte afirmagao:

ﬁ (%)k(—%ix)lf(:c) gk (%)lﬂf)-

De fato, utilizando o item (iv) da Proposi¢ao anterior

#( L) Comntsen© = #Ca( ) (ariay somie

~ omieF( (%)k_1<—2mx>lf<x>><g>.

[terando esse argumento outras k—1 vezes sobre a transformada que aparece na tltima

igualdade acima, obtemos entao

d\*
4 (<@) (—2miz)! f(2))(€) = (2mi&)*.F ((—2miz) f(x))(€). (1.4)
Similarmente, pelo item (v) da Proposigao anterior observe que

10
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F((=2miz)' f())(€) = F ((=2miz)(~2miz)' " f(2))(€)
F((=2miz)' ™' f(2))(€)

d
dg
Iterando [ — 1 vezes o argumento para a transformada de (—2miz)" =t f(z):

F((—2mia) f(2))(€) = (%) Z(F@)(©) (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4), temos:

() amia s = erigt (&) #UtN©.

Como queriamos demonstrar.

g

Um conjunto importante de funcoes do espaco de Schwarz sao as Gaussianas definidas
5.2 - - . N . -

por f(z) = e P com B > 0. Essas funcdes sdo preciosas & teoria da probabilidade

e suas aplicacoes mas nao somente. Provaremos agora algumas de suas propriedades

fundamentais que serao essenciais para o desenvolvimento da teoria da transformada.

Proposicao 1.7. Para todo g > 0

00 T 1/2
e P dy = (—) .
/. ;

Demonstracdo. A estratégia do calculo é considerar o quadrado da integral de interesse

para poder utilizar coordenadas polares:

0o 2 0o o
(/ eﬁIQd:c) = (/ eﬁsz:c) (/ eﬁdey>

— /Oo /oo eiﬂ(x%”ﬂ)dxdy
Pl

:/ / e P rdrd
o Jo

—/ omre " dr
0

2 oo
_ e “du
28 Jo

11



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

o
B
U
Teorema 1.8. Se f(z) = e ™, entio f(¢) = f(€). Em outras palavras, e™™ ¢ sua
propria transformada.
Demonstracao: Por conveniéncia, estabelecemos a seguinte notacao:
F(€) = f(¢) = / e o2 gy
Pela Proposigao anterior, F'(0) = 1. Agora observe que pelos itens (iv) e (v) da

Proposicao 1.5, podemos concluir que

F'(&) o / w(—zmx) f(z)e ™ dy

/ (—2mwe ™ )e 2 iy

_ / f/ 727rm:£ dx

—ifr(€)
‘— i(2mi€) f(€)
— 2R (€).

Assim, se G(£) := F(£))e™, entdao G'(£) = —2nEF(€)e™ 4 2nEF(£)e™ = 0. Des-
tarte, G é constante com G(0) = F(0)e™ = 1. Portanto, F(£)e™ = G(£) = 1, como
queriamos.

g

Outra demonstracao elementar do Teorema 1.8 pode ser obtida utilizando o Teorema

de Cauchy em andlise complexa (ver exemplo 1, p.42, em [8]).
Corolirio 1.9. Se § > 0 e Ks(x) = 6~ /2 ™*/% entio Kj(£) = e ™€,

Demonstragdo: Defina f(z) := 0~/2¢=™ Dai, f(z) = 6 /2¢~™". Note que Ks(x) =

f(671/2z). Dessa forma, pelo item (i7i) da Proposicio 1.5, temos

Ks(&) = (67Y) 71672 1¢)
— 51/2571/26771-(51/25)2

52
= ¢ ¢,

12
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O
Teorema 1.10. A cole¢io {Ks}s~0 € uma familia de nicleos de convolu¢do quando 6 — 0.

Demonstracao: As trés propriedades que definem os nucleos de convolucao em nosso

contexto sao

(1) [7°, Ks(z)dx = 1.
(17) ffooo | Ks(x)|de < M.
(133)¥n > 0, lims_o flz\>n | Ks(x)|dx = 0.

Como Kj é positiva para todo 6 > 0, (i) implica (i7). Note que K;(O) = ffooo Ks(zr)dx.
Portanto, pelo corolario, [~ Ks(x)dx = 1. Para provar (iii), realizamos a mudanca de

varidveis y = x/0'/2:

/ | Ks(x)|dx =/ 52 0y :/ e ™ dy.
|[z|>n |z|>n ly|>n/51/2

Tomando o limite quando ¢ tende a zero nos dé o resultado.

A definicao e o corolario a seguir esclarecem o termo ”nticleo de convolucao”.

Definigao 1.11. Se f,g € S(R), a convolugao f * g é a funcao definida por

e = [ " o — y)gly)dy.

Corolario 1.12. Se f € S(R), entao (f * Ks)(x) — f(z) uniformemente quando 6 — 0.

Demonstragdo: Se f € S(R), para todo € > 0 existe R > 0 grande o suficiente tal
que se |z| > R, entao |f(z)| < e. Além disso, f é uniformemente continua no compacto
[—R, R], ou seja, para todo ¢ > 0 existe n > 0 tal que para todo x,y € [—R, R] se
|z —y| < n, entdo |f(x) — f(y)| < e. Para o caso em que x € [-R, R] e |y| > R, vale
|f(@) = fW)l < [f(@) = fF(R)]+|f(R) = fy)] e+ [f(R)]+[f(y)| < 3e.

Agora observe que

(f * Ks)(a) — f(x) = / K)o — t)dt — f(x)

oo

- /_oo Ks(t) f(z — t)dt — _OO K5(t) f(z)dt
_ / T K@ — 1) — fl)de

(e 9]

13



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

Dai,

|(f + Ks)(x) = f(2)] < /OO Ks()[f(x —1) — f(x)[dt
= Ks@)|f(x —t) = f(x)[dt + Ks@)|f(x —t) — f(x)|dt

[t|>n [t]<n
<B [ FKyt)dt+ | Kst)|f(z—t)— f(z)|dt
[t|>n [t|I<n
<B K(;(t)dt + 3¢ K(;(t)dt
[t]>n [t|<n
<B | Kst)dt+3e
[t|>n

Pela terceira propriedade dos bons nicleos, obtemos entao o resultado fazendo § — 0.
O

Com pequenos ajustes na definicao do nicleo de convolugao para se adequar ao am-
biente, resultados de convergéncia andlogos a esse ocorrem em andalise da série de Fourier
(ver Teorema 4.1 em [7], e os exemplos do niicleo de Fejér e nicleo de Poisson). A
demonstracao usual do Teorema da aproximacao de Weierstrass também faz uso dessas

propriedades.

1.1.3 A Inversao de Fourier

Antes de prosseguirmos para o nosso primeiro grande Teorema, para conveniéncia do
leitor, reunimos aqui os principais fatos sobre integrais de Riemann em R" que utilizaremos
durante o restante do texto. As ferramentas que necessitamos sao os analogos do Teorema
da Convergéncia Dominada e do Teorema de Fubini em teoria da medida mas que sejam

validos para integrais de Riemann.

Teorema 1.13. (Convergéncia Dominada de Arzela) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
Riemann integraveis definidas em um intervalo [a,b] e que converge, também em |a,b],
para uma funcao Riemann integrdvel f. Se existe uma constante M > 0 satisfazendo
|fu(x)| < M para todo x € [a,b] e todo n natural, entdo lim,, fab |fu(x) — f(z)|dx = 0.

Em particular,
b

lim [ fu(z)= / b f(w)da.

n—oo a

Teorema 1.14. Seja f uma funcdo continua definida em um retangulo fechado R C R"
Suponha R = Ry X Ry, com Ry C R™, Ry C R™ en =nj+ny. Se (r1,15) € R™ x R"2,

entdo F'(zy) : fRz é continua em Ry. Além disso,

14



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

/R fla)da = /R ( A f(xl,xg)dx2>dx1.

Nosso principal interesse, contudo, reside em integrais impréprias no R"™. Sendo assim,

precisamos nos restringir a uma classe de fungoes para a qual faga sentido definir o limite

lim (x)dx = f(z)dz,
R

N—oo QN

onde Q) é um cubo n-dimensional de lado N centrado na origem. Para tanto, gene-

ralizamos o conceito de decrescimento moderado do inicio do capitulo:

Definicao 1.15. Uma funcao continua f definida no R™ possui decrescimento moderado

se existe constante A > 0 tal que para todo z em R"

A
< —
@) < T

Utilizando o Teorema 1.14, podemos obter uma versao adaptada do Teorema de Fubini

para integrais improprias de Riemann:

Teorema 1.16. Seja f uma funcao continua definida em R™ com decrescimento mode-

rado. Se ny e ny sao naturais tais que nq + ny = n, entao

F(Q?l) = f(l'l,x2>d£€2

R"™2

possui decrescimento moderado, e

f(z)dx = / ( f(xq, mg)d:vg) dxy.
Rn R™1 R™2

Um corolédrio imediato é que podemos calcular a integral imprépria no espacgo de
funcoes de decrescimento moderado iteradamente.

As primeiras demonstragoes elementares do Teorema da Convergéncia Dominada de
Arzela foram obtidas em [4] e [3]. A verificagdo dos Teoremas do tipo Fubini pode ser
encontrada no apéndice de [7]. Daqui em diante, sempre que derivarmos sob o sinal da
integral, realizarmos uma mudanca na ordem da integragao ou escrevermos integrais de
maneira iterada, estaremos empregando os resultados acima (mesmo quando nao menci-
onados explicitamente).

Retornamos agora a teoria da transformada com uma consequéncia do Teorema 1.16.

Na sequéncia provamos a célebre inversao de Fourier entre uma funcgao e sua transformada.
Proposigao 1.17. (Férmula da multiplicagao) Se f, g € S(R), entao

+o00 +

f@iys = [ " Fw)ey)dy.

—00 —0o0

15



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

Demonstracao: Defina F(x,y) := f(z)g(y)e *™*¥. Como f,g € S(R), F é continua e

possui decaimento moderado em R2. Definindo entao

R = [ Fepa= [ ey = 1w

—00 —

(),

)= [ Fepde= [ i@ = fw)

oo -

pelo Teorema 1.16, tem-se

/Rz Fo,y)dvdy = - f(z)g(x)dx = ” FW)gly)dy

Teorema 1.18. (Inversdo de Fourier) Se f € S(R), entao

+o00

flz) = f&)e*mi=td.

Demonstracao: Primeiro mostraremos que

“+o00

~

f(0) = f(E)de.

— 00

Defina g(z) := e ™™ e Gy(z) := e ™ = ¢(6'/%z). Assim, pelo item (iii) da Pro-

posicao (1.5), temos

Gs(€) = (82)1g((02)71e) = 67 2g(67Y2¢) = 5712 ™ '€ = Ky(¢).

Destarte, pela formula da multiplicacao

“+oo “+o00 R

Visto isso, afirmamos agora que lims_,qo fj;o flz)Ks(z)de =

e > 0, vale

f(z)Ks(x)dr = f(2)Gs(z)dx.

‘/_:Of(:c)[(g(x)dx—f(o)‘ < /lxbnf(x)[(g(x)dx +’ » (x)K(;(x)dx—f(O)’

= /||> f(z)Ks(z)dx

+ ‘
[z]<n

_ /||> (@) Ks(x)da

_|_

[z|<n

16

(@)[f (x) — f(0)ldz — f(0)

+oo

f(z)Ks(x)dr —

— 00

Ks(x)dx

f(0). De fato, para todo

Ks(x) f(0)dx
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< Me+e+ f(0)e,

onde M ¢é uma cota superior para f. Para obter a ultima desigualdade é suficiente
escolher n > 0 tal que se |z| < n, entao |f(z) — f(0)| < € e tender § a zero.
Provado o limite acima e utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Arzela

para integrais de Riemann, podemos concluir a primeira etapa da demonstracgao:

“+o0 “+o00 “+o00 R

fO)=lim [ FOGOds =lm [ FOCs(ds = | Fle)de

Provado o resultado para x = 0, o caso geral segue do item (i) da Proposigao (1.5).
Defina F(y) := f(y + z). Dali,

~

+00 +oo ]
f(x) = F(0) = / Fede= [ feemd.

o0 —

i

Coroléario 1.19. O operador Transformada .# é uma bijecao sobre o espago de Schwarz
e sua inversa F* ¢ dada por F*(f)(x) = [ f(€)e*m"EdE.

Demonstragao. Seja f € S(R). Calculemos .7 (Z*(f)):

I
=
=
~—
]

[}
<
g
S
QU
S

Por outro lado,

FEO) = [ FOQE s = fa).
U

Acabamos de ver que o operador transformada é um automorfismo em S(R), mas,

além disso, veremos que também preserva a norma dada por

in=( [ i) (16

a qual se trata da norma induzida pelo produto interno hermitiano usual

17



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

< f,g>= /_OO f(x)g(x)dz. (1.7)

Esse resultado é conhecido como a férmula de Plancherel e é anédlogo a identidade de

Parseval para séries de Fourier.

1.1.4 A Formula de Plancherel

Iniciamos provando trés propriedades fundamentais das convolucoes.
Proposigao 1.20. Se f,g € S(R), entao:
(i) f*ge SR).
(i) frg=g+f.
(iif) (F*9)(&) = F(©)a(©)-

Demonstragao: (i) Primeiro afirmamos que se f € S(R), entao

sup o] f(z — y)| < A1+ [y])', VI €N, (1.8)

onde A; é uma constante que depende apenas de [. Para provar essa afirmacao, con-

sideramos separadamente os casos |z| < 2|y| e |z| > 2|y|. Por um lado, temos:

sup |azf'|f(z—y)| < sup Qy)|f(x—y)| =2y sup [f(z—y)l
|| <2[y| || <2[y| || <2[y]

Por outro lado, como |z| > 2|y| implica |z| < 2|z — y|, obtemos também que

sup [of|f(z —y)] <2 sup |z —y['|f(z —y)l.
o121y fel21y)

Os supremos existem porque g possui decrescimento rapido. Podemos agora concluir

a afirmagao. De fato,

sup |z|'| f(z — y)| < maz{2'|y|" sup [f(z—y)],2" sup |z —y['|f(z—y)|}
2€R 2] <2]y| 12l >2]|

< maz{2'y[",2"}maz{ sup |f(z—vy)|, sup |z —y|'|f(z—y)[}
|z|<2|y| |z|>2]y|

< (2'y|' + 2"Yymaz{ sup |[f(z —y)|, sup |z —y|'|f(x —y)|}
2] <2ly] 2] >21y]

= 2'maz{ sup |f(z —y)|, sup |z —y|'|f(z—y)|[}(1+ |y|)
] <2|y| |z|>2]y|

18



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

< 2'max{ sup |f(z —y)|, sup |z —yl'|f(z —y)|}(1+ |y])"
2] <2ly| 2l >2ly]

= A1+ y])".

A partir da afirmacao, temos o seguinte:

—+00

|2 + 9)(x) s;sgpb/’ 2! 1£(z — )llg(w)ldy

+00
<A [ @l lowldy < .

o0

Uma vez que para todo k natural (-L)f(fxg)(z) = ((L)"fxg)(z) e (L)*f € S(R), a
demonstracao de (i) estd concluida. Para justificar a primeira assergao, derive sob o sinal
da integral para k = 1 (isso pode ser feito pois f € S(R)) e itere o mesmo argumento
para k genérico.

(77) A comutatividade é obtida a partir das mudancas de variaveis y — —y e x4y — w:

U*wu»=/ff@—ymwMy=/ffu+yw«wwy=/ffwmm—umw:ewfxm.

(iii) Considere F(x,y) = f(y)g(z — y)e > e defina ainda

Fi(z) = /_OO FW)g(z — y)e > dy,  Fy(y) = /_00 Fy)glz — y)e 2™z,

Observe agora que Fy(x) = e 2™ ( fxg)(x) e, pelo item (i) da Proposicao 1.5, Fy(y) =
fy)e 2™ g(€). Pelo Teorema 1.16, obtemos entao

/R2 F(x,y)da:dy:/RFl(x)dx:/RFg(y)dy,

ou seja,

Aa*m@w*m%xz/}@wﬁm%@m%

R

como queriamos mostrar.

Seja ||-|| a norma definida em (1.6). Assim, enunciamos

Teorema 1.21. (Plancherel) Se f € S(R), entdo ||f]| = ||f].

19



1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

Demonstracio. Defina f°(x) := f(—x) e observe que fb(ﬁ) = f(€). De fato,

-

pe = [ TEme s = [ ey
/

—+o0 —+o00
(y)e 2miwidy = ( f (y)ez’”'yﬁdy)

Dai,

~

P P6) = FOPE©) = FOF©) = 1f P

Portanto, por um lado, temos

uwwm—*wﬂwwww—lmwﬂW@—/Wuwwy

o0 —00

—

Por outro, utilizando a inversao de Fourier e o valor de f * f°(£) calculado acima:

+oo +oo
(f* )(0) = fﬁ%W&Z[ o).

Isso conclui a demonstracao.

1.2 Extensao para funcoes no R"

Uma vez definida a generalizagao apropriada do espaco de Schwarz para fungoes no
R™, veremos que a extensao dos resultados da se¢cao anterior para esse ambiente nao exige
novas ideias. Quando os argumentos nao sao formas iteradas dos estudados anteriormente,
envolvem no maximo pequenos ajustes na notacao e dominio das fungoes. Reunimos os
principais resultados na demonstracao do Teorema 1.26.

Iniciamos entao apresentando a notacao necessaria para definir o espago de Schwarz
S(R™). Dado um multi-indice & = (a1, ..., ) € Z7 de inteiros ndo negativos e x € R”,

definimos o monoémio z® := z{* - - - . Definimos também o operador diferencial (0\0z)®

ON (DN (DN o
ox -\ oy o0z, —83;‘1"1...8I%n’

onde |a| = a3 + -+ + «, é a ordem do multi-indice. Dito isso, o espa¢o de Schwarz

por

20
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para funcgoes do R™ é dado por

SR :={f:R"—=C: feC™ sup

zeR™

o B
xa<%) f(x)] <ooVoa,p € Z}

Agora podemos entao definir a transformada de Fourier f : R™ — C de fungoes f em
S(R™):

f(é) = . f(z)e ™=y,

onde (-) denota o produto interno canoénico em R™.

Um grupo importante de simetrias que se torna mais ”visivel’em dimensoes maiores
que 1 sao as rotacoes. Faremos uso frequente delas ao lidar com a transformada de
Radon no capitulo 2 e incluimos novos resultados envolvendo-as. Realizando mudancas

de variaveis, temos as seguintes relagoes para translacoes, dilatacoes e rotagoes:

(@) [fgn f(x+ h)de = [;, f(x)dz, para todo h € R™.
(b) 0" [y, f(0x)dx = [, f(x)dx, para todo h € R, para todo ¢ > 0.

(¢) Jen [(R(x))dx = [, f(x)dz, para todo h € R™, para toda rotacao R.

Utilizando essas simetrias, provamos:
Proposicao 1.22. Se f € S(R"), entao
() f(z+h) — f(£)e*™E para todo h € R™.
(i) f(z)e 2" — f(£ + h), para todo h € R™.
(iii) f(0z) — 0" f(67'€), para todo § > 0.
(iv) (%)af(x) — (2mi€)™f(€), para todo multi-indice .
(v) (=2miz)*f(z) — (a%)“f(g), para todo multi-indice «.
(vi) f(Rx) — f(Rﬁ), se R é rotacao.

Demonstracao. A demonstracao das cinco primeiras afirmacgoes é inteiramente andloga a
da Proposigao 1.5, com a tunica observacao de que, a menos da mudanca no dominio, os
itens (1v) e (v) s@o formas iteradas das afirmagdes daquela Proposigdo. Provamos (vi).
Seja R uma rotacao em R". Realizando a mudanca de variavel y = Rx e lembrando que
|det(R)| = 1, calcula-se
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1. A Transformada de Fourier no Espago de Schwarz

[ stRaemta = [ pe = e By = [ pe i = ),

U
Corolario 1.23. O operador transformada de Fourier leva fungoes de S(R™) em S(R™).

Demonstracao. A observacao chave (que ja foi formalizada em detalhes na demonstragao
do Teorema 1.6) é a de que a transformada intercambia derivadas com multiplicagoes
por monomios através do fator 27i (itens (iii) e (iv) acima). Dessa maneira, para todos

multi-indices a e 3

iy (2 Comiap o) — &2 (2) Fee
U

Exploramos um pouco mais a relacao entre a transformada e as rotagoes no préximo

corolario.

Definicao 1.24. Uma funcao f definida no R™ é dita radial se existe uma fungao fy
definida para reais u > 0 tal que f(x) = fo(|z|). Equivalentemente, uma fungao é radial
se f(Rz) = f(z) para toda rotacao R.

Corolario 1.25. A trasnformada de Fourier de fungoes radiais sao também radiais.
Demonstracao. Se f(Rx) = f(z) para toda rotacao R, pelo item (vi), f(Rf) = f(f) O

Teorema 1.26. Se f € S(R"), entdo

J@)= | JEemide.

Ademais,

[ \ipde= [ irpar

R

—mla|?

Demonstracao. Passo 1. Mostramos que e é sua propria transformada.

Provamos por inducao em n. O caso n = 1 foi feito no capitulo anterior. No caso
indutivo, vé-se que

/ 6—7r|a:|26—27rim~§dx _ / €—W$i+l6—27ri:vn+1~§n+1e—w\(a:",m ,a:1)|2€—27ri(xn,--~ 1) (Enye ,El)dl,
Rn+1 Rn+1
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2 Y, . _ 2 _9mi .
— / e ™ nile 2Ty 41 -Ent1 (/ e T[(Tn, e ,21)| e 27 (xn, - ,x1) (€n, ’51)d<£li'n, . ,%1)) d$n+1
R n

2 o ) _ 2
_ / e TThile 2T n41 §n+16 7| (&nsee5€1)| d$n+1
R

g 6_ﬂ5i+16_7r|(£nv"'7§1)|2
—
Pelo item (i77) da Proposico (1.22), aplicado com a constante 6'/2 e f(z) := e~ ™’

tem-se

F(61) = el — §=n/2e =l e — §=n/2prlal /o

Passo 2: Com o mesmo argumento do capitulo anterior, mostra-se entao que Kj(z) :=
6 /2e=l#1*/5 & yma familia de nicleos de convolugao em R" (cuja defini¢ao é inteiramente

andloga a do caso real).

Passo 3: A férmula da multiplicagdo para fungdes f,g € S(R™) é demonstrada apli-
cando o Teorema 1.16 & funcao em R*" definida por F(z,y) = f(z)g(y)e ™Y com
(z,y) € R* x R™.

Passo 4: Prova-se a inversao de Fourier usando os resultados dos passos anteriores.
Na demonstracao da subsecao anterior, é suficiente trocar R por R” no dominio de inte-

gragao. Segue entao que a transformada é uma bijecao em R™.

Passo 5: Prova-se que a convolugao (f * g)( = fRn r — y)g(y)dy de fungdes
f,g € S(R™) também pertence a S(R™), comutam, e sua transformada é o produto das
transformadas de f e g. Para ver isso, note que as estimativas que realizamos na demons-

tragao da proposicao 1.20 continuam.

Passo 6: Plancherel é obtido utilizando a inversao de Fourier e as propriedades da
convolucao (passos 4 e 5) sem qualquer modificagdo no argumento da subsecao anterior
(considerando, claro, que o dominio das fungoes 14 definidas agora é tido como R"™ e o
produto interno é utilizado no expoente do nimero de Euler).

O
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Capitulo 2

Aplicacoes

Neste capitulo abordaremos quatro aplicagoes da teoria construida até entao. Pri-
meiro, provaremos a férmula da soma de Poisson, a qual estabelece uma relacao entre os
coeficientes e a transformada de Fourier por meio da periodizacao de fungoes do espaco
de Schwarz. Essa férmula poderia naturalmente ter sido incluida no capitulo 1, mas
dada a importancia das periodizagoes em outras aplicagoes e devido ao fato de nao ter-
mos lidado com as séries de Fourier no presente texto, optamos por inclui-las aqui. Na
sequéncia, definimos as funcoes Theta, Gama, e Zeta, e, apds estabelecer uma identidade
que as relaciona, aplicamos a formula de Poisson e a Gaussiana para mostrar duas de suas
propriedades fundamentais.

Nossa terceira aplicagao é o Principio da Incerteza de Heisenberg, um dos resultados
fundamentais da fisica moderna, que foi originalmente descoberto na mecanica quantica,
mas que pode ser visto também como a manifestagao de uma relagao geral de nao locali-
dade entre uma funcao e sua transformada. Apresentamos aqui o enunciado matematico
desse resultado e discutimos brevemente sua relacao com a fisica. Por ultimo, tratamos
da formulagao do problema de reconstrucao e unicidade para a chamada transformada
de Radon (relacionado com a reconstrugao de imagem) e o resolvemos para o caso de
dimensao trés. A solucao desse tipo de problema levou ao melhoramento das tomografias

computadorizadas (CAT scans).

2.1 A Foérmula da soma de Poisson

Teorema 2.1. (Férmula da soma de Poisson) Se f € S(R), entao

Z flx+n)= Z f(n)e¥rin,

n=—0oo n=—0oo
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Em particular,

Y fy= ) f).

n=—oo n=—oo

Demonstragao. Como as fungoes em ambos os lados da equagao sao continuas (pois sao
limites uniformes de fungoes continuas) e periddicas (com periodo 1), é suficiente mostrar
que seus coeficientes de Fourier coincidem e entao evocar a unicidade dos mesmos. A

funcao do lado direito ja foi definida no formato da série de Fourier, e, de fato, temos:

/01 ( i f(n>€2ﬂinx> 672mmmd.f(? _ \/01 f(m)€747rimydy _ f(m)

n=—oo

Por outro lado,

/0 1 ( i fla+ n))e—%imdl« = i /0 a4 mpe

n=—oo n=—oo

Il
~
~—
<
S~—

S
)
3
3
<
U
<

g

A periodizacao de funcoes é uma técnica importante na area de processamento de
sinais. Nesse contexto, a féormula de Poisson configura uma ferramenta til para lidar
com uma classe consideravel de funcoes. Veremos, ja em seguida, uma de suas aplicacoes

em analise.

2.2 Funcoes Gama, Teta, e Zeta

Desconsiderando questoes de convergeéncia, podemos definir formalmente as fungoes

Gama, Teta e Zeta por:

[(s) = /000 e "2 tdx, U(s) = Z e ((s) =e .

n=—oo

Para todo s > 1 real, as trés fungoes estao relacionadas pela seguinte identidade:
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720 (s/2)¢(s) = % / T — 1)t (2.1)

0

Vejamos:

1 00 0o S )
- s/2—1 . _ s/2—1 —n?t
2/ £5/271(9(¢) — 1)dt _/0 t (§ e >dt

0 n=1

( /OO ts/2—16—7rn2tdt)
1 0
o0 T 5/2—1
(mn®) | — e “dx
“\Jo ™2
(/ (7Tn2)_5/2135/2_16_zd$)
1 0

o0

=72 (n~°T(s/2))

n=1

= 1751 (5/2)((s).

[
WE

3
Il

I
NE

n

[
WE

n

A importancia dessas fungoes em matematica e suas aplicagoes é inestimavel. Utili-
zando a férmula de Poisson e a Gaussiana, podemos estabelecer algumas propriedades

elementares das fungoes Gama e Teta.

Teorema 2.2. s~ /29(1/s) = J(s), para todo s > 0.

1/2 ,—mx?/s

Demonstragdo: Se f(x) = s '/?e , pelo Corolario 1.9, ja sabemos que f(f) =

—ms¢% O resultado segue diretamente da férmula da soma de Poisson. O

e
Teorema 2.3. Se s > 0, entao

(1) T'(s+1)=sl'(s) el'(n+ 1) =n! para todo n > 1 natural.

(i) I'(1/2) = /7, e '(3/2) = /7/2.

Demonstracao. (i) Para obter I'(s+ 1) = sI'(s) é suficiente integrar por partes uma tnica
vez. Em particular, (1+1) = 1T'(1) = 1 [ e “dx = 1, (241) = 2I'(2) = 2.1.1°(1) = 2\,
Indutivamente, I'((n + 1)+ 1) = (n+ 1)I'(n+1) = (n+ 1)n! = (n+ 1)L

1/2

(77) Realizando a mudanga de variavel y = (z/m)'/?, obtém-se:

r(1/2) = /0 e ra™ ! Pdr = 27 /0 ¢V dy = /T / e dy = /.

Pelo item (i), segue entao que I'(3/2) =T'(1/2+ 1) = 1/2I'(1/2) = /7/2.
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2.3 O Principio da Incerteza de Heisenberg

A formulacao matematica do principio é dada pela seguinte inequagao envolvendo uma

funcao e sua transformada de Fourier:

Teorema 2.4. Se ¢ € uma funcao em S(R) satisfazendo a condi¢ao normalz’zadomff;o |p(x)|*dx =

1, entao para todo xq,& € R wale

([ a-mpisra) ([ e-ariere) 2 e @2

o0

com igualdade se igualdade se e somente se h(x) = Ae™P*" onde B> 0 e |A]? = /22,

™

Demonstracao. Primeiro afirmamos que se a inequagao for valida para o caso xg = & = 0,

podemos deduzir sua forma geral do enunciado. De fato, assuma que a seguinte inequacao

T pa) ([ eepae) > -1 23)
(/. )/ )

Defina f(z) := e 2204 (x + x0), com ¢ € S(R). Pelo item (ii) da Proposi¢io 1.5,
f(€) = ¥(€ + &). Dai, aplicando a inequacdo 2.3 A funcdo f e realizando as mudancas

seja satisfeita:

de variaveis © — x — xg e £ — £ — &y nas respectivas integrais, obtemos a inequacao do
enunciado. Demonstramos agora que (2.3) ¢ satisfeita.

Integrando por partes e utilizando que para todo complexo z, vale |z|*> = 2z, temos:

1= /OO WJ(IE)de = — /OO J}%W)(I»)Pd:p = — /OO ($¢/($)¢($) + 2 (2)(z))d.

o0 —

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtém-se

1< [ (o @0 + T @)
=2 [" @l

<o [ o) 1/2( | W) 7

Para concluir a demonstracao da desigualdade, afirmamos que

| w@pd =1t [~ @i

—00
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De fato, pelo item (iv) da Proposigao 1.5 e pela Férmula de Plancherel, obtém-se

4 / E210(6) P = / 2med(€) e
- / (6 e
- [ WP

No caso de igualdade, a equagao deve valer também para Cauchy-Schwarz, que sabe-
mos ocorrer se e somente se ¢ e xv) forem linearmente dependentes, ou seja, satisfizerem
a equagao diferencial ¢/'(x) = fxi)(x) para alguma constante 5. As tinicas solugoes dessa

equagao sao da forma ¥(x) = AeP™*/2. Certamente, se 1 é solugao dessa EDO, temos

z2 ~ s’ .
d%ej;(mgz = 0; logo, a funcao é igual a uma constante e ¥ (z) = AeP**/2 Como queremos
que ¢ € S(R), é necessdrio que f = —2B < 0. Além disso, a hipétese de normalizacao
exige que

00 oo 1/2
1 — Ae—2B7%/224, — AQ/ —2Ba? 10 _ | A2 T
| A < ap [ ea - a2 ()

: 1/2 ,
ou seja, |A]* = (22) 4 , como queriamos mostrar.
™

g

O resultado foi originalmente descoberto por W. Heisenberg nos estudos de mecanica
quantica. Discutiremos concisamente abaixo sua motivagao e o que representa em um
modelo fisico. Considere uma particula (em escala atémica ou subatomica), digamos um
elétron, se movendo em uma reta. A fisica quantica assume que existe uma funcao de
estado quantico 1) que podemos assumir pertencer a S(R) e que, além de ser normalizada
(ie. J7 |¢(x)]Pdz = 1), satisfaz as duas seguintes leis (que estdo simplificadas pela
auséncia de uma constante que comentaremos depois) (apud Stein e Shakarchi, pp.160-
161):

(I) A probabilidade de que a particula esteja localizada no intervalo (a,b) é dada por

2 () [2da.

(IT) A probabilidade do momento linear da particula pertencer ao intervalo (a,b) é

RGNS

Assumindo essas propriedades e relembrando alguns conceitos fundamentais de pro-
babilidade, poderemos entender o que a inequacao nos diz em termos do modelo fisico

considerado (i.e. da posi¢do de uma particula em espago unidimensional).
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A posigao esperada (ou valor esperado no contexto mais geral da probabilidade e es-

tatistica) de uma particula é definida pela média ponderada de todas as possiveis posigoes:

- /oo 2|4 () [2da

A incerteza associada a posigao esperada, ou variancia, por sua vez, é definida por

7= [ @ TPl

o0
ar _ 00 = 27, _ ~ oz =
Note que se & = 2 [° (x — T)[tp(z)[*dz = 0, entdo recuperamos a definicao de T,
significando que a posicao esperada é o valor que minimiza a incerteza.
Considerando o que assumimos acima, o Principio da Incerteza descrito na equacao
(2.2) poderia ser lido entdao como "o produto da incerteza da posigao pela incerteza do

2.2

momento linear (i.e. 0202) é maior ou igual a 1/1672.” Entretanto, a posigao e o momento

P
linear na formulacao da mecanica quantica estao relacionados por um fator envolvendo a
chamada constante de Planck h, que também é comumente escrita em sua forma reduzida
h := h/2m. Quando esse fator é levado em consideragdo na demonstragao, aparece a

pequena compensacao h? abaixo:

2 S h?
™= 1672

Tomando a raiz em ambos os lados e reescrevendo a constante de Planck em sua forma

0.0

2
p

reduzida, temos a forma classica em termos do desvio padrao:

>h
OpOm > —
P 2

O Principio da Incerteza de Heisenberg é muitas vezes evocado para endossar a in-

(2.4)

terpretagao de Copenhage, a qual se trata da perspectiva filoséfica de mecanica quantica
que gozou de um status quase ortodoxo no século passado. Entretanto, a teoria da onda
piloto de DeBrogly-Bohm, utilizando-se de variaveis ocultas, esta vinculada a uma inter-
pretacao deterministica dos fenomenos quanticos. Apesar das duras criticas e resultados
técnicos (e.g. desigualdades de Bell) que vao de encontro ao formalismo das varidveis
ocultas, a questao filoséfica mais geral que parece estar no cerne do debate entre essas
interpretacoes é: se um fenémeno é inerentemente indeterminavel, no sentido de que a
unica maneira de construir um modelo deterministico para ele seja assumindo informacoes
cuja verificagdo é impossivel, entdo podemos concluir que a natureza em si (do fenémeno)
¢é nao deterministica? De todo modo, os resultados matematicos, apesar de motiva-las,
nao sao equivalentes as interpretacoes, que, por sua vez, estao essencialmente além do

escopo da ciéncia.
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2.4 A transformada de Radon e as tomografias

computadorizadas

Em sua palestra do Nobel em Medicina e Fisiologia de 1979, A. Cormack conta (apud
Stein e Shakarchi, p.175)*:

Ocorreu-me que para melhorar o planejamento do tratamento, fazia-se ne-
cessario conhecer o coeficiente de atenuacao de tecidos no corpo. Essa in-
formagao seria 1til para propositos de diagndstico e constituiria um tomograma
ou série de tomogramas. Tornou-se imediatamente evidente que o problema
era matematico. Se um feixe fino de raios gama de intensidade [y incide sobre
o corpo e a densidade resultante é I, entao a quantidade mensuravel g igual a
log(Io/I) = [, fds, onde f é o coeficiente de absor¢ao variavel ao longo da reta
L. Dessa forma, se f é uma funcao de duas dimensoes, e g é conhecida para
todas as retas intersectando o corpo, a questao ¢, f pode ser determinada se
g € conhecida? 14 anos se sucederam antes que eu soubesse que Radon havia

resolvido o problema em 1917.

Nesta subsegao, discorremos acerca do problema descrito no excerto acima e o resol-
vemos para o caso mais simples de dimensao trés. Iniciamos considerando um feixe bem
fino de fotons de raio-X que incide sobre uma parte do corpo. Podemos modelar o feixe
como uma reta e considerar uma secgao planar contendo a regiao pela qual o feixe passou.
Denote por I a intensidade do feixe ao ser emitido e por [ sua intensidade ao passar pela

regiao do 6rgao. Assim, a seguinte relagao fisica é conhecida:

I = Iyeler,

onde L denota o caminho percorrido pelo feixe (a reta), e p é chamado de coeficiente
de atenuagao (ou de absor¢ao).

O coeficiente p deve ser compreendido como o grau de absorgao dos fétons em fungao
da regiao do objeto. Se um dado 6rgao ou objeto for bastante homogéneo (o que se
traduz em p constante), imediatamente obterfamos uma étima aproximagao na expressao
I = Iye®, onde d é a distancia percorrida pelo feixe no interior do objeto. Na pratica,
esse dificilmente é o caso, e o coeficiente de absor¢ao estd intimamente relacionado com
propriedades fisicas dos objetos (a exemplo da densidade) que, por sua vez, sdo indicadores

de possiveis anormalidades como tumores.

!Traducdo nossa.
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Uma vez que I e Iy podem ser medidos, a informagao nova obtida ao enviar um feixe
por uma regiao ¢ [, p. Como podemos enviar o feixe em diferentes direcoes, ¢ possivel
obter amostras para outras retas L. Nesse contexto, definimos a transformada do raio-X

de p, ou transformada de Radon em R2, por:

X)) = [ s

A transformada de Radon associa entao fungoes p, que assumiremos ser elementos do
espago de Schwarz S(R?), a uma fungao X (p) cujo dominio é o conjunto de todas as retas
em R% Vista a discussdo anterior, nosso interesse ¢ a determinacio (ou reconstrugao) de
p a partir da coleta de dados (que nos fornece | ; P). Matematicamente, podemos formular

o problema de maneira precisa em duas partes:

Problema de unicidade: se X(p) = X(p'), entdo p = p'?7 Em outras palavras, a

transformada é injetiva?

Problema de reconstrucao: é possivel obter uma féormula para p em termos de
X(p)?

A resposta para ambas as questoes é positiva. A férmula de reconstrucao obtida na te-
oria geral é entao combinada com técnicas de amostragem (selecionando apropriadamente
um nimero finito de retas L para o momento do exame) e algoritmos que empregam o
método da transformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform, ou FFT, em inglés)
(ver capitulo 7 de [7]) para obter aproximagoes satisfatérias de p. Infelizmente, a solugao
desse importante caso de dimensao 2 constitui por si prépria outro trabalho monogréfico
como este e, portanto, esta fora de nosso escopo. Todavia, a solugao do problema intei-

ramente analogo em dimensao trés acaba sendo mais simples e o apresentaremos abaixo.

Definigao 2.5. Dada uma funcao f em S(R?), definimos sua transformada de Radon

por:

RUNP) = [ 1
P
onde P ¢ um plano no espago.

Fixados um ntimero real ¢ e um vetor v na esfera unitéria S?, definiremos o plano P, .,

por:
Piy={r Rz -y=t}.
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Dessa forma o plano fica parametrizado por um vetor v normal a ele e por uma
”distancia” |t| da origem no sentido de que ty € P,,. De fato, se v = (z,,9,,2,) €
definirmos um novo sistema de coordenadas (g,r,s) cuja origem é o ponto tv, tem-se
qQry 1Yy +52y = 0 & (2 —t2y)2y+ (Y —ty,)yy +(2—12y) 2y, = 0 & (2,9, 2) - (24, Yy, 29) = L.

Fixado v € &2, seja {b;,bs,7} uma base ortonormal de R3. Assim, escreveremos
unicamente pontos no espago como x = ty + u, com u = u1by + usbs € uy, us escalares. A
definicao que utilizaremos para integral utilizada na transformada de Radon é dada entao

por

R(F)(t ) = /P Fi= [ H b uab)dudu, (2.5)

Nosso primeira proposicao se encarregarda de mostrar que a integral acima estda bem

definida.

Proposigao 2.6. Se f € S(R?), entdo para cada v fixado, o valor de fpm f independe

da escolha dos vetores que formam uma base ortonormal com . Ademais,

INVRG IRy R

Demonstragdo. Sejam {7, by, by} e {7, 0,05} bases de R? ortonomais e distintas, e denote
por R a rotagao no R? tal que R(e;) = b} e R(by) = ). Assim, realizando a mudanga de

varidvel u' = R(u), obtém-se

/ f t7 + U1b1 + u2b2)du1du2
Pt

Y R2

f(R(t’}/ + ulbl + Ugbg))duldUQ
R2

[ty + ugby + usbly)duydus.
R2

Agora tome R como sendo a rotacio que associa a base canonica do R3 & {v, ey, ez}

Dessa forma, calcula-se

[ tayar= | (R

f(.%l’)/ + I’le + xgbg)dﬂildl'gdﬂ?g
R3

NV

g

Fazemos agora uma iltima observacao antes de inciarmos a solucao dos problemas de
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unicidade e reconstrucao. Como parametrizamos os planos do espaco utilizando elementos
de Rx8?, serd relevante definir o espaco S(RxS?) de fungoes f com a seguinte propriedade

de Schwarz:

[

F
sup |t[F W(t’ v)| < oo, para todos inteiros k,[ > 0.

teR,yeS?

O Lema abaixo estabelece uma elegante relacao entre a trasnformada de Radon e a

transformada de Fourier e é a chave para a solucao que buscamos.

Lema 2.7. Se f € S(R?), entdo R(f)(t,7) € S(R) para cada v fixado. Além disso,
se f denota a transformada tridimensional de f e R(f)(s,7) denota a transformada

unidimensional de R(f)(t, ), com t variando e 7y fixado, a seguinte equagao é estabelecida:

~

R(f)(s,7) = f(s7).
Demonstracao. Primeiro afirmamos que para todo inteiro positivo N, existe uma cons-

tante Ay > 0 (que depende de N) satisfazendo

L+ DY@+ [u) ™ f(ty +u)] < Ax (2.6)

Como f € S(R?), para todo M natural existe Ay, > 0 tal que

[+ [ty + a1 f by + w)l = [1+ (P + )2 £ty + )] < Aw,y

onde a primeira igualdade advém da ortogonalidade entre v e u, e de |y| = 1. Assim, se
[t| > 1e |u| > 1, tem-se

(L DY@+ Jul)™ < (R A+ )™ (e + )™

Logo, tomando M = 4N na penultima inequacao, conclui-se que

(L+ DY@+ [ul) V] f(ty + u)| < Ay
O caso em que |t| < 1 ou |u| < 1 é imediato. Da afirmacao, segue entao que

du
(L4 [ul)N

A integral da direita é finita a partir de N = 3. Como Z—I;R(f)(t, v) = R(%(f))(t, v),

0 mesmo argumento que empregamos para R(f) pode ser usado para provar que (1 +

(1+ MR &) < (1 + [thN /R2 | fldu < /R2

|t|)N]‘fl—]Z7€(f)(t,7)| < 00, para todo k e N inteiros ndo negativos.
Mostramos agora a igualdade do enunciado. Denotando por {eq, 5, €3} a base canonica

do R3, temos:
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f) e—27ristdt

f(t')/ + Ulbl + UQbQ)672ﬂi87.(t7+u1b1+u2b2)duldUth

= / < f(t’}/ + ulbl + Ung)d'LleUQ) 6727”'Stdt
— R2

= / / Flter + ujes + ugez)e” 2rsrltertmentuaes) gy iy gt

Na terceira igualdade utilizamos que v- (ty+u) = t|y|? = ¢, enquanto que na pentltima

desigualdade realizamos uma rotagao que associa a base {7, by, by} & base canonica do R3.

O
A solucao da unicidade segue como corolario:
Corolério 2.8. Se f,g € S(R?) e R(f) = R(g), entao f = g.
Demonstracdao. Aplicando o Lema anterior a diferenca f — g, temos
0="R(f) = Rlg) = R(f — 9)(5.7) = [ — g(s7).
O resultado segue entao da inversao de Fourier. U

O préximo Teorema resolve o problema de reconstrugao, mas antes precisamos intro-
duzir um novo objeto que figura na férmula final que permite reescrever uma dada f em
termos de sua transformada de Radon. Para estabelecer as nocoes e notacao apropriada,
necessitamos ainda antes fazer uma breve revisao das coordenadas esféricas e polares em
R3.

Realizando uma mudancga de varidveis para coordenadas esféricas, lembramos que uma

integral no R? pode ser reescrita como

2 ™ 00
f(x)dx = / / / f(r sinf cos, r sinf sing, r cosd)r* sind dr df de.
R3 o Jo Jo

Sejam v € 8% e g uma fungao definida nessa esfera. Escrevendo vy = (sinf cose, sinf sing, r cose),

fazemos sentido do elemento de superficie do(y) definindo

/32 g(v)do(y) := /0 K /O " g(3)sind do do.

34



2. Aplicagoes

Dessa notacao, combinando as duas equacgoes, conclui-se entao a seguinte forma em

coordenadas polares:

g f(z)dx = /52 /OOO fry)r*drdo(y). (2.7)

Definicao 2.9. Dada uma funcao F' € R x S2, definimos a transformada dual de Radon

por

RA(F)a) = [ Flo-y)dota).

Observacao Comentamos brevemente para o leitor com experiéncia em algebra linear,
mas apenas a titulo de curiosidade (pois nao utilizaremos esta observagao), o uso do termo
’dual’ na definigao acima. Denotando V; = S(R?) e V, = RxS?, note que R é um operador
de Vi em V5 e R* vai de V5 a Vj. Definindo entao os produtos internos Hermitianos de

maneira usual, em V) e V5 respectivamente, por

< F,G>1:= [ f(x)g(z)dz, e
R3

< F,G >9:= /R/S2 F(t,v)G(t,~v)do(y)dt,

é possivel provar que < Rf, F >1=< f,R*F >,5. Isso nos diz que R* é o operador
adjunto desses espagos de Hilbert, o qual estd relacionado com o operador dual (de V5
em V}*) pelos isomorfismos de Riesz.

Passamos agora a enunciar o principal resultado desta subsecao. O simbolo A denota

o operador Laplaciano.

Teorema 2.10. Se f € S(R?), entao

AR*R(f)) = —8r2f.

Demonstracao. Pelo Lema 2.7

R(f)(t,v) = /_oo f(sy)e s ds.

Da definicao do dual, segue entao que

RR(a) = [ [~ fonemrasdoty)

Antes de calcular o laplaciano do dual que acabamos de obter, fazemos duas ob-
servagoes. Primeiro, uma rdpida computagao direta fornece A(e*™@7%) = (—4x2s?)e™ @8]y |? =

(—4m?s?)e?™ 7%, Segundo, da simetria da esfera, é claro que
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0 00
// f(sv)e%””sstsda(v):// f(sy)e*™ ™7 2 dsdo ().
52 J—c0 S2.Jo

Destarte, diferenciando sob o sinal da integral, tem-se

SRRV = [ [ Fei-amtstenasisty
= _8 2 < 2miz-ys Qd d
w [ [ feemrsiasast)
— 872 f(y)€2ﬂix-y82dy
]R3
= —87%f(z).

Na pentltima igualdade utilizamos a férmula das coordenadas polares em R? e, na
ultima, a inversao de Fourier.

0
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