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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar uma breve introdugao as variedades rieman-
nianas. Assim, desenvolvemos os conceitos mais bésicos da geometria riemanniana, dando
alguns exemplos simples para ilustrar os conceitos geométricos apresentados. Como apli-
cagao final, mostraremos como obter a equagao de Yamabe, a qual tem grande interesse

na pesquisa atual da analise geométrica.

Palavras-Chave: Variedades Riemannianas, Geometria Riemanniana, Equagao de Ya-

mabe, Anélise Geométrica.



Abstract

Our aim in this work is to give a short introduction to Riemannian manifolds. We
develop the most basic concepts of Riemannian geometry, such as connections, geodesics
and curvature, often giving some examples to illustrate the geometric concepts. As a final
application of our study, we derive the Yamabe’s equation which is of great interest in

current research on geometric analysis.

Keywords: Riemannian manifolds, Riemannian geometry, Yamabe’s equation, Geome-

tric Analysis.
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Introducao

Na Grécia Antiga, Euclides desenvolveu a Geometria Euclidiana, que foi essencial no
nascimento da nossa intuicao geométrica. Intuicao esta que vem de nossa experiéncia
sensorial com o mundo fisico real. Observamos ha muito tempo que temos trés dimensoes
espaciais: altura, largura e comprimento. Surge dai a ideia abstrata do espago euclidiano,
ou seja, um espaco no qual identificamos seus objetos pelas coordenadas euclidianas reais.
De simples observagoes sobre o mundo, foram descobertos outros fatos geométricos. Um
deles é a maneira como medimos distancias entre pontos, o que deu origem ao que cha-
mamos de métrica euclidiana. Isso decorre da observagao experimental de que o menor
caminho entre dois pontos é dado por uma reta. Ocorre, no entanto, um fenémeno muito
curioso quando lidamos com distancias astrondémicas ou quando estamos na presenca de
campos gravitacionais. As menores trajetérias nao sao mais retas, e sim, curvas. Tal
descoberta foi feita pelo ilustre fisico alemao Albert Einstein, com o auxilio de outros
matematicos na época. Florescia, entao, a Geometria Riemanniana. Esta tratava de
conceitos novos; entre eles, a curvatura. No espago euclidiano, a curvatura é nula. No
espaco-tempo, concebido por Einstein, nao. Desta pequena diferenca, surgem conceitos
bastante sofisticados, levando, assim, a uma teoria muito fértil. Na extensao da geometria
euclidiana, lidamos naturalmente, motivados pelo espago-tempo, com outras dimensoes
maiores que treés.

Tais espacos sao as chamadas Variedades Riemannianas, que sao intuitivamente espa-
¢os que generalizam o conceito de superficie. Para localizar pontos, precisamos de mapas,
como os que utilizamos para descrever regioes na superficie da Terra.

Por causa da particularidade desses pontos no que se refere ao mapeamento nas vi-
zinhancas desses pontos, surgem aproximacoes lineares dessas vizinhancas, as quais cha-

mamos espacos tangentes. Esta discussao no caso euclidiano nao é tao importante, uma



vez que a variedade se confunde com o proprio espaco euclidiano. Como num caso mais
geral, isto nao ocorre, precisamos de uma ferramenta que conecte estes espagos, as cha-
madas conexoes lineares. Com o auxilio da conexao linear, podemos falar de aceleracao
de uma curva, por exemplo. Quando estamos no espaco euclidiano, a tarefa de calcular
a aceleragao é simples: basta calcularmos o quociente de Newton, que é a derivada da
velocidade. Numa variedade abstrata, tal procedimento mostra-se inviavel, uma vez que
numa pequena variagao numa vizinhan¢a de um ponto nao poderiamos somar vetores de
espacos tangentes distintos. Para isso serve a conexao linear. A conexao pode ser vista
como uma derivacao de campos tangentes, isto é, fungoes que associam a cada ponto um
vetor do espaco tangente desse ponto.

Antes disso, contudo, precisamos de uma noc¢ao de distancia entre pontos. Com este,
poderemos fazer célculo em variedades abstratas, como calcular areas e volumes, assim
como calcular comprimento de curvas. Quanto ao conceito de conexao linear, mostraremos
que uma conexao é mais natural que as outras. Com o teorema de Levi-Civita, mostra-
remos a existéncia da conexao riemanniana, a qual poderemos calcular explicitamente a
partir da métrica.

O objetivo do trabalho, como sugerem os paragrafos anteriores, é fazer uma rapida
revisao de Geometria Riemanniana e, também, mostrar ao leitor a importancia desta
area classica na pesquisa moderna em matemaética. Além disso, é interessante salientar
que no terceiro capitulo nos usamos ferramentas de Analise para resolver um problema de
Geometria - o problema de Yamabe -, o que mostra a conexao que existe entre as diferentes
areas da matematica. Tal técnica é bastante utilizada na area de Analise Geométrica.

O trabalho sera organizado em trés capitulos. Os dois primeiros poderiam facilmente
ser condensados num capitulo tnico levando em consideragao o tema de estudo - A Ge-
ometria Riemanniana. A separacao do tema ocorre, no entanto, por uma mudanca de
objetivo na apresentacao do conteudo. O primeiro tem a inten¢ao de introduzir o leitor
aos conceitos bésicos da geometria riemanniana mencionadas anteriormente. A partir de
certo ponto, os calculos comecam a ficar mais extensos e surge a necessidade de reservar
um capitulo mais técnico dedicado ao calculo de fungoes importantes na apresentacao
do terceiro. Mais explicitamente, abordaremos neste segundo capitulo as defini¢oes de
curvartura, gradiente, divergente e laplaciano em variedades riemannianas. Finalmente,

no terceiro e tltimo capitulo, apresentaremos o Problema de Yamabe e mostraremos que



é possivel associar uma equagcao diferencial parcial ao problema geométrico.
Quanto as referéncias, sera usada no primeiro e no inicio do segundo capitulo, a refe-
réncia [1]. Para o restante do segundo capitulo usaremos [2]. E finalmente, para o terceiro

a referéncia [3].
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Capitulo 1

Geometria Riemanniana - Parte 1

1.1 Variedades Diferenciaveis e Espaco Tangente

Definicao 1.1.1. Uma Variedade Diferenciavel de dimensao n é um conjunto M munido

de uma familia de fung¢oes injetivas z,, : U, — M, onde U, sao abertos do R"”, tal que:

(i) Ua To(Us) = M

(ii) Para qualquer par a, 8 tal que x,(U,) Nxg(Us) = W # (), os conjuntos ;' (W) e

xgl(W) sao abertos em R” e a aplicagao a:;l oz, € diferenciavel.

O par (U,, z,) com p € 2,(U,) ¢ chamado uma parametriza¢ao (ou sistema de coor-
denadas) e z,(U,) é a vizinhanga coordenada de p.

Note que tal estrutura induz uma topologia natural em M. Para isso, definimos que
A C M é um aberto se, e somente se, 2 (AN z,(U,)) CR™ o0 é.

Agora apresentaremos alguns exemplos de Variedades Diferenciaveis.

Exemplo 1 - Abertos nao-vazios do R"

Um aberto M # () do R™ é uma variedade diferenciavel de dimensao n. De fato, tome
a parametrizagao identidade ¢ : U = M — M C R". Em particular, podemos tomar
M =R"

Exemplo 2 - Superficies Diferenciaveis

O caso cléassico que inspirou o desenvolvimento da Teoria das Variedades Diferenciaveis

vem da Geometria Diferencial. Trata-se das Superficies Regulares, que sao Variedades

1



Diferenciaveis de dimensao n.

Definicao 1.1.2. Um conjunto S do espaco euclidiano em R™ é dito uma Superficie
Diferenciavel de dimensao k se para todo ponto p € S, existem uma vizinhanca de p, V},,

e uma aplicagdo X : U — V), onde U & um aberto do R¥, que satisfaz:
1. X é homeomorfismo;
2. X é diferenciavel,
3. (dX), é injetiva para todo q € U.

Ora, pela definigao, vemos que vale (i). A condigao (ii) vird como consequéncia do

seguinte teorema:

Teorema 1.1.1. Seja S uma superficie parametrizada numa vizinhanga de p € S por
X:U=XU)CcMeY:V—-YV)CS, comX({U)NY(V)#0D. Entio, Y 1oX ¢

um difeomorfismo.

Assim, concluimos que uma superficie é uma variedade diferenciavel de dimensao k.

Exemplo 3 - O espago M, (R) C R” das matrizes invertiveis n x n com entradas

reais

Para mostrar que as matrizes invertiveis formam uma Variedade Diferenciavel de di-
mensao n?, basta notar que M,(R) é o conjunto das matrizes com determinante nao
nulo. Consideremos, entdo, a funcdo determinante det : M, (R) — R. Nesse caso,
M, (R) = det™*((—o0,0) U (0,00). Sabemos, da Topologia, que imagem inversa de aberto
por uma fungdo continua é também aberto. Como (—o0,0) U (0,00) é aberto e o de-
terminante é uma funcdo continua, segue do Exemplo 1 que M, (R) é uma Variedade

Diferenciavel de dimensao n?.

Exemplo 4 - O Espaco Projetivo

Falemos agora de uma variedade menos intuitiva. Trata-se do espago projetivo real P"(R),
o conjunto de todas as retas em R™"! que passam pela origem 0 = (0,...,0) € R™"!; isto

¢, P"(R) ¢ o conjunto de dire¢oes de R™*1,



Introduziremos uma estrutura diferenciavel em P"(R). Para isso, seja (z1,...,Zn41) €

R"™! e note que P*(R) é o espago quociente de R"*! — {0} pela relagio de equivaléncia:

(331, c. 7xn+1) ~ ()\1'1, ey )\13n+1),

A € R, XA # 0. Os pontos de P*"(R) serao denotados por [z1,...,x,11]. Observe que, se
L 7é 07

RSt Ti—1 1 Lit+1 Ln+1
[le)-"axn-i-l]_ Ty ) 4y [

Defina os subconjuntos Vi, ..., V, 1, de P*(R), parai=1,...,n, por:

Vi =A{[x1, ..., Tps1]; 2 # 0}

Geometricamente, V; é o conjunto das retas de R"*1 que passam pela origem e nao per-
tencem ao hiperplano x; = 0. Iremos mostrar agora que podemos tomar os V; como
vizinhangas coordenadas onde as coordenadas em V; sao

T Ti—1 Tit1 Tn

Y= —- Y1 = yYi = yeresYn = —.

Para isso, definiremos as aplicacoes x; : R™ — V; por

x’i(yla s 7yn> = [y17 ey Yie1, 17yi7 s 7yn]7

(Y1, -+ ,Yn) € R™ e mostremos que a familia {(R", z;)} é uma estrutura diferenciavel em
P"(R).

De fato, qualquer x; é claramente bijetivo ja que | J z;(R™) = P"(R). Nos resta mostrar
que ;' (V; N'V;) é um aberto em R e que xj_l owx;, j=1,...,n+ 1, é diferenciavel. Se

1 > j, 0s pontos em x;l(Vi NV;) sao da forma:

{1, yn) € R y; # 0}



Portanto, z; *(V; N'V;) é um aberto no R", e supondo que i > j (o caso i < j é anélogo),

xj_lomi(yly"'ayn) = xj_l[yla"'7yi—1a17yia"'7yn]
1 {’g Yot g Y Y Low @}

j yrr )

Yj Yy Y o yj’yj’yj7.”73/j
_ (@ Yji-1 Yj+1 yir 1y @)
yj? 9 y] ) y] ) y] 7yj7 y]? 7yj

que é claramente diferenciavel.
Em resumo, o espago das diregdes de R™ (o espago projetivo real P"(R)) pode ser
coberto por n + 1 vizinhangas coordenadas V;, onde V; sao compostos dessas diregoes de

R™*! que nao estejam no hiperplano z; = 0; além disso, em cada Vj;, temos as coordenadas

21 Li—1 Lit1 Ln+1
V) ) Yty )
onde (1,...,Tny1) sa0 as coordenadas do R™™. E comum chamarmos as coordena-

das de V; “coordenadas nao-homogéneas” correspondentes as “coordenadas homogéneas”
1
(X1, ..., Tpy1) € R*TL
Antes de apresentar mais exemplos de variedades diferenciaveis, vejamos mais algumas
consequéncias da Definigao 1.1.1.
Primeiramente, extendamos a ideia de diferenciabilidade de aplicagoes entre varieda-

des.

Definicao 1.1.3. Seja M, e M, variedades diferencidveis de dimensoes n e m, respec-
tivamente. Uma aplicacao ¢ : M; — M, é dita diferenciavel em p € M; se dada uma
parametrizacao y : V. C R™ — M; em ¢(p), existe uma parametrizacio x : U C R" — M,

1

em p tal que p(z(U)) C y(V) e a aplicacdo y~' opox : U C R" — R™ & diferenciavel em

7 (p).

Dizemos que ¢ ¢é diferencidvel num aberto de M; se ¢ é diferenciavel em todos os
pontos desse aberto.
Usando a condigao (ii), podemos provar que tal definigdo independe das parametriza-

coes escolhidas. A funcao y=!

ooz é chamada a expressao local de ¢ nas parametrizagoes
xeuy.
E natural estender o conceito de vetor tangente para variedades. Surge, no entanto,

um empecilho nessa tarefa: nossa variedade abstrata pode nao estar imersa em nenhum

4



espaco a priori, diferentemente do que ocorre com as superficies em R™. Mostremos agora

duas maneiras de contornar esse problema. Ambas se mostrarao equivalentes mais adiante.

Definicao 1.1.4. Sejam M uma variedade diferenciavel e p € M. Denote por C, o
conjunto das curvas diferenciaveis A : (—¢,e) — M com A(0) = p. Dadas duas curvas
A p € C, dizemos que \ e p se relacionam (notagdo A\ ~ pu) se existe um sistema de
coordenadas x tal que A e p possuem o mesmo vetor velocidade em t = 0, isto é, (Ao
71Y(0) = (o 271)'(0), onde 2! ¢ a inversa da parametrizacio x, isto é, z = : 2(U) — U
e U aberto do R™. Agora, definimos o espago tangente em p € M como sendo o conjunto

das classes de equivaléncia. Matematicamente, denotamos:
T,M =/,

Usando o segundo axioma de variedade diferenciavel, a igualdade (Ao z~1)'(0) =
(1o 271)'(0). sera valida para qualquer sistema de coordenadas z, e isto prova que a

relacao ~ independe do sistema de coordenadas.

Esta definicao, embora abstrata, nos fornece uma ideia clara do que é o espago tan-
gente. No entanto, nao ¢ imediato o fato de que 7,M é um espago vetorial. Para isso,

enunciaremos alguns resultados.

Teorema 1.1.2. Dado um sistema de coordenadas x de M, a funcao T : T,M — R"

definida por

€ uma bijecao.

Demonstracao. E facil ver que T esta bem definida e é injetora. Mostremos que T é

sobrejetiva. Dado v € R", considere a curva A(t) = z[z7'(p) + tv] e teremos T(\) = v.

]

Tal bije¢ao induz uma estrutura de espago vetorial em 7, M, definindo-se as operagoes:
Aot i =7 @) + ()

e A =T HeT(N)



Em se tratando de um espaco vetorial, é interessante determinar uma base. Essa base

vem de maneira natural pelo isomorfismo z, pondo

o
8@ -7 (62)
Isto é,
0 _ '
o ={Ae(C,|(z Lo M) (0) = e}

As vezes, é mais conveniente denotar os elementos da base por Xj;.

Temos, entao:

T,M =[X1,..., X,

Definigao 1.1.5. Sejam M uma variedade diferenciavel, uma curva A : (—e, €) — M com
A(0) = p e D o conjunto das fungées f : M — R que sao diferenciaveis em p. O vetor

tangente a curva A em t = 0 é o operador X'(0) : D — R, dada por
N(0)- f = (foN)(0)

Denotaremos o conjunto desses operadores por V. Nesse caso, definimos T,M :=V.

O proximo resultado mostrara a equivaléncia das defini¢oes anteriores de espaco tan-

gente.

Teorema 1.1.3. As Definicoes 1.1.4 e 1.1.5 sao equivalentes, isto €, existe uma corres-

pondéncia biunivuca entre os conjuntos CVN eV.

Demonstracao. Com efeito, considere a funcgao

.G, o V', definida por

/

U(A) = X(0)

(i) W esta bem definida. Suponha que A= (1, ou, equivalentemente,



(i)

Dado f € D, calculemos X (0) - f,

N(O) - f=(foN)(0)=(foxoaz oN)(0)=((fox)o(z " oN)(0)

Pela regra da cadeia, temos

((foz)o (@™ oN)(0)=(fox)(x " (p)) (z~" o A)(0).

Por hipotese,

(fox) (27 (p)) - (z7" o N (0) = (f o) (z7 (p)) - (x" 0 ) (0) = /(0) - f.

Pela arbitrariedade de f, vale W(\) = ().

U ¢ injetiva. Se W(\) = ¥(j1), entdao para qualquer f € D, (fox) (z7 (p)) - (7t o
N'(0) = (foz)(z7 (p)) - (z7' opu)'(0). Pondo v = (fox)(z7(p)), e enxergando os

produtos na igualdade acima como produtos internos, temos:

Pela arbitrariedade de f e, consequentemente, de v, temos, obrigatoriamente, que
(27 o A)(0) = (27 o p)'(0) =0

Portanto (271 o A)'(0) = (z7 o 1)'(0) = A = fu.

U é sobrejetora. A imagem de U é

\II(CI/N):{X(O):D—>R\AECJVN}:{A'(O):D—>R|)\ECP}:V

Isso conclui a demonstracao do teorema. n

A equivaléncia provada acima nos da uma versatilidade quanto & interpretacao dos

vetores tangentes, ja que as vezes os enxergaremos como operadores e outras, como vetores

de um espaco isomorfo ao R".



Seja a : (—€,¢) — M com «a(0) = p € M. Sabemos, da primeira defini¢do, que
o€ CJVN é o vetor tangente a o em t = 0.

Escrevendo a curva o em U C R™ como (z7 o )(t) = (ay(t),. .., an(t)), temos
(z7' o) (0) = («}(0),...,a,(0)). Colocando o vetor-velocidade em termos da base cano-

n

nica do R", temos:

(27 o) (0) = Z o’ (0) - e;.

Aplicando o isomorfismo Z~!, obtemos finalmente:

6=7[ " oa)(0)] =7 (Z ol(0)- ) =Y al0)- 7o) = Yo all0) - o

Noutras palavras, conseguimos expressar o vetor tangente a  em termos da base canonica
do T,M, com ajuda da parametrizagao x, que, a menos da base diferente, se escreve da
mesma maneira no R”.

Usando a outra defini¢cao, por um raciocinio analogo, chegamos em

(0 = >0 5L - (Z 0l(0)- ai) f

E como se pudéssemos retirar o f para obter:

Ccomo queriamos.

1.1.1 Exemplos adicionais
Exemplo 5 - O fibrado tangente

Seja M uma variedade diferenciavel e seja TM = { (p,v) :, p € M;v € T,M}. Podemos
dar uma estrutura diferenciavel para o conjunto T'M de dimensao 2n. Munido dessa

estrutura, chamaremos T'M de fibrado tangente em M.

«

De fato, seja (Uy,x,) 0 sistema de coordenadas de M. Denote por (zf,...,z%) as

coordenadas de U, e por {8%, . 8%1} as bases associadas do ponto p € z,(U,). Para
1 n



cada «, defina

Yo : Uy x R" — TM,

por

n
0
Yo (xF, a0 ug, o uy) = (e (2f, .., 2h), E w; - @)
i=1

i
Geometricamente, isso significa que estamos tomando como coordenadas de um ponto
(p,v) € TM as coordenadas (xf,...,z%) junto com as coordenadas de v na base coorde-
nada do 7T, M.

Mostraremos que (U, x R™, y,) é uma estrutura diferenciavel em TM. Ja que

Ua Za(Ua) = M e (dza)q(R™) = Ty (oM, q € Uy, temos que
U va(Ua xR") =T M,

que satisfaz a primeira condi¢ao de variedade.

Agora seja (p,v) € ya(U, x R™) Nyg(Us x R™). Logo,

(p,v) = (Ta(qa), dxa(va)) = (25(qp), dzs(vg)),

onde g, € Uy, q3 € Ug, v4,v3 € R". Portanto,

yﬁ_l 0 Ya(Gas Va) = ygl($a<Q)a dre(va)) = ((3751 0 Za)(qa); d@? 0 To)(Va))

Como :vgl oz, ¢ diferenciavel, d:vgl oz, também o é. Segue entao que y[;l 0y, ¢ diferen-

ciavel, que encerra a demonstracao.

Definicao 1.1.6. Seja M uma variedade diferenciavel. Dizemos que M é orientével se
M admite uma estrutura diferenciavel (U,,x,) tal que para todo par «, 3, com x,(U,) N
23(Us) = W # 0, o determinante do diferencial da mudanga de coordenadas x" oz, tem

determinante positivo.

Exemplo 6

Se M pode ser coberta por duas vizinhancas coordenadas V; e V5 de tal maneira que

a intersecao V) N V5 é conexa, entao M ¢ orientavel. Este critério pode ser usado para



mostrar que a esfera

n+1
S = {(xl,...,an) € Rn+1 ’ ZCCZQ = 1} S RnJrl
=1

¢ orientavel. De fato, seja N = (0,...,0,1) o polo norte e S = (0,...,0,—1) o polo sul de
S™. Defina a aplicagao estereografica do ponto polo norte 7 : S — {N} — R" que leva
um ponto p = (z1,...,z,) € S™ — {N} a interse¢ao do hiperplano z,,; = 0 com a reta

que passa por p e N. Com um simples calculo, verificamos que

T Ty
7T1($1,...,£L’n+1):(1 ceey )

)
— Tp+1 I —2pp

A aplicagao m ¢é diferenciavel, injetiva e mapeia S™ — {N} no hiperplano z,; = 0. De
maneira anéaloga, definimos a projegao estereografica do ponto polo sul my : S™ — {S} —
R™, que satisfaz as mesmas propriedades.

Portanto, as parametrizacoes (R”, 7, !), (R", 7, ') cobrem S™. Além disso, a mudanga

coordenadas:
Yj = 1_1:—;%1 oy = %;nﬂ,
(Y1, .- yyn) ER" G =1,...,n,
é dado por
"
%:Eg%

(aqui, usamos o fato de que ZZE r? = 1). Logo, a familia (R", 7, '), (R, 7, ) define uma

estrutura diferencidvel no S™. Observe que a intersecio 7, ' (R") Ny ' (R"?) = S™ — {N, S}

é conexo, portanto S™ é orientavel e a familia dada d& uma orientacao para S™.

Definicao 1.1.7. Um campo vetorial X numa variedade diferenciavel M é uma cor-
respondéncia que associa a cada ponto p € M um vetor X(p) € T,M. Em termos de
aplicacoes, X é uma aplicagao de M no fibrado tangente TM. O campo ¢é dito diferencia-
vel se a aplicagao X : M — T'M é diferenciavel. O conjunto desses campos diferenciaveis

em M ¢é denotado por X(M).

Considerando a parametrizacao = : U C R™ — M, podemos escrever
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X() = Y alp)s-

=1

onde cada a; : U — R é uma funcao definida em U. Note que X é diferenciavel se,
e somente se, todas as funcdes a; sdo diferenciaveis. Com efeito, a funcdo X(p) =
(p,a1(p),...,a,(p)) é diferenciavel se, e somente se, todos os a; também o sdao. Note
que se X é diferenciavel no sistema de coordenadas x, X também o é em qualquer outro

sistema y. De fato, basta notar que se y : VC R® — M é uma parametrizacao na qual

X() =D blo)

Entao os b;’s sao diferenciaveis, pois, como ja vimos, a aplicacao mudanca de coordenada
bia; ' é um difeomorfismo.
As vezes, é mais conveniente enxergar o campo vetorial X como a aplicacdo X : D —

F, do conjunto D das fungoes diferencidveis em M no conjunto F de fungoes em M, assim
definidas:

n

(XD = Y alp) 5 0)
i=1

onde f denota, por abuso de notagao, a expressao de f pela parametrizagao x.

Lema 1.1.1. Sejam X eY campos diferencidveis numa variedade diferenciavel M. Entao,

existe um unico campo Z tal que, para toda f € D, Zf = (XY — Y X)f.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que se Z existe, entao Z é inico. Assumamos,
portanto, a existéncia de tal campo Z. Sejam p € M e x : U — M uma parametrizacao

em p, e sejam

0 0
X = a;— Y = b;—
; @IZ ; J ox j
as expressoes para X e Y nessa parametrizacao. Para efeitos de calculo, consideremos f

uma funcao C?. Depois, veremos que com o comutador definido, basta que a funcao seja

diferenciavel.

11



0 0 b; O 0
XYsz(Yf)zX(ija—gi> =2 aia<2bja—xfj> =) a aszagf+z aibj o 57;]

l 7] ?J

e

of 0f\ <, 0a 0f o1
=y =y (Lol ) = 5 (Legh ) = Doz Doy

J

Como f é C?, vale o Teorema de Schwarz, isto &,

>*f  O*f
&viaxj N 8%6%

Portanto, Z é dado, na parametrizacao x, por

6(1j af
Oxj’

Zf=XYf-YXf=)_ (M%—biam
i,j K3 K3

que prova a unicidade de Z.
Para mostrar a existéncia, defina Z, em cada vizinhanga coordenada z,(U,) da es-
trutura diferenciavel (U,, z,) em M pela expressao anterior. Por unicidade, Z, = Z3 em

2o(Uy) Nz3(Us) # 0, que nos permite definir Z em toda a variedade M. O

1.2 Meétricas Riemannianas

No capitulo anterior, vimos propriedades mais relacionadas a topologia da variedade,
que muito se assemelham aquelas do R™. No entanto, para fazer geometria na variedade,
precisamos de um novo conceito: a métrica. Com tal ferramenta, podemos fazer célculo

e estender conceitos da geometria diferencial classica.

Definicao 1.2.1. Uma métrica riemanniana g é uma funcao que associa todo ponto
p € M a um produto interno g, = (,) : T,M x T,M — R. Nesse caso, a variedade

munida de tal métrica (M, g) é dita uma Variedade Riemanniana.

= < 0 i> De fato, os

E natural calcularmos os termos da forma 9p (i i) 5’ B
i J

ox;’ amj

denotaremos por g;;, que formam a matriz da métrica g. Esse abuso de notagao nao
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nos trara grandes problemas desde que esteja implicito a que ponto p € M estamos nos

referindo.

Exemplo 1 - O exemplo canénico

Considere M = R", com o produto interno euclidiano. Assim, T,M = M = R" e,

Y
consequentemente, % = e;, 0 que nos da g(e;, e;) = ;.
1

Exemplo 2 - A métrica produto

Dadas duas variedades riemannianas M; e M;. Ora, o produto cartesiano de duas vari-
edades M; x My também é uma variedade. Podemos, de maneira natural, induzir uma
métrica em M; x My como segue abaixo. Sejam 7y : My x My — My e wo : My X My — M,
as projegoes canonicas de My e Ms, respectivamente. Entao, defina a métrica produto em

(p,q) € My x M; por:
(U, V) (p,q) = (dmy - u, dmy - ), + (dmg - u, dma - v)g

para todo (p,q) € My x My e u,v € T(,q)(My x My).

E de facil comprovacdo que esta é, de fato, uma métrica para o produto M; x M.

Exemplo 3 - Calculo da métrica da pseudo-esfera

A pseudo-esfera é uma superficie obtida pela revolucao de uma curva denominada tratrix.

Suas equagodes paramétricas sao dadas por
x = sech u cos v;

y = sech u sin v;
z = u — tanh u.

Calculando os vetores X, = (Zy, Yu, 2u) € Xy = (Zy, Yo, 2u), temos, respectivamente:
g1 = (Xu, X,) = tanh *u
g1z = g1 = (X, Xp) =0

13



g22 = (X, X,) = sech %u

Exemplo 4 - Variedades imersas

Seja f : M™ — N™* uma imersao, isto é, f é diferenciavel e df, : T,M — TN ¢é
injetiva para todo p € M. Se N tem uma estrutura riemanniana, f induz uma estrutura
riemanniana em A se definirmos (u,v), = (dfy(v), dfp(v))s@), onde v,v € T,M. Uma
vez que df, ¢ injetiva, (,), ¢ positivo definido. As outras propriedades de métricas sao
facilmente verificadas. Esta métrica em M é chamada de métrica induzida por f, e f é
dita uma imersao isométrica.

Estamos, agora, em condi¢oes de enunciar um teorema importantissimo para a teoria

de variedades, que nos da um resultado muito desejavel para a geometria.

Teorema 1.2.1. (Teorema forte de Whitney): Se M é uma variedade de Hausdorff n-

dimensional com base enumerdvel, entdo M pode ser imersa em R*".

Segue, entao, do teorema acima, que toda variedade de Hausdorff com base enumerével

¢ uma Variedade Riemanniana, com a métrica induzida do R?"

Definicao 1.2.2. Uma aplicacao ¢ : I — M, onde I é um intervalo aberto e M uma

variedade, é chamado uma curva parametrizada.

Definigao 1.2.3. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é uma aplica¢ao
diferenciavel que associa a cada t € I um vetor tangente V (t) € Toy) M. Dizer que V é
diferenciavel significa que para toda fungao diferenciavel f em M, a fungao t — V (t)f é

uma funcao diferenciavel em 1.

A restri¢do da curva ¢ ao intervalo fechado [a, b] € I é dito um segmento. Se M é uma

Variedade Riemanniana, noés definimos o comprimento de um segmento por

b 1
dc dc\ 2
LZ(C) :/ <E,E> dt

1.3 Conexoes afins

J& resolvemos o problema de definir vetor-velocidade numa curva numa variedade abs-

trata M gragas ao conceito de espago tangente. Seria natural no momento indagarmos
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sobre a nocao de aceleracao. Afinal, esta nos permite uma discussao sobre uma série de
objetos interessantes para teoria, como curvas geodésicas e transporte paralelo. O pro-
blema reside ainda na falta de um espaco maior que contenha a variedade. Em vez de
buscarmos novos espagos que possam agrupar esses ‘vetores-aceleracao”, aproveitaremos
a ja feita construcao do espaco tangente para definirmos a derivada covariante, que pode
ser interpretada como a aceleracao vista da variedade. Para isso, precisamos de uma
ferramenta chamada conexao afim.

Para definir conexao afim, comecemos indicando por X(M) o conjunto de todos os
campos vetoriais de classe C> em M e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C™

definidas em M.

Definicao 1.3.1. Uma conexao afim V numa variedade diferenciavel M é uma aplicagao
V:X(M)) xX(M)— X(M))

que é denotada por (X,Y) — VxY que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) VixygvZ = fVxZ +gVyZ
(i) Vx(Y+2) =VxY +VxZ
(iil) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M)

Tal definicao nao nos deixa claro se uma fun¢ao com tamanha generalidade existe.
Mostraremos mais adiante que, de fato, existe uma conexao afim em M. Mais ainda,
veremos que esta é muito melhor que as outras. Trata-se da conexao de Levi-Civita. Mas
antes disso, definamos através do préximo teorema a estrutura da qual falamos no comecgo

do capitulo.

Teorema 1.3.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Fxiste

uma unica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V ao longo de uma curva

DV

o~ ao longo de c, chamado a derivada covariante de

c: I — M um outro campo vetorial

V' ao longo de c, tal que
(a) 2(V+W)=2LY 4 D

(b) %(fV) = %V + f%, onde W € um campo ao longo de ¢ e f € uma fungdao dife-

rencidvel em I.
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(c) Se V é induzido por um campo vetorial Y € X(M), isto €, V(t) = Y (c(t)), entao
=VaY
dt

Observagao. A tltima linha de (c) faz sentido, ja que VxY (p) depende do valor de X (p)
e o do valor de Y ao longo da curva, tangente a M no ponto p. Escolhendo um sistema

de coordenadas (z1,...,x,) e escrevendo

X=> zX
Y =) yX
J

onde X; = %, temos

VxY = Z 7V, (Z ijj> - Z T3y Vi Xj + ZxZXZ(y])X
i j b Wl

Pondo Vi, X; = 37, I'}; X}, concluimos que I'}; sdo fungdes diferenciéveis e que

VyY = Z(leyjf + X(y )) X5, (1.1)

o que prova que VY (p) depende de z;(p),y;(p) e das derivadas X (yx)(p) de y por X.
O teorema acima mostra que a escolha de uma conexao afim em M nos fornece uma
maneira de derivar vetores ao longo de curvas.
Geometricamente, podemos interpretar a conexao afim num ponto p € M como sendo
a taxa de variagdo de um campo Y num ponto p ao longo de uma curva c: (—e¢,€) - M
com ¢(0) = p e %(0) = X (p). Em particular, se tomarmos no item ¢, Y (c(t)) = %(¢), faz

sentido falar em aceleragao ao longo de uma curva em M.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que exista uma correspondéncia satisfazendo os
itens (a), (b) e (¢). Sejax : U C R™ — M um sistema de coordenadas com ¢(I)Nz(U) # ()
e seja (z1(t),...,zn(t)) a expressao local de c(t),t € I. Seja X; = . Entdo podemos
expressar o campo V' localmente por V = > v X, j = 1,...,n, onde v = i(t) e

X; = Xj(c(t)). Pelos itens (a) e (b), temos

DV d DX
Vi Zd—i)‘” 2V

J
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Pelos itens (c) e (i) da Defini¢ao 1.3.1,

DXJ' d!l?l
g = VN = Vem Xy =) VX

Portanto,

DV dv? dz; .
N IV X 1.2
dt jdtﬂ+,‘ﬁvvxf (12)

Z7j

A expressao acima nos mostra que se existe uma correspondéncia satisfazendo as condi¢oes
do Teorema 3.1.1, entao tal correspondéncia é tinica.

Para provar a existéncia, defina % em x(U) pela Expressao 3.1.1. E de verificacio
imediata que tal expressdo possui as propriedades desejadas. Se y(W) é outra vizinhanga
coordenada, com y(W)Nz(U) # 0, pela unicidade de 2 em z(U). Segue que a defini¢ao

pode ser estendida para toda a variedade M, e isto conclui a prova. O

Definigao 1.3.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao V. Um campo
vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é dito um transporte paralelo quando

% =0, para todo t € I.

Proposigao 1.3.1. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Sejam
também ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e V um vetor tangente a M em c(ty),
tel,isto &, Vy € Tyy,) M. Entao, existe um tnico campo vetorial paralelo V' ao longo de

¢, tal que V (tog) = Vo. (V(¢t) é chamado de transporte paralelo de V() ao longo de c.

Demonstragao. Suponha que o teorema tenha sido provado para o caso onde ¢(I) esti-
vesse contido numa vizinhanca coordenada. Por compacidade, dado t; € I, o segmento
¢([to,t1]) € M pode ser coberto por um nimero finito de vizinhangas coordenadas, nas
quais V' esta definido, por hipotese. Por unicidade, as defini¢bes coincidem com as inter-
segOes nao-vazias, permitindo a defini¢ao de V' ao longo de todo [to, t1].

Temos apenas, portanto, que provar o teorema quando c(I) estiver contido numa
vizinhanga corrdenada x(U) de um sistema de coordenadas = : U C R" — M. Seja
z71(c(t)) = (21(t),...,za(t)) a expressdo local de c(t) e Vo = >, WX, onde X; =
2 (c(t).

Suponha que exista um campo vetorial V' em x(U) que seja transporte paralelo ao
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longo de ¢ com V(tg) = V. Entdo V = Y v/ X satisfaz

DV dv’ dz;

0= —_ 27y,
dt — dt ]+.4 dt
J 2,]

Pondo Vyx, X, =), Fijk, e trocando j por k na primeira soma, obtemos

DV dv* dx;
- = — IR ) X = 0.
it zk:<dt +ZU dt ”> k

(2
O sistema de n equagoes diferenciais em v*(t),

dv® dx,
0= — kol =2
at T2tV g

%,J

(1.3)

possui uma tunica solucao que satisfaz as condigoes iniciais v’“(to) = v(’)“. Segue, entao,
que se V' existe, é tinico. Mais ainda, ja que o sistema ¢ linear, qualquer solugao estéa
definida para todo ¢t € I, o que prova a existéncia (e unicidade) de V' com as propriedades

desejadas. O

1.4 Conexoes riemannianas

Definicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica riemanniana (, ). Uma conexao é dita compativel com a métrica (, ) quando para
qualquer curva suave ¢ e qualquer par de vetores paralelos P e P’ ao longo de ¢, temos

(P, P") = cte.

A definicao acima serd justificada pela seguinte proposi¢ao que mostra que se V é
compativel com (), entdao é possivel derivar o produto interno pela regra do produto

usual.

Proposigao 1.4.1. Seja M uma Variedade Riemanniana. A conexao V em M é compa-
tivel com a métrica se, e somente se, para quaisquer campos vetoriais V' e W ao longo de

uma curva diferencidvel ¢ : I — M, temos

d DV DW
— = ( — — I. 1.4
4 vwy <dt,w>+<v, ; >,te (1.4)
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Demonstracao. E 6bvio que a equacao acima implica que V é compativel com (,). Mostre-

mos, portanto, a ida. Tome uma base ortonormal {P;(to), ..., P.(to)} de Tou)M, to € 1.
Usando a Proposigao 1.3.1, podemos extender os vetores P;(ty), i = 1,...,n, ao longo de
¢ por transporte paralelo. Como V é compativel com a métrica, {P;(t),..., P,(t)} ¢ uma

base ortonormal de T¢) M, para qualquer ¢ € I. Portanto, podemos escrever

V=> u'P,

e
WS,
i=1,...,n,onde v' e w' sdo func¢oes diferenciaveis em I. Segue que
DV dv’
dt 4~ dt""
DW dw?
A —P.
dt — dt
Portanto,

DV DwW dv* ,  dw' d i d

]

Corollary 1.4.0.1. Uma conexao V numa Variedade Riemanniana M €é compativel com

a métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ). (1.5)

Demonstrag¢ao. Suponha que V seja compativel com a métrica. Sejamp € Mec: 1 — M

uma curva diferenciével com c(to) = p, to € I e %(t)) = X (p). Entdo

X(pUT,Z) = %(Y, Z)(to) = (Vxp)Y, Z)(p) + (Y, VxpZ)(p)-

Como p é arbitrario, vale (1.5). A volta é evidente. O
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Definicao 1.4.2. Uma conexao V ¢é dita simétrica quando
VxY = VyX = [X,Y] (1.6)

para todo X,Y € X(M)

Observagao. Num sistema de coordenadas (U, x), o fato de que V ¢é simétrica implica

que para todo i, =1,...,n,
Vx,X; — Vx, X = [X;, X;] =0
Ou seja, vale a simetria nos subindices dos simbolos de Christofel
Il =T%.

Agora enunciaremos o teorema fundamental do capitulo.

Teorema 1.4.1. (Levi-Civita). Dada uma Variedade Riemanniana M, existe uma tinica

conexao afim V satisfazendo
(i) V € simétrica
(ii) V € compativel com a métrica riemanniana.

Demonstrag¢ao. Suponha inicialmente a existéncia de tal V. Entao:

X(Y,2) = (VyY, Z) + (Y, VxZ), (1.7)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VyX), (1.8)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y). (1.9)

Somando (1.7) e (1.8) e subtraindo (1.9), temos, usando a simetria de V, que

XY, Z)+Y{(Z,X)— Z(X,Y) = (X, Z, ) + ([Y, Z], X) + ([X, Y], Z) + 2{Z, Vy-X).
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Portanto,

(2.VyX) = S(X{Y, 2) + V{2, X) ~ Z{X,Y) ~ (X, 2),Y) — [V, 2], X) — ([X,Y], 2)).

(1.10)

A expressao acima mostra que V é unicamente determinada pela métrica (,). Logo, se
existe, € tnica.

Para provar existéncia, defina V por (1.10). E facil verificar que V esta bem-definida

e que satisfaz as condigoes desejadas. O]

Observagao. A conexao dada pelo teorema sera, de agora em diante, chamada a conexao

de Levi-Civita em M.

Tomando Z = X e Vy X =), I‘éle, temos por um lado:
(Z,Vy X) = (X, Y T4X0) = > (X X0) = D Tijgu
l 1 l
Por outro:

SOXWY.2) 4 Y{Z,X) = 2{X,Y) — {[X, Z,Y) ~ (V. 2], X) ~ (X, Y], 2))

R
2 8xig]k 893]~ng axkg” '

Segue, entao
Fl — 1 i o+ i R i ..
Ez ij ik = 2 \ o, 9jk oz, Gki axkgzj .

Como a matriz (gr,) admite uma inversa, denotada por (g¥™), temos

1 ) ) ) .
m_ 1 I I 1.11
FU 2 Xk: <3ng]k + (9xj ki aZL’ng> g ( )

1.5 Geodésicas

1.5.1 O fluxo geodésico

Definicao 1.5.1. Uma curva parametrizada v : I — M é dita uma geodésica em t, se

% (Ccll—z) = 0 no ponto tp; se v é uma geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v é uma

21



geodésica. Se [a,b] C I ey : I — M é uma geodésica, entdo a restrigdo de v a [a,b] é
chamado de segmento geodésico de y(a) a v(b). Algumas vezes, por abuso de linguagem,

nos referiremos a imagem (/) da geodésica v como a propria geodésica 7.

Uma propriedade muito interessante que segue da condigao que define uma geodésica é

a preservacao do comprimento do vetor tangente. De fato, se v : I — M é uma geodésica,

d/dy dy\ _,/Ddy dyN o
dt \dt’dt/ " \dtdt' dt/

isto é, o comprimento do vetor tangente ‘2—;’ é constante. Assumiremos, de agora em diante,

entao

que | Z—Z |= ¢ # 0, excluindo assim as geodésicas que reduzem-se a pontos. O comprimento

de arco s de v, comecando de um ponto t = ¢y, é dado por

body
s(t) = — |dt=c(t -t

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando
um parametro é o préoprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1, dizemos que a geodésica
esta normalizada.

Agora determinemos as equagoes locais que devem ser satisfeitas por uma geodésica

~ numa vizinhanga (U, z) de v(to). Em U, a curva v

V(1) = (21, w(t))

serd uma geodésica se, e somente se,

D dy d?zy, pdegde; ) 0
Y pk @i a9
0= Zia zk: ( az 22" at | o

i,J

Pelo fato de {6%1, ey %} ser uma base, temos obrigatoriamente o sistema de n equacoes

diferenciais de segunda ordem

d?z;, N ,?‘dxi %
dt? — Y dt dt

2,7

—0, (1.12)

cuja solucao nos dé as equacgoes da geodésica no sistema de coordenadas .

Para estudar o Sistema 1.12, é conveniente considerar o fibrado tangente T'M, que
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também sera util posteriormente.

TM & o conjunto dos pares (¢,v), ¢ € M, v € T,M. Se (U,z) ¢ um sistema de
coordenadas em M, entdo qualquer vetor em T,M, ¢ € x(U), pode ser escrito como
Yoy yia%i. Tomando (z1,...,Zn,Y1,--.,Ys) como coordenadas de (g,v) em TU, é facil

mostrar que obtemos uma estrutura de variedade diferenciével para T'M.

Observe que TU = U x R", isto é, o fibrado tangente é localmente um produto
cartesiano. Além disso, a projecao canénica m : TM — M dada por w(q,v) = q é
diferenciavel.

Qualquer curva diferenciével ¢ — () em M determina uma curva t — (y(t), 2 (t))

em T'M. Se v é uma geodésica, entao, em T'U, a curva

t— (z1(t),. .., z,(1), %(t), e E(t))

satisfaz o sistema
dl’k

R 1.13
dt Yk ( )
dyx - _ Z ko (1.14)
dt - Wz]yly] .
0.
em termos das coordenadas (xy,...,Zn,Y1,-..,Yn) em TU. Note que tal sistema nos diz

que dado um ponto p € z(U) e um vetor tangente v € T,M, existe localmente uma
lnica geodésica que passa por p com velocidade v. Portanto, o sistema acima em TU ¢é
equivalente ao sistema definido por (1.13) e (1.14) em U.

Recordemos agora o resultado de equagoes diferenciais a seguir.

Teorema 1.5.1. Se X € um campo C* num aberto V' da variedade M e p € V, entao
existe uma vizinhanga aberta V), de p, um nimero 6 > 0, e uma aplica¢io C™ ¢ : (—0,0) X
V, = V tal que a curva t — ¢(t,q), t € (—=6,0), € a unica trajetoria de X que no instante

t = 0 passa pelo ponto q, qualquer que seja q €'V,

A aplicagao ¢; : V,, = V dada por ¢:(q) = ¢(t,¢q) é chamado um fluxo de X em V.

O conceito de fluxo de um campo pode ser ilustrado pelas linhas de um campo mag-
nético como mostra a figura abaixo.

Nesse caso, considerando X como sendo o campo magnético, as curvas t — (¢, q) sdo

dadas pelas linhas de campo.

23



Figura 1.1: Campo magnético criado por um fma

Lema 1.5.1. FExiste um unico campo vetorial G em TM cujas trajetorias sao da forma

t — (y(t),~'(t)), onde v é uma geodésica em M.

Demonstracao. Provemos primeiro a unicidade de GG, supondo sua existéncia. Considere
um sistema de coordenadas (U, x) em M. Pela hipotese, as trajetorias de G em TU sao
dadas por t — (y(t),7/(t)) onde v é uma geodésica. Segue que t — (y(¢),7'(t)) é uma
solucdo do sistema de equagoes definido por 1.13) e (1.14). Da unicidade das trajetorias
de tal sistema, concluimos que se G existe, entao é tnico.

Para provar a existéncia de GG, defina-o localmente pelo sistema definido por (1.13) e

(1.14). Pela unicidade, concluimos que G esta bem-definido em 7M. O]

Definicao 1.5.2. O campo vetorial GG definido acima é chamado de campo geodésico em

TM e seu fluxo é chamado de fluxo geodésico em T'M.

Aplicando o teorema acima para o campo G no ponto (p,0) € T'M, obtemos a seguinte
propriedade:
Para cada p € M, existe um aberto U em T'U, onde (U, x) é um sistema de coordenadas

em p e (p,0) € U, um nimero 6 > 0 e uma aplicacao C*°, ¢ : (=§,d) x U — TU, tal que
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t — ¢(t,q,v) €& a unica trajetoria de G que satisfaz a condigao inicial ¢(0, ¢,v) = (g,v),
para cada (g,v) € U.

Sem perda de generalidade, escrevamos U na forma
U={(¢q,v)eTU;qeVeveT,M com|v|<e},

onde V C U é uma vizinhanca de p € M. Pondo v = mo ¢, onde 7 : TM — M ¢é a

projecao canonica, podemos descrever o resultado da maneira a seguir.

Proposicao 1.5.1. Dado p € M, existe uma vizinhanca V, C M de p e g, > 0 e uma
aplicacao C*

v1(=6,6) x U = M,

onde U = {(q,v) € TU;q € Vewv € T,M com | v |< €} e tal que a curva t — (¢, q,v),
t € (—0,0), é a tnica geodésica em M que, no instante ¢ = 0, passa por ¢ com velocidade

v, para cada ¢ € V' e para cada v € T, M com comprimento menor que &,.

A proposicao acima garante que se | v |< €,, entao a geodésica (¢, q,v) existe num
intervalo (—d,9) e é tunica. Na verdade, é possivel aumentar a velocidade da geodésica
diminuindo o intervalo de definicao ou o contrario. Isto segue do lema que sera enunciado

a seguir.

Lema 1.5.2. (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica y(t,q,v) estiver definida
num intervalo (—0,9), entao a geodésica y(t,q,av), a > 0, estd definida num intervalo
(—2,2) e vale

(t, q,av) = y(at, q,v).

Demonstragio. Seja h : (—2,%) — M uma curva dada por h(t) = v(at,q,v). Entdo

a’a

h(0) =g e “(0) = av. Além disso, uma vez que K (t) = ay'(at, q,v),

D (dh
dt (%) = Vil (t) = a*Vo(aran (at, ¢, v) =0,

onde, para a primeira igualdade, estendemos h’(¢) a uma vizinhanga de h(t) em M.
Logo, h é uma geodésica passando por ¢ com velocidade av no instante ¢ = 0. Por

unicidade,

h(t) =~(at, q,v) = ~(t, q,av).
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]

A Proposigao (1.5.1), junto ao Lema da homogeneidade, nos permite fazer o intervalo
de definigao uniformemente grande numa vizinhanga de p. Mais precisamente, temos o

seguinte fato.

Proposicao 1.5.2. Dado p € M, existe uma vizinhanca V,, de p em M, € > 0 e uma
aplicagdo C® v: (=2,2) xU — M, U = {(q,w) e TM;q € V,q e V,,w € T,M,| w |< €}
tal que t — v(t,q,w), t € (—2,2), é a tnica geodésica de M que, no instante ¢t = 0, passa

por ¢ com velocidade w, para cada g € V, e para todo w € T, M, com | w |< &

Demonstra¢ao. A geodésica 7(t,q,v) da proposi¢ao (1.5.1) esta definida para | t |< §
e para | v |< g,. Pelo lema da homogeneidade, v(t,q,%’) esta definida para | ¢t |< 2.
Tomando & < 657?, obtemos que a geodésica (t, ¢, w) esta definida para |t |[< 2 e | w |<

E. O

Observagao. Usando um argumento analogo, podemos fazer a velocidade de uma geo-

désica uniformemente alta numa vizinhanca de p.

A Proposigao (1.5.2) nos permite introduzir o conceito de aplica¢ao exponencial como
segue. Seja p € M e sejad C TM o aberto da Proposi¢ao (1.5.2). Entao, a fungao exp
:U — M dada por

(%
€xp <Q7U> - '7(17(],7]) = ’7(| v ’7Q7 m)a

onde (q,v) € U chamada de aplicagdo exponencial em U.
Na maioria das aplicagoes, deveremos utilizar a restricao de exp a um aberto subcon-

junto do espaco tangente T, M, isto ¢, definimos

exp, : B(0) C TyM — M

por exp,(v) = exp(q,v). E facil ver que exp, ¢ diferenciavel e que exp,(0) = q.

Geometricamente, exp,(v) ¢ um ponto de M obtido andando um comprimento | v |,

i

comecando de ¢, ao longo de uma geodésica que passa por ¢ com velocidade igual a ol

Proposigao 1.5.3. Dado ¢ € M, existe um € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M ¢

um difeomorfismo entre B.(0) e um subconjunto de M.
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Demonstragao. Calculemos d(exp),

Alexp)(v) = 5 (exp, ) = (11 0,00)) = S ((t.,0) = v

Logo, d(exp,)o ¢ a identidade em T,M, e pelo Teorema da Funcao Implicita, a fungao

exp, ¢ um difeomorfismo local, como querfamos. O
Podemos agora definir de coordenadas normais.

Definigao 1.5.3. Sejam p € M, {ey,...,e,} uma base ortonormal de T,M e ¢ =
exp, (D, uie;). Entao, (ui,...,u,) sdo chamadas as coordenadas de ¢ numa vizinhanca

de p.

1.5.2 Exemplos de Geodésicas
Geodésicas em R"

Tratando-se do R™ em coordenadas cartesianas temos o caso trivial em que os simbolos

de Christofel sao nulos. Em outras palavras, a conexao no R™ é dada por
VY = X(y) Xs.
k

Seja v : I — R", dada por

Y(t) = (z1(t), ..., xza(t)).
Pelo Sistema de Equagoes definido por (1.13) e (1.14), temos

d2l’k
dt?

=0

dop _

Logo v € R. Assim, temos xy(t) = pr + tvg. Ou seja, as geodésicas no R™ sao as

curvas dadas por

’Y(t) = (p1+tU1,...,pn+tUn) = (ph...,pn)—|—t(U1,...,Un).

Isto é, como ja sabiamos, as geodésicas no R" sao as retas.
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Capitulo 2

Geometria Riemanniana - Parte 2

2.1 Curvatura

A curvatura é a grandeza que mede o quao diferente a Variedade Riemanniana é do R".
Mostraremos que ela depende diretamente da Conexao Riemanniana e, consequentemente,
da métrica. De fato, obteremos a expressao explicita da dos termos do tensor curvatura

em termos da métrica e da conexao.

Definicao 2.1.1. A curvatura R de uma Variedade Riemanniana M é uma correspon-
déncia que associa todo par X,Y € X(M) a aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z,
Z e X(M),

onde V é a conexao riemanniana em M.
Observe que se M = R™, entao R(X,Y)Z = 0 paratodos X, Y, Z € x(R"). Na verdade,
se o campo vetorial Z é dado por Z = (z1,..., 2,), com as componentes de Z vindo das

coordenadas R", obtemos

VxZ = (Xz,...,Xz,).

Dai
VyVxZ =Y Xz,...,YXz,),

que implica em

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixnZ =0
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como tinhamos dito. E possivel interpretar R como sendo uma medida do quanto M
deixa de ser euclidiana.
Outra maneira de ver a defini¢ao acima é considerar um sistema de coordenadas x;

numa vizinhanca de p € M. Uma vez que [%, %} = 0, obtemos
i J

9 2\ 0 )
R (a0 = (T ¥~ VY )

Ou seja, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante.

Nesse capitulo, iremos apresentar algumas propriedades importantes.

Proposigao 2.1.1. A curvatura R de uma Variedade Riemanniana M tem as seguintes

propriedades:

(i) R é bilinear em X(M) x X(M), isto &,
R(fX1+ 9Xo,Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1)

R(X1, fY1 +gYs) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y?)
f?g S D(M>? X17X27§/1>}/2 S %(M)

(ii) Para quaisquer X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
linear, ou seja,

RX,)Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W,
R(X,)Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feDM), Z,W e X(M).
Demonstragao. (i) pode ser provado por verificagao direta. Para mostrar a primeira parte

de (ii), faga:

RX,Y)Z+W) = VyVx(Z+W)=VxVy(Z+W)=Vixy(Z+W)
= VWVxZ —VxVyZ = VixyZ + VyVxW = VxVy W — Vix W
= R(X,Y)Z+ R(X,Y)W.
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Para a segunda, temos
VyVx(fZ) = Vy([VxZ+(X[)Z) = [VyVxZ+(Y [)(VxZ)+HX ) (Vy Z2)+(Y (X)) Z.
Portanto,
VyVx(fZ) = VxVy(FZ) = f(VyVx — VxVy)Z + (YX = XY)[)Z,
Dai
RX,Y)fZ = [VyVxZ—fVxVy Z+([Y, X|[)Z+ [Vixy1Z+(X,Y]f)Z = fR(X,Y)Z.

]

Proposicao 2.1.2. (Identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
Demonstracao. Pela simetria da conexao riemanniana, temos

R(X,Y)Z+ R(X,Z)X + R(Z,X)Y =VyVxZ —VxVyZ + VixyZ + VzVy X — VyV, X
+ V[Y,Z}X +VxVzY +V,Vxy + V[Zyx]y

= Vy[X, Z} + Vz[Yv, X] + VX{Z,Y] — V[Xyz]Y — V[Y’X]Z — V[Zyy]X

Y [X, Z|+ (2, Y. X]|+ [X,[Z2, Y]] =0

onde a ultima igualdade segue da identidade de Jacobi para campos vetoriais. O
De agora em diante, noés escreveremos (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).
Proposigao 2.1.3. a) (X, Y, Z,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) =0;
b) (X,Y,Z,T)=—-(Y,X,Z,T);,
c) (X,Y,Z,T)=—-(X,Y,T,7);

d) (X,Y,2,T) = (Z,T,X,Y).
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Demonstragao. (a) é a identidade de Bianchi novamente; (b) segue diretamente da defi-

nicao 5.0.1.

Lema 2.1.1. Sejam XY, Z,T € X(M). Entao,

(X,Y,2,T) = —(X,Y,T,Z) = (X,Y,Z,Z) = 0.

Demonstracao. De fato, considere a identidade

(R(X,Y)(Z+T), Z+T) = (R(X,Y)Z, Z)+(R(X,Y)T,T)+(R(X,Y)Z,T)+(R(X,Y)T, Z).

Suponha que (X,Y, Z, Z) = 0. Entao, o lado esquerdo e os dois primeiros termos do lado
direito da equag@o sdo nulos. Ficamos, portanto, com (X,Y,Z,T)+ (X,Y,T,Z) = 0,
donde obtemos (X,Y, Z,T) = —(X,Y,T, 7).

Agora, caso valha (XY, Z,T) = —(X,Y,T,Z), pondo T = Z, temos (X,Y,Z,Z) =
—(X,Y, Z, 7), teriamos (X,Y, Z,Z) = 0. ]

Temos ainda,

(X, Y, Z, Z) = <Vyvxz —VxVyZ + V[X,y}Z, Z>

Mas
(VyVxZ,7)=Y(NxZ,Z)—(VNxZ,NyZ),
e
1
(V[Xy]Z, Z) = §[X, YZ,Z).
Dai

(X,Y,2,2) = Y(VxZ, Z)— X(VyZ, Z>+%[X, Y(Z, Z)

= Y(X(Z.2) - SX(Y(Z.2)) + LX.Y)(Z.2)

= IXYZ.2) + X V2, 2) =0,

o que demonstra a letra (c).
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Por (a), podemos escrever:
(X,Y,Z2,1)+ (Y, Z,X,T)+ (Z,X,Y,T) =0,

(K Z7 T7 X) + (Z7 T7 Y? X) + <T7 Y? Z? X) = 07
(Z,T,X,Y)+(T,X,2,Y)+ (X, Z,T,Y) =0,
(T,X,Y,Z)+ (X,Y,T,2)+ (Y,T, X, Z) = 0.

Somando as equacoes acima, obtemos
202, X,Y,T)+2(T,Y, Z,X) =0.

e, portanto,

(Z,X,Y,T) = (Y,T, Z,X).

E conveniente escrever os termos
R(X;, X;) Xy
no sistema de coordenadas (U, x) em torno do ponto p € M. Pondo, (% = X, definimos

R(X;, X)) Xe = > RiX,
l

onde chamamos R!

ijx It de componentes da curvatura R em (U, z). Se

X = Z u' X
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obtemos, pela linearidade de R,

Z R]ku vk X (2.1)

4,5,k

Para expressar Réjk em termos dos coeficientes Ffj da conexao riemanniana, escrevemos

R(XZ,XJ)Xk - VXjVXiXk—VXivXij

= VXj (Z Féle> - VXi (Z Fé'le> )
1 l

que por célculos diretos nos da
I s s s a s
e = ZF I, ZF WLt 5 sz 3o, T (2.2)
Pondo
<R(X27 X Xka Z Rz]kgls - z]k57

podemos escrever as identidades acima como:
Rijis + Rjris + Riijs = 0

Rijks = _Rjiks
Rijks = _Rijsk

Rijks = Rksij

2.1.1 Calculo do tensor de curvatura na estera S

Em coordenadas polares (6, ), as componentes da métrica da esfera S? sao dadas por
g1 = 1,912 = go1 = 0,990 = sin?@. Calculando as componentes da conexao (os simbolos
de Christoffel), pela expressao ... encontramos que as unicas componentes nao-nulas sao
I'}, = —sinfcosf e I'?, = '3, = cot f, ondes estamos denotando z; = 6 e zy = . Pelas

propriedades algébricas das componentes do tensor de curvatura, temos, no caso de uma
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variedade bidimensional, o seguinte:

R1212 = _R2112 = _R1221 = R2121

Rllll = R1122 = R2211 = R2222 = 0.

Nao é dificil ver que as férmulas acima podem ser escritas de uma maneira elegante como
sendo
R — Ri212
ijkl = (gikgjl - gz‘lgjk>—G )
de G = —g%é0d i da métrica. Assi é AT
onde G = g1192 — gi5 € 0 determinante da métrica. Assim, vemos que é necessario apenas

calcular o componente Ri915. Pela defini¢ao, temos:

ors ort
Ry, = Z 9Ty — Z [Ty + 87212 - 890122
I I

= _T2r71l Z-22
121 20 + 9z, D2y
ori, org
_ _r2r! 22 Ol
12 22+ 81‘1 a._'['g
0
= cotfsinfcosf — %(sinecos 0)

= cos?h — cos®H + sin? 0

Por outro lado, temos que Risi2 = Y., gin Rb5 = g11 RS, = Ry, = sin® 6. Vemos, assim,
que o tensor de curvatura para a esfera S? em coordenadas polares tem apenas uma

componente independente dada por R}, = sin?#.

2.1.2 Calculo da Curvatura Escalar de S?

A Curvatura Escalar é dada por R = ZZ ; g R;;, onde ¢g" e R;; representam, respectiva-

mente, as componentes da inversa da métrica g;;, e do tensor de Ricci. Este ultimo, por
: : < _ koo kl 2

sua vez, ¢ definido pela contracdo Ry = ), R, = >, 9" Rukj. No caso de 5%, como

vimos, a tnica componente independente do tensor de curvatura é Ryg1o = sin® 6. Assim,

teremos:

[
Ry = ngRmﬂ = g Ro1o1 = g7 Riz1z = — 57" sin® 0 = 1;
121 sin” 0
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Ry = ngankz = 0;
Kl

Rao = Z gklRlzk:z = 91131212 = sin” 6.
Kl

Lembrando que podemos representar g'' = 1,4 = ¢! = 0 e g = . Assim, a

s

curvatura escalar sera dada por

R = Zginij =g"Rii+gPRp=1+1=2.

j
Destaquemos aqui que para variedades bidimensionais, temos a seguinte relacao entre

a curvatura escalar R e a curvatura gaussiana K :

K=
2

Portanto, para a esfera S?, temos K = 1.

2.2 Gradiente, Divergente e Laplaciano

2.2.1 Gradiente

Definigao 2.2.1. Seja f € C*°(M), onde M é uma Variedade Riemanniana. O gradiente

de f é o campo em M, denotado por V f, definido pela equacao

(Vf(p),v) = dfp(v),

peMuveT,M

Observagao. E bom lembrar o leitor de que por tras dessa definicdo existe uma razio
pela qual definimos gradiente como foi feito acima.
Com efeito, o diferencial df, : T,M — R é um funcional linear e, pelo Teorema da

representacao de Riesz, garante-se a existéncia de um vetor w € T, M tal que

dfy(v) = (w, v)

Por uma questao didatica, denotamos w := V f(p).
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Proposigao 2.2.1. Se f,g € C*°(M), entao:
() V(f+9) =Vf+Vy
(i) V(f-9)=/f-Vg+g-Vf

Demonstra¢ao. Para o primeiro item, fagamos

(V(f+9)p),v) =d(f+g)p = dfp+dg, = (Vf(p),v) + (Vyg(p),v) = (Vf(p) + Vg(p),v).

Ou seja,

(V(f+9)p) = Vf(p) —Vg(p),v) =0.

Pela arbitrariedade do vetor v € T),M,

V(f+9)(p) —Vf(p)—Vgp)=0=V(f+g)p) = VP + V).

Usemos um raciocinio analogo para provar (ii):

(V(f-9)(p),v) =d(fg)p

O diferencial d(f - g), escrito num sistema de coordenadas z : U C R" — M é a matriz-

linha:
d(f - g), = (a(fa'jl)(p) 8(f@‘i)(?)) _
Mas
(6(fé$91)(17) @(féai)(p)) _ (% a0) + 1) - 8573(3}19) ég:if) o) + F(p) - 852(2)

Isto é,

d(f-9), = f(p)dgy,+g(p)df, = f(p)(Vg(p),v) + gV () v)
= (f(p)Vy(p),v) + (g()V f(p),v) = (f(P)Vap) +9()Vf(p),v).

Portanto,

(V(f-9)(p),v) = {f(p)Vg(p)+9(p)Vf(p),v) = (V(f9)(p)—f(®)Vg(p)—9(p)Vf(p),v) = 0.
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Novamente, pela arbitrariedade de v € T, M, temos

V(f-9)p)— f(p)Vg(p) —g(p)Vf(p) =0=V(f-9)(p) = f(p)Vgp) +9(P)Vf(p)

]

Proposigao 2.2.2. Sejam = : U — M uma parametrizagao de M e f € C(M). Entao,

na vizinhanga x(U), temos

of 0
ij
vi= Z dx; O,

Consequentemente, Vf € X(M).

Demonstragcao. Digamos que, nesta parametrizagao, tenhamos

0

Logo, em z(U).

0 o 0

2

Nesse caso, pondo F = <<Vf,%>> , A = (ai)nx1 € B = (Gij)nxn, decorre de (2.3)

nx1
que F' = BA. Como B & invertivel, temos A = B7!F. Assim,

IR
m]
como tinhamos afirmado. ]

2.2.2 Divergente

Definigao 2.2.2. Sejam X € X(M) e considere para todo ponto p € M a fungao VX :
T,M — T,M definida por v — VX (v) = (V,X)(p).
O divergente de X ¢é a fungao div X : M — R definida por

p—divX(p) = Tr VX,

onde Tr denota o trago da aplicacao em questao e V a conexao riemanniana de M.
Proposicao 2.2.3. Sejam X,Y € X(M) e f € C*(M). Entao:
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(i) div (X +Y) =div X +div Y
(i) div (fX)=f-div X +(Vf, X).

Demonstracao. Para provar (i), note que Tr V(X +Y) = Tr VX +Tr VY. Demonstremos

o segundo item. Para cada p € M, temos

div (fX) = Tr (VfX)(p)
= Tr (f(p)VX(p) + df,X(p))
= f(p)div X(p) + (Vf(p),X(p)),

o que conclui a demonstracao. O]

Proposicao 2.2.4. Sejam X € X(M) e x : U — M uma parametrizacdo de modo que,

em z(U), tenhamos X =} “Ja . Entao, nesta parametrizagao,

Consequentemente, div X € C>(M).

Demonstracao. Por definicao, para cada p € M,

div X(p) =Tr VX (p).

Note que

b
>
=
I
<l

0 0
2 2 “fax) =2 Vg,
B Z a 8(1] 8
N é?w 8% 8332 8:5]

J
U
U aﬂf al’z aZL'j
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Desta tltima expressao, podemos concluir que

Jda day, N
Tr VX (p) = (6_551 +)° ajr}j> ot (5 + Zajrnj> .
j " j

Dai, verifica-se a equagao (2.4). O

Proposigao 2.2.5. Sob as mesmas hipoteses da Proposigao (2.2.4), obtemos

. 1
dle—ﬁZa—xz(a\/a

onde G = det(gy;).

Demonstragao. Utilizaremos o seguinte resultado: Se A é uma matriz n X n com entradas

de classe C*, entao (det A)’ = det A-Tr (A’A™1) Nesse caso,

0 8ai a; oG
3. (a;VG) = axi\/5+ Nl

Pelo resultado enunciado anteriormente, temos

oG _ O9x; ki

8911: kl 99, kn
- G ( e +Z !
— Zagjk kj

0x; '

Desse modo,

a
6@»

Por outro lado, usando (2.4),

o da; 09t | 09t _ 09\ ki
div.X = ; (8@ JZ (&vz on )7 )

Lj

Logo,

da; a; 09k 1 a; 09ik i a; 0g;
div X = ) ZIIR ki Ty I ki J J ki
v Z Zk28xig +@Zk28xjg ZQ@xkg

39



Notando que a segunda e a quarta parcela se anulam, temos que

Oa; a; OGix 1.
X — i aj 99ik ki
div Z Zk 2 8.1']9 )

o que implica

X=X (e g )

Pela igualdade acima e por (2.5), obtemos o resultado desejado. O

2.3 Laplaciano

Definigao 2.3.1. Seja f € C°°(M). O laplaciano de f é a aplicacao Af : M — R definida

por

Afp) = div (VF)(p). (2.6)
Verifica-se facilmente que Af € C*(M).

Defini¢ao 2.3.2. O operador f — Af de C*°(M) em C*°(M) é chamado operador de

Laplace-Beltrami.

Proposicao 2.3.1. Sejam f,g € C*°(M). Entao:
() A(f +9) = Af + Ag;
(i) A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg).

Demonstragao. (i) segue diretamente do primeiro item da Proposi¢ao (2.2.3).

Para o item (ii), usemos a definigdo
Af =div (Vfg)

Pela Proposicao (2.2.1),
div (Vfg) = div (fVg+gVf)

Pela Proposicao (2.2.3),
div (fVg+ ¢V f)=div (fVg) +div (¢Vf) = f div Vg+ g div Vf +2(Vf,Vg).
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Proposicao 2.3.2. Sejam f € C*°(M) e z : U — M uma parametrizagdo. Entao, em

z(U),
L0 (0
o= 75 S (Vo )
onde G = det(g;;).

Demonstragao. Basta substituir X = V f e, consequentemente, a; = > i gij% e obtemos

a expressao desejada. O]

2.3.1 Exemplos
Uma aplicagao pratica - Laplaciano em coordenadas polares

O leitor deve lembrar da ardua atividade de calcular o laplaciano usando céalculo diferen-

cial. Veremos agora que, usando a féormula geral do laplaciano, rapidamente chegamos

1.0%f 19f

2 . . o f 2
na formula classica Af = — a5z T g T gz Considere M = R* em coordenadas polares

com a métrica euclidiana. Dado um ponto p = (rcosf,rsin#), a base coordenada em p ¢é
formada por ey = (—rsinf, rcosf) e e, = (cosf,sinf). Fazendo calculos diretos, obtemos
g1 = (eo; €9) = 7%, g12=g21 =0 € goy = 1, 0 que nos da g'' = %27 g2 =g"=0eg”? =1

Assim, G = 2 = /G = r. Substituindo em, temos

(0 ((A08\ 0 (0r\)_1(0 (1or\ (of o
Af_?(% <rﬁ%)+8r( m)) 5 <ae (r80>+<8r+ 07«2))

Finalmente obtemos
10*f 10f O0*f
Af*'r_?w+r8r oz or?’

Laplaciano na esfera

Seja M = S5? a esfera no R3. Dado um ponto p = (sin 6 cos ¢, sinfsin p,cosd) € S?,
onde 6 é o angulo polar e ¢, o polar. Assim, por célculo direto, encontramos % =

(cos @ cos p, cosfsinp, —sinf) e % = (—sinfsin p,sinf cos p,0). Nesse caso, os termos

da métrica sao g1 = <aaga,39> 1, 912 = g1 = (539735) 0ego= <%,%> = sin® 0. Isso

nos da gt =1, g2 = ¢*1 = 0, ¢ = e G =sin?0 = /G = sinf. Substituindo na

sin 9
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formula do laplaciano, obtemos

Af = o ( ( >+%(sirlleg_£))

1 O f 1 9°f
~ sinf (COS@_ +Sm0892 N sin 0 8@)
0? 5, 0
= tG% + 202 + cossec 9%
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Capitulo 3

O problema de Yamabe

Nesse capitulo, apresentaremos o Problema de Yamabe. Primeiramente, enunciaremos
o problema geométrico e, posteriormente, mostraremos sua formulacao analitica. Isto é,
nosso objetivo é, partindo do problema geométrico chegar na Equacao de Yamabe, dada

por:
4(n—1)

n—2

Antes de darmos inicio a discussao do problema de fato, fixemos algumas notagoes. Além

da notacao de Einstein, que omite o simbolo de somatoério, denotaremos:

VY fVLf = g™ 0 forf

Observagao. Daqui em diante, por conveniéncia, iremos adotar a defini¢ao do laplaciano

com sinal negativo. Isto é,

__109 i 9

3.1 O problema geométrico

Yamabe queria provar que numa Variedade Riemanniana compacta (M", g) de dimensao
n > 3, sempre existiria uma transformacao conforme da métrica g numa nova métrica ¢,
tal que a nova curvatura R’ seria constante. Tal conjectura foi provada por Trudinger,

Aubin e Schoen em 1984.
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3.2 Resultados auxiliares importantes

Consideremos uma transformacio conforme do tipo ¢’ = /g, onde f é uma funcao C™.

Pelo teorema de Levi-Civita, para a métrica g, temos

1
Iy, = §9ml{ai9km + OkGmi — OmYik }

Nesse caso, os novos simbolos de Christoffel sao:

T = S0k + 0l — Ot}
= O gh) + Okl 9 — O i)} g™
= %{[(aief)gkm + €fai9km] + [(akef)gmi + €f3k9mi] - [(@n@f)gik + €f3m9ik]}€_f9ml
= %{[ef(aif)gkm + ¢! Oigim) + (€7 (O ) gmi + ¢/ Ougmi] — [/ (O f)gin + ¢/ Omgin] e~ g™
= %ef{[(aif)gkm + Digrm] + [0k f)gmi + Ongmi) = [(Om ) gir + Omgin] ye ™ g™
= %{[(aif)gkm + 0igkm] + [(Onf ) gmi + Okgmil — (O f)gik + Omgin) g™
= @)+ Okl i — (O )i} g™ + 5100k + O — O g™

= L0190 + )i — O Dgudg™ + Ty

Finalmente, pela simetria das matrizes [¢”] e [g;;] ¢ mudando alguns termos de lugar,

temos:

, 1,
Fiic - Fék = 591 (9mk0i f + GmiOks — 9ikOm [)

Sabemos, pela féormula das componentes do tensor curvatura, que:

Ry =T5, T —TL Th+ 9,1, — ;T

kij im* jk
. /
Analogamente, calculemos a diferenca das componentes do tensor curvatura kaij — R

kij -

Rl — Ry = 04T =T Do+ 0T}, — 0,T%] — [T4, I — T8 T + 0.1, — 0,T%]

kij im* jk jm=— ik im* ik T jm©T ik
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Para simplificar os célculos, admitiremos que as coordenadas relativas & métrica g sao
. . , . y k o . .
normais no ponto P , isto &, g;;(P) = 6} e ['};(P) = 0. Assim, temos:

Rl — Ry = 0;T), —Th) — 0;(Th —Th) + T, T — T} T

kij kij im* jk jmt ik
Em termos do tensor de Ricci, a equacao acima implica

/ _ 'i i ‘i i i 'mo_ i p'm
i — By = 0Ly — T5p) — 0;(Typ — Thy) + T U — Ty
o i ~ . . L. r i
onde os Ry; = R}, sao as componentes do tensor de Ricci para métrica g e Ry, = Ry

L . ’ ..
para a métrica g . Calculemos cada termo explicitamente:

(i)

. . 1.
ATy —T%%) = 0 (igzm(gmkajf + GO f — gjkamf>

Notando que ¢"™g,, = 6} para todo [ =1,...,n

0; (églm(gmkajf‘i‘gmj&kf _gjkamf> = 0 (5((528jf+6;akf - gzmgj’famf)>

1 .. . . .
= 5(5lz<:8ijf+5;’a)ikf — [0:(9"" 9jk)Om f + 9" Gj1O0im f])

1 . .
= 5(8kjf + O f — 0i(9"" gk ) Om f — G Oim f Gji)

Como a funcao f é C*, vale o Teorema de Schwartz, isto ¢, O;f = 0;if. Temos,
entao, que O f + 01 f = 20;; f. Além disso, note que, em coordenadas normais, vale

— g™, = Af. Logo,
’; ) 1 )
K(Tf —Th%) = 5(28kjf + Afgie — 0i(9" gjk)Om f)

Sabemos, devido & condi¢ao de compatibilidade da conexao e da métrica (Ver Man-
fredo do Carmo, exemplo 5.8), que V,g;, = 0. Por outro lado, num sistema de
coordenadas, temos V;g;r = 0;g,i — Fﬁkgﬂ — Féjglk. Como estamos em coordenadas
normais, I, = Fﬁ.j = 0. Dai, segue imediatamente que 0;g; = 0. Para ver que
Vig’* = 0, basta lembrar de que g*g;; = 0%, Assim, temos (Vig")g,; = —¢"' Vg, =
0, ja que V4% = 0. Logo, (Vig")g;; = 0. Multiplicando por ¢/™, temos Vg™ = 0.
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Portanto, da arbitrariedade dos indices acima, temos 9;(¢"g;x) = 0,(¢"™)gjx +
9" Ngjk-

Novamente, como 9;g;; = 0, entdao 9;¢"™ = 0. Portanto, temos
w1
ai(rjk - ij) = §(Qakjf + Afgjk)'

(i)

;. . 1 .
0;(Ty, — ') = 0; (§glm(9mkaif + GmiOkf — gikamf>>

Lembrando que ¢""g,, para qualquer [ =1,...,n.

= 0 (%(akf+nakf_8kf))

Colocando &y f em evidéncia, isto ¢, $(pf(1+n —1)) = 30k f - n = 20k f

0; <%(akf+nakf - akf)) = 0 <gakf)

n

= §akjf

(iii)
/5 ’ 1 . 1 .
Uil = (§9d(91m51f + 91O f — gimalf)> <§gml(glkajf + 7O f — gjkalf)>

Em coordenadas normais, temos g™ = §! = g,u. Logo,

s / 1 . .
Lol = Z5f(5fnaif+5ﬁamf — 60,09 (9w0; f + 910k — girOLf)
1 . .
= Z(df—naif+5;amf — 8801 9™ (g0; f + 91Ok f — girOf)

= @S 0D f — 0 )" (0w, + 9,00 f — 90 F)
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Somando os termos i(@mf + 10 f — O f) = 20 f

/2 / n
Lol = 1 o f 9™ (g0 f + 910k f — gixOuf)

= %@f(glkajf‘i‘gljakf — 91k0.f)

n

= (WSO, f 4+ 0;f0hf — VVFV\ufgjk)

4
L0, 0,7 — V£V, fon)

7
(iv)

/5 ’ 1 . 1
B S (Eng(glmajf+gljamf - gjmalf)> <§9mq(quaif+gqi3kf _gikaqf))

1 .
= Z(leajf + 610 f — GimOLf ) (9geOif + 9qiOk f — g0y f)g" g™

Fazendo a distributiva:

i p'm 1 il _m il _m il _m
ijrik = Z(QZqukQ lg 10, fO; [ + Gim3qig ZQ 10, fOkf — gim9ixg lg 10;f 0 f +

+ 9199”9 O f O f + 6139419 9" Om fOR — G19i1G" G O [ O, f —

— Gim9akd" 9" OO f — Gim3aig" 9" O Okf + Gimirg" 9701 Oy f)
Em coordenadas normais, temos
Gimarg" g0 fO; f = 68,0108, = 0, f0; f6,.0:f0; f

Gim9aig" g0 fOLf = 67"0,6,04,0;fOnf = 6,0k fO; f
—gimGing" g0, f Oy f = —0]"60104,0; fOy f = —010; 0o f
9139k 9" 9" On fO.f = 61050680 fO f = 850, fO,f
913945i9" 9" O fORf = 6]6,8,08,0m fORf = O fOLf
~9539ik9" 9" 10 [0y f = —6]810;68,0m [0y f = =08, 05 0 fO, f
—Gim9ard" 9 O Oif = =07 5,6,08,01f 0 f = —6,056,f0:f

—9im9aid" 9O Ouf = — 07 0L010L O fOuf = —0.01f O f
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9im9ing" 9" OOy f = 6767 6,08,01f 0o f = 0,010, f O, f

71T m

Somando todos os termos, temos:

o, 1 . . .
Lol = Z(éi@fé‘jf +6;0; fOkf — 610; fOLf + 050 0m [Oif + 6" Om fOLf —
0065 O fOu f — 6165010 f — SLOLf O f + 61.010f 0, f)

Pondo 8! 0,f = O,,f para todos m,l =1,...,n
!; / ].
UimTi = 1 OnfOf +nOufO;f — OufO;f + OnfO;f + O1fO;if — 85 O f O f —

— 850 fOuf — OufO;f + O SO, f)

Reagrupando os termos 0y f0;f e V* [V, f = g™ 0,,fO,f, temos

/1 / 1
Lol = 1((” +2)0kf0;f — 2V V., fgik)

Por (i), (ii), (iii) e (iv), temos:

Ry~ Riy = 0T — 0,(Ty — i) + T I — T Ty =
1 1 1
= SC0S + Afgw) = 500k ) + 7200 — VIV S o) -

_ %((n +2)0kf0;f — 2V FV, faje)

Pondo V,V;f =0k;f e Vi fV,;f = 0pf0; f, temos

n—2 n— 2

n—2
1 VifVif—

2

/ 1
Rkj — Rkj = — kajf + §Afgjk + vyfvufgjk

Temos uma igualdade entre dois campos tensoriais, entao a identidade é valida em qual-
quer sistema de coordenadas. Logo, contraindo a equacao acima por ¢/, isto é, multipli-
cando ambos os lados por ¢¥ e lembrando que ¢* = e~/¢" temos

Para o lado esquerdo,

(R;cj — Rij)g" = R;fjgkj — Ryg" = R;cjefglkj ~R=Re¢ —R
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Com o lado direito

Rel —R = (—

.)ij

. n—2 .
M 1 A AV L

kj

o1 n
_ L+ L5+ AN
—2)n
- 19, - uV”fv /
Finalmente, apos algumas simplificacgoes,
Rel —R=(n—1)Af - (”_Ql(”_l)vwfvyf (3.1)

Essa equagao nao é tao conhecida na literatura. Ela, no entanto, pode ser transformada

numa equagao mais conhecida. Para isso, Yamabe considerou a transformacao conforme
’ _4 . . o,

da forma g = pr»—2g. [sso obriga ¢ a ser estritamente positiva.

Fazendo f = ﬁLog p, isto &, e/ = @ﬁ, temos:

Ref = Ry (3.2)

of 4 O(Logy) 4 lago (3.3)
or; n—2 0r;  n—2p0x '

Observacgao. Para efeitos de célculos, iremos usar coordenadas normais. Embora os
termos Af e VY fV, f sejam expressados de maneiras diferentes, estes calculados num
ponto p € M sao iguais independente das coordenadas. Pela arbitrariedade de p, os
resultados a seguir valem para toda a variedade M. Vale salientar que é possivel fazer o

calculo para coordenadas quaisquer.

Em coordenadas normais, temos

VY IV, f = Z(@x)

Por (3.3), vale

- )

1
= (3.4)
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2
Calculemos os y
Lq

0 4 199\ _ 4 0 (1op) _ 4 0 (1 8g0+182f (3.5)
ox; \n — 2 dx;  n—20x  Ox; n—2|0x 0 ) 0x; @ Ox;? '
4 1 (op\*  10f

 on—2 [_E ((9_1’1) " E Ox; 34)

O laplaciano em coordenadas normais é dado por

92 f
Af = _Z O,

%

Usando (3.6), temos

4 1 (0p\® 18%| 4 |1 oo\> |
Af_n—22[_ﬁ(8:ci) +;8xi2 n—2 Ez(ﬁa%) mvAe

% 7

(3.7)

Por (3.4) e (3.7), o lado direito da equagao em termos de ¢ fica:

4n—1) | 1 A CAn-1) 1 p\®  Aln-1) _
n—2 [E;(ﬁx) e n—2 E; or;) —  n—2 i

Igualando ao lado esquerdo R’ gpﬁ — R, temos

Multiplicando ambos os lados por ¢, temos

n+

R/gonifg—Rgpzél(n_l)

n—2

Ap

Colocando o Ry para o outro lado da equacao, obtemos finalmente

4(n—1)

Ap+ Ry = Rlcpzijg (3.8)
n—2

que ¢ uma equagao diferencial parcial eliptica.
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