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Resumo

Neste trabalho estudaremos autovalores, autovetores, diagonalizacao e a exponenciacao de
matrizes quadradas de ordem 2 cujas entradas sao ntimeros reais e complexos. Revisamos

resultados cldssicos da Algebra Linear.

Palavras-chave: autovalores; autovetores; diagonalizagao; exponenciacao de matrizes

quadradas de ordem 2.



Abstract

In this work we will study eigenvalues, eigenvectors, diagonalization and the notion of
exponentiation of square matrices of order 2 whose entries are complex numbers. We

review classic results form Linear Algebra.

Keywords: eigenvalues; eigenvectors; diagonalization; exponentiation of square matrices

of order 2.



Sumario

CAPITULO 1 INTRODUCAO . .. ...... i 9
CAPITULO 2 FUNDAMENTACAO TEORICA . ... ......... 10
2.1 Espaco vetorial . . . . . .. .. ... oo 10
2.2 Subespaco vetorial . . . . . .. ... 13
2.3 Dependéncia linear, base e dimensgo . . . . . . ... ... ... ... 14
23.1 Dependéncia linear . . . . . . . ... 15
2.3.2 Base de um espaco finitamente gerado . . . . . . . .. ... 17
2.3.3 Dimensao . . . . . . . . 18
2.4 Transformacdes lineares . . . . . . . . . ... ... ... 19
24.1 Isomorfismo e Automorfismo . . . . . . .. ... L 26
2.4.2 Matriz de uma transformacdo linear . . . . . . . . ... ... 30
CAPITULO 3 AUTOVALOR, AUTOVETOR E DIAGONALIZACAO . 37
3.1 Autovalor e Autovetor . . . . . .. ..o 37
3.2 Diagonalizacao . . . . . . . . .. ... oo 42
3.3 Poténcias de umamatriz . . . . . .. .. ... 50
3.4 Séries de matrizes . . . . . .. ..o 52
CAPITULO 4 CONCLUSAO . ... ... .. ... 56

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e e s 57



1 Introducao

Inicialmente, declaramos que neste trabalho de conclusao de curso K denota
um corpo algébrico de caracteristica zero (ou seja, qualquer soma do elemento neutro
multiplicativo com si mesmo, 1 + 1 + ... + 1, ndao pode ter como resultado o elemento
neutro aditivo 0); mais precisamente, K pode ser o corpo dos ntimeros reais R ou corpo

dos niimeros complexos C.

Neste trabalho estudamos matrizes de segunda ordem(arranjos bidimensionais de
segunda ordem) cujas entradas sdo elementos do corpo K. O nosso principal objetivo aqui
¢é estudar autovalores, autovetores, diagonalizacdo e a nog¢ao da exponenciagdo de matrizes.

Para isso nos concentraremos nas matrizes quadradas de segunda ordem.

Quantos aos objetivos deste trabalho, podemos destacar objetivos de duas grandezas,

os objetivos gerais e objetivos especificos.

Quanto aos objetivos gerais, estudaremos conceitos, defini¢oes e resultados centrais
em Algebra Linear ilustrando uma aplicacao da teoria de autovalores e autovetores de

matrizes de segunda ordem.

Quanto aos objetivos especificos estudaremos conceitos, defini¢oes e resultados
centrais em Algebra Linear relacionados a matrizes quadradas de segunda ordem com
entradas num corpo numérico (real ou complexo) ilustrando uma aplica¢ao da teoria de
autovalores e autovetores de matrizes de segunda ordem usando a no¢ao da diagonalizacao

e exponenciagao de matrizes.
O presente trabalho esta dividido em 2 capitulos.

O Capitulo 2 intitulado ‘Funadamentagao teérica é dedicado a revisar resultados

cléssicos da Algebra Linear.

O Capitulo 3 intitulado ‘Autovalor, autovetor e diagonalizacdo’ é dedicado a revisar
resulatados cldssicos da Algebra Linear sobre a teoria espectral de matrizes e a nocio de

potenciagao e diagonalizagao de matrizes.



2 Fundamentacao teodrica

Neste capitulo introduziremos os conceitos de espago vetorial e subespaco vetorial
sobre um corpo K, onde esse corpo K pode ser o corpo dos niimeros reais ou o corpo
dos ntimeros complexos, bem como introduziremos os conceitos de dependéncia linear,
base e dimensao de um espago e subespaco vetorial, transformacao linear, operador linear.
A elaboragao desse capitulo segue fortemente a exposi¢do desse contetido apresentado
nas seguintes referéncias: (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 2007), (LIMA, 2014),
(KOLMAN; HILL, 2013), (ARAUJO, 2014), (HEFEZ; FERNANDEZ, 2012),(UNICAMP,
).

Ressalto que em todo esse capitulo nao temos nenhuma pretensao com a originali-
dade dos argumentos aqui apresentados nas demonstragoes e nas solugoes dos exemplos.
As solugoes dos exemplos sdo apresentadas sob o nosso ponto de vista respeitando o
que entendemos como comportamento didatico ideal para a apresentagao dos contetdos

supracitados.

2.1 Espaco vetorial

Definigao 2.1.1 Dizemos que um conjunto V# () é um espaco vetorial sobre um corpo K

(K =R ou K = C) quando, e somente quando:
I - Existe uma adigio (u,v) — u+v em V', com as sequintes propriedades:
a)u+v =v+u, Yu,v € V ( comutativa);
b) u+ (v+w) = (u+v) +w, Yu,v,w € V (associativa);

c) Eziste em V um elemento neutro para adi¢io o qual serd simbolizado generica-

mente por o. Ou seja,
JoeV/u+o=u YuelV.

d) Para todo elemento u de V' existe o oposto; indicaremos por (—u) esse oposto.

Assim,
Vue V,3(—u) e V [u + (—u) = o.

II - Estd definida uma multiplicagao por escalar de KxV em V', o que significa que
cada par (o, u) de KXV estd associado um inico elemento de V' que se indica por au, e

para essa multiplicacdo tem-se o sequinte:
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(o, u)—au
com as sequintes propriedades:
a) a(Bu) = (o B)u;
b) (v + B)u = au + Pu;
c) a(u+v) = au + av;
d) 1u = u;

para quaisquer u,v de V e o, B de K.

Exemplo 2.1.2 O espaco vetorial R sobre R.

Um dos espagos mais faceis de identificar como espaco vetorial é o conjunto dos
reais, R, que com as operacoes usuais de adicao e multiplicacdo de nimeros reais temos a
obediéncia das propriedades em relagio a adigao (I-a,I-b,1-c, I-d) e a multiplicacao por
escalar(ll-a,II-b,1I-c e II-d ) apresentadas na Defini¢dgo 3.1.1. Logo o conjunto dos reais

munido de sua operagoes usuais + e . ¢ um espago vetorial em R.

Exemplo 2.1.3 O espago vetorial C sobre R.

Dado vy = a+bi e us =c+di com a,b,c,d € R temos:

up +us = (a+bi) + (c+di) = (a+c¢) + (b+ d)i.

Dado o € R e um u = a + bi, temos:

au = afa + bi) = aa + abi.

Podemos observar mais uma vez que as operagoes usuais da adicao e a multiplicacao
por um escalar obedecem as propriedades apresentadas na Definicao 3.1.1. Logo, C é

um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 2.1.4 O espago vetorial C sobre C.

Exemplo 2.1.5 Para todo n € N, o conjunto K" representa o conjunto de n — uplas
(listas ordenadas) tal que u = (av,...,a), v = (B1,...,00), com ay,...,a, como coordenadas

do vetor u.

O conjunto K" € considerado um espaco vetorial sobre K, pois € observado que as

operagoes usuais de adicao e multiplicagdo estao bem definidas por:
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utv=(oq + Pr,....an + Bp),
e para um o escalar:
au = (aaq,...qap).

Lembrando também que o inverso aditivo de u = (aq,...,a,) € —u = (—aq,...,— )
e que o vetor nulo o = (0,...,0). Logo com as definicoes apresentadas, concluimos que K"

¢ um espago vetorial.

Exemplo 2.1.6 O conjunto das matrizes cuja entradas sao elementos do corpo K de
ordem 2, denotado por My(K) , munido das operagoes usuais da adi¢ao e multiplicagio por

escalar € um espaco vetorial sobre o corpo K. Considerando como exemplo A, B € My(K)

A — a1; a2
Q21 A22
biy b

B - 11 012 .
ba1 Do

Adicdo de matrizes

a a b b
11 12 " 1 02|
G21 A22 bai by

Logo, a soma das matrizes 2 X 2 tem como resultado wma matriz 2 x 2. E possivel

ayp +bi ap + b2

as1 + ba1 g + b

A+ B=

observar que as propriedades I-a(comutativa) e I-b(associativa) comentadas na Definigdo

3.1.1 sdo satisfeitas, pois temos a soma de numeros reais.

Encontrando o elemento neutro da matriz 2 X 2, ou seja, uma matriz D 2 X 2 que
somada a matriz A 2 X 2 me traz como resultado a propria matriz A. Vejamos:
apn +dpn aip+dip| e ap
a1 + do1  azz + da2 a1 G2

A+D =

Note que,

a1 +dyp = ay = dyp =0
a1z +dig = a2 = dip = 0
ag1 + da1 = ag1 = doy = 0

A9 + dag = a9 = dop = 0
00

Logo D € a matriz .
0 0

Tomemos um « escalar e a matriz A, pela definicao de multiplicacao de matriz por

escalar temos o sequinte:
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aix a2 a1 a2
ald =« = )
Q21 Q22 Qg1 Q22

Podemos observar, sem muita dificuldade, que as propriedades relacionadas a

multiplica¢io usual sao atendidas para matrizes My(K). Com isso , concluimos que a
colecao de matrizes no corpo K atendem todas as propriedades de espago vetorial. Um
observagdo que deve ser feita é que neste trabalho daremos atencao exclusivamente as

matrizes de ordem dois cuja entradas sao elementos do corpo K.

2.2 Subespaco vetorial

Definicao 2.2.1 Seja V um espaco vetorial sobre K. Um subespaco vetorial de V' é um

subconjunto W C V', tal que,
(a) o € W;
(b) Vu,v € W, u+v e W;e
(c)Va e ReVue W, aue W.

Exemplo 2.2.2 W ={(z,y) € K?; z+y=0 } ¢é subespaco vetorial de K* sobre K.
Sejam a € K e u = (x1,11), v = (w9, y2) € W.
(a) Note (0,0) € W, pois 0+0 = 0.
(b) Temos que x1 4+ x93 =0 e xy+ys =0, pois u e v € W. Entao
u+v = (21 422,91 +y2) € (¥1+x2) + (y1 + ¥2) = (21 +y1) + (22 + y2) = 0.
Logo u+v e W.

(c) Note que 1 +y; =0, jd que u € W. Entdo
au = (axy, ayy),

logo
ary +oay; = a(x; +y1) = a.0 = 0.

Portanto au € W.

Exemplo 2.2.3 Dado um conjunto X de matrizes simétricas, temos X é sub-espaco
vetorial de My(K)

Lembrete: propriedades das matrizes transpostas:
(1) . (A)' = A;
(2). (A+ B) = A" + B;
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(3) . (@A) = aA".
(a) A matriz nula:
0 0

oo
¢ simétrica, logo o elemento neutro € X.
(b) Considerando A e B matrizes simétricas € X, temos:
A+ B= A"+ B'= (A+ B)" (propriedade (1)).
Logo, A + B € X.
(c¢) Considerando A € X e a € K, temos:
aA = aA' = (aA)" (propriedade (3)), assim aA € X.

Logo, temos o X é subespago vetorial My (K).

Exemplo 2.2.4 Qualquer reta que ndo passa pela origem ndo é subespaco vetorial de R?,

pois o elemento neutro (0,0) do R* ndo pertence a reta.

2.3 Dependéncia linear, base e dimensao

Com a andlise dos conceitos de espago e subespaco vetorial observaremos que
fixando uma base num espaco vetorial V' de dimensao n, temos um espaco que é gerado
por um conjunto finito de vetores que pertencem a V' por meio da combinacao linear, ou
seja, podemos escrever qualquer vetor em V' como uma combinacao linear dos vetores
do conjunto considerado. Serda mostrado nessa se¢do os conceitos de espago finitamente

gerados, dependéncia linear, base e dimensao.

Definicao 2.3.1 Os vetores vy, v, ..., v em um espaco vetorial V- geram V se todo vetor
de V' for uma combinacao linear de vy, vy, ..., vx. Além disso, se S = [v1,vs, ..., v/ entdo
dizemos também que o conjunto S gera V', ou que (vi,vs,...,v;) gera V, ou que V é gerado

por S.

Exemplo 2.3.2 Considerando o R? e o conjunto S = {(1,0),(0,1)} € R Dado um v =
(z,y) € R? temos:

(2,y) = x(1,0) +y(0,1).
Podemos observar que a iqualdade é vdlida, logo o conjunto S gera R?

Exemplo 2.3.3 Podemos observar que o conjunto W das matrizes apresentadas abaizo

geram o espago vetorial My (R).
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1
W — 0 7 11 7 00 ’ 0 1 ‘
01 0 0 11 1 2
De fato, temos que:

10 11 00 00 a b
o + Qg + (s + = . Escrevendo em
0 1 00 11 11 c d

um sistema:

oy + o = a

Qg + 0y =D

a3+ gy = C

ooz +oag = d
Resolvendo o sistema acima obtemos :

a—b—c+d a+b+c—d —a+b—c+d a—b+3c—d
0 =——F——— ;= ————— ;03 = Joy = :
2 2 2 2
Logo, o conjunto W das matrizes gera o espago vetorial My(R).
2.3.1 Dependéncia linear
Defini¢ao 2.3.4 Dizemos que um conjunto A = {uy,us,...,u,} C V € linearmente
independente (L.I.) se, e somente se, uma igualdade do tipo
Uy + ... + o, = 0,

com os a; em R, so for possivel para oy = ... = oy, = 0. Caso contrario, o conjunto A €

linearmente dependente (L.D.), ou seja, podemos encontrar pelo menos um «; # 0.

Exemplo 2.3.5 : O subconjunto {(1,1,1),(1,0,1),(1,0,—2)} do R* ¢ linearmente inde-

pendente. Para verificar se o conjunto € linearmente independente temos
1V1 + Uy + Qi3U3 = 0.

Substituindo os vetores temos

ar(1,1,1) + ax(1,0,1) 4 as(1,0,—2) = 0.
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FEscrevendo em um sistema temos

a1+ o + a3

g
a1 + a9 — 20&3 =

Resolvendo o sistema encontramos
] = Qg = (g = 0.

Logo, o subconjunto {(1,1,1),(1,0,1),(1,0,—2)} do R® ¢ linearmente independente.
Exemplo 2.3.6 O subconjunto {x(x —1),2° 22° — 2% x} de Py(R) ¢ linecarmente depen-
dente. De fato, temos,

ay(1? —x) + ag(®®) + az (21 — ) + ay(x) = 0
dai

(g - ay)(x) + (e - az)(2?) + (g + 203)(2°) = 0.

Escrevendo o sistema que representa essa situacao

Oy — O =0
ar—az = 0
(6] —f- 20[3 = 0

O sistema € linear e homogéneo com trés equacoes e quatro incognitas, ou seja,
admite mais de uma solugdo além da trivial, logo podemos afirmar que o subconjunto

{o(x —1),2°% 22° — 2°, 2} € linearmente dependente (L.D.).

11 10

Exemplo 2.3.7 O conjunto formado pelas matrizes A = (0 0) , B = (0 1) eC =

1 1\ .

¢ L.I. De fato, temos
11
11 10 11 0 0
(o1 + Qi + Q3 = .
o o) <o 8] 1) - 0)

Escrevendo o sistema temos:

a1 + oo + ag

Oél—i—Oég

o o o o

a3

Qg + Qi3 =



2.3. Dependéncia linear, base e dimensao 17

Resolvendo encontramos que:

0612042206320.

Logo, as matrizes A, B e C sao linearmente independentes (L.1.).

2.3.2 Base de um espaco finitamente gerado

Definigao 2.3.8 Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Uma base de V é um

subconjunto finito B C V para qual as sequintes condigoes se verificam:

(a) [B] =V;

(b) B € linearmente independente (L.I.).

Exemplo 2.3.9 O subconjunto {1,i} é uma base de C sobre R.

Os wvetores 1 e i constituem um sistema de geradores de C sobre R, pois todo

elemento de C é da forma a + bi, com a e b em R. Podemos observar que se
a+bi=0=0+0i(comz,y € R),

entao x =y = 0.

Exemplo 2.3.10 Os conjuntos {(1,0),(0,1)} e {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} sdo chamados

bases canénicas do R* e R? respectivamente.

11 2 1 0 1 00
Exemplo 2.3.11 O conjunto S = , , , ¢ uma base
0 0 00 1 0 0 2

para o espago My(R). De fato, primeiro verificamos que S € L.I. . Temos,

(o o) o o) o)) 60)

dai

0
0
0
0

Resolvendo o sistema obtemosa =b=c=d = 0.

x
Agora seja ( y) € My(R), logo podemos escrever o sistema
z w
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a—+2b =z
a+b+c

c

2d = w.

Resolvendo o sistema obtemos
1
a=-—-c+2y—2z2,b=x—y+ 2z, c=z, d:§w'

Portanto podemos escrever a sequinte combinacao linear

Ty 11 2 1 0 1 1 (00
(Z w):(—x—i-Zy—Qz) (0 0)+(:c—y+z) (0 0)+Z(1 0)+2w(0 2)

e assim S gera Ma(R).

2.3.3 Dimensao

A dimensao esta relacionada ao nimeros de vetores que fazem parte da base do
espaco vetorial considerado. A dimensdo de R? é 2, a de R® é 3 e, em geral, a dimenséao de

R*éneadeCt=n.

Definicao 2.3.12 Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se dimensdo
de V' (notagao: dimV' ) o numero de vetores de qualquer de suas bases. Diz-se também,

neste caso, que V € um espago de dimensdo finita.
Exemplo 2.3.13 O espago My(R) tem dimensao 4 e uma de suas bases é
10 01 00 0 0
(o) o o) G o))
a qual é chamada de base canoénica.

Exemplo 2.3.14 O conjunto {1,z,2* 2°} é uma base do espaco vetorial dos polinémios

de grau menor ou igual a 3, portanto este espago tem dimensao 4.

Definicao 2.3.15 Sejam V um espago vetorial, B = {vq,...,v,} uma base para V e v €
V' que pode ser escrito, de modo unico, como a vy + ... + a,v, . As Coordenadas de v com

relacao a base B sdo os numeros ay, ...,a, e denotamos por
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a1

[v]g =

Qnp,
Exemplo 2.3.16 : Considere o espaco vetorial R? e as bases = {(1,0),(0,1)} ey =

{(1,1),(0,1)} para R?. As Coordenadas do elemento v = (2,—3) € R* com relagdo as

bases 3 e vy, respectivamente, sao

De fato, escrevendo o elemento v como combinacao linear dos elementos da base [3,

obtemos

(2,-3) = a1(1,0) + a2(0,1) = { ® =2

mﬂzlfgl

Agora, escrevendo v como combinagdo linear dos elementos da base v, obtemos

CL2:—3

Portanto

by =2 by =2
2,—3) =by(1,1) + b2(0,1) = =
(2.73) =511 +00.1) {b1+62=—3 {b2=—5

Portanto

2.4 Transformacoes lineares

Antes de entrarmos nos conceitos propriamente dito de transformacao linear vamos
analisar algumas defini¢oes importantes para um melhor entendimento do que seja uma

transformacao linear.

Definicao 2.4.1 : Dados dois conjuntos, nao vazios, U e V uma aplicagio de U em V ¢

uma lei que associa a cada elemento de U um unico elemento de V. Se denotamos por F
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esta aplicagao, entdo, o elemento associado a w € U é denotado por F(u), que estd em V,

denominado a imagem de u pela aplicacao F.

O conjunto U € o dominio e V o contra-dominio da aplicacio F. Denotamos
a aplicagcao por F' : U — V. Ou ainda, indicando por u um elemento qualquer de U,

denotamos: u — F(u).

Denomina-se Imagem da aplicagio F': U — V' o subconjunto de V dado por:
Im(F) = {F(u) |u e U},

ou seja, sao todos os elementos em V que sao associados a algum elemento de U pela

aplicagao F'.

Duas aplicacoes F' e G sdo iguais se, e somente se, possuem o mesmo dominio e

F(u) = G(u) para todo u neste dominio.

Aplicagdo Injetora: Uma aplicacio F : U — V € Injetora se, e somente se:

F(uy) = F(ug) = up = ug, Vuj,ug €U
ou, se e somente se:

uy # us = F(uy) # F(ug), Vuy,us € U.

Aplicacao Sobrejetora: Uma aplicacio F : U — V ¢é Sobrejetora se, se somente

se, Im(F) =V, ou seja, para todo v € V eziste u € U tal que F(u) = v.

Aplicacao Bijetora: Uma aplicacio F : U — V é Bijetora se, e somente se, é

Injetora e é Sobrejetora.

Definicao 2.4.2 Sejam U eV espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma aplicagao T : U —

V€ denominada Transformagdo Linear de U em V se, e somente se, satisfaz:

(@) T(ur +ug) = T(ur) +T'(uz), Vuq,us €U,

(b) T(au) = T (u), YueUl.

As propriedades (a) e (b) sao equivalentes a

T(v1 + ave) = T(vy) + aT (ve).

Definicao 2.4.3 Um Operador Linear é uma transformacao linear T : U — V' em que
Uu=V.
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Exemplo 2.4.4 Dado o espago vetorial C sobre R e seja F': C — C tal que F(z2) = Z,

z € C. F € um operador linear.
Dados z;, =a+bi, 2o =c+di e A € R, temos

F(z1 4 22) = F(a+ bi + ¢+ di)
= (a+c)+ (b+d)i
=a+c—(b+d)i
=a—bi+c—di=7Z1+72
= F(z1) + F(29).

F(A21) = F(ha + Abi)
= (Aa + Abi)
= a — A\t
= Aa — bi)
= \Z

= A (z1).

Logo, F' é um operador linear.

Exemplo 2.4.5 A sequinte aplicacio de R? em R? € uma transformacdo linear
T: R — R?

Na aplicacao acima temos uma reflex@o em torno do eixo x.

De fato, para todo vy = (x1,11),v2 = (72,72) € R? e a € R, temos

T(v1 + owz) = T((z1,51) + (22, 92))
=T(x1 + axs, y1 + ays)
= (21 + azy, —y1 — ayp)
= (21, —y1) + (xa, —ys)

(1, =y1) + (@2, —y2)

= T(CC1, y1) + OfT(x% y2)
T(Ul) + OCT(UQ)'

Exemplo 2.4.6 Seja V' um espago vetorial e

T:V — V
v — T)=uv.
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Temos que T é uma transformacao linear, que é chamada de transformagdo iden-
tidade.

Com efeito, sejam vi,vo € Vea € R, entdo

T(?}l + UQ) =V + Vg = T(Ul) + T(Ug)

T(avy) = avy = aT'(vy).
Exemplo 2.4.7 Dada uma aplicacio do R* em R? tal que

T: R? — R?
(x,y) — T((xay» = (—33, _Z/>,
temos uma transformacao linear que é uma reflexdo em torno da origem. Para todo

v = (21,y1) e vy = (T2,92) € R? e a € R temos:

T(v1 + avy) = T((z1,y1) + (22, 92)) = T'(x1 + 2, y1 + )

(=21 — azg, —y1 — ayp) = (=21, —y1) + (—azz, —ays)
(=21, —y1) + a(=m2, —yo) = T(21, 1) + oT (22, 12)
T(Ul) + aT'(vg).

Concluindo assim, que de fato a aplicacao T é uma transformacdo linear.

Definicao 2.4.8 Seja T' uma transformacao linear, T : U — V', com U eV espagos
vetoriais sobre um corpo K. O Nicleo da transformagao linear T, denotado por N'(T) ou

Ker(T) é o sequinte subconjunto do dominio U:

NT)={ueU|T(u)=ov},

com oy o elemento neutro do espaco vetorial V.

Teorema 2.4.9 Seja T : U — V uma transformagao linear. O conjunto N (T) é um

subespago vetorial de U.

Demonstragao: Como T é transformagdo linear, sabemos que T(oy) = oy, logo

ey, elemento neutro de U, estd no nicleo.

Considerando uy, uy € N(T), temos T'(u1) = oy e T(uz) = oy, pois ambos estio

no nicleo da transformacao linear T'. Assim, usando que T ¢ transformagdo linear:

T(uy +uz) = T(uy) + T(uz) = oy + oy = oy.
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Logo, uy +us € N(T).

Considerando u € N(T) e a € K, e que T é transformagao linear, temos
T(au) = aT(u) = aoy = oy,

uma vez que u € N(T). Logo, au € N(T). Dessa forma, N(T) é um subespago vetorial
de U.

Definicao 2.4.10 Sejam U e V' espagos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V uma
transformagao linear. Definimos a Imagem da transformagao linear T, denotado Im(T),

como sendo o conjunto:

Im(T)={veV |v=T(u) paraalgum ueU}.

Teorema 2.4.11 Seja T : U — V' uma transformagao linear. O conjunto Im(T) é um

subespago vetorial de V.
Demonstracgao:

Como T ¢é transformagao linear, sabemos que N (T) tem pelo menos o elemento
neutro de U, ou seja, T'(oy) = oy, assim, existe pelo menos um elemento em U que é

levado no elemento neutro de V' pela transformagao linear T, logo, ey, € Im(T);

Considerando vy, vo € Im(T), temos existem uy, us € U tais que T'(uy) = vy e
T(ug) = vy, pois vy € vy estao na imagem de T. Assim, como T é transformacao linear,

temos

T(u1 + UQ) = T(Ul) + T(Ug) = VU1 + V.
Assim, eziste o elemento uy + ug € U tal que T'(uy + uz) = v1 + vg, logo, vy + vy
e Im(T).

Considerando v € Im(T) e a € K, temos eziste um u U tal que T(u) = v. Como

T ¢ transformagdo linear, temos

T(au) = aT(u) = av.

Assim, eziste o elemento au € U tal que T'(au) = av, logo av € Im(T). Dessa

forma, Im(T) é um subespago vetorial de V .

Teorema 2.4.12 Sejam U e V' espagos vetoriais sobre um corpo K eT': U — V uma
transformacao linear. Entdo, T é injetora se, e somente se, N(T) = {oy}, ou seja, se o

nucleo de T possui apenas o elemento neutro do dominio U.
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Demonstragdo: Suponhamos que T € injetora. Isto é, T(uy) = T(ug) — uy =
ug, para todo ui,uy € U. Considere v € N(T), assim, T(u) = oy , mas, como T é
transformacao linear, sabemos que T'(oy) = oy . Logo, T'(u) = T'(oy). Usando a hipdtese
de que T € injetora, temos u = oy . Assim, o nicleo de T' possui apenas o elemento neutro
de U, ou seja, N(T) = oy.

Teorema 2.4.13 (Niicleo e imagem): Sejam U e V espagos vetoriais de dimensao

finita sobre um corpo K. Considerando a transformagdo linear T : U — V', entao

dim(U) = dim(N(T)) + dim(Im(T)).

Demosntragdo: Seja By = {uy, us, ug, ..., u, } uma base de N(T). Como N(T) C
U é subespago de U, essa base pode ser estendida a uma base By = {uy, us, ug, ..., Uy, 1, Vg, U3,

de U. Devemos mostrar que By = {T(v1), T(v2), T (v3), ..., T(vy,)} € uma base para Im(T).
a) [T(v1), T (v2), T(vs), ... T(vm)] = Im(T);
b) {T(v1),T(v2), T(v3),....; T (v;n)} € linearmente independente.
Demonstrando a) e b) temos:

a) Dado v € Im(T), existe u € U tal que T'(u) =v. Seu € U, entao:

U = AUy + agUs + asus + ... + a,Uy, + b1y + bavg + byvs + ... + by U,

assim,

v="T(u) =T(a1us + agus + azus + ... + a,uy, + byvy + bovg + byvs + ... + b)) T (u) =

= ay T (u)+asT (uz) +asT (ug)+...+a,T(u,)+b1T(v1) +boT (ve) +b3T (v3) +. . . +bT (V).

Como uy, ug, ug, . .., u, pertencem ao N(T), T(u;) =0 parai=1,2,3,....n. Assim,
v =0T (v1) + boT(v2) + b3T(v3) + ... + b, T'(vy) € a imagem de T' é gerada pelos vetores
T(Ul)a T(UQ)7 T('U?))v Sy T(Um)

b) Consideramos agora, a combinagio linear T (v1) + a2T(ve) + azT(v3) + ... +

amT (V) = 0 e mostraremos que os a; sao nulos. Como T é Transformagao Linear,
T(a v + agvy + azvs + ... + apvy,) = 0.

Logo,
a1v1 + agvy + azvs + ... + a4y, € N(T).
Entdao, ayvy + asvs + azvs + ... + ay,v,, pode ser escrito como combinacdao linear da base By

de N(T), ou seja, existem by, bo, bs, ..., b, tais que:

a1v1 + AoV + a3V3 + ... + AUy = blul -+ bQUg -+ b3U3 + ...+ bnun

ey U }
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ou ainda,
a1V + AUy + azvs + ... + QU — b1u1 — bQUg — bgUg — ... bnun =0
mas, By € uma base de U, todos os coeficientes sao nulos em particular

a1:&2:&3:...:am20.

Proposicao 2.4.14 Seja T : V — W wuma transformacao linear entre espagos vetoriais

de dimensao finita. Se dim(V') = dim(W), entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) T € injetiva;
(i) T € sobrejetiva.

Demonstragcao: Considerando o Teorema do Nucleo e da Imagem que diz

dimN (T) + dimIm(T) = dim(V).

Sendo dim(V') = dim(W), podemos escrever a iqualdade acima como
dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(W).

Suponhamos que T' seja injetiva. Pelo Teorema 3.4.12, N(T) =0 e, consequentemente,
dim(N(T)) = 0. Seque entio que dim(Im(T)) = dim(W), mostrando que T €é sobreje-
tiva.Suponhamos agora que T seja sobrejetiva, ou seja, Im(T) = W. Esses dois espacos
tém mesma dimensao, portanto, temos dim N (T) =0, o que garante que N'(T) = {0}.

Pela Teorema 3.4.12, seque que T ¢é injetiva.

Exemplo 2.4.15 Considere a transformagdo linear: T : R* — R? dada por T(x,y) =
(2z,x +y). A tarnsformagio T € bijetora.

Primeiramente para que a Transformacao T seja bijetora é necessdrio que ela seja

injetora e sobrejetora. Vamos verificar se T é injetora. Seja (x,y) € R? tal que

T(l‘,y)=(2x,x+y):(070):>{ 22 =0, :>{x:0

r+y=0 y = 0.

Assim, temos N(T) = {(0,0)} e portanto, T é injetora.

Agora analisando se T é sobrejetora, temos dim(N'(T)) = 0 e dim(R?) = 2, pelo
teorema 3.4.13 sabemos que dim(Im(T)) = 2, e como dim(Im(T)) = dim(R?) temos

T ¢ sobrejetora.

Exemplo 2.4.16 Dada uma transformacio T: R*> — R? definida por

T(.’L’,y) = (31’ - Y, —3x _'_y)a
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T nao € bijetora.

Como sabemos para que uma transformacao seja bijetora € necessdrio que ela seja

injetora e sobrejetora. Basta verificar que T ndo € injetora.

Seja (z,y) € R? tal que

3r—y=20
T(x,y) =38 —y,—3z+y)=(0,0) =
(z,y) = Bz —y y) = (0,0) {—3x+y:0
Temos que o nicleo é dado por N'(T) = {(z,3x);z € R}. Como o N(T) # {(0,0)},

T nao € injetora.

Logo, concluimos que se T nao € injetora, entdo T nao pode ser bijetora.

2.4.1 Isomorfismo e Automorfismo

Definicao 2.4.17 Sejam U e V' espagos vetoriais sobre um corpo K. Seja T : U — V
uma transformacao linear de U em V. Dizemos que T é um isomorfismo de U em V se T

¢ uma transformacado linear bijetora.

Quando eziste um isomorfismo de U em V', dizemos que 0s dois espacos vetoriais

sao isomorfos, ou que U ¢ isomorfo a V.

Um isomorfismo T : V. — V € denominado um Automorfismo de V.

Teorema 2.4.18 Se T' ¢ um isomorfismo de U em V, entdo existe T™':V — U e T}

também é um isomorfismo (de V em U ).

Demonstragdao: Se T é isomorfismo, entao € bijetora, e portanto é sobrejetora,
logo, para todo elemento v € V existe um u € U tal que v = T(u) e este elemento u é
tinico, pois T é injetora. Assim, a aplicacio T~ estd definida. Vamos verificar se ela é

uma transformagdo linear e também um isomorfismo.

Como T € sobrejetora, todo elemento u € U tem sua imagem v =T (u) € V. Logo,
u =T (v) e portanto, para todo elemento u € U estd associado algum elemento v € V
assim, T~ € sobrejetora;

Considerando vi,vy € V e T~ (vy) = T (vy). Entdo, T(u) = vy e T(u) = vy, 0
que implica que v, = vy, pois T ¢ injetora. Logo, T ' (v1) = T~ (vy) = v1 = vy, portanto,
T € injetora;

Sejam vi,vy € V' .Como T!¢ sobrejetora, existem uy,us € U tais que vy = T (uy)

& T Hvy) = up e vg = T(uy) « T Hwg) = uy.
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Assim, temos

T () + v2) = T (T(w) + T(uz))
=T (T (u1 + us))
= U1 + Us

= T_l(l)l) + T_l(Ug).

Sejamv € V e a € K. Como T~ ¢ sobrejetora, existe um u € U tal que T'(u) = v

< u="T""v). Assim, temos:

T Hav) =T HaT(u))
=TT (au))

= au

Observacio 2.4.19 A representacio T™' é denominado o isomorfismo inverso de T e
temos T~ (T(u)) = u e T(T *(v)) = v, para todo u € U e v € V. Dois espagos vetoriais
isomorfos U e V' sdo considerados idénticos, de modo que para cada v € V podemos fazer

a associagdo T(u) — v para um inico elemento u € U.

Lema 2.4.20 Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo K. Se dim(U) = n e

B ={uy,...,u,} € uma base para U. Entao, a aplicagio T : U — V' definida por

T (Z CYZ'Ui> = Z ;U5
=1

i=1

para vy, ...,v, € V, é uma transformacao linear.

Demosntracdao: Sejam wi,wy € U. Podemos escrevé-los como combinacao linear
n

n
dos elementos da base B, isto €, wy = Z%’Ui e Wy = Zﬁlul Temos
i=1 i=1
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Assim, mostramos que T'(wy + wy) = T'(wy) + T (ws).
Considere w € U ey € K, entdo w pode ser escrito como combinacao linear dos
n

elementos da base B da forma, w = Z%mv Assim, temos:
i=1

T(yw)=T (7 Zi: oziui> =T (i(vai)m) = zn:(vozi)vi = 'yi a;v; =T (i aiui) .

i=1 i=1 i=1
Assim, mostramos que T'(yw) = ~T(w).

Portanto, concluimos que T" € uma transformacdao linear.
Teorema 2.4.21 Dois espacos vetoriais U e V' de dimensdo finita sdo isomorfos se, e
somente se, dim(U) = dim(V).

Demonstracdao: Como U eV sao isomorfos, existe o isomorfismo T : U — V.
Por ser isomorfismo, T' é injetora, e assim dim(N(T')) = 0. Além disso, T é sobrejetora,

assim, dim(Im(T)) = dim(V'). Pelo teorema do nicleo e da imagem, temos

dim(U) = dim(N(T)) + dim(Im(T) = dim(V').

Assumindo que dim(U) = dim(V'). Sejam By = {uy,...,u,} uma base para U e

By = {vy,...,v,} uma base para V- . Seja a aplicagio: T : U — V' definida por

n n
T (Z cziui> = Z ;5.
i=1 i=1
Pelo Lema anterior, T' € transformacao linear. Vamos verificar se T é injetora.

Considere w € N (T), isto é, T'(w) = oy. Temos

oy =T(w)=T (Z aiui> = Z%Ui-
i=1 i=1
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E, como os elementos v; pertencem a base By de V | eles formam um conjunto L.I., e
portanto temos, o; = 0,1 =1,....,n. Logo, w = ey e assim, N(T) = {oy} e T é injetora.
Pela Proposicao 3.4.14 do teorema do nicleo e da imagem, temos T é sobrejetora.
Concluimos entdo que T € bijetora e portanto, € um isomorfismo e assim, os espagos U e

V' sao isomorfos.

Exemplo 2.4.22 A transformacdo linear T : R* — R? dada por,

T(z,y) = (z = 2y,y)
é um isomorfismo (automorfismo do R?).

Para mostrar que T é injetora, basta determinar o nicleo de T. Um elemento do

R? pertence ao nicleo se

r—2y =0, :>{ x =0

T(z,y) = (z —2y,y) = (0,0) <:>{ _
y=20

y=0.

Assim, N(T) = {(0,0)} e portanto, T é injetora. Pelo teorema do nicleo e da

1magem, temos
dim(R?) = dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(R?) = dim(Im(T)).
Logo, como a dimensdao da imagem de T é igual a dimensdo do espago de chegada, entao

T é sobrejetora.

Exemplo 2.4.23 A transformacdo linear T : R* — R dada por
T(v,y,z)=xz+y+=2

nao € um isomorfismo.

De fato, T' nao é injetora, pois um elemento pertence ao nicleo de T se T(x,y,z) =
r+y+z2=0=1x=—y—2z Assim, N(T) = {(x,y,2);x = —y — 2z}, logo T ndo é injetora,

pois dim(N(T)) # 0. Dessa forma, T ndo € bijetora e portando ndao € um isomorfismo.

Exemplo 2.4.24 O R? ¢ isormorfo a qualquer subespaco de dimensdo 2 do R3.

Considerando um subespago genérico U = {(x,y,2) € R*; z = 0} do R®. Aplicando

a transformagdo linear temos:

T:R> — R3

onde
T(z,y) = (2,9,0).
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Note que T'(x,y) = (x,y,0) € linear e sua imagem é o subespago U, pois nesse caso
z =0 na imagem por T. E ficil ver que T ¢ injetora. Concluimos entdo que existe um

isomorfismo T de R? em U e entdo, esses espacos sao isomorfos.

2.4.2 Matriz de uma transformacao linear

Vamos introduzir os conceitos a respeito da algebra das transformacoes lineares,
analisando a adicao e multiplicagao por escalar e depois veremos o conceito de transformacao

linear.

Definigao 2.4.25 Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K. Denotamos L(U, V)
o conjunto de todas as transformagoes lineares de U em V. O conjuntos dos operadores

lineares de U serd denotado por L(U).

Definigao 2.4.26 Sejam F,G € L(U,V). A Adi¢cao de F' com G é uma aplicagio, F + G :
U —V, dada por

(F+G)(u) = F(u) +G(u), Yuel.

Para toda F,G,H € L(U,V) valem as sequintes propriedades:
(a) Associativa: F+ (G+ H) = (F+G)+ H;

(b) Comutativa: F +G =G+ F;

(¢) Eziste um elemento neutro de L(U,V');

(d) Para toda F € L(U,V) existe a transformagdo oposta (—F) € L(U, V) tal que
F+ (—F)=FE, onde E é a transformagdo nula.

Definigao 2.4.27 Sejam F € L(U,V) e a € K. A Multiplica¢ao da transformacio F por

um escalar é uma aplicacdo aF' : U — V', dada por:

(aF)(u) = aF(u), YueUl.

Para toda F,G € L(U,V) e a, 8 € K valem as sequintes propriedades:
(e) Associativa: (af)F = a(BF);

(f) (a+ B)F = oF + BF;

(9) o(F + G) = oF + aG;

(h) 1F = F.
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Podemos concluir que L(U, V'), o conjunto de todas as transformacoes lineares de
U em V', com as operagoes de Adi¢ao e Multiplicagdo por um escalar definidas, com suas

respectivas propriedades, é um espaco vetorial.

Definicao 2.4.28 Sejam U,V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Sejam F : U —
VeG:V — W transformacoes lineares. A Composicao das transformacoes F e G é
uma aplicagdo, denotada por Go F : U — W, dada por

(G o F)(u) = G(F(u)), Yuel.

As operagoes de adicao, multiplicacdo por escalar e composicao de transformagoes

lineares sdo transformagoes lineares.

Considerando uy,us € U temos

(Go F)(up +uz) = G(F(uy +us))

(
G(F(uy) + F(u2))
(

(
G(F(u)) + G(F(ug))
= (G o F)(u1) + (G o F)(uy).

Considerando uw € U e o € K temos

(G o F)(au) = G(F(au

Podemos observar acima que utilizamos nos dois casos a definicao da composicao e
o fato de F' e G serem transformagoes lineares. Assim, G o F' € uma transformacao linear

de U em W, portanto Go F' € L(U,W).
Definigao 2.4.29 No espago vetorial L(U) podemos definir a operagio de Potenciagao
para expoentes naturais da sequinte forma,
FO=], F'=F F’=FoF e F'=FoF"! para neN.
Dizemos que F é um operador idempotente ou projecio se F*> = F, F' é um operador

auto-reflexivo se F* = I (transformacdo identidade) e F é um operador nilpotente se

F" =0 (transformagao nula), para algum n € N.
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Exemplo 2.4.30 O operador linear de projecdo sobre o eixo x

T: R? — R?
(z,y) +— T(x,y) = (x,0),

¢ um operador idempotente.

De fato, temos

T*(z,y) = (ToT)(z,y) = T(T(z,y)) = T(z,0) = (2,0) = T(z,y).
Exemplo 2.4.31 O operador linear de reflexdo em torno do eixzo x

T: R? — R?
(Z’,y) = T(x7y):($7_y)a

¢ um operador auto-reflexivo.

De fato, temos

T*(x,y) = (T o T)(w,y) = T(T(z,y)) = T(x,~y) = (z,~(~y)) = (z,y).

Exemplo 2.4.32 F :R?* — R? onde F(x,y) = (0,2) ¢ nilpotente.

Temos

F*(z,y) = F(F(z,y)) = F(0,2) = (0,0) = 0(z,y),

garantindo que F? = 0.

Definicao 2.4.33 : Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V' uma
transformagao linear. Considere B = {uy, ..., u,} uma base para U e C' = {vy,...,v,,} uma

base para V.

Como os elementos T (uy), T (uz), ..., T(uy,) estao em V', assim, podemos escrevé-los

como combinacao linear dos elementos da base C,

T(ul) = 11V1 + Q91U + ... + Q1 Um

T(Ug) = (V12V1 + (5% + ...+ A2 U,

T(up) = 1pv1 + QopUs + oo + QU

A transformacao linear T fica bem determinada por seu efeito sobre os elementos

da base B de U, assim, dizemos que a matriz m X n,
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11 (5% e A1p

921 92 oo Oap
(T)p,c =

aOm1 Om2 ... Omp

¢ a matriz da transformacao linear T em relagdo as bases B e C'.

Teorema 2.4.34 Sejam F e G € L(U,V) e, B e C bases de U e V', respectivamente,

entao:

(a) (F+G)pc = (F)pc+ (G)so;
(b) (AF)pc = ANF)pc, VA€ K.

Demonstragdo: Considere B = {uy, ...,u,} a base para U e C = {vy,...,un} a
base para V. As imagens dos elementos da base B pelas transformagoes de F' e G pertencem

a 'V, logo, podem ser escritas como combinagao linear dos elementos da base C', assim,

m
u ) = ZQ’Z']"U,L'
i=1

)= Bivi.
i=1
com «j, Bij € K, para i = 1,....m e j = 1,...,n. Desse modo, temos,
(F + G)(u;) = F(u;) + G(uy) Z%Uz + Zﬁwvl = Z i + Bij)vi
i=1

Portanto, pela definicio da matriz de uma transformacao linear, temos,

(F + G)B,C = (F)Bp + (G>B,C’-
Além disso, temos,

m

(/\F)(u]) = )\F(U]> = )\f:laijvi = Z(/\Oéij)l)i.

=1

Portanto, (AF)pc = MF)pc.

Teorema 2.4.35 Considere U, Ve W espagos vetoriais, com as respectivas bases B,Ce D.
Sejam F : U — V,G : V. — W transformacoes lineares. Entao, a matriz da transfor-
magao linear composta G o F: U — W ¢é o produto da matriz da transformagio G pela

matriz da transformacao F, isto é:

(G o F)B,D = (G>C,D<F)B,C-
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Demonstragdo: Considere B = {uy,...,u,},C = {vy,....;vp} e D = {wy,...,w,}

bases para U,V e W, respectivamente. Para cada elemento u; da base B temos
(G o F)(U) = G(F(Uj)) = G (Z Ofij”i) = Z&UG(’UZ‘).
i=1 i=1

Mas, cada G(v;) pertence a W e pode ser escrito como combinagdo linear dos

elementos da base D. Entdo,

(G o F)(Ug) = iaijG(Ui) = iaij Zﬁkiwk = Z < y ﬁki%’j) W
i=1 i=1 i=1 i=1

=1

Assim, os coeficientes da matriz (G o F)pp sdo dados por Y Bricy;, que sio
i=1
coeficientes da matriz obtida pelo produto (G)e,p(F)p.c-

Teorema 2.4.36 Considere U e V' espacos vetoriais de mesma dimensao n, B e C bases
para U e V', respectivamente. Seja T um isomorfismo de U em V. Entdo, a matriz (T)p.c

€ inversivel e
(M) = (T Yes-

Isto é, a inversa da matriz que representa T com relacao as bases B e C é a matriz

que representa T™' com relagio a estas mesmas bases.

Demonstragdo: Sabemos que T'(u) = v < T~ (v) = u, pois T é um isomorfismo.
Entao,

(ToT M) =T(T(v)) =T(u) =v=Iy(v).

Onde Iy ¢é o operador identidade de V' em V. A matriz que representa o operador

Iy com relagao a base C' € a matriz identidade de ordem n. Portanto,
Li=(Iv)e=(ToT e = (T)pe(T es.
Analogamente, considerando a composta T~ o T : U — U temos:
Li=y)p=(T"oT)p=T5(T)se.

Da definigio de matriz inversa, seque que (T)g\c = (T )¢ .

Teorema 2.4.37 Secjam U e V' espacos vetoriais de dimensoes finitas n e m, respecti-
vamente. Fizadas as bases B = {uy,....,u,} de U e C = {vy,...,v,}deV, a aplicagio
T : L(UV) — Myxn(R), que associa a cada transformagdio linear de L(U,V) uma

matriz em relagdo as bases B e C, € bijetora.
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Demonstragdo: Supondo F,G € L(U,V). Se (F)pc = (G)pc, entao as respecti-

vas colunas de (F)p.c e (G)pc sio iguais e temos F(u;) = G(u; ), para j =1,...,n. Dado

m
u = Zaiui e U, temos,

F(u) = iaiF(ui) = iaiG(ui) = G(u)

Assim, F = G e portanto, a aplicagdo € injetora. Da propria defini¢io de matriz de

uma transformacdo linear, seque que aplicacao € sobrejetora. Logo, a aplicagdo € bijetora.

Exemplo 2.4.38 Seja F : R® — R?, definida por F(z,vy,2) = (v+y,22). Determinando
a matriz da transformacdo linear F, isto é, (F)pc com B e C as bases candnicas de R® e

Rz, respectivamente, temos,

FEscrevendo as imagens dos elementos da base canonica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
do R3, pela transformacio F, como combinacies lineares dos elementos da base C' =

{(1,0),(0,1)} do R?, temos
F(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)

F(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)

F(0,0,1) = (0,2) = 0(1,0) + 2(0, 1).

Assim, pela defini¢do da matriz de uma transformacao linear, obtemos,

1 10
0 0 2

(F)pc = [

Exemplo 2.4.39 Seja F : R® — R?, definida por F(x,y,z) = (z +vy,2z). Determine
(F)p,c com B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,0,—1)} base de R* e C = {(1,0),(1,1)} base de R*.

Escrevendo as imagens dos elementos da base B, pela transformacdao linear F,

como combinacoes lineares dos elementos da base C, temos,

0621:()

F(1,1,0) = (2,0) = a11(1,0) + ag (1,1) < { e = { 1
Qo1 =

-1 - 1
F(L(), 1) — (172) = a12<1’0) + a22(1, 1) N { Q12 + Q2 N { Q12

0622:2 (1/22:2
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F(0,0, —1) = (0’ —2) — 0413<17O) + 0423<17 1) N { Q13 + Qo3 N { 13

Qg3 = -2 g3 = —2.

Assim, obtemos,
2 —1 2
F = .
o= [1 1 2]

Exemplo 2.4.40 Considerando o operador linear F : Mly(R) — My (R), definido por:
( a b ] )
F =
c d

Considerando My(R) com a base canonica B, vamos determinar a matriz da

2a+b 2b
2c 3d

transformagdo F' com relagdo a base B.

Vamos escrever as imagens dos elementos da base B, pela transformacao linear F,

como combinacoes lineares dos elementos de B, isto é:

01 12 10 0 00 00
F — — +2 +0 +0 ;
0 0 0 0 0 0 0 10 0 1
0 0 0 0 10 0 00 00
F = — +0 +2 +0 :
10 2 0 0 0 0 10 0 1
0 0 0 0 10 0 1 00 00

F — =0 +0 +0 +3
01 0 3 0 0 0 0 10 0 1

Desse modo, pela definicao da matriz de uma transformacdo linear, obtemos,

o O O N
o O N o=
o N O O
w O o O
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3 Autovalor, Autovetor e Diagonalizacao

A elaboracgao desse capitulo segue fortemente a exposicao desse contetido apresen-
tado nas seguintes referéncias: (CALLIOLL; DOMINGUES; COSTA, 2007), (KOLMAN;
HILL, 2013),(LIMA, 2014), (ARAUJO, 2014), (UNICAMP, ).

Ressalto mais uma vez que em todo esse capitulo ndo temos nenhuma pretensao
com a originalidade dos argumentos aqui apresentados nas demonstrac¢oes e nas solugoes
dos exemplos. As solugoes dos exemplos sao apresentadas sob o nosso ponto de vista
respeitando o que entendemos como comportamento didatico ideal para a apresentacao

dos contetidos supracitados.

3.1 Autovalor e Autovetor

Definicao 3.1.1 Sejam V' um espaco vetorial sobre o corpo K e T : V. — V' um operador
linear. Se ezistirem elementos v € V., v # ey, e X € K, tais que T(v) = v, entdo dizemos
que X € um autovalor do operador linear T e v é um autovetor associado ao autovalor .

Além disso, (v, \) € dito um autopar do operador linear T.

Exemplo 3.1.2 Considere o operador linear T : R*> — R? dado por
T(Z’, y) = (_:Ca Yy + 21')

Queremos encontrar os elementos (x,y) € R*, com (x,y) # (0,0) e escalares A € R tais

que
AT = —x
T(x,y) = Nx,y) & (—z,y + 2z) = (\z, \y) <
Ay =y + 2.
A primeira equacdo € satisfeita para todo x, quando A = —1, substituindo esse

valor de A\ na sequnda equacdo, temos

—y=y+22zre 2y=2r&y=—r.

Dessa forma, todo elemento v = (x,—2) € R%, v # ey, é um autovetor de T

associtado ao autovalor A = —1.

Definicao 3.1.3 Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo K, T um operador linear

sobre Ve A € K um autovalor de T'. O conjunto

Sx={veV|T() =}
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¢ o conjunto de todos os autovetores de T, associados ao autovalor A\, unido a {ey}, o
elemento neutro de V. Lembrando que ey nao é um autovetor de T', pois os autovetores

$a4o nao nulos.

Teorema 3.1.4 O conjunto Sy € um subespaco vetorial do espago vetorial V', denominado

autoespaco associado ao autovalor \.
Demonstracgao:
O elemento neutro de V' estd em Sy, pela forma como foi definido S).

Considere vy, vy € Sy, isto €, T(v1) = Avy e T(vy) = Avg. Como T é uma

transformacao linear, temos:
T(U1 + UQ) = T(’Ul) + T(Ug) = )\’Ul + )\Ug = )\(Ul + Ug).

Assim, vy + v9 € S).

Considere v € Sy, isto é, T'(v) = Av e um escalar o € K. Como T' € transformagao
linear, temos
T(av) = aT(v) = a(Ml) = AMaw).

Assim, av € Sy, para todo o € K e v € V. Dessa forma, mostramos que Sy é um

subespago vetorial de V' .

Exemplo 3.1.5 Considere o operador linear T : R* — R? dado por T(z,y) = (3, 3y).

Queremos encontrar elementos (z,y) € R? |, com (x,y) # (0,0) e A € R tais que:

AT = 3x

T(xz,y) = Nx,y) & (3z,3y) = (A\z, \y) < { \y
y = 3y.

O sistema € satisfeito para todo (x,y), quando X = 3. Assim, todo elemento (z,y) €
R? satisfaz T(z,y) = 3(x,y). Portanto, qualquer v = (x,y) € R* , v # ey , é um autovetor

de T associado ao autovalor A = 3.

Exemplo 3.1.6 Considere o operador linear T : R* — R? dado por T(x,y) = (—y, ),

0
que representa uma rotagcdo de angulo 0 = 5 no sentido anti-horario. Fazendo

Ar = —y

T($vy) = )\(ﬁ,y) A (—y,a:) = (/\ZL‘, )‘y) A { \y =
y=x.

Substituindo a sequnda equacdo na primeira teremos A(\y) = —y < A2+ 1)y =0
Sy=0o0ulN+1=0< N = —1. Assim, ndo existem valores A € R que satisfacam
T(x,y) = Mx,vy), ou seja, nenhum vetor v € R*, v # ey , € levado por T em um mailtiplo

de si mesmo. Portanto, o operador linear T ndo possui autovalores e nem autovetores.
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Definicao 3.1.7 Seja A uma matriz quadrada n X n com entradas pertencentes a um
corpo K. Se ezistirem matrizes X € M,1(K), diferentes da matriz nula, e A € K tais que
AX = A\X, dizemos que \ € um autovalor da matriz A e X é um autovetor da matriz A

associado ao autovalor M.

Definicao 3.1.8 Dada uma matriz quadrada A de ordem n, o polinomio de grau n dado

por p(A) = det(A — A) é denominado polinomio caracteristico da matriz A.

Exemplo 3.1.9 Seja A uma matriz de ordem 2 x 2 dada por

A:

a11 Qa2 ]

Q21 A22

Entao, seu polinomio caracteristico é

Pa(\) = det(\ — A)
:det<)\[1 0]_[@11 a12]>
0 1 Q21 A22
:det([A_all —ai2 ])
—asz1 A — ag
= [(A = a11)(A — az)] — [a12a21]

= A\ — (a11 + axn)\ + (a11a22 — a12a21)

= A2 —tr(A)\ + det(A)

em que tr(A) é o tragco da matriz A.

Teorema 3.1.10 Matrizes semelhantes possuem o mesmo polinomio caracteristico.

Demonstragao: Se B e A sao semelhantes, existe uma matriz inversivel M tal
que B = M~*AM. Dai
pp(t) = det(B — t1,)
= det(M*AM —tI,,)
=det(M 'AM —tM'1,M)
=det(M (A —tI,)M)
= det(M")det(A — t1,,))det M
=det(A —tI,) = pa(t).

Teorema 3.1.11 Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K e T : V. — V um

operador linear. Considere B e C' bases ordenadas para V. Entao,

(T)e = [M]g (T)5 [M]5,
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onde [M]% e [M]E sio as matrizes de mudanga da base B para a base C' e de mudanga da
base C' para a base B, respectivamente. Ou seja, as matrizes (T)p e (T)c, que representam
o operador linear T' com relagdo as bases B e C, respectivamente, sdo semelhantes.

Demonstragdo: Seja v € V . As coordenadas de v com rela¢io as bases B e C

sdo [v]p e [v]o, respectivamente. Sabemos que [v]g = [M]$ [v]e, logo temos

[T(v))e = (T)clvle = MIZ[T(v)]s = (IMIE(T)s[M]5) [l = (T)e = [M]5(T)s[MIE.

Logo, duas matrizes que representam um mesmo operador linear, com relagio a

duas bases distintas, sao semelhantes.

Definicao 3.1.12 Sejam V um espaco vetorial, T : V — V' um operador linear. Como
as matrizes que representam um mesmo operador linear, com relagdo a duas bases distin-
tas, sao semelhantes, e matrizes semelhantes possuem o mesmo polinémio caracteristico,
podemos definir o polindomio caracteristico de um operador linear como sendo o polinémio

caracteristico da matriz (T)g que representa T' com relagdo a qualquer base B de V.

Teorema 3.1.13 Sejam V' um espaco vetorial de ordem n e T" um operador linear. Entdo,

0s autovalores A de T sao as raizes do polinomio caracteristico p(\) do operador linear T .

Demonstragao: Os autovalores de T' sao os A tais que T'(v) = Av, para algum

veV ,v#oy . Comov=1Iy(v), com Iy a transformagao identidade em V| temos:

Tw)=M<Tw) =My < Tw) —My@) =0y < (T — \,)(v) = oy.

Essa dltima equagio 6 possui solugio nao nula se N (T — My) # oy , ou seja, se
o nicleo do operador linear T'— NIy, nao tiver somente o elemento neutro de V . Seja (T')p
a matriz que representa o operador T, com relagdo a uma base qualquer B de V |, entdo, a
matriz (T) g — A, representa o operador linear T — NIy . Desse modo, como N (T — \ly)
# oy , o operador T — Ay, nao é invertivel e portanto a matriz que o representa em
qualquer base também nao serd, isto é, det((T')p — A\I,,) = 0. Mas esse determinante € o
polinémio caracteristico da matriz (T')g, que € o polindmio caracteristico de T'. Assim, A

¢ um autovalor de T' se p(A) = 0, ou seja, os autovalores de T sao as raizes do polinémio

0 2
11|

caracteristico de T .

Exemplo 3.1.14 Considere a matriz A =
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O polinomio caracteristico de A é dado por

0—X 2

A) =det(A - Np) =
pO) = det(A—AR) = | " T

=-A1-X)-2=X-)-2.

Os autovalores de uma matriz sao as raizes do polinomio caracteristico,

PN =0 -A-2=0A=2ou \=—1.

Portanto, Ay = 2 e \y = —1 sdo o0s autovalores da matriz A. Para Ay = 2 0s

autovetores associados sao as solugoes X, nao nulas, para

0 2 x 2z 2z 2z 219 = 2w
AX =\ X & = e 2 = e 2 !
1 1 To 2[L‘2 T+ X9 21}2 Tr|+ To = 2372.
O que implica em x1 = xy. Assim, os autovetores da matriz A associados ao
autovalor \y = 2 sao da forma,
x 1
X = ! = 331
T 1
Para Ay = —1 o0s autovetores associados sao as solugoes X, nao nulas, tais que
0 2 x —x 2z —x 209 = —x
AX = X & H = = 2| = e ? '
11 T —T9 T+ X9 —T9 X1+ Ty = —2T9
O que implica em x5 = o Assim, os autovetores da matriz A associados ao
autovalor Ao = —1 sao da forma,
I 1
X = 1 = 1
5 _Z

Exemplo 3.1.15 Considere o operador linear T : R* — R? dado por T'(z,y) = (v+y,y).
Considerando B = {(1,0),(0,1)} a base candnica do R%. Escrevendo as imagens dos

elementos da base B, pela transformacao T, como combinacoes lineares dos elementos de

B, temos,
T(1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
T(0,1) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1).
. L1 . N
Assim, (T)p = 01 ] € a matriz que representa o operador T com relagdo a

base B. O polindomio caracteristico de T' é o polinémio caracteristico de (T')p dado por,
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1—A 1

p(A) = det((T)p — \) = 0 1)

=(1=-2)*=XN-2x+1.

Os autovalores de T sao os \ que sao raizes do polinomio caracteristico, ou seja,

PN =0 N -2\+1=0<)=1.

Portanto, A = 1 € o autovalor de T'. Para encontrar os autovetores associados,

devemos encontrar solugoes v = (x,y) € R?, ndo nulas, tal que

T(r,y) =1l z,y) = (r+y,y)=(r,y) Sr+y=rcy=0.

Assim, os autovetores de T associados ao autovalor A = 1 sdo da forma v =

(x,0) = z(1,0).

3.2 Diagonalizacao

Antes de iniciarmos os conceitos de diagonalizacao, vamos iniciar com os conceitos

de multiplicidade algébrica e geométrica para um melhor entendido de diagonalizagao.

Definicao 3.2.1 Definimos a multiplicidade algébrica do autovalor X como sendo o ni-
mero de vezes que A aparece como raiz do polinémio caracteristico p(X). E a multiplicidade

geométrica de A como sendo a dimensdo do subespaco vetorial S).

Exemplo 3.2.2 Considere o operador linear T : R* — R?, dado por T(x,y) = (x, 2x+y).
Vamos encontrar os autovalores e autovetores de T'. A matriz que representa T com relacao

a base candnica B do R? é
10

21

|

O polinémio caracteristico de T € o polindmio caracteristico de (T')g dado por

1-X 0

p() = det(T)p — M) = |~ " T

=(1-)\)>2

Os autovalores de T' sao as raizes do polinomio caracteristico

PAN=01-2N=01-N)1-N)=0A=1.
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Observe que A = 1 aparece duas vezes como raiz do polindomio caracteristico de T,

logo a multiplicidade algébrica de A =1 € igual a 2. Para este autovalor, temos

T(x,y) = Nzx,y) & (z,2zx+y) =1l(z,y) © 22 +y=y <z =0.

Assim, os autovetores associados a A =1 sao da forma v = (0,y) = y(0,1). Uma
base para o subespago Sy € {(0,1)}, portanto dim(Sy) = 1, logo a multiplicidade geométrica
de A =1 € igual a 1. Observe que as multiplicidades algébrica e geométrica de um mesmo

autovalor nem sempre sao 1guais.

Definicao 3.2.3 Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e T : V. — V um
operador linear. Dizemos que T é um operador diagonalizdvel se existe uma base B de V'

tal que (T)p, a matriz que representa T com relagao a base B, é uma matriz diagonal.

Teorema 3.2.4 Sejam V um espago vetorial de dimensdo n sobre K e T :V — V um
operador linear. T é diagonalizavel se, e somente se, existe uma base B de V' formada por

autovetores de T .

Demonstragdo: Suponha que T é diagonalizdvel, ou seja, existe uma base B =
{vi,...,v,} de 'V tal que (T)p é diagonal:

A O 0

0 As 0
(T)p = :

0O O An

Tomando um elemento v; da base B, observe que, da maneira como € construida a
matriz que representa T com relagdo a base B, a coluna j da matriz (T')g é formada pelos

coeficientes de T'(v;) escrito como combinagdo linear dos elementos da base B, ou seja,

T(’Uj) = O’Ul + ...+ )\jvj + ...+ O'Un = )\j’Uj.

Assim, T'(v;) = A\jv;, para j =1,...,n. Logo, v; é um autovetor de T associado ao

autovalor A\ e portanto, a base B € formada por autovetores de T'.

Reciprocamente, suponha que B = {vy,...,v,} € uma base para V formada por
autovetores de T, isto €, T'(v;) = A\jv;, para j =1,...,n, onde Ay, ..., \, sdo 0s respectivos
autovalores do operadorT'. Como as imagens dos elementos v; da base B pela transformagao
linear T', escritos como combinagoes lineares dos elementos de B, sio da forma, T'(v;) =

A\iv;, obtemos
A0 .00
0 X ... O
Te=1| . . | .

0 0 ... A\
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¢ a matriz que representa T' com relagdo a base B, que é uma matriz diagonal. Logo, T €

um operador diagonalizdvel.

Teorema 3.2.5 Sejam V' um espaco vetorial sobre K e T : V. — V um operador
linear, com A1, ..., A\ autovalores distintos de T e vy,...,v; 0s autovetores associados,

respectivamente. Entao, vy, ...,vr sao linearmente independentes.

Demonstracdao: A demonstragio é feita por indugcdo matemdtica. Para k =1 é
claro que vy € linearmente independente, uma vez que vy # ey, pois v1 € um autovetor
de T. Agora, supondo que seja valido para k, ou seja, para k autovalores distintos de T
0s autovetores associados vy, ...,vx sao L.I. Mostraremos que € vdlido para k + 1 , isto é,
se T possui k + 1 autovalores distintos, entao os k + 1 autovetores associados sao L.I.

Considere a combinagdo linear nula,

ovy + ...+ RV + Qpy1Vk41 = Oy

Aplicando o operador linear T nesta equagio e lembrando que T(v;) = \jv;, pois A;

sao autovalores de T associados aos autovetores v; para i =1,....,k + 1, obtemos:

ALV + o QR ARUE + Q1 AR 1 Uk 41 = ey

Multiplicando a primeira equacdo por \iy1 e subtraindo da sequnda equacao, temos:

Oé()\l — )\k+1)1}1 + ...+ Oék()\k — )\k;Jr]_)/Uk = ey.

Pela hipotese de inducao, temos vy, ...,vr sao linearmente independentes, assim
temos (N —Ngr1) = 0 parai =1, ..., k. Mas c;(N\j—Mer1) =0 a3 =0 ou N\j— A\gyp = 0.
Como os autovalores de T sdo distintos, isto é, N\ # A\iy1 para i # k + 1, obtemos co; = 0,

para i =1, ..., k. Substituindo na combinacdo linear nula,
QU1 + .o+ QUL + Qg1 U1 = €V = Qpy1Upq1 = €y = Qpyp = 0

uma vez que V1 # ey, pois € um autovetor de T. Dessa forma, mostramos que a; = 0

para i =1,....k+ 1, ou seja, vy, ..., Uk, Vi1 SG0 linearmente independentes.

Teorema 3.2.6 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e T

um operador linear sobre V. Entao, T é diagonalizavel se, e somente se:
(1) o polinémio caracteristico de T possui todas as suas raizes em K;

(ii) a multiplicidade algébrica de cada autovalor de T' € igual a sua multiplicidade

geométrica.

Demonstracao: SeT' ¢ um operador diagonalizavel, pelo Teorema 4.2.4 temos

V' possui uma base formada por autovetores de T'. seja B = {v11, ..., Vtpy s oovy Uk, ooy Uk t
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essa base, de modo que em cada {vy, ..., vy, } estao todos os autovetores associados ao

autovalor \; para i = 1, ..., k. A matriz que representa T em relacio a base B €,

A O

A

O A

O polinomio caracteristico de T € portanto,
p(A) =det((T)p — M) = (A1 = A)" (A — A)"™

cujas raizes estao todas em K.

Para cada indice i,i = 1,...,k, seja U; o subespago gerado por {v, ..., vy, }. Um
elemento u € U; é combinacao linear de v;y, ..., vy, € portanto, é um autovetor associado
ao autovalor \;, ou seja, u € Sy,. Logo, temos U; C Sy,. Agora, tomando u € Sy, como

combinagdo dos elementos de B:

U= 11011 + ... + Ay, Vkery, -

Multiplicando por \; e utilizando que T'(u) = \ju, uma vez que u € S),, temos:
Aoy + ..+ )\ialmvlrl + o+ N Uk .+ )\iakrkvkrk =

=\u="T(u)=anT(ur) + ... + g, T (Upr,) =

)\1(1/11’011 + ...+ /\10[1T1U1T1 + ...+ )\kaklvkl “+ ...+ )\kakaUkrk.
Comparando a primeira e ultima combinagdo lineares acima, obtemos:

Aicr = Aoy, ooy )\ialrl = >\1041r1

itk = ApQt,s ..o, )\iakrk = )\kOékrk-
E assim
a1 = .o = 01y = o0 = a(i—l)l = ...= O‘(i—l)r(i,m =

= Ck(i+1)1 = ... = a(i+1)T(i+1) = =0k = = Oy, = 0.
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Portanto, u = a;j;vi+... 4+, Vi, € assimu € U;. Logo, temos Sy, C U;. dessa forma,
mostramos que U; = Sy, para i =1,...,k, o que implica que dim(Sy,) = dim(U;) = r; que é
a multiplicidade algébrica de N\;. Protanto, os autovalores de T' tém mesma multiplicidade

algébrica e geométrica.

Reciprocamente, sabemos que os autovalores de 'T' sdo raizes do polinomio caracte-
ristico de T'. Como V' tem dimensdo n, o polinomio caracteristico de T terd grau n se ele
possui todas as suas raizes em K, entdo, pelo teorema fundamental da algébra, isso implica
que T possui n autovalores Ay, ..., A\, nao necessariamente distintos. Como a multiplicidade
algébrica de cada autovalor de T € igual a sua multiplicidade geométrica, é ppossivel
associar a um mesmo autovalor um conjunto linearmente independente formado por au-
tovetores, que serd wma base para o subespago Sy. Além disso, os autovetores associados
a autovalores distintos também serao linearmente independentes, pelo Teorema 4.2.5.
Dessa forma, T possui n autovetores linearmente independentes e como dim(V) = n,
temos {v1,...,v,} € uma base para V. Pelo Teorema 4.2.4, seque que T é um operador

diagonalizavel.

Definigao 3.2.7 Uma matriz quadrada A € diagonalizdvel se A for semelhante a uma
matriz diagonal D, ou seja, se existir wma matriz invertivel U tal que A = UDU ™. Nesse

caso, dizemos que U € a matriz diagonalizante de A.

Teorema 3.2.8 Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizdvel se, e somente se,

A possui n autovetores linearmente independentes.

Demonstrag¢do: Supondo que A seja uma amtriz diagonalizdvel, entdo existe
uma matriz invertivel U = |uy uy ... u,l|, onde u; sao vetores coluna n x 1, tal que

A=UDU™!, com D uma matriz diagonal

Ao 0

A ... O
AU=UD & A [ul U un] = [ul Us Uy, &
0 . A
Au1 = /\1U1

S | Auy Auy ... Aun} = [Alul Aolly ... )\nun} &

Au,, = My,
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Como U € invertivel, ndo pode ter colunas nulas, isto é, u; # ey . Portanto, A1, ..., A\n
sao autovalores de A com uq, ..., u, 0s autovetores associados, respectivamente. FE sendo U
invertivel, suas colunas sao linearmente independentes, e assim, A possui n autovetores

linearmente independentes.

Reciprocamente, suponha que A tem n autovetores linearmente independentes
U, ..., Up, associados aos autovalores A1, ..., \,, nao necessariamente distintos. Seja U a
matriz cujas colunas sao autovetores de A, ou seja, U = [ul Uy ... un} . Como U ¢é

uma matriz quadrada n X n e suas colunas sao L.1., temos que U € invertivel. Assim, temos

Aup = Mg
: @{Aul Aug ... Aun}zp\lul Aolly ... /\nun]
Au, = A\ Uy,
A ... O
<:>A{u1 Uy ... un}:{ul Uy ... un} : :
0 An
& AU =UD
s A=UDU".

Logo, A € semelhante a D, uma matriz diagonal, o que mostra que A é diagonali-

zavel.
Exemplo 3.2.9 Considere o operador linear T : R* — R? dado por T(x,y) = (y, ). Os
autovalores de T sdo Ay =1 e Ay = —1. Para \; = 1, temos

T(z,y) = M(z,y) < (y,2) = Uz, y) &z =y.

Os autovetores de T' associados a Ay sdo da forma v, = (x,z) = z(1,1). Para

Ay = —1, temos:

Assim, os autovetores de T associados a Ay sio da forma vy = (z, —x) = (1, —1).

Considere dois autovetores de T, por ezemplo, (1,1) e (1,—1). Esses vetores sao
linearmente independentes e como dim(R?) = 2, temos B = {(1,1),(1,—1)} é uma base
para o R? formada por autovetores do operador T. Escrevendo as imagens dos elementos

da base B, pela transformacdao T, como combinagoes lineares dos elementos de B, temos,

T(1,1) = (1,1) = 1(1,1) + 0(1, -1)

T(1,-1) = (—1,1) = 0(1,1) — 1(1, -1).
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Portanto, a matriz que representa T' com relacao a base B é,

1 0
0 —1

que € uma matriz diagonal, logo T é um operador diagonalizdvel. Observe que os elementos

(T)p =

da diagonal de (T)p sao os autovalores de T.

Exemplo 3.2.10 Considere o operador linear T : R* — R? dado por T'(x,y) = (x+y,v).

Tomando a base canénica B do R?, a matriz que representa T com relacdo a base B ¢,

11
T)p = .
@)z [ 01 ]
Portanto, o polinomio caracteristico de T' é dado por:

1—A 1

p(A) = det((T)p — \2) = 0 1)

= (1—\)(1-N.

Assim, a raiz do polinémio caracteristico é A = 1, com multiplicidade 2. Logo, o
operador T possui um autovalor X =1 com multiplicidade algébrica igual a 2. Nesse caso,

temos:

T(x,y) = ANz,y) & (x+y,y) = (z,y) &y =0.

Portanto, os autovetores de T associados ao autovalor A = 1 sdao da forma v =
(z,0) = 2(1,0). Uma base para Sy é {(1,0)}, e assim, o autovalor A tem multiplicidade
geométrica igual a 1. Como dim(R?) = 2, observe que para formarmos uma base para o
R? com autovetores de T precisamos de 2 autovetores linearmente independentes, mas
0s unicos autovetores de T sao da forma x(1,0) e quaisquer dois que tomarmos serdo
linearmente dependentes, pois serao multiplos um do outro. Logo, ndo podemos obter uma
base para o R? formada apenas por autovetores do operador linear T, assim T ndo €
diagonalizavel. Observe que as multiplicidades algébrica e geométrica do autovalor A\ nao

SG0 1gUaLs.

Exemplo 3.2.11 Considere a matriz A dada por,

i 2]

O polinomio caracteristico de A é dado por,
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1—-A 2

A) =det(A = Ny) =
PO =det(A—an)=| YT

= (1= M\)(=2-\).

As raizes do polinomio caracteristico sio p(A) =0< (1 =A)(—2—-A) =01 =1

ou A = —2. Portanto, A possui dois autovalores Ay =1 e Ay = —2. Para Ay, temos:

1 2
AX:)\lX(:)[ } [551]:1[“]@ :[“]@@:0.
0 —2 Lo Lo T

Assim, os autovetores da matriz A associados ao autovalor A\ = 1 sdo da forma,

[l

xr1 + 2$2

—21'2

Para \y = —2, temos,
1 2 2 -2 3
AX = X & R - -2 = & 1+ 2T = o < Ty = —=T7.
0 -2 ) i) —2.132 —2I2 2
Assim, os autovetores de A associados ao autovalor \y = —2 sao da forma:
I 1
Xe=| 30 |=o) 3
2 2

3
Observe que (1,0) e (1, —2) sdo linearmente independentes, portanto A possui 2
autovetores linearmente independentes, o que implica que a matriz A € diagonalizdvel. De

fato, basta tomar a matriz diagonalizante U e a matriz diagonal D dadas por,

1 1 1 0
U= 3 e D= )
0 —2

Observe que as colunas de U sao os autovetores de A e a matriz diagonal D foi

construida com os autovalores de A, temos que A é semelhante a matriz D, ou seja,

A=UDU™, de fato,

2
A:UDU1=1§101§:12.
0 2|0 —2]]g 2 0 -2
2 3

Assim, A € uma matriz diagonalizdvel.
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Agora explanaremos aplicagoes com a digonalizagdo de poténcias de matrizes e
séries de matrizes. A elaboracao desses conceitos segue fortemente a exposicao desse
contetdo apresentado nas seguintes referéncias: (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA,
2007), (SILVA, 2014), (PELLEGRINI, 2015), (KUERTEN, 2002).

3.3 Poténcias de uma matriz

Considerando uma matriz A de ordem n. Quando nos depararmos com A™ com
m > 2, queremos saber o produto de A- A --- A m vezes, ou seja, A™ = A™!. A. Usando
a diagonalizacao das matrizes, o calculo das poténcias de uma matriz pode ser realizado
num processo relativamente simples. Sendo a matriz A diagonalizavel, temos que existe

uma matriz invetivel M tal que

M~YAM =D

com

Com isso, se A é diagonalizavel e D sua forma diagonal, pela Definicao 4.2.7
temos que A = M DM . Calculando A® temos:

AP=A-A-A=(MDM Y (MDM HYMDM™") = MD*M~*.

Logo, de modo geral temos:

A™ = MD™M™.

Exemplo 3.3.1 Seja A =

1 2
5 4 ] e vamos calcular AP, onde p € N.

Primeiramente calculamos os autovalores da matriz através do polinomio caracteri-

sitico

det(A— \I) =0
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1—A 2
det =0
2 4 — )\

(1= MN)(4 -\ —4=0

A — 51 =0,

Logo a matriz A tem como autovalores Ay = 0 e Ay = 5. Calculando agora os

autovetores temos,

Para \y = 0, temos,

Av =) v & bzl =0 v & = 0 S =—2.
2 4|y Y 0

Assim, os autovetores de A associados ao autovalor A\ = 0,

T+ 2y
20 +4

v = (—2y,y) = y(=2,1).

Para Ay =5, temos:

1 2 2 )
Av = v & ’ :0I & T2y = v <:>x:g.
2 4| |y Y 20 +4 oY 2
Assim, os autovetores de A associados ao autovalor Ay =5,
Y 1
= (| — = — 1
t (27y) y(27 )
Com isso temos que A\; e Ay tem como respectivos autovetores v = (—2,1) e
1
Vg = (2, 1) . Logo:
1 2 1
0 0 -2 = “t ¥
D= M = 2 |, M= 3 3
0 5 1 1 2z
5 D

Calculando AP temos,

AP = MDP M1

[ 1
—92 = 0P o —
= 2
11 0P &P

(ST S S I \O)
O] O] =

5p—1 9 5Pt
T | ot gt
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3.4 Séries de matrizes

Consideremos uma sequéncia Ay, As, ..., Ag, de matrizes reais de tipo m x n. Supo-
k . o .
nhamos Ay, = (agj)), k =1,2,.... Dizemos que a sequéncia dada converge para a matriz

B = (bi;), do mesmo tipo que as Ay, se as sequéncias de niimeros reais

aD,a® .0, .

convergem para b;; para todo¢=1,...,metodo j =1,...,n.

Por exemplo

1 1 1
10 -0 -0 -0
[ ] b 2 b) 3 b b n 9.
00 0 0 0 0 0 0
. 11
converge para a matriz pois 1, 3 g converge para 0, o mesmo acontecendo

com a sequéncia 0, 0, 0,...

Se a sequéncia Aj, Ay + Ay, Ay + Ay + As, ... convergir, para a matriz B, entao
diremos que a série infinita A; + Ay + A3 + ... + A, + ... é convergente para B. A matriz
B chama-se soma da série dada.

Pode-se provar que, sendo A de ordem n, a série exponencial

2 A3 AP ooAk:
IT+A+ —+—+.+—+...=> —
2 3! p! = k!

¢é convergente.

Definigao 3.4.1 Definimos a matriz exponencial de uma matriz A € M(n), onde M(n) é

o conjunto das matrizes quadradas de ordem n por

2 As AP 00 Ak
AT+ A+ oot S+ — 3.1
2 3! p! — k! (31)
O conceito estd bem definido,pois a série que define a exponencial é absolutamente

convergente. No caso de n =1 temos e* = () e a série de Taylor da exponencial escalar

converge. No caso geral, tomando a norma ||.|| de operador M(n), obtemos
=AM A
ZH H—Z X <X i — il

onde usamos a propriedade (SILVA, 2014)

1ABI| < [[A[[|| B|
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Sejam A e B matrizes quadradas nxXn e a, b, numeros reis ou complezxos, arbitrdarios.
Denotamos por I a matriz identidade n X n e por 0 a matriz quadrada nula de mesma

ordem. A* indica a matriz transposta conjugada de A e AT, que denota a matriz transposta

de A.

Sao validas as sequintes propriedades da exponencial matricial, cujas demosntragoes
sao encontradas em (SILVA, 2014).

1. A igqualdade €° = I € vdlida, onde 0 denota a matriz quadrada com todos os

elementos iguais a zero.

Demonstragao: Pela definicao de multiplicacao de matrizes, 0" =0, para n > 1,

logo
o0 O’n,
2. A igualdade e "4 = ¢*4eb ¢ vdlida.
Demonstragdo: Sejam a,b € R. Dado j € N, temos pela lei do binémio:
1 1 (J I g it a” b
,(a—i-b)]:.Z()alb]l:Z - (32)
J! 7t iz =M =0 5 rl sl
portanto,
1 o a” b b*
j'<aA+ bA) = j!(a+ by A = [T' y] Al = ﬁAJS'A

Assim, para cada n € N,

> 5eA 40y =3 5 Sarar g (32 ) (3 Soar),

7=0r+s= ] r=0 Lt s=0 8-

Q‘,_k

Passando o limite com n — oo, resulta e b4,

3. Se AB = BA, entio e’'e® = P,

Como A e B comutam,

(A+B)?2=(A+B)(A+B) = A> + 2AB + I* = f: <Z> A"k BE, (3.3)

n=0

De acordo com a equagao (4.3), temos, para quaisquer de A e B:
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Ankak ‘|

por outro lado,

o
eAE =y

n=0

por hipdtese (4.3) € valida, ou seja, A e B comutam.
4. A igualdade e =T ¢ vdlida.

Demonstracao: Como A e —A comutam, pela propriedade anterior, temos

ede A = A4 — 0 T,

5. Se B € uma matriz invertivel, entao eBAB™ — BeApT1,
Demonstracdo: Isso decorre do fato que (BAB™)" = BA"B™!, logo eBABT! =
Be'B™!.
6. Det(e?) = "™ onde det(e?) € o determinante de e e tr(A) € o trago da
matriz A.
A2

Demonstragdo: Se e’ = diag(e, e*2, ..., eM), entdo, det(e?) = e
6)\1+)\2+>\3+...)\n — et’r‘(A)

A1 A2 A3 An

e .er..e

. T ’ /7 . 7 . . Ve .
7. A igualdade e = (eMT é vélida. Disto segue que se A é uma matriz simétrica,
et também é simétrica:

Demonstracgio: Seja A = diag(\1, Ay, A3, ..., \n), por outro lado temos AT = A,

. 7 . , . T
ou seja, A é simétrica, desta forma e = e = (e?)7.

Analisando a soma da série representada e”, notamos que o calculo que resolve a série
é em geral dificil. Mas com o entendimento que se A for uma matriz quadrada diagonalizavel

entdo esse calculo torna-se relativamente mais simples pois, sendo A? = M D?M ! com

A 0
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entao
00 Ak
A
A=y
= k!
& M.DF.M~!
= k!
()
= K
= MePM™!
o
e
=M Mt
L 6)\”
1 2] 00 _ .
Exemplo 3.4.2 Dado A = A entao D = 0 s (D que foi calculado anterior-
mente). Dai ]
0
Ao |© Y
0 ¢
1 2 1
-2 = o 0 —F
- 2 ‘ 5 3 2
1 1 0 e 2z
5 5
! d4¢" =242
S5 2428 144 |




4 Conclusao

No presente trabalho revisamos resultados cldssicos da Algebra Linear focando em
matrizes de segunda ordem e fazendo o estudo dos conceitos de autovalores, autovetores,
diagonalizagdo e a nocao da exponenciacao de matrizes. Aproveitamos a oportunidade
para realizar mais um estudo sobre estes conceitos, que sao de suma importancia para a
formacao de um profissional em Matematica. Esperamos que este trabalho de conclusao

de curso sirva de motivagao para os estudantes de Matematica.
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