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Resumo

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência, multiplicidade e com-

portamento assintótico com respeito a um parâmetro positivo de soluções não nulas

para uma classe de sistemas eĺıpticos semilineares acoplados em RN , em que os po-

tenciais são não negativos e não necessariamente coercivos. Na obtenção dos resulta-

dos, usamos métodos variacionais, a saber, teoremas do tipo minimax envolvendo as

condições de Palais-Smale e de Cerami forte.

Palavras-chave: Métodos variacionais, Sistemas eĺıpticos acoplados, Não-linearidades

superquadráticas.



Abstract

In this work, we study questions related to the existence, multiplicity and asymp-

totic behavior with respect to a positive parameter of nonzero solutions for a class of

coupled semilinear elliptic systems in RN , where the potentials are not negative and

not necessarily coercive. To obtain the results, we use variational methods, namely,

minimax type theorems involving the Palais-Smale and strong Cerami conditions.

Keywords: Variational methods, Coupled elliptic systems, Superquadratic nonlinea-

rities.
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2.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2 Soluções de Energia Mı́nima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3 Multiplicidade de Soluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

A Estudo sobre os autovalores de (LP ) 55

B O espaço D1,2(RN) 59

Referências Bibliográficas 65
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• X
0 denota o dual topológico de um espaço de Banach X;

• k, k1, k2, . . . denotam constantes positivas, possivelmente deferentes;

• ⇤ denota o final de uma demonstração;

• Denotamos o produto interno euclidiano de dois vetores x, y 2 RN por x.y;

• | · | denota a norma euclidiana de RN ;

• BR denota a bola aberta em RN de centro na origem e raio R > 0;

• Para qualquer conjunto K ⇢ RN , definimos Kc = RN\K := {x 2 RN ; x 2/ K},
int K representa o interior do conjunto K e K representa o fecho do conjunto K;

• Para cada 1  p  1 e u 2 L
p(K), denotamos a norma de u em L

p(K) por

kukLp(K). Se K = RN , escrevemos apenas kukLp ;

• supp(u) := {x 2 RN ; u(x) 6= 0} denota o suporte da função u;

• C
1
0 (⌦) denota o conjunto de todas as funções u : ⌦ ! R de classe C

1(⌦) e com

suporte compacto contido no aberto ⌦ ⇢ RN ;

•H1
0 (⌦) := W

1,2
0 (⌦) denota o fecho de C1

0 (⌦) no espaço de SobolevW 1,2(⌦) munido

com sua norma usual: kuk2W 1,2(⌦) =

Z

⌦

(|ru|2 + u
2)dx;

• O espaço D1,2(RN) é definido como sendo completamento de C1
0 (RN) com relação

à norma

k�k0 =
✓Z

RN

|r�|2
◆1/2

.

x



;

• ! denota convergência forte em um espaço normado;

• * denota convergência fraca em um espaço normado;

• u+ = max{u, 0} e u� = max{�u, 0};

• O śımbolo o(h) representa uma função "(h) tal que
"(h)

khk ! 0 quando khk ! 0.

Em particular, o(1) é entendido como uma sequência ("n)n2N convergindo a zero.

xi



Introdução

Neste trabalho, com base nos artigos de Elves A. B. Silva e Liliane A. Maia [13],

e Marcelo F. Furtado, Elves A. B. Silva e Magda S. Xavier [12], estudamos questões

relacionadas a existência e multiplicidade de soluções não nulas para a seguinte classe

de sistemas eĺıpticos acoplados:

(
��u+ �a(x)u = Fu(x, u, v), x 2 RN

,

��v + �b(x)v = Fv(x, u, v), x 2 RN
,

(1)

em que N � 3, a, b : RN ! [0,1) são potenciais cont́ınuos, � é um parâmetro positivo

e F 2 C
1(RN ⇥ R2

,R) satisfaz F (x, 0, 0) ⌘ 0. Teremos ainda algumas hipóteses

adicionais sobre as funções a, b e F ao longo deste trabalho.

Ao abordar o sistema (1), utilizamos métodos variacionais, ou seja, associamos

ao sistema (1) um funcional energia I : X ! R, onde X é um subespaço vetorial

conveniente de D1,2(RN) ⇥ D1,2(RN). Almejamos encontrar pontos cŕıticos para I,

que serão soluções fracas de (1). No estudo do funcional I, as hipóteses adicionais

sobre os potenciais a, b 2 C(RN
,R) e sobre a não-linearidade F 2 C

1(RN ⇥ R2
,R)

desempenham papéis importantes no que diz respeito à existência de pontos cŕıticos

para I e, consequentemente, à existência de solução para o sistema (1).

Nosso trabalho é constitúıdo de dois caṕıtulos e dois apêndices.

No Caṕıtulo 1, apresentamos resultados de existência e multiplicidade para o sis-

tema (1) com o parâmetro � constante igual a 1. Tais resultados foram obtidos por

Elves A. B. Silva e Liliane A. Maia em [13]. Sobre os potenciais a e b, são consideradas

as seguintes hipóteses:

(A1) existem constantes a0, b0 > 0 tais que a(x) � a0 e b(x) � b0 para todo x 2 RN ;

(A2) µ({x 2 RN ; a(x)b(x) < M}) < 1 para todo M > 0, onde µ, aqui, denota a

medida de Lebesgue em RN .

Com repeito à não-linearidade F , assumimos que F 2 C
1(RN ⇥R2

,R) e a seguinte

condição de acoplamento subcŕıtico:

1



(F1) existem constantes c1, q1, q2 > 0, p1, p2 > 1 e funções ↵, � 2 L
1(RN) tais que

|Fu(x, z)|  c1|u|p1�1|v|q1 + ↵(x)|u|+ c1|v|, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2
,

|Fv(x, z)|  c1|u|q2 |v|p2�1 + c1|u|+ �(x)|v|, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2
,

onde z = (u, v), 2  pi + qi < 2⇤ = 2N/(N � 2), i = 1, 2 e ↵ e � satisfazem

lim sup
|x|!1

↵(x) = ↵1 < a0 e lim sup
|x|!1

�(x) = �1 < b0.

Observemos que existe uma extensa bibliografia no estudo de sistemas eĺıpticos va-

riacionais (veja [6, 18, 21]). Em dois artigos recentes [8, 10], o problema (1) foi estudado

sob condições acoplado-ressonantes. O principal objetivo deste caṕıtulo é apresentar

resultados que completam os de [8, 10], considerando sistemas com acoplamento em RN

que permitem, em particular, um crescimento superquadrático na primitiva F (x, z) nas

direções z = (u, v), u 6= 0, v 6= 0. Nos dois primeiros resultados, assumimos a seguinte

versão da condição de Ambrosetti-Rabinowitz [1, 14]:

(F2) existem constantes c2 > 0, ✓ > 2, p, q > 0, µ, ⌫ � 0, e funções h1, h2 2 L
1(RN)

tais que 2  µ + ⌫, p + q < 2⇤, µ + ⌫ >
N
2 (p + q � 2) (se p + q > 2 e µ > p [⌫ > q], é

suposto ⌫p > µ(q � 2) [µq > ⌫(p� 2)]; se p+ q = 2, é suposto µ+ ⌫ = 2),

F (x, z)� 1

✓
rF (x, z) · z  c2|u|p|v|q + h1(x), para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2

,

1

2
rF (x, z) · z � F (x, z) � c2|u|µ|v|⌫ � h2(x), para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2

,

onde rF (x, z) = (Fu(x, z), Fv(x, z)).

A hipótese (F2) é uma versão para o nosso cenário da condição introduzida em [18]

(veja também [6] para uma condição relacionada) para estudar uma classe de problemas

integro-diferencias em domı́nios limitados em RN . Considerando o problema linear

acoplado (
��u+ a(x)u = �v, x 2 RN

,

��v + b(x)v = �u, x 2 RN
,

(LP )

denotamos por �1 o primeiro autovalor positivo para o problema (LP ). Assumindo a

condição:

(F3) existe � 2 (0,�1] tal que

F (x, z)� �uv = o(|z|2), quando |z| ! 0, uniformemente em RN
,

podemos enunciar o primeiro resultado:
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Teorema 1. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1) � (F3),

então o problema (1) possui uma solução não nula.

No próximo resultado, mostraremos a existência de infinitas soluções para (1) sob

a presença de simetria. Mais especificamente, suponhamos que

(F4) F (x, z) é par com respeito a variável z 2 R2.

Sob esta condição, temos o seguinte resultado:

Teorema 2. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), (F2) e

(F4), então o problema (1) possui uma infinidade de pares de soluções não nulas.

A existência de uma solução não trivial para o problema escalar em RN foi provada

por Rabinowitz [15] para condições não-lineares subcŕıticas com crescimento superlinear

e potenciais coercivos. Depois Bartsch e Wang [2] estudaram o problema escalar sob

condições similares àquelas em [2, 15] e uma versão da condição (A2) para esse cenário.

Também observamos que estas hipóteses tem sido usadas em [9] para generalizar ao

RN os resultados no problema eĺıptico duplamente ressonante sob uma condição de não

quadraticidade local aos quais têm sido provados em [11].

Os Teoremas 1 e 2 podem ser vistos como versões para os sistemas eĺıpticos com

acoplamento dos correspondentes resultados em [2, 15]. Notemos que a condição (A2)

permite uma situação em que nenhum dos potenciais seja coercivos ou que satisfaça a

condição introduzida em [2].

Nos dois últimos resultados deste caṕıtulo, será estabelecido versões dos Teoremas

1 e 2 onde c2, dado por (F2), é zero. Neste caso, a segunda relação em (F2) não é

necessária:

(cF2) existem ✓ > 2 e uma função h1 2 L
1(RN) tais que

F (x, z)� 1

✓
rF (x, z) · z  h1(x), para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2

.

Além disso, vamos também supor a condição:

(F5) existe c3 � 0 tal que

sup
t�0

Z

RN

[�1t
2
u1v1 � F (x, tz1)]dx  c3 < 1,

onde z1 = (u1, v1) é a autofunção de (LP ) associada com �1.

Agora podemos enunciar o próximo teorema.

Teorema 3. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), (cF2), (F3)

e (F5), então o problema (1) possui uma solução não nula.
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E por fim, supondo que F satisfaz (F4) e

(F6) existem (a, b) 2 R2\{(0, 0)} e um subconjunto aberto ⌦ de RN tais que

F (x, ta, tb)

t2
! 1 quando t ! 1, uniformemente para x 2 ⌦,

obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), (cF2), (F4)

e (F6), então o problema (1) possui uma infinidade de pares de soluções não nulas.

O Caṕıtulo 2 é dedicado a resultados sobre existência, multiplicidade e compor-

tamento assintótico de soluções para o sistema eĺıptico acoplado (1). Tais resultados

foram obtidos por Marcelo F. Furtado, Elves A. B. Silva e Magda S. Xavier [12]. A

não-linearidade F 2 C
1(RN ⇥ R2

,R) é a função F (x, u, v) = |u|p|v|q/(p + q), onde

p, q > 1 e p+ q < 2⇤. Assim, o sistema (1) reduz-se a

8
>>>>><

>>>>>:

��u+ �a(x)u =
p

p+ q
|u|p�2

u|v|q, x 2 RN

��v + �b(x)v =
q

p+ q
|u|p|v|q�2

v, x 2 RN

u, v 2 D1,2(RN),

(S�)

onde N � 3, � é um parâmetro positivo, p, q > 1 e p + q < 2⇤. As hipóteses sobre os

potenciais não negativos a e b são as seguintes:

(H1) a, b 2 C(RN
, [0,1)), ⌦a := int a

�1(0) e ⌦b := int b
�1(0) têm fronteiras suaves,

⌦a = a
�1(0), ⌦b = b

�1(0), e ⌦a \ ⌦b é um conjunto não vazio;

(H2) existe M0 > 0 tal que o conjunto F := {x 2 RN ; a(x)b(x)  M0} tem medida de

Lebesgue finita.

Diferentemente do Caṕıtulo 1, note que não foi assumido nenhum limite inferior

positivo para os potenciais a e b. Portanto, não esperamos achar soluções para (S�)

no espaço de Sobolev H
1(RN). Contudo, tirando vantagem do acoplamento forte do

sistema e a hipótese (H2), somos capazes de usar métodos variacionais para estudar

(S�) considerando o funcional associado definido num subespaço fechado próprio de

D1,2(RN)⇥D1,2(RN). Também veremos que os conjuntos ⌦a e ⌦b podem ser ilimitados

e que o fato de que ⌦a \ ⌦b ser um conjunto não vazio é essencial para os resultados.

Como no caso escalar em [2], o principal resultado deste caṕıtulo mostra que o sistema

eĺıptico semilinear 8
>>>><

>>>>:

��u = p
p+q |u|

p�2
u|v|q em ⌦a,

��v = q
p+q |u|

p|v|q�2
v em ⌦b,

u 2 H
1
0 (⌦a), v 2 H

1
0 (⌦b),

(L)

4



pode ser visto como um limite para (S�) quando � tende ao infinito. Vale a pena

mencionar que, embora ⌦a e ⌦b possam ser conjuntos abertos distintos, o sistema (L)

é variacional. Notemos também que a condição (H2) implica que ⌦a e ⌦b têm medida

de Lebesgue finita, pois ⌦a,⌦b ⇢ F . Assim, temos que a imersão H
1
0 (⌦a)⇥H

1
0 (⌦b) ,!

L
r(⌦a)⇥ L

s(⌦b) é compacta para 1  r, s < 2⇤.

A fim de enunciar os resultados, introduzimos os subespaços fechados de D1,2(RN)

associados aos potenciais a e b:

Xa :=

⇢
u 2 D1,2(RN);

Z

RN

a(x)u2
dx < 1

�
e

Xb :=

⇢
v 2 D1,2(RN);

Z

RN

b(x)v2dx < 1
�
.

Para qualquer � � 0 dado, consideremos o espaço de Hilbert X = Xa ⇥ Xb munido

com o produto interno

h(u, v), (',�)i� :=
Z

RN

[rur'+rvr�+ �a(x)u'+ �b(x)v�] dx

cuja norma associada será denotada por k · k�.
Associado ao problema (S�), temos o funcional energia I� : X ! R definido por

I�(z) :=
1

2
kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

|u|p|v|qdx, z = (u, v) 2 X.

Em vista das hipóteses (H1) e (H2), o funcional I� está bem definido e é de classe C
1.

Além disso, a teoria de regularidade eĺıptica implica que os pontos cŕıticos de I� são

soluções clássicas do problema (S�).

No primeiro resultado, estudamos a existência e comportamento das soluções de

energia mı́nima de (S�). Recordamos que uma solução de energia mı́nima para o nosso

problema é um ponto cŕıtico de I� associado com o menor ńıvel cŕıtico positivo deste

funcional. Neste contexto, uma vez provado a existência da solução de energia mı́nima,

podemos sempre encontrar uma solução de energia mı́nima positiva. Aqui, chamamos

z = (u, v) uma função positiva se u e v são positivas em quase todo ponto de RN .

Teorema 5. Suponha as condições (H1) e (H2) válidas. Então existe ⇤ > 0 tal que,

para todo � � ⇤, o sistema (S�) possui uma solução de energia mı́nima positiva z�.

Além disso, se (�n) ⇢ R é tal que �n ! 1 e (z�n) é uma sequência de soluções de

energia mı́nima positiva de (S�n), então (z�n) converge em D1,2(RN) ⇥ D1,2(RN) ao

longo de uma subsequência para uma solução de energia mı́nima positiva de (L).

No próximo resultado, usamos a simetria do problema para estabelecer multiplici-

dade de soluções para valores grandes de �. Mais especificamente, provaremos

5



Teorema 6. Suponha as condições (H1) e (H2) válidas. Então, para qualquer k 2 N
dado, existe ⇤k > 0 tal que, para cada � � ⇤k, o sistema (S�) possui pelo menos k

pares de soluções não nulas.

Como no caso das soluções de energia mı́nima encontradas no Teorema 5, as soluções

derivadas do Teorema 6 têm energia uniformemente limitada com respeito a �. Isto

nos permite mostrar que estas soluções convergem em D1,2(RN)⇥D1,2(RN) para uma

solução de (L) quando � ! 1. Mais geralmente, temos o seguinte resultado de

concentração:

Teorema 7. Sejam (�n) ⇢ R uma sequência tal que �n ! 1 e (z�n) uma sequência

de soluções de (S�n) tal que lim inf
n!1

I�n(z�n) < 1. Então (z�n) converge em D1,2(RN)⇥
D1,2(RN) ao longo de uma subsequência para uma solução de (L).

Os resultados obtidos neste caṕıtulo são motivados pelos que foram obtidos em

[2, 3] para o caso escalar, onde é considerado o potencial c�(x) = �c(x)+1 com c tendo

a propriedade de que o conjunto {x 2 RN ; c(x)  M0} tem medida de Lebesgue finita,

para algum M0 > 0.

Obeservemos que existe uma bibliografia extensa no estudo de sistemas eĺıpticos em

domı́nios limitados (veja [6, 18] por exemplo). No caso de sistemas gradientes em todo

RN , em [7] o autor prova a existência de uma solução não nula para o problema (P )

(lá mencionado) sob coercividade dos potenciais a e b e uma condição de não quadrati-

cidade na não-linearidade. Gostaŕıamos de enfatizar que, ao invés dos trabalhos acima

mencionados, o acoplamento do sistema (S�) nos permite considerar potenciais que

não são limitados por baixo por constantes positivas. Podemos ter um dos potenciais

tendendo a zero quando |x| ! 1 desde que o outro potencial vá para o infinito numa

taxa adequada.

No Apêndice A, apresentamos uma caracterização variacional do primeiro autovalor

positivo do sistema linear acoplado

(
��u+ a(x)u = �v, x 2 RN

,

��v + b(x)v = �u, x 2 RN
.

(LP )

Tal caracterização será bastante útil para provar os teoremas principais do Caṕıtulo 1.

No Apêndice B, apresentamos e demonstramos alguns resultados complementares

sobre o espaço D1,2(RN) que serão utilizados ao longo deste trabalho, essencialmente

no Caṕıtulo 2.

Visando tornar os caṕıtulos independentes e não necessitar recorrer sempre à in-

trodução, enunciaremos novamente, em cada caṕıtulo, as hipóteses sobre a não-linearidade

F 2 C
1(RN ⇥ R2

,R) e os potenciais a, b 2 C(RN
,R), bem como, os respectivos resul-

tados principais.
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Caṕıtulo 1

Sistemas com não-linearidades

superquadráticas em direções

apropriadas

Neste caṕıtulo, apresentamos resultados sobre a existência e multiplicidade de

soluções para o sistema

(
��u+ a(x)u = Fu(x, u, v), x 2 RN

,

��v + b(x)v = Fv(x, u, v), x 2 RN
,

(P )

onde N � 3 e os potenciais a e b são funções cont́ınuas satisfazendo

(A1) existem constantes a0, b0 > 0 tais que a(x) � a0 e b(x) � b0 para todo x 2 RN ,

(A2) µ({x 2 RN ; a(x)b(x) < M}) < 1 para todo M > 0.

Aqui, µ denota a medida de Lebesgue em RN . Vamos supor também que F 2 C
1(RN⇥

R2
,R) satisfaz F (x, 0, 0) ⌘ 0 e a seguinte condição de acoplamento subcŕıtico:

(F1) existem constantes c1, q1, q2 > 0, p1, p2 > 1 e funções ↵, � 2 L
1(RN) tais que

|Fu(x, z)|  c1|u|p1�1|v|q1 + ↵(x)|u|+ c1|v|, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2
,

|Fv(x, z)|  c1|u|q2 |v|p2�1 + c1|u|+ �(x)|v|, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2
,

onde z = (u, v), 2  pi + qi < 2⇤ := 2N/(N � 2), i = 1, 2 e ↵ e � satisfazem

lim sup
|x|!1

↵(x) = ↵1 < a0 e lim sup
|x|!1

�(x) = �1 < b0. (1.1)

Note que, integrando a primeira desigualdade em (F1), de 0 até u, obtemos

|F (x, z)� F (x, 0, v)|  c1

p1
|u|p1 |v|q1 + ↵(x)

u
2

2
+ c1|u||v|, (1.2)

7



1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2. Do mesmo modo, temos que

|F (x, z)� F (x, u, 0)|  c1

p2
|u|q2 |v|p2 + c1|u||v|+ �(x)

v
2

2
,

para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2. Assim, fazendo u = 0 na desigualdade acima e usando

F (x, 0, 0) ⌘ 0, obtemos

|F (x, 0, v)|  �(x)
v
2

2
, para todo (x, v) 2 RN ⇥ R.

Dáı, segue de (1.2) que a condição (F1) implica

|F (x, z)|  c1

p1
|u|p1 |v|q1 + ↵(x)

u
2

2
+ �(x)

v
2

2
+ c1|u||v|, (1.3)

para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2.

Existe uma extensa bibliografia no estudo de sistemas eĺıpticos variacionais (veja

[6, 18, 21]). Em dois artigos recentes [8, 10], o problema (P ) foi estudado sob condições

de acoplamento ressonantes. O principal objetivo deste caṕıtulo é complementar os

resultados em [8, 10] considerando sistemas com acoplamneto em RN que permitem, em

particular, um crescimento superquadrático na primitiva F (x, z) nas direções z = (u, v),

u 6= 0, v 6= 0. Nos dois primeiros resultados, assumimos a seguinte versão da condição

de Ambrosetti-Rabinowitz [1, 14]:

(F2) existem constantes c2 > 0, ✓ > 2, p, q > 0, µ, ⌫ � 0, e funções h1, h2 2 L
1(RN)

tais que 2  µ + ⌫, p + q < 2⇤, µ + ⌫ >
N
2 (p + q � 2) (se p + q > 2 e µ > p [⌫ > q], é

suposto ⌫p > µ(q � 2) [µq > ⌫(p� 2)]; se p+ q = 2, é suposto µ+ ⌫ = 2),

F (x, z)� 1

✓
rF (x, z) · z  c2|u|p|v|q + h1(x), para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2

,

1

2
rF (x, z) · z � F (x, z) � c2|u|µ|v|⌫ � h2(x), para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2

,

onde rF (x, z) = (Fu(x, z), Fv(x, z)).

A hipótese (F2) é uma versão para este trabalho de uma condição introduzida em

[18] (veja também [6] para uma condição relacionada) para estudar uma classe de

problemas integro-diferencias em domı́nios limitados em RN . Notemos também que

c2 > 0 e a segunda relação em (F2) implicam que F (x, tz)/t2 ! 1 quando t ! 1,

para todo z = (u, v) 2 R2, u 6= 0, v 6= 0 (veja Seção 1.2). Considerando o problema

linear acoplado (
��u+ a(x)u = �v, x 2 RN

,

��v + b(x)v = �u, x 2 RN
,

(LP )

8



1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

denotamos por �1 o primeiro autovalor positivo para o problema (LP ) (recomendamos

ao leitor o Apêndice A para um estudo sobre os autovalores de (LP )). Supondo a

condição:

(F3) existe � 2 (0,�1] tal que

F (x, z)� �uv = o(|z|2), quando |z| ! 0, uniformemente em RN
,

podemos enunciar o primeiro resultado de existência:

Teorema 1.1. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1) � (F3),

então o problema (P ) possui uma solução não nula.

No próximo resultado, será verificado a existência de infinitas soluções para (P ) sob

a presença de simetria. Mais especificamente, suponhamos que

(F4) F (x, z) é par com respeito à variável z 2 R2.

Sob esta condição, temos o seguinte resultado de multiplicidade de soluções:

Teorema 1.2. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), (F2) e

(F4), então o problema (P ) possui uma infinidade de pares de soluções não nulas.

A existência de uma solução não trivial para o problema escalar em RN foi provada

por Rabinowitz [15] para condições subcŕıticas não lineares com crescimento superlinear

e potenciais coercivos. Depois Bartsch e Wang [2] estudaram o problema escalar sob

condições similares àquelas em [2] [15] e uma versão da condição (A2) para esse caso.

Também observamos que estas hipóteses foram usadas em [9] para generalizar ao RN

os resultados obtidos no problema eĺıptico duplamente ressonante sob uma condição

de não quadraticidade local aos quais foram provados em [11].

Os Teoremas 1.1 e 1.2 podem ser vistos como versões para os sistemas eĺıpticos

com acoplamento dos resultados correspondentes em [2, 15]. Notemos que a condição

(A2) permite tratar casos em que os potenciais são coercivos ou satisfazem a condição

introduzida em [2].

Nos dois últimos resultados deste caṕıtulo, estabelecemos versões dos Teoremas 1.1

e 1.2 onde c2, dado por (F2), é zero. Neste caso, a segunda relação em (F2) não é

necessária:

(cF2) existe ✓ > 2 e uma função h1 2 L
1(RN) tais que

F (x, z)� 1

✓
rF (x, z) · z  h1(x), para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2

.

Supondo também a condição

9



1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

(F5) existe c3 � 0 tal que

sup
t�0

Z

RN

[�1t
2
u1v1 � F (x, tz1)]dx  c3 < 1,

onde z1 = (u1, v1) é a autofunção de (LP ) associada com �1, podemos enunciar o

seguinte resultado de existência:

Teorema 1.3. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), (cF2),

(F3) e (F5), então o problema (P ) possui uma solução não nula.

Além disso, supondo que F satisfaz (F4) e a condição

(F6) existe (a, b) 2 R2\{(0, 0)} e um subconjunto aberto ⌦ de RN tais que

F (x, ta, tb)

t2
! 1 quando t ! 1, uniformemente para x 2 ⌦,

obtemos um resultado de multiplicidade de solução:

Teorema 1.4. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), (cF2),

(F4) e (F6), então o problema (P ) possui uma infinidade de pares de soluções não

nulas.

1.1 Resultados Preliminares

A fim de aplicar o método variacional para estudar (P ), definimos o espaço E =

Ea ⇥ Eb em que

Ea = {u 2 W
1,2(RN

,R);
Z

RN

(|ru|2 + a(x)u2)dx < 1} e

Eb = {v 2 W
1,2(RN

,R);
Z

RN

(|rv|2 + b(x)v2)dx < 1},

munido com o produto interno

h(u, v), (�, )i =
Z

RN

(rur�+rvr + a(x)u�+ b(x)v )dx

cuja norma associada será denotada por k · k. Também definimos as normas de Ea e

Eb, respectivamente, por

kuk2Ea
=

Z

RN

(|ru|2 + a(x)u2)dx e kvk2Eb
=

Z

RN

(|rv|2 + a(x)v2)dx.

10



1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

Argumentos padrões mostram que o funcional energia I : E ! R associado a (P ),

definido por

I(z) =
1

2
kzk2 �

Z

RN

F (x, z)dx, z = (u, v) 2 E, (1.4)

está bem definido, é de classe C
1 e a derivada é dada por

I
0(z) · w = hz, wi �

Z

RN

rF (x, z).wdx, z, w 2 E.

Além disso, os pontos cŕıticos de I são precisamente as soluções fracas do sistema (P ).

A condição (A1) e o teorema de Sobolev implicam que a imersão E ,! L
s(RN

,R) ⇥
L
s(RN

,R) é cont́ınua para 2  s  2⇤. Contudo, uma vez que não estamos supondo

que a ou b são coercivos, i.e. a(x) ou b(x) vão para +1 quando |x| ! 1, esta imersão

não pode ser compacta.

Agora vamos introduzir alguns resultados preliminares relativo a uma versão da

condição de Palais-Smale para o funcional I dado por (1.4).

Definição 1.1. Sejam E um espaço de Banach real e I : E ! R um funcional de

classe C
1. Dizemos que uma sequência (zn) ⇢ E é Cerami forte [(SCe)] se I(zn) ! c,

I
0(zn) ! 0 e (kznkEkI 0(zn)kE0) é uma sequência limitada. O funcional I satisfaz

a condição de Cerami forte se toda sequência Cerami forte (zn) ⇢ E possui uma

subsequência convergente.

A seguir, provemos três resultados técnicos.

Lema 1.1. Suponha p, q > 0 e µ, ⌫ � 0 satisfazendo a condição (F2). Defina � = p+ q

e ⌘ = µ+ ⌫. Então existe r > 1 tal que

(i) rp � µ, rq � ⌫,

(ii) 2(r � 1)  �r � ⌘  2⇤(r � 1),

(iii)
�r � ⌘

r
< 2.

Demonstração. Faremos a prova do lema analisando casos.

Caso 1. � = 2 (o que implica ⌘ = 2).

Neste caso, a desigualdade (ii) se reduz a 2r�2  2⇤r�2⇤, isto é, r(2⇤�2) � 2⇤�2

a qual é verdadeira para todo r > 1. A desigualdade (iii) torna-se (2r� 2)/r < 2 que é

verdadeira para todo r > 0. Finalmente, sendo p, q > 0, o item (i) é válido para todo

r > 1 suficientemente grande.

Caso 2. � > 2, ⌘ � 2.

Neste caso, supondo (ii) verdadeiro, temos

2r � 2  �r � ⌘ , (� � 2)r � ⌘ � 2 , r � ⌘ � 2

� � 2
.
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1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

Além disso,

�r � ⌘  2⇤r � 2⇤ , (2⇤ � �)r � 2⇤ � ⌘ , r � 2⇤ � ⌘

2⇤ � �
.

Agora, se (iii) é verdadeira, então

�r � ⌘ < 2r , r <
⌘

� � 2
.

Logo, os itens (ii) e (iii) são verdadeiros se, e somente se, existe r > 1 tal que

r � ⌘ � 2

� � 2
, r � 2⇤ � ⌘

2⇤ � �
, e r <

⌘

� � 2
.

Assim, para existir tal r, devemos ter

max

⇢
⌘ � 2

� � 2
,
2⇤ � ⌘

2⇤ � �

�
<

⌘

� � 2
.

É claro que
⌘ � 2

� � 2
<

⌘

� � 2
. Agora,

2⇤ � ⌘

2⇤ � �
<

⌘

� � 2
, 2⇤� � 2.2⇤ � ⌘� + 2⌘ < 2⇤⌘ � �⌘

, 2⇤(� � 2) < (2⇤ � 2)⌘

, ⌘ >
2⇤(� � 2)

(2⇤ � 2)
=

2N/(N � 2)

2N/(N � 2)� 2
(� � 2) =

N

2
(� � 2),

ou seja,
2⇤ � ⌘

2⇤ � �
<

⌘

� � 2
, ⌘ >

N

2
(� � 2), o que é verdade por hipótese. Assim,

provamos que existe r > 1 conveniente que satisfaz (ii) e (iii). Agora, vejamos que tal

r escolhido também satisfaz o item (i). De fato, se p � µ, é claro que rp � µ. Então,

suponha p < µ. Note que rp � µ se, e somente se, r � µ/p. Para isto ocorrer, devemos

ter
µ

p
<

⌘

� � 2
.

Como � > 2 e µ > p, segue de (F2) que p⌫ > µ(q � 2). Assim, basta notar que

µ

p
<

⌘

� � 2
, µ

p
<

µ+ ⌫

p+ q � 2

, µp+ µq � 2µ < pµ+ p⌫

, p⌫ > µ(q � 2).

Portanto, rp � µ e de modo análogo, mostramos que rq � ⌫. Isto completa a prova

12



1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

do lema.

Lema 1.2. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1), então toda

sequência (SCe) limitada possui uma subsequência convergente.

Demonstração. Seja (zn) = ((un, vn)) ⇢ E uma sequência (SCe) limitada. Sendo E

reflexivo, podemos assumir, passando a uma subsequência se necessário, que zn * z =

(u, v) em E. Sendo I de classe C
1, segue da definição de convergência fraca que z é

um ponto cŕıtico de I. Com isso, e devido às imersões compactas, podemos supor que

(
un * u em Ea, vn * v em Eb,

un ! u, vn ! v em L
s
loc(RN) para 2  s < 2⇤.

(1.5)

Mostraremos que a primeira desigualdade na condição (F1) implica que un ! u em

Ea. Uma vez que I
0(z) = 0, I 0(zn) ! 0 e (un) é limitada, temos

kun � uk2Ea
= I

0(zn)(un � u, 0) +

Z

RN

[(un � u)(Fu(x, zn)� Fu(x, z))] dx

 o(1) +

Z

RN

[Fu(x, zn)(un � u) + Fu(x, z)(u� un)] dx
(1.6)

quando n ! 1. Escolhendo 0 < � < a0 � ↵1, afirmamos que

Z

RN

Fu(x, zn)(un � u)dx  o(1) +

✓
↵1 + �

a0

◆
kun � uk2Ea

, quando n ! 1. (1.7)

De fato, definindo G(zn) =
R
RN Fu(x, zn)(un � u)dx, podemos usar (F1) para obter

R > 0 tal que ↵(x) < ↵1 + � para todo x 2 RN , |x| > R. Assim,

G(zn) 
Z

RN

|Fu(x, zn)||un � u|dx

 c1

Z

RN

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx+

Z

RN

↵(x)|un||un � u|dx

+ c1

Z

RN

|vn||un � u|dx

 c1

Z

RN

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx+

Z

BR

↵(x)|un||un � u|dx

+ (↵1 + �)

Z

RN\BR

|un||un � u|dx+ c1

Z

RN

|vn||un � u|dx

 c1

Z

RN

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx+

Z

BR

↵(x)|un||un � u|dx

+ (↵1 + �)

Z

RN\BR

(|u||un � u|+ |un � u|2)dx+ c1

Z

RN

|vn||un � u|dx.

13



1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

Logo,

G(zn)  c1

Z

RN

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx+

Z

BR

↵(x)|un||un � u|dx

+ (↵1 + �)

Z

RN\BR

(|u||un � u|+ |un � u|2)dx

+ c1

Z

RN

|vn||un � u|dx.

(1.8)

Primeiro note que, pela convergência local em (1.5) e pela desigualdade de Hölder,

����
Z

BR(0)

↵(x)|un||un � u|dx
����  k↵(x)kL1kunkL2kun � ukL2(BR(0))

 k1kunkEakun � ukL2(BR(0))

 k2kun � ukL2(BR(0)) ! 0,

(1.9)

quando n ! 1.

A fim de estimar a primeira integral em (1.8), dado " > 0, escolhemos R1 > 0 tal

que µ(C") < ", onde C" = {x 2 RN\BR1 ; a(x)b(x)  "
�2} (veja Seção 1.3). Para este

valor de R1, tomando r1 = (p1+ q1)/(p1� 1), r2 = (p1+ q1)/q1 e r3 = p1+ q1, de modo

que 1/r1 + 1/r2 + 1/r3 = 1, podemos invocar a convergência local e a desigualdade de

Hölder para obter

Z

BR1 (0)

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx  kun
p1�1kLr1kvnq1kLr2kun � ukLr3 (BR1 (0))

= kunkp1�1
Lp1+q1

kvnkq1Lp1+q1
kun � ukLp1+q1 (BR1 (0))

 k3kznkp1+q1�1kun � ukLp1+q1 (BR1 (0))
.

Sendo (zn) limitada e un ! u em L
p1+q1(BR1), temos que

Z

BR1

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx < ", (1.10)

para todo n suficientemente grande. Definindo D" = RN\(BR1 [ C") e usando a

desigualdade de Hölder junto com (1.5), encontramos M1 > 0 tal que

Z

D"

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx 
Z

D"

�
|un|p1�1|vn|q1

� p1+q1
p1+q1�1 dx

� p1+q1�1
p1+q1

kun � ukLr3 (D")

 M1

Z

D"

�
|un|p1�1|vn|q1

� p1+q1
p1+q1�1 dx

� p1+q1�1
p1+q1

.

Supondo, sem perca de generalidade, que q1 > p1 � 1, aplicamos a desigualdade de
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Hölder e (1.5) mais uma vez para encontrar M2 > 0 tal que

Z

D"

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx  M2

Z

D"

(|unvn|)
p1+q1

2 dx

� 2(p1�1)
p1+q1

. (1.11)

Agora, tomemos t 2 (0, 1] tal que p1 + q1 = 2t+ (1� t)2⇤, obtendo, pela desigualdade

de Hölder e a definição de D",

Z

D"

(|unvn|)
p1+q1

2 dx =

Z

D"

|unvn|t|unvn|(1�t) 2
⇤
2 dx


✓Z

D"

|unvn|dx
◆t✓Z

RN

|un|
2⇤
2 |vn|

2⇤
2 dx

◆1�t


✓
"

Z

D"

p
a(x)|un|

p
b(x)|vn|dx

◆t ⇣
kunk2

⇤/2

L2⇤ kvnk
2⇤/2

L2⇤

⌘1�t

 "
t

"✓Z

D"

a(x)u2
ndx

◆ 1
2
✓Z

D"

b(x)v2ndx

◆ 1
2

#t ⇣
kunk2

⇤/2

L2⇤ kvnk
2⇤/2

L2⇤

⌘1�t

 "
t (kunkEakvnkEb

)t
⇣
kunk2

⇤/2

L2⇤ kvnk
2⇤/2

L2⇤

⌘1�t

.

Pelas imersões cont́ınuas Ea, Eb ,! L
2⇤ , segue da expressão acima, (1.11) e a limitação

de (zn) em E que existe r > 0 e M3 > 0 tais que

Z

D"

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx  M3"
r
, para todo n 2 N. (1.12)

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder generalizada e (1.5),Z

C"

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx 

✓Z

RN

|un|p1+q1dx

◆ p1�1
p1+q1

✓Z

RN

|vn|p1+q1dx

◆ q1
p1+q1

✓Z

RN

|un � u|2⇤dx
◆ 1

2⇤

µ(C")
s

< k4"
s
,

para todo n 2 N, onde s =
2⇤ � (p1 + q1)

2⇤(p1 + q1)
> 0. Dáı, segue da desigualdade acima,

(1.10) e (1.12) que

Z

RN

|un|p1�1|vn|q1 |un � u|dx ! 0, quando n ! 1. (1.13)

Analogamente,

Z

RN

|vn||un � u|dx ! 0 e

Z

RN

|u||un � u|dx ! 0, n ! 1. (1.14)
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Além disso,

(↵1 + �)

Z

RN\BR

|un � u|2dx  (↵1 + �)

Z

RN


|r(un � u)|2

a0
+

a(x)

a0
|un � u|2

�
dx


✓
↵1 + �

a0

◆
kun � uk2Ea

.

Assim, a desigualdade acima junto com (1.8), (1.9), (1.13) e (1.14) provam a afirmação.

De modo similar, mostramos que

Z

RN

Fu(x, z)(u� un)dx ! 0, quando n ! 1.

Logo, por (1.6) e (1.7), obtemos

kun � uk2Ea
 o(1) +

✓
↵1 + �

a0

◆
kun � uk2Ea

, quando n ! 1.

Dáı, ✓
1� ↵1 + �

a0

◆
kun � uk2Ea

 o(1), quando n ! 1.

Pela escolha de �, concluimos que un ! u em Ea.

Procedendo de maneira análoga, podemos usar a segunda desigualdade em (F1)

para mostrar que vn ! v em Eb. Isto conclui a prova do lema.

Baseado nos resultados precedentes, podemos afirmar

Lema 1.3. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se F satisfaz (F1) e (F2) ou

(cF2), então o funcional I satisfaz a condição (SCe).

Demonstração. Seja (zn) = ((un, vn)) ⇢ E uma sequência (SCe), i.e. (zn) satisfaz (i)

I(zn) ! c e I
0(zn) ! 0 quando n ! 1, e (ii) kznkkI 0(zn)k  M < 1. Pelo Lema 1.2,

é suficiente mostrar que (zn) é uma sequência limitada. Supondo que F satisfaz (F2),

obtemos

c2

Z

RN

|un|µ|vn|⌫dx  1

2

Z

RN

rF (x, zn) · zndx�
Z

RN

F (x, zn)dx+

Z

RN

h2(x)dx

= I(zn)�
1

2
I
0(zn)zn +

Z

RN

h2(x)dx

 I(zn) +
1

2
kI 0(zn)kkznk+ kh2kL1 ,

16
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e

I(zn)�
1

✓
hI 0(zn), zni =

1

2
kznk2 �

Z

RN

F (x, zn)dx� 1

✓
kznk2 +

1

✓

Z

RN

rF (x, zn) · zndx

=

✓
1

2
� 1

✓

◆
kznk2 �

Z

RN


F (x, zn)�

1

✓
rF (x, zn) · zn

�
dx

�
✓
1

2
� 1

✓

◆
kznk2 � c2

Z

RN

|un|p|vn|qdx�
Z

RN

h1(x)dx.

Assim,

✓
1

2
� 1

✓

◆
kznk2  I(zn)�

1

✓
hI 0(zn), zni+ c2

Z

RN

|un|p|vn|qdx+

Z

RN

h1(x)dx.

Por (i) e (ii), encontramos M1 > 0 suficientemente grande de modo que

c2

Z

RN

|un|µ|vn|⌫dx  I(zn)�
1

2
hI 0(zn), znikh2kL1  M1, (1.15)

e

✓
1

2
� 1

✓

◆
kznk2  I(zn)�

1

✓
hI 0(zn), zni+ c2

Z

RN

|un|p|vn|qdx+ kh1kL1

 c2

Z

RN

|un|p|vn|qdx+M1.

(1.16)

Considerando � = p + q e ⌘ = µ + ⌫, aplicamos o Lema 1.1 para encontrar r > 1 tal

que rp � µ, rq � ⌫, 2(r � 1)  �r � ⌘  2⇤(r � 1) e (�r � ⌘)/r < 2. Uma vez que

|un(x)|, |vn(x)|  |zn(x)|, para todo x 2 RN , podemos escrever

(|un|µ|vn|⌫)
1
r |zn|

�r�⌘
r = |un|

µ
r |vn|

⌫
r |zn|

rp�µ
r |zn|

rq�⌫
r

� |un|
µ
r |vn|

⌫
r |un|

rp�µ
r |vn|

rq�⌫
r

= |un|p|vn|q.

Dáı, Z

RN

|un|p|vn|qdx 
Z

RN

(|un|µ|vn|⌫)
1
r |zn|

�r�⌘
r dx,

e aplicando a desigualdade de Hölder para a última relação, obtemos

Z

RN

|un|p|vn|qdx 
Z

RN

|un|µ|vn|⌫dx
� 1

r
Z

RN

|zn|
�r�⌘
r�1 dx

� r�1
r

.

Consequentemente, pela desigualdade (1.15), existe M2 > 0 tal que

Z

RN

|un|p|vn|qdx  M2kznk
�r�⌘

r

L
�r�⌘
r�1 ⇥L

�r�⌘
r�1

.
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Como a injeção E ,! L
s(RN

,R) ⇥ L
s(RN

,R) é cont́ınua para 2  s  2⇤,
�r � ⌘

r � 1
2

[2, 2⇤] e ✓ > 2p, segue da desigualdade acima e (1.16) que existem M3,M4 > 0 tais que

kznk2E  M3kznk
�r�⌘

r
E +M4.

Finalmente pela escolha de r, temos que
�r � ⌘

r
< 2 e, assim, podemos concluir que

(zn) é uma sequência limitada. O caso em que a condição (cF2) é válida, a conclusão

que (zn) é limitada é uma consequência direta de (1.16) com c2 = 0. Isto conclui a

prova do lema.

A seguir, enunciamos as versões dos resultados abstratos em [1] que serão usados

na prova dos Teoremas 1.1-1.2.

Teorema 1.5. ([17, 19]) Seja E um espaço de Banach real. Seja I 2 C
1(E,R) um

funcional (SCe) satisfazendo I(0) = 0 e as condições

(I1) existe ⇢ > 0 tal que I(z) � 0, para todo z 2 @B⇢(0);

(I2) existem � 2 R, e 2 E tais que I(te)  �, para todo t � 0.

Então I possui um ponto cŕıtico não nulo.

Teorema 1.6. ([17, 22]) Seja E = V � W um espaço de Banach real com V de

dimensão finita. Suponha que I 2 C
1(E,R) é par satisfazendo I(0) = 0, (SCe) e as

condições

(I3) existe ⇢ > 0 tal que I(z) � 0, para todo z 2 @B⇢(0) \W .

(I4) existe um subespaço bV ⇢ E com dim V < dim bV < 1 e � 2 R tais que I(z)  �,

para todo z 2 bV .

Então I possui dim bV � dimV pares de pontos cŕıticos não triviais.

Observação 1.1. Os Teoremas 1.5 e 1.6 em [17, 19] e [17, 22] estão provados para a

condição de Palais-Smale [1, 14]. A versão para a condição (SCe) é baseada na prova

do Lema de Deformação em [20].

1.2 Existência de Soluções

Nesta seção, iremos provar os Teoremas 1.1 e 1.3 verificando que o funcional I,

dado por (1.4), satisfaz as hipóteses do Teorema 1.5. Começamos recordando uma

caracterização variacional do autovalor �1 (veja o Apêndice A):

�1 = sup

⇢
µ � 0; kzk2 � 2µ

Z

RN

uvdx � 0, 8z 2 E

�
. (1.17)
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Consequentemente, tomando � 2 [0,�1), dado por (F3), existe � < µ  �1 tal que

kzk2 � 2µ

Z

RN

uvdx � 0, para todo z 2 E. Assim,

1

2
kzk2 � �

Z

RN

uvdx � 1

2
kzk2 � �

2µ
kzk2 =

✓
1

2
� �

2µ

◆
kzk2,

para todo z 2 E. Pondo c3 =
1

2
� �

2µ
> 0, temos que

1

2
kzk2 � �

Z

RN

uvdx � c3kzk2, para todo z 2 E. (1.18)

Agora, dado " > 0, usamos (F3) para achar � > 0 tal que

F (x, z)� �uv  "|z|2, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2 com |z|  �.

Além disso, observando que F (x, 0, 0) ⌘ 0 e aplicando (F1), obtemos constantes c4 > 0

e 2 < � < 2⇤ tais que

F (x, z)� �uv  c4|z|�, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2 com |z| > �.

Combinando as duas últimas desigualdades, obtemos

F (x, z)� �uv  "|z|2 + c4|z|�, para todo (x, z) 2 RN ⇥ R2
.

Consequentemente, pela definição (1.4) e a desigualdade (1.18),

I(z) =
1

2
kzk2 �

Z

RN

F (x, z)dx

� c3kzk2 + �

Z

RN

uvdx�
Z

RN

F (x, z)dx

� c3kzk2 � "

Z

RN

|z|2dx� c4

Z

RN

|z|�dx

= c3kzk2 � "kzk2L2 � c4kzk�L� ,

para todo z 2 E. Usando a imersão cont́ınua E ,! L
s(RN

,R)⇥L
s(RN

,R), 2  s  2⇤,

temos que

I(z) � c3kzk2 � "k1kzk2 � c4k2kzk�

� (c3 � "k1 � c4k2kzk��2)kzk2,
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para todo z 2 E. Sendo � > 2, podemos tomar " > 0 e kzk = ⇢ suficientementes

pequenos de modo que c3 � "k1 � c4k2kzk��2 � 0, ou seja,

I(z) � 0, para todo z 2 E com kzk = ⇢.

Assim, concluimos que I satisfaz a condição (I1).

Agora, para provar o Teorema 1.1, vamos supor a condição (F2) para verificar que

I satisfaz a condição (I2) quando ⌘ > 2 (o caso ⌘ = 2 é provado por um argumento

similar). Dado (x, z) 2 RN ⇥R2, considerando a função g(t) = F (x, tz) = F (x, tu, tv),

t � 0, temos que

g
0(t) = Fu(x, tz)u+ Fv(x, tz)v

=
1

t
rF (x, tz) · tz

� 1

t
[2F (x, tz) + 2c2|tu|µ|tv|⌫ � 2h2(x)]

=
2g(t)

t
+ 2c2t

⌘�1|u|µ|v|⌫ � 2h2(x)

t
,

para todo t > 0. Mas
d

dt

✓
g(t)

t2

◆
=

1

t2


g
0(t)� 2g(t)

t

�
.

Assim,

d

dt

✓
g(t)

t2

◆
� 1

t2


2c2t

⌘�1|u|µ|v|⌫ � 2h2(x)

t

�
= 2c2t

⌘�3|u|µ|v|⌫ � 2h2(x)

t3
, t > 0.

Integrando a desigualdade acima com respeito à variável t, de 1 até t, obtemos

g(t)

t2
� g(1) � 2c2|u|µ|v|⌫

⌘ � 2
(t⌘�2 � 1)� 2h2(x)

Z t

1

ds

s3

=
2c2|u|µ|v|⌫

⌘ � 2
(t⌘�2 � 1)�

✓
1� 1

t2

◆
h2(x),

para todo t � 1. Dáı,

F (x, tz)

t2
� F (x, z) +

2c2|u|µ|v|⌫

⌘ � 2
(t⌘�2 � 1)� |h2(x)|

✓
1� 1

t2

◆
,

para todo t � 1. Consequentemente,

F (x, tz) � t
2
F (x, z) +

2c2|u|µ|v|⌫

⌘ � 2
(t⌘ � t

2)� |h2(x)|(t2 � 1),

para todo t � 1. A seguir, fixemos ' 2 C
1
0 (RN), ' 6= 0, e tomamos e = (','). Usando
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a relação acima, obtemos

Z

RN

F (x, te)dx � t
2

Z

RN

F (x, e)dx+
2c2k'k⌘L⌘

⌘ � 2
(t⌘ � t

2)� (t2 � 1)kh2kL1 ,

para todo t � 1. Sendo ⌘ > 2, conclúımos que

1

t2

Z

RN

F (x, te)dx ! 1, quando t ! 1. (1.19)

Logo,
1

t2
I(te) =

1

2
kek2 � 1

t2

Z

RN

F (x, et)dx ! �1

quando t ! 1 e, assim, I satisfaz (I2) sempre que a condição (F2) vale. Pelo Lema

1.3, I satisfaz a condição (SCe). Além disso, já temos que I(0) = 0 e I satisfaz (I1) e

(I2). Portanto, pelo Teorema 1.5, conclúımos que o problema (P ) possui uma solução

não nula. Isto conclui a prova do Teorema 1.1.

Para provar o Teorema 1.3, ainda precisamos verificar que o funcional I satisfaz a

condição (I2). Mas, tomando e = z1 (autofunção de (LP ) associada ao autovalor �1) e

notando que kz1k2 = 2�1

Z

RN

u1v1dx, segue de (F5) que

I(te) =
1

2
t
2kz1k2 �

Z

RN

F (x, tz1)dx =

Z

RN

[�1t
2
u1v1 � F (x, tz1)]dx  c3 := �,

para todo t � 0. Isto mostra que (I2) vale e o teorema está provado.

1.3 Multiplicidade de Soluções

O objetivo desta seção é provar os Teoremas 1.2 e 1.4 verificando que o funcional I

satisfaz as hipóteses do Teorema 1.6 com dim bV � dimV tão grande quanto queremos.

Seja {z1, z2, ..., zk, ...} uma base ortonormal para E. Para cada k 2 N, definimos

Ek = span{z1, ..., zk}. A fim de provar o Teorema 1.2, precisamos do seguinte resultado

técnico.

Lema 1.4. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se p, q > 0 e 2  p + q < 2⇤,

então dado � > 0, existe k0 2 N tal que

Z

RN

|u|p|v|qdx  �kzkp+q
, para todo z 2 Ek

?
, k � k0.

Demonstração. Primeiro, suponhamos que p = q = 1. Argumentando por contradição,

suponhamos que existe c > 0 e uma sequência (zk) = ((uk, vk)) ⇢ Ek
? tais que kzkk = 1
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e

Z

RN

|uk||vk|dx � c > 0. (1.20)

Sem perca de generalidade, podemos supor que

(
zk * 0 em E,

uk, vk ! 0 em L
s
loc(RN) para 2  s < 2⇤.

(1.21)

Pela condição (A2), dado " > 0, temos que µ({x 2 RN ; a(x)b(x)  "
�2}) < 1. Assim,

para R > 0,

µ({x 2 RN\BR; a(x)b(x)  "
�2}) = µ({x 2 RN ; a(x)b(x)  "

�2})

� µ({x 2 BR(0); a(x)b(x)  "
�2})

! 0, quando R ! 1.

Logo, podemos escolher R > 0 tal que µ(C") < ", onde

C" = {x 2 RN\BR; a(x)b(x)  "
�2}.

Pela desigualdade de Hölder com expoentes N/2, 2⇤ e 2⇤, obtemos

Z

C"

|uk||vk|dx  µ(C")
2
N kukkL2⇤kvkkL2⇤ .

Segue da convergência fraca em (1.21) que existe M > 0 tal que kukkL2⇤kvkkL2⇤  M

para todo k 2 N. Dáı,
Z

C"

|uk||vk|dx  Mµ(C")
2
N  M"

2
N . (1.22)

Agora, definindo D" = RN\(BR [ C"), podemos usar a desigualdade de Hölder mais

uma vez para obter

Z

D"

|uk||vk|dx  "

Z

D"

p
a(x)|uk|

p
b(x)|vk|dx

 "

✓Z

D"

a(x)uk
2
dx

◆1/2✓Z

D"

b(x)vk
2
dx

◆1/2

 "

Z

RN

⇥
|ruk|2 + |rvk|2 + a(x)uk

2 + b(x)vk
2
⇤
dx

 "kzkk2 = ".

(1.23)
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Além disso, por (1.21), temos que kukkL2(BR), kvkkL2(BR) ! 0. Assim, para todo k

suficientemente grande,

Z

BR

|uk||vk|  kukkL2(BR)kvkkL2(BR) < ". (1.24)

Em vista de (1.22)-(1.24) e o fato de que " > 0 pode ser escolhido arbitrariamente

pequeno, obtemos uma contradição com (1.20). Isto prova o lema para p = q = 1.

Agora, consideremos o caso geral. Supondo p � q, afirmamos que existe c5 > 0 tal que

Z

RN

|u|p|v|qdx  c5kuvkq
L

p+q
2
kzkp�q

, para todo z 2 E. (1.25)

De fato, a desigualdade acima é trivialmente verdadeira para p = q. Assim, podemos

assumir que p > q. Aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos

Z

RN

|u|p|v|qdx =

Z

RN

(|u||v|)q|u|p�q
dx


✓Z

RN

|uv|
p+q
2 dx

◆ 2q
p+q
✓Z

RN

|u|p+q
dx

◆ p�q
p+q

= kuvkq
L

p+q
2
kukp�q

Lp+q .

Como |u(x)|  |z(x)| para todo x 2 RN , segue da imersão cont́ınua E ,! L
p+q(RN

,R)⇥
L
p+q(RN

,R) que existe c5 > 0 tal que

kukLp+q  c5kzk, para todo z 2 E.

Isto prova a afirmação (1.25). Tomando t 2 (0, 1] tal que p + q = 2t + (1 � t)2⇤, pela

desigualdade de Hölder, obtemos

Z

RN

(|u||v|)
p+q
2 dx =

Z

RN

|uv|t|uv|(1�t) 2
⇤
2 dx


✓Z

RN

|uv|dx
◆t✓Z

RN

|u| 2
⇤
2 |v| 2

⇤
2 dx

◆1�t


✓Z

RN

|uv|dx
◆t
"✓Z

RN

|u|2⇤dx
◆1/2✓Z

RN

|v|2⇤dx
◆1/2

#1�t

=

✓Z

RN

|uv|dx
◆t 

kuk
2⇤
2

L2⇤kvk
2⇤
2

L2⇤

�1�t


✓Z

RN

|uv|dx
◆t

kzk2
⇤(1�t)

L2⇤⇥L2⇤


✓Z

RN

|uv|dx
◆t

k1kzk2
⇤(1�t)

.
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Finalmente, dado � > 0, usando o fato de que o lema vale para o caso p = q = 1 com

b� =
⇣

�
c5k1

⌘ p+q
2qt

, encontramos k0 2 N tal que

✓Z

RN

|uv|dx
◆t


"✓

�

c5k1

◆ p+q
2qt

kzk2
#t

=

✓
�

c5k1

◆ p+q
2q

kzk2t,

para todo z 2 Ek
?
, k � k0. Assim,

Z

RN

(|u||v|)
p+q
2 dx 

✓
�

c5k1

◆ p+q
2q

kzk2tk1kzk2
⇤(1�t)

=

✓
�

c5k1

◆ p+q
2q

k1kzkp+q
,

para todo z 2 Ek
?
, k � k0. Logo,

kuvkq
L

p+q
2

 (c5)
�1
�kzk2q, para todo z 2 Ek

?
, k � k0.

Combinando a desigualdade acima com (1.25), obtemos

Z

RN

|u|p|v|qdx  �kzk2qkzkp�q = �kzkp+q
, para todo z 2 Ek

?
, k � k0.

Isto conclui a prova do lema.

O próximo resultado segue de (1.1) e o fato de que a imersão E ,! L
s(U)⇥L

s(U),

2  s < 2⇤, é compacta se U ⇢ RN é um aberto limitado.

Lema 1.5. Suponha as condições (A1) e (A2) válidas. Se ↵ e � 2 L
1(RN) satisfazem

(1.1), então existe r > 1 com a seguinte propriedade: dado � > 0, podemos encontrar

k1 2 N tal que

Z

RN

↵(x)u2
dx  1

r

Z

RN

a(x)u2
dx+ �kzk2, para todo z 2 E

?
k , k � k1,

Z

RN

�(x)v2dx  1

r

Z

RN

b(x)v2dx+ �kzk2, para todo z 2 E
?
k , k � k1.

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que existe � > 0 e uma sequência zk =

(uk, vk) 2 Ek
? tais que kzkk = 1 e

Z

RN

↵(x)u2
kdx >

1

r

Z

RN

a(x)u2
kdx+ �, para todo r > 1.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que

(
zk * 0 em E,

uk, vk ! 0 em L
s
loc(RN) para 2  s < 2⇤.

Pela condição (1.1), existe R > 0 tal que ↵(x) < a0, para todo x 2 RN\BR. Assim,

para todo r > 1 e todo k 2 N,
Z

BR

↵(x)u2
kdx+

Z

Bc
R

↵(x)u2
kdx >

1

r

Z

RN

a(x)u2
kdx+ �.

Como ↵(x) < a0 para |x| � R, temos

Z

BR

↵(x)u2
kdx+

Z

Bc
R

a0u
2
kdx >

1

r

Z

RN

a(x)u2
kdx+ �,

para todo r � 1 e todo k 2 N. Dáı,
Z

BR

↵(x)u2
kdx >

1

r

Z

RN

a(x)u2
kdx�

Z

Bc
R

a0u
2
kdx+ �

=
1

r

Z

BR

a(x)u2
kdx+

✓
1

r
� 1

◆Z

Bc
R

a(x)u2
kdx

+

Z

Bc
R

(a(x)� a0)u
2
kdx+ �

� 1

r

Z

BR

a(x)u2
kdx+

✓
1� r

r

◆Z

Bc
R

a(x)u2
kdx+ �,

para todo r > 1 e todo k 2 N. Uma vez que a,↵ 2 L
1(BR) e uk ! 0 em L

2(BR),

segue que

0 �
✓
1� r

r

◆
lim sup
k!1

Z

Bc
R

a(x)u2
kdx+ �, para todo r > 1,

o que é uma contradição.

Agora podemos verificar a condição (I3). Seja r > 1 constante dada pelo Lema 1.5.

Pela desigualdade (1.3), temos que

Z

RN

|F (x, z)|dx  c1

p1

Z

RN

|u|p1 |v|q1dx+
1

2

Z

RN

[↵(x)u2 + �(x)v2]dx+ c1

Z

RN

|u||v|dx.

Dado � > 0, segue do Lema 1.4 que existe k0 2 N tal que

c1

p1

Z

RN

|u|p1 |v|q1dx  �kzkp1+q1 e c1

Z

RN

|u||v|dx  �kzk2,
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1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

para todo z 2 Ek
?
, k � k0. Pelo Lema 1.5, existe k1 2 N tal que

Z

RN

[↵(x)u2 + �(x)v2]dx  1

r

Z

RN

[a(x)u2 + b(x)v2]dx+ 2�kzk2

 1

r
kzk2 + 2�kzk2,

para todo z 2 Ek
?
, k � k1. Assim, tomando k = max{k0, k1}, temos que

Z

RN

|F (x, z)|dx  �kzk� + �kzk2 + 1

2r
kzk2 + �kzk2, para todo z 2 Ek

?
,

onde � = p1 + q1. Dáı,

I(z) =
1

2
kzk2 �

Z

RN

F (x, z)dx

� 1

2
kzk2 � �kzk� � 2�kzk2 � 1

2r
kzk2

=

✓
r � 1

2r
� �kzk��2 � 2�

◆
kzk2,

para todo z 2 Ek
? e todo � > 0. Tomando � =

r � 1

12r
, temos que, para todo z 2

Ek
? \ B1(0),

I(z) �

r � 1

2r
� r � 1

12r

�
kzk��2 + 2

��
kzk2

�

r � 1

2r
� r � 1

12r
· 3
�
kzk2

=

✓
r � 1

2r

◆
kzk2 � 0.

Isto prova a condição (I3) com V = Ek e W = Ek
?.

Agora, dado m 2 N, tomemos '1,'2, ...,'m+k 2 C
1
0 (RN) tal que supp('i) \

supp('j) = ; para cada i 6= j 2 {1, ...,m+ k}. Considere

bV = span{('1,'1), ..., ('m+k,'m+k)}.

Para cada i 2 {1, ...,m+k}, seja fi(t) = I(t('i,'i)), t 2 R. Então fi 2 C(R,R). Além
disso, por (1.19), temos que

fi(t) = t
2

✓
1

2
k('i,'i)k2 �

1

t2

Z

RN

F (x, t'i, t'i)dx

◆
�! �1, quando |t| ! 1.

Assim, existe Ci > 0 tal que fi(t)  Ci, para todo t 2 R. Agora, seja

e = t1('1,'1) + ...+ tm+k('m+k,'m+k) 2 bV .
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1. Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas

Uma vez que supp('i) \ supp('j) = ; sempre que i 6= j e F satisfaz F (x, 0, 0) ⌘ 0,

segue que

I(e) = I(t1('1,'1)) + ...+ I(tm+k('m+k,'m+k))

= f1(t1) + ...+ fm+k(tm+k)  C1 + ...+ Cm+k =: �.

Logo, I satisfaz (I4). Além disso, pela condição (F4), segue que I é um funcional par.

Assim, uma vez que I satisfaz I(0) = 0, (I3), (I4) e (SCe), podemos aplicar o Teorema

1.6 para concluir que, para cada m 2 N, o problema (P ) possui dimbV � dimV = m

pares de soluções não nulas. Isto conclui a prova do Teorema 1.2.

Para provar o Teorema 1.4, ainda precisamos verificar a condição (I4). Considere-

mos a, b e ⌦, aberto de RN , dados por (F6) e tomemos '1, ...,'m+k 2 C
1
0 (RN) como

anteriormente com supp('i) ⇢ ⌦, para cada 1  i  m+ k. Então, definindo

bV = span{(a'1, b'1), ..., (a'm+k, b'm+k)}

podemos, como anteriormente, aplicar a condição (F6) para verificar que (I4) vale e,

assim, concluir a prova do Teorema 1.4.
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Caṕıtulo 2

Sistemas com potenciais se

anulando e comportamento

assintótico com respeito a um

parâmetro � > 0

O objetivo deste caṕıtulo é estudar a existência, multiplicidade e comportamento

assintótico de soluções para o sistema eĺıptico acoplado

8
>>>>><

>>>>>:

��u+ �a(x)u =
p

p+ q
|u|p�2

u|v|q,

��v + �b(x)v =
q

p+ q
|u|p|v|q�2

v,

u, v 2 D1,2(RN),

(S�)

onde N � 3, � é um parâmetro real positivo, p, q > 1 e p+ q < 2⇤. As hipóteses sobre

os potenciais não negativos a e b são:

(H1) a, b 2 C(RN
, [0,1)), ⌦a := int a

�1(0) e ⌦b := int b
�1(0) têm fronteiras sua-

ves, ⌦a = a
�1(0), ⌦b = b

�1(0), e ⌦a \ ⌦b é um conjunto não vazio;

(H2) existe M0 > 0 tal que o conjunto F := {x 2 RN ; a(x)b(x)  M0} tem medida de

Lebesgue finita.

Diferentemente do Caṕıtulo 1, note que não foi assumido nenhum limite inferior po-

sitivo para os potenciais a e b. Portanto, não esperamos achar soluções para (S�)

no espaço de Sobolev H
1(RN). Contudo, tirando vantagem do acoplamento forte do

sistema e a hipótese (H2), somos capazes de usar métodos variacionais para estudar

(S�) considerando o funcional associado definido num subespaço fechado próprio de
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2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintótico com respeito a
um parâmetro � > 0

D1,2(RN)⇥D1,2(RN). Também veremos que os conjuntos ⌦a e ⌦b podem ser ilimitados

e que o fato de ⌦a \ ⌦b ser um conjunto não vazio é essencial para a obtenção dos

resultados. Como no caso escalar em [2], o principal resultado deste caṕıtulo mostra

que o sistema eĺıptico semiliniear

8
>>>>><

>>>>>:

��u =
p

p+ q
|u|p�2

u|v|q em ⌦a,

��v =
q

p+ q
|u|p|v|q�2

v em ⌦b,

u 2 H
1
0 (⌦a), v 2 H

1
0 (⌦b),

(L)

pode ser visto como um limite para (S�) quando � tende ao infinito. Vale a pena

mencionar que, embora ⌦a e ⌦b possam ser conjuntos abertos distintos, o sistema (L)

é variacional. Notemos também que a condição (H2) implica que ⌦a e ⌦b têm medida

de Lebesgue finita, pois ⌦a,⌦b ⇢ F . Assim, temos que a imersão H
1
0 (⌦a)⇥H

1
0 (⌦b) ,!

L
r(⌦a)⇥ L

s(⌦b) é compacta para 1  r, s < 2⇤.

A fim de enunciar os resultados, introduzimos os subespaços fechados de D1,2(RN)

associados com os potenciais a e b:

Xa :=

⇢
u 2 D1,2(RN);

Z

RN

a(x)u2
dx < 1

�
e

Xb :=

⇢
v 2 D1,2(RN);

Z

RN

b(x)v2dx < 1
�
.

Para qualquer � � 0 dado, consideremos o espaço de Hilbert X = Xa ⇥ Xb munido

com o produto interno

h(u, v), (',�)i� :=
Z

RN

[rur'+rvr�+ �a(x)u'+ �b(x)v�] dx

cuja norma associada será denotada por k · k�. Note que h·, ·i0 é o produto interno

usual do espaço D1,2(RN)⇥D1,2(RN).

Observação 2.1. Se �1  �2, então kzk�1  kzk�2 para todo z 2 X.

Associado com o problema (S�), temos o funcional energia I� : X ! R definido por

I�(z) :=
1

2
kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

|u|p|v|qdx, z = (u, v) 2 X.

Em vista das hipóteses (H1) e (H2), o funcional I� está bem definido e é de classe C
1.

Além disso, a teoria de regularidade eĺıptica implica que os pontos cŕıticos de I� são

soluções clássicas do problema (S�).

29



2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintótico com respeito a
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No primeiro resultado, consideramos a existência e comportamento das soluções de

energia mı́nima de (S�). Recordamos que uma solução de energia mı́nima para o nosso

problema é um ponto cŕıtico de I� associado com o menor ńıvel cŕıtico positivo deste

funcional. Em nosso contexto, uma vez provada a existência da solução de energia

mı́nima, podemos sempre encontrar uma solução de energia mı́nima positiva. Aqui,

observamos que chamamos z = (u, v) uma função positiva se u e v são positivas em

quase todo ponto em RN .

Teorema 2.1. Suponha as condições (H1) e (H2) válidas. Então existe ⇤ > 0 tal que,

para todo � � ⇤, o sistema (S�) possui uma solução de energia mı́nima positiva z�.

Além disso, se (�n) ⇢ R é tal que �n ! 1 e (z�n) é uma sequência de soluções de

energia mı́nima positiva de (S�n), então (z�n) converge em D1,2(RN) ⇥ D1,2(RN) ao

longo de uma subsequência para uma solução de energia mı́nima positiva de (L).

No próximo resultado, usamos a simetria do problema para estabelecer multiplici-

dade de soluções para valores grandes de �. Mais especificamente, temos:

Teorema 2.2. Suponha as condições (H1) e (H2) válidas. Então, para qualquer k 2 N
dado, existe ⇤k > 0 tal que, para cada � � ⇤k, o sistema (S�) possui pelo menos k

pares de soluções não nulas.

Como no caso das soluções de energia mı́nima encontradas no Teorema 2.1, as

soluções derivadas do Teorema 2.2 têm energia uniformemente limitada com respeito

a �. Isto nos permite mostrar que estas soluções convergem em D1,2(RN) ⇥ D1,2(RN)

para uma solução de (L) quando �! 1. Mais geralmente, temos o seguinte resultado

de concentração:

Teorema 2.3. Sejam (�n) ⇢ R uma sequência tal que �n ! 1 e (z�n) uma sequência

de soluções de (S�n) tal que lim inf
n!1

I�n(z�n) < 1. Então (z�n) converge em D1,2(RN)⇥
D1,2(RN) ao longo de uma subsequência para uma solução de (L).

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 2.1, apresentamos

alguns resultados técnicos que serão usados ao longo do caṕıtulo. Também investiga-

mos o comportamento das sequências de Palais-Smale quando � vai para o infinito.

Provaremos o Teorema 2.1 na Seção 2.2. O final da Seção 2.3 é dedicado à prova dos

Teoremas 2.2 e 2.3.

2.1 Preliminares

Nesta seção, apresentamos alguns resultados preliminares para a prova do Teorema

2.1. Para qualquer conjunto mensurável K ⇢ RN , escrevemos µ(K) para denotar a

medida de Lebesgue de K. Começamos com dois resultados técnicos.
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Lema 2.1. Para qualquer conjunto mensurável K ⇢ RN , existe uma constante c > 0

tal que

Z

K

|u|p|v|qdx  ckzkp+q�2+2⇤t/r
0

✓Z

K

|uv|dx
◆�

, para todo z = (u, v) 2 X,

onde r := 2⇤/(2⇤� p� q+2) > 1, t 2 (0, 1) satisfaz r = 2⇤t/2+(1� t) e � := (1� t)/r.

Demonstração. Da definição de r, temos

p� 1

2⇤
+

q � 1

2⇤
+

1

r
= 1.

Pela desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua D1,2(RN) ,! L
2⇤(RN) (vide Teorema

B.1), temos

Z

K

|u|p|v|qdx =

Z

K

|u|p�1|v|q�1|uv|dx


✓Z

K

|u|2⇤dx
◆ p�1

2⇤
✓Z

K

|v|2⇤dx
◆ q�1

2⇤
✓Z

K

|uv|rdx
◆ 1

r

 k1kzkp+q�2
0

✓Z

K

|uv|rdx
◆ 1

r

.

(2.1)

Como 1 < r < 2⇤/2, existe t 2 (1, 0) tal que r = 2⇤t/2 + (1 � t). Pela desigualdade

de Hölder com expoentes 1/t, 1/(1 � t) e a imersão cont́ınua D1,2(RN) ,! L
2⇤(RN)

novamente, obtemos

Z

K

|uv|rdx =

Z

K

|uv|2⇤t/2|uv|1�t
dx


✓Z

K

|uv|2⇤/2dx
◆t✓Z

K

|uv|dx
◆1�t


✓
1

2

Z

K

�
|u|2⇤ + |v|2⇤

�
dx

◆t✓Z

K

|uv|dx
◆1�t

 k2kzk2
⇤t

0

✓Z

K

|uv|dx
◆1�t

.

(2.2)

Combinando a última desigualdade e (2.1), temos que existe c > 0 tal que

Z

K

|u|p|v|qdx  ckzkp+q�2+2⇤t/r
0

✓Z

K

|uv|dx
◆ 1�t

r

.

Isto conclui a prova do lema.
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Lema 2.2. Existe uma constante bc > 0 tal que

Z

RN

|u|p|v|qdx  bckzkp+q
1 , para todo z = (u, v) 2 X.

Demonstração. Pelo Lema 2.1, temos que

Z

RN

|u|p|v|qdx  ckzkp+q�2+2⇤t/r
0

✓Z

RN

|uv|dx
◆ 1�t

r

. (2.3)

Relembremos que o conjunto F dado em (H2) tem medida de Lebesgue finita e a(x)b(x) >

M0 em F
c. Aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes 2⇤, 2⇤, N/2 e usando a

imersão cont́ınua D1,2(RN) ,! L
2⇤(RN), obtemos

Z

RN

|uv|dx =

Z

F

|uv|dx+

Z

F c

|uv|dx

 kukL2⇤ (F )kvkL2⇤ (F )µ(F )2/N +
1p
M0

Z

F c

p
a(x)|u|

p
b(x)|v|dx

 k1kzk20 +
1p
M0

✓Z

F c

a(x)u2
dx

◆1/2✓Z

F c

b(x)v2dx

◆1/2

 k1kzk21 +
1p
M0

kzk1kzk1

= k2kzk21.

(2.4)

A última desigualdade e (2.3) fornecem bc > 0 tal que

Z

RN

|u|p|v|qdx  bckzkp+q�2+2⇤t/r
1 kzk

(1�t)2
r

1

= bckzkp+q�2+ 2
r (2

⇤t/2+(1�t))
1

= bckzkp+q
1 ,

onde temos usado que r = 2⇤t/2 + (1� t). Isto prova o lema.

Uma vez que estamos interessados em soluções positivas de (S�), vamos traba-

lhar com um funcional um pouco diferente daquele que foi definido na Introdução do

caṕıtulo. Mais especificamente, considere I� : X ! R dado por

I�(z) :=
1

2
kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

u
p
+v

q
+dx, z = (u, v) 2 X.

Em vista do lema acima, ele está bem definido. Além disso, podemos usar os resultados

acima e a hipótese (H2) para mostrar que I� 2 C
1(X,R) para todo � > 0 e

I
0
�(z) · w = hz, wi� �

1

p+ q

Z

RN

(pup�1
+ v

q
+, qu

p
+v

q�1
+ ).wdx, z = (u, v), w 2 X.
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Observemos que, para todo z = (u, v) 2 X,

I
0
�(z) · z = kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

(pup�1
+ v

q
+u+ qu

p
+v

q�1
+ v)dx

= kzk2� �
1

p+ q

Z

RN

(pup
+v

q
+ + qu

p
+v

q
+)dx

= kzk2� �
Z

RN

u
p
+v

q
+dx,

e, portanto, se z é um ponto cŕıtico de I�, então

kzk2� =
Z

RN

u
p
+v

q
+dx.

Relembremos a seguinte condição de compacidade:

Definição 2.1. Sejam E um espaço de Banach e I 2 C
1(E,R). Dizemos que (zn) ⇢ E

é uma sequência de Palais-Smale no ńıvel c (sequência (PS)c abreviadamente) para I

se I(zn) ! c e I
0(zn) ! 0 em E

0. Dizemos que I satisfaz (PS)c se qualquer sequência

(PS)c para I possui uma subsequência convergente.

Lema 2.3. Sejam � � 1 e (zn) ⇢ X uma sequência (PS)c para I�. Então valem as

seguintes afirmações:

(i) (zn) é limitada em X;

(ii) lim
n!1

kznk2� = lim
n!1

Z

RN

(un)
p
+(vn)

q
+dx = c

✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

;

(iii) se c 6= 0, então c � �0 > 0, para algum �0 que não depende de �.

Demonstração. Temos que

✓
1

2
� 1

p+ q

◆
kznk2� = I�(zn)�

1

p+ q
I
0
�(zn) · zn = c+ o(1) + o(1)kznk� (2.5)

quando n ! 1, e portanto (i) vale. Além disso, quando n ! 1, temos que

✓
1

2
� 1

p+ q

◆
kznk2� = c+ o(1) + o(1)kznk� = I�(zn)�

1

2
I
0
�(zn) · zn

=

✓
1

2
� 1

p+ q

◆Z

RN

(un)
p
+(vn)

q
+dx,

donde segue (ii). Agora, observemos que, como � � 1, segue do Lema 2.2 e a Ob-

servação 2.1 que

I
0(z) · z = kzk2� �

Z

RN

u
p
+v

q
+dx � kzk2� � bckzk

p+q
1 � kzk2� � bckzk

p+q
� � 1

2
kzk2�

sempre que kzk�  (2bc)�1/(p+q�2) :=
p
�. Agora, provemos a contrapositiva de (iii).
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Suponha que

c < �

✓
1

2
� 1

p+ q

◆
:= �0.

Por (ii), existe n0 2 N tal que kznk� <
p
� para todo n � n0. Assim,

1

2
kznk2�  I

0(zn) · zn  kI 0(zn)kX0kznkX , para todo n 2 N.

Uma vez que I
0
�(zn) ! 0 e kznk <

p
� para todo n � n0, conclúımos que zn ! 0 em

X. Consequentemente, I�(zn) ! 0 e isto implica que c = 0, o que é uma contradição

e, portanto, o lema está provado.

Lema 2.4. Dados " > 0 e C0 > 0, existem ⇤" = ⇤(", C0) > 0 e R" = R(", C0) > 0 tais

que, se (zn) = ((un, vn)) ⇢ X é uma sequência (PS)c para I� com c  C0 e � � ⇤",

então

lim sup
n!1

Z

Bc
R"

(un)
p
+(vn)

q
+dx  ".

Demonstração. Como k · k0  k · k�, podemos usar o Lema 2.1 e o Lema 2.3(i) para

obter Z

Bc
R

(un)
p
+(vn)

q
+dx  ckznkp+q�2+2⇤t/r

0

 Z

Bc
R

|unvn|dx
!�

 ckznkp+q�2+2⇤t/r
�

 Z

Bc
R

|unvn|dx
!�

 k1

 Z

Bc
R

|unvn|dx
!�

,

(2.6)

para todo R > 0. Pela desigualdade de Hölder, a imersão cont́ınua D1,2(RN) ,!
L
2⇤(RN) e o Lema 2.3(i) novamente, obtemos

Z

Bc
R\F

|unvn|dx  µ(Bc
R \ F )2/NkunkL2⇤kvnkL2⇤

 k2µ(B
c
R \ F )2/Nkznk2�

 k3µ(B
c
R \ F )2/N .

(2.7)
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Por outro lado, sendo (zn) limitada e a(x)b(x) > M0 em B
c
R \ F

c, temos que

Z

Bc
R\F c

|unvn|dx  1

�
p
M0

Z

BR\F c

p
�a(x)|un|

p
�b(x)|vn|dx

 1

2�
p
M0

Z

BR\F c

�
�a(x)u2

n + �b(x)v2n
�
dx

 1

2�
p
M0

kznk2�

 k4/�.

Assim, segue da estimativa acima, (2.7) e (2.6) que

Z

Bc
R

(un)
p
+(vn)

q
+dx  k1 (k3µ(B

c
R \ F ) + k4/�)

�
.

Como F tem medida de Lebesgue finita, temos que µ(Bc
R \ F ) ! 0 quando R ! 1.

Consequentemente, dado " > 0, existem R" > 0 e ⇤" > 0 com a seguinte propriedade:

para todo R � R" e � � ⇤" tem-se

Z

Bc
R

(un)
p
+(vn)

q
+dx  ", para todo n 2 N.

Em particular, temos que

lim sup
n!1

Z

Bc
R"

(un)
p
+(vn)

q
+dx  ", para todo � � ⇤".

Isto completa a prova do lema.

No próximo lema, verificamos que I� satisfaz a geometria do Passo da Montanha.

Lema 2.5. Existem ↵, ⇢ > 0 e z0 2 X, todos eles independentes de � � 1, tais que

(i) I�(z) � ↵ para todo kzk� = ⇢,

(ii) I�(z0)  I�(0) = 0 e kz0k� > ⇢.

Demonstração. Pelo Lema 2.2, temos que

I�(z) =
1

2
kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

u
p
+v

q
+dx � 1

2
kzk2� �

bc
p+ q

kzkp+q
� � 1

4
⇢
2
,

desde que kzk� = ⇢ := ((p + q)/4bc)1/(p+q�2). Disto segue (i). Além disso, se ' 2
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C
1
0 (⌦a \ ⌦b)\{0}, '+ 6= 0, temos que a(x)' = b(x)' = 0 em RN . Consequentemente,

lim
t!1

I�(t(',')) = lim
t!1


t
2

2
k(',')k2� �

t
p+q

p+ q

Z

RN

'
p
+'

q
+dx

�

= lim
t!1


t
2

Z

RN

|r'|2dx� t
p+q

p+ q

Z

RN

'
p+q
+ dx

�

= �1

uniformemente em �. Assim, existe t0 > 0 suficientemente grande tal que I�(t0(',')) 
I�(0) = 0 e kt0(',')k� > ⇢. Definindo z0 = t0(','), segue que (ii) vale.

Observação 2.2. Seja z0 dado pelo lema acima. Para cada � > 0, podemos definir o

ńıvel do Passa da Montanha de I� como

c� := inf
�2�

max
t2[0,1]

I�(�(t)),

onde

� := {� 2 C([0, 1], X); �(0) = 0, �(1) = z0}.

Para uma referência mais adiante, observemos que

0 < ↵  c�  �0 := max
t2[0,1]

I�(tz0). (2.8)

2.2 Soluções de Energia Mı́nima

Dedicamos esta seção para a prova do Teorema 2.1. Sejam " > 0 a ser escolhido

depois, C0 := �0 dado por (2.8) e considere ⇤", R" fornecidos pelo Lema 2.4. Em vista

da Observação 2.2, obtemos, para todo � � ⇤" fixado, uma sequência (zk) ⇢ X tal que

I�(zk) ! c� e I
0
�(zk) ! 0.

Pelo Lema 2.3(i), (zk) é limitada em X e, portanto, a menos de uma subsequência,

temos que zk * z� := (u�, v�) fracamente em X.

Provaremos que I
0
�(z�) = 0. Seja ' 2 C

1
0 (RN) e denote por K o suporte de '.

Uma vez que a imersão D1,2(RN) ,! L
p+q�1
loc (RN) é compacta, temos, a menos de uma

subsequência, que

(uk, vk) ! (u�, v�) fortemente em L
p+q�1(K)⇥ L

p+q�1(K),

(uk(x), vk(x)) ! (u�(x), v�(x)) quase sempre em K,

|uk(x)|, |vk(x)|  hk(x) 2 L
p+q�1(K) quase sempre em K.
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Consequentemente, para quase todos os pontos de K, temos que

(uk)
p�1
+ (vk)

q
+|'|  |uk|p�1|vk|q|'|  |hk|p+q�1|'| 2 L

1(K).

Assim, segue das convergências acima e do Teorema da Convergência Dominada que

lim
k!1

Z

RN

(uk)
p�1
+ (vk)

q
+'dx = lim

k!1

Z

K

(uk)
p�1
+ (vk)

q
+'dx

=

Z

K

(u�)
p�1
+ (v�)

q
+'dx

=

Z

RN

(u�)
p�1
+ (v�)

q
+'dx, para todo ' 2 C

1
0 (RN).

(2.9)

Analogamente, obtemos

lim
k!1

Z

RN

(uk)
p
+(vk)

q�1
+  dx =

Z

RN

(u�)
p
+(v�)

q�1
+  dx, para todo  2 C

1
0 (RN).

Além disso, pela definição de convergência fraca, hzk, wi� ! hz�, wi� quando k ! 1,

para todo w 2 X. Dáı, pelos limites acima, temos que, para cada (', ) 2 C
1
0 (RN)⇥

C
1
0 (RN),

0 = lim
k!1

I
0
�(zk) · (', )

= lim
k!1


hzk, (', )i� �

1

p+ q

Z

RN

⇥
p(uk)

p�1
+ (vk)

q
+'+ q(uk)

p
+(vk)

q�1
+  

⇤
dx

�

= hz�, (', )i� �
1

p+ q

Z

RN

⇥
p(u�)

p�1
+ (v�)

q
+'+ q(u�)

p
+(v�)

q�1
+  

⇤
dx

= I
0
�(z�) · (', ).

Uma vez que C
1
0 (RN) é denso em X, segue que I

0
�(z�) = 0 em X, ou seja, z� é um

ponto cŕıtico de I�.

Agora, afirmamos que z� 6= 0. De fato, suponha que z� = 0. Assim uk, vk ! 0 em

L
2(BR"). Logo, pelo Lema 2.1, a limitação de (zk) em X e a desigualdade de Young,

temos

Z

BR"

(uk)
p
+(vk)

q
+dx  ckzkkp+q�2+2⇤t/r

�

 Z

BR"

|ukvk|dx
!�

 k1

 Z

BR"

|ukvk|dx
!�

 k2

 Z

BR"

|uk|2 + |vk|2dx
!�

�! 0 quando k ! 1.

(2.10)
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Assim, segue do Lema 2.3(ii) e Lema 2.4 que, para � � ⇤",

c�

✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

= lim
k!1

Z

RN

(uk)
p
+(vk)

q
+dx

= lim
k!1

 Z

BR"

(uk)
p
+(vk)

q
+dx+

Z

Bc
R"

(uk)
p
+(vk)

q
+dx

!
 ".

Uma vez que " > 0 é dado e não depende de �, conclúımos que c� = 0, contradizendo

(2.8). Isto mostra que z� 6= 0.

Aplicando o Lema de Fatou, obtemos

c� = lim
k!1

✓
I�(zk)�

1

2
I
0
�(zk) · zk

◆
= lim

k!1

✓
1

2
� 1

p+ q

◆Z

RN

(uk)
p
+(vk)

q
+dx

�
✓
1

2
� 1

p+ q

◆Z

RN

u
p
�v

q
�dx = I�(z�).

Por outro lado, como I
0
�(z�) · z� = 0, temos que

kz�k2� =
Z

RN

(u�)
p
+(v�)

q
+dx > 0.

Para cada t > 0, definimos g(t) = I�(tz�). Assim, g0(t) = I�(tz�) · z�. Logo

g
0(t) = 0 () g

0(t)

t
= I�(tz�) · (tz�) = 0

() t
2kz�k2� � t

p+q

Z

RN

(u�)
p
+(v�)

q
+dx = 0

() (t2 � t
p+q)kz�k2� = 0

() t
2 � t

p+q = 0

() t = 1.

Dáı, t0 = 1 é o único ponto cŕıtico de g, e como g(t) ! �1 quando t ! +1, segue

que este ponto cŕıtico é um ponto de máximo global de g. Assim,

I�(z�) = max
t�0

{I�(tz�)} � max
t2[0,1]

{I�(tz�)} � c�,

donde segue que I�(z�) = c�. Consequentemente, z� é uma solução de energia mı́nima.

Uma vez que I
0
�(z�) · ((u�)�, (v�)�) = k((u�)�, (v�)�)k2� = 0, temos que u�, v� � 0

em RN . Vejamos que u� > 0 em RN . De fato, suponha que exista x0 2 RN tal que

u�(x0) = 0 e seja BR(x0) uma bola arbitrária em RN de centro x0. Assim, u� atinge

um mı́nimo não positivo no interior de BR(x0). Como u� � 0 e satisfaz a primeira
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equação de (S�), temos que

��u� + �a(x)u� � 0.

Assim, pelo Prinćıpio do Máximo Forte, u� é constante em BR(x0) e como u�(x0) = 0,

temos que u� = 0 em BR(x0). Sendo o raio desta bola arbitrário, conclúımos que

u� = 0 em RN . Isto é uma contradição. Analogamente, mostramos que v� > 0 em RN .

Isto prova a primeira parte do Teorema 2.1.

Agora, consideremos o comportamento de concentração de soluções com respeito

ao parâmetro � > 0. Suponha que (�n) ⇢ R é uma sequência tal que �n ! 1 e seja

z�n = (u�n , v�n) a solução associada a (S�n) tal que I�n(z�n) = c�n . No que segue,

escrevemos apenas zn, un e vn para denotar z�n , u�n e v�n , respectivamente.

Primeiro notemos que, por (2.8),

✓
1

2
� 1

p+ q

◆
kznk2�n = I�n(zn) = c�n  �0. (2.11)

Assim, passando a uma subsequência se necessário, temos que zn * z := (u, v)

fracamente em D1,2(RN) ⇥ D1,2(RN) e zn(x) ! z(x) quase sempre em RN . Dado

' 2 C
1
0 (⌦a), relembrando que a = 0 em ⌦a e usando (', 0) como função teste, obte-

mos Z

RN

runr'dx+ �n

Z

RN

a(x)un'dx =
p

p+ q

Z

RN

(un)
p�1
+ (vn)

q
+'dx,

donde Z

RN

runr'dx =
p

p+ q

Z

RN

(un)
p�1
+ (vn)

q
+'dx.

Como ' tem suporte compacto, podemos tomar o limite na expressão acima e argu-

mentar como na prova de (2.9) para obter

Z

⌦a[⌦b

rur'dx =
p

p+ q

Z

⌦a[⌦b

(u)p�1
+ (v)q+'dx, para todo ' 2 C

1
0 (⌦a). (2.12)

Analogamente, temos

Z

⌦a[⌦b

rvr dx =
q

p+ q

Z

⌦a[⌦b

(u)p+(v)
q�1
+  dx, para todo  2 C

1
0 (⌦b). (2.13)

Afirmamos que u = 0 em ⌦c
a. A fim de ver isto, tomemos j 2 N e definimos o

conjunto

Cj :=

⇢
x 2 Bj(0); a(x) >

1

j

�
.
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Note que, por (2.11),

0 
Z

Cj

u
2
ndx  j

�n

Z

Cj

�na(x)u
2
ndx  j

�n
kznk2�n ! 0, quando n ! 1.

Sendo Cj limitado e un ! u em L
2
loc(RN), conclúımos que

Z

Cj

u
2
dx = 0 para todo

j 2 N. Assim, u = 0 quase sempre em ⌦c
a = [1

j=1Cj. Relembrando que ⌦a tem

fronteira suave, conclúımos que u 2 H
1
0 (⌦a). Analogamente, v 2 H

1
0 (⌦b). Assim, (u, v)

é uma solução do problema limite (L). Afim de verificar que z 6= 0, definimos

m := inf
z2N

J(z),

onde J : H1
0 (⌦a)⇥H

1
0 (⌦b) ! R é dado por

J(u, v) :=
1

2

Z

⌦a[⌦b

(|ru|2 + |rv|2)dx� 1

p+ q

Z

⌦a[⌦b

u
p
+v

q
+dx

e N é a variedade de Nehari de J , a saber:

N := {(u, v) 2 H
1
0 (⌦a)⇥H

1
0 (⌦b); (u, v) 6= (0, 0), J 0(u, v) · (u, v) = 0}.

Uma vez que H1
0 (⌦a)⇥H

1
0 (⌦b) pode ser visto como um subespaço de X, temos que

c�  m, para todo �. Por outro lado,

m � c�n = I�n(zn)�
1

2
I
0
�n(zn) · zn =

✓
1

2
� 1

p+ q

◆Z

RN

(un)
p
+(vn)

q
+dx.

Fazendo n ! 1, usando o Lema de Fatou e J
0(u, v) = 0, obtemos

m � lim
n!1

✓
1

2
� 1

p+ q

◆Z

RN

(un)
p
+(vn)

q
+dx

�
✓
1

2
� 1

p+ q

◆Z

RN

(u)p+(v)
q
+dx = J(u, v) � m.

(2.14)

Consequentemente, J(u, v) = m e, portanto, z 6= 0 é uma solução de energia mı́nima

de (L). Como C
1
0 (⌦a) é denso em H

1
0 (⌦a), segue de (2.12) que

Z

RN

|ru�|2dx =

Z

RN

ruru�dx =
p

p+ q

Z

RN

(u)p�1
+ (v)q+u�dx = 0.

Analogamente, segue de (2.13) que

Z

RN

|rv�|2dx = 0.
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Logo, k(u�, v�)k0 = 0 e, assim, u, v � 0. Dáı, segue do Prinćıpio do Máximo Forte e

(2.12)-(2.13) que u > 0 em ⌦a e v > 0 em ⌦b.

A fim de finalizar a prova, usaremos a convergência fraca de (zn), o fato que zn é

uma solução de (S�n), (2.14) e (u, v) 2 N para obter

kzn � zk2�n =

Z

RN

⇥
|r(un � u)|2 + |r(vn � v)|2

⇤
dx

+

Z

RN

⇥
�na(x)(un � u)2 + �nb(x)(vn � v)2

⇤
dx

=

Z

RN

�
|run|2 + |rvn|2 + �na(x)u

2
n + �nb(x)v

2
n

�
dx

+

Z

RN

�
|ru|2 + |rv|2 + �na(x)u

2 + �nb(x)v
2
�
dx

� 2

Z

RN

(runru+rvnrv + �na(x)unu+ �nb(x)vnv) dx

= kznk2�n �
Z

RN

�
|ru|2 + |rv|2

�
dx+ o(1)

=

Z

RN

(un)
p
+(vn)

q
+dx�

Z

RN

�
|ru|2 + |rv|2

�
dx+ o(1)

=

Z

RN

(u)p+(v)
q
+dx�

Z

RN

�
|ru|2 + |rv|2

�
dx+ o(1)

= o(1),

(2.15)

quando n ! 1. Uma vez que k·k0  k·k�n , segue que zn ! z em D1,2(RN)⇥D1,2(RN).

Isto conclui a prova do Teorema 2.1. ⇤

2.3 Multiplicidade de Soluções

Nesta seção, apresentamos as provas dos Teoremas 2.2 e 2.3. Uma vez que não

estamos interessados no sinal das soluções, redefinimos o funcional I� por

I�(z) :=
1

2
kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

|u|p|v|qdx, z = (u, v) 2 X.

Como na Seção 2.1, I� 2 C
1(X,R) para todo � > 0 e

I
0
�(z) · w = hz, wi� �

1

p+ q

Z

RN

�
p|u|p�2

u|v|q, q|u|p|v|q�1
v
�
.wdx, z = (u, v), w 2 X.
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Os pontos cŕıticos de I� são exatamente as soluções fracas de (S�). Além disso, para

todo z = (u, v) 2 X,

I
0
�(z) · z = kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

�
p|u|p�2|v|qu2 + q|u|p|v|q�2

v
2
�
dx

= kzk2� �
1

p+ q

Z

RN

(p|u|p|v|q + q|u|p|v|q) dx

= kzk2� �
Z

RN

|u|p|v|qdx,

e, portanto, se z é um ponto cŕıtico de I�, então

kzk2� =
Z

RN

|u|p|v|qdx.

Para uma referência futura, notemos que, argumentando como na prova dos Lemas

2.1 e 2.2, obtemos c,bc > 0 tais que

Z

Bc
R

|u|p�1|v|q�1|�⌘|dx  ckukp�1
L2⇤ (Bc

R)
kvkq�1

L2⇤ (Bc
R)
k(�, ⌘)k2

⇤t/r
0

 Z

Bc
R

|�⌘|dx
!�

(2.16)

e Z

Bc
R

|�⌘|dx  bck(�, ⌘)k20µ(Bc
R \ F )2/N

+
1p
M0

 Z

Bc
R\F c

a(x)�2
dx

!1/2 Z

Bc
R\F c

b(x)⌘2dx

!1/2

,

(2.17)

para todo R > 0 e (u, v), (�, ⌘) 2 X. Aqui, r > 1, t 2 (0, 1) e � > 0 são dados pelo

Lema 2.1.

A fim de obter múltiplos pontos cŕıticos para I�, usaremos a seguinte versão do

Teorema do Passo da Montanha Simétrico.

Teorema 2.4. Sejam E um espaço de Banach real e W ⇢ E subespaço de dimensão

finita. Suponha que I 2 C
1(E,R) é um funcional par satisfazendo I(0) = 0 e as

condições:

(i) existe uma constante ⇢ > 0 tal que I|@B⇢ � 0;

(ii) existe M > 0 tal que supz2W I(z) < M .

Se I satisfaz (PS)c para qualquer 0 < c < M , então I possui pelo menos dim W pares

de pontos cŕıticos não triviais.

Nosso primeiro objetivo é provar uma condição de compacidade local para I�.

Começamos com a seguinte versão do Lema de Brézis-Lieb [5].
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Lema 2.6. Seja ((un, vn)) ⇢ X tal que (un, vn)* (u, v) fracamente em X. Então

lim
n!1

Z

RN

(|un|p|vn|q � |un � u|p|vn � v|q)dx =

Z

RN

|u|p|v|qdx.

Demonstração. Seja An a integral no lado esquerdo da expressão acima e note que

An = �
Z

RN

Z 1

0

d

dt
(|un � tu|p|vn|q + |un � u|p|vn � tv|q)dtdx

= �
Z

RN

Z 1

0

p|un � tu|p�2(un � tu)(�u)|vn|qdtdx

�
Z

RN

Z 1

0

q|un � u|p|vn � tv|q�2(vn � tv)(�v)dtdx

= p

Z

RN

Z 1

0

fn(t, x)udtdx+ q

Z

RN

Z 1

0

gn(t, x)vdtdx

(2.18)

com

fn(t, x) := |un � tu|p�2(un � tu)|vn|q e gn(t, x) := |un � u|p|vn � tv|q�2(vn � tv).

Como ((un, vn)) é limitada emX e p+q < 2⇤, tomando uma subsequência, se necessário,

podemos supor

(un, vn) ! (u, v) fortemente em L
p+q
loc (RN)⇥ L

p+q
loc (RN),

(un(x), vn(x)) ! (u(x), v(x)) quase sempre em RN
,

|u(x)|, |v(x)|, |un(x)|, |vn(x)|  hR(x) 2 L
p+q(BR) quase sempre em BR.

(2.19)

para qualquer R > 0. A convergência pontual implica que, para quase todo (t, x) 2
(0, 1)⇥ RN ,

fn(t, x) ! f(t, x) := (1� t)p�1|u|p�2
u|v|q, gn(t, x) ! g(t, x) = 0. (2.20)

Afirmamos que

lim
n!1

Z

RN

Z 1

0

fn(t, x)udtdx =

Z

RN

Z 1

0

f(t, x)udtdx (2.21)

e

lim
n!1

Z

RN

Z 1

0

gn(t, x)vdtdx =

Z

RN

Z 1

0

g(t, x)vdtdx = 0. (2.22)

43



2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintótico com respeito a
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Assumindo a afirmação, notando que, para todo conjunto mensurável K ⇢ RN ,

Z

K

Z 1

0

f(t, x)udtdx =

Z

K


�(1� t)p

p
|u|p�2

u
2|v|q

�t=1

t=0

dx

=
1

p

Z

K

|u|p|v|qdx,

e tomando o limite em (2.18), obtemos

lim
n!1

An = p

Z

RN

Z 1

0

f(t, x)udtdx =

Z

RN

|u|p|v|qdx.

Assim, a fim de provar o lema, é suficiente verificar (2.21) e (2.22). Em vista de (H2),

para qualquer 0 < " < 1, podemos escolher R = R(") > 0 tal que

max

8
<

:
1

p

Z

Bc
R

|u|p|v|qdx, µ(Bc
R \ F )2�/N ,

 Z

Bc
R

a(x)u2
dx

!�/2
9
=

; < ", (2.23)

onde � > 0 vem do Lema 2.1. Assim, temos que

����
Z

RN

Z 1

0

(fn � f)udtdx

���� 
����
Z

BR

Z 1

0

(fn � f)udtdx

����+

�����

Z

Bc
R

Z 1

0

fnudtdx

�����

+

�����

Z

Bc
R

Z 1

0

fudtdx

�����

=

����
Z

BR

Z 1

0

(fn � f)udtdx

����+

�����

Z

Bc
R

Z 1

0

fnudtdx

�����

+

�����
1

p

Z

Bc
R

|u|p|v|qdx

�����


����
Z

BR

Z 1

0

(fn � f)udtdx

����+

�����

Z

Bc
R

Z 1

0

fnudtdx

�����+ ".

(2.24)

Em vista de (2.19), temos que

|(fn � f)u|  (|fn|+ |f |)|u|  (|un � tu|p�1|vn|q + |u|p�1|v|q)|u|

 k1h(x)
p+q 2 L

1(BR),

para todo x 2 BR. Consequentemente, podemos usar (2.20) e o Teorema da Con-

vergência Dominada para obter

lim
n!1

����
Z

BR

Z 1

0

(fn � f)udtdx

���� = 0. (2.25)
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Por outro lado,

�����

Z

Bc
R

Z 1

0

fnudtdx

����� 
Z

Bc
R

Z 1

0

|un � tu|p�1|vn|q|u|dtdx

 k2

Z

Bc
R

Z 1

0

�
|un|p�1|vn|q|u|+ t|u|p�1|vn|q|u|

�
dtdx

 k2

Z

Bc
R

�
|un|p�1|vn|q|u|+ |u|p|vn|q

�
dx.

(2.26)

Sendo ((un, vn)) limitada em X, podemos usar (2.16), (2.17) e (2.23) para concluir que

Z

Bc
R

|un|p�1|vn|q�1|uvn|dx  k3

 Z

Bc
R

|uvn|dx
!�

 k4" e

Z

Bc
R

|u|p|vn|qdx =

Z

Bc
R

|u|p�1|vn|q�1|uvn|dx  k5".

Substituindo estas expressões em (2.26), obtemos

�����

Z

Bc
R

Z 1

0

fnudtdx

�����  k6".

A estimativa acima, (2.25) e (2.24) implicam que

lim sup
n!1

����
Z

RN

Z 1

0

(fn � f)udtdx

����  k7".

Sendo 0 < " < 1 arbitrário, conclúımos que (2.21) vale. A prova de (2.22) é análoga e

será omitida. Isto conclui a prova do lema.

Lema 2.7. Seja (zn) = ((un, vn)) ⇢ X uma sequência (PS)c para I�. Então, passando

a uma subsequência, zn * z := (u, v) fracamente em X, onde z é um ponto cŕıtico de

I�. Além disso, (ezn) := (zn � z) é uma sequência (PS)c0 para I�, com c
0 = c� I�(z).

Demonstração. Sendo (zn) limitada emX, temos que, para alguma subsequência, zn *

z := (u, v) fracamente em X. Argumentando como na prova do Teorema 2.1, podemos
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mostrar que I
0
�(z) = 0. A convergência fraca de (zn) e o Lema 2.6 implicam que

I�(zn � z) =
1

2
kzn � zk2� �

1

p+ q

Z

RN

|un � u|p|vn � v|qdx

=
1

2
kznk2� � hzn, zi� +

1

2
kzk2�

+
1

p+ q

Z

RN

(|un|p|vn|q � |un � u|p|vn � v|q) dx

� 1

p+ q

Z

RN

|un|p|vn|qdx

=
1

2
kznk2� �

1

2
kzk2� �

1

p+ q

Z

RN

|un|p|vn|qdx

+
1

p+ q

Z

RN

|u|p|v|qdx+ o(1)

= I�(zn)� I�(z) + o(1) = c� I�(z) + o(1),

quando n ! 1. Resta mostrar que I
0
�(zn � z) ! 0 em X

0. Primeiro notemos que,

para todo (', ) 2 X dado tal que k(', )k  1, temos

I
0
�(zn � z) · (', ) = I

0
�(zn) · (', )� I

0
�(z) · (', )

� p

p+ q

Z

RN

fn'dx� q

p+ q

Z

RN

gn dx,

onde

fn(x) := |un � u|p�2(un � u)|vn � v|q � |un|p�2
un|vn|q + |u|p�2

u|v|q e

gn(x) := |un � u|p|vn � v|q�2(vn � v)� |un|p|vn|q�2
vn + |u|p|v|q�2

v.

Como I
0
�(zn) ! 0 e I

0(z) = 0, é suficiente mostrar que

lim
n!1

sup
k'kXa1

Z

RN

|fn||'|dx = 0 = lim
n!1

sup
k kXb

1

Z

RN

|gn|| |dx, (2.27)

onde estamos denotando

k'k2Xa
:=

Z

RN

(|r'|2 + �a(x)'2)dx, k k2Xb
:=

Z

RN

(|r |2 + �b(x) 2)dx.

Dado 0 < " < 1, podemos escolher R = R(") > 0 tal que

max

8
<

:kukL2⇤ (Bc
R), µ(Bc

R \ F )2�/N ,

 Z

Bc
R

b(x)v2dx

!�/2
9
=

; < ", (2.28)

com � > 0 dado pelo Lema 2.1. Usando a desigualdade de Hölder com expoentes
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2N/(N + 2) e 2⇤, a imersão cont́ınua D1,2(RN) ,! L
2⇤(RN) e k'kXa  1, obtemos

Z

BR

|fn||'|dx 
✓Z

BR

|fn|
2N
N+2dx

◆N+2
2N
✓Z

BR

|'|2⇤dx
◆1/2⇤

 k1

✓Z

BR

|fn|
2N
N+2dx

◆N+2
2N

k'kD1,2(RN )

 k1

✓Z

BR

|fn|
2N
N+2dx

◆N+2
2N

k'kXa

 k1

✓Z

BR

|fn|
2N
N+2dx

◆N+2
2N

.

(2.29)

Definindo ✓ := (p+ q � 1)2N/(N + 2) < 2⇤, podemos supor que

(un, vn) ! (u, v) fortemente em L
✓(BR)⇥ L

✓(BR),

(un(x), vn(x)) ! (u(x), v(x)) quase sempre em BR,

|u(x)|, |v(x)|, |un(x)|, |vn(x)|  hR(x) 2 L
✓(BR) quase sempre em BR.

Consequentemente,

|fn|  |un � u|p�1|vn � v|q + |un|p�1|vn|q + |u|p�1|v|q  k2h
p+q�1
R ,

e portanto, |fn(x)|2N/(N+2)  k3hR(x)✓ 2 L
1(BR), quase sempre em BR. Uma vez que

fn(x) ! 0 quase sempre em BR, segue do Teorema da Convergência Dominada e (2.29)

que

lim
n!1

Z

BR

|fn||'|dx = 0 uniformemente para k'kXa  1. (2.30)

Por outro lado, note que

fn = �|un � u|p�2(un � u)|vn|q + fn + |un � u|p�2(un � u)|vn|q

= |un � u|p�2(un � u)(|vn � v|q � |vn|q)

+ |vn|q(|un � u|p�2(un � u)� |un|p�2
un) + |u|p�2

u|v|q.

Dáı,

|fn|  sn + tn + |u|p�1|v|q,

onde
sn := |un � u|p�1 | |vn � v|q � |vn|q | e

tn := |vn|q | |un � u|p�2(un � u)� |un|p�2
un |
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Assim, temos que

Z

Bc
R

|fn||'|dx 
Z

Bc
R

sn|'|dx+

Z

Bc
R

tn|'|dx+

Z

Bc
R

|u|p�1|v|q�1|v'|dx (2.31)

Uma vez que k'kXa  1, segue que

k(', v)k2 =
Z

RN

(|r'|2 + |rv|2)dx  1 +

Z

RN

|rv|2dx e
Z

Bc
R\F c

a(x)'2
dx  1.

Usando (2.16), (2.17) e (2.28), temos que, para todo k'kXa  1,

Z

Bc
R

|u|p�1|v|q�1|v'|dx  k4"
p�1

 Z

Bc
R

|'v|dx
!�

 k5"
p�1

. (2.32)

Agora, procedemos com a estimativa de

Z

Bc
R

sn|'|dx. Definindo w(t) := |vn � tv|q,

relembrando que q > 1 e usando o Teorema do Valor Médio, obtemos

||vn � v|q � |vn|q| = |w(1)� w(0)| = |w0(t0)| = q|vn � t0v|q�1|v|

para algum t0 2 [0, 1]. Sendo ((un, vn)) limitada em X e t0 2 [0, 1], segue de (2.16),

(2.17) e (2.28) que

Z

Bc
R

sn|'|dx  q

Z

Bc
R

|un � u|p�1|vn � t0v|q�1|'v|dx

 qkun � ukp�1
L2⇤ kvn � t0vkq�1

L2⇤ k(', v)k
2⇤t/r
0

 Z

Bc
R

|'v|dx
!�

 k6

 Z

Bc
R

|'v|dx
!�

 k6(k7"+ k8")

 k9".

(2.33)

A estimativa para

Z

Bc
R

tn|'|dx será feita em dois casos:

Caso 1. p � 2.

Suponha primeiro p > 2 e defina w(t) := |un � tu|p�2(un � tu). Então, w0(t) =

(p� 1)|un � tu|p�2(�u). Aplicando o Teorema do Valor do Médio, obtemos

||un � u|p�2(un � u)� |un|p�2
un| = |w(1)� w(0)| = |w0(t0)|  (p� 1)|un � t0u|p�2|u|
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para algum t0 2 [0, 1]. Assim,

Z

Bc
R

tn|'|dx  (p� 1)

Z

Bc
R

|un � t0u|p�2|u||vn|q�1|'vn|dx

 k10

 Z

Bc
R

|u|p�1|vn|q�1|'vn|dx+

Z

Bc
R

|un|p�2|u||vn|q�1|'vn|dx
!

 k11

 
"
p�1 +

Z

Bc
R

|un|p�2|u||vn|q�1|'vn|dx
!
.

(2.34)

A fim de estimar a última integral acima, aplicamos a desigualdade de Hölder com

p� 2

2⇤
+

1

2⇤
+

q � 1

2⇤
+

1

r
= 1,

para obter

Z

Bc
R

|un|p�2|u||vn|q�1|'vn|dx  kunkp�2
L2⇤ kukL2⇤ (Bc

R)kvnk
q�1
L2⇤

 Z

Bc
R

|'vn|rdx
!1/r

 k12kukL2⇤ (Bc
R)

 Z

Bc
R

|'vn|rdx
!1/r

.

(2.35)

Como (vn) é limitada em Xb, segue de (2.2) e (2.17) que

 Z

Bc
R

|'vn|rdx
!1/r

 k13k(', vn)k2
⇤t/r

0

 Z

Bc
R

|'vn|dx
!�

 k14(k15"+ k16")

 k17, para todo n 2 N.

Assim, segue de (2.35) que

Z

Bc
R

|un|p�2|u||vn|q�1|'vn|dx  k18",

e, consequentemente,

Z

Bc
R

tn|'|dx  k19", para todo k'kXa  1.

Se p = 2, as integrais na segunda linha de (2.34) são iguais e, portanto, a estimativa

acima também vale para este caso.

Caso 2. 1 < p < 2.

Neste caso, a derivada da função w definida no primeiro caso pode ser singular, e
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um parâmetro � > 0

não podemos aplicar o Teorema do Valor Médio diretamente. A fim de contornar esta

dificuldade, primeiro definimos

hn(x) := |un � u|p�2(un � u)� |un|p�2
un.

Como antes, temos que

Z

Bc
R

tn|'|dx =

Z

Bc
R

|hn||vn|q�1|'vn|dx

 k20

 Z

Bc
R

|hn|
2⇤
p�1dx

! p�1
2⇤

.

(2.36)

Afirmamos que a última integral na desigualdade acima é pequena. De fato, primeiro

note que

|hn|  |u|p�1 se |u| = 0,

|hn|  (|un|+ |u|)p�1 + |un|p�1  k21|u|p�1 se |un|  2|u|.

Assim, temos que

|hn|  k22|u|p�1 quase sempre em {|un|  2|u|} [ {|u| = 0}. (2.37)

Por outro lado, no conjunto {|un| > 2|u| > 0}, podemos aplicar o Teorema do Valor

Médio para w(t) := |un � tu|p�2(un � tu) para obter

|hn|  |w(1)� w(0)|  k23|un � t0u|p�2|u|,

para algum t0 2 [0, 1]. Como |un| > 2|u|, temos que |un � t0u| � |un| � t0|u| � |u|.
Assim, desde que p � 2 < 0, segue que |un � t0u|p�2  |u|p�2. Logo, |hn|  k24|u|p�1

.

Esta desigualdade, (2.37) e (2.28) implicam que

Z

Bc
R

|hn|
2⇤
p�1dx  k25

Z

Bc
R

|u|2⇤dx  k26"
2⇤
.

Segue de (2.36) que

Z

Bc
R

tn|'|dx  k27"
p�1 para todo k'kXa  1.

Logo, uma vez que 0 < " < 1, os dois casos juntos nos fornece

Z

Bc
R

tn|'|dx  k28"
min{1,p�1} para todo k'kXa  1.
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Assim, podemos usar (2.30)-(2.33) e a estimativa acima para concluir que existe n0 2 N
tal que Z

RN

|fn||'|dx 
Z

BR

|fn||'|dx+

Z

Bc
R

|fn||'|dx  k29"
min{1,p�1}

,

para todo k'kXa  1 e n � n0. Sendo 0 < " < 1 arbitrário, conclúımos que a primeira

igualdade em (2.27) vale. A segunda pode ser verificada de maneira similar e isto

conclui a prova do Lema 2.7.

Na sequência, seguimos [3] a fim de obter uma propriedade de compacidade local

para o funcional I�.

Proposição 2.5. Para qualquer C0 > 0 dado, existe ⇤ = ⇤(p, q, C0) > 0 tal que I�

satisfaz (PS)c, para todo c  C0 e � � ⇤.

Demonstração. Seja �0 dado pelo Lema 2.3(iii) e fixe " > 0 tal que

" <
�0

2

✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

.

Fixado C0 > 0, sejam ⇤" e R" dados pelo Lema 2.4. Provaremos que a proposição vale

para ⇤ = ⇤". Seja (zn) = ((un, vn)) ⇢ X uma sequência (PS)c para I� com c  C0 e

� � ⇤. Pelo Lema 2.7, podemos supor que (un, vn) * z := (u, v) fracamente em X e

ezn = (eun, evn) := (un � u, vn � v) é uma sequência (PS)c0 para I�, com c
0 = c � I�(z).

Afirmamos que c
0 = 0. Se isto é verdade, segue do Lema 2.3(ii)

lim
n!1

keznk2� = c
0
✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

= 0,

isto é, zn ! z em X. Suponha, por contradição, que c
0 6= 0. Pelo Lema 2.3 temos que

(ezn) é limitada e c0 � �0 > 0. Uma vez que eun ! 0, evn ! 0 em L
2(BR"), podemos usar

o Lema 2.1 e a desigualdade de Young para obter

Z

BR"

|eun|p|evn|qdx  ckeznkp+q�2+2⇤t/r
�

 Z

BR"

|eunevn|dx
!�

 k1

 Z

BR"

|eunevn|dx
!�

 k2

 Z

BR"

(|eun|2 + |evn|2)dx
!�

�! 0, quando n ! 1.
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Pelo Lema 2.3(ii), temos que

lim
n!1

Z

RN

|eun|p|evn|qdx = c
0
✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

.

Assim, segue dos limites acima e do Lema 2.4 que

�0

✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

 c
0
✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

= lim
n!1

Z

RN

|eun|p|evn|qdx

= lim
n!1

 Z

BR"

|eun|p|evn|qdx+

Z

Bc
R"

|eun|p|evn|qdx
!

 "  �0

2

✓
1

2
� 1

p+ q

◆�1

,

isto é, 0 < �0  �0/2. Esta contradição finaliza a prova.

Agora, estamos prontos para provar os Teoremas 2.2 e 2.3.

Prova do Teorema 2.2. Primeiro, tomemos um aberto limitado ⌦ ⇢ ⌦a \ ⌦b.

Dado k 2 N, definimos o conjunto W := span{('1,'1), ..., ('k,'k)}, onde 'i é uma

autofunção correspondente ao i-ésimo autovalor de (�4, H
1
0 (⌦)). Dado z 2 W , temos

que z =
kX

i=1

ai('i,'i) = (u, u), onde u =
kX

i=1

ai'i. Note que supp(u) ⇢ ⌦ ⇢ ⌦a \ ⌦b.

Assim, temos que

I�(z) =
1

2

Z

RN

(2|ru|2 + �a(x)u2 + �b(x)u2)dx� 1

p+ q

Z

RN

|u|p+q
dx

=

Z

RN

|ru|2dx� 1

p+ q

Z

RN

|u|p+q
dx

= kruk2L2 �
1

p+ q
kukp+q

Lp+q .

Note que kr · kL2 e k · kLp+q são duas normas em V := span{'1, ...,'k}. Como V

tem dimensão finita, segue que elas são equivalentes. Logo, existe ck > 0 tal que

krukL2  ckkukp+q. Dáı,

I�(z)  c
2
kkuk2Lp+q �

1

p+ q
kukp+q

Lp+q .

Sendo p+ q > 2, obtemos Mk > 0, independente de � > 0, tal que

sup
z2W

I�(z) < Mk.

Além disso, como na prova do Lema 2.5, podemos obter ⇢ > 0, independente de � > 0,

52



2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintótico com respeito a
um parâmetro � > 0

tal que

I�(z) � 0 para qualquer kzk� = ⇢.

Pela Proposição 2.5, existe ⇤k > 0 tal que I� satisfaz (PS)c para qualquer c  Mk e

� � ⇤k. Assim, para todo � � ⇤k fixado, podemos aplicar o Teorema 2.4 para obter k

pares de soluções não triviais para (S�). Portanto, o teorema está provado. ⇤

Prova do Teorema 2.3. Primeiro notemos que, como z�n é um ponto cŕıtico de

I�n , temos que

I�n(z�n) =
1

2
kz�nk2�n � 1

p+ q

Z

RN

|u�n |p|v�n |qdx =

✓
1

2
� 1

p+ q

◆
kz�nk2�n .

Uma vez que lim inf
n!1

I�n(z�n) < 1, podemos supor, tomando uma subsequência se

necessário, que (z�n) é limitada. Assim, passando a uma subsequência, temos que

z�n * z := (u, v) fracamente em D1,2(RN)⇥D1,2(RN)

(un, vn) ! (u, v) fortemente em L
p+q
loc (RN)⇥ L

p+q
loc (RN),

(un(x), vn(x)) ! (u(x), v(x)) quase sempre em RN
,

(2.38)

Como na última parte de Teorema 2.1, podemos mostrar que u 2 H
1
0 (⌦a), v 2 H

1
0 (⌦b)

e z é uma solução de (L).

Dado " > 0, podemos argumentar como na prova do Lema 2.4 para concluir que,

para algum R > 0 grande, temos

lim sup
n!1

Z

Bc
R

|un|p|vn|qdx  ".

Tomando R suficientemente grande, podemos ainda supor que

Z

Bc
R

|u|p|v|qdx  ".

Além disso, a convergência local em (2.38) implica que existem h1, h2 2 L
1(BR) tais

que |un|p+q  h1 e |vn|p+q  h2 quase sempre em BR, para todo n 2 N. Assim, pela

desigualdade de Young com expoentes (p+ q)/p e (p+ q)/q, temos que

|un|p|vn|q 
p

p+ q
|un|p+q +

q

p+ q
|vn|p+q  p

p+ q
h1 +

q

p+ q
h2 2 L

1(BR).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que

Z

BR

|un|p|vn|qdx �!
Z

BR

|u|p|v|qdx, quando n ! 1.
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um parâmetro � > 0

Uma vez que

����
Z

RN

(|un|p|vn|q � |u|p|v|q)dx
���� 

Z

Bc
R

|un|p|vn|qdx+

Z

Bc
R

|u|p|v|qdx

+

����
Z

BR

(|un|p|vn|q � |u|p|v|q)dx
���� ,

segue das estimativas e convergências acima que

lim sup
n!1

����
Z

RN

(|un|p|vn|q � |u|p|v|q)dx
����  2",

e, portanto,

lim
n!1

Z

RN

|un|p|vn|qdx =

Z

RN

|u|p|v|qdx.

Assim, podemos argumentar como em (2.15), no final da demonstração do Teorema 2.1

para concluir que kz�n � zk0  kz�n � zk�n ! 0, quando n ! 1. Consequentemente,

zn ! z fortemente em D1,2(RN)⇥D1,2(RN) e o teorema está provado. ⇤
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Apêndice A

Estudo sobre os autovalores de (LP )

Neste apêndice, temos como objetivo apresentar uma caracterização variacional do

primeiro autovalor positivo do sistema linear acoplado

(
��u+ a(x)u = �v, x 2 RN

,

��v + b(x)v = �u, x 2 RN
.

(LP )

Relembremos que os potenciais a e b são funções cont́ınuas satisfazendo

(A1) existem constantes a0, b0 > 0 tais que a(x) � a0 e b(x) � b0 para todo x 2 RN ,

(A2) µ({x 2 RN ; a(x)b(x) < M}) < 1 para todo M > 0.

Aqui, µ denota a medida de Lebesgue em RN . Além disso, definimos E = Ea⇥Eb com

Ea = {u 2 W
1,2(RN

,R);
Z

RN

(|ru|2 + a(x)u2)dx < 1} e

Eb = {v 2 W
1,2(RN

,R);
Z

RN

(|rv|2 + b(x)v2)dx < 1},

munido com o produto interno

h(u, v), (�, )i =
Z

RN

(rur�+rvr + a(x)u�+ b(x)v )dx

cuja norma associada será denotada por k · k.
Cálculos padrões nos mostram que � é um autovalor de (LP ) se, e somente se,

T (u, v) =
1

�
(u, v),

onde T : E ! E é o operador linear limitado autoadjunto definido por

hT (u, v), (�, )i =
Z

RN

(u + v�)dx.

Além disso, temos o seguinte resultado
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A. Estudo sobre os autovalores de (LP )

Lema A.1. O operador linear limitado autoadjunto T é compacto.

Demonstração. Seja zn = ((un, vn)) uma sequência limitada em E. Sendo E reflexivo,

temos que (a menos de uma subsequência) zn * z = (u, v) em E. Sem perda de

generalidade, podemos supor que z = (0, 0). Uma vez que T é linear limitado, seja

M > 0 tal que

kznk  M, kTznk  M. (A.1)

Pela condição (A2), dado " > 0, podemos escolher R > 0 tal que

µ(C") < ", (A.2)

onde C" = {x 2 R
N\BR; a(x)b(x)  "

�2}. Agora escrevendo T = (T1, T2), pela

definição de T , temos que

0  kTznk2 = hTzn, T zni = hT (un, vn), (T1zn, T2zn)i

=

Z

RN

unT2zndx+

Z

RN

vnT1zndx.

Desde que un ! 0 em L
2(BR), segue da desigualdade de Hölder e (A.1) que

����
Z

BR

unT2zndx

����  kT2znkL2(BR)kunkL2(BR)  Mµ(BR)kunkL2(BR) ! 0, (A.3)

quando n ! 1. Definindo D" = RN\(BR[C") podemos usar a desigualdade de Hölder

e (A.1) novamente para obter

����
Z

D"

unT2zndx

����  "

Z

D"

p
a(x)un

p
b(x)T2zndx

 "

✓Z

D"

a(x)|un|2dx
◆ 1

2
✓Z

D"

b(x)|T2zn|2dx
◆ 1

2

 "kznkkTznk  "M
2
.

(A.4)

Por outro lado, segue de (A.1), (A.2) e a desigualdade de Hölder com expoentes 2/N
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A. Estudo sobre os autovalores de (LP )

e N/(N � 2) que

����
Z

C"

unT2zndx

���� 
Z

C"

|un|2dx
� 1

2

kT2znkL2


"
µ(C")

2/N

✓Z

RN

|un|2N/(N�2)
dx

◆(N�2)/N
# 1

2

kT2znkL2

= µ(C")
1/NkunkL2⇤kT2znkL2

 k"
1
N .

(A.5)

Logo, sendo " > 0 arbitrário, segue de (A.3)-(A.5) que

Z

RN

unT2zndx ! 0, quando n ! 1.

Argumentos análogos mostram que

Z

RN

vnT1zndx ! 0, quando n ! 1.

Consequentemente, Tzn ! 0, quando n ! 1. Isto conclui a prova do lema.

O Lema A.1 nos diz que T é um operador linear compacto e autoadjunto, ou seja,

T satisfaz as hipóteses dos seguintes teoremas da teoria espectral para operadores

compactos autoadjuntos cujas demonstrações podem ser encontradas em [4].

Teorema A.1. Sejam E um espaço de Banach de dimensão infinita e T : E ! E um

operador linear compacto. Seja EV (T ) o conjunto dos autovalores de T . Então um

dos seguintes casos valem:

• EV (T ) é um conjunto finito,

• EV (T ) é uma sequência convergindo para zero.

Teorema A.2. Sejam H um espaço de Hilbert separável e T : H ! H um operador

linear compacto e autoadjunto. Então H possui uma base de Hilbert composta por

autovetores de T .

Os Teoremas (A.1)-(A.2) implicam que T possui uma sequência de autovalores

(µn)n2N tal que µn ! 0. Assim, para cada n 2 N, 1/µn é um autovalor de (LP ).

Observando que (u,�v) é uma autofunção associada com o autovalor �� sempre que

(u, v) é uma autofunção associada com �, concluimos que (LP ) possui uma sequência

de autovalores (�n)n2Z⇤ com

· · ·  ��n  · · ·  ��2  ��1 < 0 < �1  �2  · · ·  �n  · · ·,
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A. Estudo sobre os autovalores de (LP )

tal que �n ! ±1 quando n ! 1. Note que ��n = ��n para cada n 2 N.
Nosso objetivo é caracterizar o autovalor �1. Para tanto, em vista do Teorema

(A.2), seja {zn = (un, vn)}n2Z⇤ uma base de Hilbert de E, onde zn é uma autofunção

de (LP ) associada ao autovalor �n. Seja

A =

⇢
µ � 0; kzk2 � 2µ

Z

RN

uvdx � 0, 8z = (u, v) 2 E

�
.

Afirmamos que �1 = supA. De fato, note que

2

Z

RN

u1v1dx = hTz1, z1i =
1

�1
kz1k2 =) kz1k2 = 2�1

Z

RN

u1v1dx > 0.

Seja µ 2 A. Então kzk2 � 2µ

Z

RN

uvdx � 0, para todo z 2 E. Tomando z = z1, temos

que

2�1

Z

RN

u1v1dx = kz1k2 � 2µ

Z

RN

u1v1dx =) �1 � µ.

Logo, �1 � supA. Agora, dado z = (u, v) 2 E, podemos escrever

z =
1X

i=1

hz, ziizi +
1X

j=1

hz, z�jiz�j.

Dáı,

Tz =
1X

i=1

hz, ziiTzi +
1X

j=1

hz, z�jiTz�j

=
1X

i=1

hz, zii
1

�i
zi �

1X

j=1

hz, z�ji
1

�j
z�j.

Consequentemente, usando a desigualdade de Bessel, obtemos

2

Z

RN

uvdx = hTz, zi =
1X

i=1

hz, zii2
1

�i
�

1X

j=1

hz, z�ji2
1

�j


1X

i=1

hz, zii2
1

�i

 1

�1

1X

i=1

hz, zii2 
1

�1
kzk2,

ou seja,

kzk2 � 2�1

Z

RN

uvdx � 0, 8z 2 E.

Isto mostra que �1 2 A e, portanto, �1 = supA.
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Apêndice B

O espaço D1,2(RN )

Neste Apêndice, vamos estudar o espaço D1,2(RN) que é definido como sendo com-

pletamento de C
1
0 (RN) com relação à norma

k�k0 =
✓Z

RN

|r�|2
◆1/2

.

Temos que D1,2(RN) é um espaço de Hilbert com o produto interno

hu, vi0 =
Z

RN

rurv.

Além disso, D1,2(RN) é caracterizado pelo seguinte

Lema B.1. D
1,2(RN) = D ⌘

⇢
u 2 L

2⇤(RN);
@u

@xi
2 L

2(RN), i = 1, 2, ..., N

�
.

Demonstração. (i) D ⇢ D
1,2(RN)

Seja u 2 D e M 2 C
1
0 (RN), 0  M  1 definida por M(x) = 1, x 2 B1(0) e

M(x) = 0, x 2 B2(0)c.

Considere a sequência Mn(x) = M

⇣
x

n

⌘
e un = Mnu; un 2 D e tem suporte compacto.

De fato, Z

RN

|un|2
⇤
=

Z

RN

|Mnu|2
⇤ 

Z

RN

|u|2⇤ < 1

o que implica un 2 L
2⇤(RN).

Por outro lado,
@un

@xi
=
@Mn

@xi
u+Mn

@u

@xi
=

1

n

@M

@xi
+Mn

@u

@xi
;

dáı Z

RN

����Mn
@u

@xi

����
2


Z

RN

����
@u

@xi

����
2

< 1
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B. O espaço D1,2(RN)

e

Z

RN

����
@Mn

@xi
u

����
2

=
1

n2

Z

|x|2n

����
@M

@xi

����
2

|u|2  C

n2

✓Z

|x|2n

|u|2⇤
◆2/2⇤

((2!Nn)
N)2/N

 CN |u|22⇤ < 1

de modo que un 2 D.

Além disso, un ! u em D1,2(RN). Para isto, devemos mostrar que

����
@Mn

@xi
u

����
L2

! 0 e

����Mn
@u

@xi
� @u

@xi

����
L2

! 0.

Com efeito,

Z

RN

����
@Mn

@xi
u

����
2

=

Z

n|x|2n

����
@Mn

@xi
u

����
2

 C

n2

Z

n|x|2n

|u|2

 C

n2

✓Z

n|x|2n

|u|2⇤
◆2/2⇤

[(2!Nn)
N � (!Nn)

N ]2/N

 CN

✓Z

n|x|2n

|u|2⇤
◆2/2⇤

! 0, quando n ! 1,

pois u 2 L
2⇤(RN).

Por outro lado, ✓
Mn

@un

@xi
� @u

@xi

◆2

! 0 q.t.p. em RN

e ✓
Mn

@un

@xi
� @u

@xi

◆2

 2

✓
@u

@xi

◆2

2 L
1(RN).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

Z

RN

����Mn
@un

@xi
� @u

@xi

����
2

! 0.

Seja, agora, v 2 D com suporte compacto. Então
@v

@xi
2 L

2(RN) e tem suporte

compacto. Assim, se ⇢n é uma sequência regularizante (ver definição em Brezis [4])

temos que

�n = ⇢n ⇤ v 2 C
1
0 (RN) e

@�n

@xi
= ⇢n ⇤

@v

@xi
! @v

@xi
em L

2(RN).
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B. O espaço D1,2(RN)

Dáı,

k�n � vk20 =
Z

RN

|r�n �rv|2 �! 0.

Portanto, se u 2 D, existe uma sequência {�n} ⇢ C
1
0 (RN) tal que k�n � uk0 ! 0 de

modo que u 2 D1,2(RN).

(ii) D1,2(RN) ⇢ D

Seja u 2 D1,2(RN). Então, por definição, existe {�n} ⇢ C
1
0 (RN) tal que

k�n � uk0 ! 0.

Logo, ����
@�n

@xi
� @u

@xi

����
L2

! 0, para i = 1, 2, ..., N.

Desde que L
2(RN) é completo, segue que

@u

@xi
2 L

2(RN), para i = 1, 2, ..., N.

Por outro lado, existe C > 0 tal que

|�n|2⇤  C|r�n|2

logo,

k�n � �mkL2⇤  Ckr�n �r�mkL2 ! 0 quando m,n ! 1

donde {�n} é uma sequência de Cauchy em L
2⇤(RN). Portanto existe v 2 L

2⇤(RN) tal

que

�n ! v em L
2⇤(RN).

Afirmamos que
@u

@xi
=

@v

@xi
, i = 1, 2, ..., N .

De fato, temos Z

RN

@�n

@xi
' �!

Z

RN

@u

@xi
', 8' 2 C

1
0 (RN).

Mas Z

RN

@�n

@xi
' = �

Z

RN

�n
@'

@xi
�! �

Z

RN

v
@'

@xi
.

Como

Z

RN

v
@'

@xi
= �

Z

RN

@v

@xi
', segue que

Z

RN

@u

@xi
' =

Z

RN

@v

@xi
', 8' 2 C

1
0 (RN).
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B. O espaço D1,2(RN)

Logo, pelo Lema de Du Bois-Raimond, concluimos

@u

@xi
=

@v

@xi
, i = 1, 2, ..., N.

Dáı ku � vk20 =

Z

RN

|ru � rv|2 = 0, o que implica u = v. Portanto, u 2 L
2⇤(RN) e

@u

@xi
2 L

2(RN), i = 1, 2, ..., N , donde u 2 D.

Por (i) e (ii), temos D1,2(RN) = D.

Agora, vamos provar um resultado bastante útil.

Teorema B.1. D
1,2(RN) está imerso continuamente em L

2⇤(RN).

Demonstração. Pelo Lema B.1, podemos definir a seguinte norma em D
1,2(RN):

kuk1 = kukL2⇤ + kuk0.

Afirmamos que D1,2(RN) munido com a norma acima também é um espaço de Banach.

De fato, seja {un} uma sequência de Cauchy em (D1,2(RN), k.k1), isto é,

kun � umk1 ! 0, quando m,n ! 1.

Assim {un} também é de Cauchy em L
2⇤(RN) e em (D1,2(RN), k.k0). Portanto,

un ! u em L
2⇤(RN) e

@un

@xi
! vi em L

2(RN)

para i = 1, 2, ..., N .

Por um racioćınio análogo ao do Lema B.1, teremos

vi =
@u

@xi
para i = 1, 2, ..., N.

Assim,

u 2 D1,2(RN) e kun � uk1 = |un � u|2⇤ + kun � uk0 ! 0

mostrando que (D1,2(RN), k.k1) é um espaço de Banach.

Desde que kuk0  kuk1, segue do Teorema da Aplicação Aberta, que existe uma

constante K > 0 tal que

kuk1  Kkuk0.

Logo,

kukL2⇤  kuk1  Kkuk0,

donde segue que a imersão D
1,2(RN) ,! L

2⇤(RN) é cont́ınua.
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B. O espaço D1,2(RN)

Outro resultado importante envolvendo o espaço D1,2(RN) é o seguinte:

Teorema B.2. Seja {un} ⇢ D1,2(RN) uma sequência limitada. Então, a menos de

subsequência, existe u0 2 D1,2(RN) tal que

un ! u0 q.t.p. em RN
.

Demonstração. Desde que D1,2(RN) é um espaço de Hilbert, existe u0 2 D1,2(RN) de

modo que

un * u0 em D1,2(RN),

a menos de subsequência. É imediato que a imersão D1,2(RN) ,! H
1(BR) é cont́ınua,

para todo R > 0. Logo, pelas imersões de Sobolev, obtemos

un ! u0 em L
2(BR), 8R > 0.

Assim fixado R = 1, existe uma subseqência {u1
n} ⇢ {un} que satisfaz

u
1
n ! u0 q.t.p. em B1.

Agora usando as imersões de Sobolev para {u1
n}, encontramos uma subsequência {u2

n} ⇢
{u1

n} tal que

u
2
n ! u0 q.t.p. em B2.

Seguindo assim, fixado k 2 N, existe uma subsequência de {un} que satisfaz

u
k
n ! u0 q.t.p. em Bk.

A sequência diagonal {uk
k} tem a propriedade desejada, isto é,

u
k
k ! u0 q.t.p. em RN

.

De fato, seja Cj = {x 2 Bj; lim
n!1

u
j
n 6= u0(x)}. Temos que µ(Cj) = 0. Considere

C = [1
j=1Cj.

Assim µ(C) = 0. Fixado x 2 RN\C e k0 2 N com x 2 Bk0 , segue que

x 2 Bk 8k � k0.

Portanto

u
k
n(x) ! u0(x), quando n ! 1 para k � k0.
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B. O espaço D1,2(RN)

Sendo {uk
k} uma subsequência de {uk

n}, obtemos

u
k
k ! u0 q.t.p. em RN

e assim fica provada a proposição.
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