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Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, multiplicidade e com-
portamento assintético com respeito a um parametro positivo de solugoes nao nulas
1 de sist lipti ili lad RY -

para uma classe de sistemas elipticos semilineares acoplados em , em que 0S po
tenciais sao nao negativos e nao necessariamente coercivos. Na obtencao dos resulta-
dos, usamos métodos variacionais, a saber, teoremas do tipo minimax envolvendo as

condigoes de Palais-Smale e de Cerami forte.

Palavras-chave: Métodos variacionais, Sistemas elipticos acoplados, Nao-linearidades

superquadraticas.



Abstract

In this work, we study questions related to the existence, multiplicity and asymp-
totic behavior with respect to a positive parameter of nonzero solutions for a class of
coupled semilinear elliptic systems in RY, where the potentials are not negative and
not necessarily coercive. To obtain the results, we use variational methods, namely,

minimax type theorems involving the Palais-Smale and strong Cerami conditions.

Keywords: Variational methods, Coupled elliptic systems, Superquadratic nonlinea-

rities.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e X’ denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;

e k. ki, ko, ... denotam constantes positivas, possivelmente deferentes;

e [ 1 denota o final de uma demonstracao;

e Denotamos o produto interno euclidiano de dois vetores z,y € RY por z.y;
e | - | denota a norma euclidiana de RY;

e Bp denota a bola aberta em RY de centro na origem e raio R > 0;

e Para qualquer conjunto K C R, definimos K¢ = RM\K := {z ¢ RY; z ¢ K},

int K representa o interior do conjunto K e K representa o fecho do conjunto K;

e Para cada 1 < p < 0o e u € LP(K), denotamos a norma de u em LP(K) por

|ul|r(r). Se K = RN, escrevemos apenas ||u|ze;

e supp(u) := {x € RN;u(x) # 0} denota o suporte da funcdo u;

o C5°(€2) denota o conjunto de todas as fungoes u : 2 — R de classe C*(2) e com

suporte compacto contido no aberto Q C RY:

o H(Q) := W, *(Q) denota o fecho de C$°(Q) no espaco de Sobolev W12(€2) munido

com sua norma usual: ||u|]12/V1,2(Q) = [ (|Vul]* + v?)dz;
0

e O espago DV2(RY) ¢ definido como sendo completamento de C5°(RY) com relagao

1/2
lolo= ([, 1vo2)

a4 norma



e — denota convergéncia forte em um espago normado;
e — denota convergéncia fraca em um espago normado;

o uy = max{u,0} e u_ = max{—u,0};

e O simbolo o(h) representa uma funcao e(h) tal que % — 0 quando ||h]| — 0.

Em particular, o(1) é entendido como uma sequéncia (&,)nen convergindo a zero.

X1



Introducao

Neste trabalho, com base nos artigos de Elves A. B. Silva e Liliane A. Maia [13],
e Marcelo F. Furtado, Elves A. B. Silva e Magda S. Xavier [12], estudamos questoes
relacionadas a existéncia e multiplicidade de solugoes nao nulas para a seguinte classe

de sistemas elipticos acoplados:

{ —Au + \a(z)u = F,(z,u,v), z€RN, )

—Av + \b(x)v = Fy(z,u,v), z€RY,

em que N >3, a,b: RY — [0, 00) sdo potenciais continuos, A é um parametro positivo
e F e C'(RY x R*R) satisfaz F(z,0,0) = 0. Teremos ainda algumas hipdteses
adicionais sobre as funcgoes a, b e F' ao longo deste trabalho.

Ao abordar o sistema ([1)), utilizamos métodos variacionais, ou seja, associamos
ao sistema um funcional energia I : X — R, onde X é um subespaco vetorial
conveniente de DVY2(RY) x DLY2(RY). Almejamos encontrar pontos criticos para 1,
que serao solugoes fracas de . No estudo do funcional I, as hipdteses adicionais
sobre os potenciais a,b € C(RY,R) e sobre a nao-linearidade F' € C1(RY x R? R)
desempenham papéis importantes no que diz respeito a existéncia de pontos criticos
para [ e, consequentemente, a existéncia de solucao para o sistema .

Nosso trabalho é constituido de dois capitulos e dois apéndices.

No Capitulo |1, apresentamos resultados de existéncia e multiplicidade para o sis-
tema com o parametro A constante igual a 1. Tais resultados foram obtidos por
Elves A. B. Silva e Liliane A. Maia em [13]. Sobre os potenciais a e b, sdo consideradas
as seguintes hipdteses:

(A;) existem constantes ag, by > 0 tais que a(z) > ag e b(z) > by para todo z € RY;
(A2) p({z € RY; a(x)b(z) < M}) < oo para todo M > 0, onde p, aqui, denota a
medida de Lebesgue em RY.

Com repeito a nao-linearidade F', assumimos que F' € C*(RY x R2, R) e a seguinte

condicao de acoplamento subcritico:



(Fy) existem constantes ci,qi, g2 > 0, p1,p2 > 1 e fungoes a, 3 € L=®(RY) tais que

|Eu(z,2)| < erul Hol® + a(z)|u| + ¢i|v], para todo (z,2) € RY x R?,

|Fy(x, 2)| < ci|u|®[v|P2™ + ¢ |u| + B(z)|v|, para todo (x,z) € RY x R?
onde z = (u,v), 2<p;+¢ <2*=2N/(N —2),1=1,2 e a e [ satisfazem

limsup a(z) = a < ag e limsup f(z) = B < bo.
|z[—00 |z|—00

Observemos que existe uma extensa bibliografia no estudo de sistemas elipticos va-
riacionais (veja [0, 18] 21]). Em dois artigos recentes [8, [10], o problema (1)) foi estudado
sob condigoes acoplado-ressonantes. O principal objetivo deste capitulo é apresentar
resultados que completam os de [8,[10], considerando sistemas com acoplamento em R
que permitem, em particular, um crescimento superquadrético na primitiva F'(x, z) nas
diregoes z = (u,v), u # 0, v # 0. Nos dois primeiros resultados, assumimos a seguinte
versao da condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz [1], [14]:
(Fy) existem constantes co > 0, > 2, p,q > 0, u,v > 0, e fungdes hy, hy € LY(RY)
tais que 2 < p+v,p+q <2, p+v>Tp+qg—2) septg>2ep>plv>gq,é
suposto vp > u(q —2) [ug > v(p — 2)]; se p+ q¢ = 2, é suposto u + v = 2),

1
F(zx,z) — EVF(x, 2) -z < colulP|v|? + hy(x), para todo (z,2) € RN x R?,

1
§VF(I, 2) -z — F(x,2) > colul!|v|” — hao(z), para todo (z,z) € RY x R?

onde VF(z,2) = (Fu(z,2), Fy(z, 2)).

A hipétese (Fy) é uma versao para o nosso cendrio da condi¢ao introduzida em [1§]
(veja também [6] para uma condigao relacionada) para estudar uma classe de problemas
integro-diferencias em dominios limitados em RY. Considerando o problema linear
acoplado

(LP)

—Au+a(r)u= I, ze&RY
—Av+b(z)v=Iu, xRN,

denotamos por \; o primeiro autovalor positivo para o problema (LP). Assumindo a
condicao:
(F3) existe A € (0, A] tal que

F(z,2) — Muwv = o(|z|*), quando |z| — 0, uniformemente em R,

podemos enunciar o primeiro resultado:



Teorema 1. Suponha as condi¢oes (A1) e (Ag) vdlidas. Se F' satisfaz (Fy) — (F3),

entao o problema possui uma solucao nao nula.

No préximo resultado, mostraremos a existéncia de infinitas solugoes para sob
a presenca de simetria. Mais especificamente, suponhamos que
(Fy) F(x,z) é par com respeito a varidvel z € R?.

Sob esta condigao, temos o seguinte resultado:

Teorema 2. Suponha as condigoes (A1) e (Ay) vdlidas. Se F satisfaz (Fy), (Fy) e

(Fy), entdao o problema possui uma infinidade de pares de solugcoes nao nulas.

A existéncia de uma solucao nao trivial para o problema escalar em RY foi provada
por Rabinowitz [15] para condigbes nao-lineares subcriticas com crescimento superlinear
e potenciais coercivos. Depois Bartsch e Wang [2] estudaram o problema escalar sob
condigoes similares aquelas em [2| [15] e uma versao da condigao (Ay) para esse cendrio.
Também observamos que estas hipdteses tem sido usadas em [9] para generalizar ao
RY os resultados no problema eliptico duplamente ressonante sob uma condicio de nao
quadraticidade local aos quais tém sido provados em [11].

Os Teoremas (1] e [2| podem ser vistos como versoes para os sistemas elipticos com
acoplamento dos correspondentes resultados em [2, [L5]. Notemos que a condigao (As)
permite uma situacao em que nenhum dos potenciais seja coercivos ou que satisfaca a
condigao introduzida em [2].

Nos dois ultimos resultados deste capitulo, serd estabelecido versoes dos Teoremas
e |2l onde ¢y, dado por (Fy), é zero. Neste caso, a segunda relagdo em (F,) nao é
necessaria:

(Fy) existem 6 > 2 e uma funcio hy € L'(RY) tais que
1
F(z,z) — 5VF($7 z) -z < hy(z), para todo (z,2) € RY x R?

Além disso, vamos também supor a condigao:

(Fs) existe c3 > 0 tal que

sup/ [(Mt?uyvy — F(z,t2)]dr < 3 < oo,
>0 JRN

onde z; = (uy,v;) é a autofungao de (LP) associada com ;.

Agora podemos enunciar o proximo teorema.

Teorema 3. Suponha as condicoes (A1) e (Az) vdlidas. Se F' satisfaz (F}), (77;), (F3)

e (Fy), entdo o problema possut uma solucao nao nula.



E por fim, supondo que F satisfaz (Fy) e
(Fs) existem (a,b) € R?\{(0,0)} e um subconjunto aberto © de R tais que

F(z,ta,tb)

2 — o0 quando t — oo, uniformemente para x € €2,

obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4. Suponha as condi¢oes (A1) e (As) vdlidas. Se F' satisfaz (Fy), (E), (Fy)

e (Fg), entdo o problema possui uma infinidade de pares de solugoes nao nulas.

O Capitulo 2| é dedicado a resultados sobre existéncia, multiplicidade e compor-
tamento assintético de solugoes para o sistema eliptico acoplado . Tais resultados
foram obtidos por Marcelo F. Furtado, Elves A. B. Silva e Magda S. Xavier [12]. A
nao-linearidade F € C*(RY x R% R) ¢ a funcio F(z,u,v) = |ulP|v]/(p + q), onde
p,q>1ep+q <2 Assim, o sistema reduz-se a

p

[ —Au+ a(x)u = u|P~2ulv|?, e RY
P+q
—Av + Xb(z)v = |ul?|v|7 2, r e RY (Sy)
P+q
u,v € DVA(RY),

0
onde N > 3, A é um parametro positivo, p,g > 1 e p+ ¢ < 2*. As hipdteses sobre os
potenciais nao negativos a e b sao as seguintes:

(Hy) a,b € C(RY,[0,00)), Q := int a=(0) e O := int b~1(0) tém fronteiras suaves,
Q, = a=0), % = b1(0), e 2, N é um conjunto nao vazio;

(H,) existe My > 0 tal que o conjunto F := {z € RY; a(x)b(z) < My} tem medida de
Lebesgue finita.

Diferentemente do Capitulo |1, note que nao foi assumido nenhum limite inferior
positivo para os potenciais a e b. Portanto, nao esperamos achar solugoes para
no espaco de Sobolev H'(RY). Contudo, tirando vantagem do acoplamento forte do
sistema e a hipdtese (H,), somos capazes de usar métodos variacionais para estudar
considerando o funcional associado definido num subespago fechado proprio de
DLARY) x DM?(RY). Também veremos que os conjuntos €2, e €, podem ser ilimitados
e que o fato de que €2, N £, ser um conjunto nao vazio é essencial para os resultados.
Como no caso escalar em [2], o principal resultado deste capitulo mostra que o sistema

eliptico semilinear

_ -2
—Au = fulP~ulvl? em €,
—Av = jﬁq|u|p|v|q_2v em €, (L)

u € H&(Qa)a v E H&(Qb>7

4



pode ser visto como um limite para quando A tende ao infinito. Vale a pena
mencionar que, embora €2, e €, possam ser conjuntos abertos distintos, o sistema
é variacional. Notemos também que a condigao (Hs) implica que €2, e £, tém medida
de Lebesgue finita, pois ,, 2, C F. Assim, temos que a imersao Hj(Q,) X H} () <
L"(Q,) x L*() é compacta para 1 < r,s < 2*.

A fim de enunciar os resultados, introduzimos os subespagos fechados de D?(RY)

associados aos potenciais a e b:

X, = {u € DI’Q(RN);/ a(r)uldr < oo} e
RN

X, = {v € DLQ(RN);/ b(x)vidr < oo} :
RN

Para qualquer A > 0 dado, consideremos o espaco de Hilbert X = X, x X}, munido

com o produto interno

((u,v), (@, P))a := / [VuVy + VoV + Aa(z)up + Ab(x)ve| dx

RN

cuja norma associada serd denotada por || - ||».

Associado ao problema , temos o funcional energia I, : X — R definido por

1 1
B = 5l - = /RN uPloftd, = = (u,v) € X.

Em vista das hipéteses (H;) e (Hz), o funcional Iy estd bem definido e ¢ de classe C'.
Além disso, a teoria de regularidade eliptica implica que os pontos criticos de I sao
solugoes classicas do problema .

No primeiro resultado, estudamos a existéncia e comportamento das solucoes de
energia minima de (|9))). Recordamos que uma solugao de energia minima para o nosso
problema é um ponto critico de I, associado com o menor nivel critico positivo deste
funcional. Neste contexto, uma vez provado a existéncia da solugao de energia minima,
podemos sempre encontrar uma solucao de energia minima positiva. Aqui, chamamos

z = (u,v) uma funcdo positiva se u e v sdo positivas em quase todo ponto de RV,

Teorema 5. Suponha as condigoes (Hy) e (Hs) vdlidas. Entao existe A > 0 tal que,
para todo A > A, o sistema possut uma solugcao de energia minima positiva z).
Além disso, se (A,) C R € tal que \, — o0 e (zy,) € uma sequéncia de solugdes de
energia minima positiva de (Sy,), entdo (zy,) converge em D“?(RY) x DVARY) ao

longo de uma subsequéncia para uma solugdo de energia minima positiva de ([L]).

No préximo resultado, usamos a simetria do problema para estabelecer multiplici-

dade de solugoes para valores grandes de A\. Mais especificamente, provaremos



Teorema 6. Suponha as condigoes (Hy) e (Hs) vdlidas. Entao, para qualquer k € N
dado, eziste Ay > 0 tal que, para cada N > Ay, o sistema (S)) possui pelo menos k

pares de solucoes nao nulas.

Como no caso das solugoes de energia minima encontradas no Teorema 5], as solugoes
derivadas do Teorema [0] tém energia uniformemente limitada com respeito a . Isto
nos permite mostrar que estas solucgoes convergem em DV2(RY) x DV2(RY) para uma
solucao de quando A — oco. Mais geralmente, temos o seguinte resultado de

concentragao:

Teorema 7. Sejam (A\,) C R uma sequéncia tal que \, — 00 e (2y,) uma sequéncia
de solugdes de (Sy,) tal que liminf I (2y,) < co. Entao (zy,) converge em DV(RY) x
n—oo

DY2(RY) ao longo de uma subsequéncia para uma solugdo de ((L)).

Os resultados obtidos neste capitulo sao motivados pelos que foram obtidos em
[2, 3] para o caso escalar, onde é considerado o potencial ¢, (z) = Ae(x)+1 com ¢ tendo
a propriedade de que o conjunto {z € RY; ¢(x) < My} tem medida de Lebesgue finita,
para algum M, > 0.

Obeservemos que existe uma bibliografia extensa no estudo de sistemas elipticos em
dominios limitados (veja [6, [18] por exemplo). No caso de sistemas gradientes em todo
RY, em [7] o autor prova a existéncia de uma solucao nao nula para o problema (P)
(1& mencionado) sob coercividade dos potenciais a e b e uma condigdo de nao quadrati-
cidade na nao-linearidade. Gostariamos de enfatizar que, ao invés dos trabalhos acima
mencionados, o acoplamento do sistema nos permite considerar potenciais que
nao sao limitados por baixo por constantes positivas. Podemos ter um dos potenciais
tendendo a zero quando |z| — oo desde que o outro potencial va para o infinito numa
taxa adequada.

No Apéndice [A] apresentamos uma caracterizagao variacional do primeiro autovalor

positivo do sistema linear acoplado

{ —Au+a(r)u =, xRN, (LP)

—Av +b(z)v = du, xRN,

Tal caracterizagao sera bastante 1til para provar os teoremas principais do Capitulo [I]
No Apéndice B, apresentamos e demonstramos alguns resultados complementares
sobre o espaco D'?(RY) que serao utilizados ao longo deste trabalho, essencialmente
no Capitulo
Visando tornar os capitulos independentes e nao necessitar recorrer sempre a in-
troducao, enunciaremos novamente, em cada capitulo, as hipéteses sobre a nao-linearidade
F € CHRY x R% R) e os potenciais a,b € C(RY,R), bem como, os respectivos resul-

tados principais.



Capitulo 1

Sistemas com nao-linearidades
superquadraticas em direcoes

apropriadas

Neste capitulo, apresentamos resultados sobre a existéncia e multiplicidade de

solucoes para o sistema

{ ~Au+ta(w)u=Fy(r,u0), xR, (P)

—Av +b(z)v = Fy(z,u,v), z€RY,
onde N > 3 e os potenciais a e b sao fungoes continuas satisfazendo
(A;) existem constantes ag, by > 0 tais que a(z) > ag e b(z) > by para todo z € RY,
(A2) p({z € RY; a(z)b(x) < M}) < oo para todo M > 0.
Aqui, p denota a medida de Lebesgue em RY. Vamos supor também que F' € C*(RY x
R? R) satisfaz F(x,0,0) = 0 e a seguinte condigao de acoplamento subcritico:

(Fy) existem constantes ci,qi, g2 > 0, p1,p2 > 1 e fungoes a, 3 € L=®(RY) tais que

|Eu(z,2)| < erul Hol® + a(z)|u| + ¢i|v], para todo (z,2) € RY x R?,

|Fy(x, 2)| < ci|u|®[v|P2™ + ¢ |u| + B(z)|v|, para todo (x,z) € RY x R?
onde z = (u,v), 2<p;+¢ <2*:=2N/(N —2),i=1,2 e a e [ satisfazem

limsup a(z) = a < ag e limsup f(z) = B < bo. (1.1)

Note que, integrando a primeira desigualdade em (F}), de 0 até u, obtemos

2

IP(2,2) = F(2,0,0)] < Hul” ol + a(@) 5+ eifulfo], (12)
b1



1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

para todo (z,z) € RY x R?. Do mesmo modo, temos que

,UQ
P

Cc
|F (2, 2) = F(x,u,0)] < p—1|U|q2|v|p2 +alullv] + 5x) 5
2

para todo (z,z) € RY x R?. Assim, fazendo u = 0 na desigualdade acima e usando
F(2,0,0) = 0, obtemos

U2

|F(z,0,v)] < ﬁ(:c);, para todo (z,v) € RN x R,

Dai, segue de (1.2) que a condi¢ao (F}) implica

’U2

P )] < o + o)+ B(a) % + cafulol, (1.3)
para todo (z,z) € RY x R2.

Existe uma extensa bibliografia no estudo de sistemas elipticos variacionais (veja
|6, 18, 21]). Em dois artigos recentes [8, [L0], o problema foi estudado sob condigoes
de acoplamento ressonantes. O principal objetivo deste capitulo é complementar os
resultados em [8],[10] considerando sistemas com acoplamneto em RY que permitem, em
particular, um crescimento superquadratico na primitiva F'(x, z) nas direc¢oes z = (u, v),
u # 0, v # 0. Nos dois primeiros resultados, assumimos a seguinte versao da condigao
de Ambrosetti-Rabinowitz [1I, [14]:

(Fy) existem constantes ¢y > 0, 0 > 2, p,q > 0, u,v > 0, e fungoes hy, hy € L'(RY)
taisque 2 < p+v,p+qg <2, p+v> %(p+q—2) (sep+qg>2epu>plv>ql,é
suposto vp > u(q — 2) [pug > v(p — 2)|; se p+ q = 2, é suposto pu + v = 2),

1
F(z,z) — EVF(,CE, 2) -z < cplulPv]? + hy(z), para todo (x,z) € RY x R?

1
§VF(x, 2) -z — F(x,2) > colul!|v|” — hao(z), para todo (z,z) € RY x R?

onde VF(z,2) = (Fy(z,2), Fy(z,2)).

A hipétese (F3) é uma versao para este trabalho de uma condigao introduzida em
[18] (veja também [6] para uma condigao relacionada) para estudar uma classe de
problemas integro-diferencias em dominios limitados em RY. Notemos também que
ca > 0 e a segunda relagao em (Fy) implicam que F(z,t2)/t> — oo quando t — oo,
para todo z = (u,v) € R? u # 0, v # 0 (veja Segao . Considerando o problema
linear acoplado

{ —Au+a(r)u =, xRV, (LP)
—Av +b(z)v = du, xRN,
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denotamos por Ay o primeiro autovalor positivo para o problema (recomendamos
ao leitor o Apéndice [A| para um estudo sobre os autovalores de (LP)). Supondo a
condigao:

(F35) existe A € (0, A] tal que

F(z,2) — Muw = o(|z|*), quando |z| = 0, uniformemente em R,

podemos enunciar o primeiro resultado de existéncia:

Teorema 1.1. Suponha as condigées (A1) e (Ay) vdlidas. Se F' satisfaz (Fy) — (F3),

entao o problema possut uma solucao nao nula.

No proximo resultado, serd verificado a existéncia de infinitas solucoes para sob
a presenca de simetria. Mais especificamente, suponhamos que
(Fy) F(x,z) é par com respeito a variavel z € R2.

Sob esta condicao, temos o seguinte resultado de multiplicidade de solugoes:

Teorema 1.2. Suponha as condigoes (A1) e (Ay) vilidas. Se F satisfaz (Fy), (F2) e

(Fy), entao o problema possui uma infinidade de pares de solugoes nao nulas.

A existéncia de uma solucao nao trivial para o problema escalar em RY foi provada
por Rabinowitz [15] para condigoes subcriticas nao lineares com crescimento superlinear
e potenciais coercivos. Depois Bartsch e Wang [2] estudaram o problema escalar sob
condigoes similares aquelas em [2] [I5] e uma versdo da condigdo (A) para esse caso.
Também observamos que estas hipéteses foram usadas em [9] para generalizar ao RY
os resultados obtidos no problema eliptico duplamente ressonante sob uma condicao
de nao quadraticidade local aos quais foram provados em [11].

Os Teoremas e podem ser vistos como versoes para os sistemas elipticos
com acoplamento dos resultados correspondentes em [2, [15]. Notemos que a condigao
(As) permite tratar casos em que os potenciais sao coercivos ou satisfazem a condicao
introduzida em [2].

Nos dois ultimos resultados deste capitulo, estabelecemos versoes dos Teoremas|1.1
e onde ¢y, dado por (F3), é zero. Neste caso, a segunda relacdo em (F,) nao é
necessaria:

(F,) existe 6 > 2 e uma funcdo hy € L*(RY) tais que

1
F(x,z) — 5VF($, z) -z < hy(x), para todo (z,2) € RY x R?.

Supondo também a condigao
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(Fs) existe c3 > 0 tal que

sup/ [Mt2uiv, — F(z,tz)]de < c3 < oo,
RN

>0

onde z; = (uy,v;) é a autofungao de (LP) associada com A, podemos enunciar o

seguinte resultado de existéncia:

Teorema 1.3. Suponha as condigoes (Ay) e (Ag) vdlidas. Se F satisfaz (Fy), (E),
(F3) e (F5), entdo o problema possui uma solugao nao nula.

Além disso, supondo que F satisfaz (F})) e a condi¢ao
(F) existe (a,b) € R2\{(0,0)} e um subconjunto aberto © de RY tais que

F(z,ta,tb)

2 — 00 quando t — 0o, uniformemente para x € (),

obtemos um resultado de multiplicidade de solugao:

Teorema 1.4. Suponha as condi¢ées (A1) e (Ay) vdlidas. Se F satisfaz (FY), (E),
(Fy) e (Fs), entdo o problema possui uma infinidade de pares de solugoes nao

nulas.

1.1 Resultados Preliminares

A fim de aplicar o método variacional para estudar , definimos o espaco E =

E, x B, em que

E,={u¢€ W1’2(]RN,]R);/ (|Vul* + a(x)u?)dr < o} e

RN

E,={ve Wl’Q(RN,R);/ (|Vv|? + b(z)v?)dz < oo},

RN

munido com o produto interno

(1, 0), (6,1)) = / (VuVé + VoV + a(z)ud + b)) da

RN

cuja norma associada serda denotada por || - ||. Também definimos as normas de E, e

Ejy, respectivamente, por

lully, = | (Vul +aay)dn e ol = [ (Vo + alaet)de

10
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Argumentos padroes mostram que o funcional energia I : £ — R associado a ,
definido por
1

I(z) = §||z||2 - /[RN F(z,2)dzx, z=(u,v)€E, (1.4)

estd bem definido, é de classe C! e a derivada é dada por

I'z) - w=(z,w) — /N VE(z,z)wdx, z,w € E.
R

Além disso, os pontos criticos de [ sao precisamente as solugoes fracas do sistema (|P).
A condigdo (4;) e o teorema de Sobolev implicam que a imersao £ — L*(RY R) x
L* (RN R) é continua para 2 < s < 2*. Contudo, uma vez que niao estamos supondo
que a ou b sdo coercivos, i.e. a(x) ou b(x) vao para +oo quando |z| — oo, esta imersao
nao pode ser compacta.

Agora vamos introduzir alguns resultados preliminares relativo a uma versao da

condicao de Palais-Smale para o funcional I dado por (|1.4]).

Definicao 1.1. Sejam E um espaco de Banach real e [ : E — R um funcional de
classe C'. Dizemos que uma sequéncia (z,,) C E é Cerami forte [(SCe)] se I(z,) — ¢,
I'(zn) = 0 e (||zallelll’(z0)||er) é uma sequéncia limitada. O funcional I satisfaz
a condigio de Cerami forte se toda sequéncia Cerami forte (z,) C E possui uma

subsequéncia convergente.
A seguir, provemos trés resultados técnicos.

Lema 1.1. Suponha p,q > 0 e pu, v > 0 satisfazendo a condigao (F3). Defina v = p+gq
e n = u+ v. Entao existe r > 1 tal que

(i) rp > p, rqg > v,

(i) 20r — 1) < A7 —n < 2°(r — 1),

(ii) WT_ T <o,

Demonstracao. Faremos a prova do lema analisando casos.
Caso 1. v =2 (o que implica n = 2).

Neste caso, a desigualdade (ii) se reduz a 2r —2 < 2*r —2* isto é, r(2*—2) > 2* -2
a qual é verdadeira para todo r > 1. A desigualdade (iii) torna-se (2r —2)/r < 2 que é
verdadeira para todo r > 0. Finalmente, sendo p,q > 0, o item (i) é valido para todo
r > 1 suficientemente grande.
Caso 2. 7> 2,17 > 2.

Neste caso, supondo (ii) verdadeiro, temos

2r —2<r—-n& (y=-2Q)r>n—2&r> Z—_;

11



1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

Além disso,

r-n<2r-2"s2"=y)r>2"-ner>

Agora, se (iii) é verdadeira, entao

7r—77<2r<:>7“<—77

v—2
Logo, os itens (ii) e (iii) sdo verdadeiros se, e somente se, existe r > 1 tal que

2" —n n
, , e r —.
v—2 2F —ry v—2

Assim, para existir tal r, devemos ter

—92 9% _
max{77 77}< n
y

v—2 2% —x -2
, -2
E claro que i < il . Agora,
y—-2 v—2
2% —
T 1 &y =228 —ny+2n < 2" —n
22—y -2

& 2(y—2)< (27 =2)n
2(y-2)  2N/(N-2)

@n>(T_Q)=2NKN_Q_2W—2%:—W—2%

2% — N
ou seja, i T i S n > E(’y — 2), o que é verdade por hipdtese. Assim,
= Y=

provamos que existe r > 1 conveniente que satisfaz (ii) e (iii). Agora, vejamos que tal

r escolhido também satisfaz o item (i). De fato, se p > p, é claro que rp > p. Entao,
suponha p < u. Note que rp > p se, e somente se, r > u/p. Para isto ocorrer, devemos

ter
1% n

pv—2
Como v > 2 e pu > p, segue de (Fy) que pr > u(q — 2). Assim, basta notar que

[ N Kkt

p v—2 p ptqg-—2
& pup+ pg —2p < pp+pv
< pv > p(g—2).

Portanto, rp > p e de modo andlogo, mostramos que rq > v. Isto completa a prova

12
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do lema. O

Lema 1.2. Suponha as condigoes (A7) e (Ag) véalidas. Se F satisfaz (F}), entdo toda

sequéncia (SCe) limitada possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja (z,) = ((un,v,)) C E uma sequéncia (SCe) limitada. Sendo E
reflexivo, podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessario, que z, — z =
(u,v) em E. Sendo I de classe C', segue da definicao de convergéncia fraca que z é

um ponto critico de I. Com isso, e devido as imersoes compactas, podemos supor que

{unéuemEa,vnévemEb, (15)

U, = u, v, = vem L (RY) para 2 < s < 2%

Mostraremos que a primeira desigualdade na condi¢ao (F7) implica que u, — u em

E,. Uma vez que I'(z) =0, I'(z,) — 0 e (u,) é limitada, temos

o =l = (o) = 0,0) + [t = 0)(Fuli,2) = Fule,2)] do
RY (1.6)
<o(l)+ /RN [Fu(z, zn)(up, — u) + Fy(z, 2)(u — uy,)] d

quando n — oo. Escolhendo 0 < § < ag — @, afirmamos que

Qoo + 0

[ Btz — i < o)+

) |un — ullZ,, quando n — oo.  (1.7)

De fato, definindo G(z,) fRN (x, zp)(u, — u)dz, podemos usar (F}) para obter

R > 0 tal que a(r) < ay + 6 para todo z € RV, |z| > R. Assim,

RN
< cl/ |2, [P v |7 [y, — u|d +/ a(x)|up||u, — uldx
RN RN
+cl/ |||t — u|dx
RN
< Cl/ | [P o | — uldz + / a(x)|up||u, — uldx
RN Br

—l—(ozoo+5)/

[t ||y — u|dx + ¢4 / U ||un, — uldz
RN\Bg RN

< / |, [P 0 |7 [ty — | d +/ a(z)|ug||uy — uldz
RN Br

+(ozoo+6)/

(|u||wn — ul + |u, — u|2)dx +c / [V, — u|dzx.
RN\Bp RN

13
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Logo,
G(z,) < cl/ |, [P |7 [y, — u|d +/ a(x)|un||u, — u|dx
RN Br
+ (arme + 6) / (el — ] + |t — ul?)da (1.8)
RN\Bpr

+cl/ [Un ]|y, — uldz.
RN

Primeiro note que, pela convergéncia local em (|1.5)) e pela desigualdade de Holder,

< [la(@) | zee llun| 2 lun = vl L2 (B0

/ a(z)|wy ||y — uldz
Br(0)

1.9
< Elunlle um — ul 2300y (19)

< Kollun — ullL2(Br0)) — 0,

quando n — oo.

A fim de estimar a primeira integral em , dado € > 0, escolhemos R; > 0 tal
que p(C.) < ¢, onde C. = {x € R¥\Bg,; a(z)b(r) < 72} (veja Secdo [1.3). Para este
valor de Ry, tomando r1 = (p1+¢q1)/(p1—1), o = (p1+@1)/q1 e r3 = p1 + ¢1, de modo
que 1/r + 1/ry + 1/r3 = 1, podemos invocar a convergéncia local e a desigualdade de

Holder para obter

/ P o | T — uldz < {lunP | e [[on ™ o2 tn = ll rs (B, (0))
BRl(O)

= tnl Py 10nll ey [ = vl g1 +r (B, (0)

< ksllzalP T g — ull ot (8, (0))-

Sendo (z,) limitada e u, — u em LP*T9(Bpg,), temos que
/ [P o | [, — uldz < ¢, (1.10)
Br,

para todo n suficientemente grande. Definindo D. = RN\(Bg, U C.) e usando a
desigualdade de Hélder junto com ([1.5)), encontramos M; > 0 tal que

p1t+a1—1
P1+4 p1+4q
/ [t [P 0 |, — ] d < UD (Jutn P~ i dx} =l
: ) p1ta1—1
P1+aq1

p1t+ay
< M, |:/ (|un’plfllvn|m)m+q1—1 dSU:|
D.

Supondo, sem perca de generalidade, que ¢; > p; — 1, aplicamos a desigualdade de

14
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Holder e (1.5) mais uma vez para encontrar My > 0 tal que

2(p1—1)
r1t+a1 pr1+a1

/ |un|pl_1|vn|q1|un - U|dx < M, [/ (|unvn|> 2 d$:| . (1.11)
D¢ e

Agora, tomemos t € (0,1] tal que p; + ¢1 = 2t + (1 — £)2*, obtendo, pela desigualdade
de Holder e a defini¢ao de D,

/ (|unvn|)p1;qldx:/ |unvn|t|unvn|(1_t)%dx
£ DE

¢ v 1-t
< (/ |unvn|dx) (/ |un|2|vn|2dx)
e RN

t * * 1—t
< (=] Vawh Vi@l ) (lul51n)5E)

1 17t
3 2 . v oy 1t
Sz—:t[( / a(x)uidx) ( / b(x)vgdx) ] (a3 e 327)

RN
UHH;{?) .

*/2
< &t (Junllz onll )" (a2

Pelas imersoes continuas E,, B, — L?, segue da expressao acima, (1.11]) e a limitacao
de (z,) em E que existe r > 0 e M3 > 0 tais que

/ |2, [P v |7 1y, — uldz < Mase”, para todo n € N, (1.12)

€

Por outro lado, pela desigualdade de Holder generalizada e ((1.5)),

[ P — alds <
Ce

1
3

p1t+q1 ppllgqll p1+q1 pli&ql 2% : s
N [ | dx N v dx § luy —ul” de ) p(C.)
R R R

< kye®,
2% —
para todo n € N, onde s = 2*((]';—:—%1) > 0. Dal, segue da desigualdade acima,
1T aq
[C10) e (T12) que
/ |2, [P v |7 [y, — u|d2z — 0, quando n — oo. (1.13)
RN

Analogamente,

/ |Un ||ty — uldz — 0 e / lul|u,, — uldz — 0, n — oo. (1.14)

RN RN

15
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Além disso,

V(u, —w)* | a(z)

(oo + 5)/ Uy, — ul?dr < (o + 5)/ { + |, — ul?| dx
RN\Bg RN Qo Qo

)
< (‘“”+ >Hun—uHQEa-
Qo

Assim, a desigualdade acima junto com ([1.8)), (1.9)), (1.13]) e (1.14)) provam a afirmacao.

De modo similar, mostramos que

/ Fu(z,2)(u — u,)dx — 0, quando n — oo.
RN

Logo, por (1.6]) e (1.7)), obtemos

O + 0

[, — ul|f, < o(1) + ( ) |t — ul|%,, quando n — oco.

Dali,

o+ 0
(1 _ Qe > s — ul|%, < o(1), quando n — co.
aop

Pela escolha de ¢, concluimos que u,, — u em F,.
Procedendo de maneira andloga, podemos usar a segunda desigualdade em (F})

para mostrar que v,, — v em FEj. Isto conclui a prova do lema. O
Baseado nos resultados precedentes, podemos afirmar

Lema 1.3. Suponha as condigbes (A;) e (Ay) validas. Se F' satisfaz (F}) e (F3) ou

(E), entao o funcional I satisfaz a condigao (SCe).

Demonstracao. Seja (z,) = ((un,v,)) C E uma sequéncia (SCe), i.e. (z,) satisfaz (i)
I(z,) = c e I'(z,) = 0 quando n — 00, e (ii) ||2,]|[|[{'(zn)|| < M < oo. Pelo Lema [1.2]
é suficiente mostrar que (z,) é uma sequéncia limitada. Supondo que F satisfaz (Fy),

obtemos

1
02/ [t |*| o | dz < —/ VF(x,zn)-zndx—/ F(a:,zn)da:+/ ho(x)dx
RN 2 RN RN RN
1
:I(zn)——]'(zn)zn+/ ho(z)dx
2 RN

1
< (zn) + I Ga)lllznll + 12l o,

16
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1, 1 1 1
I(z,) — 5([ (2n), 2n) = §Hzn]|2 — /RN F(z,z,)dx — 5“’271”2 + i /RN VF(z,2,) - zpdx

(oYY ime = [ R ) = VP ) - | de
(35 1= [, [Piao =

1 1
> (5-5) Il =co [ felloaftds = [ mi(o)ds
2 0 RN RN

Assim,

1 1 1
(5 5) Inll < ) = gz + e [ fuablontida+ [ o
Por (i) e (ii), encontramos M; > 0 suficientemente grande de modo que

1
02/ [un | o |Vde < 1(z,) — 5(['(zn),zn>||h2||,;1 < M, (1.15)
RN

1 1 L
(5 - 5) Han2 < I(Zn) - 5(1 (Zn)a Zn) + C2/ ’un|pyvn’qd$ + Hh1HL1
R (1.16)

§02/ |tn|P|vn|9dx + M.
RN

Considerando v = p+ ¢ e n = u + v, aplicamos o Lema [1.1| para encontrar r > 1 tal
querp > p,rq > v, 2(r—1) < yr—n < 2*(r—1) e (yr —n)/r < 2. Uma vez que

Un ()|, |[vn(2)] < |20(x)|, para todo x € RY, podemos escrever
< para tod RY, pod

yr—m

T P e L P P e P

-

I v rp—p rq—v
2|un|r|vn|r|un| " |Un| "

= |un[Pvn|.

Dai,

/ |un|p|yn|qd$ < / <|un|#‘vn|y)%|zn|’yry«7”dl’7
RN R

e aplicando a desigualdade de Holder para a ultima relagao, obtemos

1 r—1
[ e[ sl [ se]
RN RN RN

Consequentemente, pela desigualdade (|1.15)), existe My > 0 tal que

ar—m

/|wm%mmswmmu;n e
RN L'r 1 Lr—l

-+ X

17
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ar—n

Como a inje¢io E — L*(RM,R) x L*(RY R) é continua para 2 < s < 2%, T €
r —
[2,2"] e 8 > 2p, segue da desigualdade acima e ([1.16)) que existem M3, My > 0 tais que

2 1
2ol < Ms||znll 5™ + Ma.

Finalmente pela escolha de r, temos que < 2 e, assim, podemos concluir que

V=
r —_~

(z,) é uma sequéncia limitada. O caso em que a condigao (Fy) é vélida, a conclusao

que (z,) é limitada é uma consequéncia direta de ((1.16) com ¢ = 0. Isto conclui a

prova do lema. O

A seguir, enunciamos as versoes dos resultados abstratos em [1] que serao usados

na prova dos Teoremas [1.1H1.2]

Teorema 1.5. ([17, [19]) Seja E um espago de Banach real. Seja I € C'(E,R) um
funcional (SCe) satisfazendo 1(0) = 0 e as condi¢oes

(1) existe p > 0 tal que 1(z) > 0, para todo z € 0B,(0);

(Iy) existem € R, e € E tais que I(te) < 3, para todo t > 0.

Entdao I possui um ponto critico nao nulo.

Teorema 1.6. ([I7, 22]) Seja E = V & W um espag¢o de Banach real com V de
dimensdo finita. Suponha que I € C'(E,R) € par satisfazendo I(0) = 0, (SCe) e as
condicoes

(I3) existe p > 0 tal que 1(z) > 0, para todo z € 0B,(0) N W.

(14) existe um subespaco V CE comdimV < dimV <ooefeR tais que I(z) < p,
para todo z € V.

Entao I possui dimV — dim V pares de pontos criticos nao triviais.

Observacao 1.1. Os Teoremas |1.5] e [1.6| em [17, [19] e [17, 22] estdo provados para a
condigao de Palais-Smale [I], [14]. A versdo para a condigao (SCe) é baseada na prova
do Lema de Deformagcao em [20)].

1.2 Existéncia de Solucoes

Nesta secao, iremos provar os Teoremas e verificando que o funcional I,
dado por (1.4), satisfaz as hipiteses do Teorema . Comecamos recordando uma

caracterizacao variacional do autovalor A; (veja o Apéndice :

Alzsup{,uzo; ||zH2—2,u/ uvda:EO,VzEE}. (1.17)
RN
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Consequentemente, tomando A € [0, A1), dado por (F3), existe A < p < A; tal que
|2]|* — Q,u/ uvdzr > 0, para todo z € E. Assim,
RN

1 1 A 1 A
el = [ o> G = el = (5 - 50 ) el
RN 1% 2 2/,6

para todo z € E. Pondo ¢c3 = = — — > 0, temos que

2 21
Line 2
—[lz]]F = A wvdx > c3)|z]|%, para todo z € E. (1.18)
2 o
Agora, dado € > 0, usamos (F3) para achar 6 > 0 tal que
F(x,2) — Muv < g|z|?, para todo (z,z) € RY x R? com |z| < 4.

Além disso, observando que F'(x,0,0) = 0 e aplicando (F}), obtemos constantes ¢y > 0

e 2 <o <2 tais que
F(x,2) — Muv < ¢4]2|7, para todo (z,2) € RY x R? com |z| > 4.
Combinando as duas ultimas desigualdades, obtemos
F(x,2) — Muv < g|z]* 4+ ¢4|2|7, para todo (z,2) € RY x R2,
Consequentemente, pela defini¢ao e a desigualdade ,

1) = 51 = [ | Pl 2)da

zchzHQjL)\/ uvdx—/ F(z,z)dx
RN RN

203H2H2—£/ |z|2dx—c4/ 2|7 da
RN RN

I

= cslzll* — ellzllZ> — callzl1Ze,

para todo z € E. Usando a imersdo continua £ — L*(RY R) x L*(RY,R), 2 < s < 2%,

temos que
I(2) 2 cs||2|” = ekal|z]|* — cakal|2]|7

> (e — £k — eabl|2]72) 1212
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

para todo z € E. Sendo o > 2, podemos tomar € > 0 e ||z|| = p suficientementes

pequenos de modo que c3 — k1 — c4ko[2]]772 > 0, ou seja,
I(z) > 0, para todo z € E com ||z|| = p.

Assim, concluimos que [ satisfaz a condic¢ao (Iy).

Agora, para provar o Teorema vamos supor a condigao (Fy) para verificar que
I satisfaz a condi¢ao (I3) quando n > 2 (o caso n = 2 é provado por um argumento
similar). Dado (z, z) € RY x R?, considerando a fungdo g(t) = F(z,tz) = F(z, tu, tv),
t > 0, temos que

g(t) = Fu(x,tz)u + F,(x,tz)v

1
= ;VF(I’, tz) -tz

1
> 7 [2F (z,tz) 4 2co|tul|tv]” — 2he(z)]

29(t 2h
- —9; ) 1 eyt ol — _1(33)’

para todo t > 0. Mas

Assim,

d (g(t) 1 1 , 2hy(x) 3 y 2ha(x)
4 (22) 2 & [t - 22| —acarspupiop - 222, 5

Integrando a desigualdade acima com respeito a variavel ¢, de 1 até ¢, obtemos

g(t) 2calu ol s ' ds
—~ —g(1 —— (" —=1)—=2h —
= a)z =) o) [ G
2cs|ul*|v]” s 1
=———(tr"*—-1)—(1—=)h
para todo t > 1. Dali,
F(x,tz) 2co|ult|v|”, . o 1
—a 2F(m,z)+—n_2 (t"77 = 1) — |ho(x)] 1_15_2 ,

para todo t > 1. Consequentemente,

265 ul"v]”

F(x,tz) > t*F(x,2) + (t" — %) — |ho(2)|(t* — 1),

n— 2

para todo ¢t > 1. A seguir, fixemos ¢ € C°(RY), ¢ # 0, e tomamos e = (¢, ). Usando
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

a relacao acima, obtemos

2 n
/ Flz, te)da > t? / Fle,e)de + 2205 2y 2 1y,
RN RN n—2

para todo t > 1. Sendo n > 2, concluimos que

1

2 F(z,te)dx — 0o, quando t — oo. (1.19)
RN

Logo,

SI(te) = 2lell 1/ F(x, et)dzr —

—I(te) = <|le|]|” — = x,et)dr — —o0
t2 2 t2 RN ’

quando t — oo e, assim, [ satisfaz (I3) sempre que a condigdo (F3) vale. Pelo Lema
[L.3] I satisfaz a condigao (SCe). Além disso, ja temos que 1(0) = 0 e I satisfaz (I;) e
(I3). Portanto, pelo Teorema concluimos que o problema possui uma solugao
nao nula. Isto conclui a prova do Teorema (1.1

Para provar o Teorema [1.3] ainda precisamos verificar que o funcional I satisfaz a

condi¢ao (I3). Mas, tomando e = z; (autofungao de (LP) associada ao autovalor \;) e

notando que ||z * = 2\ uyvrdz, segue de (Fy) que
RN

1
I(te) = §t2H21H2 - /RN F(z,tz))dx = /RN [MtPuivy — F(x,tz)|de < c3 .= B,

para todo ¢ > 0. Isto mostra que (I3) vale e o teorema estd provado.

1.3 Multiplicidade de Solucoes

O objetivo desta secao é provar os Teoremas e verificando que o funcional
satisfaz as hipoteses do Teorema com dim V — dim V' tdo grande quanto queremos.
Seja {z1, 22, ..., 2k, ...} uma base ortonormal para E. Para cada k € N, definimos
By = span{z1, ..., zx}. A fim de provar o Teorema[l.2] precisamos do seguinte resultado

técnico.

Lema 1.4. Suponha as condigoes (A1) e (Ap) validas. Se p,g > 0e 2 < p+q < 2%,
entao dado d > 0, existe ky € N tal que

/ [ulPlv|?da < 62|, para todo z € By, k > ko.
RN

Demonstra¢dao. Primeiro, suponhamos que p = ¢ = 1. Argumentando por contradicao,

suponhamos que existe ¢ > 0 e uma sequéncia (z;) = ((u, vx)) C Ep* tais que || z;]| = 1
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

/ g [oeldz > ¢ > 0. (1.20)
]RN

Sem perca de generalidade, podemos supor que

~Oem E
{Z’“ em (1.21)

ug, v, — 0 em L (RY) para 2 < s < 2*.

loc

Pela condicio (Ay), dado € > 0, temos que p({xr € RY;a(z)b(z) < e72}) < oo. Assim,
para R > 0,

p({x € RN\ Bg;a(z)b(z) < e7?}) = p({z € RY; a(z)b(x) < e7?})
— p({z € Br(0); a(x)b(z) < e7?})

— 0, quando R — oo.

Logo, podemos escolher R > 0 tal que u(C:) < g, onde
C. = {x € R¥\Bg;a(x)b(x) < 2}

Pela desigualdade de Holder com expoentes N/2, 2* e 2%, obtemos

2
/ |url vkl de < p(C)N ug| o= [0l -
Ce

Segue da convergéncia fraca em ([1.21)) que existe M > 0 tal que ||lug|| 2+ ||vgl|2r < M
para todo k € N. Dali,
/ [ugl|vgldz < Mpu(Co)> < Mew. (1.22)
Ce

Agora, definindo D, = RN\ (B U C.), podemos usar a desigualdade de Holder mais

uma vez para obter

/D gl < /D /a(@) [u | /5@ gl de

. < / s a(x)ufdx) v ( / 6 b(x)u,fdx) " o

< 6/ [[Vurl® + [Vor® + a(z)u® + b(z)vy*] do
RN

IA

< 5sz|]2 =c.
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

Além disso, por (T2T), temos que [Jugllz2 sy, onll 125,y — 0. Assim, para todo k

suficientemente grande,

/ gl o] < Neaell g2 06l 2280 < <. (1.24)

Bg

Em vista de (1.22)-(1.24) e o fato de que ¢ > 0 pode ser escolhido arbitrariamente
pequeno, obtemos uma contradigao com ([1.20)). Isto prova o lema para p = ¢ = 1.

Agora, consideremos o caso geral. Supondo p > ¢, afirmamos que existe c; > 0 tal que
/ [ulP|v|%dx < csljuv]]? ., ||z]]P~9, para todo z € E. (1.25)
RN L2

De fato, a desigualdade acima é trivialmente verdadeira para p = ¢. Assim, podemos

assumir que p > q. Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

[ abtottaz = [ (uljolyul-1as
RN RN
P—gq

2 =
p+q p+q
< (/ \uv\p;qd:c> (/ ]u\p”dx)
RN RN

= [[uv]l? oy l[ulls s

Como |u(z)| < |2(z)| para todo z € R, segue da imersdo continua F — LPTI(RY R)x

LPT9(RY | R) que existe c5 > 0 tal que
||u||r+a < es5]|z], para todo z € E.

Isto prova a afirmagao (1.25)). Tomando ¢t € (0,1] tal que p+ g = 2t + (1 — t)2*, pela
desigualdade de Holder, obtemos

1-t

1/2
Q*dx) ]

t
2% (1—t
[ vl ) 1D

]{31”2 2*(1—t)‘

(et
URED
= () wetae) [renens]
(et
URED
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

Finalmente, dado 6 > 0, usando o fato de que o lema vale para o caso p = ¢ = 1 com
pt+q

5 = ( o > *" encontramos ko € N tal que

csk1

t 5 e t 5\ B
wolde | < || —— ! 2| = — ' 2||*,
(f jwite) < [(,{) || ||] (%) " el

para todo z € E, L, k > ky. Assim,

pt+q
2 2t
1) |2 k1] 2

pt+q

2q
) k=],
1

2*(1—t)

—
=
<
‘:‘@

Y]
Y
3
IA
VR
w‘ gl w‘ &

para todo z € E,*, k > ky. Logo,

HuvH’in < (c5)716)|2||*, para todo z € Ey*t, k> k.

2

Combinando a desigualdade acima com (|1.25]), obtemos
/ |ulP|v]%da < §]|2]|29||2||P~9 = §||z||PT9, para todo z € Ey", k> k.
RN

Isto conclui a prova do lema. O

O préximo resultado segue de (1.1]) e o fato de que a imersao E — L*(U) x L*(U),

2 < s < 2% é compacta se U C RY é um aberto limitado.

Lema 1.5. Suponha as condigoes (A4;) e (A4,) vélidas. Se a e 8 € L>®(RY) satisfazem
(1.1]), entao existe r > 1 com a seguinte propriedade: dado § > 0, podemos encontrar

k1 € N tal que

1
/ a(z)udr < —/ a(z)u’dr + 0||z||?, para todo z € Ejr, k > ki,
RN RN

r

1
B(x)vidr < —/ b(x)vidr + §||z||%, para todo z € Eif, k > k.
RN T JrN

Demonstracao. Suponhamos, por contradicao, que existe 6 > 0 e uma sequéncia z;, =

(u, vi) € BT tais que ||z]| =1 e

r

1
/ ar)uide > —/ a(x)uidz + 0, para todo r > 1.
RN RN
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

Sem perda de generalidade, podemos supor que

zr —0em E,
ug, v — 0 em L7 (RY) para 2 < s < 2*.

loc

Pela condigao (1.1)), existe R > 0 tal que a(z) < ag, para todo x € RV\Bg. Assim,
para todo r > 1 e todo k € N,

1
/ ax)uidx +/ ar)uide > —/ a(x)uidx + 0.
Br RN

B, r

Como a(x) < ag para |z| > R, temos

1
/ ax)uidx +/ aguidr > —/ a(x)uidx + 9,
Bg RN

B r

para todo r > 1 e todo k£ € N. Dali,

1
/ ar)uide > —/ a(r)uidr — / apuidr + 6
Br T JrN B

c
R

_%Lf@@m+<;4>éa@%m

+ / (a(x) — ap)uidr + 9
B

1 11—
> —/ a(x)uidr + < r) / a(x)uidx + 0,
T JB, r B

c
R

para todo r > 1 e todo k € N. Uma vez que a,a € L®(Bg) e ux — 0 em L*(Bg),

segue que

1—
0> ( r) lim sup/ a(r)uidr + 0, para todo r > 1,
r k—oo  J B,

o que é uma contradicao. O

Agora podemos verificar a condigao (I3). Seja r > 1 constante dada pelo Lema .
Pela desigualdade (|1.3)), temos que

1
/ |F(z, 2)|dx < ﬁ/ |ulP ]! dx + —/ [a(z)u® + B(x)v’]dz + cl/ lulv|dz.
RN P1 JrN 2 RN RN

Dado § > 0, segue do Lema que existe kg € N tal que

1

_ |u|P1|U|tI1dx < 5”Z||P1+Q1 e 01/
P1 JrN

[ullvldz < 6|21,
RN
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

para todo z € E,*, k> k. Pelo Lema existe k1 € N tal que

/RN [a(x)u? + B(z)v?]dr < l/RN [a(x)u® + b(x)v*)dw + 25|22

r

1
< TP + 2020,
para todo z € E,*, k > ky. Assim, tomando k = max{ko, k1 }, temos que
1
/ [, 2l < 32l + 82l + o=l + 8l1=]7, para todo = € B,
RN r
onde 0 = p; + ¢;. Dali,

1) = 5lelF = [ oo

1 o 1
> <|z]]* = 6llz]|7 = 20]|2)1* = == |z
2 2r

r—1 o
= (55 - ol - 25 el

para todo z € E,t e todo 6 > 0. Tomando § = - , temos que, para todo z €
r
Byt 0 B(0),
r—1 r—1
T > _ o—2 2 2
@2 |55 = T U+ ) e
r—1 r—1
> - . 2
{ o 12r 3] Il

= > 0.
(%) beli =

Isto prova a condigdo (I3) com V = E, e W = Ej*.
Agora, dado m € N, tomemos @1, ¥, ..., Pmir € CC(RY) tal que supp(p;) N
supp(p;) = 0 para cada i # j € {1,...,m + k}. Considere

V= Span{(gpla @1)7 ceey (@erka (perk)}

Para cada i € {1,...,m+k}, seja fi(t) = I(t(¢i, ¢:)), t € R. Entao f; € C(R,R). Além
disso, por (1.19)), temos que

1 1
fi(t) = 2 (§||(<p,,g02)||2 5 /]RN F(:v,tapi,tgoi)dx) — —00, quando [t| — oo.

Assim, existe C; > 0 tal que f;(t) < C;, para todo t € R. Agora, seja

~

€= 751(901, @1) + ..t tm+k(<ﬂm+k, 90m+k) ev.
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1. Sistemas com nao-linearidades superquadraticas em direcoes apropriadas

Uma vez que supp(p;) N supp(p;) = O sempre que i # j e F satisfaz F(x,0,0) = 0,
segue que
I(e) = I(ti(¢p1, 1)) + - + L(tmsr(Omths Pmtr))
= fit) + oo + frnsk(msr) < Cr+ oo+ Oy, =2 B.

Logo, I satisfaz (I;). Além disso, pela condigao (Fy), segue que I é um funcional par.
Assim, uma vez que [ satisfaz 1(0) = 0, (I3), (14) e (SCe), podemos aplicar o Teorema
para concluir que, para cada m € N, o problema possui dimV — dimV = m
pares de solugdes nao nulas. Isto conclui a prova do Teorema [1.2]

Para provar o Teorema [1.4] ainda precisamos verificar a condigao (I4). Considere-
mos a, b e €, aberto de R, dados por (Fg) e tomemos ¢, ..., omir € CS°(RY) como

anteriormente com supp(p;) C €, para cada 1 < i < m + k. Entao, definindo

V= span{(ap, bp1), .., (AP, bpmk) }

podemos, como anteriormente, aplicar a condi¢ao (Fg) para verificar que (1) vale e,

assim, concluir a prova do Teorema
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Capitulo 2

Sistemas com potenciais se
anulando e comportamento
assintotico com respeito a um

parametro \ > 0

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia, multiplicidade e comportamento

assintotico de solugoes para o sistema eliptico acoplado

—Au+ da(x)u = b u|P~2ulv|?,
P+q
§ —Av+ \b(z)v = pj— |ulP|v|7 2, (Sx)

u,v € DVA(RY),

\
onde N > 3, A é um parametro real positivo, p,qg > 1 e p+ g < 2*. As hipoteses sobre

os potenciais nao negativos a e b sao:

(Hy) a,b € C(RY,[0,00)), Q, := int a2(0) e € := int b=1(0) tém fronteiras sua-
ves, Q, = a~1(0), Q = b71(0), e Q, N é um conjunto nio vazio;

(H,) existe My > 0 tal que o conjunto F := {z € RY; a(x)b(z) < My} tem medida de
Lebesgue finita.

Diferentemente do Capitulo |1, note que nao foi assumido nenhum limite inferior po-
sitivo para os potenciais a e b. Portanto, nao esperamos achar solugoes para (|S)))
no espaco de Sobolev H'(RY). Contudo, tirando vantagem do acoplamento forte do
sistema e a hipdtese (Hs), somos capazes de usar métodos variacionais para estudar

(S)) considerando o funcional associado definido num subespago fechado préprio de
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2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintotico com respeito a
um parametro A > 0

DL2(RYN) x DM?(RY). Também veremos que os conjuntos €2, e €, podem ser ilimitados
e que o fato de €, N ), ser um conjunto nao vazio é essencial para a obtencao dos
resultados. Como no caso escalar em [2], o principal resultado deste capitulo mostra

que o sistema eliptico semiliniear
( b _
—Au = ——|ulP~2ulv|? em €,
+4q

—Av = lulP|v]9™ 20 em €, (L)

[ u € Hj(Qu), v e HI (W),

pode ser visto como um limite para quando A tende ao infinito. Vale a pena
mencionar que, embora €, e {2, possam ser conjuntos abertos distintos, o sistema
¢ variacional. Notemos também que a condigao (Hs) implica que €2, e 2, tém medida
de Lebesgue finita, pois Q,, ), C F. Assim, temos que a imersao H](£2,) x H} () —
L7 (Q,) x L*(€2) é compacta para 1 < r,s < 2%

A fim de enunciar os resultados, introduzimos os subespagos fechados de D?(RY)

associados com os potenciais a e b:

X, = {u € DI’Q(RN);/ a(r)uldr < oo} e
RN

Xy = {v € DI’Q(RN);/ b(x)vidr < oo} .
RN

Para qualquer A > 0 dado, consideremos o espaco de Hilbert X = X, x X}, munido

com o produto interno

((w0) (20 i= [ [VuVio+ VoV + Mafa)up + Ab(a)od] da

RN

cuja norma associada serd denotada por || - ||x». Note que (-,-)g é o produto interno
usual do espago DM?(RY) x DVA(RY).

Observagao 2.1. Se \; < Ao, entao ||z|[x, < ||z]|x, para todo z € X.

Associado com o problema ([S))), temos o funcional energia I : X — R definido por

1 1
I(z) = =||z 2——/ ulP|lv|%dx, z=(u,v) € X.
A(z) = Sll2ll5 p+qRN|||| (u, )
Em vista das hipéteses (H;) e (Hs), o funcional Iy estd bem definido e ¢ de classe C*.

Além disso, a teoria de regularidade eliptica implica que os pontos criticos de I sao
solugoes classicas do problema ([S]).
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2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintotico com respeito a
um parametro A > 0

No primeiro resultado, consideramos a existéncia e comportamento das solugoes de
energia minima de . Recordamos que uma solucao de energia minima para o nosso
problema é um ponto critico de I, associado com o menor nivel critico positivo deste
funcional. Em nosso contexto, uma vez provada a existéncia da solucao de energia
minima, podemos sempre encontrar uma solucao de energia minima positiva. Aqui,
observamos que chamamos z = (u,v) uma fun¢ao positiva se u e v sdo positivas em

quase todo ponto em RY.

Teorema 2.1. Suponha as condigoes (Hy) e (Hy) vdlidas. Entao existe A > 0 tal que,
para todo X > A, o sistema possui uma solucao de energia minima positiva zy.
Além disso, se (A,) C R € tal que N, — o0 e (zy,) € uma sequéncia de solugdes de
energia minima positiva de (Sy,), entdo (zy,) converge em DV2(RY) x DV2(RY) ao

longo de uma subsequéncia para uma solu¢ao de energia minima positiva de ((L)).

No préximo resultado, usamos a simetria do problema para estabelecer multiplici-

dade de solugoes para valores grandes de A. Mais especificamente, temos:

Teorema 2.2. Suponha as condigoes (Hy) e (Hs) vdlidas. Entao, para qualquer k € N
dado, eziste Ay > 0 tal que, para cada A\ > Ay, o sistema (S)) possui pelo menos k

pares de solugcoes nao nulas.

Como no caso das solugoes de energia minima encontradas no Teorema [2.1, as
solugoes derivadas do Teorema tém energia uniformemente limitada com respeito
a A. Isto nos permite mostrar que estas solugoes convergem em D4?(RY) x DV2(RY)
para uma solucao de quando A — oco. Mais geralmente, temos o seguinte resultado

de concentragao:

Teorema 2.3. Sejam (\,) C R uma sequéncia tal que A\, — 00 e (zy,) uma sequéncia
de solucdes de (Sy,) tal que liminf I, (2y,) < co. Entdo (zy,) converge em DY2(RY) x
n—o0

DY2(RY) ao longo de uma subsequéncia para uma solugdo de ((L)).

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secao [2.1, apresentamos
alguns resultados técnicos que serao usados ao longo do capitulo. Também investiga-
mos o comportamento das sequéncias de Palais-Smale quando A vai para o infinito.
Provaremos o Teorema na Secao O final da Secao ¢ dedicado a prova dos
Teoremas [2.2] e 2.3

2.1 Preliminares

Nesta secao, apresentamos alguns resultados preliminares para a prova do Teorema
2.1l Para qualquer conjunto mensuravel K C RY, escrevemos p(K) para denotar a

medida de Lebesgue de K. Comecamos com dois resultados técnicos.
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2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintotico com respeito a
um parametro A > 0

Lema 2.1. Para qualquer conjunto mensuravel K C R”, existe uma constante ¢ > 0

tal que

B
/ |ulP|v|%dx < CHzHZSJ“F2+2 tr (/ \uv\dx) , paratodo z = (u,v) € X,
K K

onde r :=2*/(2*—p—q+2) > 1,t € (0,1) satisfaz r = 2*t/2+ (1 —t) e B := (1 —1)/r.

Demonstracao. Da definicao de r, temos

Pela desigualdade de Holder e a imersao continua DM2(RY) — L2 (RY) (vide Teorema

B.1)), temos

/ ufPlofida = / P ol vl da
K K

p—1 q—1
ES

() (e
K K
<wlllf ([ Juolrac)

K

Como 1 < r < 2*/2, existe t € (1,0) tal que r = 2*¢/2 4+ (1 — t). Pela desigualdade
de Holder com expoentes 1/t,1/(1 —t) e a imersdao continua DV?(RY) «— L¥ (RY)

novamente, obtemos

/\uv\rdx:/ |uv
K K
t 1-t
< </ \uv\z*/de) (/ ]uv!dm)
K K

(/K |uv|7”da;)i (2.1)

2*t/2|uv‘l—tdx

1 t (2:2)
< <—/ (Ju[* + |v]*) dx) (/ |uv[dx>
2 Jk K
1t
< ko213 (/ |UU|de> :
K
Combinando a iltima desigualdade e (2.1)), temos que existe ¢ > 0 tal que
1—t
[ aplofids < el (/ ’wld"“") |
K K
Isto conclui a prova do lema. O
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2. Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintotico com respeito a
um parametro A > 0

Lema 2.2. Existe uma constante ¢ > 0 tal que
/ lulP|v|%dx < €)|z||5™?,  para todo z = (u,v) € X.
RN

Demonstragao. Pelo Lema temos que

1—t
/ mwwwxsdu%“z“””(/ wmm) . (2.3)
RN RN

Relembremos que o conjunto F' dado em (Hs) tem medida de Lebesgue finita e a(x)b(x) >

My em F*. Aplicando a desigualdade de Hélder com expoentes 2*,2* N/2 e usando a

imersdo continua DV2(RY) — L¥ (RY), obtemos

/ |uv|dx:/\uv|d:v+ \uv|dz
RN F Fe

1
< ull e (10| 22 oy ()N + N Va(@)ulv/b(z)[v|dz

< k)22 + \/%0 ( / Ca(m)u%zx) v ( / Cb(x)Ude) v (2.4)

1
< k2| +

[E2BA EIB
VMo

= ko|z]7.

A ultima desigualdade e (2.3) fornecem ¢ > 0 tal que

(1—)2

—24-2%¢ —
[ loprde < @)

- /C\HZ|’p+Q—2+%(2*t/2+(1—t))
- 1
= 2l|z[I7™,

onde temos usado que r = 2*¢/2 4 (1 —t). Isto prova o lema. O

Uma vez que estamos interessados em solugbes positivas de (S)), vamos traba-
lhar com um funcional um pouco diferente daquele que foi definido na Introducao do

capitulo. Mais especificamente, considere I, : X — R dado por

1 1
I\(z) = §||Z||§ Tt fx ufoide, z=(u,v) € X.

Em vista do lema acima, ele estd bem definido. Além disso, podemos usar os resultados
acima e a hipétese (Hy) para mostrar que I, € C'(X,R) para todo A > 0 e
1 1

L(2) w=(zwpx — —— | (pul

Pl N vl qul vt Y awde, 2= (u,v),w € X.
R
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um parametro A > 0

Observemos que, para todo z = (u,v) € X,

1 —_— —
L(z) -z =|lz]l5 — Py N(puﬂ "olu+ qui vl v)de
R
1
= |l2[5 - P+q RN(pUﬂvi + quiivl)dz

— el - [ ot

e, portanto, se z é um ponto critico de I, entao

o1 = [ ot

Relembremos a seguinte condicao de compacidade:

Definigao 2.1. Sejam E um espago de Banach e I € C'(E,R). Dizemos que (z,) C £

¢ uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ (sequéncia (PS). abreviadamente) para [

se I(z,) > cel'(z,) = 0 em E'. Dizemos que [ satisfaz (PS). se qualquer sequéncia

(PS). para I possui uma subsequéncia convergente.

Lema 2.3. Sejam A > 1 e (z,) C X uma sequéncia (PS). para I,. Entao valem as

seguintes afirmacoes:

(i) (z,) é limitada em X

- . 1 1\
i) Jim sl = Jim [ (@ onte = (5= =)
(iii) se ¢ # 0, entao ¢ > 7 > 0, para algum 7, que nao depende de \.

Demonstracao. Temos que

11 ) 1
—— —— ) lznll5s = Lu(z,) — ——1I15(2,) - 20 = ¢+ 0o(1) + o(1) ]| 2,,
(55 ) Il = D) = -1 (1) +o(1) ]l

quando n — oo, e portanto (i) vale. Além disso, quando n — oo, temos que

(1 ) L) leall = ¢+ 0(1) + o(1) 2l = Ta(z0) — TA(zx) 20

2 p+ygq
1 1
I p a4
(2 p+61>/RN<u")+(U">+ v

(2.5)

donde segue (ii). Agora, observemos que, como A > 1, segue do Lema e a Ob-

servacao [2.1] que

. 1
I'(z) 2= |2l - /RN wiuide > |23 =@l > [l213 - 2lzI5™ = S 1=13

sempre que ||z][y < (2¢)7YP+a=2
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Suponha que
<5 1 1
c —— —— | :==7.
2 ptgq Yo

Por (ii), existe ng € N tal que ||z,|[x < V/0 para todo n > ng. Assim,
1 2 / /
§||zn|\)\ < I'(zn) - zn < |II'(20)||x']|2n]lx, para todo n € N.

Uma vez que I4(z,) — 0 e ||z]| < v/ para todo n > ng, concluimos que z, — 0 em
X. Consequentemente, I)(z,) — 0 e isto implica que ¢ = 0, o que é uma contradi¢ao

e, portanto, o lema esta provado. O

Lema 2.4. Dados ¢ > 0 e Cy > 0, existem A. = A(g,Cp) > 0 e R. = R(e,Cy) > 0 tais
que, se (z,) = ((un,v,)) € X é uma sequéncia (PS), para I, com ¢ < Cy e A > A,
entao
limsup/ (un)i (v)4de < e.
B

c
n—oo Re

Demonstragao. Como || - |lo < || - ||x, podemos usar o Lema e o Lema [2.3(i) para

obter
/.

s
() (v0) 4 d < ||z 5T 2270 (/ !unvn|d:v>
B,

B
< C||Zn||§+q—2+2*t/7" (/B |unvn|d$> (2.6)

R

B
S kl (/ |unvn|dx) )
B

para todo R > 0. Pela desigualdade de Holder, a imersio continua D'?(RM) —
L¥ (RY) e o Lema [2.3(i) novamente, obtemos

c
R

/ [unvaldr < (B 0 F)?|ug]| 2+ [[va] 22
B§NF

c 2.7
< kop(BS 0 F)2Y 22 (2.7)

< kspu(Bg N F)*Y,
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Por outro lado, sendo (z,) limitada e a(x)b(x) > My em BS N F°, temos que

1
UpUp|dr < ———= Aa(z)|uy, [/ Ab(x)|v,|de
f e < s [ VAl R

1
2)\ AV MO BRch

< (Aa(z)us, + Ab(z)v2) d

1
< — |zl
< fMOHZ 5
< ky/

Assim, segue da estimativa acima, (2.7) e (2.6) que

[ (et < by kg B 0 F) /)
By

Como F tem medida de Lebesgue finita, temos que u(B% N F) — 0 quando R — oo.
Consequentemente, dado € > 0, existem R. > 0 e A. > 0 com a seguinte propriedade:
para todo R > R. e A > A, tem-se

/ (un)(vn)%dx < e, paratodon € N.
B

c
R

Em particular, temos que

lim sup/ (un)(vn)lde < e, paratodo A > A..
B

n—00 c
Re

Isto completa a prova do lema. O

No proximo lema, verificamos que I, satisfaz a geometria do Passo da Montanha.

Lema 2.5. Existem a,p > 0 e zp € X, todos eles independentes de A > 1, tais que
(i) In(z) > « para todo ||z|[» = p,
(ii) In(z0) < In(0) =0 e [|z0]|x > p-

Demonstracao. Pelo Lema temos que

~

1 c

1 1 n 1
B = gl — o [ tutde > SR - g 2 4

desde que |[z][x = p = ((p + ¢)/4c)"/®*4=2. Disto segue (i). Além disso, se ¢ €
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Cs (2, N )\{0}, oy # 0, temos que a(x)p = b(z)p = 0 em RY. Consequentemente,
: [ , 1T P4
lim 7y(t(¢, ) = lim [5“(%90)\“ T ota /RN 90+90+d$}

= lim {tQ/ |V|2dz — e / gop”qux}
o0 | Jw pHaqay "

= —O

uniformemente em A. Assim, existe ¢, > 0 suficientemente grande tal que I, (to (i, ¢))

<
I1,(0) =0 e ||to(p, ¢)|lx > p- Definindo zy = to(p, ), segue que (ii) vale. O

Observagao 2.2. Seja zg dado pelo lema acima. Para cada A > 0, podemos definir o

nivel do Passa da Montanha de I, como

;= inf I t
e = inf mex A(v(1)),

onde
I':= {7 S C<[07 1]7X);7(0) = 07’7<1) = ZO}'

Para uma referéncia mais adiante, observemos que

0 <a<cy < fy:=max I)(tz). (2.8)
t€(0,1]

2.2 Solucoes de Energia Minima

Dedicamos esta se¢ao para a prova do Teorema [2.1] Sejam € > 0 a ser escolhido
depois, Cy := [y dado por (2.8) e considere A, R, fornecidos pelo Lema . Em vista
da Observagao , obtemos, para todo A > A, fixado, uma sequéncia (z;) C X tal que

[A(Zk> — C)\ € I;\(Zk) — 0.

Pelo Lema [2.3(1), (z;) é limitada em X e, portanto, a menos de uma subsequéncia,
temos que z; — 2y := (uy,v,) fracamente em X.

Provaremos que I5(zy) = 0. Seja ¢ € C°(RY) e denote por K o suporte de ¢.
Uma vez que a imersao DV2(RN) < LPHH(RN) é compacta, temos, a menos de uma

subsequéncia, que

(ug, vi) — (uy,vy) fortemente em LPTI1(K) x LPTHK),
(ug(x),vk(z)) = (ur(z),vx(x)) quase sempre em K,

lup ()|, |vr(2)| < hi(x) € LPTH(K)  quase sempre em K.
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Consequentemente, para quase todos os pontos de K, temos que
()i (on) Ll < Junl?~ owllep] < [hiPH o] € LY(E).
Assim, segue das convergeéncias acima e do Teorema da Convergéncia Dominada que

Jim RN(Uk)TI(Uk)i@dJC = lim K(Uk)fl(vk)i@dx

- /K (1) (0) o (2.9)

= / (un)% ' (va)hpdr, para todo ¢ € C5°(RY).
RN
Analogamente, obtemos

lim (ug)? (vp) T pdr = / (un)? (va)4""pdz,  para todo ¢ € CZ(RN).

Além disso, pela defini¢do de convergéncia fraca, (zx, w)y — (zx, w)) quando k — oo,
para todo w € X. Dai, pelos limites acima, temos que, para cada (¢,1) € C(RY) x
Co(RY),

0= ]}1_>r£10 I (2k) - (@, )

= Jim |G (o0 = [ ) + w00 0] do
— G — —— [ [Pl ) + () (n) ] de
P+ q JrN

= I\(2\) - (9, ¥).

Uma vez que C3°(RY) ¢ denso em X, segue que I5(zy) = 0 em X, ou seja, zy é um
ponto critico de I).

Agora, afirmamos que z, # 0. De fato, suponha que z) = 0. Assim ug, vy — 0 em
L*(Bg.). Logo, pelo Lema a limitacao de (z;) em X e a desigualdade de Young,

temos

8
/ ()’ (o) 4d < cf|z |02 </ |“kvkz‘dx)
BRE BRE

B
<k (/ |ukvk|d:v> (2.10)
BRE

B
< ks (/ g |* + |vk|2dx) —+ 0 quando k — oo.
B,
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Assim, segue do Lema (ii) e Lema que, para A > A,

1 1 \!
- - = 1 p qd
Cx (2 p+q> Jim RN(Uk)+(Uk)+ x

= lim. ( / (ot + /

Uma vez que € > 0 ¢ dado e nao depende de A, concluimos que ¢y = 0, contradizendo

(2.8). Isto mostra que z, # 0.

Aplicando o Lema de Fatou, obtemos

) 1 . 1 1
ex = ]}1_{20 ([A<Zk) - 5&(%) : Zk) = kh_{glo (5 - m) /H%N(u/g)ﬁ(vk)idx

1 1
> (- —— Polde = Iy(2y).
- (2 p+q) /RN sade = I(z)

Por outro lado, como I}(z,) - zx = 0, temos que

(Uk)ﬁ(vk)idﬂf) <e.

c
Re

2513 = / ()t (vy)ddx > 0.
]RN
Para cada t > 0, definimos ¢g(t) = I\(tzy). Assim, ¢'(t) = I\(tzy) - zx. Logo

g/<t) =0 %@) = [,\(tZ)\) . (tZ,\) =0

= Plalf = [ () )tde =0
RN

(2= ) 202 = 0

=Pt =0

<t =1.

Dai, tg = 1 é o unico ponto critico de g, e como g(t) — —oo quando t — 400, segue

que este ponto critico é um ponto de maximo global de g. Assim,
= > >
I(z)) ntlgaox{l)\(tz)\)} > %gﬁ{]k(tzk)} > ey,

donde segue que I,(z)) = c¢,. Consequentemente, z, é uma solu¢ao de energia minima.

Uma vez que I3 (zx) - ((ux)—, (va)-) = || ((ur)—, (va)) |3 = 0, temos que uy, vy > 0
em RY. Vejamos que uy, > 0 em RY. De fato, suponha que exista o, € RY tal que
ux(79) = 0 e seja Br(zp) uma bola arbitraria em RY de centro zy. Assim, uy atinge

um minimo nao positivo no interior de Bg(xy). Como u, > 0 e satisfaz a primeira
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equacao de , temos que
—Auy + Aa(z)uy > 0.

Assim, pelo Principio do Méximo Forte, uy é constante em Bg(zg) e como uy(zg) = 0,
temos que uy = 0 em Bg(xg). Sendo o raio desta bola arbitrario, concluimos que
uy = 0 em RV, Isto é uma contradicio. Analogamente, mostramos que vy > 0 em R,
Isto prova a primeira parte do Teorema

Agora, consideremos o comportamento de concentracao de solugdes com respeito
ao parametro A > 0. Suponha que ()\,) C R é uma sequéncia tal que A\, — oo e seja
zy, = (uy,,vy,) a solucdo associada a (S),) tal que I, (z),) = ci,. No que segue,
escrevemos apenas z,, U, € v, para denotar z,,, uy, € v,,, respectivamente.

Primeiro notemos que, por ,

1 1 9
—— —— | lznlly, = I, (2n) = ca, < Bo. 2.11
(5 ) Il = Do) =, < 1)
Assim, passando a uma subsequéncia se necessirio, temos que z, — Z := (u,0)

fracamente em DY2(RY) x DY2(RY) e z,(z) — Z(x) quase sempre em RY. Dado

© € C§°(,), relembrando que a = 0 em €, e usando (¢, 0) como funcao teste, obte-

mos
Vu,Vedr + )\n/ a(z)uppdr = P (un)% " (vn) Lipda,
RN RN P+ q Jry
donde
p -1
Vu,Vodr = —— )t (vp) L pd.
n ¥ PP RN( )+ ( )+

Como ¢ tem suporte compacto, podemos tomar o limite na expressao acima e argu-
mentar como na prova de (2.9) para obter

/ VuVpdr = P (@7 (0)Lpdr, paratodo ¢ € CF(Q,).  (2.12)
QaUQ, P+ q Jo,ue,

Analogamente, temos

/ VoVydr = 4 (@)" (0)% "bdx, para todo ¢ € C°().  (2.13)
U9, P+ 4 Ja,u,
Afirmamos que © = 0 em €. A fim de ver isto, tomemos j € N e definimos o

conjunto

C; i {x € B,(0): a(z) > 1} |

J
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Note que, por (2.11),

0< / uldr < i/ Ma(z)uidr < LHani — 0, quando n — co.
o M Je, X\ "

j n n

Sendo C; limitado e u, — uw em L7,

(RY), concluimos que / u*dr = 0 para todo
C,
J € N. Assim, u = 0 quase sempre em (2 = UZ,C}. Relembrando que €2, tem

fronteira suave, concluimos que u € H}(,). Analogamente, v € H} (). Assim, (u,v)

¢ uma solugao do problema limite . Afim de verificar que Z # 0, definimos

m = Zlg/f/J(z),

onde J : H}(Q4) x HY () — R é dado por

1 1
J(u,v) = 5/9 . (|Vul* + |Vv|?)dz — Pl ul vl dx
aUSdp aUS2p

e N é a variedade de Nehari de J, a saber:
N = {(’LL,’U) € HS(Q(I) X Hé(Qb)) (U,U) 7é (070)7 J,(U,U) : (U7U) = O}

Uma vez que Hj(,) x Hj(€) pode ser visto como um subespago de X, temos que

cx < m, para todo A. Por outro lado,

1 1 1

Fazendo n — oo, usando o Lema de Fatou e J'(w,7) = 0, obtemos

1 1
> lim (= — —— P (v,)d
"= (2 p+q> /RN<U Jilun)de

> (37 537) L@@t =s@o = m

P+q

(2.14)

Consequentemente, J(uw,7) = m e, portanto, Z # 0 é uma solugdo de energia minima

de (Z). Como C§°(£,) é denso em H{(€,), segue de (2.12) que
/ \Va_|[*dr = / Vavi_de = —2— [ @ (@) a_dz = 0.
RN RN PtqJry

Analogamente, segue de (2.13)) que

/ IVo_|2dz = 0.
RN
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Logo, ||(@—,7_)|lo = 0 e, assim, w,v > 0. Dai, segue do Principio do Méximo Forte e

(2.12)-(2.13) que ©w > 0 em £, e T > 0 em §2y,.

A fim de finalizar a prova, usaremos a convergéncia fraca de (z,), o fato que z, é

uma solugao de (S),), (2.14) e (u,v) € N para obter

I =21, = [ [V =D + 1900 = )] do
+ /RN [Ana(z)(u, — 1) + Mb(z) (v, — 0)?] da
_ /RN (IVttn 2 + [Vol? + Ana(2)ul + Aub(x)02) da
+ /R N (IVal® + |[Vo|* + Apalz)w® + \b(2)07) d
—9 /]R (Y Vi + Vo, V0 4 Aa(@)u, i + Aub(a)v,7) de (2.15)
— s, - [ (Va? 41902 da+ of1)
_ /]R () () /R (VP + [VIP) de + o(1)
_ /RN(E)I;(@)W;U— /RN (IVal + |VoP) de + o(1)
=o(1),

quando n — oo. Uma vez que ||-|lo < || ||x,, segue que 2z, — Z em D2 (RY) x DL2(RY).
Isto conclui a prova do Teorema 2.1 O

2.3 Multiplicidade de Solucoes

Nesta segao, apresentamos as provas dos Teoremas e Uma vez que nao

estamos interessados no sinal das solugoes, redefinimos o funcional I, por

1 1
I\(z) = §|\Z\|§ Tt s lulPlv|idz, 2= (u,v) € X.

Como na Secdo [2.1] I, € C(X,R) para todo A > 0 e

1
[;(Z) W= <Z,U}>)\ - (p|u|p_2u|vlq7QIu|p|U|q_1U) .UJd.I‘, z = (u,v),w € X.
P+qJry
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Os pontos criticos de I sao exatamente as solugoes fracas de (\S)). Além disso, para
todo z = (u,v) € X,

1
I (2)- 2z = 22——/ ulP72o|%? + glulP|v]9%0?) da
,\<) || H,\ ptq RN(Z?H || Q|||| )
1
_ 2 Pl |4 Plo,y|a
= |lz]|5 — u|Plv|? + glulP|v]?) dz
[E15 p+qézv(p|||| qlul’|v])

— el = [t
RN

e, portanto, se z é um ponto critico de I, entao

1213 = / o]
RN

Para uma referéncia futura, notemos que, argumentando como na prova dos Lemas

e[2.2] obtemos ¢, ¢ > 0 tais que

— — —1
[ 1l el onlde < el

B

B
[0l1422 g I ( /B C !¢U\dx> (2.16)
R

/B bnldz < &6, n)|Zu(By A F)PY

" . 1/2 1/2 (
2 2
+ AT (/BIC{cha(m)gb d:zc) (/13ng0 b(z)n dm) :

para todo R > 0 e (u,v),(¢,n) € X. Aqui, r > 1, ¢t € (0,1) e f > 0 sao dados pelo
Lema [2.1]

A fim de obter multiplos pontos criticos para I, usaremos a seguinte versao do

2.17)

Teorema do Passo da Montanha Simétrico.

Teorema 2.4. Sejam E um espaco de Banach real e W C E subespaco de dimensao
finita.  Suponha que I € CYE,R) é um funcional par satisfazendo 1(0) = 0 e as
condicoes:

(i) ewiste uma constante p > 0 tal que I|pp, > 0;

(ii) existe M > 0 tal que sup,cy I(2) < M.

Se I satisfaz (PS). para qualquer 0 < ¢ < M, entdo I possui pelo menos dim W pares

de pontos criticos nao triviais.

Nosso primeiro objetivo é provar uma condicao de compacidade local para I.

Comegamos com a seguinte versao do Lema de Brézis-Lieb [5].
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Lema 2.6. Seja ((uy,v,)) C X tal que (uy,v,) — (u,v) fracamente em X. Entao

lim (lunlPlon|® = |uy — ulP|v, — v]?)de = / |ulP|v|?dx.
n—oo RN RN

Demonstracao. Seja A, a integral no lado esquerdo da expressao acima e note que

1
d
An== [ [ = tPlanl+ = Pl — ol
RN Jo dt

1
= —/ / plun — tulP 2 (uy, — tu)(—u)|v,|%dtdx
&N Jo

X (2.18)
- / / qlun — ulP|v, — tv|72(v, — tv)(—v)dtdx

RN Jo

1 1
:p/ / fn(t,x)udtdx—l—q/ / gn(t, x)vdtdx
RN Jo RN Jo
com
fult,z) = |u, — tu|p_2(un —tu)|v,|? e gu(t,z) :=|u, — ulPlv, — tv|q_2(vn — tv).

Como ((un,v,)) é limitada em X e p4¢ < 2*, tomando uma subsequéncia, se necessario,

podemos supor

(tUn,vy) — (u,v) fortemente em LTY(RN) x LPFI(RY),

(tn (), v0(z)) = (u(z),v(x)) quase sempre em RY, (2.19)

lu(z)], |[v(z)|, |un ()], |vn(z)| < hr(z) € LPT9(Bg) quase sempre em Bg.

para qualquer R > 0. A convergéncia pontual implica que, para quase todo (¢,z) €
(0,1) x RY,

fult,z) = f(t,2) == (1 — )P Hul2up|?,  g.(t,z) — g(t,z) = 0. (2.20)

Afirmamos que

nh_}rglo /RN /01 fu(t, x)udtde = /RN /01 f(t, x)udtdz (2.21)

1 1
lim / / gn(t, x)vdtde = / / g(t, x)vdtdz = 0. (2.22)
n=ee Jry Jo RN Jo
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Assumindo a afirmacio, notando que, para todo conjunto mensuravel K C RY,

! (1= s o o]
f(t, x)udtdr = ———|uff" vt dx
K Jo K p t=0
1
— [ i,
PJK

e tomando o limite em (2.18)), obtemos

1
lim A, :p/ / f(t, z)udtdx :/ |ulPlv|?dz.
oo RN Jo RN

Assim, a fim de provar o lema, ¢ suficiente verificar (2.21) e (2.22). Em vista de (Ha),
para qualquer 0 < £ < 1, podemos escolher R = R(g) > 0 tal que

B/2
1
max —/ |ulP|v|?dz, ,u(BCRﬂF)w/N, (/ a(a:)u2dx> <e, (2.23)
p IC% c

R

onde 3 > 0 vem do Lema Assim, temos que

/ / fudtdz / / fludtdz| +
RN Br

+ / / fudtdx

e Jo

/ / fludtdx| +
Br

1

], s
p

/ / fudtdz| +
Br

Em vista de (2.19)), temos que

1
/ / foudtdx
Bs, Jo

/ ) / frudtdz

(2.24)

+

/ ) / frudtdz| +

|(fu = Ful < (Ifal + 1 FDIul < (Jun = tufP~ on|? + [ulP o] ) ful
< kih(z)P™ € LY(Bg),

para todo x € Bg. Consequentemente, podemos usar (2.20) e o Teorema da Con-

/ / fudtdz| =
Br
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vergéncia Dominada para obter

lim
n—oo

— 0. (2.25)
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Por outro lado,

1
/ / frudtdz
Bs Jo

1
§/ / |ty — tulP~ v, |7 |u|dtde
Bg, Jo

1
S’@/ / (Jan [P~ v U] + tlufP~ on| | ul) dtdz (2.26)
%70

<k / (el 7]ut] + [uf?|0,]7) dz.
B

c
R

Sendo ((uy,vy,)) limitada em X, podemos usar (2.16)), (2.17) e (2.23) para concluir que

J
J

Substituindo estas expressoes em ([2.26]), obtemos

1
/ / frudtdx
e Jo

A estimativa acima, ([2.25)) e (2.24) implicam que

/RN /Ol(fn — fludtdx

Sendo 0 < € < 1 arbitrario, concluimos que (2.21) vale. A prova de (2.22) ¢ andloga e

sera omitida. Isto conclui a prova do lema. O

B
‘un‘p_1|vn|q_l|uvn|dx < kS (/ ’uvn|dx) < k4€ e
B

c
R

P |o, |tz = / P o | v d < ke,
(&

c
R BR

S k’6€.

lim sup < kre.

n—oo

Lema 2.7. Seja (2,) = ((un,v,)) C X uma sequéncia (PS), para [,. Entao, passando
a uma subsequéncia, z, — z := (u,v) fracamente em X, onde z é um ponto critico de

I. Além disso, (z,) := (z, — z) é uma sequéncia (PS)~ para I, com ¢ = ¢ — I,(2).

Demonstrag¢ao. Sendo (z,) limitada em X, temos que, para alguma subsequéncia, z, —

z = (u,v) fracamente em X. Argumentando como na prova do Teorema , podemos
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mostrar que [5(z) = 0. A convergéncia fraca de (z,) e o Lema [2.6{ implicam que

1

— |y, — ulP|v, — v|%dx
P+ q /ey

1
Iz = 2) = 5120 = 21 -

1 1
= Sllznll} = (s 2D+ 51213

1
+— (Jun[Plon|? = | — ulPlv, — v|?) d
PtqJry
1
- — [t [P, |2dx
PtqJry
1 1 1
= sl = 3128 = —— [ JunPlunlrds
2 2 P+ q Jry
1
+—— [ [u|v]"dz +o(1)
P+qJry

= I\(z,) — I\(2) + o(1) = ¢ — I\ (2) + o(1),

quando n — oo. Resta mostrar que I3(z, — z) — 0 em X’. Primeiro notemos que,
para todo (p,) € X dado tal que ||(p,¥)| < 1, temos

P / q
p+q Jry P+ q Jry
onde
fa() = Jun — ulP "2 (un — u)|vn = 0|7 = [un P 2un|v|? + JulP2ulv]? e
gn() = |up — ulPlv, — U\q_2(vn —v) — \un\p|vn|q_2vn + |u]p\v|q_21).

Como I}(z,) — 0 e I'(z) = 0, é suficiente mostrar que

lim  sup / fullplde = 0= lim  sup / gnl ], (2.27)
RN RN

"7 el x, <1 " wlx, <1

onde estamos denotando

el = [ Vel = dal@iar, R, = [ (1967 + Ny
RN RN

Dado 0 < € < 1, podemos escolher R = R(g) > 0 tal que

B8/2
max ¢ [[ull g2 (Be), H(Bx N F)/IN (/ b($)v2da:> <e, (2.28)

c
R

com 8 > 0 dado pelo Lema [2.1 Usando a desigualdade de Holder com expoentes
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2N/(N +2) e 2*, a imersdo continua DY?(RY) — L2 (RY) e ||p||x, < 1, obtemos

(2.29)

Definindo 6 := (p+ ¢ — 1)2N/(N + 2) < 2*, podemos supor que

(tn, V) — (u,v) fortemente em LY(Bg) x LY(Bg),
(un (), vn(2)) = (u(z),v(x)) quase sempre em Bp,

lu(x)], [v(z)], |un ()], |va(z)| < hr(x) € L°(Bg) quase sempre em Bp.

Consequentemente,
ol < Jotn = ™Mo = 0] [P oa |4 4 fulP~Hol? < Roh

e portanto, |f,(z)>Y/N+2) < kshp(x)? € L'(Bg), quase sempre em Bg. Uma vez que
fn(z) = 0 quase sempre em Bg, segue do Teorema da Convergéncia Dominada e ([2.29))
que

lim | full@ldx = 0 uniformemente para ||¢|/x, < 1. (2.30)

Por outro lado, note que

o= _|un - U|p_2(un - u)|vn|q + fo + |un - u|p_2(un - u>|vn|q
= |u, — u’p72(un —u)(Jv, — 0|7 = |v,]7)

+ vnl*(fun — ™ (1 — 1) — [P 2) + [l ufo]?.

Dai,
|fn‘ < Syt + ‘u|p71’1}’q7
onde
Sp 1= |up — u|”_1 | v —v|T = |v,|T] e
bn 1= "Un|q ’ ‘un - u‘piz(un - u) - ]unVD*Qun |
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Assim, temos que

J

Uma vez que ||¢||x, < 1, segue que

Fllold < / sallde + / tolilde + / WPl oplde (231)

CR BR BR BR

.0l = [ (Ve +VePyis <1+ [ [oPde

/ a(x)p*dr < 1.
BgNFe

Usando (2.16)), (2.17) e (2.28), temos que, para todo ||¢|x, <1,

B
/ [ulP~ ol op|de < kyeP! (/ |g0v|dx> < kel (2.32)
BC B%

R

Agora, procedemos com a estimativa de / Snlp|dz. Definindo w(t) := |v, — tvl4,
By
relembrando que ¢ > 1 e usando o Teorema do Valor Médio, obtemos

o = ot = o] = (1) = w(0)] = [/ (t0)| = glon — vl o

para algum ¢y € [0,1]. Sendo ((un,v,)) limitada em X e ¢ty € [0, 1], segue de (2.16)),
BT ¢ @29 que

J

salildz < g / ty — P o — too]" ool dz
B

c c
R R

B
< qllun = ulh2 on — tov]| 24 12, 0) 15 " (/ |¢v|d$>
B,
B (2.33)
< kg / |pv|da
Bg
S kG(k‘7€ + kgE)
S k’96.
A estimativa para / tn|p|dx serd feita em dois casos:
BC
Caso 1. p > 2. :
Suponha primeiro p > 2 e defina w(t) := |u, — tu[P"%(u, — tu). Entdo, w'(t) =
(p — 1)|u,, — tu|P~2(—u). Aplicando o Teorema do Valor do Médio, obtemos
[l — "™ (= 1) = Jun P | = Jw(1) = w(0)] = Jw'(to)| < (p — 1)lun — toul”|ul
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para algum ¢, € [0, 1]. Assim,

J

talelde < (0= 1) [ Jun = toul?2fullon oo d

c c
R BR

< kg ( |l el e+ [ |un|P—2|ur|vn|q—1|sovn|dx> (230

R BR

S kll <€p—1 +/ |un|p_2|u||Un|q_1|gpvn|dx> .
BC

R
A fim de estimar a tultima integral acima, aplicamos a desigualdade de Holder com

p—2 1 g—1 1
— Z -1
2% +2*+ 2% +r ’

para obter

/ P2 el vl < 752
BC

R

ul| 2r (BS,)

1/r
o172 ( / |¢vn|’“dx)
BC

R

1/r
< hyallul o s ( | |sovn|rdx> .
R

Como (v,,) é limitada em Xj, segue de (2.2) e (2.17) que

1/r B
(/ Isovnlrdx> < kas)|(, va) |0 " </ |80Un|da:>
B Bg,

< kya(k1se + ki6e)

(2.35)

c
R

< ky7, para todon € N.

Assim, segue de (2.35]) que

/ P2l o1 |0 < sz,
(&

BR
e, consequentemente,
/ tolpldr < kige, para todo ||¢llx, < 1.
Bi

Se p = 2, as integrais na segunda linha de (2.34) sdo iguais e, portanto, a estimativa
acima também vale para este caso.
Caso 2. 1 <p< 2.

Neste caso, a derivada da funcao w definida no primeiro caso pode ser singular, e
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nao podemos aplicar o Teorema do Valor Médio diretamente. A fim de contornar esta

dificuldade, primeiro definimos
P () i= |ty — ulP72 (uy — 1) — |upn [P 1y,

Como antes, temos que

J

bl = / oalfon]* pun|da
B,
-1 (2.36)

< kao / ’hn|1>27—*1d:l: :
Bg

Afirmamos que a tltima integral na desigualdade acima é pequena. De fato, primeiro

c
R

note que
|| < JulP™" se Jul =0,

[l < (Jtn] + [P + P < k™ se fun| < 2Jul.

Assim, temos que
|hn| < koo|u[P™!  quase sempre em {|u,| < 2|u|} U {|u| = 0}. (2.37)

Por outro lado, no conjunto {|u,| > 2|u| > 0}, podemos aplicar o Teorema do Valor

Médio para w(t) := |u, — tu|P~?(u, — tu) para obter
] < (1) = w(0)] < kaslun — toulP?|ul,

para algum ty € [0,1]. Como |u,| > 2|u|, temos que |u, — tou| > |u,| — tolu| > |ul.
Assim, desde que p — 2 < 0, segue que |u, — tou|P~2 < |u[P~2. Logo, |h,| < koglulP~L.

Esta desigualdade, (2.37) e (2.28) implicam que

J

idr < k Yde < koge®
‘hn|1’ T S Kos |U| T S KogE™ .

c c
R BR

Segue de ([2.36]) que

/ to|pldr < kyreP™!  para todo ||p||lx, < 1.
B

c
R

Logo, uma vez que 0 < € < 1, os dois casos juntos nos fornece

/ tlo|dz < koge™™ P~ para todo ||¢||x, < 1.
B

c
R
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Assim, podemos usar ([2.30))-(2.33)) e a estimativa acima para concluir que existe ng € N
tal que

/ |fn||%0|d$§/ |fn||g0|dm—i—/ | foll@da < kpge™n1p—1H
RY Br B

para todo ||¢]|lx, < 1en >mng. Sendo 0 < & < 1 arbitrdrio, concluimos que a primeira
igualdade em (22.27) vale. A segunda pode ser verificada de maneira similar e isto
conclui a prova do Lema [2.7] O

Na sequéncia, seguimos [3] a fim de obter uma propriedade de compacidade local

para o funcional 1.

Proposicao 2.5. Para qualquer Cy > 0 dado, existe A = A(p,q,Cy) > 0 tal que I,
satisfaz (PS)., para todo ¢ < Cp e A > A.

Demonstragao. Seja vy dado pelo Lema (iii) e fixe € > 0 tal que

Fixado Cy > 0, sejam A. e R. dados pelo Lema [2.4] Provaremos que a proposi¢ao vale
para A = A.. Seja (z,) = ((upn,v,)) C X uma sequéncia (PS). para I, com ¢ < Cj e
A > A. Pelo Lema 2.7, podemos supor que (uy,v,) — 2z := (u,v) fracamente em X e
Zn = (Un,0n) = (up — u,v, —v) é uma sequéncia (PS). para I, com ¢ = ¢ — I,(2).
Afirmamos que ¢ = 0. Se isto é verdade, segue do Lema [2.3)(ii)

- 11\
lim [|Z,|3=¢ (= — —— =0,
n—00 2 p+q

isto é, z, — z em X. Suponha, por contradi¢ao, que ¢’ # 0. Pelo Lema temos que
(Z,) é limitada e ¢ > 7y > 0. Uma vez que u, — 0, v, — 0 em L?*(Bpg.), podemos usar

o Lema 2.1 e a desigualdade de Young para obter

B8
/ (TP [T |2 < || Z T2 ( / |anan|dx>
BRE Br
B8
Br.

B
< ko </ (|t |* + ]%ﬁdm) —+ 0, quando n — 0.
Br.

€
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um parametro A > 0

Pelo Lema [2.3(ii), temos que
R 11\
lim [t |P |0 |9d2 = ¢ (— — —) .
n—co JgN 2 ptyq

Assim, segue dos limites acima e do Lema [2.4] que

1 1 \! 1 1\ .
Yo (— - —) </ (— - —) = lim [t |P [0, |7 d
2 ptyq 2 p+tyq n—o0 JpN

— lim / |ﬂn|p|z~1n|qdm+/ [T [P0y, | 2d
n—oo BRE B¢

Re

isto é, 0 < o < 70/2. Esta contradigao finaliza a prova. O

Agora, estamos prontos para provar os Teoremas [2.2] e

Prova do Teorema [2.2. Primeiro, tomemos um aberto limitado Q C Q, N Q.
Dado k € N, definimos o conjunto W := span{(¢1, ¢1), -, (¢k, px)}, onde @; é uma

autofungao correspondente ao i-ésimo autovalor de (—A\, Hj(2)). Dado z € W, temos
k k

que z = Zai(cpi, i) = (u,u), onde u = Z@i%‘- Note que supp(u) C Q C Q, N Q.
i=1 i=1
Assim, temos que

1 1
L(z) == / 2|Vul® + Xa(z)u? + Mbo(z)u?)dr — —— |ulPT9dz
2 Jrx P+q Jry
1

:/ |Vu|2dx——/ lu|PT9dz

RN Ptq /ey
2 -
= 19l =l
Note que ||V - ||z2 e || - ||zp+« sdo duas normas em V := span{¢i, ..., ox}. Como V

tem dimensao finita, segue que elas sao equivalentes. Logo, existe ¢, > 0 tal que

IVullzz < exllullprq. Dat,

1
I(2) < cillull o — mllﬂ“ﬂfq-

Sendo p + ¢ > 2, obtemos M, > 0, independente de A > 0, tal que

sup I(z) < M.
zeW

Além disso, como na prova do Lema[2.5) podemos obter p > 0, independente de A > 0,
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tal que
I\(z) > 0 para qualquer ||z][, = p.

Pela Proposicao existe Ay > 0 tal que I, satisfaz (PS). para qualquer ¢ < M e
A > Ay, Assim, para todo A > Ay fixado, podemos aplicar o Teorema para obter k

pares de solugdes nao triviais para ([S))). Portanto, o teorema esté provado. [J

Prova do Teorema |2.3. Primeiro notemos que, como z,, é um ponto critico de

I, , temos que

1 1 1 1
I — ol — —— Ploy, [tdz = (= — —— 2
A (20,) 2“2%”,\” p+q/RN [un,, |P|vx, |7dx <2 p+q) x5,

Uma vez que lini> inf I, (zy,) < 0o, podemos supor, tomando uma subsequéncia se
n oo
necessario, que (z,,) é limitada. Assim, passando a uma subsequéncia, temos que

z,, — Z:= (7,7) fracamente em D“?(RY) x DM(RY)

n

(tn,vn) — (W, T) fortemente em LPT9(RN) x LPFI(RN), (2.38)

loc loc

(tn (1), v,(x)) — (@(z),v(x)) quase sempre em RY,

Como na ultima parte de Teorema podemos mostrar que u € Hg (), v € Hy ()
e Z é uma solucao de .
Dado ¢ > 0, podemos argumentar como na prova do Lema para concluir que,

para algum R > 0 grande, temos

limsup/ [un [P |v,|Tdx < e.
R

n—oo

c

Tomando R suficientemente grande, podemos ainda supor que / [u|P|o|%dx < e.

Além disso, a convergéncia local em (2.38) implica que existem hy, hy € L'(Bpg) tais
que |u, [Pt < hy e |v,|PT < hy quase sempre em Bpg, para todo n € N. Assim, pela

desigualdade de Young com expoentes (p+ ¢q)/p e (p + q)/q, temos que

|un|p|vn|q <

_p+q‘“n|p+q+p+q’“ WPt < L p 4 p, € 1Y(Bg).

Ptq Ptq

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

/ |t [P vy |Tdx —> / [ulP|v|%dz, quando n — oo.
Br Br
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um parametro A > 0

Uma vez que

\ / (lunPlonl? — [alPfo17)de| < / i P90 + / [P [oltds
RN B¢ B¢

R R

[ (uaPloal? = i
Br

)

segue das estimativas e convergéncias acima que

lim sup < 2¢,

n—oo

[ (alonls = fapains

e, portanto,
im [ JuyPlon|7dz / P |o]7dz.
N RN

n—oo R

Assim, podemos argumentar como em (2.15)), no final da demonstracao do Teorema
para concluir que ||zy, — Z|lo < |25, — Z|[x, — 0, quando n — co. Consequentemente,

z, — % fortemente em DV?(RY) x DV2(RY) e o teorema esté provado. [J
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Apeéendice A

Estudo sobre os autovalores de (LP)

Neste apéndice, temos como objetivo apresentar uma caracterizacao variacional do

primeiro autovalor positivo do sistema linear acoplado

{ —Au+a(z)u= X, ze€RVY, (LP)

—Av+b(z)v = Iu, xeRYN,

Relembremos que os potenciais a e b sao fungoes continuas satisfazendo
(A1) existem constantes ag, by > 0 tais que a(z) > ag e b(x) > by para todo z € RV,
(Ay) u({xr € RY; a(x)b(z) < M}) < oo para todo M > 0.

Aqui, # denota a medida de Lebesgue em RY. Além disso, definimos £ = E, x E}, com

E,={uce€ W1’2(RN,]R);/ (|Vul* + a(x)u?)dr < o} e

RN

E,={ve W1’2(RN,R);/ (|Vv)? + b(z)v?)dr < oo},

RN

munido com o produto interno

((u,v), (¢, 0)) = / (VuVeo 4+ VoV + a(x)ug + b(x)vy)dx

RN

cuja norma associada sera denotada por || - ||.

Calculos padroes nos mostram que A é um autovalor de (LP) se, e somente se,

T(u,0) = 1 (u,0),

onde T': E — FE é o operador linear limitado autoadjunto definido por

(T(u,v), (¢, 9)) :/ (uth + vo)da.

RN

Além disso, temos o seguinte resultado
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A. Estudo sobre os autovalores de (L P)

Lema A.1. O operador linear limitado autoadjunto T' é compacto.

Demonstragao. Seja z, = ((un,v,)) uma sequéncia limitada em E. Sendo E reflexivo,
temos que (a menos de uma subsequéncia) z, — z = (u,v) em E. Sem perda de
generalidade, podemos supor que z = (0,0). Uma vez que T é linear limitado, seja
M > 0 tal que

lonll < M, | T20]] < M. (A1)

Pela condicao (As), dado € > 0, podemos escolher R > 0 tal que
u(Ce) <e, (A.2)

onde C. = {z € RN\Bpg; a(x)b(z) < e72}. Agora escrevendo T = (T1,T3), pela

definicao de T, temos que

0< ||TZ7L||2 = <TZn7TZn> = <T(una Un)a <lena TQZn)>

:/ unngndx+/ v 2, de.
RN RN

Desde que u,, — 0 em L?*(Bg), segue da desigualdade de Holder e (A.1]) que

/ Uy T2z, dx
Br

quando n — oo. Definindo D, = R¥\(BrUC.) podemos usar a desigualdade de Holder
e (A.1) novamente para obter

/ upTozpdr| <e [ ya(z)u,\/b(x)Thz,dx
£ DE

<e (/ a(gc)\unﬁazgc)é (/D b(x)]TQ,zn‘de>é (A4)

< ellzallITzall < M.

< N Taznll2sm lunll 2y < Mu(Br)llunll2sg) =0, (A3)

Por outro lado, segue de (A.1)), (A.2) e a desigualdade de Holder com expoentes 2/N
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e N/(N —2) que

/ Up o2 dx

_ 1
2
< /\un\zdx} 11220 ]| L2
LJc.

(N—-2)/N
€ ([ 2
RN

= M(Cs)l/NHunHL2*

kew.

1
2

IN

| To2n]| 22 (A.5)

TQZ?’LHLQ

Logo, sendo £ > 0 arbitrario, segue de — que
/N up Tz, de — 0, quando n — oo.
R
Argumentos andlogos mostram que
/N v I zpde — 0,  quando n — oo.
R

Consequentemente, Tz, — 0, quando n — oo. Isto conclui a prova do lema. O]

O Lema nos diz que 7' é um operador linear compacto e autoadjunto, ou seja,
T satisfaz as hipdteses dos seguintes teoremas da teoria espectral para operadores

compactos autoadjuntos cujas demonstragoes podem ser encontradas em [4].

Teorema A.1l. Sejam E um espaco de Banach de dimensao infinita e'T': E — E um
operador linear compacto. Seja EV(T) o conjunto dos autovalores de T'. Entdao um
dos sequintes casos valem:

e EV(T) é um conjunto finito,

e EV(T) € uma sequéncia convergindo para zero.

Teorema A.2. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel e T : H — H um operador
linear compacto e autoadjunto. Entao H possui uma base de Hilbert composta por

autovetores de T'.

Os Teoremas — implicam que T possui uma sequéncia de autovalores
(ttn)nen tal que p, — 0. Assim, para cada n € N, 1/u, é um autovalor de (LP).
Observando que (u, —v) é uma autofuncdo associada com o autovalor —\ sempre que
(u,v) é uma autofungao associada com A, concluimos que possui uma sequéncia

de autovalores (A )nezs com

rSAp S S A <A <0< S S <A S
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A. Estudo sobre os autovalores de (L P)

tal que A\, = +00 quando n — oco. Note que A_,, = —\,, para cada n € N.

Nosso objetivo é caracterizar o autovalor \;. Para tanto, em vista do Teorema
7 seja {z, = (Un, V) }nez- uma base de Hilbert de E, onde z, é uma autofungao
de (LP) associada ao autovalor \,. Seja

A= {u > 0;))2|]* - 2,u/ wodr > 0,z = (u,v) € E}
RN

Afirmamos que A\; = sup A. De fato, note que

1
2/ U1U1d$ = <T21,21> = )\—H21H2 —— H21H2 = 2)\1/ ulvld:c > 0.
RN 1 RN

Seja u € A. Entao [|z]]* — 2,u/ wvdz > 0, para todo z € E. Tomando z = z;, temos
que e
2)\1/ uvrde = || z1|]* > 2,u/ uvder = A\ > p.
RN RN
Logo, A\; > sup A. Agora, dado z = (u,v) € E, podemos escrever

o0

z = Z(z, 2i)%; + Z(z, Z_j)2_;.

i=1 j=1
Dali,
(z,2;)Tz + E 2, 2_)Tz_;

~
t\z

1= j].
o0

=1
= E Z, Zz E z Z,]
=1 Jj=1

7

Consequentemente, usando a desigualdade de Bessel, obtemos

Q/RN wodr = (T'z, z) = E (z, 2;) N E (z,2-5) .

ou seja,

|z|* — 2)\1/ wodx >0, VzeE.
RN

Isto mostra que \; € A e, portanto, A\; = sup A.
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Apendice B

O espaco D2(RN)

Neste Apéndice, vamos estudar o espaco DV2(RY) que é definido como sendo com-

pletamento de Cg°(RY) com relagao & norma

1/2
lolo=( [, 1wo2)

Temos que DV?(RY) é um espago de Hilbert com o produto interno

(u,v), = VuVo.

RN

Além disso, DV2(RY) ¢ caracterizado pelo seguinte

ou

Lema B.1. D'?(RY) =D = {U € L (RY); Oz
Ty

c LARY), i=1,2, N}

Demonstragao. (i) D C DY?(RY)
Sejau € De M € CP(RY), 0< M <1 definida por M(z) =1, = € By(0) e
M(z) =0, € By(0).

T
Considere a sequéncia M, (z) = M (—) e u, = Myu; u, € D e tem suporte compacto.

n
De fato,
[t = [ P < [ <o
RN RN RN
o que implica u, € L?" (RY).
Por outro lado, 3 oM 9 L oM 9
U u U
ox; ox; ut Jr; n Ox; + Ox;’
dai ) )
/ M ou < / ou -
— < 00
RN al’z RN al'l
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B. O espago DM?(RY)

oM
8:1:1-

oM,
8:61-

)7 (@

2
< & ( [
n |z|<2n

< Cnlu

2
1/
u| = —
2
N7 Jz|<2n

s

2

de modo que u, € D.

Além disso, u,, — u em DY3(RY). Para isto, devemos mostrar que

ou ou

oM,
H U —0 e HMn—— 0.
a&:i 12 31:2 afl% 2
Com efeito,
oM, | oM, |° _ C )
ul = ul < — [ul
gy | O n<|z|<2n Oz N Jn<|z|<2n

VAN
3 Q
VRS
:\
IA
B
IA
(o)

3
=

2/2*
<Cy (/ |u|2) — 0, quando n — oo,
n<|z|<2n

pois u € L* (RY).

Por outro lado,

O, Ou\?
(Mni u) —0 qtp. em RY

8:@ B (%Z
© 2 2
ou ou ou
-n < LRNY.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

2

ou, Ou
/ M, i 0.
RN 8.171 a[[’l
v
Seja, agora, v € D com suporte compacto. Entao 3 € L2(]RN ) e tem suporte
T

compacto. Assim, se p, é uma sequéncia regularizante (ver definigdo em Brezis [4])

temos que

- Oy, ov ov
Gn = pnxv € CERY) e 0$i:pn*8_xi_>5:vi em L*(RM).
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B. O espago DM?(RY)

Dai,
60—l = [ 196, = o2 —0.
RN

Portanto, se u € D, existe uma sequéncia {¢,} C C°(RY) tal que ||¢, — ullo — 0 de
modo que u € DM2(RY).
(ii) DY*(RN) Cc D

Seja u € DY(RY). Entao, por definigao, existe {¢,} C C;°(RY) tal que

|6 = ullo = 0.

Logo,
¢,  Ou

— 0, para 1=1,2,...,N.
L2

Desde que L?(RY) é completo, segue que

ou

o, c L*(RY), para i=1,2,...,N.

Por outro lado, existe C' > 0 tal que

|¢n

9« < C|Voyla

logo,
o — Ol < C||Vén — Vémllrz — 0 quando m,n — oo

donde {¢,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em L? (R"). Portanto existe v € L* (R") tal
que
¢n — v em L*(RY).

Afirmamos que Ou = dv , 1=1,2,...,N.
De fato, temos 96 5
U
i —p, Ype CFRY).
RN axz RN awz(p7 ¥ € 0 ( )
Mas 96 5 p
n 4 ¥
=— o — — :
RN 3371 14 RN (b 8@ RN /Uaaji
Como v 0 = —/ @% segue que
RN 5% RN 8552
ou ov
= [ ——¢, VoeCrRY).
RN 8@%0 /RN 8.177,90’ 14 < 0 ( )
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B. O espago DM?(RY)

Logo, pelo Lema de Du Bois-Raimond, concluimos

ou Qv
8951' N al'i’

i=1,2,..,N.

Dai |lu — v|]2 = / |Vu — Vo> = 0, o que implica u = v. Portanto, u € L* (RY) e
RN

)
8“ e LX(RY), i=1,2,..,N, donde u € D.
x,

Por (i) e (ii), temos DM?(RY) = D. O

Agora, vamos provar um resultado bastante ttil.
Teorema B.1. DV2(RY) estd imerso continuamente em L? (RY).

Demonstracao. Pelo Lema podemos definir a seguinte norma em DVZ(RY):
[ully = [lull L2+ + [lullo-

Afirmamos que D?(RY) munido com a norma acima também é um espago de Banach.

De fato, seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em (D'2(RY),||.|l1), isto é,
||tun, — tum|ls = 0, quando m,n — oo.

Assim {u,,} também é de Cauchy em L* (RY) e em (D2(RY),||.|lo). Portanto,

ou,,

n = L* (RY
u u em (R™) oz,

— v em L*(RY)

parat=1,2,..., N.

Por um raciocinio andlogo ao do Lema teremos

v; = para ¢ =1,2,..., N.

u
(9x,-
Assim,

ue€DYRY) e |u, —ulli = |u, —u

o + ||t — ullop — 0

mostrando que (DY2(RY), [[.|l1) é um espaco de Banach.
Desde que ||ullo < |lu|l;, segue do Teorema da Aplicacao Aberta, que existe uma

constante K > 0 tal que

[ully < K[ullo.
Logo,
[l 2 < HJully < Kfullo,
donde segue que a imersio DM?(RY) < L* (RY) é continua. O

62



B. O espago DM?(RY)

Outro resultado importante envolvendo o espago D2(RY) é o seguinte:

Teorema B.2. Seja {u,} C DY*(RY) uma sequéncia limitada. Entdo, a menos de

subsequéncia, existe ug € DY2(RY) tal que
Uy — Uy ¢.1.p. em RY.

Demonstragdo. Desde que D2(RY) é um espago de Hilbert, existe ug € D»2(RY) de
modo que

Uy — Uy €m D1’2(RN),

a menos de subsequéncia. E imediato que a imersiao DV2(RY) < H'(Bg) é continua,

para todo R > 0. Logo, pelas imersoes de Sobolev, obtemos
u, — uy em L*(Bg), VR > 0.
Assim fixado R = 1, existe uma subseqéncia {ul} C {u,} que satisfaz
ul — up q.t.p. em Bi.
Agora usando as imersoes de Sobolev para {u), }, encontramos uma subsequéncia {u?} C

{ul} tal que

ufb — up q.t.p. em Bs.
Seguindo assim, fixado k € N, existe uma subsequéncia de {u,} que satisfaz
u = uy q.t.p. em By.
A sequéncia diagonal {uf} tem a propriedade desejada, isto é,
uf — uy q.t.p. em RY.
De fato, seja C; = {x € Bj; lim u/, # ug(x)}. Temos que p(C;) = 0. Considere
n—o0
Assim p(C) = 0. Fixado x € RN\C e ky € N com x € By,, segue que

x € By Vk > k.

Portanto

uf(z) = uo(x), quando n — oo para k > k.
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B. O espago DM?(RY)

Sendo {uf} uma subsequéncia de {u*}, obtemos
uf = uy q.t.p. em RY

e assim fica provada a proposicao.

64



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

[10]

A. AMBROSETTI AND P. H. RABINOWITZ, Dual variational methods in critical
point theory and applications, J. Funct. Anal. 14 (1973), 349-381.

T. BARTSCH AND Z. WANG, Existence and multiplicity results for some superli-
near elliptic problems on R, Comm. in PDE 20 (1995), 1725-1741.

T. BARTSCH AND Z. WANG, Multiple positive solutions for a nonlinear Schrodin-
ger equation, Z. Angew. Math. Phys. 51 (2000) 366-384.

H. BREZIS Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Springer, New York, 2010.

H. BRrREzIS AND E. LIEB, A relation between pointwise convergence of functions
and convergence of functionals, Proc. Amer. Math. Soc. 88 (1983) 486-490.

D. G. CosTta AND C. A. MAGALHAES, A unified approach to a class of strongly
indefinite functionals, J. Diff. Equ. 125 (1996), 521-547.

D. G. CosTA, On a class of elliptic systems in RY, Electron. J. Differential
Equations 7 (1994) 1-14.

M. F. FurtaDpO, L. A. MAIA AND E. A. B. SiwvA, Ezistence and multiplicity

results for some superlinear elliptic problems on RN, Comm. in PDE 27 (2002),
515-1536.

M. F. Furtapo, L. A. MAia AND E. A. B. SivAa, On a double resonant
problem in RV, Int. and Diff. Equ. 15 (2002), 1335-1344.

M. F. FURTADO, L. A. MAIA AND E. A. B. SILvA, Systems with coupling in RN
for a class of noncoercive potentials. Proc. of the Fourth International Conference
on Dynamical Systems and Differential Equations, (Wilmington, 2002), Disc. and
Cont. Dyn. Syst., suppl. vol. (2003), 295-304.

65



Referéncias Bibliogréficas

[11]

[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

M. F. FurtaDO, L. A. MAIA AND E. A. B. SiLvA, Double resonant problems
which are locally nonquadratic at infinity, Electron. J. Diff. Equ. Conf. 06 (2001),
155-171.

M. F. FurraDpO, E. A. B. SitvAa AND M. S. XAVIER, Multiplicity and concen-
tration of solutions for elliptic systems with vanishing potentials, J. Differential
Equations 249 (2010) 2377-2396.

L. A. Ma1A AND E. A. B. S1vA, On a class of coupled elliptic systems in RV,
Nonlinear differ. equ. appl. 14 (2007) 303-313.

P. H. RABINOWITZ, Minimax methods in critical point theory with applicationstto
differential equations, CBMS Regional Conf. Ser. in Math. 65, AMS, Providence,
RI, 1986.

P. H. RABINOWITZ, On a class of nonlinear Schridinger Equations, 7. Angew.
Math. Phys. 42 (1992), 270-291.

U. B. SEVERO, Sobre solucoes da equagio —/u + a(x)u = p(z)u? em RN, Tese

de dissertacao, Universidade de Brasilia, 1998.

E. A. B. SiLvaA, Critical point theorems and applications to differential equations,
Ph.D. thesis, University of Wisconsin-Madison, 1988.

E. A. B. Siwva, Existence and multiplicity of solutions for semilinear elliptic
systems, Nonlinear Diff. Eq. and Appl. 1 (1994), 339-363.

E. A. B. SiwvaA, Linking theorems and applications to semilinear problems at
resonance, Nonlinear Analysis 16 (1991), 455-477.

E. A. B. SiLvaA, Subharmonic solutions for subquadratic Hamiltonian systems, J.
Diff. Equ. 115 (1995), 120-145.

E. A. B. SiLvA, Nontrivial solutions for noncooperative elliptic systems at reso-
nance, Electron. J. Diff. Equ. Conf. 06 (2001), 267-283.

E. A. B. SiLvA AND M. S. XAVIER, Multiplicity of solutions for quasilinear
ellptic systems with critical growth, to appear in NoDEA.

66



	Introdução
	Sistemas com não-linearidades superquadráticas em direções apropriadas
	Resultados Preliminares
	Existência de Soluções
	Multiplicidade de Soluções

	Sistemas com potenciais se anulando e comportamento assintótico com respeito a um parâmetro > 0
	Preliminares
	Soluções de Energia Mínima
	Multiplicidade de Soluções

	Estudo sobre os autovalores de (LP)
	O espaço D1,2(RN)
	Referências Bibliográficas

