Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Introducao aos Espacos de Lorentz e
Sobolev-Lorentz e Aplicacoes

Hector Alan dos Santos Pereira

JOAO PESSOA — PB
ABRIL DE 2019


http://lattes.cnpq.br/5272767058388855

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Introducao aos Espacos de Lorentz e
Sobolev-Lorentz e Aplicacoes

por
Hector Alan dos Santos Pereira
sob a orientacao do

Prof. Dr. Bruno Henrique Carvalho Ribeiro

Joao Pessoa — PB
Abril de 2019


http://lattes.cnpq.br/5272767058388855
http://lattes.cnpq.br/9043204013012953

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e C assificacéo

P436i Pereira, Hector Al an Dos Santos.
I ntroducdo aos Espacos de Lorentz e Sobol ev-Lorentz e

AplicacbBes / Hector Al an Dos Santos Pereira. - Jodo
Pessoa, 2019.

94 f.

Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Espacos de Lorentz, Sistenmas Haniltoni anos, Espaco.
I. Titulo

UFPB/ BC




Introducao aos Espacos de Lorentz e
‘Sobolev-Lorentz e Aplicacoes

por

Hector Alan dos Santos Pereira!

Dissertacio apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos Graduacao em
Matematica da Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao
do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentracio: Analise

Aprovado em 30 de Abril de 2019.

(Orientador)

Prof. Dr. Edcarlos Domingos da Silva — UFG

(Examinador Externo)

C\M@

Prof. Dr. UPperlandio a Severo» [}FPB

amipador Interno)

L0 autor foi bolsista do CNPq durante a elaboracfo desta dissertagao.



Aos meus pais.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus por tudo que aconteceu em minha vida.

Especialmente aos meus pais, que sempre cuidaram, incentivaram e lutaram para me
manter estudando mesmo quando as condicoes financeiras nao eram das melhores. Aos
meus irmaos pelo amor e carinho mesmo demonstrado em brigas.

Agradeco profundamente a minha esposa Camila pelo amor e dedicagdo a esta
familia, que acompanhou de perto a minha jornada no mestrado e que tem uma parcela
enorme de contribuicao para que este sonho fosse possivel.

Aos meus amigos de mestrado, em especial ao Castelo, Marcos, Lorena, Douglas
Queiroz, Douglas Magno, José Pereira, Rubens, Alvaro e Mariana. Foram muitas
historias de brigas, desesperos, alegrias e superagoes.

Aos meus amigos de vida: Deivison, Dilmar, Dyogenys, Luiz Gonzaga, André,
Adauri, Joaci, Fabiana , Dean e Donizete. Obrigado pela amizade, parceria e por
sempre torcerem por mim.

Aos grandes amigos do Litoral Sul Janiely, Linda, Djair, Lisiane e Cristiano por
serem essas pessoas maravilhosas.

Aos meus amigos de apartamento, comecando por Tarcy que me ajudou bastante
com a sua amizade e as comidas; Cassio por esse coracao grandioso, sem ele possivel-
mente nao teria vindo a Joao Pessoa. agradeco a Was por dividir o quarto comigo e
por me ajudar bastante com sugestoes, com a teoria durante o mestrado e por ser esse
irmao maravilhoso e rico.

Ao professor Bruno que teve a gentileza de me orientar durante todo o mestrado,
pelas suas criticas construtivas, pela sua paciéncia, pela sua amizade e compreensao.
Muito obrigado por contribuir para o meu desenvolvimento.

Por fim, agradeco Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico

- CNPq pelo financiamento dos meus estudos durante todo este tempo.



Resumo

Estudamos nesse trabalho os Espacos de Lorentz e Sobolev-Lorentz que generali-
zam, respectivamente, os Espacos de Lebesgue e Sobolev e mostramos que tais espagos
podem ser utilizados para melhorar condicoes de crescimento de funcoes nao lineares

em sistemas hamiltonianos com crescimento quase critico.

Palavras-chave: Espacos de Lorentz, Sistemas Hamiltonianos, Espagos de Sobolev-

TLorentz.



Abstract

In this work, we study the Lorentz and Sobolev-Lorentz Spaces that generalize the
Lebesgue and Sobolev Spaces, respectively, and show that such spaces can be used to
improve the growth conditions of nonlinear functions in almost critical Hamiltonian

systems.

Keywords: Lorentz Spaces, Hamiltonian Systems, Sobolev-Lorentz Spaces.
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Introducao

Neste trabalho, com base nos artigos de [I], [5] e [I8] , estudamos o espago de
Lorentz L(p,q) que sao generalizagoes naturais dos espacos de fungoes de Lebesgue e
coincidem com os espagos LP quando p = ¢. Por possuirem estruturas topologica e
geométrica bastante ricas, tais espagos vém sendo utilizados, nas décadas recentes, em
Analise, Equacoes Diferenciais, Equacoes Integrais, etc.

Nosso objetivo nos dois primeiros capitulos ¢ apresentar, descrever e estudar os
espacos de Lorentz L(p,q), no qual precisaremos definir e estudar propriedades de
funcao distribuicao e rearranjamento decrescente. Além disso, estudamos o espaco de
Lorentz-Sobolev e mostramos que este ¢ um espago melhor que o de Sobolev, no sentido
de se estudar a solucgoes fracas para uma classe de sistemas hamiltonianos superlineares,
com condicao de fronteira de Dirichlet, em dominios limitados de fronteira suave.

No Capitulo 1, estudamos o rearranjamento decrescente f* de uma funcao f e,
para isso, a definicao da funcao distribuicao py é necessaria. Mostramos também
alguns exemplos e algumas propriedades de rearranjamento decrescente. Enunciamos

e provamos alguns teoremas importantes como a desigualdade de Hardy-Litlewood

/f@M@MMS/mF@M%Mt
Q 0

Assumindo que o espaco de medida é nao atémico, tal desigualdade pode ser gene-
ralizada para n-fungoes. Na ultima secao, definimos a operacao *x que serd muito
importante nos espacos de Lorentz, pois tornara este um espaco de Banach, separavel
e reflexivo para l <p< oo el < ¢q < 0.

O Capitulo 2 é dedicado aos estudos dos espagos de Lorentz L(p, ¢) que é o conjunto

de todas as classes de fun¢oes mensuraveis f tais que o funcional ||.||,, ¢ finito, onde

o, 1 dt .
(f2(8 f*(£))7=)7, se 0 <p<00,0<q< 00
1 fllp.qa = t

supso t7 (1), se 0 <p<o00,0<q< oo,

em que f* & o rearranjamento decrescente da funcdo mensuravel f. Mostramos que o

espaco L(p,q) é um espaco vetorial e o funcional ||.||,, serve como norma em L(p, q)



quando 1 < ¢ < p < o0 ou p = g = co. Para o caso p = oo, o funcional [|.|[5, onde

1
Ja, se0<p<o00,0<qg<

(2t f=(1))"

supt%f**(t), se 0 <p<o0,0<qg< o0,
£>0

dt
115 = t

¢ subaditivo e equivalente ao funcional ||.||,, paral < p <ooel < ¢ < oo edai L(p,q)
¢ um espaco normado com a norma ||.||[* . Na tltima se¢ao deste capitulo, mostramos
que espacos de Lorentz L(p,q) sdo completos, além de estudar outras propriedades
topologicas tais como a separabilidade.

No Capitulo 3, definimos os espacos de Sobolev-Lorentz
Wwhed(Q) = LeD(Q) N {f;0:f € LPD(Q);i=1,2,--- ,n}

equipado com a norma
||f||W17(P,q)(Q) = HfHL(M)(Q) + Z HaifHL(P»fH(Q);
i=1

onde L®9(Q) = L(p,q) com a norma .5, Este espago é equivalente ao espago

HY®9)(Q)) que é definido como o completamento do conjunto

{v € Q) llellwara < oo},

no qual

r 1
||90H1,(p,q);9 = (H‘PHL@,«;)(Q) + HVSDHL(M)(Q;R"))T;

e Vo = (01, ap, -+ ,Ongp) € o gradiente de ¢. Analogamente, definimos H'74((Q)

como o completamento do conjunto

{0 € C=(); |lel|1pgn < oo},

onde

- 1
lellipae = (lellzraq) + [IVOllLra@rn)) ™,

¢ a quasi norma pq Sobolev-Lorentz. O espago de Sobolev-Lorentz é Banach reflexivo
paral < p < oo el < q < oo. Na tltima secao mostramos que o espaco de Sobolev-
Lorentz é um espaco melhor que o de Sobolev, no sentido de se estudar solucoes fracas
para uma classe de sistemas hamiltonianos superlineares, com condicao de fronteira de
Dirichlet, em dominios limitados de fronteira suave, isto é, mostramos que podemos

melhorar as imersoes de Sobolev em espacos de Lorentz.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos basicos que serao necessarios no
decorrer do texto tais como, funcao distribuicao e rearranjamento decrescente, que
também é uma funcao distribuicdo com respeito a medida de Lebesgue. Abordaremos
alguns exemplos de funcao distribuicdo e rearranjamento decrescente. Além disso,
iremos explorar conceitos de espacos de medida nao atomica, medida ressonante, além
de algumas propriedades que serao de suma importancia para os espagos de Lorentz
e Lorentz-Sobolev nos Capitulos 2 e 3. Encerraremos esse capitulo com a operacao
** que serd bastante discutida nos espagos de Lorentz no capitulo 2. Assumiremos
que (,>, 1) é um espaco de medida o-finito, f e g sdo fungbes ) -mensuraveis em
2. Algumas vezes, escreveremos ) em vez de (2,> , ). Assumiremos também que
uma funcao é crescente quando for nao decrescente, respectivamente sera decrescente

quando for nao crescente.

1.1 Funcao Distribuicao

O objetivo desta secao serd introduzir o conceito de funcao distribuicao e provar

algumas propriedades sobre tal funcao.

Definicao 1.1. A funcao distribuicao py de uma funcao f é definida por

Ky - [0,00) — [07 OO]
A= pp(A) = p{z € Q[ f(2)] > A}).

Observe que py depende apenas do valor absoluto | f| de f e py pode assumir valor

.

Teorema 1.1. Sejam f e g duas fungoes > -mensurdveis em 2 . Entao,

3
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i) pyp € decrescente e continua & direita;

i) Se |f(x)] < l|g(x)|para x € Q p— a.e., entio pp(N) < pg(N) para todo A >0 ;
000) prrrg(A 4 A2) < pp(A) + pg(A2) para quaisquer Ay, Aa > 0;

W) prrg(MA2) < pr(Ar) + pg(A2) para quaisquer Ay, Ae > 0;

v) Se |f(z)] < lim inf|f,(x)| para x € Q p—ae, entdo pp(A) < lim inf uy, (N)
n—>o00 n—>=ao0
para qualquer A > 0.

Em particular,

[fu(@)| T 1f (@)|p — a-e. em Q@ = pig, (A) T pg(A).

Demonstracao.

i) Sejam Ai, A2 quaisquer tais que 0 < \; < A\y. Entao
{z e Qi [f(@)] > Ao} C {z € Q[ f(2)] > A}

Logo,
pr(A2) < pyp(Ar),

o que prova que jiy ¢ decrescente.
Mostremos agora a continuidade a direita de py.
Seja,
Ay = {z € [f(2)] > A},

e fixe \g € R qualquer e como N é enumeravel, tome a sequéncia (A, ,1).
n

Observe que
o0

Ay = U(A,\OJF}L)-
n=1
De fato,
fr e If@)| > do+ 1) C fr € % 17()] > Ao}
Dai, .
U(Ays2) € Ay
n=1

No entanto, seja x € Ay, = {x € Q;|f(x)] > Ao} entao | f(x) |= Ao + ¢ onde ¢ > 0,

segue que
1
|f(z)] > Ao + -
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para algum n € N, logo

AA() C U (A)\o-i-%)'
n=1

. A : .
Note que (4,,,1) é uma sequéncia crescente pois, quando n cresce (Ao + ;) decresce e
assim, (A, , 1) cresce.

n

Como

Nf(U AA0+}7) = lim Mf(A)\(H-%) =t (Ax)

n=1

Segue que,

1
pr(Qo ) = pp(Ay 1) — py(Are) = 1y (Ao)
Portanto py é continua a direita.

i1) Se |f(x)| < |g(z)| para x € Q p — a.e. Entao,
{z € Qlg(@)] > A} C{z € G |f(2)] > A}

Logo,
pg(A) < pr(A)

para todo A > 0.

iii) Observe que
{z e G |f(2) +9(@)] > M+ Ao} CH{r € G [f(2)] > M} U{z € Qfg(x)| > Ao}
pois, se a € {z € Q;|f(z) + g(x)| > A + A2} segue que,
[f(@)l+lg(a)] = [f(a) +g(a)] > A + Ao
Suponha que | f(a)| < Ar. Entio
lg(a)] > M = [f(a)[ + X

o que implica que

lg(a)] > As.

Logo, a € {z € Q;|f(x)] > M} U{z € Q;|g(x)| > A2}

De forma analoga temos o caso |g(a)| < As.
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Portanto,

fig(M+ A2) < pp(Ae) + pg(A2).

iv) Temos que,
{z € A |f(z)g(x)] > MAs} C{x € Q[ f(z)] > M} U{z € Qi[g(z)| > Ao},

pois se a € {x € Q;|f(x) + g(x)| > M\ A2} suponha que |f(a)| < A;.

Como,
[f(a)g(a)l = [f(a)llg(a)] > ArAa,
isto é, \
lg(@)] > 51k,
[f(a)] ™
segue que
lg(a)] > Az
Caso |g(a)] < Ay o resultado é analogo. O caso onde |f(a)| ou |g(a)] = 0 é 6bvio.

Portanto, o resultado segue.

v) Seja A, = {z € Q;|f.(z)| > \} paran =1,2,3,....

Pela definicao de lim inf temos

liminf |f,(z)| = sup inf |f.(2)| V z € Q u— ae.
meN n>m
Por hipotese,

|f(z)| < liminf | f,(x)] = sup,,en infrom | fo(2)|Ve € Q p— ae.
Entao,
Vo € Q tal que |f(x)] > A, existe m € N tal que |f,()] > AV n>m.

Assim,

Ay Climinf A, = G[ﬁ Ayl

m=1 n=m

E claro que {7, A,}3_, é crescente e para m > 1 temos

ﬂ A,) < inf u(A,) < sup inf p(A,) = liminf u(A,).

n>m meN n>m n—>o00
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Portanto,

pp(A) = p(Ay)

§N(U[ﬂ An])

m=1 n=m

< liminf u(A,)

n—aoQ

= liminf pz, (A).

n—>—oQ

Para o caso particular,
liminf f,,(x) = supinf f,(x) = lim f,(z) = f(x).

Logo,
1 (\) < limind jig, (A), VA > 0.

Por outro lado,

(@) < [f(2)], Ve € Q= pp, (A) < pp(A), VA =0

e assim,

inf iy, (A) < p1(\),¥A > 0,¥n € N,

o que significa que,
supinf pip, (A) < pr(X),VA > 0,Vn € N,

ou seja,
liminf g, (A) < pp(A), VA > 0.

Portanto,
liminf pif, (A) = pp(X), VA > 0.
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1.2 Rearranjamento Decrescente

Nesta se¢ao, introduziremos a definicao de rearranjamento decrescente e algumas

propriedades importantes.
Definigao 1.2. O rearranjamento decrescente de f ¢ a funcao
f*:[0,00) — [0, ]
t— f7(t) = inf{\ > 0; up(N) <t}
onde usaremos a convencao inf ¢ = co.

Note que,se 11y é estritamente decrescente entao f* ¢ claramente o inverso de piy.
O teorema a seguir mostra que o rearranjamento decrescente também é uma funcao
distribui¢do com respeito & medida de Lebesgue no intervalo [0, 00) e portanto valem

todas as propriedades do Teorema [1.1| acima.

Teorema 1.2. A equacao

Jr () =m({A € R; pp(A) > t}) = my, (t)

vale, onde t > 0 e m € a medida de Lebesgue.

Demonstracao. Seja
s = sup{A > 0.1y (A) > 1.

Como fiy é decrescente pelo Teorema [1.1] temos que ¢ < pp(s) < pup(A) VO <A <s, e
assim,
m({A > 0; ur(N) > t}) = s =sup{A > 0; up(A) > t}.

Veja que f*(t) = inf{\ > 0; us(\) <t} =sup{A > 0; ps(X) > t}, pois como
5 = sup{A > 0 s (\) > 1},
entdao para todo A > s, teremos pp(A) <t e consequentemente,
fr() =inf{A > 0;py(N) <t} =5 =sup{A > 0;us(\) > t}.
Portanto,

F1(8) = supfA 2 03 g (V) > £} = m({A = 0 1 (A) > £3) = my,, (V).
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Teorema 1.3. As sequintes propriedades valem:
i) 1) > A= ) > ¢

ii) f e f* sao equimensurdveis, ou seja,

u({e € 0 11(@)] > ) = m({t > 0, () > A}),
para todo A > 0 onde m € a medida de Lebeasgue.
1) Se XA >0 epp(N) < oo, entdo f*(pr(N) > Ae f*(pur(N)+e) <AVO < e < f*(b).
Set>0e f*(t) < oo, entdo pus(f*(t)) <tepp(f*(t)—e)>tVe>0.
iv) Para 0 < p < o0,
(LFIP)" = f(t)"
v) Se Ae ), entio (fxa)* < f*(t)Xpuay ¥Vt >0.
Demonstracao.
i) =) Seja f*(t) = Ao, e por hipotese A\g = inf{s > 0;pus(s) <t} > A. Como pus(N) &

decrescente, entdao para todo A < A\g teremos pp(A) > ¢, caso contrario \g nao seria o
infimo.

Suponhamos agora que py(\) > t. Sabemos que p; é decrescente e consequente-

mente A\ < inf{s > 0;ps(s) <t} pois, caso contrario teriamos ps(A) < ¢, o que seria
um absurdo.

i7) O resultado é imediato do item ) pois,

myp-(A) =m({t = 0; f*(t) > A}
m({t > 0; s (A) > t})
m([0, pg(A))
7

().

i74) Suponhamos que ps(A) < oo. Como gy é decrescente, segue que fir(s) < pp(N)
implica s > A, concluimos que

F(ur(N) = inf{s > 0; pp(s) < pp(A)} > A

Seja, € > 0 arbitrario, assim,

S (ug(N) +€) = inf{s > 0; pp(s) < pp(N) +€)} <A
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Seja agora, t > 0 e f*(t) < co. Entao, pela continuidade de py a direita,

g (F(8) = pinf{A > 0 1, (0) < 1) <t

Considere, € > 0, e por ii) obtemos que,

pp(f () —e) = p({z € G| f(z)| > f(t) —€})
=m({s > 0; f*(s) > f*(t) —€}) = t.

iv) Seja 0 < p < 0o, entdo

(17 @)Y (1) = Wt {A = 0; (V) < )
— inf{A > 0 p({r € (|f@)]) > A} < 1}
= inf{s” > 0; u({x € % |f(@)] > 5}) < 1}
— F(y

1
onde s = \».

v) Considere A € »_, como |fxa(x)| < |f(2)],V = € Q, entdo temos pelo item i) do

Teorema [L.1] que gy, (A) < pup(X),V X > 0.
Suponhamos que ¢t < p(A), segue pelo Teorema que,

(fxa) (&) = my, o
= m({X > 0; ppy,(A) >t}
<m({A =05 pp(N) >t}
=y, (1)
= [*(t)
= " X0 (1)

Por outro lado, pu({z € Q;|fxa(z)| > A}) < u(A), dai se t > u(A) entao

(fxa)™(t) = inf{A > 0; ppy, (A) < 1}
= inf{A > 0; u({z € Q;[fxa(z)] > A}) <t}
= 0.

Logo,
(fxa)" () = 0= f(t)xo,uay(t)

10
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para todo t > p(A). Portanto,

(fxa) () < fA )Xoy (t) ViE>0.

Observacao 1.1. Note que no item i) a desigualdade nao valeria se fosse,

p{z € G f (@) = A}) = m({t > 0; f*() = A}).

Pois, considere

f(x) - T ji 1
Entao,
£t = inf{A > 0; u({z € Q| f(x)] > \}) < 1)
= inf{r 2 0p({e € || > ) <)
=1
e’

plla € 5= 121)) = 0# 0o =m({t B |f(1)] = 1}).

Teorema 1.4 (Unicidade). O rearranjamento decrescente de uma fungao mensurdvel

f € unico.

Demonstracao. Mostraremos que se existem duas funcoes decrescentes continuas a di-

reita e equimensuraveis com f entao elas sao iguais. Sejam entao f; e f5 tais fungoes

e suponhamos f;(to) # f5(to) para algum ¢, € R. Suponhamos ainda que,

fi(to) > f5(to)-

Seja € > 0 tal que f;(to) > f3(to) + €.

Como, f;(t) é continua a direita, existe um intervalo nao vazio [to, 1] tal que f;(t) >

fa(to) + €Y t € [to, t1]. Sabemos que f; e fy sdo decrescentes, logo
fi(t) > f3(to) + €,V t €0, 1]

m({t > 0; fi(t) > f3(to) +€}) = m([0,1a]) = t1.

11
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No entanto,

fa(t) = f3(to), V't €0, 10].

O que implica que
m({t = 0; f3(t) > f3(to) + €}) < t1.

Isto contradiz a equimensurabilidade de f pelo item ii) do Teorema e concluimos
que,
fi(t) = f3(t) vt > 0.

Teorema 1.5. Valem as desigualdades :
i) (f+9)"(ti+1t2) < f*(t) +97(t2) V b1, 12 > 0;

i) (fg)"(t1 +t2) < f*(t1)g"(t2) V t1, 2, > 0;

Em particular,

drar < s (5) o (3)

(}g)*(t) < f (%) g (%) Vit >0.

Demonstragao. Se f*(t1) + ¢g*(t2) = 0o, entdo ndo temos o que provar. Caso, f*(t1) +
g*(ta) < oo entdo, f*(t1) < 0o e g*(t2) < oo.
Sejam, A\ = f*(t1) e A2 = g*(t2), temos pelo item éii) do Teorema [L.3| que,

p(f*(t)) = pr(M) <ty

(g (t2)) = pg(A2) < ta.

Usando o item #ii) do Teorema obtemos que
firg( M+ A2) < pp(Ar) + pg(A2) <ty +to.
Segue diretamente da definicao de rearranjamento decrescente

(f + g)*(t1 + tg) == mf{)\ 2 0; /Lf+g(>\) S tl + tz}
<AL+
= f7(t1) + 97 (t2).

12
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Suponhamos agora f*(t1)g*(t2) < co. Pelo item iv) do Teorema [1.1]e pelo item 4ii) do

Teorema [L.3] temos
Prrg( M) < pir(A1) + pg(A2) <ty + to.

Pela definicao de rearranjamento decrescente,

(fg)"(t1 +t2) = inf{X > 0; pyg(N) <ty + Lo}
< Ay

= ["(t1)g" (t2).

Tome t; =t = £ entao

]

Observagao 1.2. (f 4+ g)*(t) < f*(t) + g*(t) e (fg)*(t) < f*(t)¢g*(t) ndo valem em
geral.

De fato. Sejam A e B conjuntos mensuraveis tais que ANB # ¢ e 0 < u(A) < u(B).
Sejam

f(@) = xa(z) e g(x) = x8(2).

Entao, da definicao de rearranjamento decrescente, temos que

fr(t) = inf{\ > 0; u({w € Q;[xa(z)] > A}) <t}

Set =0,
£(0) = inf{A = 0; u({a € @ [xa(@)] > A}) <0} = 1.

13
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Se 0 <t < u(A) segue que,
fr(t) =inf{r > 0; u({z € Q; [xa(z)| > A}) <t} =1

Observe que se A < 1 entao u({z € Q;|xa(x)| > A}) = p(A) > t.
Se t > u(A),
) =o.

Logo,

, se 0 <t<pu(A)
set > p(A).

s

*

—

~

S~—

Il
—N—
<o =

Da mesma forma,
. 1, se 0<t<puB)
g*(t) =
0, set>u(B).

Portanto,
2, se0<t<puA
frt) +g"(t) = 41, seu(A) <t < u(B)
0, se t > u(B).

Como (f + g)(x) = xa(z) + xs(x), entdo
(f +9)"(t) = inf{A = 0; u({z € Q; [xa(z) + x5(x)| > A}) <t}

Caso 0 <t < u(AN B),
(f+9) 1) =2,

Pois, se (f + g)*(t) < 2 teriamos
p({z € U |xalz) + xp(2)] > A}) = (AN B) > t.

Se u(ANB) <t < u(AUB),

(f +9)°(t) = 1.
Se t > u(AUB),

(f +9)°(t) =0,

ie.,
2, se 0 <t<pu(ANB)
(f+9)(t)=141, se u(ANB) <t < u(AUB)
0, set > u(AUB).

14
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Para o caso do produto, o resultado é de forma anéloga.

1.3 Exemplos de Funcao Distribuicao e Rearranja-

mento Decrescente

Nesta secao abordaremos alguns exemplos de funcao distribuicao e rearranjamento
decrescente, no qual iniciaremos com a funcao caracteristica. Tais exemplos serao

utilizados em secoes seguintes.

M»

Exemplo 1.1. Seja ¢ uma fun¢io simples na forma, ¢(x a;xg,(

Jj=1
onde,

ap >ap > >a>0,E ={re Qo) =q}

Entao,
pe(A) = p({z € U lo(z)| > A}) = p({z € Z%XE > A}).
Dai se A € [ag, aq) segue que,

po(A) = {$€QZ%XE ) > A}
= n(En).

Se A € [as, ) temos

Considere

Bj = g:l ,U(Ez) € Fj = [Oéj+1,0[j), com ] = 1,2,3, e ,]{7 € Q11 = 0.

15
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Note que se A € [aj11,@;), entdo

Z ﬁ]XF ﬁlX[az at) ( ) + 52X[a3,a2)()\) + -+ ﬁjX[aj+1,o¢j)(>\) + -+ BkX[ozk_H,ozk)()\)

2

= u(El)X[OZ%al)()\) + Z M(Ei)X[ag,az)()‘) +oet

=1

+ Z (ED) X(ay+1,0,)(A) + -+ > (B Xfay+0.00) (A)

=0+0+- +Zu D X[ags1,05) + 0+

440

J
Z X[%+1 aj;) ()‘)

= pp(A).

Portanto, a funcao distribuicao de uma funcao simples também é uma funcao sim-

ples.Vejamos agora, o seu rearranjamento decrescente. Por definicao,

P (t) = inf{\ = 0; pp(N) <t}

=inf{\>0; u({x € ZanEj(a:) > A} <t}

i=1

Considere By =0 et € By, 51), ou seja, 0 <t < pu(FEy). Assim,
p () = inf{A = 0y pp(A) <t}
= 7.
Se t € [f1, 52) entdo,

" (t) = inf{\ > 0; u,(A) <t}

= (9.

16



1. Preliminares

Seguindo esse procedimento para t € [3; — 1, ;) segue que,

" (t) = inf{\ > 0; u,(A) <t}

= CYj.

Assim podemos escrever,
k
Z Qi X[8j-1,8) (t).
j=1

Concluimos que o rearranjamento decrescente de uma funcao simples também é uma

funcao simples.

Exemplo 1.2. Seja 2 = [0,00), > = todos os subconjuntos mensuraveis a Lebesgue
de Q. Seja, f:[0,00) — [0, 00) definida por

1—(z—1)% se0<x<2
fx) =
0, se x > 2.

Se 0 < A < 1.Entao, onde, 1 — (z — 1) > X teremos 1 — /1 — A <z <1++1— A\
Dai,
usN) = mi{o € O [f(x)] > A}) = 2VT .

Se A > 1 entao,

m({z € Q|f(z)] > A}) = m(D).

Portanto,
2v1—=A, se 0< A <1
my(A) =

0, se A > 1.

No caso do rearranjamento decrescente de f.

Se t = 0 entao,
Se 0 <t <2 temos

Caso t > 2 claramente f*(t) = 0.

17
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Portanto,
2

t
. 1——, se0<t<2
fr(t) = 4
0, set > 2.
Observacao 1.3. Um calculo direto mostra que as integrais de f, my, e f*, sao as

mesmas.

Exemplo 1.3. Seja Q = [0,00), > =todos os subconjuntos mensuraveis a Lebeasgue

de €.
Sejam, f : [0,00) — [0, 0o] definida por

(

0, sex =0
1
ln( ), se0 <<l
1—=z
f(z) = 00, sel<xr<2
1
ln( >, se 2 <x <3
r—2
0, se r > 3,

\

g:10,00) — [0, <]

r+— g(x) =z,

h:[0,00) — [0, <]
x
1+x

r+— h(z) =

Entao teremos
2

00, se 0 <A <1

t—l)’ sel<t<3

0, set > 3.

A fungao distribuicao e o rearranjamento decrescente de g sdo p,(\) = 0o e g*(t) = +00

respectivamente. Para a funcao h,

oo, se <A<
pn(A) =
0, se A > 1.

18
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E por fim,

() = 1.

Observacao 1.4. Note que este tltimo exemplo mostra que uma funcao finita pode

ter sua funcao distribuicao ou rearranjamento decrescente infinito.

Exemplo 1.4. Tome Q =N, Y =2Ne pu({n}) = 1.
Considerando f uma funcdao mensurdvel qualquer, f : Q@ — R é uma sequéncia
(an);n=1,2,3,---. Assim,

pr(A) = p({z € Qi fan| > A}VA 2 0.

Para o rearranjamento decrescente podemos, interpretar como uma sequéncia se defi-
nirmos,

ay, = f*(t) paran —1 <t <n,

ou seja,
ap =1nf{A > 0; s (A) <n —1} =inf{A > 0; p({z € Q;|a,| > A}) <n—1}.

Portanto a sequéncia (a}) é a sequéncia (|a,|) permutada em ordem decrescente.

1.4 Propriedades de Rearranjamento Decrescente

O objetivo desta secao é apresentar algumas propriedades de rearranjamento de-
crescente que serao abordadas futuramente, tais como mostrar que a norma L% de
uma funcao pode ser calculada por sua funcao distribui¢ao ou por seu rearranjamento
decrescente. Provaremos também a Desigualdade de Hardy-Littlewood que diz que a
integral do modulo produto de duas fungoes mensuraveis sobre o mesmo espaco de
medida é menor ou igual a integral do produto dos seus rearranjamentos decrescen-
tes. Definiremos ainda nesta secao os espacos de medida nao atémico e ressonantes e
abordaremos alguns problemas que até entao nao tinhamos um resultado satisfatorio,
como por exemplo mostrar onde a Desigualdade de Hardy-Littlewood vale para mais

funcoes.

Lema 1.6. Valem as igualdades,

[1s@lan = [~ usvar= [" o

sup Aip(A) = Sup tfr(t).
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Demonstracao. Comecaremos provando para funcoes simples e depois faremos para
uma funcao qualquer.

Seja ¢ uma funcao simples positiva, com dominio em (2, dada na forma

k
JT) = E anEja
Jj=1

onde oy >ag > ... >ap >0e B;NE; = (). Pelo exemplo vimos que,

k
= Z Bijj ()

onde f3; = 5:1 w(E;) e F; = [oj41,05), com j =1,2.3,...,k e a1 = 0. Assim, pela

definicao de integral de uma funcao simples,
00 k
| = >~ Ayl o)
= Z 6] aﬂ-l

e como,

Zﬁg — 1) = Bilon — ) + Palae — ag) + ... + Br(ag — agsr)

= a1f + az(Ba — B1) + ... + ar(Br — B — 1),

note que,
Bo — 1 = u(Er) + p(Ea) — p(Ey) = p(Ea),

B3 — B2 = u(Er) + p(EBa) + p(Es) — p(Er) — p(Ey) = p(Es),

e dessa forma,

Bk — Br—1 = (L)

Logo,
k
ZBJ — @jy1) ZO‘J‘M(EJ>
j=1

Segue entao que
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- k
/0 frp(A)dA = Z%‘M(Ej)

= /Q p(x)dp.

Para o caso de uma fungdo positiva, seja |f| € MT(€Q,> ). Sabemos que existe
uma sequéncia (f,) de fungoes simples, mensuraveis tais que 0 < f, < f,41 tal que
lim f,(z) = |f(z)| Vx € Q.

Dai, utilizando o Teorema da Convergéncia Mono6tona, o item v) do Teorema e

o que foi provado para funcoes simples temos que

[ 1#@ld = [ tim £, (o)
ZMAMWM
:lnnjgm;MhLUdA
- /OOO lim e, (A)dA

= [ mnin

Utilizando o Teorema da Convergéncia Mon6tona, o item v) do Teoremal[L.1] o Teorema

[[.2]e o que foi provado para fungoes simples temos que

[ 1@l = [ tim f o)
ZMAMWM

=1 T d

1111/0 frt)dt

:/lmﬁ@ﬁ
0

:AmﬂﬁMt

O que prova a primeira parte do teorema.

Suponhamos que exista um Ay € (0,00) tal que pf(Ag) = co. Entdo

sup AMig(A) = oo
A>0
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suptf*(t) > suptg = o0.
>0 >0

Se existe ty € (0,00) tal que f*(ty) = oo. Entao,

suptf*(t) = oo
>0

pr(X) >tV A€ (0,00).

Assim, Caso exista algum A € {\ > 0; us(X) < to} entao, como o dominio da funcao

distribuigao é (0, 00), teremos um A € (0,00) tal que pr(X) < ¢, ou seja,

[ (to) = inf{A > 0; up(N) < to} =00 > A.

O que contraria a hipotese do infimo, logo

sup Aps(A) > sup My = oo.
A>0 A>0

Suponhamos agora que pr(A) < ooV Ae f*(t) < ooVt > 0. Mostremos que

sup Aip(A) < suptf*(t).
A>0 t>0

Consideremos sup,., tf*(t) < oo pois, caso contrario nao terfamos o que provar. Entao,
como fip(A) < 0oV A >0 e pelo Teorema [L.3] (i),

suptf*(t) > pup(A) f*(pg(N) > pp(A)A

t>0

vV A > 0. Logo,

sup Mty (\) < suptf*(t).
A>0 t>0

Mostremos agora que

suptf*(t) < sup Aus(A).
t>0 A>0

Assumindo que pp(A) < oo, pois caso contrario nao ha o que provar. Por hipotese
f*(t) < oo Vit >0, temos pelo item iii) do Teorema |1.3| que

sup Ap(A) = (f*(t) = )y (f* () =€)

> (f(t) = et
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VO<e< f*(t)eVt>D0.
Logo,

suptf*(t) < sup Aup(N).
t>0 A>0

Portanto,

sup Apep(A) = suptf*(t).

A>0 t>0

Teorema 1.7. Seja 0 < p < co. Entao,

/Q|f(:r)|”du=p/0m N (N)dN = /OOO ()Pt

1 1,
sup Aps(A)r = stlig)tpf (1),

Além disso, para p = oo temos que,
esssup | f(z)| = inf{\ > 0; up(A) = 0} = £7(0).
€N

Demonstracao. Seja 0 < p < oo. Como f é mensuravel, | f [° também é,V 0 < p < oo,

dai, pelo Lema anterior e pelo Teorema de Mudanca de Varidveis obtemos que,

JAECIEE R

=/w<meQ\fV>MMt

[
I

p/ Vg (y)dry.

Para a segunda igualdade note que
|17 e (f7)7,

sao equimensuraveis pois, pelo item i) do Teorema temos, | f " e (| f|")* sdo
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equimensuréveis. Pelo item v) do teorema[L.3] (|f|")" = (f*)P. Logo,
[ur@ran = [ e
Q 0

1 1
sup Apg(A) 7 = supt f ().

Pelo Lema e pelo item iv) do Teorema temos

Provemos agora que

supts [*(t) = sup(t(f* (1))
= sup(t(| f 7))
t>0
= igg(kumw);
= sup(As(A¥))»
A>0
= sup(u”pig (u))
u>0
= sup u(,uf(u))%
u>0

Caso p = oo: pela definicio de supremo essencial e como a funcao distribuicao é

positiva, temos que
esssup | f(z)] = inf{A € R; u({z € Q; |f(x)| > A\}) = 0}
e

= inf{\ € R; us(A\) =0}
= inf{\ € R; us(N) <0}
= 17(0).

O lema a seguir, servird para provar a desigualdade de Hardy-Litlewood.

Lema 1.8. Vale a desigualdade,

[1r@idns [y

VA € tal que u(A) <a.

Demonstracao. Considere a < oo. Entao pelo Lema e pelo Teorema item v)
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segue que
/\f(x)|d,u:/ |f(2)xa(z)|dp
A Q
- / (Fxa) ()dt
< Ooof*(t)X[o,um))(t)dt
w(4)

_ / P8t

< /:a fH(t)dt.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Hardy-Litlewood). Vale a desigualdade

/Q F(@)g(@)|du < / ™ g (0.

Demonstracao. Caso uma das fungoes sejam identicamente nula, nao ha o que provar.
Mostremos primeiro que vale para funcoes simples positivas e depois para uma funcgoes

positivas mensuraveis quaisquer. Seja, ¢ uma funcao simples na forma,

k
@:ZanEjv
j=1
onde ay > g > ... > o > 0e E;NE; = ¢psei # jcomi,j=1,2,..,k Seja

F;=UL_ Eiefj =a; —ajpr,com ogg = 0. Se x € E; com i = 1,2,...,n, entdo,

xr € F,Vt>1ie assim,

k
D Bixm (@) = (@i = apn) + (i — Qo) + oo+ (1 — ag) + (g — ap)
=1

= ;.
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Dai, pelo exemplo [I.2] e pelo Lema [I.8] obtemos

| te@at@ldn - /(Zﬁm ) )l

H(Uj:l Ej)
+an—an) [ g (t)dt
0

w(E1) n(ErU E2) n(Er)
= / g (t)dt + ao / g (t)dt — / g (t)dt | + ..+
0 0 0
wUs=1 Ej) w521 Bj)
+ / - / g * (t)dt
0 0
w(Er) w(EL U Bz) wUj=, Bj)
= / g (t)dt + 042/ g (t)dt+ ... + Oék/ g (t)dt
0 p(En) w(USZ1 Ej)
/ ZO‘JX[% L (B)g™ () dt
- [ wgwa,
0
onde v; = M(U§:1 E;). Para o caso onde |f| € M*(£,)]) sabemos que existe uma
sequéncias de fun¢oes mensuraveis (f,,) simples tais que 0 < f,, < f,,41 com lim f,(z) =
|f(x)],V z € Q, e combinando o Teorema da Convergéncia Mono6tona, o Teorema

item v), o Teorema e usando o fato que vale a desigualdade para funcoes simples

positivas teremos
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/ | (@)g(@)]dp = / lim £, ()| g(x) | dp
~ lim / ful@)lg(@)]du

_hm/ | fo(2)g(2)|dp
< lim / F1(0)g" ()t
0

_ / i 72 ()g” (1)t

- [ rg o
0
Caso a = 0o, pelo Lema [1.6]

[ @l [ 1@< [ " P

]

Perceba que se aplicarmos essa desigualdade para as fungoes f, g e h, veremos que

[ 1@g@h@dn = [ (7)ol

< / (f.9)" (OR*(t)dt.

E, o resultado nao vale imediatamente para mais de duas funcoes. Note também que
se aplicarmos o Teorema e usando o fato de que o rearranjamento é decrescente

teremos um resultado que nao é satisfatorio pois,

| @gtem@idn < [ oy om o
0
o t t
< 1 =1]g" [ =) R (t)dt.
<[Tr(3) (5)r
Como o rearranjamento é decrescente,

/000 I (%) 4 (%) P (8)dt > /0 TP Ow (b,

Portanto, precisaremos de um resultado que seja mais forte que o Teorema e para
isso precisaremos de uma medida a qual chamaremos de medida nao atémica que sera

definida a seguir e combinaremos o Lema de Hardy com um teorema que diz que a
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integral do rearranjamento decrescente do produto de duas funcoes é menor ou igual
a integral do produto dos seus rearranjamentos decrescentes. Para provar tal teorema

precisaremos do resultado que vira depois da definicao de medida nao-atdémica.

Definigao 1.3. Seja (2, ", 1) um espaco de medida. Dizemos que p é uma medida
nao atomica quando para qualquer conjunto mensuravel A com p(A) > 0 existe pelo

menos um subconjunto B C A tal que u(A) > u(B) > 0.

Teorema 1.10. Seja o uma medida nao atomica e seja a um niumero real qualquer
satisfazendo 0 < a < u(Q2).Entao,

i) Se () < oo, entao existe um conjunto A € Y tal que u(A) =a e

/A\f(x)\duz/oaf*(t)dt.

ii) Se p(Q)) = oo e f*(a) > tlim f*(t), entao existe um conjunto A € > tal que
—00

wA) =ae )
[ 1r@idn= [

i) s / @)y = / F*(t)t.

Demonstracao.

i) Consideremos dois casos.

Caso 1: Existe o > 0 tal que p17(«) = a. Neste caso temos
F(a) = nf{A > 0,1y () < a} < a
o que implica que
a = pg(a) < pp(f(a)) < a,

ou seja, a = jus(f*(a)
Seja
A={z e Q[f(z) > f(a)}.

Note que

p(A) = p({z € | f(x)] > f*(a)})
= py(f*(a))

= a.
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Pelo Teorema item 1) f e f* sdo equimensuraveis e assim,

pixa(A) = p({z € Q| fxalz)| > A})
p{z € A;|f(2)] > A})

a, se 0 <A < f*(a)
pr(A),  se A> f*(a).

M poxon (A) = mEA Z 05 [f X001 (1) > A})

:{ a, se0<A< f*(a))
mgs(A), se A > f*(a)

= HKfxa ()‘)

Portanto, f*X[,q € fXa sao equimensuraveis, o que implica que

[ 1r@ldn= [

Caso 2: a nao estd na imagem de py.

Como () < oo, f é mensuravel e y1; é decrescente,

0=p({z € Q;[f(z)| = oo})
= p(Mzi{z € A |f(z)] > n})
= lim u({z € X [f(x)| > n})
n—-s~o0
= lim giz(n)
n—oo
= lim psr(N).
A—00
Seja A\g = f*(a) e suponhamos inicialmente A\g > 0. Como a > 0 pois a = 0 esta

na imagem de py basta considerar )\ suficientemente grande. Segue da defini¢ao de

rearranjamento decrescente e o fato de que /\lim pr(A) =0 que,
—00

Ao = inf{A > 0; ur(N) < a} < 0.
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Dai, concluimos pelo Teorema i) que

ps(Ro) = pp(f(a))
<a

< pg(A)

para 0 < A < Ag.
Assim, se a; denota o limite a esquerda de )y que existe pois py é decrescente,

teremos

ag = frr(Ao)
<a
< pup(Ao)

= dai.
O que implica

)\0 = f*(a)
= inf{A > 0; ur(N) < a}
= inf{A > 0; uy(A) <tV ap <t <ar}

= f*(t) para ap <t < ay.

Note que a; = p({x € Q;|f(z)| > Ao}). De fato, como F = {z € Q;|f(z)| > N} ¢ a
intersecao da sequéncia decrescente de conjuntos F,, = {x € Q;|f(z)] > Ao — E} para

n=1,2,---. Sabemos que u(2) < 0o e assim,

pl{r € % 1F@)] 2 Moh) = Tim_u(fr € 41f(@)] = 2o~ )

= lim pu(F,)
n—-~oo
. 1
= Jim pp(Ao — )
= pir(Ag)
= dai.
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Cousidere G = {z € Q;|f(x)| = A\o}. Entao

(@) = p{z € A [f(x)] = Ao})
={z e Q|f(@)| = Ao} —{z € L [f(2)] > Ao}

= a1 — Qyp.

Como a medida é nao atomica, podemos selecionar um subconjunto B C G com
medida p(B) = a — ag. Defina agora A = {x € Q;|f(z)| > Ao} U B, isto implica que
p(A) = pr(Xo) +a —ag = ag+ a—ap = a. Além disso,

duy = d du.
/A @)y /{meg;f@)l>%}\f(x)| it /B F(@)ldu

Sabemos que ag estd na imagem de pf e pelo que foi feito no caso 1,

/ (@)l =
{ze|f(z)|>No}

0
- /0 Y

Além disso, |f(z)| = A\ para x € B, e como vimos que A\g = f*(t) para ag <t < ay, a

p({z€Q|f(z)[>No})
/ F ()t

segunda integral vale

/B @)l = dou(B)

—)\0 CL—CLO>

/ It
[ @l = [ 1oy

Para Ao = 0, usando o item iii) do Teorema encontraremos ag = fir(0) < a, neste

Portanto,

caso podemos escolher um conjunto B disjunto do suporte de f tal que pu(B) = a — ay.
Defina novamente, A = {z € Q;|f(x)| > 0} U B com p(A) = ag + a — ap = a.

Perceba que

F(8) = inf{A > 0 g (0) < 1}
=0Vt 2 ag.
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Entao,

[ @l /{xemm»@} Falldu+ [ 11)ldy
/ P8t
- /O £ (t)dt

O que completa a prova do item 7).

ii) Por hipotese f*(a) > tgnoo f*(t) = f*(c0), logo a < 0o e pup(A) < oo na vizinhanca
de f(a).

Considere entdo, G = {z € |f(z)| > f*(a)}, H = {z € Q;|f(z)] > f*(a)}.
Observe que se existe o > 0 tal que pug(o) = a, entdo pela primeira parte do item

anterior u¢(f*(a)) = a, o que implica que

u(G) = p({z € G [f(2)] > f(a)})

{z € /(=) = [*(a)})

Caso ndo exista o > 0 tal que ps atinja. Sabemos que pf(\) < oo na vizinhanca de
f*(a), i.é., pr(f*(a)) < oo e pelo item 7ii) do Teorema para f*(a) > 0 teremos
[ (ue(f*(a))) > f*(a), ou seja, ps(f*(a)) < a e como a nao é atingido por uy, u(G) =
pr(f*(a)) < a. E da mesma forma que foi feita na segunda parte do item @)

p(H) = p({x € G [f(2)] = f*(a)})

> a.

Se f*(a) = 0 basta usar mais uma vez o item ¢iz) do Teorema o que nos da,
pr(f(a)) <aepp(f*(a) —e) >aVe>0. Logo, u(G) < ae p(H) > a. De qualquer
forma, u(G) < a < u(H).

Como a medida g é nao atomica, podemos escolher um subconjunto A tal que
G C A C H com u(A) = a. Seguindo procedimentos anilogos aos do item i) veremos
que fxa e f*X[0,a) 580 equimensuraveis e (fxa)*(t) = f*Xj0,a)(t). De fato, pelo item v)
do Teorema temos (fxa)*(t) < f*Xp,a)(t). Set < a, entdao (fxa)*(t) = inf{\ >
0; tyy . (A) <t} > f*(a). Pois suponhamos que (fxa)*(t) = A" < f*(a). Pela definicio
do conjunto A, sabemos que x € A implica |f(x)| > f*(a) e pp,(\) = u({z €
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A; |f(x)] > X'}) = u(A) = a >t o que é um absurdo.
Se & ¢ A entdo, | f(z)] < f*(a) < (fxa)(t) e

B ={x e Q|f(z)] > (fxa) ()}
={z e A4 [f(z)| > (fxa) (1)}
={z e Y [f(@)xal@)] > (fxa) (1)}

Pelo item ¢i) do Teorema obtemos

w(B) = p({z € Q1 f(x)xa(@)] > (fxa)(t)})
=m({s > 0;(fxa)"(s) > (fxa) (t)})

< 1.

Pelo item 7) do Teorema [L.3] temos que f*(t) < (fxa)*(t).

Portanto, (fx4)*(t) = f*"X[0,a)(0)-
A equimensurabilidade de fx4 e f*x(o,0) DnOs d&

J @i | e r

O que prova o item 1) pois quando t > a temos (fxa)*(t) =0 = f*Xj0,0) (%)

i1i) Do Lema temos imediatamente que

M?Xp /If !du</ fr(t

Portanto se f*(a) > f*(00), do item anterior temos a igualdade. Se f(a) = f(o0).
Sejam

G ={zeQ[f(x)]> [ (a)}

H={reQ|f(z)]> f(a) - 2},

onde € > 0 é suficientemente pequeno. Segue pelo item ii) do Teorema que

w(G) = p({z € Q[ f(2)] > f*(a)})
=m({t = 0; f*(t) > f*(a)})

<a
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u(H) = plfe € 2 |f(@)] > f*(a) = =)
=m({t = 0: (1) > *(a) = )

= OQ.

Além disso, u(G) < a < u(H). Logo, existe um conjunto A(e) = Atalque, G C A C H
e ji(A) = a. Por argumentos analogos aos do item i), as funcoes fxa e f*Xpu(c) 580

equimensuraveis. Consequentemente,

@)
L ir@lan= [ rwa
Desta forma,
/ |f(2)] :/ | f()|dp + |f()]dp
A G A\G
wG) €
> [* rwi | )= e
(@) €
_ / FH @)t + (7 (00) = =)(ul(A) — (@)
wG)
- / FH (@)t + (f*(00) = =)(a = (@)
wG)
_ / F (@it + f(00) @ — pl(G)) — e+ < (u(G))
wG)
> /0 Fr(0)dt + F*(00)(a — u(G)) —e.
Se t € (u(G), a), neste caso,

fr(t) = inf{A = 0; s (A) <t}
= f"(a)
= f*(c0).

Consequentemente,

wG)
/A @)y > / P (@)t + F(00)(a — p(G)) — ¢

—/M(G) dt+/ Frt)dt — e
/f fdt —e.
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Como € é arbitrario, entao vale que

#(S}fp /If Idu>/ fr(t
s J @l = [ 5o

Teorema 1.11. Seja p uma medida nao atomica. Entao

Deste modo,

[ i< [ oo
para qualquer a > 0. Em particular,
[T torwa s [Turogoa

Demonstragao. considere a < oo positivo, e combinando o item 4ii) do Teorema an-

terior com a Desigualdade de Hardy-Litlewood e com o item v) do Teorema vale

/0 () ()t = o / (Fo)(@)ldu

= s | 1@ataids
= / 1 (@)g(x)xa()|dp

que

< sup f (t)(gxa)*(t)dt
w(A)=a JO

< szpa/ fr(t
_ / 1 (5)(g)" ()t

Considere agora, a = 0o, dai pelo Lema [I.6] e pela desigualdade de Hardy-Litlewood
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(Teorema [1.9) obtemos
| oy @i = [ ro)aan
- [ If@ta)ldu
< [ row o

]

Lema 1.12. (Lema de Hardy) Sejam f e g fun¢oes positivas mensuraveis a Lebesgue

/Oaf(t)dt < /Oag(t)dt

Seja h uma fungao qualquer decrescente em (0, 00). Entao

em (0,00) e suponha que

para todo a > 0.

/0 T h) )t < /0 T R gt

Demonstracao. Provaremos primeiro para o caso de funcoes simples positivas.

Seja ¢ uma funcao simples na forma

K
P = Z O X[0,a;)(t)
j=1

onde a1 >y > ...>ap>0ea; >ay > ...>a, > 0.

Desse modo,

/OOO w(t)f(t)dtzzaj/ F() X0 ()t
= Zaj /Oaj f(t)dt
< Zaj /Oaj g(t)dt
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Para o caso geral, basta usar o Teorema da Convergéncia Mondtona e teremos

/0 TR F(t)dt = /0 " i by f(0)dt

n——aoo
o0

]

Teorema 1.13. Seja p uma medida nao atomica e sejam f,g e h fungoes Y -mensurdveis

em €. Entdo

/Q |f(z)g(x)h(z)|dp < /O N FE(t)g*(t)h*(t)dt.

Demonstracao. Aplicando a desigualdade de Hardy-Litlewood obtemos imediatamente

que
@@= [ 176)oh)@de
Q Qoo
< / F(O)(gh)* (1)

Temos pelo Teorema [1.11] que

/0 (gh) (t)dt < / ) (0t

e segue pelo Lema anterior

/Ooo f*<t)(gh>*(t)dt < /Ooo f*<t)(g)*(t)h*(t)dt

Consequentemente

/Q F(@)g(@)h(@))dp < / ™ b0 (0 (R (1),
]

Observe que para o caso de n func¢oes mensuraveis, basta usar o principio da inducao
e 0 Teorema [L.13
Uma outra pergunta interessante é se existe uma fun¢do h ) -mensuravel que é

equimensuravel com ¢ e vale a igualdade

/Qlf(w)h(x)\du = /OOO () g* (t)dt.
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No geral, a resposta para tal questao é nao, porque depende se o espacgo é finito e
se é ou nao-atomico ou completamente atomico (onde todos os dtomos tem medidas

iguais).Tal espaco serd chamado de ressonante. Vejamos as defini¢oes desses espagos.

Definigao 1.4. Dado um espaco de medida (2,>, 1), um conjunto A C Q em ) é
chamado um atomo se p(A) > 0 e para todo B C A mensuravel tal que u(B) < u(A)
implica em p(B) = 0. Se existir um B C A tal que pu(A) > u(B) > 0 dizemos entao

que o conjunto A é nao-atéomico.

Defini¢ao 1.5. Um espaco de medida (€2, ", i) é dito ressonante se é o-finito e ou é

nao atémico ou é completamente atdémico onde todos os dtomos tem medidas iguais.

Observacao 1.5. O Teorema a seguir vale para o caso de yu ser ressonante. Provaremos
apenas o caso onde u € nao atomico.O caso onde p é completamente atdémico onde todos

os atomos tem medidas iguais pode ser encontrado em [2].

Teorema 1.14. Se u € ressonante, entao

sw [ |(N@ateldn= [ 50 @
ge wJQ 0
onde w = {3 € X 15(N) = py(A) ¥ A > 0},

Além disso, se u(§2) < oo, entdo eriste uma funcdo § que € Y -mensurdvel tal que

/Q F(@)3(@)|du < / ™ g (0.

Demonstracao. Consideremos f e g positivas, pois se umas das duas for nula o resultado
é imediato. Como foi dito anteriormente, faremos apenas o caso onde p é ndao atomica.

Seja p nao atomica com p(2) < oo. Como g é positiva, podemos encontrar uma
sequéncia de funcoes (g,) simples positivas tal que g, 1T g. Para qualquer n > 1 fixado,

podemos representar g, por
k
Z a;jxp, ()
j=1

onde Dy C Dy C ... C Dg ea; > 0com j = 1,2, ..., k. Tome uma sequéncia de
conjuntos Ey, Es, ..., B, tal que u(E;) = p(D;) para j = 1,2, ..., k.
Pelo item ) do Teorema [1.10] para cada p(D;) temos,

IRCE| " bt
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Seja
gn 0 — [07 OO)

k
T+ gn(z) = ZoszEj (x).
j=1
Como p(E;) = u(D;) para cada j = 1,2,..., k, segue que
k
Galt) = X))
j=1
k
=) aXioun,)(D)
j=1

= gn(t).

Desse modo, conseguimos uma sequéncia de fungoes (g,) simples tal que g, é equimen-
suravel com g, para cadan =1,2, ..., k.

Pelo item v) do Teorema e o fato que g = lim g,, obtemos que
n—-aoo

pg(A) = lim p({z € Q{gn(x)] > A})
= lim p({z € Q;ga(x)] > A})

= pg(A).

Consequentemente g e g sao equimensuraveis. Além disso, segue de

/E T = / " b
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que

0

O que prova para g, com n = 1,2, .... k. Utilizando o Teorema da Convergéncia Mo-
notona, o item (v) do Teorema e o fato de que g e g sao equimensuraveis segue

que

n—ao0

/Q F()3()dp = / lim_ () () dp

=i S (@)gn(e)dp

n—oo
—dm [ G (1t
n—oo 0

= lim [ f*(t)ga"(t)dt

n—aoo 0

n—-:ao0

_ / " (g (e,

_ /0 Tl e (t)g, (Dt

Suponhamos agora que p(2) = oo, com p nao atdémica e a > 0 um ndmero real tal
que,

a < /000 fr(t)g" (t)dt.

Assumindo mais uma vez que f e g sao positivas. Como u é o-finita, podemos encontrar
uma sequéncia (E,) tal que E; C Ejsei # je Q=" E,,n=1,2---. Escolha
as sequéncias (f,) e (gn) de fung¢des simples com suporte em F,,n = 1,2,--- tal que

fntfegty

Aplicando o Teorema [1.I]| para rearranjamento decrescente e o Teorema da Conver-

géncia Mono6tona, temos que

40



1. Preliminares

témﬁ@wﬂﬂﬁ——{ﬁmﬁ@m%ﬂﬁ-

Portanto, existe ng > 1 tal que

a<A(ﬁ®£ﬂMt

Logo, (En,, Y, i) ¢ um espago de medida finito ndo atomico, e aplicando a primeira

parte da prova encontramos um h em F,, equimensuravel gxp, com

Falhlald = [ (Fre,) O, ) @

En,

Por construgao f,, < fXEno € Gny < gXEn,- Dessa maneira,

onde X
h(x), sex € Ey,
(z) =
0, sexd¢E,.

Tomando
g(x) = hr)xE,, (z) + 9(z)xE,, (¥); 2 € Q,

claramente g é equimensuravel com g e dai,
a < /Qf(a:)h(x)du
< [ 1@itwin
A Desigualdade de Hardy-Litlewoode implica que
[ f@ataan< [ 5o @

logo,

swp [ f@ataan= [ 1o @t
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1.5 Operacao **

Nesta secao, definiremos a operacao ** e mostraremos algumas propriedades. Tal
opera¢ao serd importantissima para mostrar que o espaco de Lorentz L(p,q) é um

espaco vetorial normado para muitos valores de p e q.

Defini¢ao 1.6. Considere a fungao f** : (0,00) — [0, 00| dada por

fWﬂ—%Af%M&

Observacgao 1.6. f** ¢ também maximal entre todas as médias de f* tomadas sobre

conjuntos de medida ¢ e é chamada de funcao maximal de f.

Observacao 1.7. Mesmo que f** com t = 0 nao esteja incluido na definicao acima,
o limite com t préoximo de zero pela direita, é definido para todos os rearranjamentos

decrescentes, pois pelo Teorema (1.7}

li ()= lim - *(s)d
A SO = B, SR
= f(0)
= esssup |f(x)].
€
Teorema 1.15. Sejam f, funcées > -mensurdveis em Q,n = 1,2 --- . Entdo

i) f** € decrescente e continua em (0, 00).
i) F() < fH)Y 6> 0
i) Se |f(z)| <|g(x)|, para x € Qu — a.e., entao f** < g**.

iv) Se (fn) € uma sequéncia tal que |f(x)] < |f(z)| para x € Q p — ae, entdo
< f*e lim f*= f* para qualquer t > 0.

n—-oo

Demonstracao.

i) A continuidade de f** segue diretamente da continuidade da integral, logo o que

precisamos provar é que f** é decrescente. Sejam t1,ty € (0,00) tal que 0 < t; < ts.
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Entao

F () = =
st [
“( ds+ f (t1)(ta — t1)

*(s)ds + (— t )f (t1)t

)
o

_t2/ Fi(s
/f

<_/ (s ds+(———) F(s)ds
/f

— ).

i1) Como f* é decrescente, entao

iii) Pelo item (iz) do Teorema e 0 Teorema temos que f*(t) < g*(t), Vt > 0.

Além disso, como f*e g* sao nao negativos, segue que para t > 0

/ F(s
% / “(s)ds

IN

Il
S

iv) utilizando o item (i7) do Teorema para rearranjamento decrescente com respeito

a medida de Lebesgue, temos que

L) < f(#),n=1,2---,
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e pelo item (v) do Teorema

falt) — f7(t), V= 0.

Pelo item anterior f*(t) < f**(t),n =1,2,---, aplicando o Teorema da Convergéncia

Monoétona temos que

lmewzhm—/f

n—->o00 n—oo t
=—/ lim_f7(s)ds
o N0

:/f

= , Vit>0.

]

Exemplo 1.5. Seja £ um conjunto mensuravel qualquer e seja f = ypg. Sabemos que

() = Xo,ue) (1)

Pela definicao de f** obtemos

X[0,u(E)) (8)ds

1, set<u(FE)
=\ HE)

— o se t> u(k)

Exemplo 1.6. Seja ¢ uma funcao simples dada na forma

k
T) = Z Qi XE; (z)

onde a; > g > - > a5 >0, e E; ={x € Qo) =a,}.
Pelo exemplo vimos que

k
t) = Z O‘J’X[ﬁjﬂfﬁj)(t)v
j=1
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onde

Dessa forma,
kok 1 *
™ (t) = 7 p*(s)ds
/ Zan[ﬁJ 1— ﬁj d

t t
=7 (/0 041X[0,61)(8)d5+/0 azX[ﬁl,ﬁz)(S)d5+"'+/0 OékX[ﬁk_l,ﬁk)(S)dS)

Se t € (0, 1). Entao,

(1) = Slaa(t 0]

I
8

Se tivermos t € [f1, 52) temos

AS)
*
*

—~

~+~
~—

B1 t
/ ds + oo / d3>
0 B1

(181 + ot — Br))
[ () + a(t — p(Er))]

(B + - los(t — u(B)]

7N
8

>—l-|)—l-|»— ~ | =

I

|
2
=
&

~

Porém, para cada t € [(3,, 33),

1 B£1 B2 t
O (t) = = (al/ ds + ag/ ds + ag/ ds)
t 0 b1 B2

%((1151 + ag(Be — Bi) + as(t — B2)
%(am(ﬂ) + ag(u(Er) + pu(Ey) — p(Er)) + as(t — (u(Er) + p(Es)))
1

S (o)
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Seguindo esse procedimento para t € [5,,_1,Bm), m = 1,2,--- , k resulta que

:%mZ (t—mz_l,u(Ej)>.

Por fim, caso t > [y temos

Portanto,
1
() =<t 1 ¢

; Z?:l CYj[L(Ej), se t > Bk’

Exemplo 1.7. Seja 2 = [0,00),>_ = todos os subconjuntos de 2 e m a medida de
Lebesgue. Defina f : 2 — [0, 00) dada por

0, se x > 2.

f(x)—{1_<x_1)2a se 0 <z <2

Palo exemplo Temos que se 0 <t < 2

t 4
2
-
12
Caso t > 2,
1 /2
P = [ s
0
4
3t
Ou seja,
t 2
1-— 3 se 0<t<2
@) =
1 t>2
— se :
3t’

Teorema 1.16 (Subaditividade). Se pu € uma medida ressonante. Entao,

(f+9)™ @) < f7(1)+g" (@),

46
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para todo t > 0.

Demonstracao. Aplicando o Teorema obtemos que,

- 1/t £*(s)ds

= > [ If@dn

Utilizando a desigualdade triangular e a subaditividade do supremo segue que,

(f +9)7()

sup. / (@) + g(@)ldu

s ( [ @+ [ !g(x)ldu>

up/u o+ sup/|g ) | di
uE*t
_I_g**

(t).

AN
H~|»— P#I)—‘ ~ | =
©

/\’“(/J

— f**
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Capitulo 2
Espacgos de Lorentz L(p, q)

Neste capitulo, introduziremos na primeira se¢ao o espago de Lorentz L(p, q) que
¢ definido pelo conjunto das fungdes tal que .||, estd bem definido em L(p,q). Mos-
traremos que este funcional satisfaz todas as propriedades de uma norma exceto a
desigualdade triangular para certos valores de p e ¢, ou seja, é uma quasi-norma. Além
disso mostraremos para quais valores de p e ¢ o espaco L(p,q) é um espaco normado
com a norma definida. Na se¢io seguinte definiremos o funcional ||.||’ com a operagio
x* no lugar da operacao * e este novo funcional satisfaz a desigualdade triangular o
que torna (L(p, q),|.|l,,) um espago normado para mais valores de p e ¢ com |.||7 equi-
valente a ||, Por fim estudaremos algumas propriedades topologicas dos espagos de
Lorentz tais como mostrar para quais valores de p e ¢ L(p, q¢) é Banach, a separabilidade
e o dual de L(p, q). Os espacos de Lorentz L(p, q) generalizam os espagos de Lebesgue

pois L(p,p) = LP como veremos mais adiante.

2.1 Definicao do Espaco de Lorentz

Definicao 2.1. Seja (€2, ), 1) um espacgo de medidae 0 < p < oo, 0 < ¢ < co. Entéo
o espago de Lorentz L(p, q) é o conjunto de todas a classes de fun¢des Y -mensuraveis
f tais que, || f]|pq < 00, onde
00,1 dt. 1
(Jo (¢ f*(1))7=—)7, se 0 <p<00,0<q< o0,
£ ’p,q = t

SUPt>ot%f*(t)7 se 0 < p<oo,0<q=o0.

Observagao 2.1. O caso p = oo nao ¢ interessante pois ||f||c,, < oo implica em
f=0pu—a.e. em Q. De fato, suponha que L(c0,q) seja um espaco nao trivial. Entao,
existe uma funcdo f nao nula em L(oo,q), logo existe ¢ > 0 e um A € ) de medida

positiva tal que, |f(z)| > ¢V 2 € A.
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Consequentemente,

& d
1115, = / Fe(dt

> / Tt

t

- /Oooinf{A > 0. (o € A7) > A)) < 1) %

o que ¢ um absurdo. Portanto ||f]||s, < oo implica que f =0 u — a.e. em €.

Exemplo 2.1. Considere A um conjunto Y _-mensuravel de medida finita. Suponhamos

que 0 <p<ooel<qg<oo. Assim,

o adt)
ealla = ([ (B x0mr )" G

Suponhamos agora 0 < p < oo e ¢ = co. Dai,

1 *
X allpoo = suptr (xa)*(t)
t>0
1
= sup ¥ X[o,u(4))(t)
t>0

= u(A)r.

3=

Teorema 2.1. Seja 0 < p < co. Entao L(p,p) = LP, ou seja, || fllpp = || f]lp-

Demonstracao. Provaremos inicialmente o caso onde 0 < p < oo. Resulta da definicao

151l = ([ )
o
()

= [1f1lp-

e pelo Teorema [1.7] que

S I |&
-+ | =
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Caso p = oo, usamos o fato de f* ser decrescente e mais uma vez o Teorema[L.7] Dessa

forma

Hf“oqoo = sup f*(t)

t>0
= /7(0)

= esssup | f ()|
e

= [1f1loo-

]

Teorema 2.2. O espaco de Lorentz L(p,q) é um espaco linear. Além disso, se 0 <

p<ooel<qg<oo entio ||.||p € uma quasi-norma.

Demonstracao. Sejam o € Re f € L(p,q). Entéo

(@f) (1) = nf{A > 0;  ({ € s af(x)] > A}) <
—inf{A > 0 p ({x € i |f(x)| > i}) <1}

= inf{lals > 0;u ({z € Q4 [f(2)] > s}) <1}
= lalf*(®).

Suponhamos 0 < p < oo e 0 < ¢ < 00. Segue que,

lofll = ([~ arr )

il ([Cerort)’

= [[[flpq-

Q=
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t
Sejam, f,g € L(p,q), aplicando o Teorema e fazendo u = 3 obtemos que,

17+ gllpq = (/Ooo(t;’(vag)*(t))Q@)

t

([0 )+ (re)

Q=

= 9t (/m(u;f*(u))q%“ + /Ooo(u;,g*(u»qd_u)é

0
1 1
= 201 (]| f[[2, + [1g]1%,) s
) 1
< 2 2 max(|| |2 IFSIE

pg’
1

1
< 2074 (| flpq + 119 lpa)-

Sed<p<ooeq=oo,

lofllpoe = supts (af)* (1)

—| o | suptv £ (1)
t>0

Aplicando o Teorema,[1.5]

1 *
LS + gllpee = sup i (f +9)7(t)
t>0
t t

<supt(f(5) +9°(3))

= sup(2u)7 (f*(u) + g*(u))

u>0

< 25 (supus f*(u) + sup urg*(u))

u>0 u>0

1
= 2p(||f||poo + H9||p00)~

De qualquer forma, af ef + g estdo em L(p,q) o que significa que L(p,q) é linear.
Claramente ||f||,;, = 0 se e somente se f = 0 o que implica que ||.||,, ¢ uma quasi-

norma para 0 < p < oo e 0 < ¢ < oo pois nao vale a desigualdade triangular. O]
Teorema 2.3. ||.|[,, € uma norma se, e somente se, ou 1l < q<p oup=q= 0.

ol



2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Demonstragao. Pelo Teorema anterior, para provar que ||.||,, ¢ uma norma basta mos-
trar agora que vale a desigualdade triangular. Mostraremos apenas o caso onde a
medida g é nao-atomica, o caso no qual a medida é completamente atomica pode ser
encontrado em [5].

Sejam f,g € L(p,q) com 1 < ¢ < p. Entao, 71 6 decrescente e assim, (t%_l)* =
t»~'. Resulta do Teorema m que

— sup( / (@) + g(@)|1[(x)|du)t
— sup( / (@) + g@) | h()| ) ),

. ~ ~ . , . qa_1
onde o supremo é tomado sobre todas as fun¢oes h que sao equimensuréaveis com t» .

Segue da Desigualdade de Minkowski, da subaditividade do supremo e mais uma vez

do Teorema que,
1f + gllpg = sup( / (@) h()]7 + g(@)|h(x)|5 |* du)s
< sup|( / |f(@)[4]h(2)|du) 7 + ( / |9(2) 9| A()|dp) ]
< sup( / F@)I[h()] ) + sup( / l9(@)]F |(z) d)
— / L )t ( / g (e

0
= ||f‘|pq+ Hngq-

t
Caso p = q = 00, fazendo u = e pelo Teorema

I[f + gllocoo = stgg(f +9)*(t)

<apt(5)+0 (3)

= sup(f*(u) + g*(u))

u>0
< sup f*(u) +sup g*(u)
u>0 u>0

= HfHoooo + HgHoooo-
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Por outro lado se nao tivermos ou 1 < g < p ou p = ¢ = o0, nao valera a desigualdade
triangular pois:

Caso 1) 1 <p < q<oo. Sejam, a, h,e > 0 e considere,

flz)=(1+ 6)X[0,a+h)(x) + Xla+h,a+2h) (z),

9(z) = Xjo.n) () + (1 + €)X [n.at2n)(2).

Da definicao de rearranjamento decrescente

f1(@t) = inf{A > 0; p({z € B [(1 + )X patn) () + Xjarhaton) ()] > A}) <t}

g*(t) = inf{ X > 0; u({z € & |xpo,n) () + (1 + €)Xnasan) ()| > A}) <t

Se 0 <t < a+ h. Entao,

Sea+h<t<a+2h,

Por fim, se t > a + 2h,

Portanto, f* = g* = f.

Como

(f +9)(z) = (2+ €)xpn (@) + (24 2€)X(hatn)(T) + (2 + €)X[athatan) (D),
encontramos que
(f +9)"(t) = inf{A = 0; u(K) <t}

onde K = {x € % [(24 €)xjon) (®) + (2 + 26)X{hath)(T) + (2 + €)X[athataon)(T)| > A}
Assim, se 0 <t <a

(f +9) (t) =2+ 2e.

Sea<t<a-+2h,
(f+9)@t)=2+e.
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Set>a-+ 2h,
(f+9)"(t)=0.

Isto implica que

(f +9)7(t) = (24 2€)xp0,0) (%) + (2 + €)X[aa2m) (7).

Logo,
U dt
17l = [ @ rerd
0
o1 At
= [ (P14 €)Xpa+m) () + Xatnaran(l)) 7
0
= / t2 7 (1 + €)Xfoatn) (1) + Xlarharon (t))'dt
0
a+h . a+2h .
= / te (1 4 €)4dt +/ trtdt
0 a+h
- g[(a—i- R)7(1+€)? + (a+2h)7 — (a+ R3],
como f* = g*, temos entao |[f[|2 = |[g|[2,
De forma anéloga,
1f +gll, = g[ai(z +26)7 + ((a+ 2h)F — ab)(2 + €)7).

Assumindo que vale ||f "‘gupq < ||f||pq + ||g||pq

¢ claro que, ||f + gl < (2max(|[f[|pq: [19]lpg))? < 29 max([|f]]pg; [|9]]pg)?-
Resultando em

3

[ar (2+2€)+ ((a+2h)7 —ar)(2+€)9] < 2q§[(a—|—h)z(1+e)q+ (a+2h)r — (a+h)»].
Consequentemente,

[af (L+ €)'+ ((a+2h)F —a?)(1+5)7) < [(a+ h)F (L+ €)'+ (a+2h)% — (a+ h)7].

Multiplicando ambos lados por (—1)

—[af (L+ )7+ ((a+2h)F —a?)(1+5)7 = —(a+h)3 (14" = (a+2h)F + (a+ D)%,

Vale entao que

LSRN

(a4 20)% — (a+h)E < (at+h)F(1+e) —ab(1+e)? — (a+2h) (1+§)q+a%(1+f)q

2
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Adicionando (1 + %)q(a + 2h)% em ambos lados obtemos,

—(a+2h)F —(a+h)s +<1+§)q(a+2h)% < (a+h)b(1+e) —a%(1+e)q+a%<1+§)q.

Dai,

—(a+2h)7 — (a+h)7 + (14 <)"(a+2h) — (14 =

5 S a+h)r < (ath)r (14 e —ar(1+ e+

hSESY

+a%(1+§)q—(1+§)(a+h) .

Podemos escrever a desigualdade como

(147 — (L4 3)1 .
< : (a+ )} — ],
(1+§)Q—1

(a+2h)» — (a + h)

iSRS

(14t = (1+5)"

(1+§)q—1

como lim,__,o+

= 1 segue que,

(a+2h)> — (a+h)» < (a+h)r —av.

Ou seja,

(a+2h)7 +ar < 2(a+ h)r.

Considere f(z) = [ t»~'dt o que nos fornece, f(a+ 2h) = ]—Q(a +2h)7, f(a) = Pab e
q q

fla+h) = Z—?(a + h)# isto é,
q

fla+2h) + fla) <2f(a+h),

como f é continua e vale a desigualdade acima, entao f é concava pois escreva

r=a+2h,y=ael= 7 Dessa forma,

P )2+ d) = F((3)(a+2h) + 2)

(2
(a+ h)

f
%f(a—i— 2h) + %f(a)
1

(1= N @)+ 5 w).

>

Pela concavidade de f, a derivada f'(x) = xg_l, tem que ser decrescente, i.e., ¢ < p, 0
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

que é um absurdo, pois supomos q > p.

Caso 2) 1 < p < ¢ = co. Considere os conjuntos mensuraveis A C B C {2 tal que,
B\ &
p
1(A)

u(B —A) < p(A).

Considere também,

g(x) = xa(z) + axp_a(z).

Dessa forma,
a, se0<t<pu(A),
F0) =31, se pl(A) <t < p(B),
0, se t > u(B),

a, se0<t<u(B-A),
g°(t) = 1, sepu(B—A)<t<u(B),
0, se t > u(B),

isto € o mesmo que

F(t) = axqoua)y () + Xiua),us) (1),

9" (t) = axpouB-a)(t) + XjuB-a),um) (t)-

Assim,

Lo
[ f1lpoo = suptr f*(t)
t>0

l *
poo —
9| suptrg*(t)
t>0

RS
S—

= max(ap(B — A)r, j(B)
= u(B)r.

B =
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Como
f(x) +g(x) = axa(z) + x5-a(x) + xa(2) + axp-a(7)
= (a + 1)XB(x)>
entao
e Jat+1, se0<t<pu(B),
(f +9) (1) = { R,
Claramente

r
q

1 + gllpoe = (a+ 1)u(B)
> 2(B)s
:||f||poo+||g||p00'

Caso3)0<p<lel<gqg<oo.
Sejam A, B conjuntos mensuraveis tais que, AN B = (). Tome, f(z) = xa(x) e

g(x) = xp(x). Sabemos que,

Temos,
(f +9)"(t) = inf{X\; p({z € U xalz) + xp(z)| > A}) <t}
1, se0<t<pu(AUB),
o, set > pu(AUB).
Dai,

1

Hprq = </0 tp_IX[Oyu(A))(wth)

De forma anéloga

Q=
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

1
q

Hf+9”pq

S—
8

s +g>*<t>th)

n(AUB) - %
trdt

1
q

(AU B)?)

I
7/ N 7N N N
o\

Q=

(u(A) + u(B) — u(AN B))»

N

q

S =

(1(A) + u(B))7.

QRIT RIT I

|
VRS
~_

Logo, se vale a desigualdade triangular entao

1

£ (u(A)> + p(B)

.

Q=
™=
Q=
S =

(1(A) + u(B))» < <§> ),

isto é,

B =

((A) + u(B))¥ < p(A)> + u(B)¥.

O que nao acontece se 0 < p<le (< qg< .

Caso 4) 0 < p < 1 e g = oo considerando as mesmas fungoes f, g do caso anterior

1 *
1 fllpg = suptz f*(t)
t>0

1
= Supt? X[o,u(4)) (%)
t>0

= pu(A)r.

3=

Da mesma forma,

19llpg = n(B)7,

1

f + 9llpg = (u(A) + p(B))7.

O resultado segue como no caso anterior.

Caso b)) 0<p<ooel<g<l.

Defina
2, se0 <z <27P,
-1

0, caso contrario ,
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

e
4, se 0 <z <27,
g(x) = B
0, caso contrario .
Logo,
. 2, se()<t<27P
fr(t) = B
0, se,t > 27P,
. 4, se 0 <t <27%
g'(t) = .
0, se,t > 27°P,
Assim,
o q_ . 1
1l = ([ 6571 @10t
’ 1
p 2\
= =29.(27° Q>
(Lo
1
-(3)
.
Analogamente
ol C);
Illpe = | =
pq q
De
6, se0<z<27?,
flx)+g(r) =142, se, 27 <x<27P,
0, caso contrario ,
obtemos que
6, se0<uz<2°?
(f+9)(t) =142, se, 27 <z <27P,
0, caso contrario ,

Resultando que

Hf+mm=p/mﬂlq+gr@ﬁ

0

q

(s

)

272;7 v 2—PpP
( / 6%tr ' dt + /
0 2—2p

(]_QGq (27217)% + 2q1_7

1

(69272 41— 279)

59

2951 dt)

()7 - ()

q

1
q

q
p
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Suponhamos que vale,
L =+ 9llpg < 11 f1lpg + [19l]pg-

Entao vale

(2)2 (61272 41— 270)} < (1_?)3 LD

q q
Isto é 0 mesmo que
39279 — 27914+ 1 <29

ou seja,
279(37—1) <27 -1,

o que significa que
31— 474271 < 1.

Esta tltima desigualdade é impossivel para 0 < g < 1. O

Relacionaremos diferentes espacos de Lorentz, e para isso precisaremos do Lema a

seguir.

Lema 2.4. Seja h uma funcao decrescente em (0,00). Se 0 < <1 e 5 >0, entdo

(/OO tﬂ—lh(t)dt>a < apl™® /Oo tP=Ih () dt,
0 0

e a constate a3~ & sharp, ou seja, ndo existe menor constante ¢ < a3'~% tal que vale

a desigualdade.

Demonstracao. Como h é decrescente

BR(OE* = ~[h(6)" 7] aBh(t) 7

QI Q|

h(t)*a / 1531 (1)
0
h(s)*s™~1ds]a " aBh(t) P

0
t

h(s)asaﬁ_lds]%.

0

VAN
Q|
o
™

I
SRS
o
=

O que implica que

/ T Bttt < o / ()27 1ds]
0 0
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

isto significa que

B( /0 h h(t)tPdt)™ < [aB /0 h(s)*s*~1ds],

isto é,

(/ P d) < aBT [ tPTIR(4)dt.
0

0

Para mostrar que a af8'~® é sharp, tome h(z) = xp,1)(z) entao

(/OOO P h(t)dt)™ = (/01 1 dp)e

= B

1
:aﬁla/ t*P=1at,
0

Teorema 2.5. Sejam 0 <p< oo e < q < q < 00. Entao,

1 llpa < Cl1flpan

onde

e € sharp. Portanto,

L(p,q1) = L(p,q2) continuamente.

Demonstragao. Considere, h(t) = f*(t)2, a = @, B = =y Aplicando o Lema
p

q2
obtemos que

1 f115g, = (/0 £7 () dt)
= (/OO 9= h(t)dt)®
0

< aﬁla/ t B () dt
0

_ (B Ry /°° HE pr (@)
0

a p
= @)y [ orar
0
i\, g2\ -4
R
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Consequentemente,
QL 42— L
11l = G2 )22 £y
= O||f||p<11
Do Lema 2.4] vimos que C nao pode ser melhorada. O

Teorema 2.6. Seja 1u(§2) < co. Entao valem as imersoes:
i) L(p,q) = L(r,s) VO<r<p<ooel<gqgs<oo.
ii) L(p,q) — L(p,s) VO <g<s<o0el<p<oo.

Demonstragao. Sejam 0 < u < p; < ps < 00 e f € L(py,00) uma funcdo qualquer.
Temos,

w)
ruwmu:pé (% 1 ()"

B(82) w_w_q, 1 L
([ eE o)
0

() L 1 L
<[ st ()
0

s>0

w(€2) W w N
—<A £l de)
1 1
p)m v

2
[ £ p2co-
(pl o p%)%

Assim,

L(p27 OO) — L(pluu)7

e tomando p; = r,ps = p e u < s segue pelo Teorema que
L(p.q) = L(p,00) = L(r,u) = L(r,s).

ii) E imediato do Teorema basta escrever ¢ = ¢, € s = @s. 0

2.2 Norma no Espaco de Lorentz

Vimos na segio anterior que ||.||,, ndo satisfaz a desigualdade triangular para todo
0<p<ooel<q< oo Nestasegdo definiremos o funcional ||.|[5, com a operacdo **

no lugar de * e este funcional sera equivalente ao funcional ||.||,,, porém ira satisfazer
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

a desigualdade triangular para mais valores de p e ¢, dessa forma mostraremos que

L(p,q) é um espago normado para 1 <p<ooe l<q< oc.

Definigao 2.2. Seja f € L(p,q). Entdo o funcional |[.||%, é definido por

oo [ 1 adt a1
(fo <tpf**(t)> 7)q, se 0 < p<o00,0<q< o0,

fllpg =
171l supt%f**(t), se 0 <p<o0,0<q<oo.
t>0

Teorema 2.7. Se 1 < p < 00,1 < q <00 oup=q=occ entio (L(p,q),||.|[;,) € um

espaco normado. Além disso,

p

[-llpa < 11150 < 5= 1Hlpg

Demonstragao. Claramente ||f|[;, > 0 e [|f[|;, =0 f =0 p— a.e. em Q. Considere
l<p<oo,l1<g<ooesejam, a € Re f € L(p,q). Assim,

posi, = ([t er o)’
-([[@ [@neu) ?)3
([ [ oty

—lal (@ ey t)é

= [l f1]5q-

Sejam, f,g € L(p,q) e pela subaditividade da operacao ** e aplicando a desigualdade

de Minkowski obtemos que,
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

1Lf + gllpg

= [1f1l5q + 191

Se porém, 1 < p < q = oo,
l kK
ovf |5 = supte (o f)™(t)
t>0

zsupt;(%/o(af)*(s)dS)

t>0

=| o | supts f(t)

t>0

=l a | [If1lpe

l kok
1+ 9l = stugtp(f+g) (t)
>

< sup (7 (1) + 97(1)

< sup t%f**(t) + supt%g**(t)
t>0 t>0

= [[f1l5e0 + 1191 lpe0-

Sep =q =00, |[af[iee = lo] [[fll%e € IIf + 9llise < 1[50 + [19]5000- Basta
entao mostrar que ||f||,, < oo paral < p < 00,1 < ¢ < oooup=gqg= 00, isto &,

mostraremos que || f[|* < L1||f||pq desde que 1 <p < 00,1 < g <oooup=gq=oo.
p—
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

1
Considere, « = — e ¢ = q 1 (o conjulgado de ¢q), logo pela desigualdade de Hélder

Il
AN N T
~+ | =
= _
| i
2

»Q‘| CID

— |

~+ ‘»Q _ =

Qe Q

+ Va)
N ~_
N\ QH/—\
O\“

Y

Q\

_Q\

QU

V2)
N———

Multiplicando ambos lados por ¢,

1
1 ¢ —q _ o _ 1., ¢ a
e [ reas s amaSedie ([peseo)
0 0
1—q ¢ %
=(1- a)Tta(l_i)_% (/ f*(s)qsa(q_l)ds)
0
l1—-qg a-—1 t %
=(l—a)at (/ f*(s)qsa(q_l)ds)
0

Dali,

@3 [ £y < 70—y [

_ (1 _a)l—qta—Q/ f*(s)qso‘(q_l)ds.
0
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Integrando ambos lados de 0 até oo e usando o Teorema de Fubini, encontramos que

% 1 1 t q o9 t
/ - ta—/ f*(s)ds ) dt < (1—a)1q/ taZ/ f* ()15 Ddsdt
o 1 t Jo 0 0
00 t
=(1- a)lq/ / t2 f*(5) 1540 D dsdt
(1—a) / / t72f*(5)15 " Vtds

(1—-a) / f*(s)dsa=D / t*2dtds
—(1-a) / f(syiseids
—-a)? [T

consequentemente,

([t [ romrt) < 2 ([ rorents)’

1
Como a = —, temos que
p

([t [ o) <y ([ ronst)

Q=

Q=

o que implica que

* p
HprqSFHprq-
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Sel<p<ooeqg=o0

1 k%
1 1lpee = suptr f*(2)

t>0

= sup tr (l /t f*(s)ds>
>0

:suptp / f*(s 3735d3

t>0

gsuptp /0 TI(SUPS”JC (s))ds

t>0 s>0
1 4 ¢ =1

—supt5 [T s

t>0 0

1_q t =1
— [l supts ™! [ 57 ds
t>0 0
p

= ~E 1l

Caso p = ¢ = o0, como f* e f** sao decrescentes,
1/ 3eoe = sup f7(2)
>0

:tlnc}+ t/ f*(s)ds)

<. [ rom
= lim f (0)t = f7(0) = |[f]ocoo-

t—0t ¢

Portanto, (L(p, q), [|f|[;,) € um espago normado se 1 <p <oo,1 <g<ocoup=gq=
oo. Para provar a primeira desigualdade, basta usar o fato de que f* < f** para todo
t > 0(Teorema [1.15) caso 1 <p < oo el < g < oco. De fato,

1
by = |11 pg-
Se tivermos 1 < p < oo e ¢ = o0,

[ llpoo = sup f7(2)
t>0

< sup f*(t)
t>0

= [1f1lpe
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Caso p = ¢ = oo ¢ analogo. Dessa maneira,

b

[l < 11115 = 2= 1llpa:

o que significa que as quasi-normas ||.|[, e ||.|[, sdo equivalentes. O

Observacao 2.2. Se p = ¢ = 1, entdo ||.||}; ndo é uma norma em L(p, q) pois, tome

f(z) = xa(x), onde A é um conjunto mensuravel com medida positiva. Logo,

& d
£l = / 1

t

Se 1 é nao atomico e o-finito, o espago de Lorentz nao é normavel para 0 < p < oo
el0<g<loulO<p<lel<g<xoup=1lel <q< oo, esta prova podera ser

encontrada em [5].

2.3 Propriedades Topolégicas e Métricas do espaco

de Lorentz

Agora ja podemos falar em propriedades topologicas para o espago L(p,q) tais
como a completude, a separabilidade, a dualidade. Comecaremos mostrando para

quais valores de p e g o espaco de Lorentz é Banach.

Teorema 2.8. L(p,q) é completo para 0 < p < 00 e 0 < ¢ < 00 com a quase norma

[-l,q- Em particular, L(p,q) é um espago de Banach se 1 < p < oo el < ¢q < oo,

p=q=1oup=q=o0.

Demonstragdo. Seja (f,), uma sequéncia de Cauchy em (L(p,q), [|.|[,,). Entdo dado

e > 0 existe um ng € N tal que m,n > ng implica
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Do Teorema [2.4] com g =00 e 0 < ¢ = q < 00 temos

Hfm - fn”poo S CHfm - anpq < 67

ou seja,
l *
supt? (fo, — fu)*(t) — 0,

t>0

quando m, n > ngy. Pelo Teorema [1.7]

hSA

wmﬂm—nﬂﬂ=ﬁwaMM

t>0
= 3w Nil{z € | (o) = fole) [> e
O que significa que

n{x € Q| fulz) = ful@) |> AN)7 <,

para todo m,n > ng e A > 0, ou seja, (f,), é uma sequéncia de Cauchy na medida g,
logo alguma subsequéncia (f,,) de fun¢des mensuraveis converge para alguma funcao
mensurdvel f y—a.e. em Q. Como (f,), ¢ uma sequéncia de Cauchy em (L(p, q), [|.l[,,)
entao

“fn - anHpoo < €,

para todo n > ng, e fn, — fng — f — fno 1t G.€. em (L
Do Teorema [l
(f = fro)* () < liminf(fr, — fuo)" (1),

e pelo Lema de Fatou,

Q=

1= ol = (03 = o @)
< ([ tmint(f, ~ £ ()

dt
t
dt
t

Q=

)
)

Q|

< liminf(/ooo(?fll’(fn,c — fno)" (1)1

= lminf [| fr, = faoll,-

Consequentemente,
||f - f?’b()”pq — 07

quando ng — oo. Como f = f — f,, + fn, entao,

”f”pq é Hf - fHOHpq + ”anHpq < 0.
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Portanto f € L(p,q) para0 <p < oo e 0 < ¢ < o0.
Se ¢ = o0,
[l poe < ClIf Nl g < 00

e assim f € L(p,00) para todo 0 < p < oco. Logo L(p,q) é completo para 0 < p <
xel<g<oo Paral<p<ooel <qg<oo,p=¢q=o0c0 L(p,q)éum espaco
normado com a norma ||.|7 e para o caso p = ¢ = 1, L(p,q) € um espaco normado
com a norma ||.|.. Daf pelo Teorema e usando o fato de que L(p,q) é completo,
temos que o espaco de Lorentz ¢ um espaco de Banach para 1 <p<ooel <q < oo,

p=qg=1lep=qg=occ. ]

Para mostrar a separabilidade do espaco de Lorentz precisaremos mostrar que o
conjunto de todas as fungdes simples é denso em L(p, q), ou seja, qualquer func¢do no

espaco de Lorentz pode ser aproximada por uma fun¢ao simples na norma de L(p, q).

Teorema 2.9. O conjunto de todas as funcgoes simples integrdveis S € denso em L(p, q)

para todo 0 < p < oo el < g < o0.

Demonstra¢ao. Sejam ¢ < oo e f € L(p,q) arbitrarios, devemos mostrar que existe
uma sequéncia de fungdes simples e integravel (s,) tal que || f — s,|,, — 0, quando
n — oo. Assuma sem perda de generalidade que f é uma funcao positiva e portanto
existe uma sequéncia de funcoes simples integraveis 0 < s,, < f para todon =12, ... e

s, — f quando n —> oo. Consequentemente pelo Teorema [1.5

d-sr <5 (5) 45 (3)
()

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada seque que

(e o]

lim «f—%ﬂwﬂﬁ:émhm«f—%r@Wﬁ

n—aoo 0 n—aoo

= lim h N u({z € Q| f(x) — sn(z) |> A})dt

% Jo
=0.
Portanto, .
lim trH(f = s,)*(1))%dt = 0,
= Jo
ou seja,

; qa _
(17 = s, =0,
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Como f ¢é arbitréario entao S = L(p, q), isto é, S é denso em L(p, q). ]

Definicao 2.3. Uma medida p é separdvel se existe uma familia enumeravel I' de
conjuntos mensuraveis de » . com medida finita tal que para qualquer € > 0 e qualquer
A € Y de medida finita podemos encontrar um conjunto B € T' com u(AAB) < e,
onde AAB={r€ AUBex ¢ AN B}.

Teorema 2.10. Se a medida p € separdvel entao espaco de Lorentz é separdvel para

0<p<oo,0<qg<oo.

Demonstragao. Considere que p seja separavel, seja A € > com medida finita e € > 0
arbitrario. Entao existe uma familia enumeravel I' de subconjuntos de 2 de medida

finita e um B € I tal que
WAAB) = u((A - B)[ (B - A)) <e
Assim,

)a

a =Xl = (6 ua =) ()7
— ([ (asay 0
= (/Ooo(t;X[o,u(AAB»(t))q%
- (/OM(AAB) trdt)a

= &)in(aaB)

Q=

Q=

)

B =

Logo, para qualquer funcdo caracteristica de um conjunto A € > de medida finita,
podemos encontrar sempre outra funcao caracteristica de um conjunto B € I' tal que
a norma da diferenca entra as duas funcoes caracteristicas é tao pequena quanto se
queira.

Seja s uma funcao simples dada por,

sa) = Y e, (o),

onde g > g > ... >ap>0e A ={zr € Q;s(z) = ;} para todo j = 1,2, ..., k.
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Podemos entao definir uma nova funcao simples

k
Z O‘]XB

onde B; é escolhido tal que p(A;AB;)7 < € para todo j = 1,2, ..., k. Dai,

k

Is = 3ll,g = 1D asxansln

Assim, para qualquer fungao simples s definida nos conjuntos > - mensuraveis A, Ao, ..., Ay,
podemos encontrar outra funcao simples § definida nos conjuntos B, Bs, ..., B, onde

B eI, j=12---,k Como o conjunto de todas as funcoes simples é denso em
L(p, q),

k
g:Z%XB B, el,aeRk=1,2---},

é denso em L(p,q). Além disso o conjunto enumeravel,
SQ—{S—ZQJXB );Bjel,aeQk=12,---},

¢ denso em S e dessa maneira SAQ é denso em L(p,q). Assim, o espaco de Lorentz é

separavel. 0

Observacgao 2.3. Se L(p,q) é separavel para 0 < p,q < oo, a medida p também sera

separavel. Este caso é encontrado em [5].

Para provar a dualidade enunciaremos a Desigualdade de Jensen cuja demonstra-
¢ao podera ser encontrada em [20]. Provaremos em seguida o Lema conhecido como

Desigualdade de Hardy que sera fundamental para mostrar o dual de L(p, q).

Teorema 2.11 (Desigualdade de Jensen para Integrais). Seja (S, , 1) um espaco de

medida finita e h : S — I uma funcao p-integravel. Entao a desigualdade

0 (ﬁ / h(S)CM(S)) < 55 [ ethle)dnt)

onde ¢ : I — R € uma fungao conveza tal que p(h) € integravel.
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Lema 2.12 (Desigualdade de Hardy). Seja h uma funcao decrescente positiva em

(0,00), ¢ < 1er>0. Entao:

) (2 pu)du)yre=2de)s < L[ @n(e))s="de)a
r
) (2 h(w)duyrer=rde)s < L2 (eh(e))er—1de)s
T
Demonstracao.
i) Usaremos a desigualdade de Jensen junto com a func¢do convexa p(z) = x% Desse
modo,
t t - t , t ,
(/ h(u)du)? = (/ h(u)ulquqldu)q(/ uqldu)q(/ wedu)TI
0 0 0 0
1 ¢ T T t r
(i [ S e[y
fo wua du Jo 0
1 t T T t r
< m(/o (h(u)ulq)quqldu)(/o s du)’
Ot T T t r
:/ (h(u)ulq)quqldu(/ wa ' du)i!
0 0
q T t T T
= (i / ()5t du,
r 0
Consequentemente,

(/Ot h(U)du)qt—T—l < (g)q_l " q (/Ot(h(u)ul‘Z)quZ—ldu> 1
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

integrando ambos lados e aplicando o Teorema de Fubini obtemos que

0o t q 00 1 - t - ”
/ (/ h(u)du) trldtﬁ/ (g)(] t_q_l/ (h(u)u'™ ) us " dudt
0 0 0 r 0

t . r
/ (h(w)u'™ ) e dudt
0

T
8

O\C\;O\C\

~
|
]
|
—

I
S

8

—

i
L

gfl(h(u)ulfg)qu%ldudt

8

t~a N(h(u)u' ) e didu

8

I
5
AR

<
83

=}

o—

Il Il
e N e N S

SR IR IR IR IR IR IR

N N N N N N~
<
L

Portanto,
00 t q % 00 %
( / ( / h(u)du) t—’“—ldt) <1 ( / (th(t))%‘?“ldt) .
0 0 " \Jo
.. . 7 h (l) . 1 . -2
ii) Seja h(u) = —3~, considere v = — e s = —. Dessa maneira teremos,ds = t~*dt, dv =
u u
u2du e,
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Dai, resulta do item anterior que

</ooo(5hS ! >q8”ds) é
B (/Ooo(th(t))qt’"—ldt) "

S IR

=R

—

=3I

]

Teorema 2.13 (Dualidade). Se l <p< oo el <qg< oo oup=q=1,(p,q) entio

L(p,q)* € isomorfo a L(p',q') onde p' e ¢’ sdo os conjugados de p e q respectivamente.

Demonstracao. Se p = q, teremos L(p,q) = L(p,p) = L(p), seque que (L?)* é isomorfo
aL(p)V1<p<oo. Sejal<p,qg<oocompqesejage L(p,q)edefina ¢ como,
o(f) = [, f(@)g(z)dz ¥V f € L(p,q). E claro que ¢ é linear e usando a desigualdade
de Hardy-Litlewood e a desigualdade de Holder obtemos,

o(f) = / f(2)g(x)dz]
< / F(@)g()|dz

<[ rogou
< / F(0)g™ ()t

*© d
= [ o7 w0

0
- [ e g

e 1 d 1 e a1 /d 1
<( @i @D
= 111819l

Portanto, ¢ é limitado e

||90||E<L(p,q)]* = sup |90(f)| < ||g||;/q/
1f11pq=1
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Casol<p<ooeq=1,

> 1 d
wn< [ eroreoT

g/o tv f*(t) sup(s7 g**(s))

s>0 t

= [[f1l5ullgll3o0-

Dessa forma

el < Nlgllpoo:

Desse modo, para todas as fun¢oes em L(p’, ¢') podemos encontrar um funcional linear
limitado em L(p, q), ou seja, um elemento em L(p,q)* .

Por outro lado, para 1 < p < oo e 1 < ¢ < oo onde p # ¢, seja ¢ € L(p,q)*
arbitrario.

Defina v(A) = ¢(xa) para qualquer conjunto A € Y . Segue que v(f)) = 0 e se
{A,} &€ uma sequéncia conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos tal que A = U | A,
obtemos pela linearidade de ¢ que
> o(Ar) = lim Y o(xa,)
k= k=1

1

lim o(xs= a,)

= o(xa)
=v(A).

Logo, v é aditivamente contével e se u(A) =0, xa =0 p — a.e. em Q e assim v(A) =

©(xa) =0, isto é, v & absolutamente continua com relagdo & medida p. Pelo Teorema

de Radon Nikodym, existe uma tnica func¢do g € L(1,1) tal que

o(xa) = v(4) = / o)y = / ya(2)g (@)
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Pela linearidade de ¢ e pela densidade das funcoes simples, vemos que

p(f) = lim_ oY ajxa,)

j=1
= nhl>noo Z ang(XAj)
j=1

no qual Y 37, a;xa; — f quando n — oo. Segue pelo Teorema que

L ) T *
[ .0) feL(p,q) Hf”pq

_ Joo fr(t)g*(t)dt
= sup " ,
feL(p,q) Hf’ ‘pq

com |[f[[5, # 0. Tome f de tal modo que

/

onde h(s) = 3%719*(3)‘1/_1 el <p,q< oo, p#q. Pela desigualdade de Hardy com

77



2. Espacos de Lorentz L(p, q)

t
r= d > ( e fazendo u = 5 resulta que
p

Sl d
11, = [ @hrors

:/OOO <tzl)/;oh(s)%>q%
/Oootil (/OO h(s)s—lds)th

2

_ /Ooo(zu)zl (/:o h(s)s—1d5>q2du

g

Desde que,

q
q (d
(1)

P\ ¢q

q/
25—7

e (¢ —1)qg = ¢, obtemos

/

fl1e < p2% 4 u%_lg* w)? du
Ppq 0
1 /
= (p27)"l19lly4
1 . g
< (027)"(llgllyq)" -
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

Pela equivaléncia das quasi-normas, segue que

ULF 1) < @1 f )
1 % ’
S (p/p2p)q<Hng’q’>q :

Consequentemente,

2] = -
[L(p,q)] I1£]]

1 p/ o ‘L/_l t ‘L’_l /
= tr' T — ()Y g ()T dt
W77k @G e

1ol 8y o o ,
- * - /Zi // v tgr ()7 dt
||f||pq q D Jo
_d
Sl N T
fllz, @ —p 7 P
4 L
>p/(1_21 pl)(p<”g|’p’q’>q
q¢—p | £,
_d s
p/(l - 21 pl) (p<|’ng’q’)q
I 1 N rd
TP (pp2e)(llgllg) @
« (-7
= C(llgllyqy)"
= Clg]|

>

*

p'q">

em que C' ¢ uma constante positiva que depende somente de p e g e, assim, [|g][>,, < oo.
Desse modo g € L(p'q’). Portanto, L(p,q)* e L(p,q') sao isomorfos. ]

Teorema 2.14 (ver [9]). Seja Q@ C R"™ aberto 1 < p < o0 e 1 < ¢ < co. Entao, o

espaco de Lorentz L(p,q) é uniformemente convezo.

Dai, concluimos que L(p, q) é reflexivo para 1 <p <ocel < ¢ < oo com 2 CR"

aberto.

Observagao 2.4. Se p € nao atomico e o-finito entao para 1 < p,q < oo, L(p,q)* =
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2. Espacos de Lorentz L(p, q)

L(p,¢)vejaI3]. Sel <p<le0<q<1,L(p,q)* = L({p,o0),veja[13]. Se0 <p <1
e 0 < q<oo, L(p,q)* =0. O caso ¢ < oo foi provado em [I3] e o caso ¢ = oo foi
provado em [11]. Caso 1 < ¢ < oo, L(1,q)* =0, ver [I3]. Se 0 < ¢ < 1,L(1,¢q)* = L.
Para 0 < g < 1 veja [13], para ¢ = 1, sabemos que L(1,1) = L' e o resultado segue. Se
1<p<1, L(p,1)* #0. Caso p =1 veja [I12] e para 1 < p < oo veja [10].

Enunciaremos a desigualdade de Holder para espagos de Lorentz, veja o Teorema
2.3 de [I7] n e o Teorema 2.2.1de [16].

Teorema 2.15 (Desigualdade de Hélder). Seja Q@ C R". Suponha 1 < p < oo e
1<qg<o0. SefelLlpq) ege Ly,q). Entao,

/If(l")g(ff)ldx < /OO [ @) g* @) dt < |[f1lpgllgllprq -
Q 0
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Capitulo 3
Espacos de Sobolev-Lorentz

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades topologicas e métricas dos es-
pacos de Sobolev-Lorentz e aplicacoes, considerando sempre que 2 é um subconjunto
aberto de R™. Na primeira secao veremos a definicio do espaco de Sobolev-Lorentz
e algumas propriedades. Na secao seguinte estudaremos uma aplicacao deste espaco,
veremos o que se ganha quando estudamos as condiges de crescimento de f(u) nos
espacos de Sobolev-Lorentz com () limitado e n > 3, para o sistema Hamiltoniano dado
por

—Au =P, em ),
—Av =u?, em (),
u=v=0, em 0,

onde f(u) = u?, g(v) = vP sdo superlinearidades nio lineares. Se 1 < p < 2* —1e

L & o crescimento

1 < ¢ < 2*—1 os espagos de Sobolev nos fornecem que f(u) ~ u? ~
no maximo de f (ver [0]),além disso, se aumentarmos o valor de p o valor de g deve ser
compensado, ou seja, podemos ter p supercritico desde que o valor de ¢ seja subcritico,
e para esses valores de p e ¢ passa uma hipérbole, no qual é chamada de hipérbole

critica. E interessante conhecer qual o crescimento maximo da fungao f quando nos
2

aproximamos da assintota dessa hipérbole critica que é dada por p = uma vez

que proximo da assintota, o valor de ¢ fica livre. Para este caso os espacos de Lorentz-

Sobolev nos fornecem respostas 6timas sobre as condicoes de crescimento da fungao f.

Mostraremos esse fato considerando p+1 =

1 .
+ —— =1— —, no sistema dado por
p+1 q+1 n

5 isto é, p+ 1 na assintota hipérbole

critica

—Au = vﬁ, em (2,
—Av = f(u), em Q,
u=v=0, em Jf.
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

n

=1 ., . L, .
Veremos que nos espagos de Sobolev, f(u) ~ el"™ & o crescimento maximo de f, nos

n
n—t

espacos de Sobolev-Fracionado f(u) ~ e*"™ onde t € (0,2) é o crescimento maximo
de f, e quando estudamos essas %ondigées de crescimento para os espacgos de Sobolev-
Lorentz, temos que f(u) ~ el"™ ¢ o crescimento maximo de f. Para tanto como
foi dito anteriormente, iniciaremos estudando as propriedades béasicas dos espacos de
Sobolev-Lorentz na proxima secao e em seguida retornaremos ao problema enunciado

nessa introducao, para explicar a vantagem dessa abordagem.

3.1 Definicao dos Espacos de Sobolev-Lorentz e pro-

priedades

Usaremos LP9(€2;R™) para fazer mencao a funcoes f = (f1, fa, ..., fn) : @ — R™
que estdo em L(p,q) e LP?(Q) para fazer mencdo a funcoes g : 2 — R tal que
g € L(p,q). LP significa que estamos considerando o espago (L(p, q), ||.||pq) € quando

escrevemos LM% significa que consideramos o espago (L(p, q), ||.||%,)-

Definig¢ao 3.1. Seja f = (f1, fo, ..., fn) : @ — R™, dizemos que

f e LPUQR™) & f; € LP(Q)

para i =1,2,...m & |f| € LPY(Q),onde |f| = \/f£ + f2 + ... + f2 e definimos

L f 1 e ammy = [[|f]]pg:
e
f oo @mrmy = [Lf]1]5g-
Segue do caso real que
p
[ flzra@rm) < |1 fllLe0@pm) < ]TleHLp,q(Q;Rm),
para 1 < p < oo el < g < oo, e como no caso real ||.|/rarm) define uma

norma quando 1 < ¢ < p e uma quasi norma quando p < ¢ < oo. Temos que
(LA R™); ||| Lra(orm)) € Banach para 1 < g < p e (LP1(QR™); (||| o0 (orm)) €
Banach para 1 < p < o0, 1 < ¢ < o0, sao reflexivos se 1 < g < ooel <p < oo, além
disso o dual de LP4(Q; R™) ¢ LV (Q;R™) para 1 < g < oo e 1 < p < oo.Ver [I8] para

maiores detalhes.

Definigao 3.2. Sejam 1 < p < o0 e 1< g < oo e considere 7 = min(p, q), ¢ € C(Q).
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

Definimos o espaco de Sobolev-Lorentz como sendo o espago

WHED(@) = LO9(Q) N {f:0:f € LOD(Q):i =

1,2,---,n}

equipado com a norma

||f||W17(P,Q>(Q) = ||f||L(Pa'1)(Q) + Z ||8z‘f||L(P«f1>(Q)a
i=1

que é claramente equivalente a,

r 1
(HfHL(p,q)(Q) + ||foL(M)(Q;]R")>T7

onde V f ¢ o gradiente distribucional de f.
De forma anéloga,

Wl,p,q(Q) - Lp,q(Q) N {f;aif c LPvQ(Q);Z' =1,2,--- ,n}

COIM a norma n
1w oaey = | FllLoa@ + > 110:f oo
=1

Definigao 3.3. Sejam 1 < p < o0 e 1< g < 00 e considere 7 = min(p, q), ¢ € C®(Q).

O espaco de Sobolev-Lorentz, H®%(Q) ¢ definido como o completamento do conjunto

{v € () llellwaa<octs

no qual

r 1
lellLpape = (|’(10HL(PA>(Q) + Vel Lwo@rn)

e Vo = (010,000, ,0np) € 0 gradiente de . Analogamente definimos H'74(Q)
como o completamento do conjunto

{90 € COO(Q); H@Hl,p,q;ﬂ@o}’

onde,

” 1
lellpae = (lellzra@) + IV EllLra@rn)”

)

é a quasi norma pq Sobolev-Lorentz.

Definigdo 3.4. O espaco Hy'"?(Q) é definido como o fecho de C5°(€2) em H“®9 ()

Usaremos ||.||y1.m.0(q) no lugar de ||.|[1,p.q:0 € |[||mea@o no lugar de ||.

1,p,4;
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

quando estivermos trabalhando no espaco H®9(Q) e H'»(Q) respectivamente. A

demonstra¢ao do Teorema a seguir podera ser encontrada em no Teorema V.9 de [19].

Teorema 3.1. Suponha 1 <p<oo el <q<oo. O espago,
1 {us [Jul .00 < 00}

¢ denso em WHPD(Q). Isto 6, HH P2 (Q) = WL (Q).

Enunciaremos a desigualdade de Holder generalizada para espacos de Lorentz cuja

prova é encontrada em [16].

Teorema 3.2. Seja Q2 C R"™ com medida finita.Seja 1 < p1,pa,p3 < o0 el < q1,q2,q3 <

o0 tais que
1 1
p1 P2 D3
e
I 1 1
41 a2 g3

sempre que, 1 < q1,q2,q3 < 0, oul < g1 =@ <gg=00, 0ul <qg =q < @ =
Entao,

[ f]]zovar @mny < || S]]z @mm) || Xal|Lrs.as

Teorema 3.3. Wh®9(Q) ¢ H“P9(Q) sdo espacos de Banach reflezivos quando 1 <
p<ooel <q<oo.

Demonstracio. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em W49 (Q). Entdo, (u,) e (d;u)
sdo sequéncias de Cauchy em LP9(Q) para 1 <i < n. Como (LP9(Q), ||| 0.0(q)) €
um espaco de Banach para 1 < p < ooe 1 < g < oo, existem u,v; € LP?(Q) tais que,

U, — u em LP9(Q)

Oily, — v; em L(p’q)(Q).

Seja ¢ € Cg°(Q). Pelo Desigualdade de Holder Generalizado para espagos de Lorentz

temos
|/ )Oupda] < [lum — ul| o o185 oty — O,

| / st — v)prl] < [103tm — vill im0 rar ey — 0.
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

O que implica que,

/un@-gpdx—>/u8ig0dx,
Q Q

/8iungodx—>/vi<pdach0 e C5o(Q).
Q Q

da mesma forma,

Assim,

/ ul;pdr = lim U, Oypdx
Q

n—-:o0 Q

= — lim Oiu,pdx

n—-oo Q

:—/vicpdx.
Q

Ou seja, O;u = v; V 1 < i < n no sentido fraco. Resultando que u € Wl’(p"Y)(Q) e
[|un = ullwroa @) = llun = ull Lo @) + Z ||0n — Ogul| Ly ) — 0
i=1

Logo W) (Q) & Banach para 1 < p < oo e 1 < ¢ < oo. Considere agora a injecdo

canodnica

J- Wl,(p,q)<Q) BN L(M)(Q) > L(M)(@)ﬂ

u— (u, Vu).

Pelo fato de que W9 (Q) é Banach para 1 < p < co e 1 < ¢ < 00, segue que
JWra(Q)) para 1 < p < oo e 1 < ¢ < oo é fechado em LP9(Q) x LPD(Q)",
logo J(W'®9(Q)) ¢ uniformemente convexo e reflexivo. Sabendo que J(W'P4(Q))
e WHP9(Q) sdo isométricamente isomorfos, as mesmas propriedades valem também

para Wh®a)(Q). O

Provaremos a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-
Niremberg para espacos de Sobolev-Lorentz. Para isso precisaremos de alguns resulta-

dos cujas provas serao omitidas.

Teorema 3.4. [ver [17] coroldirio 2.7] Seja 1 < p < o0 el < g < oco. Suponha
Q C R™ aberto.Seja fr uma sequéncia de fung¢oes em LP1(2;R™), convergindo para f

com respeito a p, q-quasinorma e pontualmente q.t.p em . Entao

J ([ fillzra@en) = [[fllra@mn).
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

Definigao 3.5. Para cada funcao mensuravel f € R" o funcional integral [, f é definido

(Ilf)(f):/R %d(y.

n|x_

por

Teorema 3.5. [ver [19[Coroldrio 11.15] Seja 1 < p < oo e 1 < ¢ < oo. Suponha
Q C R" aberto e limitado.Sejam u e v funcoes mensurdveis com suporte em 2, v > 0

tal que |u(z)| < (I1v)(z) para cada x € Q. Se v € LP4(Q), temos que u € LP? e

1
ul|Lra) < C(n, p, @) () ||v]| Lrag).-

O Teorema a seguir, é conhecido como a desigualdade de Hardy-Litlewood-Sobolev.

Para uma demonstragao, veja [2].

Teorema 3.6. Sejam 1 <p <nel <q<oo. Entao ezxiste uma constante C(n,p,q) >
0 tal que

(11 f]| oo < C(n,p, Q>HfHLP1Q(R")-

s

Teorema 3.7. Seja 2 C R™ aberto. Sejam 1 <p<oo el <qg< o0

i) (Desigualdade de Poincaré para espagos de Sobolev-Lorentz) Seja Q@ C R™ aberto
e limitado. Sejam 1 < p < 0 e 1l < q < oo. FEntdo existe uma constante

C(n,p,q) > 0 tal que

1
[ul|zra) < C(n,p, @) ()7 || Vul|Lra),

Vue HyP9(Q).

ii) (Desigualdade de Sobolev-Glagliardo-Niremberg)Se 1 < p < n, entdao eriste uma
constante C'(n,p,q) > 0 tal que

1
lull 20 ) < €0, p, Q) [Vl | Loa(oirn),

L5 (Q)
Vue Hy®9(Q)

Demonstragio. Como HyP?(Q) ¢ o fecho de C5° em H“®9(Q), pelo Teorema
¢ suficiente provar ¢) e i7) mostrando para fungoes u € C{°(Q2). Seja u € C§().
Podemos estender u fazendo u = 0 em R" — Q, dai u € C{°(R)™ e u tem suporte

compaxto em €, por Gilbarg-Trundinger [[3] Lema 7.14| temos,

(@) < — (| Vel)(a)

Wn—1
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

assim, obtemos

Wn—1

Vz € R" onde w,—1 = 1(5(0,1)). Considere v =

u(2)] < (Ii)(x),

u e v tem suporte em (2.
Para mostrar i) o Teorema diz que existe uma constante C'(n, p, q) tal que

[Jullraiay < Cn,p, @) [ Vall| ey
C(n p,q ) 5 VUHLp,q(Q;Rn).

Para ii) aplicamos o item i) do Teorema[l.1]e o Teorema de Hardy-Litelwood-Sobolev

para obtermos que

o 7{110 -1 1
np = n—p * 4q q
lall 22,00 </0 £ (1))
& an—l 1
([ oy
0

< -1, |Vul,, 1
—(/ b (11| |)(t)th)q
0

IN

Wn—1

1| Vull

L5 (Q)

n—1

0l 25

n—1

< C(n,p, q)HVu\ |Lp,q(Rn)
= C(n7p7 Q)HVUHLP@(Q)

Observagao 3.1. Claramente ||Vu||zr.a(q) ¢ uma norma equivalente a ||ul|g1,.p.0() em

HyP(Q).

3.2 Modelagens para o Sistema Hamiltoniano em es-

pacos de Sobolev e em espacos de Sobolev-Lorentz

Considere o sistema eliptico dado por

—Au =g(v), em €
—Av = f(u), em ()
u=v=0, em 0,

(3.1)
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

onde  um subconjunto de R™ limitado, n > 3, f e g € C(R) nao linearidades super-
lineares. Comecaremos esta secao modelando o problema acima em espacos de Sobo-
lev, depois em espaco de Sobolev Fracionado, por fim enunciaremos alguns resultados
(ver[I]) que serdo cruciais para modelar tais problemas em espacos de Lorentz-Sobolev.

Uma modelagem natural para este sistema seria considerar o funcional

J:H; x Hy —R
(u,v) |—>/Vqud:c—/G(v)d:c—/F(u)dx.
Q 0 Q

Onde F(s) = [/, G(s) = [; g(t)dt. Para que (u,v) seja solugao fraca do sistema, &
necessario e suficiente que J'(u, v) = 0, para que J esteja bem definido, como H} — L*

temos que F(u) ~ u? e G(u) ~ u?, o que nos fornece f(u) ~ u* e g(u) ~ u* !
onde 2* =
n J—

iremos para o Espaco Whe,

¢ o expoente critico de Sobolev. Sairemos do espago H} = W2 e

Seja o funcional

JWhex W — R
- 2 n
(u,v) — / VuVods — /vn—%lx— / F(u)dzx,
Q Q Q

n

1 1
com — + — =1 tal que
a fp

| / VuVo| < [[Vulla||Vol|s.

Para que o funcional J esteja bem definido, impomos que

Whe oy L'
e como
Whe ey Ln-a,
segue que,
an n—2
n—a n
isso implica que
n
“= n—1
e
L1 me1 1
a B n g
Assim,
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

Logo 8 = n e portanto
W =Wt L,(Q),

onde L, é o espaco de Orlicz com a n-fungao correspondente

n
— e‘u‘ n—1

p(u)

n
. . (. , =
ou seja, o crescimento maximo de F ¢ F(u) ~ el™™",

Considere agora o espaco Fracionado

W) — {u e () 27 = D7uly)

€ LP(Q2 xQ); Vo] =m},

& —y["*r

onde s =m+~ycom 0 <y <1,m2>0inteiro e 1 <p < co. A semi-norma de Sobolev

é definida por

Du(z) — D°u
|ulwer(@) = Z//‘ |() (y)‘dwdy :
oJao

— oyt
|o=m)| x y| g

com 1 < p < co.Quando p = 2 a notagao usada é H*(Q) ao invés de W52(Q).

Seja H um espaco de Hilbert separavel com o produto escalar definido por (,) e
considere o operador linear auto adjunto 7' : D(T) C H — H satisfazendo (T'u,u) >
l|u||> V u € D(T), onde D(T) denota o maior dominio possivel onde podemos definir T
dentro do espaco H. Note que 0 ¢ o(T') onde o(T) é o espectro de T', logo T' é positivo

e podemos entao definir Ts : D(T%) — H um operador auto adjunto e assim,
<T%u,u> > [[ul? V u € D(T3).

Considere para cada s > 0 o operador A* = T3 e defina E* = D(A®) onde cada E* é
um espago de Hilbert com a norma do grafico

(U, V) ps = (u,v) + (A%, A%v) .

<T%u,u> > |[ul]> ¥ u € D(T%),

89



3. Espagos de Sobolev-Lorentz

e da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,
1A% = [|ul], ¥V u e E,

consequentemente

[lullzs e |[|A%ul|

sao equivalentes. Considere H(Q) = L*(Q) entdo, E* = D(A®) = H*(ver [4]).
Podemos entao considerar o operador A° : H*(Q) — L*(Q) no qual foi definido
acima. Intuitivamente A® associa u € H® a sua derivada fracionada de ordem s em L?.

Defina agora o funcional

[:HQ) x H(Q) — R

(u,v) —> /Q Aty dtvdy — "2 /Q G(v)dz — /Q F(u)dz,

n

com s+t =2.
Os pontos criticos de I(u,v) sdo solugoes fracas de . Como H?® — L%, entao

F ~vPtt e G ~ w9t onde temos as condicoes de crescimento

L= 2n
L —
2n
1=
@t n—2t’
Desse modo,
1 n 1 _n—23+n—2t
p+1 q+1  2n 2n
 2n—2(s+1)
- 2n
2
=1-—.
n

Portanto, novamente recaimos na hipérbole critica.
Juntaremos agora o espaco de Sobolev com o espaco Fracionado e estudaremos os
crescimentos de F' e G.

Considere o funcional,

JWE(Q) x WH(Q) — R
(u,v) —> / Audtvdr — 2= 2 / G(v)dz — / F(u)dzx,
Q Q Q

n
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

1 1 an
coms+t=2e —+ — =1. De W>* — Ln-as obtemos as seguintes condi¢oes para

Q@
p+leqg+1:

an
p+l= ,
n—as
e
an
q+1= ;
—at
logo
1 1 n—as n—pt
p+1 q+1 an Bn
1 s+1 t
T a n B n
_1+1 s+t
T a B n
2
=1- =,
n

obtendo mais uma vez a hipérbole critica.

Considere p 4+ 1 na assintota da hipérbole critica, isto é,

n an
=p+1= :
n—2 n— s
Dai, a = — (7; st e = % Segue Por [[I5]] que
Wgﬂ = ng% — LW7
com

o(u) = e‘“'ﬁ,Vt € (0,2).

Consequentemente, o crescimento maximo para F ¢ F(u) ~ el“"™" vt € (0,2). Isto
significa que o crescimento maximo de F' depende da escolha de ¢.
Vejamos agora o problema para o espago de Lorentz com n > 3, g(v) =| v |ﬁ

Para isso, enunciaremos alguns resultados.

Teorema 3.8 ([7]). Suponha ¢ < p <n, e Vu € L(p,q) entio, u € L(p*,q) onde,
p* = np el <qg<oo.
n—p

_q_
[a=1

Teorema 3.9 ([8] e [7]). Seja Vu € L(N,q) para algum 1 < q < co. Entdo " ¢
L. Além disso, existe um 0 > 0(dependendo de q) e ¢ > 0 (dependendo de u(Q2)) tal

que

q
/eelulﬁ <OV ||Vulln, < 1.
Q
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3. Espagos de Sobolev-Lorentz

Seja

- 2 n
J(u,v) = / VuVods — / | v |2 do — / F(u)dz,
Q noJa Q

onde fQ VuVudr ¢ um produto no espago de Lorentz, ou seja,

|/QVUVUCZ$! <[Vl Lo I VUl g

no qual p,q,p’, ¢ sdo determinados de tal forma que o tdltimo termo em J(u,v) fique

bem definido, o que significa que

n n n
elL»—2=1 , .
v <n—2 n—2)
Pelo Teorema [3.8
no ., np
n—2 P n—p
consequentemente
n
p_ n_lv
_on
7= n—2
Dessa forma impomos que
n n
v EL bl Y
! <n—1 n—2>

com,p =n,eq = 5 os conjugados de p e ¢ respectivamente. Assim,

Vu € L(p',q¢) = L(n, g),

e pelo Teorema |3.9,

/

el 7T = lul? = ™2 LY(Q)

o que implica que F tem crescimento maximo do tipo F(u) ~ /™ e J fica bem
n n n
)

( ) ) n,—_
definido em WJL n—11n—2(Q) x WolL( 2°(Q).
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