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Resumo

Estudamos nesse trabalho os Espaços de Lorentz e Sobolev-Lorentz que generali-

zam, respectivamente, os Espaços de Lebesgue e Sobolev e mostramos que tais espaços

podem ser utilizados para melhorar condições de crescimento de funções não lineares

em sistemas hamiltonianos com crescimento quase crítico.

Palavras-chave: Espaços de Lorentz, Sistemas Hamiltonianos, Espaços de Sobolev-

Lorentz.



Abstract

In this work, we study the Lorentz and Sobolev-Lorentz Spaces that generalize the

Lebesgue and Sobolev Spaces, respectively, and show that such spaces can be used to

improve the growth conditions of nonlinear functions in almost critical Hamiltonian

systems.

Keywords: Lorentz Spaces, Hamiltonian Systems, Sobolev-Lorentz Spaces.
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Introdução

Neste trabalho, com base nos artigos de [1], [5] e [18] , estudamos o espaço de

Lorentz L(p, q) que são generalizações naturais dos espaços de funções de Lebesgue e

coincidem com os espaços Lp quando p = q. Por possuírem estruturas topológica e

geométrica bastante ricas, tais espaços vêm sendo utilizados, nas décadas recentes, em

Análise, Equações Diferenciais, Equações Integrais, etc.

Nosso objetivo nos dois primeiros capítulos é apresentar, descrever e estudar os

espaços de Lorentz L(p, q), no qual precisaremos de�nir e estudar propriedades de

função distribuição e rearranjamento decrescente. Além disso, estudamos o espaço de

Lorentz-Sobolev e mostramos que este é um espaço melhor que o de Sobolev, no sentido

de se estudar a soluções fracas para uma classe de sistemas hamiltonianos superlineares,

com condição de fronteira de Dirichlet, em domínios limitados de fronteira suave.

No Capítulo 1, estudamos o rearranjamento decrescente f ∗ de uma função f e,

para isso, a de�nição da função distribuição µf é necessária. Mostramos também

alguns exemplos e algumas propriedades de rearranjamento decrescente. Enunciamos

e provamos alguns teoremas importantes como a desigualdade de Hardy-Litlewood∫
Ω

f(x)g(x)dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Assumindo que o espaço de medida é não atômico, tal desigualdade pode ser gene-

ralizada para n-funções. Na última seção, de�nimos a operação ∗∗ que será muito

importante nos espaços de Lorentz, pois tornará este um espaço de Banach, separável

e re�exivo para 1 < p <∞ e 1 < q <∞.

O Capítulo 2 é dedicado aos estudos dos espaços de Lorentz L(p, q) que é o conjunto

de todas as classes de funções mensuráveis f tais que o funcional ||.||pq é �nito, onde

||f ||p,q =

(
∫∞

0
(t

1
pf ∗(t))q

dt

t
)
1
q , se 0 < p <∞, 0 < q <∞

supt>0 t
1
pf ∗(t), se 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞,

em que f ∗ é o rearranjamento decrescente da função mensurável f . Mostramos que o

espaço L(p, q) é um espaço vetorial e o funcional ||.||pq serve como norma em L(p, q)
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quando 1 ≤ q < p <∞ ou p = q =∞. Para o caso p =∞, o funcional ||.||∗pq onde

||f ||∗pq =


(
∫∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))q

dt

t
)
1
q , se 0 < p <∞, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t), se 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞,

é subaditivo e equivalente ao funcional ||.||pq para 1 < p <∞ e 1 ≤ q ≤ ∞ e daí L(p, q)

é um espaço normado com a norma ||.||∗pq. Na última seção deste capítulo, mostramos

que espaços de Lorentz L(p, q) são completos, além de estudar outras propriedades

topológicas tais como a separabilidade.

No Capítulo 3, de�nimos os espaços de Sobolev-Lorentz

W 1,(p,q)(Ω) = L(p,q)(Ω) ∩ {f ; ∂if ∈ L(p,q)(Ω); i = 1, 2, · · · , n}

equipado com a norma

||f ||W 1,(p,q)(Ω) = ||f ||L(p,q)(Ω) +
n∑
i=1

||∂if ||L(p,q)(Ω),

onde L(p,q)(Ω) = L(p, q) com a norma ||.||∗pq. Este espaço é equivalente ao espaço

H1,(p,q)(Ω) que é de�nido como o completamento do conjunto

{ϕ ∈ C∞(Ω); ||ϕ||1,(p,q);Ω <∞},

no qual

||ϕ||1,(p,q);Ω = (||ϕ||rL(p,q)(Ω) + ||∇ϕ||L(p,q)(Ω;Rn))
1
r ,

e ∇ϕ = (∂1ϕ, ∂2ϕ, · · · , ∂nϕ) é o gradiente de ϕ. Analogamente, de�nimos H1,p,q(Ω)

como o completamento do conjunto

{ϕ ∈ C∞(Ω); ||ϕ||1,p,q;Ω <∞},

onde

||ϕ||1,p,q;Ω = (||ϕ||rLp,q(Ω) + ||∇ϕ||Lp,q(Ω;Rn))
1
r ,

é a quasi norma pq Sobolev-Lorentz. O espaço de Sobolev-Lorentz é Banach re�exivo

para 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞. Na última seção mostramos que o espaço de Sobolev-

Lorentz é um espaço melhor que o de Sobolev, no sentido de se estudar soluções fracas

para uma classe de sistemas hamiltonianos superlineares, com condição de fronteira de

Dirichlet, em domínios limitados de fronteira suave, isto é, mostramos que podemos

melhorar as imersões de Sobolev em espaços de Lorentz.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos básicos que serão necessários no

decorrer do texto tais como, função distribuição e rearranjamento decrescente, que

também é uma função distribuição com respeito a medida de Lebesgue. Abordaremos

alguns exemplos de função distribuição e rearranjamento decrescente. Além disso,

iremos explorar conceitos de espaços de medida não atômica, medida ressonante, além

de algumas propriedades que serão de suma importância para os espaços de Lorentz

e Lorentz-Sobolev nos Capítulos 2 e 3. Encerraremos esse capítulo com a operação

** que será bastante discutida nos espaços de Lorentz no capítulo 2. Assumiremos

que (Ω,
∑
, µ) é um espaço de medida σ-�nito, f e g são funções

∑
-mensuráveis em

Ω. Algumas vezes, escreveremos Ω em vez de (Ω,
∑
, µ). Assumiremos também que

uma função é crescente quando for não decrescente, respectivamente será decrescente

quando for não crescente.

1.1 Função Distribuição

O objetivo desta seção será introduzir o conceito de função distribuição e provar

algumas propriedades sobre tal função.

De�nição 1.1. A função distribuição µf de uma função f é de�nida por

µf : [0,∞) −→ [0,∞]

λ 7−→ µf (λ) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| > λ}).

Observe que µf depende apenas do valor absoluto |f | de f e µf pode assumir valor

∞.

Teorema 1.1. Sejam f e g duas funções
∑

-mensuráveis em Ω . Então,

3



1. Preliminares

i) µf é decrescente e contínua à direita;

ii) Se |f(x)| ≤ |g(x)|para x ∈ Ω µ− a.e., então µf (λ) ≤ µg(λ) para todo λ ≥ 0 ;

iii) µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) para quaisquer λ1, λ2 ≥ 0;

iv) µfg(λ1λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) para quaisquer λ1, λ2 ≥ 0;

v) Se |f(x)| ≤ lim
n−→∞

inf |fn(x)| para x ∈ Ω µ− ae, então µf (λ) ≤ lim
n−→∞

inf µfn(λ)

para qualquer λ ≥ 0.

Em particular,

|fn(x)| ↑ |f(x)|µ− a.e. em Ω =⇒ µfn(λ) ↑ µf (λ).

Demonstração.

i) Sejam λ1, λ2 quaisquer tais que 0 ≤ λ1 < λ2. Então

{x ∈ Ω; |f(x)| > λ2} ⊂ {x ∈ Ω; |f(x)| > λ1}.

Logo,

µf (λ2) ≤ µf (λ1),

o que prova que µf é decrescente.

Mostremos agora a continuidade à direita de µf .

Seja,

Aλ = {x ∈ Ω; |f(x)| > λ},

e �xe λ0 ∈ R qualquer e como N é enumerável, tome a sequência (Aλ0+ 1
n
).

Observe que

Aλ0 =
∞⋃
n=1

(Aλ0+ 1
n
).

De fato,

{x ∈ Ω; |f(x)| > λ0 +
1

n
} ⊂ {x ∈ Ω; |f(x)| > λ0}.

Daí,
∞⋃
n=1

(Aλ0+ 1
n
) ⊂ Aλ0 .

No entanto, seja x ∈ Aλ0 = {x ∈ Ω; |f(x)| > λ0} então | f(x) |= λ0 + c onde c > 0,

segue que

|f(x)| > λ0 +
1

n

4



1. Preliminares

para algum n ∈ N, logo

Aλ0 ⊂
∞⋃
n=1

(Aλ0+ 1
n
).

Note que (Aλ0+ 1
n
) é uma sequência crescente pois, quando n cresce (λ0 + 1

n
) decresce e

assim, (Aλ0+ 1
n
) cresce.

Como

µf (
∞⋃
n=1

Aλ0+ 1
n
) = limµf (Aλ0+ 1

n
) = µf (Aλ0)

Segue que,

µf (λ0 +
1

n
) = µf (Aλ0+ 1

n
) −→ µf (Aλ0) = µf (λ0)

Portanto µf é contínua à direita.

ii) Se |f(x)| ≤ |g(x)| para x ∈ Ω µ− a.e. Então,

{x ∈ Ω; |g(x)| > λ} ⊂ {x ∈ Ω; |f(x)| > λ}.

Logo,

µg(λ) ≤ µf (λ)

para todo λ ≥ 0.

iii) Observe que

{x ∈ Ω; |f(x) + g(x)| > λ1 + λ2} ⊂ {x ∈ Ω; |f(x)| > λ1} ∪ {x ∈ Ω; |g(x)| > λ2}

pois, se a ∈ {x ∈ Ω; |f(x) + g(x)| > λ1 + λ2} segue que,

|f(a)|+ |g(a)| ≥ |f(a) + g(a)| > λ1 + λ2.

Suponha que |f(a)| ≤ λ1. Então

|g(a)| > λ1 − |f(a)|+ λ2

o que implica que

|g(a)| > λ2.

Logo, a ∈ {x ∈ Ω; |f(x)| > λ1}
⋃
{x ∈ Ω; |g(x)| > λ2}.

De forma análoga temos o caso |g(a)| ≤ λ2.

5



1. Preliminares

Portanto,

µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2).

iv) Temos que,

{x ∈ Ω; |f(x)g(x)| > λ1λ2} ⊂ {x ∈ Ω; |f(x)| > λ1} ∪ {x ∈ Ω; |g(x)| > λ2},

pois se a ∈ {x ∈ Ω; |f(x) + g(x)| > λ1λ2} suponha que |f(a)| ≤ λ1.

Como,

|f(a)g(a)| = |f(a)||g(a)| > λ1λ2,

isto é,

|g(a)| > λ1

|f(a)|
λ2,

segue que

|g(a)| > λ2.

Caso |g(a)| ≤ λ2 o resultado é análogo. O caso onde |f(a)| ou |g(a)| = 0 é óbvio.

Portanto, o resultado segue.

v) Seja An = {x ∈ Ω; |fn(x)| > λ} para n = 1, 2, 3, ....

Pela de�nição de lim inf temos

lim inf |fn(x)| = sup
m∈N

inf
n>m
|fn(x)| ∀ x ∈ Ω µ− ae.

Por hipótese,

|f(x)| ≤ lim inf |fn(x)| = supm∈N infn>m |fn(x)|∀x ∈ Ω µ− ae.

Então,

∀x ∈ Ω tal que |f(x)| > λ, existe m ∈ N tal que |fn(x)| > λ ∀ n > m.

Assim,

Aλ ⊂ lim inf An =
∞⋃
m=1

[
∞⋂
n=m

An].

É claro que {
⋂∞
n=mAn}∞m=1 é crescente e para m ≥ 1 temos

µ(
∞⋂
n=m

An) ≤ inf
n≥m

µ(An) ≤ sup
m∈N

inf
n>m

µ(An) = lim inf
n−→∞

µ(An).

6



1. Preliminares

Portanto,

µf (λ) = µ(Aλ)

≤ µ(
∞⋃
m=1

[
∞⋂
n=m

An])

= lim
n−→∞

µ(
∞⋂
n=m

An)

≤ lim inf
n−→∞

µ(An)

= lim inf
n−→∞

µfn(λ).

Para o caso particular,

lim inf fn(x) = sup inf fn(x) = lim fn(x) = f(x).

Logo,

µf (λ) ≤ lim inf µfn(λ), ∀λ ≥ 0.

Por outro lado,

|fn(x)| ≤ |f(x)|,∀x ∈ Ω =⇒ µfn(λ) ≤ µf (λ), ∀λ ≥ 0

e assim,

inf µfn(λ) ≤ µf (λ),∀λ ≥ 0,∀n ∈ N,

o que signi�ca que,

sup inf µfn(λ) ≤ µf (λ), ∀λ ≥ 0,∀n ∈ N,

ou seja,

lim inf µfn(λ) ≤ µf (λ), ∀λ ≥ 0.

Portanto,

lim inf µfn(λ) = µf (λ), ∀λ ≥ 0.

7



1. Preliminares

1.2 Rearranjamento Decrescente

Nesta seção, introduziremos a de�nição de rearranjamento decrescente e algumas

propriedades importantes.

De�nição 1.2. O rearranjamento decrescente de f é a função

f ∗ : [0,∞) −→ [0,∞]

t 7−→ f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t}

onde usaremos a convenção inf φ =∞.

Note que,se µf é estritamente decrescente então f ∗ é claramente o inverso de µf .

O teorema a seguir mostra que o rearranjamento decrescente também é uma função

distribuição com respeito à medida de Lebesgue no intervalo [0,∞) e portanto valem

todas as propriedades do Teorema 1.1 acima.

Teorema 1.2. A equação

f ∗(t) = m({λ ∈ R;µf (λ) > t}) = mµf (t)

vale, onde t ≥ 0 e m é a medida de Lebesgue.

Demonstração. Seja

s = sup{λ ≥ 0;µf (λ) > t}.

Como µf é decrescente pelo Teorema 1.1 temos que t < µf (s) ≤ µf (λ) ∀ 0 ≤ λ < s, e

assim,

m({λ ≥ 0;µf (λ) > t}) = s = sup{λ ≥ 0;µf (λ) > t}.

Veja que f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t} = sup{λ ≥ 0;µf (λ) > t}, pois como

s = sup{λ ≥ 0;µf (λ) > t},

então para todo λ > s, teremos µf (λ) ≤ t e consequentemente,

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t} = s = sup{λ ≥ 0;µf (λ) > t}.

Portanto,

f ∗(t) = sup{λ ≥ 0;µf (λ) > t} = m({λ ≥ 0;µf (λ) > t}) = mµf (λ).

8



1. Preliminares

Teorema 1.3. As seguintes propriedades valem:

i) f ∗(t) > λ⇐⇒ µf (λ) > t;

ii) f e f ∗ são equimensuráveis, ou seja,

µ({x ∈ Ω; |f(x)| > λ}) = m({t > 0; f ∗(t) > λ}),

para todo λ ≥ 0 onde m é a medida de Lebeasgue.

iii) Se λ ≥ 0 e µf (λ) <∞, então f ∗(µf (λ)) ≥ λ e f ∗(µf (λ)+ε) ≤ λ ∀ 0 < ε < f ∗(t).

Se t ≥ 0 e f ∗(t) <∞, então µf (f
∗(t)) ≤ t e µf (f

∗(t)− ε) ≥ t ∀ ε > 0.

iv) Para 0 < p <∞,

(|f |p)∗ = f ∗(t)p.

v) Se A ∈
∑

, então (fχA)∗ ≤ f ∗(t)χ[0,µ(A)) ∀ t ≥ 0.

Demonstração.

i) ⇒) Seja f ∗(t) = λ0, e por hipótese λ0 = inf{s ≥ 0;µf (s) ≤ t} > λ. Como µf (λ) é

decrescente, então para todo λ ≤ λ0 teremos µf (λ) > t, caso contrário λ0 não seria o

ín�mo.

Suponhamos agora que µf (λ) > t. Sabemos que µf é decrescente e consequente-

mente λ < inf{s ≥ 0;µf (s) ≤ t} pois, caso contrário teríamos µf (λ) ≤ t, o que seria

um absurdo.

ii) O resultado é imediato do item i) pois,

mf∗(λ) = m({t ≥ 0; f ∗(t) > λ}

= m({t ≥ 0;µf (λ) > t})

= m([0, µf (λ))

= µf (λ).

iii) Suponhamos que µf (λ) < ∞. Como µf é decrescente, segue que µf (s) ≤ µf (λ)

implica s ≥ λ, concluímos que

f ∗(µf (λ)) = inf{s ≥ 0;µf (s) ≤ µf (λ)} ≥ λ.

Seja, ε > 0 arbitrário, assim,

f ∗(µf (λ) + ε) = inf{s ≥ 0;µf (s) ≤ µf (λ) + ε)} ≤ λ.

9



1. Preliminares

Seja agora, t ≥ 0 e f ∗(t) <∞. Então, pela continuidade de µf à direita,

µf (f
∗(t)) = µ(inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t}) ≤ t.

Considere, ε > 0, e por ii) obtemos que,

µf (f
∗(t)− ε) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(t)− ε})

= m({s > 0; f ∗(s) > f ∗(t)− ε}) ≥ t.

iv) Seja 0 < p <∞, então

(|f(x)|p)∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ|f |p(λ) ≤ t}

= inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; (|f(x)|)p > λ}) ≤ t}

= inf{sp ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |f(x)| > s}) ≤ t}

= f ∗(t)p

onde s = λ
1
p .

v) Considere A ∈
∑
, como |fχA(x)| ≤ |f(x)|,∀ x ∈ Ω, então temos pelo item ii) do

Teorema 1.1 que µfχA(λ) ≤ µf (λ),∀ λ ≥ 0.

Suponhamos que t < µ(A), segue pelo Teorema 1.2 que,

(fχA)∗(t) = mµfχA (λ)

= m({λ ≥ 0;µfχA(λ) > t}

≤ m({λ ≥ 0;µf (λ) > t}

= mµf (t)

= f ∗(t)

= f ∗χ[0,µ(A))(t).

Por outro lado, µ({x ∈ Ω; |fχA(x)| > λ}) ≤ µ(A), daí se t ≥ µ(A) então

(fχA)∗(t) = inf{λ ≥ 0;µfχA(λ) ≤ t}

= inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |fχA(x)| > λ}) ≤ t}

= 0.

Logo,

(fχA)∗(t) = 0 = f ∗(t)χ[0,µ(A)](t)

10



1. Preliminares

para todo t ≥ µ(A). Portanto,

(fχA)∗(t) ≤ f ∗(t)χ[0,µ(A))(t) ∀ t ≥ 0.

Observação 1.1. Note que no item ii) a desigualdade não valeria se fosse,

µ({x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ}) = m({t > 0; f ∗(t) ≥ λ}).

Pois, considere

f(x) =
x

x+ 1
.

Então,

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |f(x)| > λ}) ≤ t}

= inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; | x

x+ 1
| > λ}) ≤ t}

≡ 1

e,

µ({x ∈ Ω; | x

x+ 1
| ≥ 1}) = 0 6=∞ = m({t ∈ R; |f ∗(t)| ≥ 1}).

Teorema 1.4 (Unicidade). O rearranjamento decrescente de uma função mensurável

f é único.

Demonstração. Mostraremos que se existem duas funções decrescentes contínuas à di-

reita e equimensuráveis com f então elas são iguais. Sejam então f ∗1 e f ∗2 tais funções

e suponhamos f ∗1 (t0) 6= f ∗2 (t0) para algum t0 ∈ R. Suponhamos ainda que,

f ∗1 (t0) > f ∗2 (t0).

Seja ε > 0 tal que f ∗1 (t0) > f ∗2 (t0) + ε.

Como, f ∗1 (t) é contínua à direita, existe um intervalo não vazio [t0, t1] tal que f ∗1 (t) >

f ∗2 (t0) + ε,∀ t ∈ [t0, t1]. Sabemos que f ∗1 e f ∗2 são decrescentes, logo

f ∗1 (t) > f ∗2 (t0) + ε,∀ t ∈ [0, t1]

assim,

m({t ≥ 0; f ∗1 (t) > f ∗2 (t0) + ε}) ≥ m([0, t1]) = t1.

11
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No entanto,

f ∗2 (t) ≥ f ∗2 (t0), ∀ t ∈ [0, t0].

O que implica que

m({t ≥ 0; f ∗2 (t) > f ∗2 (t0) + ε}) < t1.

Isto contradiz a equimensurabilidade de f pelo item ii) do Teorema 1.3 e concluímos

que,

f ∗1 (t) = f ∗2 (t) ∀t ≥ 0.

Teorema 1.5. Valem as desigualdades :

i) (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2) ∀ t1, t2 ≥ 0;

ii) (fg)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1)g∗(t2) ∀ t1, t2,≥ 0;

Em particular,

(f + g)∗(t) ≤ f ∗
(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)
e,

(fg)∗(t) ≤ f ∗
(
t

2

)
g∗
(
t

2

)
∀ t ≥ 0.

Demonstração. Se f ∗(t1) + g∗(t2) =∞, então não temos o que provar. Caso, f ∗(t1) +

g∗(t2) <∞ então, f ∗(t1) <∞ e g∗(t2) <∞.

Sejam, λ1 = f ∗(t1) e λ2 = g∗(t2), temos pelo item iii) do Teorema 1.3 que,

µ(f ∗(t1)) = µf (λ1) ≤ t1,

e

µ(g∗(t2)) = µg(λ2) ≤ t2.

Usando o item iii) do Teorema 1.1 obtemos que

µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) ≤ t1 + t2.

Segue diretamente da de�nição de rearranjamento decrescente

(f + g)∗(t1 + t2) = inf{λ ≥ 0;µf+g(λ) ≤ t1 + t2}

≤ λ1 + λ2

= f ∗(t1) + g∗(t2).

12
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Suponhamos agora f ∗(t1)g∗(t2) <∞. Pelo item iv) do Teorema 1.1 e pelo item iii) do

Teorema 1.3 temos

µf+g(λ1λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) ≤ t1 + t2.

Pela de�nição de rearranjamento decrescente,

(fg)∗(t1 + t2) = inf{λ ≥ 0;µfg(λ) ≤ t1 + t2}

≤ λ1λ2

= f ∗(t1)g∗(t2).

Tome t1 = t2 = t
2
então

(f + g)∗(t) = (f + g)∗
(
t

2
+
t

2

)
≤ f ∗

(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)
.

(fg)∗(t) = (f + g)∗(
t

2
+
t

2
)

≤ f ∗(
t

2
)g∗(

t

2
)).

Observação 1.2. (f + g)∗(t) ≤ f ∗(t) + g∗(t) e (fg)∗(t) ≤ f ∗(t)g∗(t) não valem em

geral.

De fato. Sejam A e B conjuntos mensuráveis tais que A∩B 6= φ e 0 < µ(A) < µ(B).

Sejam

f(x) = χA(x) e g(x) = χB(x).

Então, da de�nição de rearranjamento decrescente, temos que

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |χA(x)| > λ}) ≤ t}.

Se t = 0,

f ∗(0) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |χA(x)| > λ}) ≤ 0} = 1.

13
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Se 0 < t < µ(A) segue que,

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |χA(x)| > λ}) ≤ t} = 1.

Observe que se λ < 1 então µ({x ∈ Ω; |χA(x)| > λ}) = µ(A) > t.

Se t ≥ µ(A),

f ∗(t) = 0.

Logo,

f ∗(t) =

{
1, se 0 ≤ t < µ(A)

0, se t ≥ µ(A).

Da mesma forma,

g∗(t) =

{
1, se 0 ≤ t < µ(B)

0, se t ≥ µ(B).

Portanto,

f ∗(t) + g∗(t) =


2, se 0 ≤ t < µ(A)

1, se µ(A) ≤ t ≤ µ(B)

0, se t ≥ µ(B).

Como (f + g)(x) = χA(x) + χB(x), então

(f + g)∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |χA(x) + χB(x)| > λ}) ≤ t}.

Caso 0 ≤ t < µ(A ∩B),

(f + g)∗(t) = 2,

Pois, se (f + g)∗(t) < 2 teríamos

µ({x ∈ Ω; |χA(x) + χB(x)| > λ}) = µ(A ∩B) > t.

Se µ(A ∩B) ≤ t < µ(A
⋃
B),

(f + g)∗(t) = 1.

Se t ≥ µ(A
⋃
B),

(f + g)∗(t) = 0,

i.e.,

(f + g)∗(t) =


2, se 0 ≤ t < µ(A ∩B)

1, se µ(A ∩B) ≤ t ≤ µ(A ∪B)

0, se t ≥ µ(A ∪B).

14
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Para o caso do produto, o resultado é de forma análoga.

1.3 Exemplos de Função Distribuição e Rearranja-

mento Decrescente

Nesta seção abordaremos alguns exemplos de função distribuição e rearranjamento

decrescente, no qual iniciaremos com a função característica. Tais exemplos serão

utilizados em seções seguintes.

Exemplo 1.1. Seja ϕ uma função simples na forma, ϕ(x) =
k∑
j=1

ajχEj(x)

onde,

α1 > α2 > ... > αk > 0, Ej = {x ∈ Ω;ϕ(x) = αj}.
Então,

µϕ(λ) = µ({x ∈ Ω; |ϕ(x)| > λ}) = µ({x ∈ Ω;
k∑
j=1

ajχEj(x) > λ}).

Daí se λ ∈ [α2, α1) segue que,

µϕ(λ) = µ({x ∈ Ω;
k∑
j=1

ajχEj(x) > λ}

= µ(E1).

Se λ ∈ [α3, α2) temos

µϕ(λ) = µ({x ∈ Ω;
k∑
j=1

ajχEj(x) > λ})

= µ(E1) + µ(E2).

Seguindo esse procedimento,e se λ ∈ [αj+1, αj) teremos

µϕ(λ) =

j∑
i=1

µ(Ei).

Considere

βj =
∑j

i=1 µ(Ei) e Fj = [αj+1, αj), com j = 1, 2, 3, · · · , k e αk+1 = 0.

15
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Note que se λ ∈ [αj+1, αj), então

k∑
j=1

βjχFj(λ) = β1χ[α2,α1)(λ) + β2χ[α3,α2)(λ) + · · ·+ βjχ[αj+1,αj)(λ) + · · ·+ βkχ[αk+1,αk)(λ)

= µ(E1)χ[α2,α1)(λ) +
2∑
i=1

µ(Ei)χ[α3,α2)(λ) + · · ·+

+

j∑
i=1

µ(Ei)χ[αj+1,αj)(λ) + · · ·+
k∑
i=1

µ(Ei)χ[αk+0,αk)(λ)

= 0 + 0 + · · ·+
j∑
i=1

µ(Ei)χ[αj+1,αj) + 0+

+ · · ·+ 0

=

j∑
i=1

µ(Ei)χ[αj+1,αj)(λ)

= µϕ(λ).

Portanto, a função distribuição de uma função simples também é uma função sim-

ples.Vejamos agora, o seu rearranjamento decrescente. Por de�nição,

ϕ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µϕ(λ) ≤ t}

= inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω;
k∑
j=1

αjχEj(x) > λ}) ≤ t}.

Considere β0 = 0 e t ∈ [β0, β1), ou seja, 0 ≤ t < µ(E1). Assim,

ϕ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µϕ(λ) ≤ t}

= α1.

Se t ∈ [β1, β2) então,

ϕ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µϕ(λ) ≤ t}

= α2.

16



1. Preliminares

Seguindo esse procedimento para t ∈ [βj − 1, βj) segue que,

ϕ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µϕ(λ) ≤ t}

= αj.

Assim podemos escrever,
k∑
j=1

αjχ[βj−1,βj)(t).

Concluímos que o rearranjamento decrescente de uma função simples também é uma

função simples.

Exemplo 1.2. Seja Ω = [0,∞),
∑

= todos os subconjuntos mensuráveis a Lebesgue

de Ω. Seja, f : [0,∞) −→ [0,∞) de�nida por

f(x) =

{
1− (x− 1)2, se 0 ≤ x ≤ 2

0, se x > 2.

Se 0 ≤ λ < 1.Então, onde, 1− (x− 1)2 > λ teremos 1−
√

1− λ < x < 1 +
√

1− λ.
Daí,

µf (λ) = m({x ∈ Ω; |f(x)| > λ}) = 2
√

1− λ.

Se λ ≥ 1 então,

m({x ∈ Ω; |f(x)| > λ}) = m(∅).

Portanto,

mf (λ) =

{
2
√

1− λ, se 0 ≤ λ ≤ 1

0, se λ > 1.

No caso do rearranjamento decrescente de f .

Se t = 0 então,

f ∗(t) = 1.

Se 0 < t ≤ 2 temos

f ∗(t) = 1− t2

4
.

Caso t > 2 claramente f ∗(t) = 0.

17
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Portanto,

f ∗(t) =

1− t2

4
, se 0 ≤ t ≤ 2

0, se t > 2.

Observação 1.3. Um cálculo direto mostra que as integrais de f , mf , e f ∗, são as

mesmas.

Exemplo 1.3. Seja Ω = [0,∞),
∑

=todos os subconjuntos mensuráveis a Lebeasgue

de Ω.

Sejam, f : [0,∞) −→ [0,∞] de�nida por

f(x) =



0, se x = 0

ln

(
1

1− x

)
, se 0 < x < 1

∞, se 1 ≤ x ≤ 2

ln

(
1

x− 2

)
, se 2 < x < 3

0, se x ≥ 3,

g : [0,∞) −→ [0,∞]

x 7−→ g(x) = x,

h : [0,∞) −→ [0,∞]

x 7−→ h(x) =
x

1 + x
.

Então teremos

µf (λ) = 1 +
2

eλ
,

f ∗(t) =


∞, se 0 ≤ λ ≤ 1

ln(
2

t− 1
), se 1 < t < 3

0, se t ≥ 3.

A função distribuição e o rearranjamento decrescente de g são µg(λ) =∞ e g∗(t) = +∞
respectivamente. Para a função h,

µh(λ) =

{
∞, se 0 ≤ λ < 1

0, se λ ≥ 1.
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E por �m,

h∗(t) ≡ 1.

Observação 1.4. Note que este último exemplo mostra que uma função �nita pode

ter sua função distribuição ou rearranjamento decrescente in�nito.

Exemplo 1.4. Tome Ω = N,
∑

= 2N e µ({n}) = 1.

Considerando f uma função mensurável qualquer, f : Ω −→ R é uma sequência

(an);n = 1, 2, 3, · · · . Assim,

µf (λ) = µ({x ∈ Ω; |an| > λ})∀λ ≥ 0.

Para o rearranjamento decrescente podemos, interpretar como uma sequência se de�-

nirmos,

a∗n = f ∗(t) para n− 1 ≤ t < n,

ou seja,

a∗n = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ n− 1} = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |an| > λ}) ≤ n− 1}.

Portanto a sequência (a∗n) é a sequência (|an|) permutada em ordem decrescente.

1.4 Propriedades de Rearranjamento Decrescente

O objetivo desta seção é apresentar algumas propriedades de rearranjamento de-

crescente que serão abordadas futuramente, tais como mostrar que a norma LP de

uma função pode ser calculada por sua função distribuição ou por seu rearranjamento

decrescente. Provaremos também a Desigualdade de Hardy-Littlewood que diz que a

integral do módulo produto de duas funções mensuráveis sobre o mesmo espaço de

medida é menor ou igual à integral do produto dos seus rearranjamentos decrescen-

tes. De�niremos ainda nesta seção os espaços de medida não atômico e ressonantes e

abordaremos alguns problemas que até então não tinhamos um resultado satisfatório,

como por exemplo mostrar onde a Desigualdade de Hardy-Littlewood vale para mais

funções.

Lema 1.6. Valem as igualdades,∫
Ω

|f(x)|dµ =

∫ ∞
0

µf (λ)dλ =

∫ ∞
0

f ∗(t)dt.

supλµf (λ) = sup
t>0

tf ∗(t).
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Demonstração. Começaremos provando para funções simples e depois faremos para

uma função qualquer.

Seja ϕ uma função simples positiva, com domínio em Ω, dada na forma

ϕ(x) =
k∑
j=1

αjχEj ,

onde α1 > α2 > ... > αk > 0 e Ei ∩ Ej = ∅. Pelo exemplo 1.1 vimos que,

µϕ(λ) =
k∑
j=1

βjχFj(λ)

onde βj =
∑j

i=1 µ(Ei) e Fj = [αj+1, αj), com j = 1, 2, 3, ..., k e αk+1 = 0. Assim, pela

de�nição de integral de uma função simples,

∫ ∞
0

µϕ(λ)dλ =
k∑
j=1

βjm([αj+1, αj))

=
k∑
j=1

βj(αj − αj+1)

e como,

k∑
j=1

βj(αj − αj+1) = β1(α1 − α2) + β2(α2 − α3) + ...+ βk(αk − αk+1)

= α1β1 + α2(β2 − β1) + ...+ αk(βk − βk − 1),

note que,

β2 − β1 = µ(E1) + µ(E2)− µ(E1) = µ(E2),

β3 − β2 = µ(E1) + µ(E2) + µ(E3)− µ(E1)− µ(E2) = µ(E3),

e dessa forma,

βk − βk−1 = µ(Ek).

Logo,
k∑
j=1

βj(αj − αj+1) =
k∑
j=1

αjµ(Ej).

Segue então que
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∫ ∞
0

µϕ(λ)dλ =
k∑
j=1

αjµ(Ej)

=

∫
Ω

ϕ(x)dµ.

Para o caso de uma função positiva, seja |f | ∈ M+(Ω,
∑

). Sabemos que existe

uma sequência (fn) de funções simples, mensuráveis tais que 0 ≤ fn ≤ fn+1 tal que

lim fn(x) = |f(x)| ∀x ∈ Ω.

Daí, utilizando o Teorema da Convergência Monótona, o item v) do Teorema 1.1 e

o que foi provado para funções simples temos que∫
Ω

|f(x)|dµ =

∫
Ω

lim fn(x)dµ

= lim

∫
Ω

fn(x)dµ

= lim

∫ ∞
0

µfn(λ)dλ

=

∫ ∞
0

limµfn(λ)dλ

=

∫ ∞
0

µf (λ)dλ.

Utilizando o Teorema da Convergência Monótona, o item v) do Teorema 1.1, o Teorema

1.2 e o que foi provado para funções simples temos que∫
Ω

|f(x)|dµ =

∫
Ω

lim fn(x)dµ

= lim

∫
Ω

fn(x)dµ

= lim

∫ ∞
0

f ∗n(t)dt

=

∫ ∞
0

lim f ∗n(t)dt

=

∫ ∞
0

f ∗(t)dt.

O que prova a primeira parte do teorema.

Suponhamos que exista um λ0 ∈ (0,∞) tal que µf (λ0) =∞. Então

sup
λ>0

λµf (λ) =∞
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e

sup
t>0

tf ∗(t) ≥ sup
t>0

tλ0 =∞.

Se existe t0 ∈ (0,∞) tal que f ∗(t0) =∞. Então,

sup
t>0

tf ∗(t) =∞

e

µf (λ) > t0 ∀ λ ∈ (0,∞).

Assim, Caso exista algum λ ∈ {λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t0} então, como o domínio da função

distribuição é (0,∞), teremos um λ ∈ (0,∞) tal que µf (λ) ≤ t0, ou seja,

f ∗(t0) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t0} =∞ > λ.

O que contraria a hipótese do ín�mo, logo

sup
λ>0

λµf (λ) > sup
λ>0

λt0 =∞.

Suponhamos agora que µf (λ) <∞ ∀ λ e f ∗(t) <∞ ∀ t ≥ 0. Mostremos que

sup
λ>0

λµf (λ) ≤ sup
t>0

tf ∗(t).

Consideremos supt>0 tf
∗(t) <∞ pois, caso contrário não teríamos o que provar. Então,

como µf (λ) <∞ ∀ λ ≥ 0 e pelo Teorema 1.3 (iii),

sup
t>0

tf ∗(t) ≥ µf (λ)f ∗(µf (λ)) ≥ µf (λ)λ

∀ λ ≥ 0. Logo,

sup
λ>0

λµf (λ) ≤ sup
t>0

tf ∗(t).

Mostremos agora que

sup
t>0

tf ∗(t) ≤ sup
λ>0

λµf (λ).

Assumindo que µf (λ) < ∞, pois caso contrário não há o que provar. Por hipótese

f ∗(t) <∞ ∀ t ≥ 0, temos pelo item iii) do Teorema 1.3 que

sup
λ>0

λµf (λ) ≥ (f ∗(t)− ε)µf (f ∗(t)− ε)

≥ (f ∗(t)− ε)t,
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∀ 0 < ε < f ∗(t) e ∀ t > 0.

Logo,

sup
t>0

tf ∗(t) ≤ sup
λ>0

λµf (λ).

Portanto,

sup
λ>0

λµf (λ) = sup
t>0

tf ∗(t).

Teorema 1.7. Seja 0 < p <∞. Então,∫
Ω

|f(x)|pdµ = p

∫ ∞
0

λp−1µf (λ)dλ =

∫ ∞
0

f ∗(t)pdt

e

supλµf (λ)
1
p = sup

t>0
t
1
pf ∗(t),

Além disso, para p =∞ temos que,

ess sup
x∈Ω
|f(x)| = inf{λ ≥ 0;µf (λ) = 0} = f ∗(0).

Demonstração. Seja 0 < p <∞. Como f é mensurável, | f |p também é, ∀ 0 < p <∞,

daí, pelo Lema anterior e pelo Teorema de Mudança de Variáveis obtemos que,∫
Ω

| f(x) |pdµ =

∫ ∞
0

µ|f |p(λ)dλ

=

∫ ∞
0

µ({x ∈ Ω; | f |p > λ})dt

=

∫ ∞
0

µ|f |(λ
1
p )dλ

=

∫ ∞
0

µf (γ)d(γp)

= p

∫ ∞
0

γp−1µf (γ)dγ.

Para a segunda igualdade note que

| f |p e (f ∗)p,

são equimensuráveis pois, pelo item ii) do Teorema 1.3 temos, | f |p e (| f |p)∗ são
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equimensuráveis. Pelo item iv) do teorema 1.3, (|f |p)∗ = (f ∗)p. Logo,∫
Ω

|f(x)|pdµ =

∫ ∞
0

f ∗pdt.

Provemos agora que

supλµf (λ)
1
p = sup

t>0
t
1
pf ∗(t).

Pelo Lema 1.6 e pelo item iv) do Teorema 1.3 temos

sup
t>0

t
1
pf ∗(t) = sup

t>0
(t(f ∗(t))p)

1
p

= sup
t>0

(t(| f |p)∗)
1
p

= sup
λ>0

(λµ|f |p(λ))
1
p

= sup
λ>0

(λµf (λ
1
p ))

1
p

= sup
u>0

(upµf (u))
1
p

= sup
u>0

u(µf (u))
1
p .

Caso p = ∞: pela de�nição de supremo essencial e como a função distribuição é

positiva, temos que

ess sup
x∈Ω
|f(x)| = inf{λ ∈ R;µ({x ∈ Ω; |f(x)| > λ}) = 0}

= inf{λ ∈ R;µf (λ) = 0}

= inf{λ ∈ R;µf (λ) ≤ 0}

= f ∗(0).

O lema a seguir, servirá para provar a desigualdade de Hardy-Litlewood.

Lema 1.8. Vale a desigualdade,∫
Ω

|f(x)|dµ ≤
∫ a

0

f ∗dt,

∀A ∈
∑

tal que µ(A) ≤ a.

Demonstração. Considere a < ∞. Então pelo Lema 1.6 e pelo Teorema 1.3 item v)

24



1. Preliminares

segue que ∫
A

|f(x)|dµ =

∫
Ω

|f(x)χA(x)|dµ

=

∫ ∞
0

(fχA)∗(t)dt

≤
∫ ∞

0

f ∗(t)χ[0,µ(A))(t)dt

=

∫ µ(A)

0

f ∗(t)dt

≤
∫ a

0

f ∗(t)dt.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Hardy-Litlewood). Vale a desigualdade∫
Ω

|f(x)g(x)|dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Demonstração. Caso uma das funções sejam identicamente nula, não há o que provar.

Mostremos primeiro que vale para funções simples positivas e depois para uma funções

positivas mensuráveis quaisquer. Seja, ϕ uma função simples na forma,

ϕ =
k∑
j=1

αjχEj ,

onde α1 > α2 > ... > αk > 0 e Ei ∩ Ej = φ se i 6= j com i, j = 1, 2, ..., k. Seja

Fj =
⋃j
i=1 Ei e βj = αj − αj+1, com αk+1 = 0. Se x ∈ Ei com i = 1, 2, ..., n, então,

x ∈ Ft ∀ t ≥ i e assim,

k∑
j=1

βjχFj(x) = (αi − αi+1) + (αi+1 − αi+2) + ...+ (αk−1 − αk) + (αk − αk+1)

= αi.
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Daí, pelo exemplo 1.2 e pelo Lema 1.8 obtemos

∫
Ω

|ϕ(x)g(x)|dµ =

∫
Ω

|

(
k∑
j=1

βjχFj(x)

)
g(x)|dµ

=
k∑
j=1

βj

∫
Fj

|g(x)|dµ

≤
k∑
j=1

βj

∫ µ(Fj)

0

g∗(t)dt

=
k∑
j=1

(αj − αj+1)

∫ µ(Fj)

0

g∗(t)dt

= (α1 − α2)

∫ µ(E1)

0

g∗(t)dt+ (α2 − α3)

∫ µ(E1
⋃
E2)

0

g∗(t)dt+ ...+

+ (αk − αk+1)

∫ µ(
⋃k
j=1 Ej)

0

g∗(t)dt

= α1

∫ µ(E1)

0

g∗(t)dt+ α2

(∫ µ(E1
⋃
E2)

0

g∗(t)dt−
∫ µ(E1)

0

g∗(t)dt

)
+ ...+

+ αk

(∫ µ(
⋃k
j=1 Ej)

0

−
∫ µ(

⋃k−1
j=1 Ej)

0

g ∗ (t)dt

)

= α1

∫ µ(E1)

0

g∗(t)dt+ α2

∫ µ(E1
⋃
E2)

µ(E1)

g∗(t)dt+ ...+ αk

∫ µ(
⋃k
j=1 Ej)

µ(
⋃k−1
j=1 Ej)

g∗(t)dt

=
k∑
j=1

αj

∫ γj

γj−1

g∗(t)dt

=

∫ ∞
0

k∑
j=1

αjχ[γj−1,γj)(t)g
∗(t)dt

=

∫ ∞
0

ϕ∗(t)g∗(t)dt,

onde γj = µ(
⋃k
j=1Ej). Para o caso onde |f | ∈ M+(Ω,

∑
) sabemos que existe uma

sequências de funções mensuráveis (fn) simples tais que 0 ≤ fn ≤ fn+1 com lim fn(x) =

|f(x)|, ∀ x ∈ Ω, e combinando o Teorema da Convergência Monótona, o Teorema 1.1

item v), o Teorema 1.2 e usando o fato que vale a desigualdade para funções simples

positivas teremos
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∫
Ω

|f(x)g(x)|dµ =

∫
Ω

lim fn(x)|g(x)|dµ

= lim

∫
Ω

fn(x)|g(x)|dµ

= lim

∫
Ω

|fn(x)g(x)|dµ

≤ lim

∫ ∞
0

f ∗n(t)g∗(t)dt

=

∫ ∞
0

lim f ∗n(t)g∗(t)dt

=

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Caso a =∞, pelo Lema 1.6,∫
A

|f(x)|dµ =

∫
Ω

|f(x)|dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)dt.

Perceba que se aplicarmos essa desigualdade para as funções f, g e h, veremos que∫
Ω

|f(x)g(x)h(x)|dµ =

∫
Ω

|(fg)(x)h(x)|dµ

≤
∫ ∞

0

(f.g)∗(t)h∗(t)dt.

E, o resultado não vale imediatamente para mais de duas funções. Note também que

se aplicarmos o Teorema 1.5 e usando o fato de que o rearranjamento é decrescente

teremos um resultado que não é satisfatório pois,∫
Ω

|f(x)g(x)h(x)|dµ ≤
∫ ∞

0

(f.g)∗(t)h∗(t)dt

≤
∫ ∞

0

f ∗
(
t

2

)
g∗
(
t

2

)
h∗(t)dt.

Como o rearranjamento é decrescente,∫ ∞
0

f ∗
(
t

2

)
g∗
(
t

2

)
h∗(t)dt ≥

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)h∗(t)dt.

Portanto, precisaremos de um resultado que seja mais forte que o Teorema 1.5 e para

isso precisaremos de uma medida a qual chamaremos de medida não atômica que será

de�nida a seguir e combinaremos o Lema de Hardy com um teorema que diz que a
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integral do rearranjamento decrescente do produto de duas funções é menor ou igual

a integral do produto dos seus rearranjamentos decrescentes. Para provar tal teorema

precisaremos do resultado que virá depois da de�nição de medida não-atômica.

De�nição 1.3. Seja (Ω,
∑
, µ) um espaço de medida. Dizemos que µ é uma medida

não atômica quando para qualquer conjunto mensurável A com µ(A) > 0 existe pelo

menos um subconjunto B ⊂ A tal que µ(A) > µ(B) > 0.

Teorema 1.10. Seja µ uma medida não atômica e seja a um número real qualquer

satisfazendo 0 ≤ a ≤ µ(Ω).Então,

i) Se µ(Ω) <∞, então existe um conjunto A ∈
∑

tal que µ(A) = a e∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

ii) Se µ(Ω) = ∞ e f ∗(a) > lim
t−→∞

f ∗(t), então existe um conjunto A ∈
∑

tal que

µ(A) = a e ∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

iii) sup
µ(A)=a

∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

Demonstração.

i) Consideremos dois casos.

Caso 1: Existe α > 0 tal que µf (α) = a. Neste caso temos

f ∗(a) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ a} ≤ α

o que implica que

a = µf (α) ≤ µf (f
∗(a)) ≤ a,

ou seja, a = µf (f
∗(a)).

Seja

A = {x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)}.

Note que

µ(A) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)})

= µf (f
∗(a))

= a.
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Pelo Teorema 1.3 item ii) f e f ∗ são equimensuráveis e assim,

µfχA(λ) = µ({x ∈ Ω; |fχA(x)| > λ})

= µ({x ∈ A; |f(x)| > λ})

=

{
a, se 0 ≤ λ ≤ f ∗(a)

µf (λ), se λ > f ∗(a).

mf∗χ[0,a]
(λ) = m({λ ≥ 0; |f ∗χ[0,a](t)| > λ})

=

{
a, se 0 ≤ λ ≤ f ∗(a))

mf∗(λ), se λ > f ∗(a)

= µfχA(λ).

Portanto, f ∗χ[0,a] e fχA são equimensuráveis, o que implica que∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

Caso 2: a não está na imagem de µf .

Como µ(Ω) <∞, f é mensurável e µf é decrescente,

0 = µ({x ∈ Ω; |f(x)| =∞})

= µ(∩∞n=1{x ∈ Ω; |f(x)| > n})

= lim
n−→∞

µ({x ∈ Ω; |f(x)| > n})

= lim
n−→∞

µf (n)

= lim
λ−→∞

µf (λ).

Seja λ0 = f ∗(a) e suponhamos inicialmente λ0 > 0. Como a > 0 pois a = 0 está

na imagem de µf basta considerar λ su�cientemente grande. Segue da de�nição de

rearranjamento decrescente e o fato de que lim
λ−→∞

µf (λ) = 0 que,

λ0 = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ a} <∞.
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Daí, concluímos pelo Teorema 1.3 iii) que

µf (λ0) = µf (f
∗(a))

< a

< µf (λ)

para 0 < λ < λ0.

Assim, se a1 denota o limite à esquerda de λ0 que existe pois µf é decrescente,

teremos

a0 = µf (λ0)

< a

≤ µf (λ
−
0 )

= a1.

O que implica

λ0 = f ∗(a)

= inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ a}

= inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t ∀ a0 ≤ t ≤ a1}

= f ∗(t) para a0 ≤ t < a1.

Note que a1 = µ({x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ0}). De fato, como F = {x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ0} é a
interseção da sequência decrescente de conjuntos Fn = {x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ0 −

1

n
} para

n = 1, 2, · · · . Sabemos que µ(Ω) <∞ e assim,

µ({x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ0}) = lim
n−→∞

µ({x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ0 −
1

n
})

= lim
n−→∞

µ(Fn)

= lim
n−→∞

µf (λ0 −
1

n
)

= µf (λ
−
0 )

= a1.

30



1. Preliminares

Considere G = {x ∈ Ω; |f(x)| = λ0}. Então

µ(G) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| = λ0})

= {x ∈ Ω; |f(x)| ≥ λ0} − {x ∈ Ω; |f(x)| > λ0}

= a1 − a0.

Como a medida é não atômica, podemos selecionar um subconjunto B ⊂ G com

medida µ(B) = a − a0. De�na agora A = {x ∈ Ω; |f(x)| > λ0} ∪ B, isto implica que

µ(A) = µf (λ0) + a− a0 = a0 + a− a0 = a. Além disso,∫
A

|f(x)|dµ =

∫
{x∈Ω;|f(x)|>λ0}

|f(x)|dµ+

∫
B

|f(x)|dµ.

Sabemos que a0 está na imagem de µf e pelo que foi feito no caso 1,

∫
{x∈Ω;|f(x)|>λ0}

|f(x)|dµ =

∫ µ({x∈Ω;|f(x)|>λ0})

0

f ∗(t)dt

=

∫ a0

0

f ∗(t)dt.

Além disso, |f(x)| = λ0 para x ∈ B, e como vimos que λ0 = f ∗(t) para a0 ≤ t < a1, a

segunda integral vale ∫
B

|f(x)|dµ = λ0µ(B)

= λ0(a− a0)

=

∫ a

a0

f ∗(t)dt

Portanto, ∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

Para λ0 = 0, usando o item iii) do Teorema 1.3 encontraremos a0 = µf (0) < a, neste

caso podemos escolher um conjunto B disjunto do suporte de f tal que µ(B) = a− a0.

De�na novamente, A = {x ∈ Ω; |f(x)| > 0} ∪B com µ(A) = a0 + a− a0 = a.

Perceba que

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t}

= 0 ∀ t ≥ a0.
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Então, ∫
A

|f(x)|dµ =

∫
{x∈Ω;|f(x)|>λ0}

|f(x)|dµ+

∫
B

|f(x)|dµ

=

∫ a0

0

f ∗(t)dt

=

∫ a

0

f ∗(t)dt.

O que completa a prova do item i).

ii) Por hipótese f ∗(a) > lim
t−→∞

f ∗(t) = f ∗(∞), logo a < ∞ e µf (λ) < ∞ na vizinhança

de f(a).

Considere então, G = {x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)}, H = {x ∈ Ω; |f(x)| ≥ f ∗(a)}.
Observe que se existe α > 0 tal que µf (α) = a, então pela primeira parte do item

anterior µf (f ∗(a)) = a, o que implica que

µ(G) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)})

= a

≤ µ({x ∈ Ω; |f(x)| ≥ f ∗(a)})

= µ(H).

Caso não exista α > 0 tal que µf atinja. Sabemos que µf (λ) < ∞ na vizinhança de

f ∗(a), i.é., µf (f ∗(a)) < ∞ e pelo item iii) do Teorema 1.3 para f ∗(a) > 0 teremos

f ∗(µf (f
∗(a))) ≥ f ∗(a), ou seja, µf (f ∗(a)) ≤ a e como a não é atingido por µf , µ(G) =

µf (f
∗(a)) < a. E da mesma forma que foi feita na segunda parte do item i)

µ(H) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| ≥ f ∗(a)})

= a1

≥ a.

Se f ∗(a) = 0 basta usar mais uma vez o item iii) do Teorema 1.3, o que nos dá,

µf (f
∗(a)) ≤ a e µf (f ∗(a)− ε) ≥ a ∀ ε > 0. Logo, µ(G) ≤ a e µ(H) ≥ a. De qualquer

forma, µ(G) ≤ a ≤ µ(H).

Como a medida µ é não atômica, podemos escolher um subconjunto A tal que

G ⊂ A ⊂ H com µ(A) = a. Seguindo procedimentos análogos aos do item i) veremos

que fχA e f ∗χ[0,a) são equimensuráveis e (fχA)∗(t) = f ∗χ[0,a)(t). De fato, pelo item v)

do Teorema 1.3, temos (fχA)∗(t) ≤ f ∗χ[0,a)(t). Se t < a, então (fχA)∗(t) = inf{λ ≥
0;µfχA(λ) ≤ t} ≥ f ∗(a). Pois suponhamos que (fχA)∗(t) = λ

′
< f ∗(a). Pela de�nição

do conjunto A, sabemos que x ∈ A implica |f(x)| ≥ f ∗(a) e µfχA(λ
′
) = µ({x ∈
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A; |f(x)| > λ
′}) = µ(A) = a > t o que é um absurdo.

Se x 6∈ A então, |f(x)| ≤ f ∗(a) ≤ (fχA)∗(t) e

B = {x ∈ Ω; |f(x)| > (fχA)∗(t)}

= {x ∈ A; |f(x)| > (fχA)∗(t)}

= {x ∈ Ω; |f(x)χA(x)| > (fχA)∗(t)}.

Pelo item ii) do Teorema 1.3 obtemos

µ(B) = µ({x ∈ Ω; |f(x)χA(x)| > (fχA)∗(t)})

= m({s > 0; (fχA)∗(s) > (fχA)∗(t)})

< t.

Pelo item i) do Teorema 1.3, temos que f ∗(t) ≤ (fχA)∗(t).

Portanto, (fχA)∗(t) = f ∗χ[0,a)(t).

A equimensurabilidade de fχA e f ∗χ[0,a) nos dá∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

O que prova o item ii) pois quando t ≥ a temos (fχA)∗(t) = 0 = f ∗χ[0,a)(t).

iii) Do Lema 1.8 temos imediatamente que

sup
µ(A)=a

∫
A

|f(x)|dµ ≤
∫ a

0

f ∗(t)dt.

Portanto se f ∗(a) > f ∗(∞), do item anterior temos a igualdade. Se f(a) = f(∞).

Sejam

G = {x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)}

e

H = {x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)− ε

a
},

onde ε > 0 é su�cientemente pequeno. Segue pelo item ii) do Teorema 1.3 que

µ(G) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)})

= m({t ≥ 0; f ∗(t) > f ∗(a)})

≤ a
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µ(H) = µ({x ∈ Ω; |f(x)| > f ∗(a)− ε

a
})

= m({t ≥ 0; f ∗(t) > f ∗(a)− ε

a
})

=∞.

Além disso, µ(G) ≤ a ≤ µ(H). Logo, existe um conjunto A(ε) = A tal que, G ⊂ A ⊂ H

e µ(A) = a. Por argumentos análogos aos do item i), as funções fχG e f ∗χ[0,µ(G)) são

equimensuráveis. Consequentemente,∫
G

|f(x)|dµ =

∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt.

Desta forma,∫
A

|f(x)| =
∫
G

|f(x)|dµ+

∫
A\G
|f(x)|dµ

≥
∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+

∫
A\G

(f ∗(∞)− ε

a
)dt

=

∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+ (f ∗(∞)− ε

a
)(µ(A)− µ(G))

=

∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+ (f ∗(∞)− ε

a
)(a− µ(G))

=

∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+ f ∗(∞)(a− µ(G))− ε+
ε

a
(µ(G))

≥
∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+ f ∗(∞)(a− µ(G))− ε.

Se t ∈ (µ(G), a), neste caso,

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µf (λ) ≤ t}

= f ∗(a)

= f ∗(∞).

Consequentemente,∫
A

|f(x)|dµ ≥
∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+ f ∗(∞)(a− µ(G))− ε

=

∫ µ(G)

0

f ∗(t)dt+

∫ a

µ(G)

f ∗(t)dt− ε

=

∫ a

0

f ∗(t)dt− ε.
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Como ε é arbitrário, então vale que

sup
µ(A)=a

∫
A

|f(x)|dµ ≥
∫ a

0

f ∗(t)dt.

Deste modo,

sup
µ(A)=a

∫
A

|f(x)|dµ =

∫ a

0

f ∗(t)dt.

Teorema 1.11. Seja µ uma medida não atômica. Então∫ a

0

(fg)∗(t)dt ≤
∫ a

0

(f)∗(t)g∗(t)dt

para qualquer a > 0. Em particular,∫ ∞
0

(fg)∗(t)dt ≤
∫ ∞

0

(f)∗(t)g∗(t)dt.

Demonstração. considere a < ∞ positivo, e combinando o item iii) do Teorema an-

terior com a Desigualdade de Hardy-Litlewood e com o item v) do Teorema 1.3 vale

que ∫ a

0

(fg)∗(t)dt = sup
µ(A)=a

∫
A

|(fg)(x)|dµ

= sup
µ(A)=a

∫
A

|f(x)g(x)|dµ

= sup
µ(A)=a

∫
Ω

|f(x)g(x)χA(x)|dµ

≤ sup
µ(A)=a

∫ ∞
0

f ∗(t)(gχA)∗(t)dt

≤ sup
µ(A)=a

∫ a

0

f ∗(t)(g)∗(t)dt

=

∫ a

0

f ∗(t)(g)∗(t)dt.

Considere agora, a = ∞, daí pelo Lema 1.6 e pela desigualdade de Hardy-Litlewood
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(Teorema 1.9) obtemos ∫ ∞
0

(fg)∗(t)dt =

∫
Ω

|(fg)(x)|dµ

=

∫
Ω

|f(x)g(x)|dµ

≤
∫ ∞

0

f ∗(t)(g)∗(t)dt.

Lema 1.12. (Lema de Hardy) Sejam f e g funções positivas mensuráveis a Lebesgue

em (0,∞) e suponha que ∫ a

0

f(t)dt ≤
∫ a

0

g(t)dt

para todo a > 0.

Seja h uma função qualquer decrescente em (0,∞). Então∫ ∞
0

h(t)f(t)dt ≤
∫ ∞

0

h(t)g(t)dt.

Demonstração. Provaremos primeiro para o caso de funções simples positivas.

Seja ϕ uma função simples na forma

ϕ =
k∑
j=1

αjχ[0,aj)(t)

onde α1 > α2 > ... > αk > 0 e a1 > a2 > ... > ak > 0.

Desse modo,

∫ ∞
0

ϕ(t)f(t)dt =
k∑
j=1

αj

∫ ∞
0

f(t)χ[0,aj)(t)dt

=
k∑
j=1

αj

∫ aj

0

f(t)dt

≤
k∑
j=1

αj

∫ aj

0

g(t)dt

=

∫ ∞
0

ϕ(t)g(t)dt.
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Para o caso geral, basta usar o Teorema da Convergência Monótona e teremos∫ ∞
0

h(t)f(t)dt =

∫ ∞
0

lim
n−→∞

hnf(t)dt

≤ lim
n−→∞

∫ ∞
0

hng(t)dt

=

∫ ∞
0

h(t)g(t)dt.

Teorema 1.13. Seja µ uma medida não atômica e sejam f ,g e h funções
∑

-mensuráveis

em Ω. Então ∫
Ω

|f(x)g(x)h(x)|dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)h∗(t)dt.

Demonstração. Aplicando a desigualdade de Hardy-Litlewood obtemos imediatamente

que ∫
Ω

|f(x)g(x)h(x)|dµ =

∫
Ω

|f(x)(gh)(x)|dµ

≤
∫ ∞

0

f ∗(t)(gh)∗(t)dt.

Temos pelo Teorema 1.11 que∫ ∞
0

(gh)∗(t)dt ≤
∫ ∞

0

g∗(t)(h)∗(t)dt

e segue pelo Lema anterior∫ ∞
0

f ∗(t)(gh)∗(t)dt ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)(g)∗(t)h∗(t)dt.

Consequentemente ∫
Ω

|f(x)g(x)h(x)|dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)(g)∗(t)h∗(t)dt.

Observe que para o caso de n funções mensuráveis, basta usar o princípio da indução

e o Teorema 1.13.

Uma outra pergunta interessante é se existe uma função h
∑
-mensurável que é

equimensurável com g e vale a igualdade∫
Ω

|f(x)h(x)|dµ =

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt.
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No geral, a resposta para tal questão é não, porque depende se o espaço é �nito e

se é ou não-atômico ou completamente atômico (onde todos os átomos tem medidas

iguais).Tal espaço será chamado de ressonante. Vejamos as de�nições desses espaços.

De�nição 1.4. Dado um espaço de medida (Ω,
∑
, µ), um conjunto A ⊂ Ω em

∑
é

chamado um átomo se µ(A) > 0 e para todo B ⊂ A mensurável tal que µ(B) < µ(A)

implica em µ(B) = 0. Se existir um B ⊂ A tal que µ(A) > µ(B) > 0 dizemos então

que o conjunto A é não-atômico.

De�nição 1.5. Um espaço de medida (Ω,
∑
, µ) é dito ressonante se é σ-�nito e ou é

não atômico ou é completamente atômico onde todos os átomos tem medidas iguais.

Observação 1.5. O Teorema a seguir vale para o caso de µ ser ressonante. Provaremos

apenas o caso onde µ é não atômico.O caso onde µ é completamente atômico onde todos

os átomos tem medidas iguais pode ser encontrado em [2].

Teorema 1.14. Se µ é ressonante, então

sup
g̃∈ ω

∫
Ω

|(f)(x)g̃(x)|dµ =

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt

onde ω = {g̃ ∈
∑

;µg̃(λ) = µg(λ) ∀ λ ≥ 0}.
Além disso, se µ(Ω) <∞, então existe uma função g̃ que é

∑
-mensurável tal que∫

Ω

|f(x)g̃(x)|dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Demonstração. Consideremos f e g positivas, pois se umas das duas for nula o resultado

é imediato. Como foi dito anteriormente, faremos apenas o caso onde µ é não atômica.

Seja µ não atômica com µ(Ω) < ∞. Como g é positiva, podemos encontrar uma

sequência de funções (gn) simples positivas tal que gn ↑ g. Para qualquer n ≥ 1 �xado,

podemos representar gn por
k∑
j=1

αjχDj(x)

onde D1 ⊂ D2 ⊂ ... ⊂ DK e αj > 0 com j = 1, 2, ..., k. Tome uma sequência de

conjuntos E1, E2, ..., Ek tal que µ(Ej) = µ(Dj) para j = 1, 2, ..., k.

Pelo item i) do Teorema 1.10 para cada µ(Dj) temos,

∫
Ej

f(x) =

∫ µ(Dj)

0

f ∗(t)dt.
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Seja

g̃n : Ω −→ [0;∞)

x 7−→ g̃n(x) =
k∑
j=1

αjχEj(x).

Como µ(Ej) = µ(Dj) para cada j = 1, 2, ..., k, segue que

g̃∗n(t) =
k∑
j=1

αjχ[0,µ(Ej))(t)

=
k∑
j=1

αjχ[0,µ(Dj))(t)

= g∗n(t).

Desse modo, conseguimos uma sequência de funções (g̃n) simples tal que g̃n é equimen-

surável com gn para cada n = 1, 2, ..., k.

Pelo item v) do Teorema 1.1 e o fato que g̃ = lim
n−→∞

g̃n, obtemos que

µg̃(λ) = lim
n−→∞

µ({x ∈ Ω; |g̃n(x)| > λ})

= lim
n−→∞

µ({x ∈ Ω; |gn(x)| > λ})

= µg(λ).

Consequentemente g e g̃ são equimensuráveis. Além disso, segue de∫
Ej

f(x)dµ =

∫ µ(Ej)

0

f ∗(t)dt
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que

∫
Ω

f(x)g̃n(x)dµ =

∫
Ω

f(x)
k∑
j=1

αjχEj(x)dµ

=
k∑
j=1

αj

∫
Ej

f(x)dµ

=
k∑
j=1

αj

∫ µ(Dj)

0

f ∗(t)dt

=

∫ ∞
0

k∑
j=1

f ∗(t)αjχ[0,µ(Dj))(t)dt

=

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗n(t)dt.

O que prova para gn com n = 1, 2, ..., k. Utilizando o Teorema da Convergência Mo-

nótona, o item (v) do Teorema 1.1 e o fato de que g e g̃ são equimensuráveis segue

que ∫
Ω

f(x)g̃(x)dµ =

∫
Ω

lim
n−→∞

f(x)g̃n(x)dµ

= lim
n−→∞

∫
Ω

f(x)g̃n(x)dµ

= lim
n−→∞

∫ ∞
0

f ∗(t)g̃n
∗(t)dt

= lim
n−→∞

∫ ∞
0

f ∗(t)gn
∗(t)dt

=

∫ ∞
0

lim
n−→∞

f ∗(t)gn
∗(t)dt

=

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Suponhamos agora que µ(Ω) = ∞, com µ não atômica e α > 0 um número real tal

que,

α <

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Assumindo mais uma vez que f e g são positivas. Como µ é σ-�nita, podemos encontrar

uma sequência (En) tal que Ei ⊂ Ej se i 6= j e Ω =
⋃∞
n=1En, n = 1, 2 · · · . Escolha

as sequências (fn) e (gn) de funções simples com suporte em En, n = 1, 2, · · · tal que
fn ↑ f e gn ↑ g.

Aplicando o Teorema 1.1 para rearranjamento decrescente e o Teorema da Conver-

gência Monótona, temos que
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∫ ∞
0

f ∗n(t)g∗n(t)dt −→
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt.

Portanto, existe n0 ≥ 1 tal que

α <

∫ ∞
0

f ∗n0
(t)g∗n0

(t)dt.

Logo, (En0 ,
∑
, µ) é um espaço de medida �nito não atômico, e aplicando a primeira

parte da prova encontramos um ĥ em En0 equimensurável gχEn0 com∫
En0

f(x)ĥ(x)dµ =

∫ ∞
0

(fχEn0 )∗(t)(gχEn0 )∗(t)dt.

Por construção fn0 ≤ fχEn0 e gn0 ≤ gχEn0 . Dessa maneira,

α <

∫ ∞
0

f ∗n0
(t)g∗n0

(t)dt

≤
∫ ∞

0

(fχEn0)
∗(t)(gχEn0)

∗(t)dt

=

∫
En0

f(x)ĥ(x)dµ

=

∫
Ω

f(x)h(x)dµ,

onde

h(x) =

{
ĥ(x), se x ∈ En0

0, se x /∈ En0 .

Tomando

g̃(x) = h(x)χEn0 (x) + g(x)χEn0 (x);x ∈ Ω,

claramente g̃ é equimensurável com g e daí,

α <

∫
Ω

f(x)h(x)dµ

≤
∫

Ω

f(x)g̃(x)dµ.

A Desigualdade de Hardy-Litlewoode 1.9 implica que∫
Ω

f(x)g̃(x)dµ ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt

logo,

sup

∫
Ω

f(x)g̃(x)dµ =

∫ ∞
0

f ∗(t)g∗(t)dt.
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1.5 Operação **

Nesta seção, de�niremos a operação ** e mostraremos algumas propriedades. Tal

operação será importantíssima para mostrar que o espaço de Lorentz L(p, q) é um

espaço vetorial normado para muitos valores de p e q.

De�nição 1.6. Considere a função f ∗∗ : (0,∞) −→ [0,∞] dada por

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds.

Observação 1.6. f ∗∗ é também maximal entre todas as médias de f ∗ tomadas sobre

conjuntos de medida t e é chamada de função maximal de f .

Observação 1.7. Mesmo que f ∗∗ com t = 0 não esteja incluído na de�nição acima,

o limite com t próximo de zero pela direita, é de�nido para todos os rearranjamentos

decrescentes, pois pelo Teorema 1.7,

lim
t−→0+

f ∗∗(t) = lim
t−→0+

1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

= f ∗(0)

= ess sup
x∈Ω
|f(x)|.

Teorema 1.15. Sejam fn funções
∑

-mensuráveis em Ω, n = 1, 2, · · · . Então

i) f ∗∗ é decrescente e contínua em (0,∞).

ii) f ∗(t) ≤ f ∗∗(t),∀ t > 0.

iii) Se |f(x)| ≤ |g(x)|, para x ∈ Ωµ− a.e., então f ∗∗ ≤ g∗∗.

iv) Se (fn) é uma sequência tal que |fn(x)| ≤ |f(x)| para x ∈ Ω µ − ae, então

f ∗∗n ≤ f ∗∗ e lim
n−→∞

f ∗∗n = f ∗∗ para qualquer t > 0.

Demonstração.

i) A continuidade de f ∗∗ segue diretamente da continuidade da integral, logo o que

precisamos provar é que f ∗∗ é decrescente. Sejam t1, t2 ∈ (0,∞) tal que 0 < t1 < t2.
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Então

f ∗∗(t2) =
1

t2

∫ t2

0

f ∗(s)ds

=
1

t2

∫ t1

0

f ∗(s)ds+
1

t2

∫ t2

t1

f ∗(s)ds

≤ 1

t2

∫ t1

0

f ∗(s)ds+
1

t2
f ∗(t1)(t2 − t1)

=
1

t2

∫ t1

0

f ∗(s)ds+ (
1

t1
− 1

t2
)f ∗(t1)t1

≤ 1

t2

∫ t1

0

f ∗(s)ds+

(
1

t1
− 1

t2

)∫ t1

0

f ∗(s)ds

=
1

t1

∫ t1

0

f ∗(s)ds

= f ∗∗(t1).

ii) Como f ∗ é decrescente, então

f ∗(t) =
1

t
f ∗(t)(t− 0)

=
1

t

∫ t

0

f ∗(t)ds

≤ 1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

= f ∗∗(t).

iii) Pelo item (ii) do Teorema 1.1 e o Teorema 1.2 temos que f ∗(t) ≤ g∗(t), ∀ t ≥ 0.

Além disso, como f ∗e g∗ são não negativos, segue que para t > 0

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

≤ 1

t

∫ t

0

g∗(s)ds

= g∗∗(t).

iv) utilizando o item (ii) do Teorema 1.1 para rearranjamento decrescente com respeito

à medida de Lebesgue, temos que

f ∗n(t) ≤ f ∗(t), n = 1, 2, · · · ,
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e pelo item (v) do Teorema 1.1

f ∗n(t) −→ f ∗(t), ∀ t ≥ 0.

Pelo item anterior f ∗∗n (t) ≤ f ∗∗(t), n = 1, 2, · · · , aplicando o Teorema da Convergência

Monótona temos que

lim
n−→∞

f ∗∗n (t) = lim
n−→∞

1

t

∫ t

0

f ∗n(s)ds

=
1

t

∫ t

0

lim
n−→∞

f ∗n(s)ds

=
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

= f ∗∗(t), ∀ t > 0.

Exemplo 1.5. Seja E um conjunto mensurável qualquer e seja f = χE. Sabemos que

f ∗(t) = χ[0,µ(E))(t).

Pela de�nição de f ∗∗ obtemos

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

=
1

t

∫ t

0

χ[0,µ(E))(s)ds

=

 1, se t ≤ µ(E)
µ(E)

t
, se t > µ(E)

Exemplo 1.6. Seja φ uma função simples dada na forma

ϕ(x) =
k∑
j=1

αjχEj(x),

onde α1 > α2 > · · · > αk > 0, e Ej = {x ∈ Ω;ϕ(x) = αj}.
Pelo exemplo 1.1 vimos que

ϕ∗(t) =
k∑
j=1

αjχ[βj−1−βj)(t),
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onde

βj =

j∑
i=1

µ(Ej).

Dessa forma,

ϕ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

ϕ∗(s)ds

=
1

t

∫ t

0

k∑
j=1

αjχ[βj−1−βj)(s)ds

=
1

t

(∫ t

0

α1χ[0,β1)(s)ds+

∫ t

0

α2χ[β1,β2)(s)ds+ · · ·+
∫ t

0

αkχ[βk−1,βk)(s)ds

)
Se t ∈ (0, β1). Então,

ϕ∗∗(t) =
1

t
[α1(t− 0)]

= α1.

Se tivermos t ∈ [β1, β2) temos

ϕ∗∗(t) =
1

t

(
α1

∫ β1

0

ds+ α2

∫ t

β1

ds

)
=

1

t
(α1β1 + α2(t− β1))

=
1

t
[α1µ(E1) + α2(t− µ(E1))]

=
1

t
α1µ(E1) +

1

t
[α2(t− µ(E1))].

Porém, para cada t ∈ [β2, β3),

ϕ∗∗(t) =
1

t

(
α1

∫ β1

0

ds+ α2

∫ β2

β1

ds+ α3

∫ t

β2

ds

)
=

1

t
(α1β1 + α2(β2 − β1) + α3(t− β2)

=
1

t
(α1µ(E1) + α2(µ(E1) + µ(E2)− µ(E1)) + α3(t− (µ(E1) + µ(E2)))

=
1

t

2∑
j=1

αjµ(Ej) +
α3

t

(
t−

2∑
j=1

µ(Ej)

)
.
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Seguindo esse procedimento para t ∈ [βm−1, βm), m = 1, 2, · · · , k resulta que

ϕ∗∗(t) =
1

t

m−1∑
j=1

αjµ(Ej) +
αm
t

(
t−

m−1∑
j=1

µ(Ej)

)
.

Por �m, caso t > βk temos

ϕ∗∗(t) =
1

t

k∑
j=1

αjµ(Ej).

Portanto,

ϕ∗∗(t) =


1

t

∑m−1
j=1 αjµ(Ej) +

αm
t

(
t−
∑m−1

j=1 µ(Ej)
)
, se βm−1 < t ≤ βm com m = 1, 2..., · · · , k

1

t

∑k
j=1 αjµ(Ej), se t > βk.

Exemplo 1.7. Seja Ω = [0,∞),
∑

= todos os subconjuntos de Ω e m a medida de

Lebesgue. De�na f : Ω −→ [0,∞) dada por

f(x) =

{
1− (x− 1)2, se 0 ≤ x ≤ 2

0, se x > 2.

Palo exemplo 1.2 Temos que se 0 < t ≤ 2,

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

(1− s

4

2

)ds

= 1− t

12

2

.

Caso t > 2,

f ∗∗(t) =
1

t

∫ 2

0

f ∗(s)ds

=
4

3t
.

Ou seja,

f ∗∗(t) =


1− t

12

2

, se 0 < t ≤ 2

4

3t
, se t > 2.

Teorema 1.16 (Subaditividade). Se µ é uma medida ressonante. Então,

(f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t),
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para todo t > 0.

Demonstração. Aplicando o Teorema 1.10 obtemos que,

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

=
1

t
sup
µ(E)=t

∫
E

|f(x)|dµ.

Utilizando a desigualdade triangular e a subaditividade do supremo segue que,

(f + g)∗∗(t) =
1

t
sup
µ(E)=t

∫
E

|f(x) + g(x)|dµ

≤ 1

t
sup
µ(E)=t

(∫
E

|f(x)|dµ+

∫
E

|g(x)|dµ
)

≤ 1

t
sup
µ(E)=t

∫
E

|f(x)|dµ+
1

t
sup
µ(E)=t

∫
E

| g(x) | dµ

= f ∗∗(t) + g∗∗(t).
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Capítulo 2

Espaços de Lorentz L(p, q)

Neste capítulo, introduziremos na primeira seção o espaço de Lorentz L(p, q) que

é de�nido pelo conjunto das funções tal que ‖.‖pq está bem de�nido em L(p, q). Mos-

traremos que este funcional satisfaz todas as propriedades de uma norma exceto a

desigualdade triangular para certos valores de p e q, ou seja, é uma quasi-norma. Além

disso mostraremos para quais valores de p e q o espaço L(p, q) é um espaço normado

com a norma de�nida. Na seção seguinte de�niremos o funcional ‖.‖∗pq com a operação

∗∗ no lugar da operação ∗ e este novo funcional satisfaz a desigualdade triangular o

que torna (L(p, q), ‖.‖∗pq) um espaço normado para mais valores de p e q com ‖.‖∗pq equi-
valente a ‖.‖pq. Por �m estudaremos algumas propriedades topológicas dos espaços de

Lorentz tais como mostrar para quais valores de p e q L(p, q) é Banach, a separabilidade

e o dual de L(p, q). Os espaços de Lorentz L(p, q) generalizam os espaços de Lebesgue

pois L(p, p) = Lp como veremos mais adiante.

2.1 De�nição do Espaço de Lorentz

De�nição 2.1. Seja (Ω,
∑
, µ) um espaço de medida e 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞. Então

o espaço de Lorentz L(p, q) é o conjunto de todas a classes de funções
∑
-mensuráveis

f tais que, ||f ||p,q <∞, onde

||f ||p,q =

(
∫∞

0
(t

1
pf ∗(t))q

dt

t
)
1
q , se 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞,

supt>0 t
1
pf ∗(t), se 0 < p ≤ ∞, 0 < q =∞.

Observação 2.1. O caso p = ∞ não é interessante pois ||f ||∞,q < ∞ implica em

f = 0 µ− a.e. em Ω. De fato, suponha que L(∞, q) seja um espaço não trivial. Então,

existe uma função f não nula em L(∞, q), logo existe c > 0 e um A ∈
∑

de medida

positiva tal que, |f(x)| > c ∀ x ∈ A.
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Consequentemente,

||f ||q∞,q =

∫ ∞
0

f ∗(t)q
dt

t

≥
∫ ∞

0

(fχA)∗(t)q
dt

t

=

∫ ∞
0

inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ A; |f(x)| > λ}) ≤ t}q dt
t

≥
∫ µ(A)

0

cq
dt

t
=∞,

o que é um absurdo. Portanto ||f ||∞,q <∞ implica que f = 0 µ− a.e. em Ω.

Exemplo 2.1. Considere A um conjunto
∑
-mensurável de medida �nita. Suponhamos

que 0 < p <∞ e 0 < q <∞. Assim,

||χA||p,q =

(∫ ∞
0

(
t
1
pχ[0,µ(A))(t)

)q dt
t

) 1
q

=

(∫ µ(A)

0

t
q
p
−1dt

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q

µ(A)
1
p .

Suponhamos agora 0 < p <∞ e q =∞. Daí,

||χA||p,∞ = sup
t>0

t
1
p (χA)∗(t)

= sup
t>0

t
1
pχ[0,µ(A))(t)

= µ(A)
1
p .

Teorema 2.1. Seja 0 < p ≤ ∞. Então L(p, p) = Lp, ou seja, ||f ||p,p = ||f ||p.

Demonstração. Provaremos inicialmente o caso onde 0 < p <∞. Resulta da de�nição

e pelo Teorema 1.7 que

||f ||p,p =

(∫ ∞
0

(t
1
pf ∗(t))p

dt

t

) 1
p

=

(∫ ∞
0

f ∗(t)pdt

) 1
p

=

(∫
Ω

| f |p dt
) 1

p

= ||f ||p.
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Caso p =∞, usamos o fato de f ∗ ser decrescente e mais uma vez o Teorema 1.7. Dessa

forma

||f ||∞,∞ = sup
t>0

f ∗(t)

= f ∗(0)

= ess sup
x∈Ω
|f(x)|

= ||f ||∞.

Teorema 2.2. O espaço de Lorentz L(p, q) é um espaço linear. Além disso, se 0 <

p ≤ ∞ e 0 < q ≤ ∞ então ||.||pq é uma quasi-norma.

Demonstração. Sejam α ∈ R e f ∈ L(p, q). Então

(αf)∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ ({x ∈ Ω; |αf(x)| > λ}) ≤ t}

= inf{λ ≥ 0;µ

(
{x ∈ Ω; |f(x)| > λ

|α|
}
)
≤ t}

= inf{|α|s ≥ 0;µ ({x ∈ Ω; |f(x)| > s}) ≤ t}

= |α|f ∗(t).

Suponhamos 0 < p <∞ e 0 < q <∞. Segue que,

||αf ||pq =

(∫ ∞
0

(t
1
p (αf)∗(t))q

dt

t

) 1
q

= |α|
(∫ ∞

0

(t
1
pf ∗(t))q

dt

t

) 1
q

= |α|||f ||pq.
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Sejam, f, g ∈ L(p, q), aplicando o Teorema 1.5 e fazendo u =
t

2
obtemos que,

||f + g||pq =

(∫ ∞
0

(t
1
p (f + g)∗(t))q

dt

t

) 1
q

≤
(∫ ∞

0

[t
1
p (f ∗

(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)
)]q
dt

t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

[(2u)
1
p (f ∗(u) + g∗(u))]q

du

u

) 1
q

≤ 2
1
p

(∫ ∞
0

[2 max(u
1
pf ∗(u), u

1
p g∗(u))]q

du

u

) 1
q

≤ 2
1
p

(∫ ∞
0

2q((u
1
pf ∗(u))q + (u

1
p g∗(u))q)

du

u

) 1
q

= 2
1
p

+1

(∫ ∞
0

(u
1
pf ∗(u))q

du

u
+

∫ ∞
0

(u
1
p g∗(u))q

du

u

) 1
q

= 2
1
p

+1(||f ||qpq + ||g||qpq)
1
q

≤ 2
1
p

+1[2 max(||f ||qpq, ||g||qpq)]
1
q

≤ 2
1
p

+1+ 1
q (||f ||pq + ||g||pq).

Se 0 < p ≤ ∞ e q =∞,

||αf ||p∞ = sup
t>0

t
1
p (αf)∗(t)

=| α | sup
t>0

t
1
pf ∗(t).

Aplicando o Teorema 1.5,

||f + g||p∞ = sup
t>0

t
1
p (f + g)∗(t)

≤ sup
t>0

t
1
p (f ∗(

t

2
) + g∗(

t

2
))

= sup
u>0

(2u)
1
p (f ∗(u) + g∗(u))

≤ 2
1
p (sup
u>0

u
1
pf ∗(u) + sup

u>0
u

1
p g∗(u))

= 2
1
p (||f ||p∞ + ||g||p∞).

De qualquer forma, αf ef + g estão em L(p, q) o que signi�ca que L(p, q) é linear.

Claramente ||f ||pq = 0 se e somente se f = 0 o que implica que ||.||pq é uma quasi-

norma para 0 < p ≤ ∞ e 0 < q ≤ ∞ pois não vale a desigualdade triangular.

Teorema 2.3. ||.||pq é uma norma se, e somente se, ou 1 ≤ q ≤ p ou p = q =∞.
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Demonstração. Pelo Teorema anterior, para provar que ||.||pq é uma norma basta mos-

trar agora que vale a desigualdade triangular. Mostraremos apenas o caso onde a

medida µ é não-atômica, o caso no qual a medida é completamente atômica pode ser

encontrado em [5].

Sejam f, g ∈ L(p, q) com 1 ≤ q ≤ p. Então, t
q
p
−1 é decrescente e assim, (t

q
p
−1)∗ =

t
q
p
−1. Resulta do Teorema 1.14 que

||f + g||pq = (

∫ ∞
0

(t
1
p (f + g)∗(t))q

dt

t
)
1
q

= (

∫ ∞
0

t
q
p
−1(f + g)∗(t)qdt)

1
q

= (

∫ ∞
0

(t
q
p
−1)∗(f + g)∗(t)qdt)

1
q

= sup(

∫
Ω

|f(x) + g(x)|q|h(x)|dµ)
1
q

= sup(

∫
Ω

|f(x) + g(x)|q(|h(x)|
1
q )qdµ)

1
q ,

onde o supremo é tomado sobre todas as funções h que são equimensuráveis com t
q
p
−1.

Segue da Desigualdade de Minkowski, da subaditividade do supremo e mais uma vez

do Teorema 1.14 que,

||f + g||pq = sup(

∫
Ω

|f(x)|h(x)|
1
q + g(x)|h(x)|

1
q |q dµ)

1
q

≤ sup[(

∫
Ω

|f(x)|q|h(x)|dµ)
1
q + (

∫
Ω

|g(x)|q|h(x)|dµ)
1
q ]

≤ sup(

∫
Ω

|f(x)||h(x)|
1
q dµ)

1
q + sup(

∫
Ω

|g(x)|
1
q |h(x)|dµ)

1
q

= (

∫ ∞
0

t
q
p
−1f ∗(t)qdt)

1
q + (

∫ ∞
0

t
q
p
−1g∗(t)qdt)

1
q

= ||f ||pq + ||g||pq.

Caso p = q =∞, fazendo u =
t

2
e pelo Teorema 1.5

||f + g||∞∞ = sup
t>0

(f + g)∗(t)

≤ sup
t>0

(f ∗
(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)
)

= sup
u>0

(f ∗(u) + g∗(u))

≤ sup
u>0

f ∗(u) + sup
u>0

g∗(u)

= ||f ||∞∞ + ||g||∞∞.
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Por outro lado se não tivermos ou 1 ≤ q ≤ p ou p = q =∞, não valerá a desigualdade

triangular pois:

Caso 1) 1 ≤ p < q <∞ . Sejam, a, h, ε > 0 e considere,

f(x) = (1 + ε)χ[0,a+h)(x) + χ[a+h,a+2h)(x),

e,

g(x) = χ[0,h)(x) + (1 + ε)χ[h,a+2h)(x).

Da de�nição de rearranjamento decrescente

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |(1 + ε)χ[0,a+h)(x) + χ[a+h,a+2h)(x)| > λ}) ≤ t},

e

g∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ({x ∈ Ω; |χ[0,h)(x) + (1 + ε)χ[h,a+2h)(x)| > λ}) ≤ t}.

Se 0 ≤ t < a+ h. Então,

f ∗(t) = 1 + ε = g∗(t).

Se a+ h ≤ t < a+ 2h,

f ∗(t) = 1 = g∗(t).

Por �m, se t ≥ a+ 2h,

f ∗(t) = 0 = g∗(t).

Portanto, f ∗ = g∗ = f.

Como

(f + g)(x) = (2 + ε)χ[0,h)(x) + (2 + 2ε)χ[h,a+h)(x) + (2 + ε)χ[a+h,a+2h)(x),

encontramos que

(f + g)∗(t) = inf{λ ≥ 0;µ(K) ≤ t}

onde K = {x ∈ Ω; |(2 + ε)χ[0,h)(x) + (2 + 2ε)χ[h,a+h)(x) + (2 + ε)χ[a+h,a+2h)(x)| > λ}.
Assim, se 0 ≤ t < a

(f + g)∗(t) = 2 + 2ε.

Se a ≤ t < a+ 2h,

(f + g)∗(t) = 2 + ε.
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Se t ≥ a+ 2h,

(f + g)∗(t) = 0.

Isto implica que

(f + g)∗(t) = (2 + 2ε)χ[0,a)(x) + (2 + ε)χ[a,a+2h)(x).

Logo,

||f ||qpq =

∫ ∞
0

(t
1
pf ∗(t))q

dt

t

=

∫ ∞
0

(t
1
p (1 + ε)χ[0,a+h)(t) + χ[a+h,a+2h)(t))

q dt

t

=

∫ ∞
0

t
q
p
−1(1 + ε)χ[0,a+h)(t) + χ[a+h,a+2h)(t))

qdt

=

∫ a+h

0

t
q
p
−1(1 + ε)qdt+

∫ a+2h

a+h

t
q
p
−1dt

=
p

q
[(a+ h)

q
p (1 + ε)q + (a+ 2h)

q
p − (a+ h)

q
p ],

como f ∗ = g∗, temos então ||f ||qpq = ||g||qpq.
De forma análoga,

||f + g||qpq =
p

q
[a

q
p (2 + 2ε)q + ((a+ 2h)

q
p − a

q
p )(2 + ε)q].

Assumindo que vale ||f + g||pq ≤ ||f ||pq + ||g||pq
é claro que, ||f + g||qpq ≤ (2 max(||f ||pq, ||g||pq))q ≤ 2q max(||f ||pq, ||g||pq)q.

Resultando em

p

q
[a

q
p (2 + 2ε)q + ((a+ 2h)

q
p −a

q
p )(2 + ε)q] ≤ 2q

p

q
[(a+h)

q
p (1 + ε)q + (a+ 2h)

q
p − (a+h)

q
p ].

Consequentemente,

[a
q
p (1 + ε)q + ((a+ 2h)

q
p − a

q
p )(1 +

ε

2
)q] ≤ [(a+ h)

q
p (1 + ε)q + (a+ 2h)

q
p − (a+ h)

q
p ].

Multiplicando ambos lados por (−1)

−[a
q
p (1 + ε)q + ((a+ 2h)

q
p − a

q
p )(1 +

ε

2
)q] ≥ −(a+ h)

q
p (1 + ε)q − (a+ 2h)

q
p + (a+ h)

q
p .

Vale então que

−(a+ 2h)
q
p − (a+h)

q
p ≤ (a+h)

q
p (1 + ε)q− a

q
p (1 + ε)q− (a+ 2h)

q
p (1 +

ε

2
)q + a

q
p (1 +

ε

2
)q
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Adicionando (1 +
ε

2
)q(a+ 2h)

q
p em ambos lados obtemos,

−(a+ 2h)
q
p − (a+h)

q
p + (1 +

ε

2
)q(a+ 2h)

q
p ≤ (a+h)

q
p (1 + ε)q− a

q
p (1 + ε)q + a

q
p (1 +

ε

2
)q.

Daí,

−(a+ 2h)
q
p − (a+ h)

q
p + (1 +

ε

2
)q(a+ 2h)− (1 +

ε

2
)(a+ h)

q
p ≤ (a+ h)

q
p (1 + ε)q − a

q
p (1 + ε)q+

+ a
q
p (1 +

ε

2
)q − (1 +

ε

2
)(a+ h)

q
p .

Podemos escrever a desigualdade como

(a+ 2h)
q
p − (a+ h)

q

p
≤

(1 + ε)q − (1 +
ε

2
)q

(1 +
ε

2
)q − 1

[(a+ h)
q
p − a

q
p ].

como limε−→0+

(1 + ε)q − (1 +
ε

2
)q

(1 +
ε

2
)q − 1

= 1 segue que,

(a+ 2h)
q
p − (a+ h)

q
p ≤ (a+ h)

q
p − a

q
p .

Ou seja,

(a+ 2h)
q
p + a

q
p ≤ 2(a+ h)

q
p .

Considere f(x) =
∫ x

0
t
q
p
−1dt o que nos fornece, f(a + 2h) =

p

q
(a + 2h)

q
p , f(a) =

p

q
a
q
p e

f(a+ h) =
p

q
(a+ h)

q
p isto é,

f(a+ 2h) + f(a) ≤ 2f(a+ h),

como f é contínua e vale a desigualdade acima, então f é côncava pois escreva

x = a+ 2h, y = a e λ =
1

2
. Dessa forma,

f((1− λ)x+ λy) = f((
1

2
)(a+ 2h) +

a

2
)

= f(a+ h)

≥ 1

2
f(a+ 2h) +

1

2
f(a)

= (1− λ)f(x) +
1

2
f(y).

Pela concavidade de f , a derivada f ′(x) = x
p
q
−1, tem que ser decrescente, i.e., q ≤ p, o
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que é um absurdo, pois supomos q > p.

Caso 2) 1 ≤ p < q =∞. Considere os conjuntos mensuráveis A ⊂ B ⊂ Ω tal que,

1 <

(
µ(B)

µ(A)

) 1
p

= a,

e

µ(B − A) ≤ µ(A).

Considere também,

f(x) = aχA(x) + χB−A(x)

e

g(x) = χA(x) + aχB−A(x).

Dessa forma,

f ∗(t) =


a, se 0 ≤ t < µ(A),

1, se µ(A) ≤ t < µ(B),

0, se t ≥ µ(B),

g∗(t) =


a, se 0 ≤ t < µ(B − A),

1, se µ(B − A) ≤ t < µ(B),

0, se t ≥ µ(B),

isto é o mesmo que

f ∗(t) = aχ[0,µ(A))(t) + χ[µ(A),µ(B))(t),

g∗(t) = aχ[0,µ(B−A))(t) + χ[µ(B−A),µ(B))(t).

Assim,

||f ||p∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗(t)

= max(aµ(A)
1
p , µ(B)

1
p )

= µ(B)
1
p ,

||g||p∞ = sup
t>0

t
1
p g∗(t)

= max(aµ(B − A)
1
p , µ(B)

1
p )

= µ(B)
1
p .
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Como

f(x) + g(x) = aχA(x) + χB−A(x) + χA(x) + aχB−A(x)

= (a+ 1)χB(x),

então

(f + g)∗(t) =

{
a+ 1, se 0 ≤ t < µ(B),

0, se t ≥ µ(B).

Claramente

||f + g||p∞ = (a+ 1)µ(B)
p
q

> 2µ(B)
p
q

= ||f ||p∞ + ||g||p∞.

Caso 3) 0 < p < 1 e 0 < q <∞.

Sejam A,B conjuntos mensuráveis tais que, A ∩ B = ∅. Tome, f(x) = χA(x) e

g(x) = χB(x). Sabemos que,

f ∗(t) = χ[0,µ(A))(t),

e

g∗(t) = χ[0,µ(B))(t).

Temos,

(f + g)∗(t) = inf{λ;µ({x ∈ Ω; |χA(x) + χB(x)| > λ}) ≤ t}

=

{
1, se 0 ≤ t < µ(A ∪B),

0, se t ≥ µ(A ∪B).

Daí,

||f ||pq =

(∫ ∞
0

t
q
p
−1χ[0,µ(A))(t)

qdt

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q

µ(A)
1
p .

De forma análoga

||g||pq =

(
p

q

) 1
q

µ(B)
1
p ,
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||f + g||pq =

(∫ ∞
0

t
q
p
−1(f + g)∗(t)qdt

) 1
q

=

(∫ µ(A∪B)

0

t
q
p
−1dt

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q

(µ(A ∪B)
q
p )

1
q

=

(
p

q

) 1
q

(µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B))
1
p

=

(
p

q

) 1
q

(µ(A) + µ(B))
1
p .

Logo, se vale a desigualdade triangular então

(
p

q
)
1
q (µ(A) + µ(B))

1
p ≤ (

p

q
)
1
q (µ(A)

1
p + µ(B)

1
p ),

isto é,

(µ(A) + µ(B))
1
p ≤ µ(A)

1
p + µ(B)

1
p .

O que não acontece se 0 < p < 1 e 0 < q <∞.

Caso 4) 0 < p < 1 e q =∞ considerando as mesmas funções f, g do caso anterior

||f ||pq = sup
t>0

t
1
pf ∗(t)

= sup
t>0

t
1
pχ[0,µ(A))(t)

= µ(A)
1
p .

Da mesma forma,

||g||pq = µ(B)
1
p ,

||f + g||pq = (µ(A) + µ(B))
1

p .

O resultado segue como no caso anterior.

Caso 5) 0 < p <∞ e 0 < q < 1.

De�na

f(x) =

{
2, se 0 ≤ x < 2−p,

0, caso contrário ,
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e

g(x) =

{
4, se 0 ≤ x < 2−2p,

0, caso contrário .

Logo,

f ∗(t) =

{
2, se 0 ≤ t < 2−p,

0, se, t ≥ 2−p,

g∗(t) =

{
4, se 0 ≤ t < 2−2p,

0, se, t ≥ 2−2p.

Assim,

||f ||pq = (

∫ ∞
0

t
q
p
−1f ∗(t)qdt)

1
q

=

(
p

q
2q.(2−p)

p
q

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q

.

Analogamente

||g||pq =

(
p

q

) 1
q

.

De

f(x) + g(x) =


6, se 0 ≤ x < 2−2p,

2, se, 2−2p < x < 2−p,

0, caso contrário ,

obtemos que

(f + g)∗(t) =


6, se 0 ≤ x < 2−2p,

2, se, 2−2p < x < 2−p,

0, caso contrário ,

Resultando que

||f + g||pq = (

∫ ∞
0

t
q
p
−1(f + g)∗(t)dt

= (

∫ 2−2p

0

6qt
q
p
−1dt+

∫ 2−p

2−2p

2qt
q
p
−1dt)

1
q

=

(
p

q
6q
(
2−2p

) q
p + 2q

p

q

((
2−p
) q
p −

(
2−2p

) q
p

)
dt

) 1
q

=

(
p

q

) 1
q (

6q2−2q + 1− 2−q
) 1
q .
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Suponhamos que vale,

||f + g||pq ≤ ||f ||pq + ||g||pq.

Então vale (
p

q

) 1
q (

6q2−2q + 1− 2−q
) 1
q ≤

(
p

q

) 1
q

+ (
p

q
)
1
q .

Isto é o mesmo que

3q2−q − 2−q + 1 ≤ 2q,

ou seja,

2−q(3q − 1) ≤ 2q − 1,

o que signi�ca que

3q − 4q + 2q ≤ 1.

Esta última desigualdade é impossível para 0 < q < 1.

Relacionaremos diferentes espaços de Lorentz, e para isso precisaremos do Lema a

seguir.

Lema 2.4. Seja h uma função decrescente em (0,∞). Se 0 < α ≤ 1 e β ≥ 0, então(∫ ∞
0

tβ−1h(t)dt

)α
≤ αβ1−α

∫ ∞
0

tαβ−1h(t)αdt,

e a constate αβ1−α é sharp, ou seja, não existe menor constante c < αβ1−α tal que vale

a desigualdade.

Demonstração. Como h é decrescente

βh(t)tβ−1 =
1

a
[h(t)αtαβ]

1
a
−1αβh(t)αtαβ−1

=
1

a
[h(t)ααβ

∫ t

0

sαβ−1ds]
1
a
−1αβh(t)αtαβ−1

≤ 1

a
[αβ

∫ t

0

h(s)αsαβ−1ds]
1
a
−1αβh(t)αtαβ−1

=
d

dt
[αβ

∫ t

0

h(s)αsαβ−1ds]
1
a .

O que implica que ∫ ∞
0

βh(t)tβ−1dt ≤ [αβ

∫ t

0

h(s)αsαβ−1ds]
1
a ,
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isto signi�ca que

βα(

∫ ∞
0

h(t)tβ−1dt)α ≤ [αβ

∫ t

0

h(s)αsαβ−1ds],

isto é,

(

∫ ∞
0

tβ−1h(t)dt)α ≤ αβ1−α
∫ ∞

0

tαβ−1h(t)αdt.

Para mostrar que a αβ1−α é sharp, tome h(x) = χ[0,1)(x) então

(

∫ ∞
0

tβ−1h(t)dt)α = (

∫ 1

0

tβ−1dt)α

= (
1

β
)α

= β−α

= αβ1−α
∫ 1

0

tαβ−1dt.

Teorema 2.5. Sejam 0 < p <∞ e 0 < q1 ≤ q2 ≤ ∞. Então,

||f ||pq2 ≤ C||f ||pq1 ,

onde

C = (
q2

p
)
−1
q2 (

q1

p
)

1
q1 ,

e é sharp. Portanto,

L(p, q1) ↪→ L(p, q2) continuamente.

Demonstração. Considere, h(t) = f ∗(t)q2 , α =
q1

q2

e β =
q2

p
. Aplicando o Lema 2.4

obtemos que

||f ||q1pq2 = (

∫ ∞
0

t
q2
p
−1f ∗(t)q2dt)

q1
q2

= (

∫ ∞
0

tβ−1h(t)dt)α

≤ αβ1−α
∫ ∞

0

tαβ−1h(t)αdt

= (
q1

q2

)(
q2

p
)
1− q1

q2

∫ ∞
0

t
(
q1
q2

)(
q2
p

)−1
f ∗(t)

(q2)(
q1
q2

)
dt

= (
q1

q2

)(
q2

p
)
1− q1

q2

∫ ∞
0

t
q1
p
−1f ∗(t)q1dt

= (
q1

p
)(
q2

p
)
− q1
q2 ||f ||q1pq1 .
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Consequentemente,

||f ||pq2 ≤ (
q1

p
)

1
q1 (
q2

p
)
− 1
q2 ||f ||pq1

= C||f ||pq1 .

Do Lema 2.4 vimos que C não pode ser melhorada.

Teorema 2.6. Seja µ(Ω) <∞. Então valem as imersões:

i) L(p, q) ↪→ L(r, s) ∀ 0 < r < p <∞ e 0 < q, s ≤ ∞.

ii) L(p, q) ↪→ L(p, s) ∀ 0 < q ≤ s ≤ ∞ e 0 < p <∞.

Demonstração. Sejam 0 ≤ u ≤ p1 < p2 ≤ ∞ e f ∈ L(p1,∞) uma função qualquer.

Temos,

||f ||p1u = (

∫ µ(Ω)

0

(t
1
p1 f ∗(t))u

dt

t
)

1
u

= (

∫ µ(Ω)

0

t
u
p1
− u
p2
−1

(t
1
p2 f ∗(t))udt)

1
u

≤ (

∫ µ(Ω)

0

t
u
p1
− u
p2
−1

(sup
s>0

s
1
p2 f ∗(s))udt)

1
u

= (

∫ µ(Ω)

0

t
u
p1
− u
p2
−1||f ||up2∞dt)

1
u

=
µ(Ω)

1
p1
− 1
p2

( u
p1
− u

p2
)

1
u

||f ||p2∞.

Assim,

L(p2,∞) ↪→ L(p1, u),

e tomando p1 = r, p2 = p e u ≤ s segue pelo Teorema 2.5 que

L(p, q) ↪→ L(p,∞) ↪→ L(r, u) ↪→ L(r, s).

ii) É imediato do Teorema 2.5, basta escrever q = q1 e s = q2.

2.2 Norma no Espaço de Lorentz

Vimos na seção anterior que ||.||pq não satisfaz a desigualdade triangular para todo

0 < p <∞ e 0 < q ≤ ∞. Nesta seção de�niremos o funcional ||.||∗pq com a operação **

no lugar de * e este funcional será equivalente ao funcional ||.||pq, porém irá satisfazer
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a desigualdade triangular para mais valores de p e q, dessa forma mostraremos que

L(p, q) é um espaço normado para 1 ≤ p <∞ e 1 ≤ q <∞.

De�nição 2.2. Seja f ∈ L(p, q). Então o funcional ||.||∗pq é de�nido por

||f ||∗pq =


(
∫∞

0

(
t
1
pf ∗∗(t)

)q dt
t

)
1
q , se 0 < p <∞, 0 < q <∞,

sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t), se 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞.

Teorema 2.7. Se 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ou p = q = ∞ então (L(p, q), ||.||∗pq) é um

espaço normado. Além disso,

||.||pq ≤ ||.||∗pq ≤
p

p− 1
||.||pq.

Demonstração. Claramente ||f ||∗pq ≥ 0 e ||f ||∗pq = 0⇔ f = 0 µ− a.e. em Ω. Considere

1 < p <∞, 1 ≤ q <∞ e sejam, α ∈ R e f ∈ L(p, q). Assim,

||αf ||∗pq =

(∫ ∞
0

(t
1
p (αf)∗∗(t))q

dt

t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(t
1
p (

1

t

∫ t

0

(αf)∗(s)ds

)q
dt

t
)
1
q

= |α|
(∫ ∞

0

(t
1
p (

1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds)q
dt

t

) 1
q

= |α|
(∫ ∞

0

(t
1
pf ∗∗(t))q

dt

t

) 1
q

= |α|||f ||∗pq.

Sejam, f, g ∈ L(p, q) e pela subaditividade da operação ** e aplicando a desigualdade

de Minkowski obtemos que,
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||f + g||∗pq =

(∫ ∞
0

(t
1
p (f + g)∗∗(t))q

dt

t

) 1
q

≤
(∫ ∞

0

(t
1
p (f ∗∗(t) + g∗∗(t)))q

dt

t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(
t
1
p

t
1
q

f ∗∗(t) +
t
1
p

t
1
q

g∗∗(t))qdt

) 1
q

≤

(∫ ∞
0

(
t
1
p

t
1
q

f ∗∗(t))qdt

) 1
q

+

(∫ ∞
0

(
t
1
p

t
1
q

g∗∗(t))qdt

) 1
q

= ||f ||∗pq + ||g|∗pq.

Se porém, 1 < p < q =∞,

||αf ||∗p∞ = sup
t>0

t
1
p (αf)∗∗(t)

= sup
t>0

t
1
p (

1

t

∫ t

0

(αf)∗(s)ds)

=| α | sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t)

=| α | ||f ||∗p∞

e

||f + g||∗p∞ = sup
t>0

t
1
p (f + g)∗∗(t)

≤ sup
t>0

t
1
p (f ∗∗(t) + g∗∗(t))

≤ sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t) + sup

t>0
t
1
p g∗∗(t)

= ||f ||∗p∞ + ||g||∗p∞.

Se p = q = ∞, ||αf ||∗∞∞ = |α| ||f ||∗∞∞ e ||f + g||∗∞∞ ≤ ||f ||∗∞∞ + ||g|∗∞∞. Basta
então mostrar que ||f ||pq ≤ ∞ para 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ou p = q = ∞, isto é,

mostraremos que ||f ||∗pq ≤
p

p− 1
||f ||pq desde que 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ou p = q =∞.
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Considere, α =
1

p
e q′ =

q

q − 1
(o conjulgado de q), logo pela desigualdade de Hölder

1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)s
α
q′ s
− α
q′ ds

≤ 1

t

(∫ t

0

|f ∗(s)s
α
q′ |qds

) 1
q
(∫ t

0

|s
−α
q′ |q′ds

) 1
q′

=
1

t

(∫ t

0

|f ∗(s)qs
qα
q′ |ds

) 1
q
(∫ t

0

s−αds

) 1
q′

=

(
1

t

)
(1− α)

−1
q′ t
− α
q′+

1
q′

(∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

) 1
q

=

(
1

t

) 1
q

+ 1
q′

(1− α)
1−q
q t
− α
q′+

1
q′

(∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

) 1
q

= (1− α)
1−q
q t
− α
q′−

1
q

(∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

) 1
q

.

Multiplicando ambos lados por tα,

tα
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds ≤ (1− α)
1−q
q t
− α
q′−

1
q

+α

(∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

) 1
q

= (1− α)
1−q
q t

α(1− 1
q′ )−

1
q

(∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

) 1
q

= (1− α)
1−q
q t

α−1
q

(∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

) 1
q

.

Daí,

1

t
(tα

1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds)q ≤ 1

t
(1− α)1−qtα−1

∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds

= (1− α)1−qtα−2

∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)ds.
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Integrando ambos lados de 0 até ∞ e usando o Teorema de Fubini, encontramos que∫ ∞
0

1

t

(
tα

1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

)q
dt ≤ (1− α)1−q

∫ ∞
0

tα−2

∫ t

0

f ∗(s)qsα(q−1)dsdt

= (1− α)1−q
∫ ∞

0

∫ t

0

tα−2f ∗(s)qsα(q−1)dsdt

= (1− α)1−q
∫ ∞

0

∫ ∞
s

tα−2f ∗(s)qsα(q−1)dtds

= (1− α)1−q
∫ ∞

0

f ∗(s)qsα(q−1)

∫ ∞
s

tα−2dtds

= (1− α)−q
∫ ∞

0

f ∗(s)qsαq−1ds

= (1− α)−q
∫ ∞

0

f ∗(s)qsαq
ds

s
,

consequentemente,

(∫ ∞
0

(tα
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds)q
dt

t

) 1
q

≤ 1

1− α

(∫ ∞
0

f ∗(s)qsαq
ds

s

) 1
q

.

Como α =
1

p
, temos que

(∫ ∞
0

(t
1
p

1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds)q
dt

t

) 1
q

≤ 1

1− 1
p

(∫ ∞
0

f ∗(s)qs
q
p
ds

s

) 1
q

=
p

p− 1

(∫ ∞
0

f ∗(s)qs
q
p
ds

s

) 1
q

,

o que implica que

||f ||∗pq ≤
p

p− 1
||f ||pq.
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Se 1 < p <∞ e q =∞,

||f ||∗p∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t)

= sup
t>0

t
1
p

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

)
= sup

t>0
t
1
p
−1

∫ t

0

f ∗(s)s
−1
p s

1
pds

≤ sup
t>0

t
1
p
−1

∫ t

0

s
−1
p (sup

s>0
s

1
pf ∗(s))ds

= sup
t>0

t
1
p
−1

∫ t

0

s
−1
p ||f ||p∞ds

= ||f ||p∞ sup
t>0

t
1
p
−1

∫ t

0

s
−1
p ds

=
p

p− 1
||f ||p∞.

Caso p = q =∞, como f ∗ e f ∗∗ são decrescentes,

||f ||∗∞∞ = sup
t>0

f ∗∗(t)

= lim
t−→0+

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds)

≤ lim
t−→0+

(
1

t

∫ t

0

f ∗(0)ds)

= lim
t−→0+

1

t
f ∗(0)t = f ∗(0) = ||f ||∞∞.

Portanto, (L(p, q), ||f ||∗pq) é um espaço normado se 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ou p = q =

∞. Para provar a primeira desigualdade, basta usar o fato de que f ∗ ≤ f ∗∗ para todo

t > 0(Teorema 1.15) caso 1 < p <∞ e 1 ≤ q <∞. De fato,

||f ||pq = (

∫ ∞
0

(t
1
pf ∗(t))q

dt

t
)
1
q

≤ (

∫ ∞
0

(t
1
pf ∗∗(t))q

dt

t
)
1
q = ||f ||∗∗pq.

Se tivermos 1 < p <∞ e q =∞,

||f ||p∞ = sup
t>0

f ∗(t)

≤ sup
t>0

f ∗∗(t)

= ||f ||∗∗p∞
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Caso p = q =∞ é análogo. Dessa maneira,

||.||pq ≤ ||.||∗pq ≤
p

p− 1
||.||pq,

o que signi�ca que as quasi-normas ||.||pq e ||.||∗pq são equivalentes.

Observação 2.2. Se p = q = 1, então ||.||∗11 não é uma norma em L(p, q) pois, tome

f(x) = χA(x), onde A é um conjunto mensurável com medida positiva. Logo,

||f ||11 =

∫ ∞
0

tf ∗∗(t)
dt

t

=

∫ ∞
0

f ∗∗(t)dt

=

∫ ∞
0

(
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds)dt

=

∫ ∞
0

(
1

t

∫ t

0

χ[0,µ(A))(s)ds)dt

=∞.

Se µ é não atômico e σ-�nito, o espaço de Lorentz não é normável para 0 < p <∞
e 0 < q < 1 ou 0 < p < 1 e 1 ≤ q ≤ ∞ ou p = 1 e 1 < q ≤ ∞, esta prova poderá ser

encontrada em [5].

2.3 Propriedades Topológicas e Métricas do espaço

de Lorentz

Agora já podemos falar em propriedades topológicas para o espaço L(p, q) tais

como a completude, a separabilidade, a dualidade. Começaremos mostrando para

quais valores de p e q o espaço de Lorentz é Banach.

Teorema 2.8. L(p, q) é completo para 0 < p < ∞ e 0 < q ≤ ∞ com a quase norma

‖.‖pq. Em particular, L(p, q) é um espaço de Banach se 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞,

p = q = 1 ou p = q =∞.

Demonstração. Seja (fn)n uma sequência de Cauchy em (L(p, q), ‖.‖pq). Então dado

ε > 0 existe um n0 ∈ N tal que m,n ≥ n0 implica

‖fm − fn‖pq −→ 0.
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Do Teorema 2.4 com q2 =∞ e 0 < q1 = q ≤ ∞ temos

‖fm − fn‖p∞ ≤ C‖fm − fn‖pq < ε,

ou seja,

sup
t>0

t
1
p (fm − fn)∗(t) −→ 0,

quando m,n ≥ n0. Pelo Teorema 1.7,

sup
t>0

t
1
p (fm − fn)∗(t) = sup

λ>0
λµfm−fn(λ)

1
p

= sup
λ>)

λµ({x ∈ Ω; | fm(x)− fn(x) |> λ})
1
p .

O que signi�ca que

µ({x ∈ Ω; | fm(x)− fn(x) |> λ})
1
p < ε,

para todo m,n ≥ n0 e λ > 0, ou seja, (fn)n é uma sequência de Cauchy na medida µ,

logo alguma subsequência (fnk) de funções mensuráveis converge para alguma função

mensurável f µ−a.e. em Ω. Como (fn)n é uma sequência de Cauchy em (L(p, q), ‖.‖pq)
então

‖fn − fn0‖p∞ < ε,

para todo n ≥ n0, e fnk − fn0 −→ f − fn0 µ a.e. em Ω.

Do Teorema 1.1

(f − fn0)
∗(t) ≤ lim inf(fnk − fn0)

∗(t),

e pelo Lema de Fatou,

‖f − fn0‖pq = (

∫ ∞
0

(t
1
p (f − fn0)

∗(t))q
dt

t
)
1
q

≤ (

∫ ∞
0

(t
1
p lim inf(fnk − fn0)

∗(t))q
dt

t
)
1
q

≤ lim inf(

∫ ∞
0

(t
1
p (fnk − fn0)

∗(t))q
dt

t
)
1
q

= lim inf ‖fnk − fn0‖pq.

Consequentemente,

‖f − fn0‖pq −→ 0,

quando n0 −→∞. Como f = f − fn0 + fn0 então,

‖f‖pq ≤ ‖f − fn0‖pq + ‖fn0‖pq <∞.
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Portanto f ∈ L(p, q) para 0 < p <∞ e 0 < q <∞.

Se q =∞,

‖f‖p∞ ≤ C‖f‖pq <∞

e assim f ∈ L(p,∞) para todo 0 < p < ∞. Logo L(p, q) é completo para 0 < p <

∞ e 0 < q ≤ ∞. Para 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, p = q = ∞ L(p, q) é um espaço

normado com a norma ‖.‖∗pq e para o caso p = q = 1, L(p, q) é um espaço normado

com a norma ‖.‖pq. Daí pelo Teorema 2.6 e usando o fato de que L(p, q) é completo,

temos que o espaço de Lorentz é um espaço de Banach para 1 < p <∞ e 1 ≤ q ≤ ∞,

p = q = 1 e p = q =∞.

Para mostrar a separabilidade do espaço de Lorentz precisaremos mostrar que o

conjunto de todas as funções simples é denso em L(p, q), ou seja, qualquer função no

espaço de Lorentz pode ser aproximada por uma função simples na norma de L(p, q).

Teorema 2.9. O conjunto de todas as funções simples integráveis S é denso em L(p, q)

para todo 0 < p <∞ e 0 < q <∞.

Demonstração. Sejam q < ∞ e f ∈ L(p, q) arbitrários, devemos mostrar que existe

uma sequência de funções simples e integrável (sn) tal que ‖f − sn‖pq −→ 0, quando

n −→∞. Assuma sem perda de generalidade que f é uma função positiva e portanto

existe uma sequência de funções simples integráveis 0 ≤ sn ≤ f para todo n = 12, ... e

sn −→ f quando n −→∞. Consequentemente pelo Teorema 1.5

(f − sn)∗(t) ≤ f ∗
(
t

2

)
+ s∗n

(
t

2

)
≤ 2f ∗

(
t

2

)
.

Aplicando o Teorema da Convergência Dominada seque que

lim
n−→∞

∫ ∞
0

((f − sn)∗(t))qdt =

∫ ∞
0

lim
n−→∞

((f − sn)∗(t))qdt

= lim
n−→∞

∫ ∞
0

λq−1µ({x ∈ Ω; | f(x)− sn(x) |> λ})dt

= 0.

Portanto,

lim
n−→∞

∫ ∞
0

t
q
p
−1((f − sn)∗(t))qdt = 0,

ou seja,

lim
n−→∞

‖f − sn‖qpq = 0.
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Como f é arbitrário então S̄ = L(p, q), isto é, S é denso em L(p, q).

De�nição 2.3. Uma medida µ é separável se existe uma família enumerável Γ de

conjuntos mensuráveis de
∑

com medida �nita tal que para qualquer ε > 0 e qualquer

A ∈
∑

de medida �nita podemos encontrar um conjunto B ∈ Γ com µ(A∆B) < ε,

onde A∆B = {x ∈ A ∪B e x /∈ A ∩B}.

Teorema 2.10. Se a medida µ é separável então espaço de Lorentz é separável para

0 < p <∞, 0 < q <∞.

Demonstração. Considere que µ seja separável, seja A ∈
∑

com medida �nita e ε > 0

arbitrário. Então existe uma família enumerável Γ de subconjuntos de Ω de medida

�nita e um B ∈ Γ tal que

µ(A∆B) = µ((A−B)
⋃

(B − A)) < ε.

Assim,

‖χA − χB‖pq = (

∫ ∞
0

(t
1
p (χA − χB)∗(t))q

dt

t
)
1
q

= (

∫ ∞
0

(t
1
p (χA∆B)∗(t))q

dt

t
)
1
q

= (

∫ ∞
0

(t
1
pχ[0,µ(A∆B))(t))

q dt

t
)
1
q

= (

∫ µ(A∆B)

0

t
q
p
−1dt)

1
q

= (
p

q
)
1
qµ(A∆B)

1
p

≤ (
p

q
)
1
q ε

1
p .

Logo, para qualquer função característica de um conjunto A ∈
∑

de medida �nita,

podemos encontrar sempre outra função característica de um conjunto B ∈ Γ tal que

a norma da diferença entra as duas funções características é tão pequena quanto se

queira.

Seja s uma função simples dada por,

s(x) =
k∑
j=1

αjχAj(x),

onde α1 > α2 > ... > αk > 0 e Aj = {x ∈ Ω; s(x) = αj} para todo j = 1, 2, ..., k.
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Podemos então de�nir uma nova função simples

ŝ =
k∑
j=1

αjχBj(x),

onde Bj é escolhido tal que µ(Aj∆Bj)
1

q < ε para todo j = 1, 2, ..., k. Daí,

‖s− ŝ‖pq = ‖
k∑
j=1

αjχA∆B‖pq

≤
k∑
j=1

‖αjχA∆B‖pq

< kα1(
p

q
)
1

q ε.

Assim, para qualquer função simples s de�nida nos conjuntos
∑
- mensuráveisA1, A2, ..., Ak,

podemos encontrar outra função simples ŝ de�nida nos conjuntos B1, B2, ..., Bk onde

Bj ∈ Γ, j = 1, 2, · · · , k. Como o conjunto de todas as funções simples é denso em

L(p, q),

Ŝ = {ŝ =
k∑
j=1

αjχBj(x);Bj ∈ Γ, α ∈ R, k = 1, 2, · · · },

é denso em L(p, q). Além disso o conjunto enumerável,

ŜQ = {ŝ =
k∑
j=1

αjχBj(x);Bj ∈ Γ, α ∈ Q, k = 1, 2, · · · },

é denso em Ŝ e dessa maneira ŜQ é denso em L(p, q). Assim, o espaço de Lorentz é

separável.

Observação 2.3. Se L(p, q) é separável para 0 < p, q <∞, a medida µ também será

separável. Este caso é encontrado em [5].

Para provar a dualidade enunciaremos a Desigualdade de Jensen cuja demonstra-

ção poderá ser encontrada em [20]. Provaremos em seguida o Lema conhecido como

Desigualdade de Hardy que será fundamental para mostrar o dual de L(p, q).

Teorema 2.11 (Desigualdade de Jensen para Integrais). Seja (S,
∑
, µ) um espaço de

medida �nita e h : S −→ I uma função µ-integrável. Então a desigualdade

ϕ

(
1

µ(S)

∫
S

h(s)dµ(s)

)
≤ 1

µ(S)

∫
S

ϕ(h(s))dµ(s),

onde ϕ : I −→ R é uma função convexa tal que ϕ(h) é integrável.
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Lema 2.12 (Desigualdade de Hardy). Seja h uma função decrescente positiva em

(0,∞), q ≤ 1 e r > 0. Então:

i) (
∫∞

0
(
∫ t

0
h(u)du)qt−r−1dt)

1
q ≤ q

r
(
∫∞

0
(th(t))qt−r−1dt)

1
q

ii) (
∫∞

0
(
∫∞
t
h(u)du)qtr−1dt)

1
q ≤ q

r
(
∫∞

0
(th(t))qtr−1dt)

1
q

Demonstração.

i) Usaremos a desigualdade de Jensen junto com a função convexa ϕ(x) = xq. Desse

modo,

(

∫ t

0

h(u)du)q = (

∫ t

0

h(u)u1− r
qu

r
q
−1du)q(

∫ t

0

u
r
q
−1du)q(

∫ t

0

u
r
q
−1du)−q

= (
1∫ t

0
u
r
q
−1du

∫ t

0

h(u)u1− r
qu

r
q
−1du)q(

∫ t

0

u
r
q
−1du)q

≤ 1∫ t
0
u
r
q
−1du

(

∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1du)(

∫ t

0

u
r
q
−1du)q

=

∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1du(

∫ t

0

u
r
q
−1du)q−1

= (
q

r
)q−1tr−

r
q

∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1du.

Consequentemente,(∫ t

0

h(u)du

)q
t−r−1 ≤

(q
r

)q−1

tr−
r
q

(∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1du

)
t−r−1

=
(q
r

)q−1

t−
r
q
−1

∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1du.
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integrando ambos lados e aplicando o Teorema de Fubini obtemos que∫ ∞
0

(∫ t

0

h(u)du

)q
t−r−1dt ≤

∫ ∞
0

(q
r

)q−1

t−
r
q
−1

∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1dudt

=
(q
r

)q−1
∫ ∞

0

t−
r
q
−1

∫ t

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1dudt

=
(q
r

)q−1
∫ ∞

0

∫ t

0

t−
r
q
−1(h(u)u1− r

q )qu
r
q
−1dudt

=
(q
r

)q−1
∫ ∞

0

∫ ∞
u

t−
r
q
−1(h(u)u1− r

q )qu
r
q
−1dtdu

=
(q
r

)q−1
∫ ∞

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1

∫ ∞
u

t−
r
q
−1dtdu

=
(q
r

)q−1
∫ ∞

0

(h(u)u1− r
q )qu

r
q
−1
(q
r

)
u−

r
q du

=
(q
r

)q ∫ ∞
0

h(u)quq−r−1du

=
(q
r

)q ∫ ∞
0

(h(u)u)qu−r−1du.

Portanto,

(∫ ∞
0

(∫ t

0

h(u)du

)q
t−r−1dt

) 1
q

≤ q

r

(∫ ∞
0

(th(t))qt−r−1dt

) 1
q

.

ii) Seja h̃(u) =
h
(

1
u

)
u2

, considere v =
1

u
e s =

1

t
. Dessa maneira teremos,ds = t−2dt, dv =

u−2du e,

(∫ ∞
0

(∫ ∞
s

h(v)dv

)q
sr−1ds

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(∫ ∞
1
t

h(v)dv

)q

t−r+1ds

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(∫ t

0

h(
1

u
)u−2du

)q
t−r+1t−2dt

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(

∫ t

0

h̃(u)du)qt−r−1dt

) 1
q

.
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Daí, resulta do item anterior que

(∫ ∞
0

(

∫ ∞
s

h(v)dv)qsr−1ds

) 1
q

≤ q

r

(∫ ∞
0

(sh̃(s))qs−r−1ds

) 1
q

=
q

r

(∫ ∞
0

(s
h
(

1
s

)
s2

)qs−r−1ds

) 1
q

=
q

r

(∫ ∞
0

(th(t))qtr−1dt

) 1
q

.

Teorema 2.13 (Dualidade). Se 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞ ou p = q = 1, (p, q) então

L(p, q)∗ é isomorfo a L(p′, q′) onde p′ e q′ são os conjugados de p e q respectivamente.

Demonstração. Se p = q, teremos L(p, q) = L(p, p) = L(p), seque que (Lp)∗ é isomorfo

a L(p′) ∀ 1 ≤ p <∞. Seja 1 < p, q <∞ com p 6= q e seja g ∈ L(p′, q′) e de�na ϕ como,

ϕ(f) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx ∀ f ∈ L(p, q). É claro que ϕ é linear e usando a desigualdade

de Hardy-Litlewood e a desigualdade de Hölder obtemos,

|ϕ(f)| = |
∫

Ω

f(x)g(x)dx|

≤
∫

Ω

|f(x)g(x)|dx

≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt

≤
∫ ∞

0

f ∗∗(t)g∗∗(t)dt

=

∫ ∞
0

t
1
p

+ 1
p′ f ∗∗(t)g∗∗(t)

dt

t

=

∫ ∞
0

t
1
pf ∗∗(t)t

1
p′ g∗∗(t)

dt

t

≤ (

∫ ∞
0

(t
1
pf ∗∗(t))q

dt

t
)
1
q + (

∫ ∞
0

(t
1
p′ g∗∗(t))q

′ dt

t
)
1
q

= ||f ||∗pq||g||∗p′q′ .

Portanto, ϕ é limitado e

||ϕ||∗[L(p,q)]∗ = sup
||f ||∗pq=1

|ϕ(f)| ≤ ||g||∗p′q′ .
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Caso 1 < p <∞ e q = 1,

|ϕ(f)| ≤
∫ ∞

0

t
1
pf ∗∗(t)t

1
p′ g∗∗(t)

dt

t

≤
∫ ∞

0

t
1
pf ∗∗(t) sup

s>0
(s

1
p′ g∗∗(s))

dt

t

= ||f ||∗p1||g||∗p′∞.

Dessa forma

||ϕ||∗[L(p,1)]∗ ≤ ||g||∗p′∞.

Desse modo, para todas as funções em L(p′, q′) podemos encontrar um funcional linear

limitado em L(p, q), ou seja, um elemento em L(p, q)∗ .

Por outro lado, para 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞ onde p 6= q, seja ϕ ∈ L(p, q)∗

arbitrário.

De�na v(A) = ϕ(χA) para qualquer conjunto A ∈
∑

. Segue que v(∅) = 0 e se

{An} é uma sequência conjuntos mensuráveis dois a dois disjuntos tal que A = ∪∞n=1An,

obtemos pela linearidade de ϕ que

∞∑
k=1

v(Ak) = lim
n−→∞

∞∑
k=1

ϕ(χAk)

= lim
n−→∞

ϕ(χ∑∞
k=1 Ak

)

= ϕ(χA)

= v(A).

Logo, v é aditivamente contável e se µ(A) = 0, χA = 0 µ− a.e. em Ω e assim v(A) =

ϕ(χA) = 0, isto é, v é absolutamente contínua com relação à medida µ. Pelo Teorema

de Radon Nikodym, existe uma única função g ∈ L(1, 1) tal que

ϕ(χA) = v(A) =

∫
A

g(x)dµ =

∫
Ω

χA(x)g(x)dµ.
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Pela linearidade de ϕ e pela densidade das funções simples, vemos que

ϕ(f) = lim
n−→∞

ϕ(
n∑
j=1

αjχAj)

= lim
n−→∞

n∑
j=1

αjϕ(χAj)

= lim
n−→∞

n∑
j=1

αj

∫
Ω

χAj(x)g(x)dµ

= lim
n−→∞

∫
Ω

n∑
j=1

αjχAj(x)g(x)dµ

=

∫
Ω

n∑
j=1

lim
n−→∞

αjχAj(x)g(x)dµ

=

∫
Ω

f(x)g(x)dµ,

no qual
∑n

j=1 αjχAj −→ f quando n −→∞. Segue pelo Teorema 1.13 que

||ϕ||∗[L(p,q)]∗ = sup
f∈L(p,q)

|ϕ(f)|
||f ||∗pq

= sup
f∈L(p,q)

∫∞
0
f ∗(t)g∗(t)dt

||f ||∗pq
,

com ||f ||∗pq 6= 0. Tome f de tal modo que

f ∗(t) =

∫ ∞
t
2

h(s)
ds

s
,

onde h(s) = s
q′
p′−1

g∗(s)q
′−1 e 1 < p, q < ∞, p 6= q. Pela desigualdade de Hardy com
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r =
q

p
> 0 e fazendo u =

t

2
resulta que

||f ||qpq =

∫ ∞
0

(t
1
pf ∗(t))q

dt

t

=

∫ ∞
0

(
t
1
p

∫ ∞
t
2

h(s)
ds

s

)q
dt

t

=

∫ ∞
0

t
q
p
−1

(∫ ∞
t
2

h(s)s−1ds

)q

dt

=

∫ ∞
0

(2u)
q
p
−1

(∫ ∞
u

h(s)s−1ds

)q
2du

= (2)
q
p

∫ ∞
0

(∫ ∞
u

h(s)s−1ds

)q
(u)

q
p
−1du

≤ (2)
q
p

 q
q

p


q ∫ ∞

0

(∫ ∞
u

h(s)s−1ds

)q
(u)

q
p
−1du

= (p2
1
p )q
∫ ∞

0

h(u)q(u)
q
p
−1du

= (p2
1
p )q
∫ ∞

0

(u
q′
p′−1

g∗(u)q
′−1)q(u)

q
p
−1du

= (p2
1
p )q
∫ ∞

0

u
q
p
−1+q q

′
p′−qg∗(u)q(q

′−1)du.

Desde que,

q

p
− 1 + q

q′

p′
− q = q

(
1

p
− 1

)
+ q

q′

p′
− 1

= q

(
− 1

p′

)
+ q

q′

p′
− 1

=
q

p′
(−1 + q′)− 1

=
q

p′

(
q′

q

)
− 1

=
q′

p′
− 1,

e (q′ − 1)q = q′, obtemos

||f ||qpq ≤ (p2
1
p )q
∫ ∞

0

u
q′
p′−1

g∗(u)q
′
du

= (p2
1
p )q||g||q

′

p′q′

≤ (p2
1
p )q(||g||∗p′q′)q

′
.
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Pela equivalência das quasi-normas, segue que

(||f ||∗p′q′)q
′ ≤ (p′||f ||p′q′)q

′

≤ (p′p2
1
p )q(||g||∗p′q′)q

′
.

Consequentemente,

||ϕ||∗[L(p,q)]∗ ≥
∫∞

0
f ∗(t)g∗(t)dt

||f ||∗pq

=
1

||f ||∗pq

∫ ∞
0

(

∫ ∞
t
2

h(s)
ds

s
)g∗(t)dt

≥ 1

||f ||∗pq

∫ ∞
0

(

∫ t

t
2

h(s)
ds

s
)g∗(t)dt

=
1

||f ||∗pq

∫ ∞
0

(

∫ t

t
2

s
q′
p′−1

g∗(s)q
′−1ds

s
)g∗(t)dt

≥ 1

||f ||∗pq

∫ ∞
0

(

∫ t

t
2

s
q′
p′−2

ds)g∗(t)q
′
dt

=
1

||f ||∗pq
p′

q′ − p′

∫ ∞
0

(t
q′
p′−1 − (

t

2
)
q′
p′−1

)g∗(t)q
′
dt

=
1− 2

1− q
′
p′

||f ||∗pq
p′

q′ − p′

∫ ∞
0

t
q′
p′−1

g∗(t)q
′
dt

=
1− 2

1− q
′
p′

||f ||∗pq
p′

q′ − p′
||g||q

′

p′q′

≥ p′(1− 2
1− q

′
p′ )

q′ − p′
(p(||g||∗p′q′)q

′

|f ||∗pq

≥ p′(1− 2
1− q

′
p′ )

q′ − p′
(p(||g||∗p′q′)q

′

(p′p2
1
p )(||g||∗p′q′)

q′
q

= C(||g||∗p′q′)
q′− q

′
q

= C||g||∗p′q′ ,

em que C é uma constante positiva que depende somente de p e q e, assim, ||g||∗p′q′ <∞.

Desse modo g ∈ L(p′q′). Portanto, L(p, q)∗ e L(p′, q′) são isomorfos.

Teorema 2.14 (ver [9]). Seja Ω ⊂ Rn aberto 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞. Então, o

espaço de Lorentz L(p, q) é uniformemente convexo.

Daí, concluímos que L(p, q) é re�exivo para 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞ com Ω ⊂ Rn

aberto.

Observação 2.4. Se µ é não atômico e σ-�nito então para 1 < p, q < ∞, L(p, q)∗ =
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L(p′, q′) veja [13] . Se 1 < p < 1 e 0 < q ≤ 1, L(p, q)∗ = L(p′,∞), veja [13]. Se 0 < p < 1

e 0 < q ≤ ∞, L(p, q)∗ = 0. O caso q < ∞ foi provado em [13] e o caso q = ∞ foi

provado em [11]. Caso 1 < q <∞, L(1, q)∗ = 0, ver [13]. Se 0 < q ≤ 1,L(1, q)∗ = L∞.

Para 0 < q < 1 veja [13], para q = 1, sabemos que L(1, 1) = L1 e o resultado segue. Se

1 ≤ p < 1, L(p, 1)∗ 6= 0. Caso p = 1 veja [12] e para 1 < p <∞ veja [10].

Enunciaremos a desigualdade de Hölder para espaços de Lorentz, veja o Teorema

2.3 de [17] n e o Teorema 2.2.1de [16].

Teorema 2.15 (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ Rn. Suponha 1 < p < ∞ e

1 ≤ q ≤ ∞. Se f ∈ L(p, q) e g ∈ L(p′, q′). Então,∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
∫ ∞

0

f ∗(t)g∗(t)dt ≤ ||f ||pq||g||p′q′ .
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Capítulo 3

Espaços de Sobolev-Lorentz

Neste capítulo estudaremos algumas propriedades topológicas e métricas dos es-

paços de Sobolev-Lorentz e aplicações, considerando sempre que Ω é um subconjunto

aberto de Rn. Na primeira seção veremos a de�nição do espaço de Sobolev-Lorentz

e algumas propriedades. Na seção seguinte estudaremos uma aplicação deste espaço,

veremos o que se ganha quando estudamos as condições de crescimento de f(u) nos

espaços de Sobolev-Lorentz com Ω limitado e n ≥ 3, para o sistema Hamiltoniano dado

por 
−∆u = vp, em Ω,

−∆v = uq, em Ω,

u = v = 0, em ∂Ω,

onde f(u) = uq, g(v) = vp são superlinearidades não lineares. Se 1 < p ≤ 2∗ − 1 e

1 < q ≤ 2∗ − 1 os espaços de Sobolev nos fornecem que f(u) ∼ u2∗−1 é o crescimento

no máximo de f (ver [6]),além disso, se aumentarmos o valor de p o valor de q deve ser

compensado, ou seja, podemos ter p supercrítico desde que o valor de q seja subcrítico,

e para esses valores de p e q passa uma hipérbole, no qual é chamada de hipérbole

crítica. É interessante conhecer qual o crescimento máximo da função f quando nos

aproximamos da assíntota dessa hipérbole crítica que é dada por p =
2

n− 2
uma vez

que próximo da assíntota, o valor de q �ca livre. Para este caso os espaços de Lorentz-

Sobolev nos fornecem respostas ótimas sobre as condições de crescimento da função f .

Mostraremos esse fato considerando p+ 1 =
2

n− 2
, isto é, p+ 1 na assíntota hipérbole

crítica
1

p+ 1
+

1

q + 1
= 1− 2

n
, no sistema dado por
−∆u = v

2
n−2 , em Ω,

−∆v = f(u), em Ω,

u = v = 0, em ∂Ω.
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Veremos que nos espaços de Sobolev, f(u) ∼ e|u|
n

n−1 é o crescimento máximo de f , nos

espaços de Sobolev-Fracionado f(u) ∼ e|u|
n
n−t onde t ∈ (0, 2) é o crescimento máximo

de f , e quando estudamos essas condições de crescimento para os espaços de Sobolev-

Lorentz, temos que f(u) ∼ e|u|
n

n−2 é o crescimento máximo de f . Para tanto como

foi dito anteriormente, iniciaremos estudando as propriedades básicas dos espaços de

Sobolev-Lorentz na próxima seção e em seguida retornaremos ao problema enunciado

nessa introdução, para explicar a vantagem dessa abordagem.

3.1 De�nição dos Espaços de Sobolev-Lorentz e pro-

priedades

Usaremos Lp,q(Ω;Rm) para fazer menção a funções f = (f1, f2, ..., fn) : Ω −→ Rm

que estão em L(p, q) e Lp,q(Ω) para fazer menção a funções g : Ω −→ R tal que

g ∈ L(p, q). Lp,q signi�ca que estamos considerando o espaço (L(p, q), ||.||pq) e quando
escrevemos L(p,q) signi�ca que consideramos o espaço (L(p, q), ||.||∗pq).

De�nição 3.1. Seja f = (f1, f2, ..., fn) : Ω −→ Rm, dizemos que

f ∈ Lp,q(Ω;Rm)⇔ fi ∈ Lp,q(Ω)

para i = 1, 2, ...,m⇔ |f | ∈ Lp,q(Ω),onde |f | =
√
f 2

1 + f 2
2 + ...+ f 2

n e de�nimos

||f ||Lp,q(Ω;Rm) = |||f |||pq,

e

||f ||L(p,q)(Ω;Rm) = |||f |||∗pq.

Segue do caso real que

||f ||Lp,q(Ω;Rm) ≤ ||f ||L(p,q)(Ω;Rm) ≤
p

p− 1
||f ||Lp,q(Ω;Rm),

para 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, e como no caso real ||.||Lp,q(Ω;Rm) de�ne uma

norma quando 1 ≤ q ≤ p e uma quasi norma quando p < q ≤ ∞. Temos que

(Lp,q(Ω;Rm); ||.||Lp,q(Ω;Rm)) é Banach para 1 ≤ q ≤ p e (Lp,q(Ω;Rm); ||.||L(p,q)(Ω;Rm)) é

Banach para 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, são re�exivos se 1 < q <∞ e 1 < p <∞, além

disso o dual de Lp,q(Ω;Rm) é Lp
′,q′(Ω;Rm) para 1 ≤ q <∞ e 1 < p <∞.Ver [18] para

maiores detalhes.

De�nição 3.2. Sejam 1 < p <∞ e 1≤ q ≤ ∞ e considere r = min(p, q), ϕ ∈ C∞(Ω).
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De�nimos o espaço de Sobolev-Lorentz como sendo o espaço

W 1,(p,q)(Ω) = L(p,q)(Ω) ∩ {f ; ∂if ∈ L(p,q)(Ω); i = 1, 2, · · · , n}

equipado com a norma

||f ||W 1,(p,q)(Ω) = ||f ||L(p,q)(Ω) +
n∑
i=1

||∂if ||L(p,q)(Ω),

que é claramente equivalente a,

(||f ||rL(p,q)(Ω) + ||∇f ||L(p,q)(Ω;Rn))
1
r ,

onde ∇f é o gradiente distribucional de f .

De forma análoga,

W 1,p,q(Ω) = Lp,q(Ω) ∩ {f ; ∂if ∈ Lp,q(Ω); i = 1, 2, · · · , n}

com a norma

||f ||W 1,p,q(Ω) = ||f ||Lp,q(Ω) +
n∑
i=1

||∂if ||Lp,q(Ω).

De�nição 3.3. Sejam 1 < p <∞ e 1≤ q ≤ ∞ e considere r = min(p, q), ϕ ∈ C∞(Ω).

O espaço de Sobolev-Lorentz, H1,(p,q)(Ω) é de�nido como o completamento do conjunto

{ϕ ∈ C∞(Ω); ||ϕ||1,(p,q);Ω<∞},

no qual

||ϕ||1,(p,q);Ω = (||ϕ||rL(p,q)(Ω) + ||∇ϕ||L(p,q)(Ω;Rn))
1
r ,

e ∇ϕ = (∂1ϕ, ∂2ϕ, · · · , ∂nϕ) é o gradiente de ϕ. Analogamente de�nimos H1,p,q(Ω)

como o completamento do conjunto

{ϕ ∈ C∞(Ω); ||ϕ||1,p,q;Ω<∞},

onde,

||ϕ||1,p,q;Ω = (||ϕ||rLp,q(Ω) + ||∇ϕ||Lp,q(Ω;Rn))
1
r ,

é a quasi norma pq Sobolev-Lorentz.

De�nição 3.4. O espaço H1,(p,q)
0 (Ω) é de�nido como o fecho de C∞0 (Ω) em H1,(p,q)(Ω)

Usaremos ||.||H1,(p,q)(Ω) no lugar de ||.||1,(p,q);Ω e ||.||H1,p,q(Ω) no lugar de ||.||1,p,q;Ω
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quando estivermos trabalhando no espaço H1,(p,q)(Ω) e H1,p,q(Ω) respectivamente. A

demonstração do Teorema a seguir poderá ser encontrada em no Teorema V.9 de [19].

Teorema 3.1. Suponha 1 < p <∞ e 1 ≤ q <∞. O espaço,

C∞ ∩ {u; ||u||H1,(p,q)(Ω) <∞}

é denso em W 1,(p,q)(Ω). Isto é, H1,(p,q)(Ω) = W 1,(p,q)(Ω).

Enunciaremos a desigualdade de Hölder generalizada para espaços de Lorentz cuja

prova é encontrada em [16].

Teorema 3.2. Seja Ω ⊂ Rn com medida �nita.Seja 1 < p1, p2, p3 <∞ e 1 ≤ q1, q2, q3 ≤
∞ tais que

1

p1

=
1

p2

+
1

p3

e
1

q1

=
1

q2

+
1

q3

sempre que, 1 ≤ q1, q2, q3 < ∞, ou 1 ≤ q1 = q2 ≤ q3 = ∞, ou 1 ≤ q1 = q3 ≤ q2 = ∞.

Então,

||f ||Lp1,q1 (Ω;Rn) ≤ ||f ||Lp2,q2 (Ω;Rn)||χΩ||Lp3,q3 (Ω)

.

Teorema 3.3. W 1,(p,q)(Ω) e H1,(p,q)(Ω) são espaços de Banach re�exivos quando 1 <

p <∞ e 1 < q <∞.

Demonstração. Seja (un) uma sequência de Cauchy emW 1,(p,q)(Ω). Então, (un) e (∂iu)

são sequências de Cauchy em L(p,q)(Ω) para 1 ≤ i ≤ n. Como (L(p,q)(Ω), ||.||L(p,q)(Ω)) é

um espaço de Banach para 1 < p <∞ e 1 < q <∞, existem u, vi ∈ L(p,q)(Ω) tais que,

un −→ u em L(p,q)(Ω)

e

∂iun −→ vi em L(p,q)(Ω).

Seja ϕ ∈ C∞0 (Ω). Pelo Desigualdade de Hölder Generalizado para espaços de Lorentz

temos

|
∫

Ω

(un − u)∂iϕdx| ≤ ||un − u||L(p,q)(Ω)||∂iϕ||L(p′q′)(Ω) −→ 0,

|
∫

Ω

(∂iun − vi)ϕdx| ≤ ||∂iun − vi||L(p,q)(Ω)||ϕ||L(p′q′)(Ω) −→ 0.
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O que implica que, ∫
Ω

un∂iϕdx −→
∫

Ω

u∂iϕdx,

da mesma forma, ∫
Ω

∂iunϕdx −→
∫

Ω

viϕdx ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Assim, ∫
Ω

u∂iϕdx = lim
n−→∞

∫
Ω

un∂iϕdx

= − lim
n−→∞

∫
Ω

∂iunϕdx

= −
∫

Ω

viϕdx.

Ou seja, ∂iu = vi ∀ 1 ≤ i ≤ n no sentido fraco. Resultando que u ∈ W 1,(p,q)(Ω) e

||un − u||W 1,(p,q)(Ω) = ||un − u||L(p,q)(Ω) +
n∑
i=1

||∂iun − ∂iu||L(p,q)(Ω) −→ 0.

Logo W 1,(p,q)(Ω) é Banach para 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞. Considere agora a injeção

canônica

J : W 1,(p,q)(Ω) −→ L(p,q)(Ω)× L(p,q)(Ω)n

u 7−→ (u,∇u).

Pelo fato de que W 1,(p,q)(Ω) é Banach para 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞, segue que

J(W 1,p,q(Ω)) para 1 < p < ∞ e 1 < q < ∞ é fechado em L(p,q)(Ω) × L(p,q)(Ω)n,

logo J(W 1,(p,q)(Ω)) é uniformemente convexo e re�exivo. Sabendo que J(W 1,p,q(Ω))

e W 1,(p,q)(Ω) são isométricamente isomorfos, as mesmas propriedades valem também

para W 1,(p,q)(Ω).

Provaremos a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-

Niremberg para espaços de Sobolev-Lorentz. Para isso precisaremos de alguns resulta-

dos cujas provas serão omitidas.

Teorema 3.4. [ver [17] corolário 2.7] Seja 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞. Suponha

Ω ⊂ Rn aberto.Seja fk uma sequência de funções em Lp,q(Ω;Rn), convergindo para f

com respeito a p, q-quasinorma e pontualmente q.t.p em Ω. Então

lim
k−→∞

||fk||Lp,q(Ω,Rn) = ||f ||Lp,q(Ω,Rn).
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De�nição 3.5. Para cada função mensurável f ∈ Rn o funcional integral I1f é de�nido

por

(I1f)(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−1
dy.

Teorema 3.5. [ver [19]Corolário II.15] Seja 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞. Suponha

Ω ⊂ Rn aberto e limitado.Sejam u e v funções mensuráveis com suporte em Ω, v ≥ 0

tal que |u(x)| ≤ (I1v)(x) para cada x ∈ Ω. Se v ∈ Lp,q(Ω), temos que u ∈ Lp,q e

||u||Lp,q(Ω) ≤ C(n, p, q)µ(Ω)
1
n ||v||Lp,q(Ω).

O Teorema a seguir, é conhecido como a desigualdade de Hardy-Litlewood-Sobolev.

Para uma demonstração, veja [2].

Teorema 3.6. Sejam 1 < p < n e 1 ≤ q ≤ ∞. Então existe uma constante C(n, p, q) >

0 tal que

||I1f ||
L

np
n−p ,q(Rn)

≤ C(n, p, q)||f ||Lp,q(Rn).

Teorema 3.7. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Sejam 1 < p <∞ e 1 ≤ q ≤ ∞

i) (Desigualdade de Poincaré para espaços de Sobolev-Lorentz) Seja Ω ⊂ Rn aberto

e limitado. Sejam 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞. Então existe uma constante

C(n, p, q) > 0 tal que

||u||Lp,q(Ω) ≤ C(n, p, q)µ(Ω)
1
n ||∇u||Lp,q(Ω),

∀ u ∈ H1,(p,q)
0 (Ω).

ii) (Desigualdade de Sobolev-Glagliardo-Niremberg)Se 1 < p < n, então existe uma

constante C(n, p, q) > 0 tal que

||u||
L

np
n−p ,q(Ω)

≤ C(n, p, q)µ(Ω)
1
n ||∇u||Lp,q(Ω;Rn),

∀ u ∈ H1,(p,q)
0 (Ω)

Demonstração. Como H1,(p,q)
0 (Ω) é o fecho de C∞0 em H1,(p,q)(Ω), pelo Teorema 3.4

é su�ciente provar i) e ii) mostrando para funções u ∈ C∞0 (Ω). Seja u ∈ C∞0 (Ω).

Podemos estender u fazendo u = 0 em Rn − Ω, daí u ∈ C∞0 (R)n e u tem suporte

compaxto em Ω, por Gilbarg-Trundinger [[3] Lema 7.14] temos,

|u(x)| ≤ 1

ωn−1

(I1|∇ϕ|)(x)
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∀x ∈ Rn onde ωn−1 = µ(S(0, 1)). Considere v =
|∇u|
ωn−1

assim, obtemos

|u(x)| ≤ (I1v)(x),

u e v tem suporte em Ω.

Para mostrar i) o Teorema 3.5 diz que existe uma constante C(n, p, q) tal que

||u||Lp,q(Ω) ≤ C(n, p, q)µ
1
n |||∇u|||Lp,q(Ω)

= C(n, p, q)µ
1
n ||∇u||Lp,q(Ω;Rn).

Para ii) aplicamos o item ii) do Teorema 1.1 e o Teorema de Hardy-Litelwood-Sobolev

para obtermos que

||u||
L

np
n−p ,q(Ω)

= (

∫ ∞
0

t
q
np
n−p
−1
u∗(t)qdt)

1
q

≤ (

∫ ∞
0

t
q
np
n−p
−1

(I1v)∗(t)qdt)
1
q

= (

∫ ∞
0

t
q
np
n−p
−1

(I1
|∇u|
ωn−1

)∗(t)qdt)
1
q

=
1

ωn−1

||I1|∇u|||
L

np
n−p ,q(Ω)

=
1

ωn−1

||I1∇u||
L

np
n−p ,q(Rn)

≤ C(n, p, q)||∇u||Lp,q(Rn)

= C(n, p, q)||∇u||Lp,q(Ω).

Observação 3.1. Claramente ||∇u||Lp,q(Ω) é uma norma equivalente a ||u||H1,p,q(Ω) em

H1,p,q
0 (Ω).

3.2 Modelagens para o Sistema Hamiltoniano em es-

paços de Sobolev e em espaços de Sobolev-Lorentz

Considere o sistema elíptico dado por
−∆u = g(v), em Ω

−∆v = f(u), em Ω

u = v = 0, em ∂Ω,

(3.1)
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onde Ω um subconjunto de Rn limitado, n ≥ 3, f e g ∈ C(R) não linearidades super-

lineares. Começaremos esta seção modelando o problema acima em espaços de Sobo-

lev, depois em espaço de Sobolev Fracionado, por �m enunciaremos alguns resultados

(ver[1]) que serão cruciais para modelar tais problemas em espaços de Lorentz-Sobolev.

Uma modelagem natural para este sistema seria considerar o funcional

J : H1
0 × H1

0 −→ R

(u, v) 7−→
∫

Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

G(v)dx−
∫

Ω

F (u)dx.

Onde F (s) =
∫ s

0
, G(s) =

∫ s
0
g(t)dt. Para que (u, v) seja solução fraca do sistema, é

necessário e su�ciente que J ′(u, v) = 0, para que J esteja bem de�nido, comoH1
0 ↪→ L2∗

temos que F (u) ∼ u2∗ e G(u) ∼ u2∗ , o que nos fornece f(u) ∼ u2∗−1 e g(u) ∼ u2∗−1

onde 2∗ =
2n

n− 2
é o expoente crítico de Sobolev. Sairemos do espaço H1

0 = W 1,2 e

iremos para o Espaço W 1,α.

Seja o funcional

J : W 1,α ×W 1,β −→ R

(u, v) 7−→
∫

Ω

∇u∇vdx− n− 2

n

∫
Ω

v
n
n−2dx−

∫
Ω

F (u)dx,

com
1

α
+

1

β
= 1 tal que

|
∫

Ω

∇u∇v| ≤ ||∇u||α||∇v||β.

Para que o funcional J esteja bem de�nido, impomos que

W 1,α ↪→ L
n−2
n ,

e como

W 1,α ↪→ L
αn
n−α ,

segue que,
αn

n− α
=
n− 2

n
,

isso implica que

α =
n

n− 1

e

1 =
1

α
+

1

β
=
n− 1

n
+

1

β
.

Assim,
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1

β
= 1− n− 1

n
=

1

n
.

Logo β = n e portanto

W 1,β = W 1,n ↪→ Lϕ(Ω),

onde Lϕ é o espaço de Orlicz com a n-função correspondente

ϕ(u) = e|u|
n
n−1

,

ou seja, o crescimento máximo de F é F (u) ∼ e|u|
n
n−1 .

Considere agora o espaço Fracionado

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω);
|Dσu(x)−Dσu(y)|
|x− y|γ+n

p

∈ Lp(Ω× Ω); ∀ |σ| = m},

onde s = m+ γ com 0 < γ < 1, m ≥ 0 inteiro e 1 ≤ p <∞. A semi-norma de Sobolev

é de�nida por

|u|W s,p(Ω) =

∑
|σ=m|

∫
Ω

∫
Ω

|Dσu(x)−Dσu(y)|
|x− y|γ+n

p

dxdy

 1
p

,

com 1 ≤ p <∞.Quando p = 2 a notação usada é Hs(Ω) ao invés de W s,2(Ω).

Seja H um espaço de Hilbert separável com o produto escalar de�nido por 〈, 〉 e
considere o operador linear auto adjunto T : D(T ) ⊂ H −→ H satisfazendo 〈Tu, u〉 ≥
||u||2 ∀ u ∈ D(T ), onde D(T ) denota o maior domínio possível onde podemos de�nir T

dentro do espaço H. Note que 0 /∈ σ(T ) onde σ(T ) é o espectro de T , logo T é positivo

e podemos então de�nir T
1
2 : D(T

1
2 ) −→ H um operador auto adjunto e assim,〈

T
1
2u, u

〉
≥ ||u||2 ∀ u ∈ D(T

s
2 ).

Considere para cada s > 0 o operador As = T
s
2 e de�na Es = D(As) onde cada Es é

um espaço de Hilbert com a norma do grá�co

〈u, v〉Es = 〈u, v〉+ 〈Asu,Asv〉 .

De 〈
T

1
2u, u

〉
≥ ||u||2 ∀ u ∈ D(T

s
2 ),
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e da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,

||Asu|| ≥ ||u||, ∀ u ∈ Es,

consequentemente

||u||Es e |||Asu||

são equivalentes. Considere H(Ω) = L2(Ω) então, Es = D(As) = Hs(ver [4]).

Podemos então considerar o operador As : Hs(Ω) −→ L2(Ω) no qual foi de�nido

acima. Intuitivamente As associa u ∈ Hs a sua derivada fracionada de ordem s em L2.

De�na agora o funcional

I : Hs(Ω)×H t(Ω) −→ R

(u, v) 7−→
∫

Ω

AsuAtvdx− n− 2

n

∫
Ω

G(v)dx−
∫

Ω

F (u)dx,

com s+ t = 2.

Os pontos críticos de I(u, v) são soluções fracas de 3.1. Como Hs ↪→ L
2n
n−2s , então

F ∼ vp+1 e G ∼ uq+1, onde temos as condições de crescimento

p+ 1 =
2n

n− 2s
,

q + 1 =
2n

n− 2t
,

Desse modo,

1

p+ 1
+

1

q + 1
=
n− 2s

2n
+
n− 2t

2n

=
2n− 2(s+ t)

2n

= 1− 2

n
.

Portanto, novamente recaímos na hipérbole crítica.

Juntaremos agora o espaço de Sobolev com o espaço Fracionado e estudaremos os

crescimentos de F e G.

Considere o funcional,

J : W s,α(Ω)×W t,β(Ω) −→ R

(u, v) 7−→
∫

Ω

AsuAtvdx− n− 2

n

∫
Ω

G(v)dx−
∫

Ω

F (u)dx,
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com s + t = 2 e
1

α
+

1

β
= 1. De W s,α ↪→ L

αn
n−αs obtemos as seguintes condições para

p+ 1 e q + 1:

p+ 1 =
αn

n− αs
,

e

q + 1 =
αn

n− αt
,

logo

1

p+ 1
+

1

q + 1
=
n− αs
αn

+
n− βt
βn

=
1

α
− s

n
+

1

β
− t

n

=
1

α
+

1

β
− s+ t

n

= 1− 2

n
,

obtendo mais uma vez a hipérbole crítica.

Considere p+ 1 na assíntota da hipérbole crítica, isto é,

n

n− 2
= p+ 1 =

αn

n− αs
.

Daí, α =
n

n− (2− s)
, e β =

n

t
. Segue Por [[15]] que

W t,β
0 = W

t,n
t

0 ↪→ Lϕ,

com

ϕ(u) = e|u|
n
n−t

, ∀ t ∈ (0, 2).

Consequentemente, o crescimento máximo para F é F (u) ∼ e|u|
n
n−t

,∀t ∈ (0, 2). Isto

signi�ca que o crescimento máximo de F depende da escolha de t.

Vejamos agora o problema 3.1 para o espaço de Lorentz com n ≥ 3, g(v) =| v |
n
n−2 .

Para isso, enunciaremos alguns resultados.

Teorema 3.8 ([7]). Suponha q ≤ p < n, e ∇u ∈ L(p, q) então, u ∈ L(p∗, q) onde,

p∗ =
np

n− p
e 1 ≤ q <∞.

Teorema 3.9 ([8] e [7]). Seja ∇u ∈ L(N, q) para algum 1 < q <∞. Então e|u|
q
q−1 ∈

L1. Além disso, existe um θ > 0(dependendo de q) e c > 0 (dependendo de µ(Ω)) tal

que ∫
Ω

eθ|u|
q
q−1 ≤ C, ∀ ||∇u||N,q ≤ 1.
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Seja

J(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx− n− 2

n

∫
Ω

| v |
n
n−2 dx−

∫
Ω

F (u)dx,

onde
∫

Ω
∇u∇vdx é um produto no espaço de Lorentz, ou seja,

|
∫

Ω

∇u∇vdx| ≤ ||∇v||L(p,q)||∇u||L(p1′,q′),

no qual p, q, p′, q′ são determinados de tal forma que o último termo em J(u, v) �que

bem de�nido, o que signi�ca que

v ∈ L
n
n−2 = L(

n

n− 2
,

n

n− 2
).

Pelo Teorema 3.8,
n

n− 2
= p∗ =

np

n− p
consequentemente

p =
n

n− 1
,

q =
n

n− 2
.

Dessa forma impomos que

∇v ∈ L(
n

n− 1
,

n

n− 2
),

com, p′ = n, e q′ =
n

2
os conjugados de p e q respectivamente. Assim,

∇u ∈ L(p′, q′) = L(n,
n

2
),

e pelo Teorema 3.9,

e|u|
q′
q′−1

= e|u|
q

= e|u|
n
n−2 ∈ L1(Ω)

o que implica que F tem crescimento máximo do tipo F (u) ∼ e|u|
n
n−2 e J �ca bem

de�nido em W 1
0L

(
n

n− 1
,
n

n− 2
)

(Ω)×W 1
0L

(n,
n

2
)
(Ω).
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