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Resumo

O estudo de sistemas quanticos(e.g. pontos quanticos.) pode ser mediado pela
analise da interacao com particulas. Nesta perspectiva, o processo de espalhamento sub-
jacente pode indicar propriedades fisicas associadas a competicao entre simetrias, tunela-
mento, fases generalizadas, entre outros efeitos eminentemente quanticos. Portanto, da-
das as caracteristicas probabilisticas dos efeitos, um importante sinal teérico-experimental
estd associado ao surgimento de fungoes de correlagao fortes, o que permite estudos do
espalhamento quantico de uma forma essencialmente completa.

Nos desenvolvemos um formalismo para o célculo de fungoes de correlacao através de
operadores de campo e estudamos sua aplicabilidade em diferentes estruturas quanticas.
Verificamos a influéncia das simetrias de paridade, reversao temporal e quiralidade do
sistema no transporte quantico de dois portadores. A seguir, mostraremos como detectar
emaranhamento entre dois elétrons via equacgoes de correlacao do transporte através de
uma estrutura balistica. Por fim, estudamos estatisticas nao-usuais através da analise do
comportamento dos anyons em um sistema quantico e verificaremos uma possivel des-
cricao para modelar Isolantes Topoldgicos.

Palavras Chave: Transporte Quantico, Equacoes de Correlagao, Ruido de Disparo,
Paridade, Reversao Temporal, Quiralidade, Emaranhamento, Concorréncia, Desigualdade

de Bell, Desigualdade CHSH, Anyons.



Abstract

The quantum system’s investigation can be approached by the analysis of its inte-
raction with particles. In this perspective, the scattering process may indicate physical
properties associated with the competition betwenn simetries, tunneling, generalized pha-
ses, and other quantum effects. Therefore, given the probabilistic nature of the effects,
an important theoretical-experimental hint is associated to correlation functions, which
allows the study of quantum scattering in a complete manner.

We develop the correlation functions through the field operator’s formalism and study
its applicability in different contexts of quantum structures. We verify the influence of
parity, time reversal and quirality on two carriers quantum transport. Then, we show how
to detect entanglement between two electrons via the Transport’s correlation equations
of a ballistic structure. Finally, we study non-usual statistics through the analysis of the
behavior of anyons in a quantum system and we will verify a possible description to model
Topological Insulators.

Key Words: Quantum Transport, Correlation Equations, Shot noite, Parity, Time
Reversal, Quirality, Entanglement, Concurrence, Bell Inequality, CHSH Inequality, Anyons.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Mecanica Quantica.

A mecanica quantica é a teoria que descreve o comportamento das particulas quando
a escala em questao é microscépica. Em tltima andlise, a mecanica quantica deve ser
capaz de reproduzir resultados de teorias macroscépicas, como por exemplo, a mecanica
newtoniana. Por essa razao, ainda direciona-se muitos esforcos para encontrar uma teoria
quantica da gravidade satisfatéria[l], na tentativa de obter, como caso limite, a teoria da
gravitacao universal.

Muito se pode discutir a respeito da mecanica quantica antes de efetivamente en-
derecar-se um tratamento quantitativo, como por exemplo, o experimento de Stern-
Gerlach, onde pode-se observar a existéncia de um grau de liberdade extra intrinseco
das particulas, o chamado spin. O espalhamento Compton, onde se observa a natureza
corpuscular da luz. O experimento de difragao do elétron por cristais, onde se observa a
natureza ondulatéria do elétron etc. Todos esses experimentos nao podem ser descritos
ou previstos por nenhuma outra teoria senao a quantica, o que nos leva a estabelecer os
principios que dao corpo a teoria.

Dessa forma, vamos estabelecer os principios que regem o comportamento quantico de
um dado sistema. Esses principios podem ser discutidos de maneira mais clara e direta
a luz da equacao que avalia a evolucao temporal de um sistema quantico, a equacao de
Schrodinger

R? oW (7 t)

2mv U(r t)+ V(r)U(r t) =ih TR (1.1)

onde = 4= é a constante de Planck reduzida, m é o termo de inércia do sistema, V(r) é
o potencial do sistema que sé depende de sua configuragao, embora existam tratamentos
mais gerais que trabalham com um potencial dependente do tempo. A funcao de onda, W,
contempla o comportamento probabilistico do sistema para uma determinada medicao,
em outras palavras, descreve a evolucao do estado de um sistema. Se, por exemplo,

estamos estudando a evolucao temporal de uma particula, estabelece-se que o médulo ao
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quadrado de W(r,t) informard a probabilidade, Pr;, de encontrar a particula entre na

seccao volumétrica V e V + dV, no instante ¢, a saber

Pl":t = ’\IJ(F7 t)‘Q d‘/u
—+00 400 400

///|\IJ(F,t)|2dxdydz:1, (12)

—00 —00 —O0

onde, da teoria da probabilidade, utilizamos o fato que ao integrar por todo o espaco,
estamos contemplando todos os pontos onde a particula pode estar localizada, nao por
acaso, o modulo ao quadrado da funcao de onda chama-se densidade de probabilidade do
sistema. A relagao acima é conhecida como regra de Born, que introduz a interpretagao
probabilistica da funcao de onda. Inevitavelmente, essa interpretacao conduz-nos as famo-
sas discussoes epistemologicas e ontoldgicas a respeito do comportamento de um sistema
quantico, no entanto, como dissemos anteriormente, estamos assumindo uma postura mais
pratica para descrever a teoria quantica. Para tratar de tais questoes, recomendamos a
leitura da referéncia [2]. Ademais, discutiremos os postulados da mecanica quantica com
mais énfase no capitulo 4.

Outro aspecto relevante inserido na funcao de onda é que esta contempla a natureza
dual das particulas, i.e. estas podem ser tomadas como onda e corpisculo de maneira
complementar, por isso chamamos esse fato de principio da complementaridade. A natu-
reza da particula serd manifestada de acordo com o aparato de medigao do experimento
em questao. O principio pode ser observado através da andlise do experimento da dupla
fenda[3] utilizando elétrons, como veremos a seguir.

Se tomamos uma pistola de feixe de elétrons e incidimos em uma dupla fenda cuja
separacao € da ordem do seu comprimento de onda, vamos obter o mesmo padrao de
interferéncia no anteparo conhecido no contexto do experimento de Young, refletido na

densidade de probabilidade, como vemos na Figura 1.1.

-
e

FEIXE DE ELETRONS

Figura 1.1: Aparato de dupla fenda e a referida densidade de probabilidade.

Por outro lado, se tapamos uma das fendas, obtemos no anteparo um padrao diferente,
de forma que obteriamos o mesmo padrao caso fosse tapado a outra fenda, como vemos

na Figura 1.2.
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(7. 1)

= e — -
FEIXE DE ELETRONS H. I /—\

Figura 1.2: Aparato de uma fenda e a referida densidade de probabilidade.

Se somamos as duas contribuicoes do caso de uma fenda, claramente nao obteremos o
padrao da fenda dupla. Isso se deve ao primeiro caso contemplar a natureza ondulatoéria
da particula, através de interferéncias destrutivas e construtivas. Ja no segundo, sem
o fenomeno da interferéncia, obtera-se uma densidade de probabilidade compativel com
uma particula incidente no anteparo.

Nao somente as naturezas possiveis da particula coexistem de maneira complementar,
como também algumas quantidades dinamicas como a posi¢do, z, e momento, p, da
particula. Isso traduz-se no que conhecemos como relagao de comutacao. Para tanto,
atribuimos aos possiveis observaveis caracteristicas de operadores que, ao atuar na funcao

de onda, informam o possivel valor do observavel do sistema. Quantitativamente, temos
OV =\, (1.3)

onde O representa o operador do observavel de interesse e A\, o valor de sua possivel
medicao. Os operadores atuam no espago matematico chamado Espago de Hilbert(iremos
trabalhar melhor esse conceito mais adiante), assim, podem assumir diferentes formas
dependendo do espaco em que estao sendo descritos. Em particular, para o espaco das
posicoes, o operador posi¢ao serda 7, enquanto o operador momento serd p — —ihV.
Independente do espago de Hilbert, pelo principio da complementaridade, os operadores

posicao e momento deverao obedecer a relagao

2, p] = ih. (1.4)

Acima, introduzimos a notacao de comutador. Existem outras rela¢oes de comutacao, no
entanto, reduziremos nossa discussao apenas a acima. E interessante notar que o principio
da complementaridade apresenta-nos uma relacao entre posicao e momento da particula,
isso acarreta em uma imprecisao inerente as medicoes simultaneas desses operadores,

traduzindo-se na desigualdade abaixo

AxAp >

g, (1.5)
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onde A denota o desvio padrao da referida quantidade. Esse é o chamado principio da
incerteza de Heisenberg. Alguns autores argumentam que o principio da incerteza surge
naturalmente da andlise de Fourier para a funcao de onda, cujas varidveis conjugadas
consistem nas quantidades complementares, o que inevitavelmente nos remete a relacao
(1.4). O fato é que (1.5) informa-nos um limite experimental para a medi¢do de quan-
tidades complementares. No entanto, a relagao (1.5) sé existe para os chamados pares
canonicamente conjugados. Nada impede, por exemplo, de medirmos a posicao de um
elétron e a sua energia sem desvio algum.

Finalmente, a equacao de Schrodinger deve, também, tratar de sistemas mais com-
plexos, compostos por duas ou mais particulas, e a funcao de onda, novamente, descreve
o estado do sistema. Assim, para um sistema de N particulas, temos a funcao de onda
U(r,...,TN,t). Se identificamos, no lado esquerdo da equagdo de Schrédinger (1.1), o
primeiro termo como a energia cinética de uma particula de massa m, temos, entao, para

um sistema de NN particulas

N
[
VQII/(Fl, ceey FN,t) + V(’/’l, ...,T’N)\I/<F1, ceey FN,t) =1h

)

OV(ry, ..., TN, t)

- (1.6)

— 2m;

i=1
E importante ressaltar que as particulas sao indistinguiveis a nivel quantico, dessa forma,
quaisquer troca entre essas particulas deve resultar na descricao do mesmo sistema, a
saber

U (Y, ooy By ooy T P ) = U (FY, o oo T oo P £ (1.7)

Observamos que essa troca vai influenciar na paridade da fungao de onda sem, contudo,
alterar a equagao (1.6). O sinais gerados pela troca de particulas irdo influenciar funda-
mentalmente no comportamento das particulas com relagao a sua natureza. Para trocas
que geram sinais positivos, dizemos que a funcao de onda ¢é simétrica e as particulas pos-
suem natureza bosonica, por exemplo, o féton. Para trocas que geram sinais negativos,
dizemos que a funcao de onda é antissimétrica e caracterizam as particulas fermionicas,
por exemplo, o elétron.

A natureza da particula ira influenciar nos principios da mecanica quantica, por exem-
plo, para bésons, é vilido o principio da complementaridade (1.4) discutido acima, para
férmions, o principio da complementaridade ird ser traduzido por uma relagao de antico-

mutacao.

2+ pi = ih,
{(#,p} = ih. (1.8)

Outrossim, podemos escrever a funcao de onda total em termos das funcoes de ondas de
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particulas independentes. Para o caso de 2 particulas, temos

Vlarm) = = [ ()iaes) £ s (2] (19)

Devemos notar que a funcao de onda acima estd de acordo com a indistinguibilidade e a
condigao (1.7). Em particular, para o caso fermionico, temos um resultado interessante:
a probabilidade de 2 particulas fermionicas ocuparem o mesmo estado quantico é nula.
Essa assertiva nao é valida somente para a posicao e sim para quaisquer quantidades que
descrevem o estado do sistema quantico, a esse fato chamamos de principio de exclusao
de Pauli.

Até aqui desenvolvemos os principios orientadores para tratar um sistema quantico.
Estes serao utilizados para discutir certos modelos de estruturas que reproduzirao o cha-

mado espalhamento quantico.

1.1.1 O Problema do Espalhamento.

Como vimos anteriormente, o primeiro termo do lado esquerdo da equacao de Schrodin-
ger pode ser entendido como a energia cinética do sistema. De fato, utilizando a repre-
sentacao do operador momento no espago de Hilbert das posigoes, se substituimos na
energia cinética de uma particula de momento p, temos precisamente o primeiro termo de
(1.1), associado com o termo de potencial, temos que o lado esquerdo na realidade pode

ser compreendido como um operador hamiltoniano do sistema,

A2

H=24v
2m
R n o,
H=—— . 1.1
T+ V() (1.10)

Na mecanica hamiltoniana, se tomamos um sistema fechado, dizemos que a funcao ha-
miltoniana é a propria energia do sistema. De maneira analoga, tomamos um sistema
quantico fechado, isso ocasiona em estados estaciondrios para o sistema. Se atuamos o
operador hamiltoniano na funcao de onda, isso terd como resultado as energias possiveis
do sistema,

HU = EV, (1.11)

o que nos remete a tomar o lado direito da equacao de Schrodinger como o operador de
energia, £ — ih%. Esse fato nos direciona a assumir que a fungao de onda ¥(7,t) pode

ser escrita em termos de uma fungao de onda espacial e outra temporal, a saber

U(x,t) =1(z)p(t). (1.12)

18



Aqui ja reduzimos a dependéncia espacial para somente uma dimensao, sem perda de
generalidade. Também tomamos uma solugao particular composta de duas fungoes, em-
bora, uma solucao mais geral seja de varias ondas superpostas. Se aplicamos o operador
energia com o respectivo autovalor, temos que ¢(t) ~ exp(iEt/h) e temos a equagao de

Schrodinger independente do tempo

R ()

2m  Ox?

+ V(z)(x) = Ep(x). (1.13)

Aqui recuperamos a intencao inicial de Schrodinger de transformar os problemas em
mecanica quantica em resolugao de problemas de equagao de autovalor, onde ¥ (x) sdo as
autofuncgoes do problema. Com a equacao acima, podemos comecar a construir modelos
de espalhamento quantico.

Um espalhamento quantico deve contemplar a particula propagando em direcao a
um alvo, interagir com esse alvo em seguida ser propagada em sentindo oposto ao alvo.
Podemos descrever isso analisando um caso bastante simples de uma particula incidindo
em uma regiao descrita por um potencial desconhecido. Sem especificar por qual lado a
particula incide no potencial, esta podera ser transmitida ou refletida, como observamos

no esquema representado na Figura 1.3.

I

I 117

Vi(z)

Figura 1.3: Particula incidindo em uma regiao descrita pelo potencial V'(x).

Para as regices I e 111, podemos aplicar a equacao de Schrodinger 1.13. A solucao
serd dada em termos da composicao de varias ondas planas de diferentes amplitudes.
Como a particula interagiu com um potencial localizado, as amplitudes que satisfarao as
condicoes impostas por essa interagao variarao de forma discreta, assim, a solucao sera

dada em termos da soma de varias ondas planas, a saber

N
n=1
N
‘11(1'7 t) = Z anei(kanrwnt) + bnei(knxfwnt)’
n=1
N
V(r) = Z ane” kn® 4 bpekn?, (1.14)
n=1
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onde a, e b, sao as amplitudes de entrada e saida, respectivamente. Definimos, também,
k, = —VWI?E” ew, = % E importante comentar, também, que tomamos um limite superior
para o somatério pois tomar N — 0o, consistiria em contemplar infinitas energias possiveis
para o potencial, o que nao ocorre na pratica. Na ultima linha, eliminamos a dependéncia
temporal, uma vez que esperamos o sistema alcancar o regime estacionario, o que acarreta
na func¢ao de onda depende somente da variavel espacial.

Notamos também que a funcao de onda é composta por varios modos k,,, de maneira
que cada modo é chamado de canal de propagacao. Também, cada linha que se liga ao
potencial e possui varios canais de propagacao damos o nome de guia.

Com o problema acima, ndo hd muito o que ser feito além do resultado (1.14), no
entanto, estamos interessados na técnica utilizada para encontrar tal solucao: obtemos
informagoes do sistema que nao é possivel descrever analiticamente sem, contudo, resolveé-
lo, observamos isso quando fixamos que a funcao de onda do sistema é formada pelos
autovalores do potencial em questao.

Podemos estender a discussao acima para o caso bidimensional, tomando N, guias de
propagacao ligados a uma regiao espalhadora, agora chamada de ponto quantico, como

mostramos na Figura 1.4.

Figura 1.4: Modelo de espalhamento bidimensional.

De maneira absolutamente analoga ao caso unidimensional, podemos escrever a funcao

de onda total como a soma de todas as fungoes de ondas dos N,’s guias, a saber

Ng N
TERS 3 TN e

g=1 n=1

E interessante notar que cada guia contemplard N amplitudes de propagacao possiveis, a
essas amplitudes denominamos de canais. Novamente, observamos que nao é necessario
ter conhecimento de detalhes da regiao de espalhamento, apenas ter o aparato adequado
para medir as caracteristicas da funcao de onda resultantes da interacao entre a particula e

o ponto quantico. Outra quesito que auxiliara na resolucao do problema sao as condigoes
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de contorno, isso ird variar para diferentes problemas, mas uma condi¢ao que sempre
estard presente é a regra de Born, (1.2). No entanto, para as fungdes de onda acima,
aplicar a regra de Born geraria uma relagao extremamente complicada de se analisar. Por
essa razao, utilizamos a técnica da matriz de espalhamento.

Observando as fungoes de onda (1.14) e (1.15), notamos que a probabilidade de se obter
uma determinada onda, propagando-se em um determinado guia, ¢ dada somente pela
relacao entre as amplitudes de entrada e saida, a e b. Assim, podemos argumentar que as
amplitudes de probabilidade podem ser escritas em termos umas das outras, mediado por
uma quantidade s. Em acordo com a literatura padrao, escrevemos a i-ésima amplitude
de saida do guia g em termos de todas as amplitudes de entrada de todos os guias, assim,

temos

ij ij Y5 iy 7y
j=1
Ny N
b =33 sl (1.16)
g'=1j=1

!
Apesar da pesada notacao, a quantidade sfjg informa como se da a transformacao da am-

), na amplitude de saida bgg), de toda forma, podemos simplificar

plitude de entrada, ag-g/
a notacao reunindo o numero de amplitudes e guias em um unico indice cuja extensao
é [1,N x Ny|, mas manteremos a notagao acima por ora. Além disso, para descrever
corretamente o problema do espalhamento, s deve contemplar todas as propriedades con-
cernentes ao ponto quantico, o que viabiliza a aplicagao das condicoes de contorno do
problema, com a técnica da matriz de espalhamento, verificaremos que a implementacao

das condicoes de contorno serd mais simples. Organizando todas as amplitudes de saida

21



e entrada em termos de matrizes coluna, teremos

bV sttalV + 4 sthaly 4+ L+ si%gag\],\/g) + .+ si%ga%\[")
b§:§) sihalV + 4 sivall) + —|— sixgag\],v") + .+ sixga%\[g)
bgj.v") i sﬁglagl) + ...+ sﬁ{’,lag\}) + ... —|— S%N"a%\[") + ...+ sjlvjf,Ngag\],Vg) |
bg\],.v") s%gllagl) + ...+ s%‘}\}a%) + ... —|— sivﬁNgag\J,Vg) + ...+ sjlvjf,NgaS\],V")

bV e

bgz\l,) S11 ... si%g ag)

ng‘Vg) i sx“’ll . sx‘.’NN" agj'Vg) |

B =SA, (1.17)

onde introduzimos os vetores de saida, B e entrada, A e a chamada matriz de espalhamento
S, quadrada e de ordem N x N,. Aparentemente, apenas rescrevemos o problema do
espalhamento da funcao de onda (1.15) em termos das amplitudes de saida e entrada.
No entanto, para verificar a utilidade de (1.17), tomamos o caso de uma func¢ao de onda

descrita por 2 autofuncgoes, a saber

U = 1 + 1. (1.18)

Tomando 14 5 ortogonais entre si, dai, o médulo ao quadrado da fungao de onda sera dado
por

[O% = |91 + Jeho]* . (1.19)

Se assumirmos que ¥ descreve um problema de espalhamento, logo, a probabilidade de
deteccao da particula antes do espalhamento, deve ser a mesma apds a interacao com o

centro espalhador, assim, teremos
jaa]” + Jas* = [b1[* + [baf. (1.20)

O resultado acima pode ser generalizado para o caso mais geral explorado acima. Em

termos de matrizes vetores, temos que
ATA = BB, (1.21)
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onde } representa o transposto conjugado. Se substituimos no lado direito a relagao (1.17),

temos que a igualdade (1.21) s6 é satisfeita se
STS = Inxn,- (1.22)

Aqui vemos explicitamente a condicao prima para qualquer problema de espalhamento:
a conservacao da probabilidade de detecgao é dada pela unitariedade da matriz de es-
palhamento do problema. Nao somente isso: quaisquer condicoes especiais exigidas pelo
sistema devem ser contempladas na matriz de espalhamento, de fato, isso foi levado a
cabo por Wigner et al ao resolver problemas de espalhamento nuclear aplicando argu-
mentos de simetria na matriz de espalhamento[4, 5]. Atualmente, para estudar siste-
mas através de modelos realisticos, utiliza-se a teoria das matrizes aleatérias, no caso de
transporte quantico em cavidades mesoscopicas, implementa-se aleatoriedade na matriz
de espalhamento[6, 7]. Com efeito, vamos utilizar a técnica da matriz de espalhamento
para descrever um aparato muito famoso na literatura da ética, o experimento de Hanbury

Brown-Twiss.

1.2 Experimento Hanbury Brown-Twiss.

Robert Hanbury Brown e Richard Q. T'wiss desenvolveram um interferometro para
medir o diametro angular das estrelas[8]. Em geometria, o didmetro angular consiste no
diametro aparente de um objeto dada sua distancia com relagao ao ponto de observacao,
conhecendo-se o diametro angular de um objeto e a distancia entre este e o observador,
é possivel determinar o tamanho real do objeto. O interferometro de Hanbury Brown-
Twiss(HBT) sucede em medir o diametro angular das estrelas analisando a correlagao
da luz emitida por estas. Abaixo, podemos ver um esboco do aparato, consistindo em
antenas para captacao do sinal, em seguida de detectores para informar que h& sinal,

filtros passa-baixa e correlatores, esquematizado na Figura 1.5.

AERIAL RERIAL
A A,

DETECTOR DETECTOR

LOW ~PASS LOW=~PASS

FILTER

RECORDER

Figura 1.5: Esboc¢o do interferometro Hanbury Brown-Twiss: por R. Hanbury Brown and
R. Q. Twiss [9].
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A luz emitida pelas estrelas, por ter uma frequéncia pequena, interage muito pouco
com a ionosfera, o que viabiliza a medicao. Quando captada pelas antenas A; e As, os de-
tectores informam que hé sinal criando uma corrente elétrica devido ao efeito fotoelétrico,
essa corrente ira para os filtros passa-baixa, a fim de limpar o sinal para frequéncias
menores. O sinal resultante vai para o correlator para, enfim, analisar o resultado. Essa
analise consistira em comparar a correlacao do sinal recebido e comparé-la para diferentes
distancias entre as antenas. Com efeito, na tabela abaixo retirada da referéncia [9], vemos

na Figura 1.6 a comparacao das medidas para as distancias d =0 e d = 1.8cm

1
Cathodes superimposed Cathodes separated ]
{d =0) {(d = 2a = 1-8 cm.)
Experimental Theoretical Experimental Theoretical
ratio of ratio of ratio of ratio of
correlation correlation correlation correlation
to r.m.s. to r.m.s, to r.m.e. tor.m.s.
deviation deviation deviation deviation
Sel0)/Ne S(0) /N Seld}| Ne S(d)|N
1 + 74 + 8-4 — 0-4 -~ ()
2 4 68 + &0 + 0-5 -~ 0
3 + 78 + 8-4 + 1-7 =~
4 + 42 + 5-2 - 0-3 ) |
J 1|

Figura 1.6: tabela comparando as medigoes para as distancias entre as antenas d = 0 e
d = 1.8cm: por R. Hanbury Brown and R. Q. Twiss [9].

Com efeito, Hanbury Brown e Twiss conseguiram medir o diametro angular da estrela
Sirius [10]. No entanto, embora seja um excelente resultado para a radio astronomia, o
interferometro HBT mede um carater mais fundamental das particulas que o apontado
pela sua proposta inicial.

Essa discussao foi iniciada por E. Brannen e H. Fergunson[11] onde estes contestavam
a validade do efeito da correlagdo medida pelo interferometro HBT, alegando que tal
correlagao nao existia, ou a teoria quantica precisava ser revisitada. No entanto, E. M.
Purcell contra-argumentou nao somente alegando em favor da validade do interferometro
HBT e do efeito medido, como também o descreveu como “uma grande islustracao” dos
principios elementares da mecanica quantica[l2]. Para tanto, ele descreveu um aparato
em que um emissor de fétons monocromatico incidia em um fotocatodo ligado a outros

dois detectores, representado na Figura 1.7.

DETECTOR 1

\ | FotocATopo

FOTOEMISSOR |/

DETECTOR 2

Figura 1.7: Esboco do aparato descrito por E. Purcell.

Quando a luz incidia no fotocatodo, este gerava uma corrente elétrica a ser medida
pelo detector 1 ou pelo detector 2, como havia 2 caminhos possiveis para a corrente, logo
existia um desvio padrao inerente para cada detector. Purcell alegou que, ao movimentar

o fotocatodo em sentido ao fotoemissor, o desvio padrao de cada detector aumetaria, isso
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indica um aumento na correlacao entre os fotons incidentes no fotocatodo, chamamos isso
de correlagao positiva. Esse simples aparato indica que ao diminuir o intervalo de tempo de
incidéncia dos fétons no fotocatodo, isso ocasionaria na deteccao de fétons correlacionados
no mesmo detector, fisicamente, isso indica que fotons correlacionados tendem a ocupar
o mesmo estado quantico. Contrariamente, utilizando um aparato andlogo ao descrito
acima, no entanto; para elétrons, temos que isso ocasionaria uma correlacao negativa,
indicando que elétrons tendem a ocupar estados diferentes, o que ja era esperado pelo
principio de exclusao de Pauli.

De fato, em 1987, C. Hong, Z. Ou e L. Mandel mediram exatamente o efeito descrito
acima com uma precisao abaixo do picosegundo[13], por isso, o chamado efeito bunching!
dos fétons é conhecido também como efeito Hong-Ou-Mandel. De forma andloga, existe o
chamado efeito anti-bunching para os elétrons, ou, efeito Hong-Ou-Mandel eletronico[14,
15].

Embora tenhamos apontado o carater mais fundamental do experimento Hanbury
Brown-Twiss, nao formalizamos quantitativamente suas caracteristicas, pois, embora in-
troduzimos uma nogao quantitativa da mecanica quantica, nao temos ainda o aparato

formal para descrever sistemas de muitas particulas, que consiste na discussao do espaco
de Fock.

1.3 Espaco de Fock.

Como foi dito anteriormente, o tratamento de sistemas complexos (vérias particulas)
é intratavel no ponto de vista matematico, por isso, é inevitavel enderecar o tratamento
estatistico para esses sistemas, e esse tratamento estatistico perpassa pelo conceito de
estado, por isso, devemos desenvolver mais alguns conceitos.

Na seccao 1.1 introduzimos conceitos necessérios para trabalhar com sistemas quanticos,
no entanto, existem outras formas de estabelecer os mesmos principios sem apelar para
analise experimental, por isso, as regras estabelecidas a prior: sao chamadas de postula-
dos. Contudo, esses serao explorados no capitulo 4, onde vamos confrontar os conceitos
de realidade e localidade com a mecanica quantica por intermédio dos seus postulados.
Assim, precisamos trabalhar, a parte, o chamado espaco de Hilbert.

Ao estabelecer (1.13), dissemos que Schrodinger quantificou os sistemas quanticos em
resolucao de problemas de autovalor, entao, a principio, o espaco matematico que descreva
tal sistema deve conter as autofungoes de (1.13), além das condigoes para as fungdes de
onda, estabelecidas pelos principios da mecanica quantica. Entao, esse espago matematico
deve ser descrito por funcoes complexas e de quadrado integravel, devido a regra de Born.

Essas fungoes nao precisam ser necessariamente ortogonais, o importante é que o produto

Do inglés, “agrupar ”(Traducdo livre).
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interno entre 2 fungoes complexas quaisquer seja também uma funcao complexa e de
quadrado integravel, é esse fato que ird gerar o chamado Espaco de Hilbert.

A discussao acima foi uma grande simplificacao do espago de Hilbert, onde deixamos
de lado varios detalhes técnicos que podem ser avaliados nas referéncias [16, 17]. O fato
importante a ser discutido é que agora temos uma boa nocao a respeito do significado
os operadores: ao atuar em um sistema quantico, matematicamente isso consiste em
modificar o espaco de Hilbert que descreve tal sistema. Também, o produto interno
entre duas funcoes complexas consiste em avaliar o chamado overlap entre dois estados
quanticos, a isso chamamos de projecao. Se o produto interno for nulo, temos que as
funcoes complexas sao autofuncoes do sistema, formando um espaco de Hilbert de fungoes
ortogonais. Se qualquer ponto no espago de Hilbert for descrito pelas autofungdes em
questao, dizemos que este é um espaco completo.

No entanto, como dissemos acima, para descrever sistemas complexos, é necessario o
tratamento estatistico, e isso sucede considerando que o estado do sistema pode ser des-
crito dividindo em estados mais infimos a serem ocupados por cada componente do sis-
tema, a tais estados chamamos de microestados. Assim, os microestados irao combinar-se
para reproduzir o estado do sistema como um todo. No entanto, existem varias possi-
bilidades de ocupacao dos microestados pelos componentes do sistema, o que resulta em
varias copias de configuracoes diferentes, mas reproduzindo o mesmo estado quantico. O
conjunto dessas cépias chamamos de ensemble. No contexto da mecanica estatistica, J.
W. Gibbs estabeleceu que um ensemble consiste no conjunto de pontos do espaco de fase
do sistema, de maneira andloga, o ensemble de configuracoes que descreve um estado de
um sistema quantico consiste no conjunto de pontos definidos no espaco de Hilbert desse
sistema, e cada ponto é descrito pelo vetor-estado |a), onde |) é o chamado ket e (| é
chamado bra.

Nao vamos nos ater discutindo a respeito do formalismo braket, isso sera deixado
para adiante quando discutirmos os postulados da mecanica quantica, até la, quando
necessario, discutiremos brevemente algumas propriedades, por ora, devemos manter em

mente que |«) possui uma descricao mais geral que o da fungao de onda 1), pois, é possivel

demonstrar que ¥ (z) nada mais é que a representacao de |a) em um espago de Hilbert
descrito pelos vetores coordenadas |z).

Agora que temos a visualizacao estatistica do problema, podemos estabelecer uma
forma alternativa de visualizar um sistema complexo: cada componente do sistema pode
ser descrito por um espaco de Hilbert proprio, i.e., o espaco de Hilbert que descreve o
sistema como um todo ¢é dividio em espacos de Hilbert que descrevem cada particula.
Cada espaco de Hilbert pode ter diferentes dimensoes, por isso, para descrever o espaco

do sistema como um todo, dizemos que este é o resultado do produto tensorial dos espagos
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de Hilbert dos N componentes do sistema, matematicamente temos
H=H1QOHs® ... Hn. (1.23)

Assim, podemos construir o estado que descreve o sistema através dos estados que des-

crevem cada particula em seu proprio espaco de Hilbert, a saber

la) = |ag, ag, ..., an)
@) = |an) ® |ag) ®@ ... ® |an),
la) = |aq) |aw) ... |an) . (1.24)

Aqui, podemos observar a verdadeira utilidade do espaco de Fock para descrever sis-
temas complexos: se tomamos um operador que atua na i-ésima particula, temos que ele
atuara no referido espaco Hilbert, traduzindo-se no autovalor do operador para aquela

particula, a saber

OAZ‘ |O./1, ...,O./N> = |O{1> Oz |O~/z> |aN> s

Oi|a1,...,aN) :)\Z‘|Oél,...,OéN>. (125)

Quando discutimos a respeito do principio de exclusao de Pauli, utilizamos implicitamente
a discussao acima para construir a fun¢ado de onda (1.9) para o caso de um sistema com
2 particulas, e vamos aproveita-la igualmente para discutir o problema do espalhamento
de maneira mais formal, o que vai acarretar no que chamamos de fungoes de correlagao.
Também, é importante comentar que o espago de Fock, além de utilizado para o caso
de sistemas de véarias particulas[18], é amplamente utilizado para a construgao de teo-
ria quantica de campos[19]. Com efeito, vamos implementar esta ultima ideia para a
construcao das equacoes de correlagao.

No capitulo 2, iremos derivar o formalismo das equacoes de correlacao. Estabelecere-
mos o regime de aplicacao das equacoes e modularemos o efeito Hanbury Brown-Twiss
para o problema do espalhamento, o que sera nosso alicerce para os préximos sistemas
trabalhados.

No capitulo 3, estudaremos as simetrias e como detecta-las no espalhamento quantico.
Primeiramente, acoplaremos as simetrias de paridade e revesao temporal no sistema HBT,
em seguida, mostramos como detectar as ressonancia daquele via equacgoes de correlacao.
Por fim, acoplaremos a simetria de quiralidade e, novamente, observamos as ressonancias
pelo mesmo procedimento.

No capitulo 4, discutiremos sobre o paradoxo EPR e o emaranhamento quantico. Em
seguida, discutiremos a respeito da criacao de pares emaranhados e como identificar o

emaranhamento por intermédio das equagoes de correlagao e a relagao desta iltima com
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o teorema no-go representado pela identidade CHSH.

Finalmente, no capitulo 5, estudaremos particulas que nao sao identificadas nem como
férmions, nem como bdésons. Também, analisaremos o efeito dessa propriedade tinica em
cadeias de potenciais, a fim de estudar propriedades de transporte do sistema, o que
ocasionarda uma possivel descricao de isolantes topoldgicos.

Por fim, apenas a titulo de informacao, destacamos que no final de cada capitulo
apresentamos um resultado novo, com base no estudo das aplicagoes das equacoes de
correlacao em diferentes contextos da literatura, tal fato nos proporcionou a publicacao

de 2 artigos, apresentados nos apéndices G e H.
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Capitulo 2
As Funcoes de Correlacao.

Mesmo no contexto da mecanica classica, ha nos experimentos o erro inerente das
medidas, quer pela manipulagao humana, ou pela precisao do aparato, ou por interagoes
internas e externas do sistema em questao etc. Assim, para os aparatos, sempre se faz
necessario conhecer o erro cometido a cada medida, o que nos remete naturalmente para
o chamado desvio padrao, de forma mais técnica, dizemos que esse erro é causado pelo
ruido natural do sistema em questao.

O ruido no sistema pode ter varios agentes causadores, assim, conhecendo-se o tipo
de ruido, inevitavelmente obtemos mais informacoes sobre o sistema, portanto, faz-se
necessario iniciar uma discussao a respeito de como lidar com observaveis e o respec-
tivo ruido, em seguida, verificaremos como utilizar esse conhecimento para construir um

modelo de deteccao de particulas através do ruido.

2.1 Ruido.

2.1.1 Analise de Fourier, Média e Desvio Padrao.

Se estamos interessados em avaliar um dado sistema, devemos realizar medidas sobre
o mesmo. Para tanto, faz-se necessario interagir com o sistema, direta ou indiretamente.
No caso do movimento dos corpos, as medidas sao realizadas por observagao direta[20],
por isso houve muita resisténcia na aceitacao de conceitos como acao a distancia. Na
termodinamica, os sistemas sao igualmente avaliados por medigoes diretas, como volume,
temperatura e pressao, no entanto, aqui ha uma sutileza muito importante utilizada até
nas medicoes atuais. Em muitos sistemas, sé é possivel fazer medi¢oes tomando variagoes
lentas do sistema, o que nos remete as diferenciais exatas e inexatas[21].
Outrossim, temos o advento do eletromagnetismo. Além de seu grande poder tedrico,
aquele propiciou novos intrumentos de medicao tanto para firmar-se teoricamente, quanto
para auxiliar outras teorias. De fato, com o avanco tedrico e tecnologico, houve a neces-

sidade de aprimorar as técnicas de observagao. Por exemplo, nao é possivel realizar uma
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medicao direta em um sistema quantico devido a escala, para tanto, é necessario utili-
zar um aparato cldssico para interagir com tal sistema [3], como foi o caso explorado no
capitulo anterior: o aparato HBT detecta a presenca de fétons a partir da interacao com
o fotocatodo, cujo resultado é a criacao de uma corrente, e isso sucede em varios outros
contextos, o que marca o dominio dos aparatos eletronicos para medicoes de sistemas.
[22, 23]

O fato é que os aparatos, quer por observacao direta ou indireta do sistema em questao,
irao fornecer uma gama de resultados, e avalia-se tais resultados a partir da comparacao
com o comportamento de um parametro u, seja a posica, o valor da corrente elétrica
etc. Podemos plotar os pontos das medidas do observavel em questao, f, em termos do
parametro avaliado. A obtencao do grafico irda depender da quantidade de pontos obtido

e a precisao dos instrumentos utilizados, como vemos na Figura 2.1

flu)

m

Figura 2.1: Pontos plotados que avaliam o comportamento de f a partir do parametro pu.
A seguir o respectivo grafico formando a distribuigao.

Certamente, é bastante complicado avaliar certas situagoes, entao, para estudar esses
observaveis, é necessario o uso de algumas técnicas que facilitam sua visualizacao, a
primeira delas é a chamada decomposi¢ao de Fourier.

Se tomamos um grafico cuja fungao nao tem uma expressao clara, mas hé uma perio-
dicidade evidente, sempre ¢é possivel escrever em termos de fungoes trigonométricas, por
exemplo, na Figura 2.2, temos um grafico que é gerado pela soma de senos e cossenos com

diferentes fatores multiplicativos.

8cos(x) 4sen(2r) cos(6x)
_ + /\/V\/\j +

Figura 2.2: Gréafico com periodicidade formado a partir da soma de fungoes trigo-
nométricas.
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Se x for o tempo, a quantidade que o acompanha no argumento é conhecido na fisica
como frequéncia angular, e geralmente é representado pela letra grega w, se denotar
espaco, ¢ chamado de nimero de onda e é denotado pela letra k, genericamente vamos
chamar essa quantidade de ¢. J& os nimeros que multiplicam as fungoes sao chamados
de amplitude. Dessa forma, podemos expressar qualquer funcao periddica em termos de
senos e cossenos, bastando contemplar todos os fatores multiplicativos possiveis, o que

introduz a chamada série de Fourier

o0

= 30 + Z ay, cos (q,x) + bysen (g,x) . (2.1)

n=1

Como a fungao é periddica, entao f(x) = f(x + L), onde L é a largura de periodicidade

da funcao, se aplicamos tal condicao acima, temos que g, = 2’” . Também, para definir as

amplitudes ag, a, e b,, utilizamos a propriedade de ortogonalldade das fungoes periédicas

1 L
_ f/_L F)dz, (2.2)

= %/L f(x) cos(gyzx)de, (2.3)

e obtemos que

= %/_L f(z)sen(g,x)dx. (2.4)

Resolvendo as integrais em (2.2), (2.3) e (2.4), encontrara-se a forma de f(z).

A principio, a série de Fourier traz uma étima opc¢ao para analisar graficos como
o da Figura 2.2, no entanto, o vinculo de haver periodicidade pode limitar a andlise
de tais funcoes, sendo assim, para contemplar as funcoes nao-periddicas, basta assumir
que a largura de periodicidade é L — oo, assim, as amplitudes a serem contempladas
variarao de forma continua como funcao de fi, multiplicada pelas func¢oes trigonométricas
representadas na forma exponencial, de forma quantitativa, para uma funcao dependente

do parametro p, temos
+o0

f(u) = / g(R)e™df, (2.5)

—0o0
Demonstramos a transigao de (2.1) para a forma continua (2.5) no apéndice A. De forma

andloga as amplitudes (2.2)-(2.4), temos a funcao g(f1) dada por

+oo
= % / flu)e™ dp. (2.6)

As expressoes (2.5) e (2.6) sao conhecidas como transformada de Fourier, o que na reali-
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dade consiste em uma decomposi¢ao em ondas de forma continua. Essa analise, quando
aplicada na Figura 2.2, permite-nos encontrar uma expressao para f(u) obtida a partir
das medidas do experimento. Nao por acaso, essa técnica é muito utilizada na analise
de sinais digitais e resolucao de equacoes diferenciais. Aqui, desenvolvemos a analise de
Fourier de forma mais pratica, no entanto, para um estudo formal das séries de Fourier,
recomendamos a referéncia [24].

A analise de Fourier ¢é 1til para fornecer uma expressao para f(u) do experimento em
questao, ou mesmo trabalhar algebricamente com aquela. No entanto, alguns experimen-
tos avaliam o comportamento probabilistico de um sistema, damos o nome de processos
estocasticos. Dessa forma, a obtencao dos pontos para plotagem de um experimento,
como representado na Figura 2.1, passa a ter caracteristicas probabilisticas, em teoria
de probabilidade da-se o nome de “realizacao” em vez de “medicao”. Assim, para cada
realizacao, o valor p possuird uma probabilidade de obtencao mediada pela fungao f(u),
por isso, a ultima recebe a alcunha de funcao de distribuicao. Se tomarmos todas as pro-
babilidades possiveis, temos certeza de que obteremos um dado valor p, para uma fungao

de distribuicao continua, temos quantitativamente
[ Homdn =1 (27)
M

onde M representa o conjunto de todos os valores possiveis para o parametro em questao.
A igualdade (2.7) chamamos também de condi¢do de normalizacao, anédlogo a equagao
(1.2). Na realidade, estamos formalizando o que vimos na Introducao para aplicacdo em
diferentes contextos. Como agora p é uma varidvel estocastica, devemos buscar algum
método que trate do problema propriamente, de fato, para tratar sistemas estocasticos,
podemos questionar se ha uma forma de determinar um valor mais provavel de obtengao,
para tanto assumimos que as possiveis realizagoes concentram-se em torno de um dado
valor p, o que equivale ao calculo de centro de massa de um corpo rigido para o caso de

teoria das probabilidades, a tal quantidade chamamos de média de p e é dada por
/ fuf ()dp
<M> = /Vt—a
[ s
M

() = / puf (p)dp. (2.8)

M

Assumimos que f(u) estd normalizada. Podemos também avaliar como as realizagoes
distribuem-se no espaco M, para isso utilizamos um conceito analogo ao de momento

de inércia, definido no contexto da rotacao de corpos rigidos; que consiste em calcular a
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chamada média quadratica de pu, a saber
(n?) = /;ff(u)du- (2.9)
M

Nao por acaso, a quantidade acima é chamada segundo momento, ao passo que (2.8) é
chamada primeiro momento. O terceiro e o quarto momento também possuem significado
na teoria das distribuigoes, o primeiro avalia a assimetria dos valores p no respectivo
espaco com relacao a media, enquanto o segundo analisa o comportamento dos valores
extremos de p com respeito a média[25].

Agora que estamos de posse da média quadratica, podemos introduzir uma quantidade
que avalia, em média, o quao uma dada realizacao dista da média do sistema, a essa
quantidade chamamos de desvio padrao. Quantitativamente, o desvio padrao seria dado
por (u — (u)), no entanto, isso levaria a um resultado trivial, para evitar tal inconsisténcia,

define-se o desvio padrao como a raiz quadrada da média quadratica de p — (u), a saber

Ap = /(= (1))?),
(Ap)* = (%) — (m)*. (2.10)

O quadrado do desvio padrao é chamado de variancia. A quantidade acima é a mesma
medida no contexto do interferometro HBT: quando o fotocdtodo emitia uma corrente
para o detector 1, por exemplo, isso criava um desvio padrao no detector 2, e vice-versa,
esse fato permitiu a andlise descrita por Purcell. Com efeito, o desvio padrao é a quanti-
dade utilizada para introduzir o principio de incerteza de Heisenberg, na ocasiao, dissemos
que para um par canonicamente conjugado havera um limite experimental dado por (1.5),
utilizando o conceito de desvio padrao discutido acima, isso consiste em afirmar que um
sistema quantico sempre sera descrito por variaveis estocasticas se forem pares canonica-
mente conjugados. Como o desvio padrao descreve a caracteristica da aleatoriedade de
cada realizagao, chamamos também aquele de flutuacao espontanea.

Até aqui fizemos uma breve discussao de como tratar do problema das medic¢oes, no
entanto, para um caso mais realistico, devemos levar me conta que outros parametros, ou
até o mesmo parametro, podem influenciar na medicao da quantidade de interesse, o que

nos remetera naturalmente para o conceito de ruido.

2.1.2 Funcgao de Correlacao e o Ruido Espectral.

Em mecanica estatistica, podemos calcular os momentos de uma particula com movi-
mento aleatério, no entanto, para um conjunto particulas, se considerarmos uma possivel
interagao entre as particulas, o calculo da flutuacao da posicao de uma particula ird afe-

tar no calculo da flutuacao de uma segunda particula. Igualmente, no aparato HBT, é
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necessario um formalismo de mais de um parametro, dado que ha 2 detectores, dessa
forma, faz-se necesséario estender a discussao da funcao de distribuicao do sistema para
mais parametros.

Considerando um aparato de medicao de N parametros, e utilizando o mesmo ra-
ciocinio desenvolvido anteriormente, temos a funcao de distribuigao f(uy, ..., py). Entao,

para encontrar o n-ésimo momento do ¢-ésimo parametro, tomamos

/ / f M, .- ~7#N)dll1---dHN

Ml
/ /fm,- i )dp . dpy
My
() / / Tf(py ey oo )dpey ... dppy, (2.11)
Mi

onde novamente assumimos a condicao de normalizacao para o caso de N parametros no
denominador. Sem perda de generalidade, podemos tomar o caso de um aparato com 2
parametros, 1 e j2, podemos calcular o valor esperado para medig¢oes combinadas desses

dois parametros, a saber

<u1u2>=//muzf(m,uz)dmdm. (2.12)

My Mo

O célculo para mais parametros e momentos de ordem superior pode ser facilmente genera-
lizado, a relagao acima é chamada de momento conjunto. Outrossim, como argumentamos
na introducao desta subseccao, é mais interessante para propdsito experimentais que cal-
culemos o efeito da flutuacao de um parametro na flutuacao do segundo parametro, e
vice-versa, assim, tomamos a média dos desvios padroes combinados, o que introduz a

chamada func¢ao de correlacao, a saber

S, p2) = (AmApz) . (2.13)

E interessante notar que se p; = pe obtemos a variancia do sistema dado por (2.10),
no entanto, se a medicao ocorrer em instantes diferentes, temos a chamada funcao de
autocorrelagao e dependerd da diferenca dos instantes que procedeu-se cada medicao, a

saber

S(t —1') = (Au(t)Au(t')) . (2.14)

A funcao de correlacao é dependente da diferenca dos instantes pois estamos implici-

tamente assumindo que o tempo é homogéneo, o que confere a esta ser uma funcgao
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par. Outro ponto importante é que a funcao de correlagao deve anular-se quando temos
t —t — oo, 0o que indica que a segunda medida foi realizada muito tempo depois da
primeira, o que ocasiona na anulagao da correlacao.

Tomar os parametros do experimento a partir do tempo gera uma sutileza, pois nao
iremos mais avaliar a média do lado direito de (2.14) a partir de (2.12), uma vez que nao
existe funcao de distribuigao para ponderar como Ap(t)Ap(t') ird distribuir-se ao longo
do tempo, dado que nao se deve atribuir ponderagao para p ao longo do tempo, pois isso
ocasionaria na quebra da homogeneidade do tempo. Dessa forma, tomamos o produto da
flutuacao Ap no instante ¢ e em um instante posterior 7 e tomamos cada contribuicao desse
produto de 0 até um instante 7" a fim de calcular a média aritmética de Ap(t)Au(t + 7).

Com isso, tem-se uma forma alternativa de definir funcao de autocorrelacao

T
S(r) = Tli_rgo%/Au(t)Au(t + 7)dt. (2.15)
0

Consideramos o limite 7' — oo pois desejamos avaliar todas as contribui¢des possiveis do
sistema, fisicamente, isso consiste em obter todos os parametros que representam todos
os estados permitidos ao sistema. Essa consideracao é chamada de Hipotese Ergddica e
é esta que permite a correspondéncia da teoria com a prética, i.e. , a equagao (2.15) ser

igual a (2.14).
A fungao de correlagao definida em (2.13) também nos leva a avaliar o comportamento
temporal de pu: como este é um parametro estocastico, podemos utilizar as técnicas de-

senvolvidas na subsecgao anterior. Com efeito, fazendo a decomposi¢ao de Fourier, temos

—+00

wu(t) = /ﬂ(w)ei“’tdw (2.16)

—00

Para substituir (2.16) em (2.14), primeiramente assumimos que (u) = 0, isso sempre é
possivel pois basta deslocar o eixo dos parametros de forma a obedecer a tal condicao,

assim, temos imediatamente que

“+o00 +00

St —t) = / / (Af(W)Afi(w)) e @) ddw’ (2.17)

—00 —O0

Como o lado esquerdo de (2.16) sé possui a dependéncia com t — t/, entdo, é necessério
impor que

(A(w) (W) = 6(w + w')S(w),

onde §(z) é a fungao delta de Dirac e, por ora, vamos considerar S(w) apenas como uma

fungao auxiliar. Ao aplicar tal condi¢do em (2.16), utilizando a propriedade de filtragem
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da funcao delta, temos que

400
S(t—t) = / S(w)e =) d (2.18)

—00

Aparentemente, realizamos uma decomposicao de Fourier com a funcao de correlacao S,
no entanto, nada foi dito a respeito de S, sequer sabemos seu significado, portanto, niao
podemos inferir que (2.18) representa a transformada de Fourier de S. Para demonstrar
isso, precisamos introduzir o conceito de densidade espectral.

Apesar de termos introduzido o conceito de desvio padrao para sistemas estocasticos,
muitas vezes esse conceito nao ¢ muito direto de ser observado, por isso que a maioria
dos instrumentos de medicao nao informam imediatamente médias ou desvio padroes, e
sim intensidades. Por exemplo, para calcular a energia estocada em um sistema elétrico,
tomamos o médulo ao quadrado do campo elétrico do meio, analogamente, no contexto
da otica, o modulo ao quadrado do campo eletromagnético informa a intensidade da
onda em um dado ponto[26]. Igualmente, a intensidade de um som é calculada a partir
do médulo ao quadrado de sua amplitude de pressdao. Assim, o cdlculo da intensidade
de um determinado observavel esta ligado ao seu médulo ao quadrado, outrossim, para
muitos experimentos, é mais facil utilizar parametros dependentes da frequéncia a utilizar
a dependeéncia temporal, uma vez que, dependendo da escala do experimento, o uso da
dependéncia temporal é extremamente inviavel, além disso, a frequéncia é intimamente
ligada a energia do sistemal27]. Com isso, podemos avaliar como se d& a distribuigao
energética da flutuacao de um dado parametro p tomando a razao do médulo ao quadrado
de Afi e o tempo de medicao desses parametros, T', para avaliar a distribuicao energética
na flutuacao para todo o sistema, tomamos o limite assintético de 7', dai temos a chamada

densidade espectral

S(w) = lim M

Por ora, nao podemos associar a densidade espectral com a funcao S em (2.18), que é o
que vamos demonstrar agora.
Como tomamos a decomposi¢ao de Fourier de Au(t) em (2.16), podemos tomar a

transformacao inversa, a saber

+oo

/ p(t)e ™“tdt. (2.20)

— 00

1

fi(w) = o

E importante comentar que estendemos o limite inferior de integracao para valores de

flutuagoes nulos, pois, consideramos que as medicoes foram iniciadas em ¢t = 0. Com isso,

36



podemos substituir (2.20) na definicdo de densidade espectral e temos

) = g 2T )

S(w) = Jim 7
+oo+oo
S(w) = Tlggo - / / Ap(t)e @t Ap(t')e™? dedt,
+00 +00
S — o —zw(t ') / /
S(w) = TIEEOT%T//AM YAt Jdtdt’, t=t +7
+00 +00
S(w) = 711_{20?%/ /Au JAu(t + 7)e Tdrdt’,
1 +o00 1 400
S’(w):%/ %f;of/AN(t/>AN(t/+T>dt, e “Tdr,
—ZLL)’Td
=5 /S T,
~ 1

Sw) = 2m

—00

— / S(t —t"e @At — ). (2.21)

O resultado acima, juntamente com (2.18) demonstra que a densidade espectral de um
sistema é, na realidade, a transformada de Fourier da funcao de correlacao, esse é o
chamado teorema Wiener-Khintchine[28]. Com efeito, a demonstracao desse teorema nos
traz um resultado muito interessante: podemos calcular a correlacao das flutuagoes de um
parametro estocastico analisando a flutuagao do espectro desse sistema, a tal flutuagao
também denominamos de ruido, por isso, S também é chamado de ruido espectral. Se
refletirmos um pouco a respeito do resultado acima, observamos que se ha flutuacao na
densidade do espectro do sistema, logo podemos concluir que isso ird afetar de alguma
forma a medicao da flutuacao dos parametros em diferentes instantes, o que é precisamente
o que a funcao de correlacao avalia.

O ruido em um sistema pode ter varias causas, o conhecimento da origem do ruido
é o que nos traz informagcao util a respeito do sistema e auxilia na concepcao dos resul-
tados. Por exemplo, J. Johnson descobriu uma flutuacao na diferenca de potencial das
extremidades de um condutor elétrico, ainda que nao houvesse corrente, o que o levou a
atribir tal flutuagao a agitagao térmica dos portadores de carga[29], mais tarde, H. Nyquist
descreveu teoricamente o processo [30], por essa razao, ruidos cuja natureza é causado
pela temperatura do ambiente sao chamados de ruido de Nyquist-Johnson, também ruido
térmico, ou ruido branco. E o ruido térmico que é observado quando se trata do famoso

movimento Browniano|[31].
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Por outro lado, W. Schottky estudou o efeito da emissao termionica utilizando arma
de elétrons em uma placa de metal, esse aparato permite um alto controle no sinal do
feixe de elétrons incidente na placa. Além do ruido térmico, Schottky percebeu que
havia uma flutuagdo na energia necessaria para suceder com a emissao termionica da
placa devido a atuagao da arma de elétrons. Essa flutuagao ocasionava um aumento na
corrente termionica, microscopicamente, a emissao de um elétron da chapa de metal fara
com que outro elétron na chapa seja mais facilmente arrancado pela arma de elétrons,
esse é o chamado efeito Schottky[32] e a flutuagao devido a emissao do elétron é chamado
de ruido de disparo!, isso também permitiu a Schottky calcular o valor da carga elétrica
com mais precisao que R. Millikan. O ruido de disparo nos traz uma bela demonstragao
da atuacao da mecanica quantica, pois, veremos como este influencia na estatistica das
particulas em questao[33], esse fato serd utilizado avulsamente ao longo do nosso trabalho.
Para outros tipos de ruidos, recomendamos a referéncia [34].

Com os exemplos trabalhados acima, observamos a importancia da analise do ruido
e que informacao este nos traz a respeito do sistema, assim, nada mais natural que es-
tabelecer um formalismo que tome conclusoes a respeito de um dado sistema a partir do

ruido, logo, pelas fungoes de correlagao.

2.2 O Formalismo das Funcoes de Correlacao.

Na Introducao, estabelecemos o formalismo da matriz de espalhamento e o experi-
mento de Hanbury Brown-Twiss, a seguir, na sec¢ao anterior, vimos como tratar processos
estocéasticos enderecando um tratamento estatistico, na ocasiao também vimos como ex-
trair informacoes do sistema a partir do ruido. Com isso, podemos tornar nossa atengao
agora a construir um formalismo que calcula a fungao de correlacao, logo o ruido, de um
problema de espalhamento quantico, descrito a partir de uma matriz de espalhamento,

para tanto, vamos primeiramente construir o estado que descreve o sistema.

2.2.1 Operador de Campo.

Vimos na subsec¢ao 1.3 que para descrever um sistema complexo, abrimos mao do
chamado espago de Fock, que ird denotar o estado que descreve o sistema como um
todo. Para o caso de um problema de espalhamento, o estado que descrevera tal sistema
contemplara a quantidade de guias acoplada a regiao espalhadora, como na Figura 1.4 e

a funcao de onda (1.15), assim, temos o estado

) = [n1, . nn,) (2.22)

ITraducdo livre de “shot noise”.
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onde n; é o numero de particulas transportadas no ¢-ésimo guia. Como os guias sao
independentes, podemos representar o estado total |a) como o produto tensorial de N,
estados, como feito em (1.24). Em particular, podemos trabalhar com o estado do a-ésimo
guia e denotar a criagao de uma particula neste a partir da atuacao do chamado operador

de criacdo, af, atuando no estado de vécuo, a saber
la) = af |0). (2.23)

Contrariamente, o transposto conjugado de a' é o operador de aniquilacdo, i.e., esse
“aniquila” uma particula no referido guia. Os operadores de criacao e aniquilagao possuem
uma intima relacao com os operadores de posicao e momento para o caso do oscilador

harmonico quantico, o que acarreta na relacao de comutacao

[a(7a),a!(7,)], = 6(Fa = 74), (2.24)

onde € ird definir o tipo de comutador em questao, o que resulta também na natureza da
particula criada no guia: se € = 1, temos operadores para elétrons, se € = —1, sao para
bosons. Veremos também que isso estd intimamente ligado a estatistica que o aparato ira
detectar. Esses operadores geralmente sao introduzidos para se criar, por exemplo, teorias
de campos que para particulas elementares ou dtica fisica[19, 35]. Também tomamos a
dependéncia espacial dos operadores @ e a', o que ocasionou no lado direito de (2.24)
em uma delta de Dirac, em outros contextos, essa dependéncia poderia ser dado por
uma variavel discreta, assim teria-se a delta de Kronecker. Explicitamos a dependéncia
espacial dos operadores a fim de adaptar para a situacao que estamos interessados, que
é representar o estado (2.23) no espago das posigoes, como fizemos na secgao 1.3. Para
realizar isso, utilizamos o chamado método projetivo. Para visualiza-lo, tomamos o estado

|1y normalizado, a saber

(Yly) =1, (2.25)

que é absolutamente a mesma condicao de Born para a funcao de onda, como visto .
Para recuperar (2.25) a partir de (1.2), dizemos que a fungao de onda ¢ (7), que satisfaz a

equagao de Schrodinger (1.1), é dada pela projegao do estado |¢)) no espago vetorial das
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posicoes, ¥ (z) = (r]y), assim, temos
+oo
JEGRGES
__tooo

t/<wﬂ<ﬂw%ﬂ/:1,

W /va@ﬂ|wzx (2.26)

Assim, para obter (2.25), temos que o termo entre parénteses de (2.26) deve ser um termo
identicamente neutro, a esse termo chamamos de relacao de completeza. Para se estudar
a relagao de completeza e o método projetivo de maneira mais formal, recomendamos a
referéncia [36].

Com isso, podemos representar o estado de uma particula no a-ésimo guia de uma

maneira mais adequada, tomando a relagao de completeza no estado em (2.23), vem

) = [ drilri) o).

m=/%M@W@mm
a) = 1, [0), (2.27)

onde consideramos que cada guia é unidimensional, por isso a relacao de completeza é
integrada somente em 7. Também utilizamos o operador de criacao definido no espaco
das posicoes, a'(7,). O indice i foi colocado a fim de permitir que contemplemos a
indistinguibilidade de 2 ou mais particulas. Enfim, introduzimos o chamado operador de
campo, &ai [37]. Como podemos ver pela sua construcao, ao atuar no estado de vécuo, o
operador de campo cria uma particula alterando a densidade de probabilidade do espaco,
que é a prépria funcao de onda da particula criada.

E importante notar também que nao é contemplado os modos possiveis de propagacao
da particula no guia «, isso porque fixamos na construgao do nosso formalismo que cada
guia possuirda um modo de propagacao, i.e.; um canal. Assim, nesta construcao, canal e
guia sao sinonimos.

O advento do operador de campo possibilita formas alternativas e mais interessantes
para tratar a representacao do problema do espalhamento, outrossim, o operador de campo

estende a dlgebra de comutadores (2.24), com efeito temos outras relagoes de comutagao
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dadas por

[zﬂai, w;] =1 (2.28)
[&m’a &L]] . = [@ajv Q/Ajzn]: = [7 (2'29)
[Q&az‘, ﬂﬁjL = [Q&aia 1&51']6 =0, (2.30)

onde I é chamado de integral de overlap, que é definida por

I= [ i @) (2.31)

A integral de overlap avalia o grau de sobreposicao dos estados por intermédio das funcoes
de onda, esse grau de sobreposicao dependera do parametro utilizado no aparato em
questdo, por exemplo, na referéncia [15], o parametro utilizado é o tempo de atraso entre
as detecgoes de duas particulas. A demonstracao das relagoes (2.28)-(2.30) é dada no
apéndice B.

Podemos utilizar o operador de campo para construir, também, um estado de duas

particulas no mesmo guia, a saber
—1/2 7+ 2
jaa) = [1 = €l2] 7l [0) (2.32)

Observamos que o estado em (2.32) nao é determinado para 2 férmions com overlap
perfeito, I = 1, isso se deve ao seu fator de normalizacao, o que acarreta no estado
obedecer o principio de exclusao. De fato, a grande vantagem de utilizar o operador
de campo definido em (2.27), no nosso contexto, é que podemos construir um estado
simétrico, ou assimétrico, de 2 particulas em diferentes guias implementando o principio

de exclusao (1.9), a saber
), = 200+ [12)] 7 (DLl + 6,0k ) 10). (2.33)

Os fatores de normalizacdo em (2.32) e (2.33) serdo demonstrados no apéndice C. A
diferenca prima entre os estados (2.32) e (2.33) é que, a principio, pode-se distinguir 2
particulas em um mesmo guia, a menos do caso de overlap maximo. Para o caso de
I =1, temos que tanto para (2.32) quanto (2.33) nao é definido para o caso fermionico:
no primeiro devido explicitamente pela natureza da particula transportada, no segundo,
devido a simetria da fungao de onda que a descreve, o que acarreta em uma relagao intima
da estatistica da particula e simetrias, ponto esse que sera analisado no préximo capitulo,
por ora, é fortuito que desenvolvamos um método para avaliar a estatistica das particulas

espalhadas a partir do que foi desenvolvido nesta subseccao.
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2.2.2 Conexao entre os estados de entrada e saida.

Na subsec¢ao anterior, vimos que o método projetivo auxilia na representacao em
diferentes bases, como também auxilia na obtencao da probabilidade de obten¢ao de um
estado. De fato, analisando (2.26), vemos que a interpretagdo de Born surge somente
quando assumimos uma base para projetar o estado [¢), caso contrario, (2.25) deve ser
vista como uma condicao de normalizagao. Assim, o método projetivo é uma ferramenta
bastante 1util para tratar os problemas de espalhamento quantico, uma vez que podemos
calcular a probabilidade de obtencao de uma dada configuracao de um sistema. Para
tanto, tomamos um estado de um sistema complexo, dado por [¢;) e projetamos neste o

estado final, [¢f), com a configuracao desejada, dai obtemos a probabilidade

P(y) = (Wylii) - (2.34)

No entanto, para explicitar a probabilidade quantitativamente a partir do estado ini-
cial, é necessario estabelecermos uma conexao entre esse e o estado final, essa conexao é
realizada tomando absolutamente a mesma anélise feita na subsecgao 1.1.1 quando esta-
belecemos uma relagao linear entre as amplitudes de saida e entrada da funcao de onda
do sistema, assim, a matriz de espalhamento vai desempenhar absolutamente o mesmo
papel aqui.

Para inserir a matriz de espalhamento nesse novo formalismo, primeiramente consi-
deramos que o sistema estd a temperatura nula, o que acarreta na eliminacao do ruido
térmico, por conseguinte, cada guia sé possuird uma amplitude de propagacao, ou sim-
plesmente um canal, entao, podemos estabelecer uma simples relacao de entrada e saida

a partir do operador de campo, a saber

Ng
i)lai = Taaq@z;i + Z twﬂﬂm (2.35)

onde r,, € 0 coeficiente de reflexao e t,,, 0 coeficiente de transmissao, por essa razao,
o indice a deve contemplar todos os guias a menos do guia «. Considerando o espalha-
mento entre duas particulas, vamos estabelecer a relacao entre estados de entrada e saida
substituindo (2.35) em (2.32), a saber

Ng Ng
~1/2 5 5 5 A
jaa) = [1—d1’]"’ (TaaiﬁlmLZtaWL) (rmeﬁZtaa/ij) 0),
aFa a'#a
Ng

Ng Ny
= [1 — e[[|2] ~1/2 [Tia¢l@¢LJ + Taa Z taa <¢szl] + ¢L¢Ly> + Z Z taatoza’wliwl'j

ata aFa d#a
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Se analisamos o somatorio duplo, percebemos que ha termos quadraticos de t tal que
a = da/, o que acarreta em termos repetidos. Para contemplar os termos onde a # d/,
podemos variar somente um dos indices, depois proceder com a soma do outro restante.

Isso permite que possamos reescrever o 3° somatério na seguinte forma

N, N, o Ny Ng—a
D tataa il =D {t‘z L+ Z taataatn (w Dby + Vb i J>} , (2.37)

aFto o' #o aFa

onde introduzimos o indice n, avaliado de 1 até N, — a. Observamos que nao precisamos
nos preocupar com os coeficientes de ordem maior acometida pelo crescimento de n (por
exemplo, o coeficiente 15, no caso de um sistema com 4 terminais), porque esses termos
representarao estados que simplesmente nao existem para o nosso problema. Outros-
sim, variar livremente n traria dificuldades computacionais como veremos mais adiante.
Substituindo (2.37) no somatério (2.36), temos

~1/2 Apoa aroA P
laa) = [1 - E|I|2] / [riawiiwlj + Taa Z laa (dfzu'wlj + wL%) +

aFa
5> {taaz/smj 3 e (8 ) }] 0,
aFa n
—1/2 P P T
laa) = [1 - E|[|2] / [riawiiwlj + Taa Z taa (wliwlj - ewijle +
aFa
+ Z {tia + Z taat&aJrn (wazwa-‘rn] - Ew wa—i—nz) }] |O> )
aFa
laa) = 72 |aq) + V2 Ztaa laa) Z { o laa) + ﬂZtaatmm laa + n>6} ,
aFa aFa n

laay = r?m laar) + V2roaloa laa) __ + tia laa) + \/ﬁtaataa—‘,—n laa + n) (2.38)

—€ —€?

onde emitimos o somatério na ultima linha. A expressao acima informa a relacao de
estados de entrada e saida de duas particulas para um sistema de um ntimero qualquer de
guias. Outrossim, ¢ interessante notar que o lado direito pode representar tanto o estado
de entrada quanto de saida, isso dependera de como foi definida a relacao linear entre as
amplitudes, i.e., se a matriz de espalhamento foi definida por B = SA, ou A = SB. Dada
a restricao da matriz de espalhamento ser unitaria, ambas as defini¢oes sé diferem pelo
complexo conjugado, no entanto, veremos mais tarde que o mais importante ¢ o médulo
ao quadrado das entradas da matriz. Outro ponto importante que podemos apontar é
que a natureza da particula transportada ira influenciar fundamentalmente nos estados do
lado direito de (2.38), logo, influenciard nas probabilidades quando aplicarmos o método

projetivo. Por ora, vamos dar continuidade nas construgoes do estados de entrada e saida
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considerando agora (2.33), aplicando novamente (2.35), temos

by = [0+ 1P] " [<rm¢;+zw;) (rﬂﬁz&;ﬁzwg) s

ata b£f

s (w oy taa¢;j> (W% by tgmzi)] 0,
aFto b#pB
—1/2 aAroA ~ ~ AL oA A ~
|aﬁ>:|: = [2<1 + |]’2)} / [Taar,b’ﬁ (wlﬂ/’}é] + ¢L]¢gz) *t Taa Z Ly (¢Lz¢g] + ¢L]¢Zz) ’
b#pB

" Tpp Z taa (Q&Zﬂ;gj + 1[’2]12);31) + Z Ztaatﬁb (1[)211;2] + 1%1#%1) |0> . (2'39)

azta ata bAf

Aqui, ha uma sutileza: nao podemos associar os somatorios no colchete, uma vez que os
indices destes possuem restricoes diferentes, como, por exemplo, aplicar b = «. Assim,
devemos extrair estes termos dos somatorios a fim de que possuam as mesmas restrigoes

e possamos renomear os indices, a saber

Tao Z tgp (QLLZ@@ZJ + @lﬂ%) = Taalga @lﬂ/?lj + @ZLJ@Z’L) * Taa Z tan <@Z’In@2’gy = @ZLJ@%J ;

b8 b
b#f
Taa Z tan <¢lz¢gg + %J%) = Taatga(l F €)¢Liwlj + Taa Z tab (wiﬂng + wi\z]wgz> g
b£8 b
b8
(2.40)
Analogamente, para o 2° somatoério, vem
PO e PO . A
rss Y laa @L% + wlﬂﬂ}i) = roatas(LF )Uhdh; + 758 ) taa (wju'%j + wlj%i) -
aFa aFa
a#B
(2.41)

Igualmente para o somatorio duplo, temos

S5t (G 2 00,00) = 3 ot (D650, % 91,0L) + 32 3 i (G0, 2 00,00

aFa b#B aFa aFa Igig
Z Z Laalph <¢Zi¢gj + 1/’2]‘1?;) = laptpa <¢;i¢lj + ¢gﬂ/fli> + Z taalpa (¢li¢l¢j + wlﬂﬁju‘) +
aFa b#B aFo
a#p
AL PARYAI ot PARYA
+ Z taptpp <¢ﬂi¢bj + 1/’6j¢bi> + Z Z taalpp <¢ai¢bj + ¢ajwbi> :
b£a aFa b#a
b#£p a#B b#p

(2.42)
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Apés termos encontrado as mesmas condigoes para os indices dos somatérios de (2.39),
substituimos (2.40)-(2.42) e temos

~1/2 ApA ApoA Apon
laB)y = [2(1 + |I|2>] / {Taarﬁﬁ (wlilp;j + dij%) + Taalga(l F 6)1/1&% +

tTaa Z tb (¢l¢zng + ¢L;¢Zz> + rﬁﬂtaﬂ(l + EW,EZ%J +7sp Z taa (@Wl@ + ¢23¢Lz) +
b#a aFa
b#£p a#£p

Flagta (G002 Oly0L ) + 3 taatsn (Ll + 0L0L) +
aFa
ap

+ Z tagtpy (1/)}}1@/)23 = @%@DZZ) + Z Z taat sy (@@L%L + ¢l]¢gz> } 10). (2.43)
b#a aFa b#a
b#f a#B b#p

Com os indices do somatério com as mesmas condi¢oes, podemos renomeé-las de forma a
associar seus somandos, a menos do ultimo somatério, pois este possui termos cruzados.
Tomando as relagoes de comutacao (2.30), podemos combinar o 1° e 6°, 3° e 7° e 5° e 8°

termos, no que acarreta na simplificagao

“1/2 P o ~yo
laB), = [2(1 + |I|2)] / [(Taoﬂ“ﬂﬁ F etaptsa) (¢Li¢;’j == ¢lj¢;i> + Taatpa(l F f)wlﬂ/’l@ +

+rggtas(l F 6)@/);11%] + Z (Taalga F €taatpa) (@Dlz@&l] + ¢Lg¢lz> +

aFa
atB
+ 3 (ptea F etastan) (D4l £ 0580 ) + D0 taatan (Bl + 61,0)) ] 0).
aFa aFa b#a
a#B a#B b#B

(2.44)

Para o somatério duplo, podemos utilizar uma identidade andloga a (2.37) de forma que

facilita a expressar os estados em termos de (2.32) e (2.33), a saber

Z taatﬁbwli¢gj - Z [taatﬁa¢li¢lj + Z (taatﬁa+n¢li¢l+nj + taa+ntﬁawl+m’¢lj)] :
a,b a n

(2.45)

Aplicando a identidade acima em cada parcela do somatério duplo e tomando novamente
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a relagao de comutagao (2.30), obtemos que

> taatss (V1 £ 0L0L) = Y [taatsatlidly + 3 (taatsantlith g + taaintaatlsnitl )
a,b L n

a

a

Z tocat,é’b (Tﬁlﬂ/);rj + ¢lngz> - Z taatﬂa(l + 6)¢li¢lj + Z (taatﬁa+n + Etaa-l-ntﬂa) :
a,b n

a L

(bl £ 00l |

Observamos agora que nao somente os somatorios de (2.44) podem ser escritos em ter-
mos dos estados (2.32) e (2.33), como também o somatoério duplo, a menos de alguns

termos cuja constante de normalizacao deve ser compatibilizada. De fato, introduzindo a

+ 1 - €|[‘2
- = ,/m (2.47)

Temos os estados |af3), descritos em termos da conexao dada pela matriz de espalha-

quantidade

mento, a saber

‘O‘B>i = Isi vV (1Fe) (Tozatb’a lover) + T8atas 188) + taatBa laa)) +
+ (Taang + €ta5t5a) ’Oéﬂ)i + (Taatga + Gtaat/ja) \aa>i +
+ (rggtaa F €taptsa) |Ba) s + (taatpatn F €laatntsa) laa +n), . (2.48)

Com os estados (2.38) e (2.48) e a matriz de espalhamento do sistema, podemos conhe-
cer todas as relagoes possiveis do estado de entrada e saida do sistema mediada pelas
amplitudes de probabilidade dada pelos termos da matriz de espalhamento. Contudo,
de um ponto de vista mais pratico, devemos utilizar os estados acima para encontrar as
probabilidades de obtencao de uma dada configuragao, o que vai acarretar no calculo das

funcgoes de correlacao.

2.2.3 Funcoes de Correlacgao: o ruido de disparo.

Na subsecgao anterior, expressamos a relagao entre estados de entrada e saida que
contemplam o espalhamento de duas particulas, talrelacao é dada; como esperado, pela
matriz de espalhamento. Dessa forma, pelo que foi desenvolvido até aqui, é possivel
calcular a probabilidade de obtencao de uma dada configuracao.

No entanto, devemos identificar que tipo de funcao ird ser obtida a partir da projecao

do estado que descreve duas particulas. Primeiramente, devemos atentar que os estados
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laa) e |af), devem ser ortogonais, uma vez que sao independentes entre si. A ortogona-
lidade permite escrever um estado de duas particulas, [¢), em termos de uma base dada

pelos estado de Fock, |aa) e |af),, a saber

[¥) = laa) (aal) +|aB) | (af|P) +laf) (aB[y). (2.49)

Os termos braket sao na verdade as amplitudes de probabilidade de obtencao respectivo
estado. Assim, analogamente a (1.18), para calcular, por exemplo, a probabilidade da

configuragao descrita por |aa), temos
P(aa) = [{aaly)[*. (2.50)

Se tomamos o observavel n, como o nimero de particulas no guia «, P(aa) serd a
probabilidade de obtencao de duas particulas no guia «, ou, como visto na subsecc¢ao
2.1.2, (ngane), como sdo os mesmos observaveis, entdo, temos a média quadrética (n?).

Se redefinirmos o valor da origem, podemos tomar (n,) = 0, assim, de acordo com (2.10),

temos que

((Ana)?) = [(aalv)|. (2.51)

E importante comentar a quantidade de informagoes que (2.51) abrange: como visto na
subsecgao 2.1.2; a variancia (2.51) na realidade é a fungao de autocorrelagao de n,, pelo
teorema Wiener-Khintchine, este também é o ruido do sistema. Como estamos conside-
rando o caso da flutuacao causada pela transmissao da particula pelo ponto quantico,
temos que esse é o ruido de disparo.

Igualmente, podemos calcular a probabilidade P(«af). Atentando para o fato que

existem os estados simétricos e assimétricos, temos que a probabilidade sera dada por

P(aB) =| (B |v) P +] _(aB]¥)
(AngAng) = | (aB|¢) [* + | _(aB ) [*. (2.52)

De maneira andloga a discutida com respeito (2.51), temos que a expressao acima também
é o ruido de disparo devido a transmissao das particulas do estado |¢) transmitidas para
os guias « e 3.

Agora que sabemos as amplitudes geradas devido a expansao de [i) nas bases |aa) e
|af).. sao, na verdade, fungdes de correlagdo. Para tomarmos mais conclusoes a respeito
do sistema através das fungoes de correlacao (2.51) e (2.52), é necessério estabelecer as
condigbes iniciais do sistema para dar uma forma para [¢). Assim, podemos assumir que

o estado |¢) foi preparado inserindo uma particula no guia « e outra no . Se utilizamos
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o operador de campo definido em (2.27), temos que o estado preparado serd

W) = ¢5] |0> )
) = L1201 — [112)]? aB)_ + L1201 + [11)]V? |aB), | (2.53)

onde rescrevemos o estado [1)) em termos da base da base |af) . utilizando (2.33). Como
estabelecido, (2.53) é o estado de entrada, no entanto, podemos expressar o estado [¢)
em termos dos possiveis estados de saida utilizando a matriz de espalhamento, nesse caso,
a matriz de espalhamento conecta as amplitudes de saida com as de entrada, A = SB,
assim, substituindo (2.48), temos

|¢> = [2(1 - |I|2)] V2 |:Ie_ (1 + 6) (Taoctﬁa |O{Oé> + Tﬂﬁtaﬁ |/Bﬂ> + taatﬂa |aa>> +

+ (Taarps + €taptpa) |B) _ + (Taatpa + €taatsa) |aa) - +

1
2

+ (rgstaa + €taptpa) |8a) _ + (taatpatn + €aaintsa) laa +n)_ } +
1 1/2
+§ [2(1 + |I|2)} / {I: V (1 - 6) (Taatﬁa |O‘a> + 78stas |ﬁﬁ> + laalpa |aa>) +
+ (Taargg — Etagtga) |Oéﬂ>+ + (Taatga — Etaatga) |Oé(l>+ +
+ (Tﬂ/giaa — Gtaﬂtga) \5a>+ -+ (taat5a+n — 6taa+nt5a) \aa + n>+:| . (2‘54)

Com o estado inicial escrito na forma (2.54), podemos calcular de imediato as variancias

dadas por (2.51), projetando |¢) em |aa) e tomando o médulo ao quadrado, temos

(Ana)®) = |{aalu)]?,
1

(Ang)?) = 5[2(1—|1r| N2 I/ (T + Oraatpe + [ (14 [I)]"* T /(1T = )raat s
((Ang)?) = %[(1—4112)} 7aal*[tsal? [¢(1+e)+¢(1—e>r,
1

(Ang)?) = Z(1—elIP)raal’ltsal [(1+€) + (1 =€),
(Ana)®) = |raal’ltsal* (L — €lI]*). (2.55)

2

Y

W

De forma analoga para os estados |3) e |aa), temos as variancias

((Ang)?) = Irgsl*[tas|*(1 — €|I]%), (2.56)
(A10)%) = [taal?tgal>(1 — €[ 1]2). (2.57)

As variancias (2.55)-(2.57) informam as probabilidades de obter a configuracao das duas
particulas sendo transmitidas para o referido indice presente na variancia que indica o guia

a ser transmitido. Podemos verificar um resultado muito interessante quando tomamos o
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caso fermionico(e = 1) e com overlap méximo, temos que todas as variancias anulam-se,
reforcando o principio de exclusao de Pauli onde dois férmions nao podem compartilhar o
mesmo estado quantico, o que denota que as equagoes de correlacao sao bons candidatos
para descricao de sistemas quanticos no regime estabelecido.

Para calcular as outras correlagoes, projetamos o estado |¢)) no estado |af) a fim de
calcular (An,Ang), tomando (2.52) e (2.54), vem

(AngAng) = | (aB|¥) P+ _(aBV) P,

(Analng) = S(UHIP) raarss = captisal® + 5 (1 = 11P) [raars + ctastsal?

(Anng) = 50— ) [[raal rsl? + Vs Plesal? + € (ariataston + aarsstostia) | +
450+ ) [Iraal? Il + lrapl? t5al? = € (riarhataston + Taarastaatha) |

(Analng) = [raal?|rssl + [tas[tsal® — €lI1” (rhaThstastsa + TaaTsstastia) (2.58)

De forma anéloga, calculando as outras equacoes de correlagao possiveis, vem

(nana) = [Taal’ltsal® + [taal[tsal® — €l (Taatpaltatha + Thalhalaatsa).  (2.59)

(ngna) = 7pp]*[taal® + [taal*[tasl® — €l (rastaathatis + Thstaatatas).  (2.60)
(NaNatn) = [taal*[tsatnl® + [taatnl*[tsal® — €lI[* (faatparntharntia T taat fasntaatntsa)-

(2.61)

Agora temos as configuracoes restantes para ocupacao do sistema, representadas pelas
equagoes de correlagao (2.59)-(2.61). E necessdrio apontar que as equacoes de correlacio
possuem uma caracteristica absolutamente geral no que diz respeito ao nimero de guias do
sistema espalhador de 2 particulas. Embora restringimos a temperatura do sistema a zero,
o que acarretou nas equagoes contemplarem o ruido de disparo, expressamos as equagoes
de correlacao em termos das entradas da matriz de espalhamento que descreve como se da
0 processo no sistema, isso € importante tanto no ponto de vista computacional, uma vez
que podemos encontrar as equagoes de correlacao de qualquer sistema de forma recursiva,
quanto no ponto de vista da abrangéncia de aplicacoes, posto que a tnica condicao que
deve ser obedecida ¢é a de unitariedade, para conservar o nimero de particulas. Com efeito,
é possivel mostrar que a soma das fungoes de correlacao, (2.55)-(2.61), é 1 se, e somente
se, SST =1. Assim, podemos explorar, por exemplo, o efeito da simetria dos sistemas no
transporte quantico, tal simetria ira refletir na matriz de espalhamento e observada pelas
equagoes de correlacao, isso serd feito no proximo capitulo. Outrossim, podemos descrever
um sistema cadtico utilizando o formalismo de matrizes aleatérias[38], o que ocasionard
no uso do método diagramético[39]. Muito se pode fazer com as equagoes de correlagao,

no entanto, é necessario apontar que a formulacao trabalhada até aqui nao é mais geral
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que a descrita pelo formalismo de Biittiker, onde se encontra uma expressao para o ruido
contemplando casos mais gerais a temperaturas nao-nulas[40], com esse formalismo, é
possivel obter uma série de expressoes para o ruido[41] como também aplica-las em outros
cenarios. Contudo, reforgcamos que o formalismo aqui desenvolvido, embora menos geral,
¢ mais simples e direto: uma vez obtida a matriz de espalhamento do sistema, calcular
todas as configuracoes possiveis do sistema estd automaticamente conhecido, claro que o
ponto complicador pode ser um ntimero exarcebado de guias, mas, dado a recursividade,
um programa simples pode facilmente calcular as equacgoes de correlacao.

Para finalizar este capitulo, vamos aplicar as equacoes de correlagao em um sistema

relativamente simples e ja abordado aqui: o experimento Hanbury Brown-Twiss.

2.3 Estatistica HBT

Para implementar o aparato Hanbury Brown-Twiss nas equagoes de correlagao, pri-
meiramente precisamos derivar a matriz de espalhamento que denota o processo de es-
palhamento do sistema do sistema, para tanto, tomamos o aparato HBT representado
por 2 emissores em um centro espalhador, esse é ajustado de tal forma a sé refletir ou
transmitir as particulas incidentes para outros 2 guias que estao ligados em detectores,
por isso geralmente representa-se esse centro espalhador como um espelho fino. Com isso,

o sistema HBT necessita de 4 guias de propagagao, como vemos na Figura 2.3

Source
2

Source Detector
1 == =

4
L]

Mirror

3

Detector

Figura 2.3: Representacao do espalhamento no interferometro Hanbury Brown-Twiss: por
E. Frade Silva, A. L. R. Barbosa, J. G. G. S. Ramos. [42]

Com isso, podemos escrever o problema do espalhamento HBT tomando as entradas
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da matriz de espalhamento com os coeficientes de reflexdao e transmissao do espelho, a

saber

b; 00 ™ t* ay

bl 100t 7 as

bs | |t 0 0 al |’

by t r 0 O ag
bg aq
bt
=S | | (2.62)
b4 CL;

Nota-se que fizemos by o = b§,4 e a}z = a4, Uma vez que a matriz de espalhamento possui
blocos que sao conjugados entre si, isso foi necessario para garantir a unitariedade da
matriz de espalhamento. Na pratica, representa as particulas injetadas pelos guias 3 e 4,
no entanto, isso representa absolutamente o mesmo problema.

Ja que o espalhamento é dado pela introducao de duas particulas nos guias 1 e 2,
temos que o = 1 e § = 2, assim, podemos utilizar as equagoes de correlagao (2.55)-(2.61)
para encontrar a estatistica do sistema. Observamos que a matriz de espalhamento possui
2 blocos de entradas com valor zero, para o aparato HBT, esses blocos contemplam os
casos em que ha reflexao para os guias que conduzem as particulas incidentes, portanto,
quaisquer equacao de correlagao que descreva esses casos de reflexao devera ser nula, o
que resulta apenas nas equacoes (2.57) e (2.61) ndo-nulas. Na literatura de transporte
quantico, quando um sistema é descrito por uma matriz de espalhamento que s6 possui
blocos de transmissao, esse sistema é chamado balistico. Tomando primeiramente (2.57)

para a = 3, aplicamos as referidas entradas de Syt temos

((Ang)?) = [tis]?[tas*(1 — €| I]?),
((Ang)?) = [r[[t(1 — €[ 1]?). (2.63)

De maneira analoga, para a = 4, temos
((Ang)?) = [r[EP(1 — el I). (2.64)

Para a tltima equagao de correlagao (2.61), temos que aplicar os valores de n para contem-

plar todas as equacgoes de correlacao, no entanto, para o caso de 4 guias, sempre teremos
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n = 1, valores maiores contemplarao guias nao existentes, a saber

(AngAnsgs 1) = [tis|*[tass1|* + s *[tisa|* — €l |* (tistasatsgtis, + tisths, 1 tastiss),
(AngAna) = [ti3]*[taa]? + [tos|*[t1a]® — €[ I|* (Lrataatsstiy + tistsatast1a),
(AngAny) = |r|* + |t|* — €| I)?(r*t* + r*212),
(AngAng) = |r|* + [t|* + 2¢[ T2 ]|, (2.65)

na ultima linha, utilizamos a condicao de unitariedade da matriz de espalhamento onde
obtém-se a relagao rt* + r*t = 0, também temos |r|> + |¢|*> = 1, essa ultima condigao ird
ocasionar que a soma das equagoes de correlacao seja normalizada, como se pode constatar
por verificagao direta. As equagoes (2.63)-(2.65) configuram a estatistica HBT, de fato,
estas apresentam todas as caracteristicas fundamentais do aparato HBT apontadas por
Purcell, como abordado na seccao 1.2: tomando o caso I = 1, para bdsons, temos que as
variancias assumem valores maiores que a correlagao (2.65), tomando r = ¢, essa ultima
anula-se completamente, o que evidencia o efeito Hong-Ou-Mandel.

Para férmions e I = 1, além das variancias anularem-se, temos que (AngAny) = 1, isso
ja era esperado, uma vez que a configuracao dos dois férmions no mesmo guia é proibida
pelo principio de Pauli, restando apenas a configuracao de 1 particula transportada para
cada guia.

Embora nos traga informagoes extremamente importantes, o aparato HBT ¢é relativa-
mente simples de se analisar, uma vez que nao ha o chamado backscattering, i.e., reflexoes
de volta para os guias de emissao. Efeitos de backscattering aparecem quando imple-
mentamos mais condigoes ao sistema, como por exemplo, simetrias. Isso ocasionara em
efeitos interessantes para a estatistica do sistema, que é exatamente o que vamos explorar

no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Simetrias: paridade, reversao

temporal e quiralidade.

Em variados contextos, um sistema pode apresentar a mesma configuracao para di-
ferentes valores de um dado parametro, por exemplo, um péndulo oscilando em 2 pontos
diferentes do universo com mesma aceleracao local da gravidade ird possuir o mesmo
periodo de oscilagao, a tal simetria, chamamos de homogeneidade do espaco.

Observamos que com este exemplo simples, podemos tomar inferéncias interessantes a
respeito do sistema como um todo, no caso, o universo. Assim, estabelecer uma simetria
tem consequéncias diretas no sistema, isso foi formalizado apds o famoso teorema de
Noether, concebido no comego do século XX[43], onde este associa para cada simetria
uma lei de conservagao, por exemplo, assumindo-se a homogeneidade do espago, pelo
teorema de Noether, temos a conservacao do momento linear.

Com o advento das equagoes de correlagao do capitulo anterior, temos uma forma
alternativa de analisar as consequéncias da imposicao de simetrias do sistema analisando
o efeito disso no processo de espalhamento, para tanto, precisamos trabalhar como im-
plementar simetrias na matriz de espalhamento. Para dar inicio a tal tratamento, vamos

tomar o formalismo mais simples conhecido.

3.1 Paridade e Reversao Temporal

Na grande maioria das equacoes que descrevem os mais variados sistemas, hé a pre-
senca implicita de muitas simetrias, nao que isso seja uma condi¢ao sine qua non para
estabelecer uma lei da natureza, mas porque a presenca de simetrias inevitavelmente
agrega caracteristicas gerais de muitos sistemas, como é o caso das chamadas paridade(P)
e reversao temporal(T).

A paridade consiste na propriedade de reflexao espacial do sistema, 7 — —r. Esta esta

intimamente ligada a homogeneidade do espago: nao ha razoes para o sistema comportar-
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se diferentemente devido a troca do sentido das coordenadas do sistema, como podemos
ver pelo esquema na Figura 3.1, de um problema dinamico de uma forca F' atuando em
um corpo de massa m. Expressamos tal problema utilizando as coordenadas cartesianas

e o mesmo eixo formado pela paridade, como podemos verificar na Figura 3.1

183

Figura 3.1: Anélise da paridade em um problema cléssico.

Se enderecarmos o tratamento newtoniano para esse problema, temos que a troca
por paridade deve ter o mesmo resultado, afinal, tal troca nao altera as caracteristicas
dinamicas do sistema. Esse fato sucede em outros contextos, como ¢é o caso das equagoes
de Maxwell.

De maneira andloga, podemos analisar tal comportamento para o tempo, no entanto,
como este nao é coordenada nas teorias classicas, deve-se tomar o sistema “involuindo”
no tempo(como um video sendo reproduzindo do fim para o comego). Para sistemas
fisicos, essa “involugao” no tempo deve ser simétrica uma vez que nao se deve privilegiar
a ocorréncia de um dado comportamento em um dado instante, assim, estabelece-se a
chamada reversao temporal, t — —t.

Assim, como a paridade, a reversao temporal também esta presente em muitas leis da
fisica, como a ja citada segunda lei de Newton e qualquer outra lei com derivada segunda
do tempo, como a equacao da onda. Para teorias ondulatérias, é necessaria apontar uma
pequena sutileza, pois, para uma func¢ao dependende do tempo f(t), podemos desmembré-
la em ondas aplicando a transformada de Fourier, aplicando a reversao temporal, so

reobtemos a funcao f aplicando o complexo conjugado, a saber

—+00

f-0 = [ gwre i,

—00

+oo

fr(—t) = / g (w)e™'dw,
fr(=t)=f(t), (3.1)
assumimos também que as amplitudes g sao reais, assim, a reversao temporal acarreta
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em solucoes reais para a descricao de um dado sistema.

E importante comentar também que a andlise das simetrias de paridade e reversao
temporal para linhas espectrais e orbitais atomicos ocasiona nas chamadas regras de
sele¢do, como a regra de Laporte e a degenerescéncia de Kramers[36].

Por outro lado, a quebra dessas simetrias também nos traz informacgoes 1teis para o
sistema, como no caso das interagoes fracas[44]; para a quebra da paridade e do famoso
problema da seta do tempo[45], que engendra discussoes de ordem ontoldgica da fisica,
como o paradoxo de Loschmidt, problema em aberto ha mais de 100 anos.

No entanto, aqui vamos nos ater a implementar essas simetrias no problema do espalha-
mento quantico, para tanto, podemos utilizar um formalismo que introjeta tais simetrias

na sua prépria descri¢ao, que é o que vamos desenvolver agora

3.2 O Formalismo P7T.

No capitulo 1, introduzimos os principios da mecanica quantica em um apelo menos
formal, contudo, na década de 30, P. Dirac trabalhou a mecanica quantica introduzindo
o formalismo braket, ja utilizado aqui[47]. No seu formalismo, Dirac também estabeleceu
a condicao no qual o sistema gera “bons nimeros quantico”, i.e., que possuem corres-
pondéncia com a medicao. No caso do espectro do sistema, F, para se obter valores
reais, é necessario que consideremos um sistema fechado e descrito por um hamiltoniano

hermitiano, a saber

H=H" (3.2)

isso garante automaticamente a obtengao de autovalores reais quando aplicado na equagao
(1.11).

Embora a assumpcao de Dirac seja suficiente, nao se pode concluir que ela seja ne-
cessaria, uma vez que esta nao possui nenhuma justificativa fisica, o que ocasiona em
uma certa liberdade para estabelecer formulagoes que possam englobar (3.2) e descrever
aspectos mais genéricos de sistemas quanticos. Por exemplo, existem formulagoes de ha-
miltonianos nao-hermitianos para descrever processos dissipativos [48, 49] e decaimentos
radioativos[50]

Isso foi levado a outro patamar por C. Bender e S. Boettcher ao estabelecer que o
operador hamiltoniano nao precisa ser hermitiano, mas sim, ser invariante por simetria

de paridade e reversao temporal. Com efeito, se procedermos com a troca de paridade e
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reversao temporal na equacao de Schrodinger, temos

PTHU(F,t) = Pﬁh%,
PTH(PT) ' PTU(7\t)=PT {ih%} (PT)"PTU(F,1),
hQ = = - . . A\ __’7 —1
A (== )+ V(- = (Cip
ﬁ2 Y . . N o a\ll*( F, —t)
—%V U* (=7, —t) + V(r)U* (=7, —t) = ih By )
e (=7, —t) — in %Y SZ’ ) (3.3)

Na segunda linha, avaliamos o comportamento do operador hamiltoniano frente a uma
transformacao de paridade e reversao temporal, ao passo que também vimos o efeito de
tal operacdo na fungao de onda utilizando (3.1) juntamente com a inversdo devido ao
operador paridade. Avaliar concomitantemente o comportamento temporal do operador
e do estado é chamado de representacao de Dirac, no entanto, nao vamos entrar no mérito
das representacoes das bases no momento, por ora, vamos manter em mente que estamos
interessados em saber o comportamento do sistema com respeito as simetrias. Também,
implicitamente, assumiu-se que o potencial é invariante por paridade. Isso demonstrou
que sistemas quanticos podem ser descritos também estabelecendo-se a simetria obede-
cida. Outrossim, Bender e Boetther efetivamente demonstraram que osciladores quanticos
com termos imaginarios lineares possuem espectro real de energia, a menos que haja uma
quebra espontanea das simetrias de paridade e reversao temporal[51]. Varios outros traba-
lhos foram gerados a partir da assumpgao da simetria PT[52, 53], em particular, citamos o
trabalho de H. Schomerus onde este avalia o processo de espalhamento unidimensional de
uma cavidade que obedece a simetria PT por intermédio de um mecanismo de absor¢ao
e amplificagdo do sinal da particula [54]. Vamos trabalhar o modelo de Schomerus, no

entanto, estendendo este para o caso bidimensional com 4 guias.

3.3 A Cavidade HBT-PT.

Para construir uma cavidade com simetria de paridade e reversao temporal, Scho-
merus analisou o sinal de uma particula a partir de um mecanismo de sec¢oes de bom-
beamento. Essas seccoes podem tanto amplificar quanto atenuar o sinal da particula,
quanticamente, isso consiste em criar ou aniquilar particulas. Com essas informagoes,
podemos tratar as secgoes como pontos de espalhamento quantico, como podemos ver na

Figura 3.2.
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Figura 3.2: Representacao esquematica de uma seccao amplificadora-atenuadora.

Assim, sec¢oes de amplificagao-atenuacao podem ser representadas por uma matriz de
espalhamento Sy que conecta as amplitudes de probabilidade da particula, para o caso de

2 guias ligados a seccao, temos a matriz de espalhamento

t
so={ ) %),
ty 1o
0 ¢t
Sy = o], (3.4)
to O

onde fizemos ro = r, = 0 e ty = ¢, para representar uma sec¢ao que somente amplifica ou
atenua o sinal, assim, ty deve ser interpretado como o fator de bombeamento da seccao.
O fator ¢y, pode ser compreendido também como uma fonte de quebra de simetria de
reversao temporal, uma vez que aquele ird contribuir com uma fase extra na amplitude
de espalhamento. veremos adiante que essa fase é o que ird determinar os pontos de
ressonancia do sistema.

Entao, para implementar a simetria PT com a cavidade a partir de secgoes de bombe-
amento, é necessario que haja uma relagao entre os fatores de bombeamento entre uma
seccao amplificadora e outra atenuadora, como podemos ver no esquema apresentado na
Figura 3.3.

JAVAVAVAVA Peisracett et AVAVAVAVAL
AMPLIFICADORA| ATENUADORA

Figura 3.3: Representacao esquematica de uma cavidade de bombeamento com simetria
PT.

Observamos que o sistema ¢ invariante por simetria de paridade e reversao temporal.
O ponto interessante desse sistema é que Schomerus identificou um regime na cavidade em
que a emissao de radiacio é autossustentavel!. Esse regime s6 é possivel quando o sistema
é encerrado por barreiras de tunelamento, a fim de que haja a chamada retroalimentacao
do sistemal[35], e quando ha a quebra da simetria PT. Podemos observar a representagao

esquematica do sistema e de todas as amplitudes possiveis na Figura 3.4.

Ltraducdo livre de “self-sustained’.
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Figura 3.4: Representacao esquematica da cavidade com simetria PT encerrada por bar-
reiras de tunelamento: por H. Schomerus [54].

Vemos que as barreiras de tunelamento também contribuem para o processo de espa-
lhamento, ocasionando em amplitudes de transmissao e reflexao, assim, podemos repre-

sentar a matriz de espalhamento das barreiras como

VI-T /T

St = — ,
. WT  VJ1-T

(3.5)

onde I' é a probabilidade de transmissao da barreira. Além da retroalimentacao, podemos
estudar o regime resonante da cavidade tomando I' — 0, o que levara a cavidade so
realizar transporte quando a energia do sinal da particula assumir o valor de uma de suas
ressonancias. Essa técnica é muito util para estudar propriedades de cavidades fechadas,
no nosso caso, as simetrias, o que faremos mais adiante.

Observamos que para representar a cavidade pelo processo de espalhamento, devemos
atuar o operador P7 na matriz de espalhamento Sy, andlogo a como foi feito em (3.3).

O resultado dessa operacao é dado por
PTSy = 0,5 oy, (3.6)

onde o, é a chamada matriz de Pauli. A demonstracao de (3.6) é feita no apéndice D.

Aplicando para secgoes balisticas, tomamos (3.4) em (3.6), vem

0o L

PTSo=| ; " |. (3.7)
— 0
o

Para que o processo acima seja representado por uma unica matriz de espalhamento, é ne-
cessario acoplar todos os elementos que ocasionam no espalhamento(barreiras e cavidade)
através da técnica que iremos apresentar a seguir para o caso de 4 guias.
Aparentemente, terfamos o aumento do grau de complicacao do problema, uma vez
que aumentamos em uma dimensao o espalhamento das particulas, entretanto, se encon-
trarmos a matriz de espalhamento do sistema, podemos utilizar as equagoes de correlagao

para imediatamente caracterizar o ruido de disparo e fazer as devidas andlises. Para
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tanto, devemos tomar um centro espalhador e acoplar o mecanismo de bombeamento e
as barreiras para estabelecer a simetria PT e fazer andlise das ressonancias. Esse centro
espalhador nao deve possuir backscattering, para que nao interfira na transmissao do sinal.
Fortuitamente, ja temos um sistema com essa caracteristica que é o aparato HBT, assim,
para realizar o mesmo tratamento de Schomerus para 4 guias, tomamos o esquema da

Figura 3.5.

4 "
Qo b5
SFz
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a /
2 b2
a2 b2
/ "
by b, by as a3 =5
S -~ S, - PTSo St
T 0 r ;i
" / a b b b3
ay ay 1 3 3

b4l/ ay
/ !
b4l/ ay

SI‘2
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Figura 3.5: Representacao esquematica da aparato HBT acoplado a seccoes de bombe-
amento e barreiras de tunelamento: por E. Frade Silva, A. L. R. Barbosa, J. G. G. S.
Ramos. [42].

Como dissemos acima, o aparato HBT foi escolhido para que nao interfira na trans-
missao do sinal, assim, aplicamos nas entradas de Sypr, definida em (2.62), valores de igual
probabilidade de reflexdo, r e transmissio, ¢, do espelho, assim, temos —r = it = /2 /2.
Isso também permite que fagamos a troca dos indices dos guias 3 = 4, como veremos
a seguir, facilitard para escrever a equacao de espalhamento. Assim, podemos escrever

todas as equacgoes de espalhamento de cada parte do sistema, respeitando as amplitudes

29



de entrada e saida para cada componente, a saber

bl 0 0 1 —1 aq

b 21 0 0 —

Y “ . (3.8)
bg 2 1 4 as

by i1 ay

0 0
0 O
blz . 0 t() CL;
(2)-(e8) () =
Viyo . 0 % Uiyo
()=o) (i) =
v\ [ VI-T T a’ (3.11)
a B ivT  V1-T v ’ '

ondei=1,2ej=1,2,3,4. Para expressar o sistema acima somente com uma matriz de
espalhamento, devemos eliminar as amplitudes internas, a,b,d’,b’, e escrever a equacao
de espalhamento somente com as amplitudes externas. Primeiramente, substituimos a e
b de (3.9) e (3.10) em (3.8), o que fard que a equagao de espalhamento seja escrita em

termos de a’ e V', a saber

h 00 1 —i focy
t - /
0 toa
bl Valoo —i Zgz
b |7 214 0 o0 = |
tb fg
. i1 0 0 ay
b th
v, 00 1 —i ay
11 v, 21 00 —i 1 11 !
Dlag <—, —,tS,tEk)) /2 = _\/__ ! Dlag <t07 tO? T _*) a,2 )
to” to A 2 114 0 0 to 1o a
b, i1 0 0 ay
v} 00 1 —2 al
v, 2 11 00 —i 1 11 !
12 — _£Dlag (to,to, —, _*> v Dlag (t();t07 ) —*) a/2 )
b, 2 sty 14 0 0 to 1o a;
b, i 1.0 0 a
v, 00 1 —i a
by | V2t | 00 —i 1 ah (3.12)
v, | 26|14 0 o0 ay |’ '
v, i 1 0 0 d,

onde Diag(...) é a notacao para a matriz diagonal e o argumento sdo as respectivas entra-

60



das. Observamos que o acomplamento da matriz HBT com as seccoes de bombeamento
resultaram em uma matriz ainda balistica, isso ja era esperado, uma vez que tanto o
aparato HBT quanto as secgoes sao balisticas. Outro ponto interessante é que, ainda que
tenhamos acoplado as seccoes de maneira a garantir a simetria PT, a matriz de espa-
lhamento acima possui a mesma estatistica dada pelo aparato HBT, (2.63)-(2.65), isso
também j& era esperado, dado que um sistema com simetria PT, como o visto na Figura
3.3, nao altera o sinal da particula, e mostra também que a disposicao das secgoes esta ab-
solutamente simétrica. E importante notar também que a matriz de espalhamento acima
nao ¢ hermitiana, isso se deve a insercao do sistema de bombeamento, no entanto, como
dissemos anteriormente, a estatistica desse sistema ainda informa valores reais, o que esta
de acordo com o formalismo de Bender-Boettcher.

Agora, acoplando as barreiras, fazemos o mesmo procedimento de substituir as am-
plitudes o' ¥ de (3.11) em (3.12), e com um pouco de dlgebra, temos a equagao de
espalhamento do sistema escrita em termos das amplitudes mais externas, a” e b”, cuja

matriz de espalhamento total é dada por

s 0 s —id
1 0 o ! /
St = - ; A (3.13)
(1-T) (t_o) 1| & i s 0
‘0 s s 0 s

5= 1—r{(§—g)2—1], (3.14)

g _Y2hp (3.15)
2t
A demonstracao da matriz de espalhamento é feita no apéndice E. Como a matriz acima
tanto faz a descricao do aparato HBT, quanto estende o sistema PT de Schomerus, cha-
mamos o sistema acima de HBT-PT.

Observamos que o acoplamento das barreiras ocasionou em termos de reflexao, repre-
sentado na diagonal principal da matriz de espalhamento. Tomando I' — 0, isso carac-
terizarda um sistema fechado, temos que somente os termos da diagonal nao se anulam,
o que informa a descri¢ao correta do sistema: se a probabilidade de transmissao é muito
pequena, o sistema sé possuird amplitudes de reflexao. Podemos ver isso de forma mais
clara se aplicarmos as entradas da matriz Sy nas equagoes de correlagao (2.38) e (2.48).

Para tanto, injetamos duas particulas pelos terminais 1 e 2, as possiveis configuracoes
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serao dadas por

((An1)?) = ((Ang)?) = 0, (3.16)
((Ams)?) = (Ana)?) = § (L= el T2, (317)
’(1 -7) (;-g . 1'
(2) -1
(AniAny) = (1 —T)? - (3.18)

F4

(AngAny) = ;
() -

S(1+€[I]). (3.20)

N | —

As equacgoes acima representam a estatistica do aparato HBT-PT, por intermédio do
ruido de disparo. Com estas, é possivel fazer andlise tanto tedrica quanto experimental
do sistema acima.

Novamente, se aplicamos I' — 0, temos que a estatistica se reduz a (An;Ang) = 1,
0 que representa as particulas refletidas pelos mesmos guias em que foram injetadas.
Entretanto, se implementarmos a condigao Im (¢2) = 0 para o parametro de bombeamento,
reobtemos a estatistica HBT, (2.63)-(2.65), independentemente do valor da barreira. A
independéncia do transporte das particulas em relacao as barreiras deve ser entendida
como a condic¢ao de ressonancia do sistema. Também, pode ser interpretada como o regime
em que ha a quebra de simetria PT, uma vez que o transporte da particula independente
do valor da barreira de tunelamento indica que as particulas atingiram uma ressonancia do
sistema ou, em termos matematicos, um pélo da matriz de espalhamento, tal condicao s
é possivel quando as simetrias do sistema sao quebradas[55]. Também nos mostra relagao
intima da barreira para com as simetrias internas do sistema, esse fato é 1til, por exemplo,
para criar modelos com simetria PT de sistemas que possuem barreira de tunelamento,
como o diodo[56, 57]. De fato, ja existem formulagoes e simulagoes que analisam a quebra

de simetria para sistemas de bombeamento andlogos a HBT-PTI[58, 59].

62



Podemos sumariar todas as assumpgoes acima tomando as correlagoes abaixo

1_—6‘1’2 se Im(tp) =0
(An3)2 = (An4)2 = 4 ’ ; (321)

0, se Im(ty) # 0

1+ €|T)? B
(nany) = y v selmlto) =0 (3.22)

0, se Im(tg) #0

] 0, seIm(ty) =0
(ning) = { 1, se Im(ty) 2 0 ; (3.23)

E importante comentar que o resultado acima rendeu uma publicagdo em [42] e estd
presente no apéndice G.

Para finalizar esta seccao, podemos elaborar um toy model de transporte quantico
muito interessante. Unindo os guias 3 e 4 em um unico guia, podemos evitar o problema
da superposicao dos estados para o caso de transporte de elétrons aplicando um campo

magnético na regiao intermedidria, como vemos na Figura 3.6.

N
/

Figura 3.6: Representacao esquematica do toy model utilizando o aparato HBT-PT .

O

Tomando mais uma vez o regime de sistema fechado, temos que a estatistica do sistema
acima serd dada por (3.21)-(3.23). Uma vez que temos o controle experimental do fator
de bombeamento, a construgao acima permite que tenhamos o controle do transporte das
particulas pelo sistema, o que ocasiona no modelamento de um sistema para estatistica
de contagem[60].

E muito interessante o efeito do acoplamento da simetria PT em um sistema de trans-
porte quantico, sao muitas as aplicacoes que podem resultar desse acoplamento. E possivel
descrever mais sistemas se aplicarmos mais simetrias no sistema de transporte, em parti-
cular, uma estrutura muito interessante e descoberta recentemente, o grafeno. Para tanto,

vamos iniciar o estudo da chamada simetria quiral.
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3.4 Quiralidade: grafeno.

A simetria da quiralidade foi primeiramente introduzida por L. Pasteur, onde este
descobriu que os detritos que se depositavam no fundo dos barris de vinho devido ao pro-
cesso de fermentagao nem sempre possuiam a mesma propriedade ética: uma parte desses
detritos ja era o conhecido acido tartarico. Este possui a propriedade ética de desviar a
luz polarizada para a direita, na quimica isso é chamado de propriedade dextrégira. A ou-
tra parte dos detritos, chamada de mistura racémica, nao apresentavam essa propriedade,
i.e., eram oticamente inativos. Pasteur investigou esse fato tomando a mistura racémica
e separando manualmente a por¢ao que desviava a luz para a direita, i.e., o préprio acido
tartarico. Assim, isolando a parte restante da mistura racémica, Pasteur observou que
esta desviava a luz para a esquerda, caracterizando assim, uma substancia levégira, o qual
ele denominou de acido racémico.

O mais interessante é que o acido tartérico e o racémico compartilham de absolu-
tamente todas as propriedades fisicas(ponto de ebuli¢ao, fusao etc.), o que diferia era
somente a atividade 6tica. Assim, Pasteur estabeleceu que o acido tartarico e racémico
possuem a mesma constituicao atomica, com o arranjo espacial simetricamente especular,

como vemos na Figura 3.7.

HO CO,H
HC

Figura 3.7: Acido tartérico e 4cido racémico, respectivamente.https://alunosonline.uol.
com.br/quimica/historia -isomeria-optica.html

Observamos que o acido tartarico e o racémico nao sao sobreponiveis, i.e., se colocar-
mos um composto sobre o outro, veremos que os atomos nao vao assumir as posicoes dos
seus correspondentes, assim como nossas maos: colocando uma em cima da outra, vemos
que os dedos nao correspondem. Isso sé acontece quando juntamos as palmas, que é jus-
tamente a simetria especular. Por essa razao, dizemos que a simetria acima é chamada de
quiral, do latim, khéir, que significa “mao”. Para bdsons, quiralidade também é chamada
de helicidade.

Formalmente, dizemos que um determinado sistema possui simetria quiral, ou é dotado

de quiralidade, quando representamos o sistema especularmente e nao obtemos a mesma
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configuracao. Como vimos com o exemplo acima, algumas estruturas moleculares possuem
quiralidade, isso pode influenciar na reacao do composto em um dado experimento. Em
fisica, a presenca da quiralidade ocasiona em graus de liberdade internos do sistema.

Para verificar a ultima alegagao, consideremos uma particula. A principio, esta nao
teria quiralidade, uma vez que particulas deve ser indistinguiveis, assim, sua imagem
seria igual. Mas, como vimos no exemplo do dcido tartarico: bdsons(no exemplo, a luz)
possuem um grau de liberdade interno, uma vez que ao interagir com o composto, este
polarizou para a esquerda ou direita. Quando o acido tartarico estava misturado com o
acido racémico, haviam bdsons tanto polarizado para a esquerda quanto para a direita,
como se trata de uma quantidade fisica de valores opostos, isso acarretara no cancelamento
da polarizacao, que resultou no anulamento da atividade ética.

Para férmions, ja citamos na introducao o experimento Stern-Gerlach, que se trata
do bombardeamento de dtomos de prata em um campo magnético nao-uniforme(Figura
3.8). Como os atomos de prata sdo ions positivos de carga +1, por conservagao de
momento angular, este deve ter a rotacao intrinseca oposta do elétron liberado para a
formacao do fons. Assim, ao interagir com o campo magnético, analogamente a luz para os
acidos tartarico e racémico, os atomos de prata alinhavam-se paralela ou antiparalelamente
aquele, assim, quando projetamos esses atomos de prata em uma tela, a quiralidade ira
expressar-se através de um buraco no centro da mancha formada devido ao feixe de

atomos, como vemos na Figura 3.9.

»
Beam of o [T —
silver atoms i
Oven [ Z[\ ’jﬂ —_—
with silver . -
Figura 3.9: Resultado do experimento de

Figura 3.8: Aparato Stern-Gerlach: por H. Stern-Gerlach: por W. Gerlach, O. Stern.
Wennerstrom, P. Westlund. [62] [63].

Assim, ja que o atomo de prata adquiriu um momento angular nao-nulo devido a
ionizacao de um elétron, concluimos que o elétron possui quiralidade, o qual ja dissemos
se tratar do spin. Isso traz consequéncias interessantes, pois é um grau de liberdade
extra que caracteriza o estado do elétron, assim, cada orbital eletronico pode comportar

2 elétrons, devido a presenca do spin. Como no caso bosonico, também chama-se a
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quiralidade de helicidade, no entanto, esta ultima é definida como a projecao do spin na
direcao do momento linear do férmion em questao.

A quiralidade, pois, é um fato. No entanto, se enderegarmos um tratamento quanti-
tativo para um sistema quantico através da equacao de Schrodinger, a quiralidade nao
se expressa naturalmente, assim, é necessario estabelecer aquela de maneira ad hoc na
solugdo, como é o caso do atomo de hidrogénio[64]. Por outro lado, se tomarmos o trata-
mento relativistico(e.g. equacao de Dirac e Klein-Gordon), a quiralidade da particula se
expressa naturalmente, como também o aparecimento de sua antiparticula[65], em parti-
cular, uma estrutura muito interessante para analisar essas caracteristicas é o grafeno.

Descoberto em 2004 por C. Novoselov e A. Geim[66], o grafeno consiste em uma
rede cristalina bidimensional em forma de favo de mel com carbonos dispostos em cada
vértice, em outras palavras, o grafeno consiste em uma estrutura cristalina da espessura

atomica(Figura 3.10).

Figura 3.10: Modelo de um grafeno: por E. Frade Silva et al. [67]

Essa disposicao confere ao grafeno propriedades muito interessantes, uma vez que dada
a sua bidimensionalidade, é possivel construir outros sistemas tridimensionais, como por
exemplo, se for introduzido disposicoes pentagonais nas ligagoes da rede do carbono, pode-
se formar o fulereno, muito utilizado na sintese de compostos quimicos. Se contorcermos
o grafeno de maneira a obter-se a forma geométrica de um cilindro, temos o nanotubo de
carbono, muito utilizado na nanotecnologia pelas suas proriedades de conducao térmica,
elétrica e mecanica. Também, se empilharmos o grafeno em varias camadas, temos o gra-
fite(Figura 3.11). Com efeito, o grafeno foi descoberto a partir de detritos de experimentos
de grafite.

As caracteristicas de transporte do grafeno sao igualmente interessantes, uma vez que
o elétron é transportado pelo grafeno a velocidades da ordem da velocidade da luz[69], isso
se deve principalmente aos elétrons do orbital nao ligado a rede, uma vez que o carbono
possui 4 ligagoes. Para analisar o transporte, é necesséario estudar as propriedades de bulk
do grafeno, assim, deve-se enderecar um tratamento de teoria de bandas para entender o
comportamento dos portadores no grafeno, para tanto é necessario estabelecer os vetores
que definem a rede de Bravais do grafeno, isso é feito considerando uma superposi¢ao

de 2 camadas triangulares[70], como j& contemplado na Figura 3.10. Assim, toma-se
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Figura 3.11: Fulereno, nanotubo de carbono e grafite a partir de uma folha de grafeno:
por A. Geim, K. Novoselov. [68]

a chamada aproximacao tight-binding, onde se considera somente as interagoes com os
vizinhos mais proximos. Utilizando o chamado hopping model, onde estabelece-se que a
dinamica do elétron na rede é regida por operadores de criacao e aniquilagao que atuam

nos vizinhos mais préximos ao longo da rede, a saber

H=—t> al by, +0b a,, 3.24
107] 10 ]

(i3);0

onde @ e b sdo operadores das subredes e o a direcao do spin e t é o chamado parametro
de hopping. A notagdo () indica que a soma ¢ feita somente para vizinhos proximos.
Com efeito, o modelo acima contempla o transporte do elétron ao longo de cada dtomo
de carbono da rede. Realizando o devido tratamento algébrico feito na referéncia [70],

obtém-se a chamada banda de energia do grafeno, como vemos na Figura 3.12.

Figura 3.12: Banda de energia do grafeno, acentuando o ponto de Dirac: por A. H. Castro
Neto et al. [71]

Podemos ver também na Figura 3.12 os chamados pontos de Dirac, os pontos onde as
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bandas positivas e negativas se encontram. Sao assim chamados pois possuem a mesma
relacao de dispersao da luz no vacuo, o que ja era esperado, pois, como dito, os elétrons
movem-se relativisticamente no grafeno. E interessante notar também que para energias
abaixo desse ponto, temos a predominancia de buracos no transporte, acima, a de elétrons.

Outrossim, podemos visualizar o ponto de Dirac a luz da simetria de quiralidade,
como ¢ facil perceber na Figura 3.12, a banda acima nada mais é que a imagem especular
da banda debaixo, como estas nao se sobrepoe, temos a presenca de quiralidade. Na
pratica, a quiralidade se expressa no grafeno pela presenca dos pares elétron-buraco no
transporte, como é possivel ver no operador hamiltoniano (3.24): quando um elétron é
criado na subrede A, um buraco é criado na subrede B, e vice-versa. Portanto, devemos
estabelecer uma forma de expressar a simetria de quiralidade explicitamente a partir do
Hamiltoniano, para tanto, devemos observar que os estados quirais devem ser resultados da
operacao de um operador relacionado a quiralidade, C , resultando em energias negativas,

isso ¢ traduzido algebricamente por[72]
CHC = —1. (3.25)

Observamos que a equacao acima traz uma degenerescéncia na energia, dado que na
realidade nao existe energias negativas.

Uma das formas da identidade (3.25) ser satisfeita ¢ tomar o Hamiltoniano anti-
diagonal, isso representa um sistema descrito por continuas transi¢oes para diferentes
estados, o que precisamente descreve o grafeno; dada a discussao acima. Sob a condicao

de um hamiltoniano anti-diagonal, o operador quiralidade assume a forma

a— (0 (3.26)
0 —Iy
Outra maneira de visualizar o operador quiralidade é como reflexao com relagao ao eixo
z, assim, podemos expressar o operador C' em termos da matriz de Pauli 0., que é a
representagao (3.26) com ordem estendida.

Podemos expressar a condi¢ao de quiralidade em termos da matriz de espalhamento,
no entanto, para tanto é necessario apontar uma sutileza. Tomando um processo de
espalhamento, representamos o mesmo processo pela sua imagem especular, como vemos
na Figura 3.13

Observamos que em um procesos de espalhamento, devemos levar em consideracao
o sentido do guia de onda, como ja vimos na andlise de Fourier, para que se inverta
o sentido, é necessario tomar o complexo conjugado da funcao, para matrizes, temos o

composto conjugado, assim, a condi¢ao de quiralidade para espalhamento ¢ dada por

S =Csfe. (3.27)
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Figura 3.13: Um processo de espalhamento sob o efeito da operacao de quiralidade.

Notamos que nao ha o sinal negativo de (3.25), pois esse sinal contempla as energias
negativas referentes a antiparticula e, como vimos na Figura 3.13 e na andlise de Fourier,
mudar o sinal da energia ocasiona na inversao do sentido do guia de onda. Novamente,
para que o operador quiralidade C' assuma a forma (3.26), é necessario que S sé possua sua
diagonal principal nao-nula, como ja vimos, isso se trata de um espalhamento balistico,
o que é precisamente o espalhamento dado pelo grafeno quando a energia de Fermi do
sistema, a maior energia possivel de ocupacao dos portadores, estiver centrada no ponto de
Dirac. Assim, para modelar o transporte do grafeno em termos de matriz de espalhamento,
esta deve ser balistica e possuir simetria de quiralidade. Fortuitamente, ja conhecemos
uma matriz de espalhamento balistica, que é o préprio aparato HBT, (2.62), no entanto,
devemos ajusté-la de modo a obedecer a condigao de quiralidade (3.27), para tanto,

introduzimos uma fase na matriz de espalhamento, a saber

00 r

oo »
Sea=c | :) , (3.28)

t r 0 O

onde a fase ¢ varia de 0 a 7/2. De fato , aplicando a matriz Sy, em (3.27), observa-se
imediatamente que nao é recuperada a forma original da matriz de espalhamento, a menos
que ¢ = 7/2, portanto, a fase acrescentada é responsavel em avaliar o grau de quiralidade
do sistema, considerando o caso do grafeno, isso indica o quao longe do ponto de Dirac
a energia de Fermi estd, como também indica o grau de impureza do sistema. Caso o
portador seja bosons, ¢ avalia a chamada Quiralidade Otica[?B].

Outrossim, é importante notar que a insercao da fase ¢ nao ird modificar a estatistica
do grafeno com relacao ao aparato HBT, assim, para explorar o efeito da quiralidade,
devemos adotar o mesmo procedimento anterior de acoplar barreiras no sistema para
analisar o caso ressonante, adicionando também o sistema de bombeamento para avaliar
conjuntamente as simetrias de paridade e reversao temporal, como vemos na Figura 3.14.

O acoplamento poderia ser feito sem o uso do mecanismo de bombeamento, no entanto,

introduzindo a simetria PT, isso possibilitara o efeito de varias simetrias no transporte,
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Figura 3.14: Grafeno acoplado a barreiras e um sistema de bombeamento: por E. Frade
Silva et al. [67]..

no caso especifico do grafeno, a operacao da quiralidade na hamiltoniana do sistema
descrevera uma antiparticula, assim, a quiralidade resulta na conjugacao de carga do
portador, portanto, o sistema da Figura 3.14 possuird as simetrias de paridade, reversao
temporal e, indiretamente, conjugacao de carga, com efeito, podemos avaliar o efeito do
acoplamento das simetrias acima por intermédio da estatistica do transporte do sistema.
Assim, procedendo absolutamente com a mesma técnica para derivar (3.13), temos a

matriz de espalhamento do sistema

s 0 s —id
1 0 s —is’ &
St = 1 — e2let20)(1 —T) ¢ is s 0 ; (3.29)
Y 0 S

onde tomamos os fatores de bombeamento na forma exponencial, ty = |to|e?, e definimos

as entradas da matriz (3.29) como

s =1-T [e¥et20) — 1], (3.30)

s’ = elle+20)T, (3.31)

E importante notar que tomando o caso ¢ = 0, retomamos a matriz de espalhamento
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que descreve o caso HBT-PT. Também, devemos apontar que ainda que ¢ = 7/2, a
matriz de espalhamento St nao possuira simetria quiral, a menos que o sistema esteja em
regime ressonante, como verificaremos quando analisarmos a estatistica do sistema. Com
efeito, de posse da matriz de espalhamento, é imediato calcularmos a estatistica devido a
esse sistema por intermédio das equagoes de correlagao (2.38) e (2.48). Considerando as

particulas incidente nos guias 1 e 2, e com um pouco de algebra, temos que

((An1)?) = ((An2)2>4= 0, (3.32)
(Ang)?) = {(Ang)?) = = 3 7(1—€lI?), (3.33)
4 [1 +(1-T)2=2(1=T)cos(p + 29)]

41 -T)? [1 — cos(p + 20)] :

[14 (1 -1 — 201 T) cos(p + 26)] 3

2I%(1 —T) [1 — cos(p + 26)] i
(AniAng) = (AngAny) = (AniAny) = (AngAng) =

[1 +(1-=T)2—=2(1 —T)cos(p + 26)]2’
(3.35)
F4

<A7’L3A’I’L4> =
{1 +(1-T)2—2(1-T)cos(p+ 29)}

S(1+ €| 1]?). (3.36)

N | —

Aqui, podemos fazer algumas inferéncias interessantes a respeito das equagoes de cor-
relacao do sistema acima. As equagoes (3.33) e (3.36) denotam o transporte completo
das particulas pelo sistema, enquanto (3.34) representa a reflexdo de ambas as particulas,
backscattering total. Como dissemos anteriormente, a quiralidade vai depender do grau
de impureza no sistema, ou dopagem, entao, podemos avaliar o efeito desses tltimos no
transporte tomando o que chamamos de condigao forte para paridade e reversao temporal,
0 = 7k (k inteiro), tal condicao consiste na independéncia da simetria PT com respeito a
¢. Assim, expandindo (3.33), (3.36) e (3.34) para ¢ muito pequeno, o que indica dopar

levemente o sistema, temos

((Bn?) = 201) 1+ 2750 (357

((Anys)?) ~ ¢, (3.38)

onde ((Any.)?) denota a correlagao para o transporte das 2 particulas e ((Angs)?), a
correlagao de backscattering e f.(I), uma funcdo do overlap. A expressdo acima possui
um resultado importante: quando se toma o regime de sistema fechado, I' — 0, os termos
de correcoes devido a dopagem tomam proporcoes que passam a influenciar bastante
na estatistica do sistema, o que indica que efeitos de borda do sistema(barreiras) sao

de extrema importancia para o transporte quantico dopados ou quirais. O estudo da
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dopagem poderia ser feita também para o grafeno, bastando realizar tal expansao em
torno de ¢ = /2.

Outra caracteristica importante das equagoes de correlacao do sistema acima é como
identificar as ressonancias por intermédio das simetrias, isso é feito, novamente, tomando o
regime de sistema fechado. Vimos que para identificar o regime ressonante, como vimos no
caso HBT-PT, deve-se obter a préopria estatistica HBT. Entao, analisando as correlagoes
(3.33)-(3.36), a estatistica HBT é reobtida tomando cos(p + 20) = 1, i.e.,

o+ 20 = 27k, (3.39)

onde k é um nimero inteiro. Aqui, vemos explicitamente como o grau de pureza do sistema
se relaciona com a simetria PT, essa condicao permite encontrar todas as ressonancias do
sistema e nos mostra patentemente o quao a insercao das simetrias no sistema influencia
no transporte. Esse fato torna possivel elaborar outras propostas de sistemas com outras
simetrias que estao contidas nas chamadas classes de Cartan[74] e encontrar as respectivas
ressonancias por um procedimento analogo ao realizado aqui.

De maneira geral, é possivel obter todas as situagoes fisicas possiveis analisando a
relacao entre p + 260 e I' plotando o grafico do comportamento das func¢oes de correlagao

(3.33)-(3.36) em termos dessas variaveis, conforme observado na Figura 3.15.
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Figura 3.15: As fungoes de correlagao (3.33)-(3.36): por E. Frade Silva et al. [67].
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E interessante notar na F igura 3.15 que as correlacoes que contemplam apenas o
transporte de um dos portadores e a reflexao de outro, ((Anp gAn(s.4)), possui uma forte
dependéncia do sistema com I' na regiao intermediaria de 0 a 27. Esse fato serd utilizado
para estudar a criagao do par elétron-buraco e o grau de emaranhamento existente entre
estes. Nos outros casos, a transicao de 0 a 1 nos valores das correlagoes é mais abrupto.

Por fim, podemos encontrar todas as ressonancias do sistema cuja estrutura central é
o grafeno, apenas ajustando devidamente o sistema de bombeamento, fazendo ¢ = 7/2,

temos as condigoes de ressonancia

Ogra = T — %. (3.40)
Dessa forma, pode-se explorar melhor as propriedades de transporte do grafeno indire-
tamente pelo acoplamento do sistema de bombeamento. E interessante notar que essa
condicao também indica quando o sistema em questao quebra a simetria PT, uma vez
que se trata da condicao de ressonancia.

Novamente, apontamos que esse trabalho rendeu outra publicacao, observada na re-
feréncia [67] e no apéndice H.

Observamos também que o sistema trabalhado acima obedece o teorema CPT, devido
a O. Greenberg, onde este afirma que a quebra das simetrias de conjugacao de carga,
paridade e reversao temporal ocasionam na quebra da invariancia de Lorentz[75], uma
vez que o sistema sé possui simetria de conjugagao de carga para um valor especifico de
@, uma vez que este contempla o grau de quiralidade do sistema. Além disso, é possivel
haver invariancia de Lorentz ainda que tais simetrias sejam violadas, por intermédio de
campos nao-locais[76], o que nos remete a explorar o regime de emaranhamento do sistema
construido acima, o que faremos no préximo capitulo.

Neste capitulo trabalhamos a importancia das simetrias no transporte do sistema,
apontando que nao é necessario a condicao de operadores da mecanica quantica serem
Hermitianos para obter-se possiveis resultados experimentais. Trabalhamos as simetrias
de paridade, reversao temporal e quiralidade. Também, como foi dito anteriormente, é
possivel estender ainda mais a discussao do efeito das simetrias na estatistica do sistema,
apenas encontrando a matriz de espalhamento que obedece as devidas condigoes, no en-
tanto, para fazer tal procedimento, necessitaria abordar outros aspectos fisicos presentes

no sistema.
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Capitulo 4

Informacao Quantica: quantificando

o emaranhamento.

A tecnologia e a ciéncia coexistem de forma simbidtica: a medida que uma evolui,
a outra se desenvolve igualmente, por exemplo ha pouco mais de 300 anos, apenas 20
elementos da tabela periédica eram conhecidos, apds a concepcao das leis de Newton,
a velocidade de descobertas de novos elementos teve um crescimento exponencial até,
finalmente, a tabela ser completada[77]. Esse exemplo nos serve para motivar o inicio do
estudo da informacao quantica e sua aplicacao no transporte quantico. De fato, o advento
da informacao quantica so foi possivel pelo estudo da teoria das comunicacoes, dado que
a era dos computadores comecara.

Neste capitulo, iremos desenvolver as nocoes de informagao quantica e emaranhamento
partindo da famosa objecao a formulacao da mecanica quantica, o que ocasionou no
paradoxo EPR, desigualdade de Bell e CHSH. A seguir, analisaremos o emaranhamento
entre um elétron e um buraco, este tltimo criado devido a reflexao de um elétron por um
ponto quantico. Por fim, veremos como avaliar o emaranhamento devido a um par elétron-
buraco, transportados por um sistema qualquer, utilizando as equagoes de correlacao.
Assim, vamos dar inicio a tal estudo explorando diretamente os postulados da mecanica

quantica.

4.1 Paradoxo EPR, Desigualdade de Bell e Emara-

nhamento.

4.1.1 Postulados da Mecanica Quéantica.

Iniciaremos a discussao que levou ao que conhecemos hoje como emaranhamento,
elencando os pontos mais importantes para compreender o seu significado fisico. A ideia

do emaranhamento surgiu a fim de resolver o problema encontrado nas bases tedricas da
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mecanica quantica apontado pelo chamado paradéxo EPR(Einstein, Podolsky e Rosen)[78],
dessa forma, é natural que estabelecamos os postulados da mecanica quantica para que
possamos explorar exatamente os pontos levantados em [78], como prometido na In-
troducao. Esses postulados ja foram utilizados e discutidos implicitamente ao longo do
texto até aqui, por isso, ateremo-nos a somente os postulados necessarios para explorar o
problema em questao.

Na abordagem heuristica da mecanica quantica, estabelece-se 4 postulados para o

tratamento de um sistema quantico, a saber

Postulado 1. O estado da particula € descrito por um vetor, representado por |1y, em um

espaco de Hilbert.

O primeiro postulado estabelece que o espago matematico da mecanica quantica é o
chamado espaco de Hilbert, cuja maior caracteristica é ser um espaco infinito e complexo.
Ja discutimos em maiores detalhes esse postulado na Introducao, podemos passar adiante.

Tomando agora o segundo postulado.

Postulado 2. Toda quantidade fisica mensurdvel A € descrita por um operador hermitiano

A atuando no espaco de Hilbert.

Esse postulado é necessario para podermos encontrar a base em que vamos expandir
o estado 1), assumindo que o autoestado de A seja |a), temos, entdo Ala) = ala) e
utilizamos as propriedades de uma base completa para expressarmos [1)).

Existe algo mais sutil no postulado acima com relacao a discussao ontoldgica da
mecanica quantica: € esse que define a chamada realidade do mensuravel A, 1.€., existe um
correspondente fisico real para cada autovalor a gerado pela equacao secular A la) = ala),
por essa razao que A deve ser hermitiano, pois, é possivel demonstrar que um operador
hermitiano s6 gera autovalores reais. Embora, como ja trabalhamos no capitulo anterior,
essa condicao é apenas ad hoc, nao sendo necessario assumi-la em outros contextos.

Para o terceiro postulado, temos

Postulado 3. Fazer uma medida, de mensurdvel A, em uwma particula com estado |1))
equivale a encontrar um dos autovalores de A(com probabilidade ~ | (a|l)) |2) e modificar
o estado |¢) — |a).

Esse postulado estabelece a caracteristica probabilistica da mecanica quantica, tra-
zendo muitos outras consequéncias, uma delas o préprio emaranhamento, como veremos
adiante.

Alguns fisicos tentaram contornar a natureza probabilistica da mecanica quantica para
poder embutir o cardter classico, por intermédio das chamadas varidveis ocultas[79], no
entanto, mais tarde, veremos que tal descricao é impossivel.

Finalmente, temos o quarto postulado
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Postulado 4. O estado |¢) satisfaz a equagdo de Schridinger,

o) _ 5

sendo H o operador hamiltoniano.

Para construir o operador hamiltoniano H , devemos tomar o procedimento de quan-
tizacao dado pelo Postulado 2, a esse procedimento denominamos primeira quantizacgao.
Assim como para encontrar a forma dos operadores, devemos primeiramente estabelecer
em que espaco de Hilbert desejamos encontrar o estado [¢), apds isso, encontramos as
probabilidades que desejamos calcular por intermédio do postulado 3. Observamos que o
procedimento elencado acima utiliza o conceito de todos os postulados, o que, a priort,
descreve qualquer sistema quantico. Como veremos adiante, trataremos de um problema
quantico simples a luz dos postulados. Também, utilizamos todos esses postulados no
desenvolvimento dos capitulos anteriores, no entanto, por intermédio dos principios. Nao
ha um consenso exato na quantidade necessaria de postulados para estabelecer a teoria
da mecanica quantica[80], no entanto, em todas as formulagoes, os 4 postulados acima
estao sempre presentes e, para nosso proposito, sao suficientes.

A principio, a mecanica quantica possui uma proposta muito interessante pois destoa
do entendimento classico descrevendo muitos experimentos que a mecanica newtoniana
nao é capaz de descrever, no entanto, a mecanica quantica definida pelo seus postulados
geram algumas contradi¢oes quando confrontamos seus postulados a luz de uma filosofia
natural, como definiu Einstein, Podolsky e Rosen. Com essa alegacao polémica, iniciamos

a discussao para o paradoxo EPR.

4.1.2 Paradoxo EPR: realismo e localidade.

O artigo devido a Einstein, Podolsky e Rosen fora concebido em 1935, seguido de
longos debates de A. Einstein e N. Bohr, devido a descrenca da natureza probabilistica de
um sistema quantico do primeiro. Em correspondéncia com Max Born|[81]. Nessas cartas,
Einstein alega que a descricao da teoria quantica é incompleta, por isso sua formulacao
tem descricao probabilistica dos processos, em outras palavras, uma das caracteristicas
fundamentais da mecanica quantica para Einstein é circunstancial. Assim, se fosse possivel
construir uma formulacao onde se pode prever o resultado do observavel fisico do sistema,
a mecanica quantica recairia como caso particular da mecanica estatistica, o que tornaria
os postulados da subseccao anterior supérfluos. Essa diferenca se da no espaco de fase:
na mecanica estatistica, cada estado do sistema é descrito por coordenadas generalizadas
bem definidas, por outro lado, na mecanica quantica, as coordenadas generalizadas do
estado estao definidas em um intervalo finito da ordem de A, obedecendo o principio da

incerteza.
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Assim, para justificar o posicionamento de Einstein, estabelece-se primeiramente o

conceito de uma teoria completa
Definicao 1. Todo elemento de realidade fisica deve ter uma contraparte na teoria fisica.

Essa definicdo nao é final, no entanto, possui uma caracteristica de suficiéncia. A
importancia da definicao de completeza é introduzir a nocao de realidade. Com efeito,
fora precisamente na questao da realidade fisica da mecanica que que o artigo de Einstein,
Podolsky e Rosen questiona sua formulacao. Para tanto, estabelece-se outra definigao,

agora relativa a realidade de uma teoria em si:

Definicao 2. Se, sem causar nenhum distirbio no sistema, pudermos prever com 100%
de certeza o valor de uma quantidade fisica, entao existe um elemento de realidade fisica

a essa quantidade fisica.

Assim como a Definicao 1, esta nao é absoluta, contudo, a suficiéncia de ambas as
defini¢oes ja viabilizam a contestagao de Einstein. Implicitamente, essas defini¢oes aca-
bam por abordar o cardter ontolégico de uma dada teoria. E imediato observar que
existem formalismos que cumprem tais condi¢oes, como a mecanica classica, eletromag-
netismo e relatividade, no entanto, ao confrontar a mecanica quantica com tal definicao
por intermédio dos postulados, imediatamente temos uma disparidadae entre os mesmos.
Especificamente do Postulado 2 e 3 como comentamos na ocasiao, podemos ver isso mais
claramente no exemplo dado por Einstein, Podolsky e Rosen.

Assumindo um estado de uma particula dado por |¢), expressamos este na base das
coordenadas, 1(z) = (x[ip). O comportamento da particula é descrito completamente
pela funcao de onda 1, assim, devemos realizar testes na mesma para saber se a mecanica

quantica possui realidade fisica. Tomando a fungao de onda como
Y(x) = entor, (4.2)

Em termos da ética, a funcao de onda (4.2) descreve uma particula livre monocromatica,
em termos dinamicos, essa particula possui uma energia bem definida.

Tomando o operador momento, p, para o caso unidimensional dado por

. 0
p= —Zh%. (4.3)

Se aplicamos o operador momento na fun¢ao de onda (4.2), temos que

Py () = potp(x). (4.4)

Pelo postulado 2, podemos afirmar que o momento da particula é bem definido antes de
realizar a medida, uma vez que a funcao de onda é monocromatica, apresentando, pois,

um carater real para a mecanica quantica até aqui, dada as definigoes acima. Contudo, o
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tratamento acima sé foi possivel porque, implicitamente, abrimos mao do conhecimento
da posi¢ao da particula ao expandir o estado [¢)) no espago das posigdes, assim como
o operador p. Em outras palavras, nao teriamos como prever com exatidao os autova-
lores do operador Z no espaco das coordenadas, pois este contempla todas as posicoes
possiveis, ocasionando na natureza probabilistica da posicao. Ainda que fosse possivel
medir a posicao da particula, para um caso ligeiramente mais complicado como uma
particula que possa ter dois momentos possiveis, p; e ps, a condicao de realidade fisica
para a quantidade momento é quebrada, pois, de acordo com o postulado 3, existiria
um carater probabilistico para medir p; e ps, e isso estd de acordo com o principio da
incerteza, uma vez que, em se tratando de variaveis canonicamente conjugadas, nao é
possivel obter obter informagoes de uma quando sabe-se exatamente o valor da outra.
Esse argumento ja esta embutido no Postulado 3, podemos verificar isso pelo caso acima:
quando realizamos a medida operando p, perturbamos o sistema de forma a impossibilitar
a medida concomitante de Z. Além disso, um outro problema é a questao da chamada
localidade. Esta nao é discutida explicitamente no artigo do paradoxo EPR. Na ocasiao,
a questao da localidade foi abordado como uma contradicao logica devido a formulagao
da mecanica quantica, como iremos argumentar a seguir utilizando o exemplo devido a
D. Bohm.

Consideremos um nucleo radioativo que realiza emissao de raios gama. Sob um pro-
cesso especifico, foi medido que a energia do féton do raio gama converte-se na massa
equivalente a de um elétron e um pdsitron, esse processo ¢ chamado de criacao de
pares(y — e~ + e*). Considerando o momento angular do niicleo zero, tornamos nossa
atencao para o spin de cada particula produzida. Por conservacao do momento angular,
temos que o estado que descreve concomitantemente o spin do elétron e do pdsitron é

dado pelo estado antissimétrico

1
E

onde o denota o spin da particula em questao. Temos que utilizamos a notagao de um

() = 1), (4.5)

|Oe-0e+) =

estado que descreve 2 sistemas diferentes, elétron e o pdsitron, pois estamos utilizando a
linguagem do estado de Fock para tal representacao.

A partir do estado (4.5), podemos calcular a probabilidade de se obter uma determi-
nada configuragao do spin do par elétron-pésitron, se definirmos um operador cujos au-
tovetores sejam os estados [1]) e [{1). Contudo, pelos postulados da mecéanica quéantica,
o estado (4.5) s6 possui realidade fisica apés o processo de medida, antes disso, os spins
do elétron e do pésitron sao dados por probabilidades. O grande problema apontado por
Einstein et al é que, dada a configuragao acima, se medirmos o spin do elétron, isso indi-
caria que o poésitron assumiu a diregao oposta para que haja a conservagao do momento

angular, ainda que tal processo de medigao ocorresse a uma distancia infinita entre os
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pares. Claramente isso contraria a definicao 2, ganhando o carater de paradoxo. A época,
isso parecia absurdo, pois nao havia nenhum componente fisico que levasse a informagcao
da medigao realizada no elétron para o poésitron, por exemplo. Por essa razao, Einstein
denominou esse fato de “assustadora acao a distancia!”, ao passo que E. Schrodinger deu
a famosa alcunha de Emaranhamento?.

Além disso, se construirmos uma analogia utilizando o fato acima para dois sistemas A
e B quaisqer que possuem estados descritos concomitantemente, se fizermos medicoes no
sistema A, pela mecanica quantica, acabamos por perturbar o sistema B, o que interfere
na descricao de realismo do ultimo, criando novamente uma contradicao. Atualmente,
esse fenomeno é conhecido por nao-localidade.

Pelas razoes elencadas acima é que se pode tomar a conclusao que a mecanica quantica
¢ uma teoria fisica incompleta. Somente quase 20 anos depois, David Bohm elabora um
formalismo alternativo para incentivar o debate epistemoldgico da mecanica quantica[81],
onde ele propoe uma descricao da teoria quantica através de variaveis ocultas, o que a
principio assegura a localidade, logo, o realismo. Contudo, 10 anos depois, o formalismo
de Bohm mostrou-se incorreto com o advento do teorema de Bell, como descreveremos

agora.

4.1.3 Teorema de Bell e Emaranhamento.

John S. Bell foi um fisico de particulas experimental e diletante nos fundamentos da
teoria quantica. Em 1966, ele reascendeu a discussao epistemoldgica da mecanica quantica
quando demonstrou o seu famoso teorema|82].

O teorema de Bell é uma maneira de verificar se um determinado formalismo para
a teoria quantica fornece uma descricao fisica real, por essa razao, dizemos que é um
teorema no-go. A demonstragao do teorema comega assumindo que duas particulas este-
jam interagindo inicialmente, em seguida, separam-se em sentidos opostos em diferentes
aparatos, como vemos na Figura 4.1.

Também consideramos, a principio, que os aparatos de medida A e B sejam dois
polarizadores nao-paralelos, cuja orientacao seja definida pelos vetores unitédrios a e b.
Como quantidade de medida, vamos definir respectivamente os observaveis A e B. A
seguir, assumimos que a mecanica quantica é incompleta pelo argumento do paradoxo
EPR, isso nao somente ocasiona que os observaveis A e B devem depender dos seus
respectivos vetores, como também de uma variavel oculta A\, que pode possuir dinamica

e equacoes de movimento bem definida, como argumentara Bohm, a saber

Ltraducéo livre de spooky action at a distance. Ele utilizou a mesma terminologia utilizada por Newton
com relagao a interagao gravitacional, uma vez que nao se tinha a nocao de campo na época.
2Traducao livre do alemao Verschrikunyg.
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Figura 4.1: Aparato com polarizadores com diferenca angular #: por Bell’s theorem,
Wikipedia.

A =A@\ = =1, (4.6)
B=B(b\) = +1. (4.7)

Isso faz com que a descricao da acao a distancia seja evitada, pois, a variavel oculta seria
a responsavel pelo aparente “emaranhamento” dos estados. A variavel oculta também
introduz uma densidade de probabilidade para ambos os observaveis do sistema, p()),

com a condi¢ao de normalizagao

/ p(A)dA = 1. (4.8)

Essa densidade ocasionaria uma estatistica correlacionada entre os dois sistemas, como
vimos no capitulo 2. Com efeito, agora podemos calcular a probabilidade de se obter um

dado valor @ e b tomando a probabilidade como

P@.5) = / (N A(@,\) BB, \)dA. (4.9)

Podemos ver que, pela descricao acima, que agora é possivel conceder aos observaveis A
e B realidade fisica, pois, com a variavel oculta, A e B podem ser considerados aparatos
independentes, logo, locais.

Considerando que o momento angular total da particula é zero, antes de elas se se-
pararem, temos que os observaveis A e B, se ajustados paralelamente(d = g), possuem a
seguinte propriedade

A(@,\) = —B(@, ). (4.10)

Aqui, devemos ter em mente agora que esse vinculo é estabelecido a partir da varidvel
oculta A e isso foi estabelecido antes do processo de medida, o que nos remete irreme-
diavelmente ao formalismo deterministico que Einstein tinha em mente para descrever a

mecanica quantica[83]. Considerando que estamos medindo o spin de 2 elétrons, outra
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propriedade imediata para A e B é
[A@, N)])* = [B(BN)] = 1. (4.11)
Com as propriedades acima, podemos reescrever (4.9) utilizando (4.10), a saber

P@,5) = / p(\A(@ A)A(5, \)dA. (4.12)

Tomando outra probabilidade que avalia a relagdo entre os observaveis A e C', de vetor

unitario ¢, tomamos a diferenca

P@@,b) — P(a, a)) <1+ P(b,d). (4.13)

Na segunda linha, utilizamos a propriedade (4.11), na terceira, a desigualdade triangular.
Na quarta linha, utilizamos o fato que ‘A(J, A)A(b, )\)‘ < 1epA) [1 — A(b, N\ A(Z, )\)]
é positiva definida. A inequagdo (4.13) é chamada de desigualdade de Bell e deve ser
satisfeita por qualquer teoria quéantica com descrigao realistica e local. A desigualdade
(4.13) ird permitir que avaliemos se a mecanica quantica construida a partir dos postulados
da subsecc¢ao anterior, é uma teoria local e real.

Aproveitando a notacao e o aparato da Figura 4.1, vamos construir o operador da
probabilidade que avalia o spin de A e de B. Para tanto, expandimos o operador spin
no espaco de Hilbert construido a partir da base dada pela matrizes de Pauli. Assim,

considerando o o operador do observavel A paralelo ao eixo z, temos que

. 10
Sy=0, = . 414
AT (0 —1> (4.14)

Tomando o operador do observavel B com um angulo polar # em relagao a A, temos

SB _ ( cosf  send > ‘ (4.15)

senf —cosf
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Os operadores acima expressam a medicao dada pelo aparato da Figura 4.1 utilizando os
postulados da mecanica quantica. Com isso, podemos construir o operador que descreve
a probabilidade de medicao simultanea, tomando-se a uniao dos dois espacos de Hilbert
acima, o que efetivamente é o espaco de Fock. Utilizando a definicao de produto tensorial

visto na Introducao, temos que

cos)  send 0 0

A A A senf —cosb 0 0
S=54® S5 = . 4.16
4 b 0 0 —cosf)  —senf ( )

0 0 —senfl  cosd

Agora, utilizamos o estado (4.5) para descrever os possiveis estados presentes no aparato.
Uma vez que estamos expressando o sistema pelo o eixo z da base das matrizes de Pauli,

os estados devem ser descritos pelos autovetores

|ss>=%[(;>®<?)—<2>®(é>] (@17

0
1 1
SaSg) = — ) 4.18
|A B> \/5 1 ( )
0

Utilizando o postulado 3, obtemos a medida do aparato realizando a atuacao de S no

estado (4.18), entao, temos que

send

A 1 —cost

S1SaSg) = E . , (4.19)
send

Também pelo postulado 3, temos que a probabilidade de obtencao de uma dada confi-
guracio é dado por P(A, B) = (S455|5]S4S55). Assim, tomando o bra de (4.18) e atuando

em (4.19), e com um pouco de algebra, temos que
P(A, B) = —cosf. (4.20)

Observamos que a probabilidade depende unicamente do angulo formado pelos observaveis
A e B. Podemos reescrever (4.20) em termos de a ¢ b utilizando a definicao de produto

interno

P(@,b) = —a-b. (4.21)
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Agora que temos a probabilidade escrita em termos das medidas dos observaveis A e B,
podemos fazer o teste da mecanica quantica pelo teorema de Bell.
Considerando o aparato A fixo e B mdvel, ajustamos inicialmente B de forma que

a L b, assim, temos imediatamente

=,

P(a@,b) = 0. (4.22)

Agora, ajustando B de forma que a nova direcao ¢ seja tal que forme um angulo de 45°

com o aparato A, assim, temos

P, @) = —\/g. (4.23)

Também, temos que a probabilidade entre be ¢édada por

Pb,&) = —L2. (4.24)

V2<1, (4.25)

o0 que é um absurdo. E importante apontar que a intencao inicial de Bell era a mesma
de Einstein e Bohm: demonstrar que a mecanica quantica é uma teoria incompleta, no
entanto, o resultado acima denota que, de fato, esta nao é uma teoria com realidade
local, i.e., o que Einstein chamara de “agao a distancia fantasmagorica”; o emaranha-
mento, é uma fenomeno quantico existente. Com efeito, inspirados no resultado (4.25),
muitos experimentos demonstraram que a mecanica quantica efetivamente nao satisfazia
a desigualdade de Bell, como o seminal experimento de Stuart J. Freedman e John F.
Clauser[84] e o experimento mais preciso de Alain Aspect[85], onde este consegue detec-
tar o emaranhamento entre pares de fétons em situagoes onde seria necessario velocidades
superluminais para enviar informacao de um ponto a outro do aparato. Mais tarde, ve-
remos que ambos os experimentos podem ser descritos pelo aparato HBT, por ora, para
que apliquemos o teorema de Bell em qualquer aparato, é necessario a discussao de uma
sutileza.

Embora o teorema de Bell ja demonstre a propriedade nao-local da mecanica quantica,
experimentalmente nao se deve aplicd-lo, uma vez que em um aparato real, a probabilidade
(4.21) nao ¢ totalmente vélida, e isso acarreta em um erro ao aplica-la da desigualdade
de Bell. Um dos possiveis erros é que o proprio aparato pode gerar varidveis ocultas
que relacionam-se entre si, nao permitindo avaliar corretamente se a mecanica quantica é

uma teorial local e real pela desigualdade (4.13). Dessa forma, sugeriu-se que em vez de
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avaliar a probabilidade dos observaveis em si, deve-se avaliar a probabilidade de obtencao
da média desses observaveis, pois este ltimo ja é o resultado da atuacao das eventuais

variaveis ocultas do préprio aparato. Quantitativamente, temos

P(@,b) = / p(A) (A(@, \)) (B(b, \)) dA. (4.26)
P

Agora vemos que a avaliagdo da probabilidade (4.26) é reduzida a somente a varidvel
oculta que conecta @ e b, reproduzindo um caso mais realistico. Devemos ter em mente

também que (A) < 1 e (B) < 1. Assim, podemos proceder analogamente como na
demonstracao da desigualdade (4.13), a saber

onde utilizamos na terceira linha |a —b| < |a|+|b|. Na ultima linha, utilizamos a desigual-
dade triangular novamente. Na pentltima linha, podemos justificar isso por um simples
tratamento de inequagoes do tipo |z — 1] + |z — 2| < 3, por exemplo. Geometricamente,
observamos na quinta linha que a desigualdade restringe mais o lado direito através da
adicao e subtracao do termo entre colchetes em torno do ponto 2, reescrevemos isso como
a subtracao do valor absoluto do mesmo termo em torno de 2, gerando a pentltima linha.

A desigualdade (4.27) ainda expressa o mesmo enunciado do teorema de Bell a res-
peito da realidade local da mecanica quantica, embora de uma forma mais geral. Essa
desigualdade foi devido a J. Clauser, M. Horne, A. Shimony e R. Holt[86], por essa razao,
a expressao acima é conhecida pelo acronimo dos seus autores: Desigualdade CHSH, e
pode ser utilizada para avaliar os experimentos discutidos acima. De fato, mais a frente,
aplicaremos tal desigualdade para o caso de espalhamento em nanoestruturas e analisar

como este relaciona-se com a estatistica do sistema.
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Até aqui, desenvolvemos as ideias necessarias para identificar o emaranhamento de sis-
temas quanticos, no entanto, isso levanta outras questoes como, por exemplo, é possivel
diferenciar o emaranhamento de situagoes diferentes? Um sistema pode ser mais emara-

nhado que outro? E o que trataremos na proxima secc¢ao.

4.2 Entropia e Grau de Emaranhamento.

Apés uma breve discussao a respeito do fendomeno do emaranhamento, é natural que
estejamos interessados em quantifica-lo fisicamente. O procedimento para tanto é fazer
analogias com a termodinamica, por exemplo, podemos estabelecer um critério similar
ao da 2° lei com respeito a impossibilidade de se criar um moto continuum: para o
caso quantico, estabelece-se que é impossivel, para qualquer processo reversivel, criar ou
destruir o grau de emaranhamento[87] de um dado sistema, dessa forma, veremos adiante
que uma forma bastante conveniente de medir o grau de emaranhamento, especificamente
para um sistema bipartido, é através da entropia. Assim, trabalharemos o conceito de
entropia e matriz densidade.

Esses ultimos conceitos foram formulados tomando uma via dissonante da fisica, a
chamada teoria da informagao, assim, iniciaremos a discussao a partir da ideia original

do criador de tal teoria: C. Shannon.

4.2.1 Entropia de Shannon e von Neumann

Estamos interessados em informacao. Para estocar ou reproduzir uma determinada
informagcao(por exemplo, uma palavra no computador) devemos fazer uso da nogao de
bits, afinal, para se comunicar com um computador, devemos mandar a mensagem por
intermédio de correntes no sistema, ou a auséncia desta, dai vem a chamada linguagem
bindria. Para mandar um “2” para o computador, convenciona-se na linguagem bindria
como “10”, na pratica, isso é representado por um pulso e nenhum, respectivamente.

Com isso, podemos fazer uma infinidade de acoes apenas mandando varios pulsos de
0’s e 1’s para o computador, tao logo, surge a necessidade de realizar o estudo dessa quan-
tidade de informacoes que trabalharemos, foi precisamente isso que C. Shannon trabalhou
a época[88].

Considerando um conjunto de elementos a serem codificados em linguagem bindria A,
temos que a quantidade X (A) denota o tamanho da quantidade de informacao, em bits,
necessaria para codificar os elementos de A.

Tendo dois conjuntos de elementos a serem codificados, A e B, se desejamos combina-
los, toma-se o produto do niimero de elementos de cada conjunto, A.B. Assim, para avaliar
a quantidade de informacao necessaria para codificar um elemento do novo conjunto, deve-

se levar em consideragao a quantidade que fora necessaria para codificar isoladamente as
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partes desse novo elemento, assim, temos que
X(A.B) = X(A) + X(B). (4.28)

Com isso, se estivermos interessados em enderecar uma caracteristica funcional para X,
deve-se levar em conta a codificacao para linguagem bindria dos elementos de um conjunto

A e a propriedade (4.28). Com efeito, uma possivel representacao é dada por
X (A) =log, |A|. (4.29)

Observamos que a definigdo acima obedece de imediato a condicao (4.28). Se no conjunto
A tivermos N elementos para um dispositivo de codificacdo binério, temos entao 2V

possibilidades para codificar tais elementos, temos entao
X(2Y) =log, 2" = N, (4.30)

que é a quantidade de bits necessaria para codificar os IV elementos. Além disso, a
funcao logaritmica é viavel para processos de codificagoes muito grandes, pois a escala
logaritmica desacelera o crescimento da quantidade em estudo e permite a avaliagao da
mesma, o que é extremamente adequado para os computadores, pois utiliza-se cadeias
infidaveis de codigos binarios para implementar uma dada acao.

Embora estabelecemos uma relagao funcional entre a quantidade de elementos a se-
rem codificados e a quantidade de informagcao necessaria para tanto. A grande ideia de
Shannon veio com o seguinte questionamento[89]: é possivel definir uma quantidade que
avalia quanta informacao é produzida apods a realizacdo de um determinado processo?
Vamos tomar o exemplo da lingua portuguesa: estamos interessados em descobrir uma
determinada palavra codificada por um dado processo. Sabe-se que a letra “a” é a mais
comum do portugués e que a letra “k” é muito menos comum. Dessa forma, descobrir
que uma das letras que compoée tal palavra é “k” é de muito mais valia informacional que
a letra “a”, pois reduz drasticamente as opcoes de palavras para decodificarmos. Com
isso, observamos que cada elemento de um dado conjunto possuem ocorréncias diferen-
tes, assim, podemos avaliar a quantidade X a partir da probabilidade de ocorréncia de
um dado elemento do conjunto, X = X(p;), onde p; é a probabilidade de tal ocorréncia.
Assim, podemos expressar a quantidade necessaria de informacao necessaria para estocar

0 1-ésimo elemento de um conjunto tomando

X(pi) = log, (%) ,

7

X(pi) = —logy pi, (4.31)

Tomamo o inverso de p;, pois p; < 1, o que ocasionaria em valores negativos do logaritmo,
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o que nao faz sentido para a defini¢ao de X. Vamos analisar (4.31) novamente a luz do
exemplo das palavras da lingua portuguesa: a probabilidade de existir a letra “a” em
uma palavra é muito grande, assim, por (4.31), a quantidade de informagao necessaria
para decodificar uma palavra qualquer é igualmente grande, i.e., mais respostas devem
ser obtidas para que a decodificacao da palavra seja precisa. Dessa forma, podemos
entender X também como o grau de incerteza do i-ésimo elemento que temos com respeito
ao sistema em questao: quanto maior X para um elemento do sistema, maior sera a
imprecisao inerente a este para uma dado processo, como formar palavras, por exemplo.

Dessa forma, podemos avaliar o grau de incerteza do sistema como um todo, introdu-

zindo a quantidade H que avalia a média de incerteza de todo o sistema, a saber
N
i=1

N
H(pi,...,pn) = —Zpi log, p;. (4.32)
i=1

Com (4.32), avalia-se o grau de incerteza informacional do sistema: se H for muito grande,
um elemento do sistema nao acarreta em muito ganho informacional, assim como o inverso,
para H pequeno, temos um ganho de informacao grande.

Uma outra propriedade de H é quando assumimos que a ocorréncia dos elementos do
sistema sdo equiprovaveis, i.e., para um sistema de N elementos, temos que p; = 1/N.

Aplicando em (4.32), temos que
Al
i=1

N
1
HWW):N%NZ,
=1

=N

H(1/N,..) = log, N. (4.33)

Essa expressao representa o grau de informagao maxima para cada elemento decodificado,

em outras palavras, (4.33) é o limite superior de informagao atribuida a cada elemento.
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Podemos demonstrar essa alegacao rapidamente tomando

Al
log, N = log, (Z _Pz‘) )

i=1 11
N 1 N 1
logy N > ) log, (;m) > "pilog, (;),
i=1 ¢ i=1 ¢

N
logy N > = pilog,p;,
=1

1Og2N Z H(ph‘“upN)a [ (434)

onde, na segunda linha, utilizamos a desigualdade de Jensen. A propriedade (4.34) ressalta
uma propriedade absolutamente analoga no contexto da fisica: a entropia, S. De fato, no
contexto da mecanica estatistica, a entropia nao somente tem a mesma forma de H em
(4.32), como também é maxima para estados equiprovéaveis de ocupagao, por essa razao,
(4.32) é conhecida como entropia de Shannon.

E necessario apontar o fato interessante que obtemos aqui: a partir de consideragoes
completamente distintas, entropia e informagao estao intimamente ligadas, uma vez que
possuem descrigoes quantitativas iguais. Isso também é um indicativo de que podemos
estender alguns conceitos na fisica a partir da teoria da informagao. Nao por acaso, isso
ocasionou na chamada informacao quantica e viabilizou a quantificagdo do emaranha-
mento, uma vez que utiliza-se o conceito de troca de informagoes para estabelecer uma
das possiveis defini¢oes daquele. Assim, devemos tornar nossa atencao do caso acima para
o contexto quantico.

Para denotar entropia na mecanica quantica, assumimos que quando nao se tem con-
trole total de um sistema quantico, este serd descrito pelos os estados [¢;), que nao
sao necessariamente ortogonais, cada um com probabilidadae p; de procedéncia, tal que
> pi = 1, sendo assim, para extrair informagdes de um operador X desse sistema, toma-

<X> = ZPi(¢z’|X|¢i>a
(X) = )i (Wi leg) (03] X o) (0l v3)

(X) = Zi;p (Brlebs) (Uils) (5] X |0

(X) = %mmw (651 X 1)

(X) = §<¢k\ﬁX!¢k>,

(X) = Tr <ﬁf(>, (4.35)
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onde utilizamos uma base ortonormal {|¢;)} e introduzimos o novo operador chamado

matriz densidade,

p= Zpi W%) <¢z| . (436)

Observamos que tal operador fornece informacoes do sistema em questao, ainda que tal
sistema nao seja controlado por processos conhecidos. Outra grande vantagem é que po-
demos encontrar a matriz densidade do sistema em outra representacao conhecida, uma
vez que nao ha razoes fisicas nenhuma para preferir uma base no lugar de outra. Algu-
mas propriedades advindas desse fato podem ser demonstradas. Expressando o operador

matriz densidade em termos da base que o diagonaliza, {|p)}, e tomando o trago, vem

Trp =Y pi{pile) (piles) = D pis

,J %

=i

Trp = 1. (4.37)

Essa propriedade apenas retoma que a soma das probabilidades de cada estado deve ser
normalizada. Outra propriedade bastante interessante é que se a matriz densidade for

descrita somente por um unico estado, |¢), temos

=  pP=). (4.38)

A consequéncia dessa propriedade é quando substituimos X = p em (4.35) e utilizamos a
propriedade (4.37) e (4.38), obtemos imediatamente que (p) = 1, indicando que o sistema
possui um estado puro(ou monocromatico na linguagem da 6tica).

Finalmente, com o conceito da matriz densidade, podemos dar uma definicao para
a entropia na mecanica quantica. De forma andloga a derivada em (4.32), podemos
encontrar a entropia de um sistema quantico tomando o operador — log, p e aplicd-lo em

(4.35), teremos entao
S = —Tr(plog, p). (4.39)

Vemos que entropia nada mais é que a média da entropia inerente de cada componente

do sistema. A expressao (4.35) é conhecida como entropia de von Neumann[16]. Podemos
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recuperar a entropia de Shannon tomando a base |p), teremos

S = = Apilplog, plpi).
S = = Apilples) (pillogs plpi)
ij
S = = pilogyp; {pilp;) (pilps),
— —_———
1,] 61J
S = —Zpilongi. H (4.40)

Aqui utilizamos um passo nao-trivial na terceira linha para encontrar tal solucao, uma
vez que a funcdo logaritimica é transcendental, para tanto, assumimos que log, p|pi;) =
log, pi |pi). Observamos que a entropia de Von Neumann é a generalizacao do conceito
de entropia. Uma outra propriedade da entropia de Von Neumann é que se o sistema
for descrito por um estado puro, logo a entropia é nula. Isso ja era esperado, uma
vez que, pela definicao de entropia de Shannon, um estado puro nao possui incerteza
informacional. No entanto, a entropia de Shannon nao é suficiente para descrever sistemas
quanticos, entre outras propriedades de muito interesse[90], principalmente para o caso
do emaranhamento, no entanto, o nosso maior interesse na entropia de von Neumann é
a descrigao para sistemas quanticos bipartidos, que consistem em sistemas divididos em
2 subsistemas, como ¢é o caso do experimento Hanbury Brown-Twiss. Em particular, o
emaranhamento existente entre sistemas bipartidos pode ser quantificado pela chamada

concorréncia, como veremos na subseccao seguinte.

4.2.2 Concorréncia.

Sistemas quanticos compostos sao interessantes pelo seu cardter tinico apontado pelo
fenomeno do emaranhamento: como vimos anteriormente, foi necessario assumir um sis-
tema bipartido para discutir a respeito da realidade local do sistema. De fato, muito
pode ser discutido utilizando sistemas bipartidos, inclusive, quantificar o emaranhamento
presente no sistema, para tanto, abrimos mao de dois conceitos que descrevem o estado
de tal sistema: estados puro e misto.

Para o caso de um sistema bipartido A e B ser descrito por um estado puro, |1), sempre
podemos expressa-lo pelas respectivas bases que descrevem os subsistemas, a saber
N N
W) =) _cle) @1of) =D cile’) |67) (4.41)

i=1 =1

E possivel demonstrar que para tal caso, sempre é possivel escrever o estado na forma

(4.41) pela chamada decomposi¢ao de Schmidt[91], para ¢; positivo e real. A equacao
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acima possui propriedades extremamente interessantes. A primeira delas é que podemos
fazer operacoes tanto no sistema A quanto B que obteremos o mesmo resultado. E imedi-
ato verificar isso quando definimos o projetor P%? = |¢?’B)®]Idim(37,4)> <¢;4’B|®(Idim(B,A)],
) = ¢;. O fato do estado |1))

possuir probabilidades bem definidas pelas bases de A e B é que caracteriza-o como puro.

aplicando no braket para o estado [¢), temos que (w]PiA’B

Também, (4.41) obedece a propriedade de estados puros para matriz densidade (4.38),
como é possivel constatar apenas substituindo (4.41) em (4.38) e utilizar a condigao de
normalizagao de (4.41), que ¢ a soma de todos ¢? resultando em 1. Podemos expressar a
propriedade de operacoes no sistema sem perturbar um dos subsistemas de maneira mais
formal através do chamado Traco Parcial.

Vamos construir um operador que sé faz medicoes no sistema A, assim, o operador
deve ter uma forma dada por O = OA ® Ilqimp, assim, utilizando (4.35), para o estado

puro (4.41), temos

©) = m(40).

(0) = D (61671504 @ Lump [67) |67,

(0) = ic?<¢?|<¢?|ﬁ§kj|¢f> (0F167) Oa D_1o7) (67167)

O = > 1) ] (Z ¢t 197} 167} (67 <¢;“|> p16%) Oale).

() = i<¢f|§kj<¢£|ﬁ|;£>éA|¢f>,

(0) = i<¢z“|méA|¢f‘>:Tr (5404) .

©) = (0. (4.42)

E necessdrio atentar que na terceira linha fora utilizado 2 relagoes de completeza, nao
somente uma. Isso foi feito a fim de explicitar a matriz densidade de |¢) na quinta linha.

Também introduzimos o traco parcial

pa=> (o71pleF),

1

pa=Trg(p). (4.43)

Observamos que o trago parcial nos proporciona propriedades interessantissimas a respeito
de sistemas bipartidos: observamos que em (4.42), para se obter informagoes do sistema
B sem perturba-lo, basta que procedamos com experimentos em A, dessa forma, podemos

avaliar separadamente a entropia de cada subsistema do estado (4.41). De fato, tomando
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a entropia do subsistema A, utilizamos a matriz densidade pa, a saber

Sa=—Tr(palog, pa),
o Al A A A
Sa=— E <¢¢|PA10g2PA|¢z‘>a

Sp=— Z ¢ log, c7. (4.44)

De forma andloga, se calculamos a entropia para o sistema B, encontramos que S4 = Sg.
Isso ja era um resultado esperado, uma vez que a decomposicao de Schmidt fornece o
mesmo peso para ambos os estados que descrevem os subsistemas.

E possivel que haja uma confusao com relacao a extensividade da entropia, pois, como
foi dito anteriormente, a entropia total do sistema, S4p, para um estado puro é nula,
embora as suas partes nao o sejam. No entanto, é possivel demonstrar que para sistemas

quanticos bipartido, puro ou misto, vale a desigualdade[92]
Sag <S4+ S5 (4.45)

Isso é um fato totalmente sem andlogo classico, uma vez que a entropia é uma quantidade
extensiva, sendo assim, a soma das partes devendo resultar no todo. Podemos argumentar
que a desigualdade (4.45) é efeito do emaranhamento presente entre os estados A e B,
uma vez que estados que sao escritos pela decomposicao de Schmidt necessariamente estao
emaranhados[93].

Com efeito, podemos raciocinar a partir dos fatos acima o seguinte: se ambos os
sistemas partilham dos mesmos autovalores, ainda que expressos em espacos de Hilbert
diferentes, entao, uma possivel definicao para emaranhamento entre dois subsistemas A e
B pode ser dada através da entropia presente em um desses subsistemas, assim, podemos

definir emaranhamento presente no estado puro [¢)) como

B($) = S(pa) = S(pn) = = 3 e} logy . (4.46)

Apontamos que essa nao é a unica forma de quantificar emaranhamento[94], no entanto,
para nosso propoésito, a entropia de von Neumann nos é suficiente. Podemos justificar o
formato do emaranhamento (4.46) tomando o chamado ebit.

Vamos definir 1 ebit como cada par de Bell do tipo (4.5) presente no sistema bi-
partido. Como podemos constatar por verificagdo direta, se aplicarmos (4.5) em (4.46),
obtemos exatamente 1. Mesmo que N sistemas bipartidos estejam parcialmente emara-
nhados, podemos utilizar a quantidade definida acima para descrever tal emaranhamento,
concentrando-os em um nimero menor de sistemas maximamente emaranhados[95]. Entéao,

tomando dois observadores, realizando medigdes separadamente, por exemplo Arlice(A)
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e Bebeto(B). Em cada referencial, Arlice e Bebeto recebem uma parcela do sistema
de tal sorte a obedecer a decomposigdo de Schimdt (4.41). Assumindo que com apenas
operacoes locais e sem comunicacao quantica, se cada um produzir M copias da parcela

que receberam, teremos que o estado total criado serd

[0 10}y 10}y —= D) )y - [0) s (4.47)

onde o subindice denota a cépia. E importante ressaltar que s6 é possivel copiar o estado
|1)) pois é um estado puro, nao sendo limitado pelo teorema no-cloning[64, 96]. Ou-
tro ponto significativo é que uma possivel comunicacao quantica entre Arlice e Bebeto
ocasionaria na mudanca de entropia, o que ocasionaria uma quebra de emaranhamento.

Tomando que o emaranhamento do estado inicial [¢)) é descrito por (4.46), apés reali-
zada as cépias por Arlice e Bebeto, o emaranhamento do sistema é acrescido de M E(v)),
obedecendo a entropia de von Neumann para um limite assintotico de M. Nao demons-
traremos isso, uma vez que a demonstragao foge do escopo desta tese, mas pode ser vista
nas referéncias[97, 98, 99] de forma bastante clara. Uma vez que E(¢) é definido & partir
da formacao de copias do estado puro, aquele é chamado de emaranhamento de formagao.
Com as definicoes trabalhadas acima, podemos estender o conceito de emaranhamento
para o caso de estados mistos.

Agora, nao podemos falar de emaranhamento através da entropia de von Neumann,
uma vez que haveriam mais de um estado puro, o que ocasiona na entropia nao anulando-
se e invalidando a relagao (4.46). Assim, para quantificar a entropia no caso de estados
mistos, imaginemos agora que o sistema seja construido de forma que nao tenhamos total
controle sobre o mesmo, assim, teremos que representa-lo em termos de varios estados
puros, logo, o mesmo nao pode ser representado por alguma decomposicao de Schmidt,
sendo mais adequadamente expressa associando-se uma probabilidade para cada estado
possivel do sistema, isso estd expresso na matriz densidade (4.36) composta por vérios
estados puros |1).

De forma andloga ao realizado anteriormente para o caso de estados puros, Arlice
e Bebeto fazem M coépias de cada singleto enviado a eles por operacoes locais e sem
comunicagao quantica. Supondo que o singleto em questao enviado para os dois seja
descrito, dentre todos os autoestados possiveis da matriz densidade, pelo estado |1;),
assim, produzir M copias do singleto em questao acrescerd no sistema um emaranhamento
de p; M E(¢;). Observamos que agora, o acréscimo de emaranhamento é mediado pela
probabilidade concernente do singleto na matriz densidade (4.36). No entanto, a medida
que envia-se singletos para copia-los, alguns eventualmente poderao serem descritos por
uma decomposicao de Schmidt, dessa forma, Arlice e Bebeto devem jogar tais amostras
fora do ensemble das cépias para representar corretamente p[99, 100], portanto, para

quantificar o emaranhamento de formacao da matriz densidade, devemos somar todas
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as contribuicoes do emaranhamento de cada estado puro, minimizado pela exclusao do
aparecimento de estados puros descritos pela decomposicao de Schimidt (4.41), assim,

teremos
N
E(p) = min Y piB (1), (4.48)
i=1

Observamos que a equacao acima denota uma média. Com efeito, o emaranhamento de
formacao para estados mistos pode ser definido como o menor valor esperado do emara-
nhamento do ensemble {p;, |1;)} para formar a matriz densidade p.

Ainda que saibamos quantificar o emaranhamento de formagao, é muito dificil en-
contrar uma equacgao explicita de forma que apliquemos os procedimentos acima. Inclu-
sive, até atualmente, nao hd nenhuma forma genérica para calcular o emaranhamento
de formacao de varias particulas, contudo, para 2 particulas, pode-se calcular o emara-
nhamento de dois estados arbitarios para duas particulas por intermédio da quantidade
chamada concorréncia[101].

Para observarmos como surge o conceito da concorréncia como medidor de emaranha-
mento, tomamos um estado puro qualquer [¢)) de um sistema bipartido A e B, expandido
na base {|00),]01),|10),|11)}, a saber

1) = a1 ]00) + a2 |01) + a3 |10) + a4 [11) (4.49)

onde temos Y, a? = 1. Como os estados sdo produtos de Kronecker, podemos reescrever

a expressao acima como

[¥) = 10) (a1 |0) + a2 |1)) 4 [1) (a5 ]0) + a4 [1)),
[¥) = 10) {0[¢) + [1) (1]¢) . (4.50)

Argumentamos que se os sistemas A e B sdo independentes, entao, |¢)) deveria ser um
estado puro de A, portanto, (0]1)) deve ser paralelo a (1|¢)). Com efeito, observamos por
(4.49) e (4.50) que tal fato deixa a medi¢ao do sistema A independente de B. Como

consequeéncia, estabelecemos para os coeficientes

aq &%)
— :—i(l/qu—OéQO[g:O,
a3 Oy

C() =0, (4.51)

onde definimos a quantidade chamada concorréncia C'(v), para o caso acima, de um
sistema totalmente nao-emaranhado. Podemos mostrar que a concorréncia obedece a

condi¢do para um sistema totalmente emaranhando quando assume o valor C(y) = 1.
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Definindo a chamada base de Bell {|b1) ,|bs) , |b3) , |b4) }, tal que

) = 3 (1) +114)),
) = £ (110) — [143),
s} = £ (110) + 1)),
) = 3 (1) — [149). (452

onde mudamos a representagao [0) — [1) e |1) — |[{). Expandindo o estado [¢)) na base
de Bell, temos

9) =Y Bilb)

0 = 2 (B4 082) 111) 5 (B — 080) [LL) + 5 (Ba -+ 185) 1) — 5 (B4 — 165 1)(4.59)

Aplicando os coeficientes encontrados na definicao da concorréncia, temos que

>

O modulo advém da possibilidade dos valores negativos da soma. Dessa forma, se a

O@) = . (4.54)

expansao (4.53) for uma legitima decomposi¢do de Schmidt, temos que a concorréncia
tera valor 1, indicando méaximo emaranhamento. Podemos encontrar uma forma mais

geral para a concorréncia tomando a defini¢ao

C(p) =] (W), (4.55)

onde ]@ = 0,®0,|Y"), e 0, é a propria matriz de Pauli que aqui desempenha um papel de
spin-flip, ou seja 0, |0,1) = ¢ |1, —0). De fato, com a defini¢do acima, é possivel encontrar
o valor encontrado em (4.54) a partir de (4.53).

Como foi dito anteriormente, a concorréncia serve como passo para encontrar o ema-
ranhamento de formacao dado em (4.46) pelo teorema[101]
Teorema 1. O emaranhamento de formacao de um estado descrito pela matriz densidade

p de 2 qubits é funcao da concorréncia, dada po

Blp) = H(% + %\/1 — ), (4.56)

onde H é a entropia de Shannon.

Nao demonstraremos o teorema acima pois foge do escopo desta tese. Aquele esta de-

monstrado nas referéncias [99, 101], mas podemos ver explicitamente como a concorréncia
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realiza a transicao de estados emaranhados para nao-emaranhados a partir da identidade
CHSH [102].
Como vimos anteriormente, sempre podemos representar um estado bipartido por

(4.41). Aplicando uma transformacao adequada, podemos representar o estado por

V) = o [T1) +aa [LL) . (4.57)

Pela decomposicao de Schmidt, temos que «; sdo niimeros reais, assim, tem-se o vinculo

a? + a2 =1 e, tomando (4.55) a concorréncia de (4.57) sera dada por

C = | @) | =2a;00. (4.58)

Agora, vamos definir separadamante o lado esquerdo da identidade CHSH

e = P(d,b)+ P(@, V) + P(a@,b) — P(a,b),
e =(d1-ady - b) + (a1 - @' V) + (G- d/'Fs - b) — (a1 - ad - V), (4.59)

onde os indices 1 e 2 referem-se ao subsistema do estado, |¢)) = |1,2). Vamos realizar

uma transformacao nos versores b e b’ para novos versores ortogonais ¢ e ¢, a saber

b = cosfé + sendé, (4.60)
b = coshé — sendé. '

Aplicando (4.60) em (4.59), teremos

e = cosb (g} -aocy - ¢) +send (a1 - acy - ¢') + cosh (a7 - a'gy - ¢) — senf (77 - @'d5 - &) +
+cos (a1 - a'oy - ¢) + senf (a1 - @' 0% - &) — cosB (a1 - 4oy - &) + senf (o7 - 4oy - &),

e = 2cosf(ay-d'ch - ¢) + 2send (o1 - 4oy - ¢) (4.61)

A nova forma de £ permite-nos ver de forma direta como maximiza-lo, pois, se temos
uma expressao em termos de fungoes senoidais, podemos verificar o seu maximo por uma

transformacao de variavel, a saber

F= _A cost+ _B senr,
~— ~—

—C'seng —C'cosg

F = Csen(a: + (b).

Sabemos que do ciclo trigonométrico que maxF = /A2 4+ B2. Dessa forma, temos que a

condigao para maximizacao de (4.61) sera

maxe — 2\/(; - @6 - &) + (07 - achs - &) (4.62)
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Para trabalhar com a expressao (4.62), vamos tomar a forma explicita dos versores, a
saber

a= (senagcosag, Senagsend, COSCL@) ,

onde os indices 0 e ¢ referem-se aos angulos polar e azimutal, respectivamente. Para o
operador de medi¢ao de spin, temos & = (0,,0,,0.), tal que o; é a matriz de Pauli. Se
expressamos os estados [1) e |]) no eixo z na base de Pauli, temos que o efeito da atuagao

de cada matriz em cada estado é dado por

oz (1, 1)) = (1, 1)),
oy |(1, 1) =, = 1)),
o [(1,4) = (1, = 1) -

Com isso, podemos verificar o efeito da atuacao de & - @ no estado |(1,])), a saber

d-al|(1, 1)) = (senagcosago, + senagsenayoy, + cosago) |(1,1))

G- al(tT,))) = senagcosag |({, 1)) + isenagsenay |({, — 1)) + cosag (1, — 1)) .

Para calcular a média (7 - @), temos que fazer a multiplicacao dos bra’s ((1,4)| e (4, 1)|-

Primeiramente, fazendo o produto para o bra ((1,])], temos

(1 Dla-al(t,])) = £cosay,

o sinal + refere-se ao lado esquerdo de |(1,])) e 0 —, ao lado direito. Agora, realizando o

produto para o bra ((},7)], temos
(L, M]3 -al(, 1)) = senag(cosag £ isenay) = senage™e.

Assim, tomando o produto 1 - @ e d5 - ¢ e tomando a média para o estado [¢), temos

(01 -ady- &) = (041 (M + a2 (W )51 -ady - & (041 1) + a2 [1) )7
(01403 -¢) = af (Nar-alt) (Na2-d 1) + a3 (Uar-all) (a2 ¢ 1) +
+a1a2<<T| Gr-all) (o2& 1)+ (ar-alt) (Haz-¢[t) >,
(31 -ady- &) = (of + a3) cosageoscy + aran [Senagsencge*i(%“:b) + senagsencgei(%*cf»)} ,
(d1-ady- ¢y = cosageoscy + 2aq apsenagsencycos (a¢ + c;)) .
Para efeito de maximizagao de (4.62), devemos também buscar a maximizagao do termo

acima. Observamos que podemos utilizar a maximizacao de fungoes trigonométricas na

expressao acima dado que a mesma é escrita em termos de funcoes senoidais. Tomando a
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maximizacao para o angulo ag, temos que
/ 2.7 2 2 2/ 2 / 2
max (7, - ady - &) = | cos’cy + dajassen’cheos” (ag + )

Observando a expressao acima, temos que esta ainda possui um méximo, com a condicao

ag = —cl, assim, temos finalmente

=

max (7 - ady - &) = <coszc'9 + 4a§a%senzc’9> : (4.63)

Analogamente para (7 - a'dy - ¢), vem
b

N|=

max (G - 4’0y - ¢) = (C08269 + 4a%a§sen209) . (4.64)

Assim, a expressao que maximiza (4.62) é dada por

[NIES

maxe = 2 |:COSQCQ + cos’cy + 4aiaj (sen’cy + sen’cp) ] (4.65)
Finalmente, observamos que ¢ e ¢ devem obedecer a relacao ¢ - ¢ = 0, assim, temos

(sencgcoscy, sencgsencg, coscy) - (sencycoscy, sencysenc), coscy) = 0,

sencpsencycos(c, — c;)) + coscgeoscy = 0.

Resolvendo para coscj e aplicando em (4.65), temos que a expressao se maximiza para

— A 3
Cy = Cy. Assim, temos

cos (cg — ) =0,

(2n — 1)m
2 Y

cos’cy = sen’c),.

:>09:C/9+

Aplicando tal condi¢ao em (4.65), temos finalmente que

1
maxe = 2 (1 +4aja3)?,

maxe = 2 (1 + 02)% : (4.66)

Aqui, verificamos como a concorréncia relaciona-se com emaranhamento: se C' for nulo,
temos que maxe = 2, indicando que a identidade CHSH jamais serd quebrada para tal
sistema. Para um sistema com alguma concorréncia, observamos que o sistema em questao

pode possuir emaranhamento, uma vez que para qualquer C' > 0, temos que a identidade
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CHSH ¢é quebrada. Assim, a existéncia de concorréncia entre estados bipartidos indica
emaranhamento, e seu valor maximal indica o grau maximo de emaranhamento.

Aqui, realizamos um longo caminho para definir propriamente a concorréncia, a fim
de analisar e quantificar o emaranhamento entre sistemas bipartidos. De fato, alguns
experimentos ja realizarem medigao direta da concorréncia em microcavidades 6ticas[103]
e a elaboracao de protocolos para medi¢ao daquela em sistemas 6ticos e atomicos[104].
Em particular, seguindo nosso desenvolvimento, exploraremos a concorréncia entre um
elétron e um buraco, este iltimo criado a partir de um processo de espalhamento, como

Veremos na secgao seguinte.

4.3 Emaranhamento pela Estatistica.

Até aqui, estabelecemos varios conceitos importantes que caracterizam fundamental-
mente a mecanica quantica. Trabalhamos o paradoxo apontado por Einstein, Podolski e
Rosen, o que deflagrou o emaranhamento quantico. Logo em seguida, pudemos quantificar
o emaranhamento a partir da concorréncia, que permite calcular a entropia de um dado
sistema. Agora, mostraremos a concorréncia entre um par elétron-buraco, resultantes de
um processo de espalhamento. Tal tratamento ird permitir que expressemos a concorréncia
em termos das funcoes de correlacao do sistema, isso tera como consequéncia expressar
o emaranhamento a partir da estatistica do ultimo. Assim, iniciaremos esta secc¢ao, de-
senvolvendo o mesmo procedimento devido a C. Beenakker et al. para a formagao de
pares[105].

4.3.1 Producgao de Pares Emaranhados.

Vimos que a primeira detecgao de estados emaranhados foi realizada tomando luz
espalhada por um beam splitter[84, 85]. Com efeito, mais tarde foi provado que o emara-
nhamento de f6tons pode ser descrito por intermédio da ética linear usual[106] em um beam
splitter, que essencialmente nao requer mais que 1 féton para detectar o emaranhamento[107,
108].

Contudo, nao é possivel fazer uma analogia direta no tratamento de emaranhamento
com elétrons, uma vez que, quando o elétron esta em um terminal de propagacao, aquele
estd em equilibrio com um reservatério térmico acoplado ao guia[40], o que impede de
haver emaranhamento, pois a nao-classicalidade é um pré-requisito para tanto[109, 110},
dado que emaranhamento é um efeito puramente quantico. Por essa razao, propostas
que abordam a questao do emaranhamento de elétrons geralmente partem de um estado
composto de Fock relativo ao spin do elétron. Essas propostas apresentam-se muito
promissoras para a medicao de emaranhamento, dado que o tempo para dephasing, i.e.;

o tempo para perda de coeréncia, dos estados de spin é relativamente longo(na ordem de
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ps). Ainda sim, o desafio para reproduzir o par do gedankenezperiment do paradoxo EPR,
(4.5), ainda existe, uma vez que para tal procedimento, sempre recorre-se a interagao, quer
por um supercondutor(pela reflexdo de Andreev)[111], quer por interagdo coulombiana;
fazendo um par de elétrons interagirem inserindo-os em uma cavidade mesoscopica[112],
ou mesmo pela interac¢ao de troca[l113].

Por outro lado, uma forma alternativa de avaliar o emaranhamento fermionico, livre
de interacao, é entre o par elétron-buraco, cujo emaranhamento é avaliado exclusivamente
através do problema de espalhamento. O aparato consiste em uma estrutura condutora
bidimensional, os elétrons presentes nessa estrutura obedecem a distribuicao de Fermi-
Dirac, no entanto, se aplicamos um forte campo magnético perpendicular a estrutura,
teremos uma distribuicao distinta. Classicamente, a carga orbitaria circularmente em
torno do campo, no entanto, essas 6rbitas sao quantizadas, adicionando, assim, um grau
de liberdade nos niveis de energia do elétron, chamados de niveis de Landau[114]. O fato
mais interessante é que os elétrons na borda da estrutura irao propargar-se ao longo desta,
chamamos esse de estados de borda®, e nos referimos ao meio de propagacao como canal
de borda?. Se ajustarmos a energia de Fermi entre dois niveis consecutivos de Landau, os
elétrons na energia de Fermi serao exclusivamente de estados de borda, o que viabiliza o

transporte de elétrons[115], como podemos ver na Figura 4.2.

®sB

AN

%
7

Figura 4.2: Aparato para produgao de pares emaranhados: por C. W. J. Beenakker [105]

Na Figura 4.2, V é um potencial ajustavel e os quadrados sombreados sao barreiras de
potencial couloumbiano. Se ajustarmos eV suficientemente préximo de Er para o nivel
de Landau adequado, poderemos retirar um par de elétrons do reservatorio. Ao adentrar
no sistema, os elétrons propagam-se por diferentes canais de borda, até o ponto em que
o par chega em um split gate, descrito por uma matriz de espalhamento S. Caso seja
transmitido para a parte da direita, um dos elétrons deixa um buraco propagando-se para

a esquerda. Caso a transmissao nao ocorra, consideramos o estado resultante dado por

3Traducao livre de “edge states’.
4Traducdo livre de “edge channel’.
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um estado de vécuo, |0). O emaranhamento se dd quando o elétron transmitido pelo split
gate, para o mesmo nivel de Landau na metade da direita do aparato, encontra um gate,
Ug, a fim de “misturar” os canais de borda, essa mistura apaga a informacao sobre o canal
de borda em que o elétron estava sendo propagado. Isso é necessario, pois, se medissemos
o elétron antes do gate, teriamos um ganho de informagcao devido ao caminho tomado pelo
elétron, o que acarretaria na quebra de emaranhamento com o buraco. Este ultimo, por
sua vez, ird encontrar outro gate, Uy, isso acarreta na criacao de emaranhamento entre o
elétron e o buraco, 1/v/2(|11) +11)), onde a seta da esquerda refere-se ao spin do buraco,
e o da direita, do elétron. Agora, verificaremos as caracteristicas do emaranhamento entre
o par elétron-buraco.

Vamos implementar a mesma notacao utilizada em [105]. Tomando o estado inicial
|Wi,) formado por dois elétrons, com energia ©, transportados pelos canais de borda.
Temos que ambos estao em niveis de Landau degenerados pelo spin, assim, podemos
escrever o estado inicial por intermédio dos operadores de criagao atuando no estado de
vAcuo

W) = ] @h.(©)al,,(0)]0), (4.67)

0<e<eV

onde o indice ¢ = 1 indica o spin para cima, e ¢ = 2, para baixo. Além disso, o produtoério
assimila valores para a energia, tal que © > 0, pois somente os elétrons acima da energia
de Fermi contribuirao para o transporte. Para contemplar o espalhamento para a parte
direita do aparato, introduzimos um operador de criagao l;j, que cria um elétron transmi-
tido para a direita no respectivo nivel de Landau com spin i. Para tanto, reescrevemos
(4.67) tal que

T
a;rn,l 0 % 00 a’;[n,l
ot 1 ot
il 1000 al.
|\Ijin> - H [;T 2 2 ot 2 |O> )
0<e<eV in,1 0000 bin71
bjn,Q 0000 biTn,Q
4\ T /1 At
a; =0, 0 a;
W) = o 27 N 0), 4.68
| > O<]e;[e\/< In) ( 0 O) b;[n)| > ( )

onde introduzimos os vetores coluna

a:biTm
@@Lz(( l’>- (4.69)

a,b in,2

Agora, para descrever o processo de espalhamento, novamente introduzimos uma matriz

que ird relacionar os operadores antes de interagir com o split gate, Gy, e by, com oS

operaores que contemplam o caso apos a interacao, oy, € boyt. Ja sabemos que tal matriz
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é a propria matriz de espalhamento, a saber
&out o r t/ din
bout t T/ bin 7
TT tT dout o CAlin
tlT T/T bout bin ’
A1 T 4T AT
a. ot a
Sl= s e (4.70)
bin t r bout

Por conservagao de corrente de probabilidade, utilizamos a propriedade de unitariedade
da matriz de espalhamento para reescrever a equagao de espalhamento na forma (4.70).
Essa forma é mais interessante, pois se substituirmos em (4.68), teremos o estado inicial
|¥;,) dado pelas amplitudes apds a interagao com o split gate, assim, o estado deve ser

renomeado para um estado de saida |W,,), portanto, substituindo (4.70), temos
AT T ’ 1 T 4T -
a r ot 50, 0 rtot u
0<O<eV out r r out

T
W) = H 1 dlut rogrt  ro dlut 0)
s 2\ by to,rT  to T bl ’

S

1
|\I]0Ut> = H 5 [(dlu )TTU%TTaout + ( out) To—mthj)ut (blut)Tto-er&lut (blut>Tto-thTb:2ut
0<O<eV
1 T
|\IIOUt> = H 5 |:(d:[)ut)TTU$T aout +( out) TO—LEth(T)ut <(€l’(1;ut) TUIthZut> (b:r)ut)Tto-ivthT
0<O<eV
. Ir,.
) =TT {108+ 5 (@ rour s + (o] 10}
0<O<eV

onde utilizamos o fato que o segundo e o terceiro termo da terceira linha sao absolutamente
iguais, pois cada termo nada mais é que um operador acompanhado de entradas da matriz
de espalhamento, nao matrizes realmente.

Faremos uma &lgebra rapida para trabalhar melhor os outros termos no colchete de

(4.71). Assumindo uma forma qualquer para a matriz r, temos para o primeiro termo no
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colchete

T a b 0 1 a c
royrt = ,
c d 10 b d
T 2ab  ad + be a v
ro.rt = = :
ad +bc  2cd vod
T
AT ry ATt
AT T At Aout,1 a Aout,1
= (aout) TOLT™ Qout, = A?u Vo A(;u !
aout,2 c aout,Q
A~ T A A A A A A
(a(T)ut) rogT a(T)ut - a’,alut,lalut,l + 2b,alut,lalut,2 + Clalut,2alut,2' (472)

Observamos, pois, que as matrizes sanduichadas pelos operadores no colchete, além de
simétricas, fornecem combinagoes de operadores com mesmo indice, tal combinacao,
quando atuando no estado de vacuo, nao forma um par, pois, dois elétrons estariam
compartilhando o mesmo estado, isso nao é possivel, de acordo com o principio de ex-
clusdo de Pauli, assim, tais termos devem ser eliminados. Aplicando tal fato em (4.71),

temos

|\Ijout> = H {(&Zut) TUIthout [TU?CTT} 12&(T)ut,1&(1;ut,2 + [tO‘x ] bout 1 out 2} |Q4 73)
0<O<eV

Como podemos observar, o primeiro termo da expressao acima aborda um elétron que foi
refletido para a esquerda do aparato, e o outro, transmitido para a direita, ocasionando na
criacao de um buraco que propaga-se juntamente com o elétron refletido para a esquerda,
por essa razao, podemos redefinir o operador @' — ¢, onde ¢ é o operador de aniquilacao
do mar de Dirac que cria um buraco na esquerda do aparato. Nesse cendrio, podemos
considerar &lut’ldluw |0) como o novo estado de vécuo, dado que esse ndo contempla a
criacao de nenhum buraco no lado esquerdo. Outrossim, considerando um sistema de
baixa transmissao pelo split gate, que consiste no caso ressonante, podemos desconsiderar

o ultimo termo, assim, teremos

|\Ijout> = H {CT tTUﬂCthout [TO—ITT} 12diut,1dlut,2} ’0> ’

0<O<eV
|\Il01lt> = H {égutfﬂ;lut + v 1- wdlut,ldlutﬂ} ’0> )
0<O<eV
Ty = [[ Vwl®)+VI—wl0), (4.74)

0<O<eV

onde definimos v = ro,t’, veremos a seguir que é essa quantidade responsavel pelo

emaranhamento do par elétron-buraco. Também definimos o estado que contempla um
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par elétron-buraco propagados nos canais de borda
|q)> = w_%égutfy[;lut |0> ’ (475)

onde w é o fator de normalizacao do estado, podemos encontra-lo tomando a forma

mais explicita de |®) expandindo o produto éguﬂl;lut e escrevendo em termos da base

{]00),]01), |10) |11)}, temos

_1
) = w2 [71100ut,1biut,1 + V12Cout 1Dyt 2 + V21 Cout 2D 1 + 72200ut7252ut,2] 0),

@) = wF | 911100} + 712 [01) + 31 [10) + 32 11) |. (4.76)

Assim, por um calculo direto, temos que o fator w sera pela soma do médulo ao quadrado

de cada termo de 7, portanto, temos que

w = |yl + el? + P + el
w="Tr[171]. (4.77)

Observamos também que o elétron e o buraco, representados no estado |®), estao ex-
pressos de forma que podemos calcular o emaranhamento existente nesse estado através
da concorréncia. De fato, calculando o estado @}, dado pela operacao de spin-flip,
0,10,1) =i |1,—0), temos

@) = iw=2 |77 |11) = i3 [10) — 73, [01) + 73, [00) |- (4.78)

Assim, podemos calcular a concorréncia entre o elétron e o buraco por (4.55) calculando
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o produto entre o ket (4.76) e o bra (4.78), a saber

C(@) =1(2[P) |,
o

C(®) = 2wt 1722 — Y12721)
C(®)=2w"!
C

)
\/(711722 - 712721) (711722 - 712721)*,
(

®) = 2wy /DetyDetnt,

;
C(@) = 24/ Detyy

Y

Tryyt
2y/Det (ro,t7) (ro,7)f
T (rogtT) (rogtT)’
2\/Det (rrt) Det (¢¢1)"
Tr (ro tTt*o,rt) 7
2/Det (I - t#1) Det (¢th)"
= Tr [am (I — ttt) o, (tt1)T

C(®)

Y

C(®)

(4.79)

onde utilizamos a propriedade distributiva do determinante, ciclica do trago e o vinculo
da matriz de espalhamento SS' = I. Observamos que a nossa expressio reduziu-se a
dependéncia dos termos de transmissao, tt!. Sempre é possivel substituir a matriz t¢f
para a matriz diagonal de seus autovalores T e T5, que sao precisamente a probabilidade
de transmissao da esquerda do terminal de entrada para a direita, parao canal 1 e 2,

respectivamente. Assim, temos a matriz de autovalores de transmissao

T, 0
wh=1{ " . (4.80)
0 T

Efetivamente, isso consiste em expressar as matrizes na base dos autovalores de trans-

missao, dal a matriz diagonal. Além disso, E importante notar que ttf = (ttT)T e

(-1 0
o, (I—tth) o tth = ( 0 Q- ) (4.81)

Aplicando (4.80) e (4.81) em (4.79), temos finalmente

_ 2/ T (1 —Th)(1 — Ty)
T +T, 20T,

2V T.

T+ T3

C(2)

(4.82)

onde utilizamos a condi¢cao de regime ressonante assumindo a baixa transmissividade

em (4.74). Um resultado muito importante é quando T; = T5, temos que C(®) = 1, i.e.,
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quando a taxa de transmissao para o lado direito da estrutura for igual para os dois canais,
temos que a concorréncia é maxima, isso acontece porque os canais de propagacao que
representam o spin do elétron possuem a mesma probabilidade de ocorréncia, acarretando
no estado de Bell 1/v/2(]11) + [11)), que é maximamente emaranhado, como vimos em
(4.57).

A expressao (4.82) informa o grau de emaranhamento dado a probabilidade de ocupagao
do spin, representado pela taxa de transmissao para um dado canal em uma estrutura
eletronica. Como vimos no capitulo 2, isso indica que o emaranhamento pode ser tratado
em termos de correlagoes. Para tanto, devemos construir a probabilidade P(a, g) para o
caso do espalhamento do sistema da Figura 4.2, para tanto, podemos expressar os canais
de spin, para o espalhamento de duas particulas, utilizando o estado bipartido (4.49) e
construir um operador de medigao anélogo a (4.16). Qualquer medic¢do no estado, resul-
taria em um estado com uma diferenca de fase, que pode ser inserida nas amplitudes de

probabilidade, assim, teremos a probabilidade nao-normalizada dada por

Lo (WIS(@@ b))
P(d,b) = ———,
(¥[)
_ ot [* + o — oy |* — oy |?
s P+ a2+ Jas 2 + |ag— 2
o S S-S —S,
P(a,b) = ;
@Y =g 5 T95.+5.
= S1+ S — S — S

P(d,b) = ] 4.83
(d.9) S11 4 Sag + S91 + S12 ( )

P(@,b)

Na segunda linha, utilizamos os autovalores do operador de spin atuando no estado bi-
partido. Na terceira linha, utilizamos a discussao do capitulo 2, onde identificamos as
amplitudes do estado bipartido (2.49) como as fungoes correlagoes. Na tltima linha,
utilizamos os indices que representam os canais de spin do sistema da Figura 4.2.

Na referéncia [105], para contemplar o processo de espalhamento do sistema da Figura
4.2, foi utilizado a equagao de correlacao de Biittiker[40] no limite de temperatura zero,
podemo rescrevé-la em termos das entradas da matriz de espalhamento (4.70), assim,

temos a expressao para a correlacao entre o canal ¢ e j, a saber

(4.84)

Entao, de fato, ao encontrar o lado esquerdo da idendidade CHSH, em (4.27), é possivel
maximizar a mesma, em seguida, verificar a rela¢do (4.66). Isso confirma de fato que
a estrutura da Figura 4.2 emaranha os pares elétron-buraco quando ocorre a transissao
apenas de 1 elétron. Aqui, pretendemos realizar uma proposta similar, no entanto, intro-
duzindo canais de spin e um sistema com mais terminas. Entao, aplicaremos as equagoes

de correlacao deste trabalho para calcular o emaranhamento.
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4.3.2 Emaranhamento pelas Equacoes de Correlagao.

Vamos adotar um sistema ligeiramente diferente da Figura 4.2, embora, adotemos
absolutamente a mesma técnica para o transporte de elétrons na nanoestrutura. Para
implementarmos tal procedimento, utilizando as equacoes de correlacao, devemos primei-
ramente acoplar mais terminais ao ponto quantico em que iremos realizar o espalhamento
de dois elétrons, para em seguida analisar os casos em que hé a transmissao, e a reflexao,

de um elétron em cada terminal. O sistema que propomos esta esbocado na Figura 4.3.

1 2

e ]
e ]

5 6

Figura 4.3: Aparato HBT para producao de pares emaranhados.

E importante notar que o sistema ¢é balistico e, com os devidos ajustes do aparato,
podemos dividir o feixe em probabilidades iguais para os outros terminais, o que configura
um aparato HBT de 6 terminais: 2 de entrada e 4 de saida. Para estabelecer a analogia
com o sistema anterior, vamos considerar o espalhamento dos elétrons para os terminais 3
e 4 como reflexao. Com isso, podemos construir o problema de espalhamento do sistema

acima de maneira andloga ao caso (2.62), a saber

by 0 0 s3 sy su Sa a1

by 0 0 s3 s S5 S az

bs | | s31 sz 0 0 si3 o osgs as

by B S0 Sa2 0 0 sty siy a; |’

bs Ss1 Ss2 S Ssa 0 0 as

be Se1 Se2 Sez3 Sea 0 0 ag
B 0 Si, Si Ay
B, | =] S2 0 Sk Ay |, (4.85)
Bs Sz Sz 0 Az
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onde organizamos em pares as amplitudes com indice vizinho a e b nas matrizes coluna
de ordem 2, A; e B;, e os blocos de cada terminal em matrizes de ordem 2, S;;. Com
efeito, se aplicarmos as entradas acima nas equagoes de correlacao, verificaremos que
sO existem probabilidades de detectar as particulas nos terminais 3, 4, 5 e 6, tal como o
aparato HBT, ainda que fossem acopladas barreiras nesses terminais. Esse iltimo fato nos
auxiliard para a producao de emaranhamento, uma vez que necessariamente as particulas
serao detectadas nos terminais de saida e poderemos misturar os estados das particulas.
Entao, para implementar o emaranhamento de um buraco e um elétron, devemos misturar

esses terminais por intermédio de barreiras, conforme representado na Figura 4.4.

1 2

U,

Figura 4.4: Aparato HBT para producao de pares emaranhados com barreiras.

E importante notar que ja fizemos a identificagao dos canais de spin a fim de construir

a probabilidade P(a,b) em (4.83), no entanto, em termos das barreiras U; e U,. Para
tanto, devemos escrever o problema de espalhamento devido a cada barreira. Como as

barreiras s6 devem misturar os terminais, assim, esta nao deve possuir blocos de reflexao,

B\ [0 U\ [ 4
() (o ) (5) o
By [0 U\ [ A
() (e 0)(5) o

onde U; e U, sao matrizes unitarias de ordem 2. Realizando uma substitui¢ao direta

assim, temos

de (4.86) e (4.87) em (4.85), escrevemos o problema de espalhamento do sistema todo, a
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saber

I,B! 0 Si, sl I, A,
UiB, | = s, 0 5i U4, |,
Ul B, Sis Spz O Ul A,
B; 0 S, Sl A
B, | =Diag[, UL U] [ 51 0 s} | Diag[L,ULUY | 45 |
By Sz Saz 0 Al
B 0 SLU SRS A
B, | = U5 0 U, S5, U A |- (4.88)
B, U,S13 UsSys Ul 0 Al

Agora que possuimos a matriz de espalhamento, podemos utilizar as entradas da matriz
nas equacoes de correlacao e avaliar o emaranhamento do sistema acima. Assim, apli-
cando as equagoes de correlagao (2.58)-(2.61) em (4.83), atentando ao fato que devemos
contemplar um elétron em um terminal de reflexao e outro de transmissao, para que se

crie um buraco, a saber

gy St S =5 =5

S +S _+S5 4S5
(nsns) + (nung) — (nans) — (nane)
(nans) + (nung) + (nans) + (ngng)’
(Iss2]” — Isa2*) (51> — [s61]*) + (Isa1]* — [sa1]*) (Is52|* — |s62]*) — 2[I[*S_
(Iss2]? + |sa2[?) (Iss1]? + [s61]?) + ([sa1]* + [sa1]*) ([s52]* + [s62|*) — 2[11*S4 7
(4.89)

~—

P(U,,U,)

P(Ul, UQ) —

Ao aplicarmos as equacoes de correlagao do sistema da Figura 4.4, reorganizamos os

termos de tal modo a obtermos a equacao (4.89), e definimos
S:I: == Re[(8328;)1 + 842811)(8518;2 + 861822”. (490)

Com a equagao (4.89), temos a probabilidade em termos das entradas da matriz de espa-
lhamento de qualquer sistema balistico de 6 terminais, o que vai nos permitir encontrar
o emaranhamento entre o elétron e o buraco por intermédio da identidade CHSH, (4.27).
Entretanto, precisamos trabalhar a expressao acima para encontrar uma forma explicita
para o lado esquerdo da identidade CHSH e verificar quando ocorre a violacao da mesma.

Assim, dando inicio ao tratamento, verificamos que a probabilidade s6 utiliza as en-

tradas da primeira linha da matriz de espalhamento de (4.88). Entao, vamos estabelecer
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uma forma para as matrizes Uy, Uy, A e B, a saber

/
U, = ( e > , (4.91)
uy —ug
/
U, = ( o > , (4.92)
Uy —Usg
A= < o ) , (4.93)
az Q4
by b
B={ "' * |, (4.94)
bs by
onde todas as entradas, com excecao de uy, sao complexas. As matrizes U; e U, possuem

essa forma aparentemente especifica pois estas devem obedecer a condicao UUT = UTU.
Tomando os produto U; A e Uy B por (4.91), (4.92), (4.93) e (4.94), temos

Ud — < i s s ) , (4.95)
Uy — urag Uy ag — Uiay,
b ’b b ’b
Upp = [ O i) (4.96)
U;bl — Ung u’2*b2 — U2b4,

Antes de aplicarmos as entradas em P(Up, Usy), vamos tomar a3 = ay = a3 = a4 €
by = by = b3 = by, a fim de tornarmos o problema tratavel. Afinal, tomar tal simpli-
ficacao, equivale a manter a fase do elétron a mesma, quer este seja transportado para os
terminais de reflexao ou transmissao, o que permite manter a coeréncia entre os elétrons
transportados.

Calculando agora os termos em (4.89) através das entradas em (4.95) e (4.96), temos

[s31 £ [sa1]? = [sa2]* £ [522]? = |an]? (Jur + W4 £ |ua — uf'?), (4.97)
8511 & [s61]* = [ss52|® £ [s62]> = [01]? (Juz + uh|* £ [ug — u[?), (4.98)
Si = a1 |01 ]? (Jur 4wy [ £ Jug — uf?) (Jug + ub|® £ [ug — u[?), (4.99)

Agora, podemos aplicar (4.97)-(4.99) em (4.89), dai teremos a probabilidade

up + Ui —u Uy + uh|? — Jug — ui?) (1 — |12
P(U,.U,) (lus 1\2 Jur — u'[?) (Ju 2!2 |us 2)( | !2)7
(lur + w4 2+ Jun = uy'?) (Juz + us]? + |ug — w5 |?) (14 [1]?)

4Re(u1u1*)4R (ugul) (1 —|1]?)

P(U,,Uy) =
( 1, 2) 4(1+|I|2> )
P(U,,U,) = wﬁ (Uy0.U,0,) Tr (Uyo.Usoy,) . (4.100)
A1+ [11%)

Na segunda linha, desenvolvemos o moédulo e utilizamos a condicao de unitariedade
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das matrizes U; e U,. Na terceira linha, utilizamos o fato que Tr (U 20,U;20,) =
4Re(uq out’y), como é possivel constatar por verificagao direta.
Com isso, podemos encontrar o lado esquerdo da identidade CHSH (4.59). Anélogo ao

caso de medidores de spin, para relacionar os misturadores, tomamos as seguintes rotagoes

1

U, = 3 (I +i0.) Uy (I —io.), (4.101)
U, = @i%gUle—i%%, (4.102)
Ul = e~ov3U i3, (4.103)

onde ¢ é o angulo de rotacao. E necessério atentar que a rotagao de Uy e Uj sao com
respeito ao misturador que estd sendo avaliado na probabilidade P(Uy, U,), e nao somente
a Ujp, como sugere as expressoes acima.

Tomando a forma explicita das matrizes acima, e com um pouco de algebra(demonstrada

no Apéndice F), temos finalmente o lado esquerdo da identidade CHSH

_ 81— 1P

= WulRe(m) {mRe(ul) cos” § — send [U1 — Re(u}) }} : (4.104)

Aqui, conseguimos tomar algumas conclusoes interessantes. A primeira é que para ema-
ranharmos o par elétron-buraco, nao é necessario que seus estados estejam em overlap,
em outras palavras, ¢ possivel termos emaranhamento sem correlagao, e vice-versa. Nao
obstante, observando a expressao acima, vemos que se o par estiver totalmente correlaci-
onado, I = 1, temos como resultado a quebra de emaranhamento. Outrossim, é interes-
sante notar a influéncia indireta da correlagao entre os estados do par elétron-buraco no
emaranhamento por intermédio da integral de overlap.

Outro ponto interessante para discutirmos é se tomarmos a relacdo u; = £Re(u)),
como resultado disso, temos que para qualquer angulagao entre os misturadores U; e U,
tal que 0 < 0 < 7/2, sempre teremos um par emaranhado, a menos que seus estados
estejam integralmente sobrepostos.

Se tomarmos os misturadores como as barreiras adotadas nos capitulos anteriores,
observamos que a parte real da taxa de tunelamento sera responsavel pelo emaranha-
mento. Com efeito, a parte real da entrada da matriz de espalhamento informa o grau
de atenuacao, ou amplificacao, apds interagao com a barreira. Uma vez que a taxa de
reflexao e transmissao estejam balanceadas, teremos o emaranhamento maximo, como ja
era esperado.

E importante comentar que além dos sistemas das secgoes anteriores, temos também
outros meios de definir emaranhamento pela correlacao entre sistemas bipartidos, puro
ou mistos, como exemplo, temos por meio da chamada Discérdia Quantica’[116], onde

avalia-se o quao uma correlacao de dois sistemas é “quantica”, um dos possiveis agentes do

5Traducao Livre de Quantum Discord.
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quao quantica uma correlagao pode ser é o préprio emaranhamento. E oportuno salientar
que podemos explorar muitos outros aspectos de sistemas quanticos correlacionados pelo
conceito da Discérdia Quantica, como extrair trabalho de sistemas correlacionados [117],
como fonte de criptografia quantica na auséncia de emaranhamento[118] e um candidato
muito promissor para computacao quantica, dado que aquela é mais resistente em meios
dissipativos que emaranhamento[119]. O que irremediavelmente nos leva a uma pergunta:
é possivel descrever discérdia quantica pelas equacoes de correlagao? Iremos explorar isto
em um momento mais oportuno.

Neste capitulo, discutimos detalhadamente o fenomeno do emaranhamento. Vimos
o carater fisico da informacao, e sua relacdo com a entropia, definida no contexto da
mecanica estatistica. Isso permitiu com que pudéssemos explorar o conceito de emara-
nhamento, levantado primeiramente pelo aparente paradoxo EPR, através da chamada
desigualdade de Bell e CHSH. Também, pudemos introduzir uma quantidade que avalia
o grau de emaranhamento de um sistema bipartido, chamado de concorréncia. Essas
quantidades nos proporcionou construir um modelo de criacao de pares emaranhados
de um elétron e um buraco transportados em estruturas nanoscépicas. Nesse modelo,
observa-se o emaranhamento tanto pela concorréncia quanto pelas equagoes de correlacao
no formalismo de Biittiker, sem detalhar a fundo o tultimo. Isso nos deu base para to-
mar um modelo andlogo de transporte de elétrons por canais de spin, e permitiu que
encontrassemos como o par elétron-buraco se emaranham nessa nova estrutura a partir
das equagoes de correlacao.

Os fatos elencados acima, juntamente com os resultados do capitulo anterior nos leva
a questionar: é possivel encontrar o efeito da presenga de simetrias no sistema no ema-
ranhamento via equacgao de correlacao? Ou mesmo a relagao de simetrias e informacao?
Novamente, em um momento oportuno, exploraremos essas perguntas com mais detalhes.

Em outras palavras, ao explorar a estatistica do transporte desse sistema, pudemos
verificar o fenomeno do emaranhamento. No entanto, por serem canais de spin, a es-
tatistica ¢ bem comportada, e por vezes até previsivel, devido aos principios que norteiam
o comportamento do espalhamento em si por causa do spin. Esse fato pode ser contor-
nado se comecgarmos a questionar como podemos dar um grau de liberdade a mais para
a estatistica da particula, e verificar o efeito disso para o sistema. E é justamente esse o

foco do préoximo capitulo.
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Capitulo 5
Estatisticas nao-usuais: anyons.

Neste capitulo, daremos inicio a andlise a respeito de estatisticas que diferem daquelas
ja bem estabelecidas pela literatura(férmions e bésons). A andlise de tais estatisticas é
importante principalmente no contexto do transporte eletronico bidimensional, onde se
detectam as cargas fracionarias.

Assim, percebeu-se que se houver um portador no transporte bidimensional, este deve
obedecer uma estatistica diferente: nao possusi a estatistica regida pela Fermi-Dirac ou
Bose-Einstein, dai a ideia de uma particula com estatisica fracionaria, esses serao os
anyons.

Neste capitulo, estudaremos as propriedades de transporte dos anyons via estrutura
de bandas por um anel quantico, e verificaremos algumas propriedades interessantes a
respeito dessa estrutura que inicia nossos estudos da estatistica fracionaria, como por
exemplo, a descricao de um isolante topoldgico via um tratamento simples. Para tanto,
daremos inicio a discussao abordando a estrutura padrao para o caso de transporte bidi-

mensional: o efeito Hall quantico

5.1 Anyons.

O efeito Hall quantico foi descoberto por K. von Klitzing[120] em 1980. O aparato é
basicamente andlogo a sua contraparte classica, devido ao préprio E. Hall: um condutor
imerso em um campo magnético perpendicular a direcao da corrente que passa pelo con-
dutor. Também ¢ aplicada uma diferenca de potencial na dire¢cao transversal da corrente,
no entanto, o condutor é bidimensional (Figura 5.1).

Para alcancar a quantizacao, é necessario sujeitar o sistema a temperaturas muito
baixas e campos magnéticos de intensidade extremamente altas. Deve-se fazer isso para
fixar as energias dos elétrons abaixo da energia de Fermi, formando a funcao degrau.
Ja o campo magnético atuard para a criacao de gaps entre os niveis de energias. Esses
niveis sao chamados de niveis de Landau[3], ja discutido na secgao 4.3.1. No entanto,

discutiremos com mais detalhes aqui.
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Figura 5.1: Aparato Hall bidimensional. E ligado uma corrente na direcao y. Com o
campo magnético, surge a corrente Hall na direcao .

Como ja dissemos, a temperaturas baixas, a distribuicao dos elétrons no condutor
serd dada pela funcao degrau, ou Heaviside. Se aplicarmos uma diferenca de potencial,
terfamos a criagao de uma corrente dada pelos elétrons mais proximos a energia de Fermi.
Agora, ligando o campo magnético, os niveis de Landau ficam evidentes. Ja a corrente,
devido a forca de Lorentz, passa a se intensificar na direcao transversal do condutor
a medida que o campo também se intesifica, enquanto a corrente longitudinal diminui

drasticamente, como podemos ver na Figura 5.2.

1{/’
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Figura 5.2: Situagao da distribuicao eletronica antes e apés um campo magnético intenso.
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A grande descoberta de von Klitzing foi detectar que a corrente transversal cresce
em plateaus, ou seja, a corrente Hall é quantizada em valores exatos de % Cada um
desses plateaus corresponde a um momento em que a energia de Fermi esta situada entre
2 niveis de Landau. Por outro lado, classicamente, deveria existir uma corrente constante
na direcao longitudinal do condutor, no caso quantico essa corrente é nula enquanto a
energia de Fermi se situar em um nivel de Landau. Quando esta situada em um gap,
cria-se um movimento desordenado na corrente transversal que possibilita para alguns
elétrons de conducao propagarem-se na direcao longitudinal, ocasionando um pico nessa,

como podemos verificar na Figura 5.3.

Rﬂ"]“

R;ry

Figura 5.3: Energia de Fermi entre 2 niveis de Landau.

Dai, quando a energia de Fermi torna a ocupar um nivel de Landau, temos novamente
a corrente transversal constante, agora em um valor maior, pois os elétrons de conducao
ocupam uma densidade maior no nivel de Landau, e a corrente longitudinal nula, como

podemos ver na Figura 5.4.

RQ"]“

R:T,‘y

Figura 5.4: Quantizacao da Corrente Hall apds diminuir o nivel de Fermi.

Esse fenomeno rendeu a K. von Klitzing o prémio Nobel de fisica de 1985. Alguns anos
apos a descoberta de von Klitzing, H. Stormer e D. Tsui[121, 122] realizaram o mesmo
experimento do efeito Hall quantico com um aparato que permitia maior mobilidade
eletronica devido a menos impurezas, e detectaram um pico a mais na transicao de dois

plateaus, mais precisamente, esse pico ocorria a 1/3 do quanta de corrente(Figura 5.5).
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Figura 5.5: Efeito Hall Quantico Anoémalo.
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Por conta disso, esse fenomeno ficou conhecido como efeito Hall quantico francionério(ou
anomalo), enquanto o primeiro ganhou a alcunha de efeito Hall quantico inteiro. No ano
seguinte, R. Laughlin[123] descreveu teoricamente a ocorréncia do efeito Hall quantico
fazendo analogia com fisica de plasmas. Devido a descoberta do experimento, isso rendeu
a eles o premio Nobel de 1998.

E importante comentar rapidamente que a teoria de Laughlin s6 preveé o efeito Hall
quantico fracionario para denominadores impares, para que a fungao de onda seja antis-
simétrica. No entanto, o mesmo grupo que detectou o efeito Hall quantico fracionario,
também detectou um novo pico, agora com denominador par em relagao a um dos plateus,
mais precisamente 5/2. Muitos outros estados com denominador par foram detectados
subsequentemente, até hoje nao se sabe precisamente a causa disso.

No entanto, o efeito Hall quantico nos traz uma informacao extremamente impor-
tante: a existéncia de estados estaciondrios que comportam particulas com cargas fra-
ciondrias. Assim, muitos se debrucaram sobre esse fato para tentar explicar a causa
disso. Um dos primeiros trabalhos a estabelecer uma relacao entre particulas de cargas
fraciondrias e estatistica fraciondria foi devido a D. Arovas, J. Schrieffer, F. Wilczek[125]
e B. Halperin[126]. Isso abriu precedente para postular que na verdade, o transporte pode
ser realizado por particulas que obedecem a estatistica fracionaria, hoje conhecemos como
anyons.

Os anyons foram primeiramente postulados por F. Wilczek a fim de explicar o mo-
mento angular de vortices em supercondutores[127, 128]. Uma forma de abordar o modelo
anyonico de Wilczek consiste em uma particula de carga ¢ confinada em um plano, assu-
miremos em x — y. Esse ultimo, é atravessado perpendicularmente por um solenoide, de

maneira que a particula se situe no meio do solenoide (Figura 5.6).
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Figura 5.6: Representacao cldssica de um anyon.

Se o tltimo estiver desligado, sabemos da primeira quantizacao que o momento angular
dessa particula serd L, = nh. Ao ligar o solenoide, é gerado um campo magnético no seu
interior, se variarmos a corrente lentamente, temos um fluxo magnético que atravessa o
plano perpendicularmente, tal fluxo ird4 ocasionar o aparecimento de uma forca elétrica
que ira variar o momento angular da particula. Para calcular tal variagao, tomamos a lei

de Faraday

E=———(kx?), (5.1)

onde integramos no circulo de raio r que tem o centro atravessado pelo campo magnético.

Com a expressao acima, podemos calcular a variagao do momento angular 7 da particula,

a saber

=T =X E,
dr q dd , .
T —%E(rr) X (kx 1),
dL _ _ q d2;
dt 2 dt
dL, q dP
dt 21 dt (5:2)

Nesse ponto, é importante apontar que o momento angular da particula nao varia em
nimeros inteiros, indicando que efetivamente, temos um novo tipo de particula. Como
sua estatistica depende da associagao conjunta entre o fluxo magnético e da carga, é
comum chamar esta de particula compostal. Dada essa composicao, podemos assumir

que existe uma relagao entre carga e fluxo tal que ¢ = C'®, substituindo em (5.2), temos

!Traducdo livre de composite particle.
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que

= L=nh— " (5.3)

A equagao acima nos mostra que o momento angular de uma particula carregada no
plano pode assumir valores tanto inteiros, caso que corresponde a férmions, quanto semi-
inteiros, caso de bosons. O modelo acima, embora semicldssico, mostra-nos como podemos
construir uma particula de estatistica fracionaria. Com efeito, podemos implementar tal
ideia para o caso quantico, para tanto, a fim de contemplar o campo magnético, utilizamos
o acoplamento minimo na equacao de Schrodinger, expressa em coordenadas polares, a

saber

3 59 2] 000) 4 v0(:6) = Bor.0), (5.4)

2m | ¢

onde A é o potencial vetor, definido a partir do fluxo ® por

¢:/§d§
@:/exgda
d= ¢ A-drF,
LD .
A=—0 .
0, (5.5)

onde dS é o elemento de drea formado pela curva contida no plano. Implicitamente,
assumimos a lei de Gauss para o magnetismo, dai B = VxA. Naterceira linha, utilizamos
o teorema de Stokes e tomamos § como o versos que aponta na dire¢ao em que 6 varia
positivamente.

Para verificarmos a estatistica fracionaria, devemos verificar o comportamento da
funcao de onda frente a uma rotacao do sistema. Se aplicdssemos o operador momento
angular em uma funcao de onda de um férmion ou béson, teriamos um nimero inteiro de
h, uma rotacao no sistema a principio nao mudaria esse fato. No entanto, observaremos
que devido a presenca do campo, teremos uma fase extra devido a nova estatistica. Para

tanto, procedemos com uma mudanca de gauge local. Isso é possivel pois o potencial
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vetor nao é univocamente definido, ou seja, a troca
A" — A+ VA (5.6)

nao deve gerar uma descrigao diferente para (5.4). Para tanto, deve haver uma mudanga

de fase na funcao de onda tal que

W (r,0) = ehe(r, 0), (5.7)

onde A é uma funcao escalar. Podemos demonstrar rapidamente tal fato trabalhando com

a equacao (5.4) de maneira a encontrar a equagao de onda para v, a saber

1 [w _ ggr e B R (r, 0) + Vib(r, 0) = E(r, 0)
2m L ¢ 7 7 T
_i% = = — 2 - gA
€2m b — 4VA — %A} ereip(r,0) + Vp(r,0) = Eyp(r,0),
1 IAvAR W 2
7 |19~ 44]

b(r,0) + Vetey(r,0) = Bethey(r, 0),
!

FEL
€ hc
1 v A7 2 ’ ’

— -.V—gA} W (r,0) + V' (r,0) = B/ (r,0). O (5.8)
Assim, quando procedemos com uma mudanca de gauge local, a funcao de onda ganha
uma fase extra. Essa mudanca de fase serd responsavel em modificar a estatistica da
funcao de onda para um dado calibre se estivermos no espago bidimensional. Nesse caso,
o potencial vetor serd dado por (5.5). Podemos ajustar o calibre para que tenhamos uma

equacao de onda aparentemente sem campo, a saber

Ol7

—5

A= (5.9)

Aplicando (5.9) em (5.6) e utilizando a forma do gradiente em coordenadas polares, temos
o . 00 ([ ¥
A —O0+-——|——
o T r o6 ( 27r) ’
A 0. (5.10)

Nesse cenario, temos um problema quantico aparentemente sem campo. Podemos en-
tender isso da mesma maneira que tratamos o anyon classicamente: assumimos o campo
magnético como propriedade intrinseca da particula descrita nesse problema. E podemos

ver o efeito disso substituindo (5.9) em (5.7), a saber

V(r,0) = e 3 (r, 0),
W (r,0 4 2m) = eess 042y (1, ),
W'(r, 0+ 27) = e "R (1, 0). (5.11)
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A condi¢ao acima mostra se a particula composta com o campo magnético se desloca e
retorna para seu ponto inicial com uma fase extra proporcional ao fluxo magnético, um
resultado andlogo a (5.3). Podemos verificar isso de maneira mais clara tomando uma
solucao estacionaria para a fungao no caso sem campo ? no plano, o que ocasionaria uma
funcdo de onda na forma ~ exp(inf), onde n é um inteiro. O momento angular dessa
fungao de onda é nh, como ji esperado. Ligando o campo, temos (5.11), isso ocasionara
a nova func¢do de onda ter um momento angular do tipo nh + ¢®/2rc. Assim, podemos
assumir que a fungdo de onda com a propriedade (5.11) pode efetivamente representar
um anyon.

Agora que sabemos o comportamento quantico de um anyon através de sua fungao de
onda, podemos analisar o comportamento de transporte deste via estrutura de bandas.
Com efeito, nosso proximo objetivo é estudar o comportamento de um anyon em um anel
quantico, uma estrutura extremamente utilizada no estudo do transporte eletrénico[129].
Para tanto, utilizaremos um modelo analogo ao exemplo cldssico no estudo de teoria de

bandas.

5.2 Modelo Kronig-Penney para Anyons.

A fisica do estado solido se propoe a encontrar propriedades de um sistema complexo
por intermédio de consideracoes nas suas componentes mais elementares. Dai, direciona-se
o tratamento adequado para o problema, quer por intermédio da fisica classica, quantica,
cristalografia ou eletromagnetismo etc.

Uma das consequéncias de tal analise, via mecanica quantica, é o aparecimento da
chamada estrutura de bandas do sistema. Apds encontrar a tltima, a posicao da energia
de Fermi ira definir a condutividade do material: se este é condutor, semicondutor e
isolante. O sistema mais usual para o estudo de teoria de bandas sao de estruturas
cristalinas, isso ¢ feito principalmente devido a sua simetria pois facilita o tratamento.

Tomando os sistemas cristalinos, é possivel enderecar um tratamento geral para esses
sistemas via analise da funcao de onda de uma particula interagindo com aquele. Esse

tratamento é dado pelo chamado teorema de Bloch[130], que diz

Teorema 2. Qualquer solugao da equacdo de Schrodinger em um potencial periodico tem a
forma de uma onda plana modulada, por uma funcdao apropriada que possui a periodicidade

da rede.

Em outras palavras, a solucao da equacao de Schrodinger para um sistema cristalino,

descrito via potencial periddico, deve ter a forma
Y(z) = e™u(w), (5.12)
onde u(x) é uma fungao que obedece a periodicidade da rede. Alternativamente, reali-
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zando um deslocamento que obedece a periodicidade da rede, a, temos também para o

teorema de Bloch

V(x4 a) = e @Dy (x + a),
Y(z + a) = et*eetkry(x),

Y(x + a) = e*up(x). (5.13)

Fisicamente, o teorema de Bloch implica que para um deslocamento a, a funcao de onda
ganhard uma fase extra que causara uma alteracao na coeréncia da onda livre, isso tem
implicagoes fundamentais na fisica de estado sélido, como por exemplo, o aparecimento
das estruturas de bandas.

Assim, tornou-se natural que se iniciasse os estudos de sistemas complexos via mecanica
quantica. Um dos primeiros resultados que foram resultados diretos do teorema de Bloch
¢ 0 modelo de Kronig-Penney[131], devido a R. Kronney e W. Penney, que consiste em

uma cadeia unidimensional de N potenciais quadraticos de altura —V; ( Figura 5.7).

V

Figura 5.7: Modelo de Kronig-Penney.

Apés resolver a equagao de Schrodinger e aplicar as devidas condigbes de contorno e
o teorema de Bloch, temos as bandas de energia da estrutura. Esse calculo é padrao no
contexto da fisica do estado sélido, recomendamos a literatura [132] para verificacao do
calculo. Aqui, adaptaremos o modelo de Kronig-Penney para os anyons.

Primeiramente, devemos adaptar a estrutura de Kronig-Penney para que a estatistica
anionica aparega naturalmente, assim, assumimos novamente uma cadeia de N potenciais
de altura —V{, no entanto, dispostos ao longo de um anel de raio r, como podemos ver

na Figura 5.8.
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Figura 5.8: Modelo de Kronig-Penney anelar.

Assim, aplicando um campo magnético na estrutura, teriamos o problema descrito
pela equagao (5.4). Entretanto, podemos aplicar a mudanga de calibre (5.9), e teremos
um problema aparentemente sem campo com uma particula com estatistica fracionaria,
0 anyon.

Agora, escrevendo a equagao (5.4) em termos de coordenadas polares, temos

m? d*y

vy = B (5.14)

onde o potencial é dado por

V(9>_{o, 0<60<b,—0, (D), (5.15)

| Ve, Ba—60, <0<, (1.

Aqui, assumiremos as mesmas constantes da rede de Kronig-Penney, considerando a = rf,

e b =rb,. Resolvendo a equacao (5.14) para as regioes I e II, temos as solugoes

¢I :1461'1911”9_i_AA/efiker7 (516)
¢H — BekQT'@ + B/efkgTa7 (517)

2m(E+Vi .
onde k? = QZLQE ekl = w Nesse ponto, deve-se estabelecer as condigoes de contorno

para definir as constantes A, A’, B e B’. No entanto, como estamos tratando de uma

estatistica diferente, devemos atentar para o comportamento da particula nos pontos
extremos. O procedimento mais comum para estudar pontos extremos do sistema é aplicar
condicoes periddicas de contorno, no caso de redes cristalinas chamamos de condigoes
de contorno de Born-Von Karman[133], devido a M. Born e T. von Karman. Aqui,
implementaremos tais condigoes de maneira que a condicao (5.11) seja respeitada. Assim,

estabelecemos que

i(0) = e'fe oy (27), (5.18)
dy g2 diyy

ks — othe 12 ) Nl
de 0=0 r d9 0=2m (5 9)
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As condigoes acima dizem respeito a continuidade da fungao de onda, conservacao da
corrente de probabilidade e a condi¢ao da estatistica anionica. De maneira analoga,

devemos adaptar o teorema de Bloch para o caso anionico, assim, estabelecemos que

D0+ 0,) = el e () (5.20)

Essa forma foi escolhida novamente, de maneira a respeitar (5.11). Podemos ver que a

expressao acima obedece aquela quando tomamos N passos ao longo da rede, dai teremos

2mn
Na

temos (5.11). A ultima relacao estd relacionada com a densidade de estados disponiveis na

N6, = 2m. Se o nimero de onda obedecer a condi¢ao de discreteza da rede, k = , reob-

estrutura. Com isso, podemos estabelecer condicoes de contorno com respeito a estrutura

da rede, a saber

Y10, — 0) = €70 e gy (—6,), (5.21)
dy _ gkt -2 W _ (5.22)
dg 0=0,—0, de 0=—0,

Agora, aplicamos (5.16) e (5.17) em (5.18), (5.19) e (5.21), (5.22), teremos

. q®
A+ A = e'he [Be? k2 4 Ble=2mrha] |
. qP
ik [A— Al = koelte [3627”"’“2 - B’e_%rk?] ,
Aezklfr(ﬁa 0p) +A/€ tk1r(0a—6p) — ezkré)ae i [Be kom0 +B/6k2T0b:|,

ik, [Aeiklr(Qa—TGb) _ Axe—iklr(ea—rob)] _ k2€ikreae—i% [Be—kzrﬁb _ B/ekzrﬁb} _

As equacoes acima forma um sistema linear cujas varidveis sao A, A’, B e B’. Para
encontrar a solugao desse sistema linear, utilizamos a técnica do determinante isolando
a matriz coluna [A, A’ B, B']. Como existem infinitas solugoes para as fungoes (5.16) e
(5.17), o sistema linear deve também resultar em infinitas solugées, o que acarreta no

determinante do sistema também se anular, a saber

1 1 _ei%—@ 2nrko —6 hc —27rks
’i]i]l —Zkl —k2€ fw 627Trk2 ]{726 hc € —27rks
eiklr(Qa—Qb) e—iklr(ea—Hb) _ezkreaef ~ e—kQTGb _6zkr0ae h ekz'r'@b =0.
Z.kl eiklr(ﬂafeb) —Zkfl efikﬂ(aaféb) _k26ikr9a e—i% ekaTQb erikr% e~ hc ekgrab
(5.23)

Resolvendo o determinante, e com um pouco de algebra, temos a equagao transcendental

(kz k‘) sinh[(27 + 0y)kor] sin[(6a — 0p)k1r] + cosh[(27 + 6,)kar] cos|(0 — 0,)kir] =

2k1ko
q®
= krf, — 2 24
cos< r hc) (5.24)
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Como é sabido, nao é possivel encontrar uma solucao analitica para a equacao acima,
assim, devemos fazer uma aproximacao. Para tanto, basta considerar o po¢o muito fundo
e a abertura do po¢o muito pequena, assim, os termos de 6, serao desprezados. Assu-
mindo também que o comprimento do anel é muito pequeno, temos como resultado dessas

aproximacoes
k2La sin(kia)

)
o ha + cos(kia) = cos (k‘a - 47‘(‘1/3) : (5.25)

0
onde L é o comprimento do anel. Aqui, introduzimos o quanta de fluxo magnético, dado
por &y = hf e o chamado fator de preenchimento?, v. O fator de preenchimento avalia
a razao do numero de elétrons por célula magnética[134]. Devemos entender a célula
magnética como uma composicao entre espaco e campo magnético. Assim, no efeito
Hall quantico inteiro, para v = 2, temos 2 elétrons em 1 célula magnética, e a corrente
¢ dada por 2¢?/h. No efeito Hall quantico fraciondrio, Laughlin mostrou que o fator
de preenchimento consiste na fragao que acompanha a carga elétrica da particula em
questao. Um tratamento analogo para anyons pode ser feito de maneira que o fator de
preenchimento tenha a mesma interpretacao no caso estudado por Laughlin[135].

Da equagao (5.25), observamos que esta é satisfeita quando

nt  4nv P
kf = —+ ——. 5.26
! a a Do ( )
A expressao (5.26) nos informa que anyons formam uma corrente estacionaria ao longo da
rede, devido ao elemento extra dependente do fluxo ®. Também, percebe-se que esse fator
extra permite que a promog¢ao dos anyons para a banda seguinte. O que ja era esperado,
dado que o campo magnético forma correntes elétricas, como no efeito Hall. Essas duas

situacoes podem ser observadas nas Figuras 5.9 e 5.10.

E(k) E(k)

k | | , k

Figura 5.9: Representacao de um anyon tu- Figura 5.10: Representacio de um anyon tu-
nelando em cada ponto da rede. nelando entre bandas.

2Traducao livre de “filling factor”.
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Para contemplar o comportamento das bandas de energia, devemos encontrar o espec-
tro de energia devido a condicao (5.26). Aplicando na férmula que relaciona momento e
energia e assumindo que o fluxo ® é expresso em quantas de fluxo magnético, ® = ny®,,

temos

’r?n?  8R*m?uing N 4R*m?vnng

Enno = 2ma? ma? ma?

(5.27)

Com o espectro (5.27), podemos verificar o fechamento de uma determinada banda ajus-
tando um devido valor para o nimero de quanta magnético ny. Para tanto, observamos
os 2 tltimos termos de (5.27): para que uma banda inteira seja fechada, temos que esses
dois ultimos termos devem se combinar de tal sorte que resulte em qualquer uma das
outras bandas, assim, temos que

8h’m2v*nd AR miunng  RPmim?

ma? ma? 2ma? '’
16v*n3 4+ 8vng = m?,

= 2ung = vVn?+m? —n, (5.28)

onde m é um nudmero inteiro diferente de n. Eliminamos a solugao com sinal negativo
da raiz para evitar valores negativos para o lado direito de (5.28). A expressao acima
informa a condicao para o nimero de quanta magnético e fator de preenchimento a fim
de fechar uma determinada banda do sistema.

Podemos verificar efetivamente o fechamento da banda, nas Figuras em 5.11 devido
a (5.25) em que especificamos os fatores de preenchimento v e variamos ng. Observamos
que para certos valores de ng, temos a equagao (5.25) satisfeita exatamente no ponto 0,
indicando o fechamento da banda. Isso fica mais claro para fatores de preenchimento com
denominadores impares.

O fato de haver solugoes que apresentam fechamento de bandas pode ser um indicativo
que o sistema que estamos trabalhando aqui apresenta um comportamento de isolante
topologico. Nesse ultimo, o efeito do fechamento de gap entre bandas de energia é devido
a variagao do chamado nimero de Chern, no nosso caso, seria ny[136]. O primeiro trabalho
a encontrar um numero de Chern foi devido a Thoulesset al [137].

Um isolante topoldgico pode ser entendido através de uma corrente na superficie da
estrutura que esta protegida topologicamente do restante do bulk do sistema. Essa corrente
é composta por particulas ocupando os estados de borda. Esses estados de borda estao
protegidos topologicamente por uma simetria, representadas na fase de Berry; relacionada
a topologia do sistema[138], dai a terminologia “Isolante Topolégico”. Se essa simetria
for de paridade ou reversao temporal, temos um isolante de Chern [139, 140]. Para mais
informagoes a respeito de Isolantes Topoldgicos, recomendamos a referéncia [141]

Pela equacao (5.27), temos que o gap entre a n-ésima e m-ésima banda é fechada

quando observamos a condi¢ao (5.28), e isso acarreta precisamente em um estado que

125



[mo=03—— mp=1.2— [no=024—— ng=1,3——

v=1/3 v=1/4

il
il

Figura 5.11: As linhas verticais, representam o lado direito de (5.25). Em colorido, o lado
esquerdo, com todos os ng’s possiveis.

= — ] =

[mo=05 — ng=1,234 —| [n0=0,48 —— 'ng=1,2,3,567 ——

v=1/5 v=1/8

obedece a simetria de paridade e reversao temporal, representado aqui como uma das
solucoes do poco infinito.

Neste capitulo, estudamos os anyons em uma estrutura anelar. Por causa disso, encon-
tramos como resultado o comportamento de um sistema analogo a um isolante topoldgico.
Tal resultado pode motivar o uso de anyons para o estudo de tais estruturas, afinal, a
condicao de isolante topoldgico aparece naturalmente a partir do estudo da estatistica
anionica. O que também levanta a questao:

Também, é importante frisar que os anyons podem ser construidos de maneiras alter-
nativas, como por exemplo, como férmions compostos que obedecem uma lagrangeana de

Chern-Simmons. Muitos desses modelos podem ser estudados nas referéncias[142, 143].

126



Capitulo 6

Conclusoes.

P

‘0 ruido é o sinal.’’
Rolf Landauer.

Iniciamos as conclusoes deste trabalho com um mote conhecido de R. Landauer,
pois nele temos um grande resumo da ideia central trabalhada aqui: as equacoes de
correlacao devido ao espalhamento de duas particulas em uma estrutura quantica podem
informar caracteristicas de um sistema quantico sem precisarmos conhecer detalhes do
sistema. Também mostramos que as fungoes de correlagao estao intimamente ligadas ao
ruido do sistema, no nosso caso, o ruido de disparo. Esses dois fatos por si s6 denotam a
fala de Landauer.

Acima dos resultados, tentamos ao maximo redigir um texto autocontido, de maneira
que, ainda que o leitor nao seja iniciado na area, tenha condigoes de contemplar os resul-
tados quando apresentados, ou mesmo aprender determinados conceitos para aplicacao
em outra area de interesse, dado que sempre analisamos os problemas aqui apresentados
a partir das bases teoricas.

Com respeito aos resultados, no segundo capitulo, montamos os pontos quanticos em
que ocorriam o processo de espalhamento. Esses pontos foram representados pela sua
matriz de espalhamento. Com a posse das entradas da matriz, aplicamos nas equagoes de
correlacao e verificamos o comportamento do sistema. O primeiro exemplo que estudamos
foi o efeito Hanbury Brown-Twiss, e verificamos como as equagoes de correlacao denotam
o efeito a partir da matriz de espalhamento. Acreditamos que essa técnica é a verdadeira
utilidade das equagoes encontradas(como expressa Landauer) e isso nos motivou a estender
os resultados analisando outras condicoes nos sistemas.

O primeiro caso foi pela imposicao de simetrias. Verificamos que como detectar se
o sistema esta obedecendo tal simetria através do transporte das particulas. O método
de deteccao de tais simetrias se da pelo ajuste dos parametros que as representam, dai,
verifica-se como as equacoes de correlagao que denotam o transporte das particulas do-

minam sobre as equacoes de denota backscattering. As simetrias aqui estudadas foram
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a paridade, reversao temporal e quiralidade. Futuramente, estudaremos outras simetrias
por via de regra estabelecida: mais uma vez analisando a matriz de espalhamento e verifi-
cando o efeito dessa nas equacoes de correlagao. Isso pode ser feito com quantas simetrias
puderem ser contempladas.

A seguir, estudamos o emanharamento no contexto do trasporte quantico. Baseado
no trabalho de Beenaker, construimos um sistema em que é possivel detectar o emara-
nhamento através das equacoes de correlacao, o que culmina em encontrar condigoes para
as entradas da matriz de espalhamento que violam a desigualdade CHSH. Com isso, sera
possivel estudar, por exemplo, como as simetrias influenciam no emaranhamento do sis-
tema. Também, poderemos fazer um tratamento parecido utilizando bésons, dado que o
estudo foi feito para férmions. Tal estudo ¢é interessante pois existem experimentos em
que se analisa o emaranhamento do sistema de 2 fétons apds a interagao com um ponto
quantico com simetria espacial[144].

Por fim, estudamos estatisticas nao-usuais, a fim de generalizar a aplicabilidade das
equagoes de correlacao. Para tanto, utilizamos como portador os anyons. Verificamos
o comportamento deste ultimo em uma estrutura quantica e analisamos as bandas de
energia para anyons. Vimos que os anyons oferecam uma possivel descricao para os cha-
mados Isolantes Topoldgicos. Assim, nossa perspectiva futura nesse ponto sera encontrar
efetivamente equacoes de correlagao para os anyons, também, na posse de tais equagoes,
é possivel que tratemos futuramente do transporte quantico em isolantes topoldgicos, se
confirmada a correspondéncia.

Nesse breve ensejo em que detalhamos e discutimos algumas areas de grande impor-
tante da fisica, gostariamos de apontar que independente do procedimento em que se
deseja alcancar um determinado resultado, é necessario manter em mente que o interesse
final é sempre conhecer mais a natureza e suas belissimas propriedades. Acreditamos
de maneira profunda que a ciéncia é o inico mecanismo para a humanidade alcancar a

clareza plena da busca pela verdade e do bem-estar social.
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Apeéendice A

Analise de Fourier para funcoes

nao-periodicas.

Como dissemos no capitulo 2, toda funcao bem comportada pode ser escrita em
termos da série de Fourier. Aqui, mostraremos como expandir uma fungao aparentemente
nao-periddica em série de Fourier.

Para tanto, vamos rescrever a equacdo (2.1) em termos de exponenciais. Temos a

expansao dada por

f(.CB) = Z Qp COS(an) + bnsen(an)a

n=0

o0 elan + e~ lne elinT _ o—ignT
= n\ 5 by | ——— |,
Fo) = Yo (5 e ()

n=0

- B () (58

n=0

[e.e]

f(z) = Z Cp€' T 4 ch e
n=0
o0

@) = 3 ene +c_yet

n=0

f(z) = Z el (A1)

n=—0o0

Incorporamos ag no somatorio. Introduzimos o ¢,, = @ e consideramos ¢, = c_,,. Para
funcoes nao-periddicas, consideramos que se repetem no infinito, assim, temos L — oo.
Assim, como ¢, = %T”, os valores de ¢, passa a ser infinitamente préximos um dos
outros, formando uma reta real, o que conhecemos como espago reciproco. Por sua vez,

¢, nao tem valores discretos, mas continuos, entao temos ¢, — ¢(g). Substituindo essas
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caracteristicas na defini¢ao de ¢, e utilizando (2.3) e (2.4), temos que

) = 5- / f(@)eda (A2)

Aqui, expressamos o espago real em coordenadas polares, o que acarreta no comprimento
da periodicidade em 27. Com a aproximagao, a série de Fourier serd expressa por uma

soma infinitesimal, assim, temos o somatério transforma-se em integral em ¢, assim, temos

+o0o

fla) = [ g (A.3)

—0o0
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Apendice B

Comutadores do Operador de

Campo.

Tomando o operador de campo definido em (2.27), vem
@Li = /drawi<ra)éT(ra)'
Como j4 é sabido, a amplitude a'(r,) obedece a algebra

[a(ra), a"(r7)], = 0(ra — 13),

(B.2)

onde € = £1, nos remetendo ao tipo de comutador tratado, isso reflete na natureza da

particula, como ja foi colocado. Vamos avaliar o comutador para o operador de campo

tomando
[Vair 0] = Yaithly + dlias
€

substituindo (B.1), temos

o],
= [ [ dradriu e [l ) + il ()
— [ [ v it s, - 1)
— [t =1 O

que ¢ precisamente o comutador (2.28).

[araviagatea) [ il +e [auale) [ i)

Agora, vamos demonstrar o comutador (2.29). Avaliando o comutador a partir da
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definicao, vem

dancitly] = [ dravieadaten) [ o )al ) + e [ o aale) [ dri i),

= //dradr;@b;‘(ra)wj(r’a) [a(ra)al (r),) + eal (x])a(ra)] ,
_ / / Arodr! 7 (£a); (1) (e — 1)
— [ drgi)u ) =1 O

Para demonstrar a igualdade entre os comutadores de (2.29), basta fazermos a troca de

indices i <> j, notamos que a integral em (B.3) vai resultar em
[%j,@il . [@Bai,@@j}e. 0 (B.4)

A igualdade (2.30) é justificada considerando que os operadores de campo atuam em
terminais diferentes, assim, permitindo a comutacao, desde que seja obedecida a natureza

da particula transportada. Assim temos imediatamente
[Vais | = [asshes] =0. O (B.5)

Esses operadores serao necessarios para normalizar os estados de Fock que criamos para
o sistema multiterminal com 2 particulas e calcular os estados que relacionam o input e

o output do sistema, como é demonstrado no apéndice seguinte.
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Apéndice C

Normalizagao de (2.32) e (2.33).

Vamos primeiramente normalizar o estado (2.32), a saber
laa) = Adll,10) . (C.1)

Tomando a condic¢ao de normalizacao do estado de Fock (aa|aa) = 1, utilizando a dlgebra

demonstrada no apéndice anterior, vem

AP (Ofdhasaithl 01510) = 1,
AP (Ols (1= edlithai) DL,10) = 1.
AP (011 — €l ;b — ethajiblitbaitil;10) = 1,
AP (O = € (1" = el b ) (1= el i) 10) = 1,
AP (1 —¢€lI>)=1. O (C.2)

Utilizamos a condicao da inexisténcia de autoestados abaixo do estado de vacuo na ultima
linha.

Agora, vamos avaliar a normalizacdo dos estados simétricos(antissimétricos), dados
em (2.33), a saber

o), = B (.0, % 0L,d5) 10): (€.3)
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Assim, tomando novamente a normalizacao do estado de Fock, vem

(aflaf). =
B 0] (s waziwwaj) (91:0h, = 0L,9%) 10) = 1,
|BJ ( |< Dt ¢}j+@/36ﬂ@aﬂ/3l-%i>i

+ wmwa]wm + Ppithas Vb)) |
B (0] (Vi o508, + Dot il ) +
B (0] |

@
+ ( il gL + Yaglbaidl; ) |
£

\_/VV

(0] (1 — el %i) (1 - ezpﬁj@z)ﬁ]) + (1 — el %j) (1 - e@z}gi%)} +

(1-edl w) (1" = edliabas ) + (1" = eblibas) (1 = edlyida) | 0) = 1,
BP2+2(I)=1. O (C.4)

A igualdade acima é precisamente o fator de normalizacao que acompanha a expressao
(2.33). E importante apontar que na quarta linha os operadores nao comutam livre-
mente: cada permutacao de operadores de campo geram um —e, como se sucede duas

permutacoes, temos um termo neutro.
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Apendice D
Demonstracao de (3.6).

Vamos demonstrar primeiramente o efeito do operador paridade na matriz de espa-
lhamento. Para o problema do espalhamento, a operacao da paridade tem como efeito
a troca dos guias apenas, sem contudo mudar a direcao de propagacao das ondas. Para

verificar isso, vamos tomar (1.17) para o caso de 2 guias, a saber
Pl ) ()
b2 tl T2 5]
()= 10 )
bl tl T2 451
re 1 as
la 1 ai )’

= P[S] = 0,50,. O (D.1)

A terceira linha justifica-se assumindo que o operador paridade nao deve mudar as am-
plitudes de probabilidade da cavidade.

O operador de reversao temporal, como explicado na seccao 3.1, tem como efeito nas
amplitudes o complexo conjugado e inversao do sentido dos guias de ondas. Efetivamente,

para as amplitudes de probabilidade, temos que A* = B. Entao, analisando uma vez mais
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o problema do espalhamento, temos

T1B] = T[54],
BT =(54),
B* = 5" A",
A=5"B,
B=(5")"4,
= TIS] = (5°) ",
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Apeéendice E
Demonstracao da Matriz Sp, (3.13)

Retomando o procedimento apontado na sec¢ao 3.3, aplicamos (3.11) em (3.12),

temos

V2t V21t

ZTt_* (\/—bout out) 2 t* (\/—bout 4 azut)
7 (matl)ut + b(lmt) \/_to \/_to
i (VI=Tagt +tg) | | g g (VI IO ad) ismi (VI T0 o)
(\/1 —Tag™ + bg“t) Zﬁt_i) (mb?ut out) + it_o (mbgut + a(Q)ut)
i (VI —Tag™ + b3t) \/Z to \2[ to
_2t_0 (\/ﬁb?ut out) 4 Z_t_o (\/ﬁbgut 4 agut)

2t
(E.1)

Agora, separamos as matrizes colunas das amplitudes B e A, temos
BB = AA (E.2)

As matrizes A e B sao resultantes da manipulacao algébrica que elimina as amplitudes

internas a barreira do sistema, tal que

1 0 % z%
0 1 a a
A= b Lo (E-3)
% —z% 1 0
—i% % 0 1
1 0 a 1a
0 1 )
B= " , (E4)
a —wa 1 0

147




onde admitimos que

=——1-T— E.5
o= —GVI-TE. (E5)
b=1-T (E.6)
Invertendo B, temos
—1 0 a ia
1 0 -1 a

B 1= E.7
2a? — 1 a —ia —1 0 (E7)

—ia 0o -1

Aplicando em (E.2), e retomando a forma standard, temos que a matriz de espalhamento

sera dada por S = B! A, assim, procedendo com a multiplicacao, temos que

2a%—b a : a
1 0 220 ja(h—1) 2(b—1)
T 2a2—1 a  a i \/EQaQ—b v (E.8)
a? — -1 —iZkb-1) G 0
—ig(b—-1) (-1 0 2=t
Tomando s = 2‘1\2/5_” e s’ = Z=(b—1), substituimos (E.5) e (E.6), e com um pouco de

algebra, temos que

s 1—r[<ti*)2—1], (E.9)

t
s =——TI. (E.10)

Como queriamos demonstrar.
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Apeéendice F

Demonstracao de (4.104).

Para demonstrar a expressao, vamos proceder com alguma &lgebra a rotacao (4.102),

utilizando a forma de U; » dada em (4.91) e (4.92) , a saber

U, — consU,einns,
Us = Ui+i—" [0, Ui,
= Tr(Uso,Uso,) = Tr(Uy0,Uyo,) — Sen%oTr([ay, Uy| o, oy, Ui on)+,
1seny 1seny

Tr([oy, Ui] 0. Uso,) +

Tr(Uyo.Uso,) = (1 —sen’p)Tr(U,0,U;0,) + isenpTr(U,0, [0, Ui] 0,)

Tr(Uyo,Ugo,) = cos? Re(4ujuh) + isenip[di(u? — [Re(u))]?)]
Tr(Uy0.Uso,) = 4cos® Re(uiu)) — 4senp(u? — [Re(u))]?).

Aplicando (F.1) em (4.100), temos que

4(1— |1

P(U,,U,) = IEin)

uiRe(u}) {uiRe(u}) cos® p — seny [ui — Re(u})?] }

Por um procedimento similar em (4.103), temos que

4(1 - |1%)

P(U,,UY) = ICENTiE)

wiRe(u)) {uiRe(u}) cos® ¢ + seny [uf + Re(u})?] }
Procedendo com a rotagao (4.101), temos o trago dado por

Tr(Ujo,Ujo,) = —4Re(uu))
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(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F.4)



O que acarreta nas probabilidades

P(U},U,) = 4(<11+_—"[I||2))U1Re(u’1) {uiRe(u}) cos? ¢ — senyp [u? — Re(u})?]}. (F.5)
P(U,, UL = %ulfie(u’l) {u;Re(u}) cos? ¢ + seng [u? + Re(u))?]}. (F.6)

Assim, aplicando (F.2), (F.3), (F.5) e (F.6) no lado esquerdo de (4.27), temos (4.104),

como queriamos demonstrar.
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Apéndice G

Primeira Publicacao.
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Abstract — We investigate the parity and time-reversal symmetry in the Hanbury Brown-Twiss
experiment. For this purpose, we develop a general scattering matrix framework founded on the
concatenation of many individual compounded scattering processes on the setup. Within such
scattering formulation, we propose a theoretical and experimental mechanism which provides how
to measure the symmetry of the system through the correlation function of a pair of particles
transmitted through the leads. The correlation function naturally reveal the quantum statistics
of both bosons and fermions and demonstrate a very preponderant role of PT-symmetry on the

HBT experiment.

Copyright © EPLA, 2017

Introduction. — Over the last few years, parity and
time-reversal (PT) symmetric Hamiltonians have been
consolidated as a possible extension of the Hermitian
Hamiltonian postulate of quantum mechanics [1], a Dirac
proposal to obtain real energy eigenvalues [2]. Systems de-
scribed by a PT-symmetric Hamiltonian have been tested
since then in different scenarios. For instance, in con-
densed matter, a myriad of complex PT lattices gener-
ates real energy bands [3], and, in the Hatano-Nelson
model, the typical non-Hermitian Hamiltonian has been
used to analyze the flux lines of a magnetic field in a
type-II superconductor [4]. Also, in quantum optics, the
systems can be PT-symmetrically adjusted in a balanced
section of a threshold laser with a coherent perfect ab-
sorber (CPA) [5]. Henceforth, in order to study the
eigenvalue problem of a non-Hermitian system, we should
identify its PT transformation.

Exploring the non-Hermitian Hamiltonian postulate,
Schomerus investigates interesting properties of a PT-
invariant one-dimensional resonator [6] and shows how to
detect the PT-symmetry in such system using transport
properties. The main underlying mechanism is the preser-
vation of the number of particles in a quantum scattering
through a simultaneous loss and gain system combined
with PT-symmetry. In the Hermitian configuration, the

system conventionally supports quasi-bound states with
the lifetime estimated by the imaginary term of the self-
energy, but slip away to support stationary states for
non-Hermitian Hamiltonian. Schomerus demonstrates the
PT-symmetry fingerprints of the Hamiltonian through the
quantum noise, the stability at the lasing threshold, the
emitted radiation, etc.

Motivated by the Schomerus ideas, we investigate how
the shot-noise power, embedded in the amplitude of the
temporal correlation function of multi-lead scattering, can
reveal not only the nature of the particles, but also the
PT-symmetry itself and its consequences. In the midst
of all possible multi-lead experiments, we choose a cor-
nerstone of optics, the Hanbury Brown-Twiss (HBT)
interferometer.

The HBT experiment is due to Hanbury Brown and
Twiss [7]. They propounded an interferometer that mea-
sures the intensity between particles! emitted, with a time
delay, by two photomultipliers. The incident particles im-
pinge on the mirror adjusted in a way that the particles
split in two common components with their own particle
detectors. Thus, Hanbury Brown and Twiss experiment

L Although in the original experiment was accomplished using fo-
tons, later it was verified the opposite effect for fermions. In this
manner, we will refer to the carriers as particles.
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Fig. 1: Scattering center coupled to reservoirs through ideal
leads.

permits to find a bunching effect between photons as they
reached the detectors [8], determining some fingerprints
on the correlation between the delayed photons emitted in
the apparatus. Similarly, the transversal electronic trans-
port of particles in an edge state of the quantum Hall
effect [9] produces an anti-bunching effect [10]. In the
former case, the HBT experiment is founded on bosonic
particles, and, in the latter, it is founded on fermionic
ones. Then, we recognize the HBT experiment as a mech-
anism to measure the statistical behavior of correlated par-
ticles. This ubiquitous possibility to measure the statis-
tics of fundamental particles encouraged Glauber to for-
mulate a general quantum optics concept [11] and other
applications, e.g., superconductivity (one can establish an
isometry between a Cooper pair ray and the HBT exper-
iment [12]), elementary particles (pion decay resulting of
nuclear collisions [13]), solid-state physics (waves suffering
Anderson localization are correlated according to the HBT
experiment [14]) and quantum information (measuring the
Bell’s inequality violation [15]).

Therefore, we explore in this paper the emerging physi-
cal mechanisms attributed to the parity and time-reversal
symmetry transformation. With this motivation, we
analytically derive the resulting scattering matrix due
to both the coupling of a tunneling probability barrier
with arbitrary transmission parameter and to an amplify-
ing/absorber system in each HBT’s lead. The compound
system will allow one to consider the phenomena as a re-
sult of resonant effects. As we derive the scattering matrix,
denoted as HBT-PT, we analytically calculate the correla-
tion function which relates the incident /scattered particles
with the quantum statistics of the system. The final re-
sult allow ones to establish the physical requirements to
detect the PT-symmetry on the HBT-PT system. Also,
we indicate some remarkable physical consequences.

Scattering matrix. — In the current section, we
deduce both the HBT (Hermitian) and the HBT-PT
(non-Hermitian) scattering matrices. The first deduc-
tion is a revision to introduce the reader on the subject.
The second deduction is an original result inspired by the
Schomerus ideas and manifests some peculiarities.

Hermitian Hanbury Brown-Twiss setup. For ped-
agogical reasons and in order to render the paper
self-contained, we first explore the conventional HBT
experiment, exhibiting how the amplitude of the temporal
correlation function of counting statistics (shot noise) is
directly related to the nature of the particles. We consider
now a generic system with « ideal leads coupled to a scat-
tering center (SC) as depicted in fig. 1. The leads will
transport particles (fermions or bosons) from the reser-
voirs to the SC, and also from the SC to the detectors.
For this reason, the wave solution on the two-dimensional
lead o can be written as

Nq
Yol y) =Y (alfehy (@) 4 b)), (1)
n=1

where the SC is the reference point. The coefficients bS{”

and agfé) are the output and input amplitudes, respec-
tively, while N, is the number of open channels in the
a-th lead. The functions wrjf @) are plane waves as we as-
sume very far detectors (and emitters) from the SC. We
can represent the scattering formulation of eq. (1) assum-
ing that the output amplitudes are the result of a unitary
transformation of the input amplitudes,

B = SA, (2)
where A and B stands for the column vector of input and
output amplitudes, respectively, and S is the scattering
matrix which provides the relation between these ampli-
tudes. The S-matrix is unitary, i.e., SST = I in order
to preserve the probability current. The scattering matrix
fulfills all constraints because it accounts all possible inter-
actions that affect the transport properties of the system.
The entries of the scattering matrix are usually written as

(3)

with r, r’ and t, t’ representing the reflection and trans-
mission blocks of the scattering, respectively.

The scattering formalism can be applied to the simplest
HBT setup, consisting of two incident particles in differ-
ent leads, each one with a single open channel (energy).
As previously mentioned, Hanbury Brown and Twiss pro-
posed an interferometer that allows to measure the cor-
relation between two particles emitted by different leads
into a semi-transparent mirror. The latter can be inter-
preted as a scattering center which allows the particles
to be transmitted or reflected to detector leads, as de-
picted in fig. 2. The mirror does not allow the reflection
to the incident channel. Following fig. 2, the direct (per-
pendicular) switch from the source to the detector will be
called henceforth transmission (reflection), with the am-
plitude denoted as ¢ (r). Accordingly, the conditions that
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Source
2]
Source Detector
1 sz e 4
Mirror
3
Detector

Fig. 2: (Colour online) Hanbury Brown-Twiss interferometer.

reproduce the HBT setup through eq. (2) are

b1 00 r* t* aq

bQ o 00 t* r* a2

b3 o rt 0 0 as ’

by tr 0 O a4

by ay

o e @
b3 — ©OHBT as )

by ay

with r and ¢ expressing the reflection and transmission
amplitudes of the mirror, respectively. The 4 x 4 scat-
tering matrix in eq. (4) has backscattering properties, al-
lowing the permutation source < detector. This permu-
tation is another interesting fact presented in Sypr and
reveals that it is Hermitian. For our conceptual proposal,
without loss of generality, we set the mirror to reflect
and transmit with the same probabilities amplitudes, i.e.,
—r =it =12 /2. Therefore, the second quantization tech-
niques [16] allow to find the detection probabilities of the
two particles in the same lead, P(ii),i = 3,4, or in differ-
ent leads, P(i,j), i # j = 3,4. The result is

()
(6)

P(33) = P(44) = {(1 - clIP),
P(34) = %(1+e|]|2).

Equations (5), (6) are valid for both fermions and bosons,
while the parameter € informs the two possibles algebras
used: if e = 1, the algebra is fermionic, and, if e = —1, the
algebra is bosonic. Furthermore, I is the overlap between
the incident particles waves which mutually correlates due
to their indistinguishability. Experimentally, the overlap
parameter I € [0, 1] encodes the simultaneity of the emit-
ted particles: if I = 1, the particles are emitted exactly at
the same time, and, if I = 0, the particles are emitted with

"
ay
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Fig. 3: Amplifying-absorber sections and barriers coupling to
the HBT apparatus [6].

a sufficiently large time delay. Although the present sys-
tem is the simplest example of a HBT experiment, we no-
tice that it manifests the Pauli exclusion principle for the
perfect overlapped fermionic waves as the probability to
find the two particles in the same lead is zero from eq. (5).
The opposite behavior occurs for the bosonic waves ac-
cording to the same equation, resulting in the bunching
effect.

Non-Hermitian Hanbury Brown-Twiss setup. Con-
cluded a brief presentation of the conventional Hermitian
HBT setup, we begin the HBT-PT formal analysis.
The PT-symmetry in the HBT experiment can be con-
trolled through an amplifying-absorber mechanism [6]
which modulates the parity and time-reversal symme-
try breaking. Therefore, performing an extension of the
one-dimensional setup [6], we couple in the usual way
two orthogonal amplifying sections in the leads 1 and 2,
generating the following scattering matrices (fig. 3):

b; o 0 to a;
a; o to 0 bl ’
i\ _ g (%

() =% (%)

where ¢y is an experimental complex parameter which
rules the amplifying rate section and ¢ = 1,2. The
T-symmetry can be broken basically through two mecha-
nisms: a perpendicular magnetic field or some amplifica-
tion/absorption parameter. Furthermore, the Hamiltonian
H becomes non-Hermitian if the open system is cou-
pled with amplification/absorption sections. It allows one
to talk about non-Hermicity of well-established Hermi-
tian systems, as in the two-dimensional electronic trans-
port [17]. The effect of the broken T is algebraically
identified with the operation 7Sy = (S3)~!. On the
other hand, a parity P transformation modifies the wave
function ¢ (x) as Py(z) = 1p(—x), which exchanges the
left /right or up/down leads as PSy = 0,S500,. There-
fore, the PT-symmetry is preserved if the diametrically

(7)
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opposite (parity) leads balance the two absorber sections
in the leads 3 and 4. The resulting scattering equation
is the result of the parity and time-reversal operators, P
and 7T, respectively. We implement the procedure on Sy,
following ref. [6] and inspecting the setup depicted in the

fig. 3 as
(1)
Ai+2
b’ al
< z+2) — Ux(Sg)—lo_w ( z+2) ,
Aj+2
b’ 0+ al
i+2 tg i+2
<Qi+2> <t8 O)(bi+2>a
where o, is the Pauli matrix. Equation (8) is the expected
resonant effect result [18]. The complete coupling of the
HBT-PT setup sections is achieved with the substitution

of a and b of eq. (7) and eq. (8) in the Hermitian HBT
scattering equation given in eq. (4). The final result is

i+2

a’
PTsn (2 ).

—_

vy 001 =i\ [a
by | _ V2t |00 —i1 ah (0)
bl 2t 140 0 al
b i10 0 aj

Notice the scattering matrix in eq. (9) is no longer Her-
mitian as in eq. (4), although eq. (9) still reproduces the
same outcome of the standard (Hermitian) HBT setup, as
we shall show in the fourth section. The Hermitian case
is recovered if Im(¢y) = 0. Therefore, the imaginary part
of ty is responsible for the crossover between the exper-
iments HBT and the HBT-PT. Another subtle point on
the peculiar non-Hermitian S-matrix is the noise (sponta-
neous particles emission) created by inserting the amplify-
ing/absorbing sections. As we shall see below, the control
of the additional noise can be mediated through tunnel-
ing barriers in the leads, exploring the resonant regime
which control the transmitted particles [19]. As depicted
in fig. 3, we couple a tunneling barrier in the leads in order
to explore the resonant regime. The scattering produced
by the barriers can be written as

() =- (" %) ()

;)= (%)
J = Sr 7,
(&) =53

where T' € [0, 1] is the transmission probability generated
by the barriers and j = 1,2, 3,4. Proceeding in the usual
way, we substitute o’ and b’ in eq. (9) and, after some
algebra, we find a considerably simplified form to the total
scattering matrix

(10)

where
2
sle—F[(i%) —1]7 (12)
s = fﬂt—of (13)

2 15

Equation (11) represents the scattering matrix which com-
bines the HBT experiment with the control mechanisms of
parity and time-reversal symmetries (HBT-PT). One may
argue that the barriers would affect the symmetry in each
lead of eq. (9), but it is not true since Sr is invariant under
PT transformation, St = P7T Sr, as one can verify. The
scattering matrix SypT can be obtained from eq. (11) if
Im(tg) =0 and T' — 1, as expected. The resonant regime
is achieved if Im(¢p) = 0 and T" — 0, generating singular-
ities in the output amplitudes with the consequent parity
and time-reversal symmetry breaking.

Although the representation of the system through the
scattering matrix of eq. (11), an experimental setup to
measure the quantum statistics is highly non-trivial if the
apparatus is symmetrically adjusted to satisfy parity and
time reversal. A method would be the system immer-
sion in a heat bath [6,20,21], from which we evaluate the
system response using the noise due to the bath-system
coupling and the consequent fluctuation dissipation [22].
This provides an analysis of the attenuation of the out-
put amplitudes [23]. Clearly this method is very hard to
implement in the four-leads detection apparatus. Fortu-
itously, we formulated an alternative approach inspired by
the Schomerus ideas to determine the PT-symmetry using
counting statistics, an original general formalism is devel-
oped in the next section for multi-lead systems.

Input and output states. — In order to provide the
formalism, it is convenient to write the inputs in terms of
the outputs

A=S'B. (14)
We consider a multi singled channel lead system (MSCTS)
operating at zero temperature. The scattering matrix of
such system can be written as

r11 ti2 - tia
ta1 T22 - t2a

Smscrs = (15)
tal tag ot Taa

As each lead has only one open channel, it is simple to
express a field operator that creates a particle in the lead
a with wave function ;(T,) [24],
&&:i/dm¢4myﬁ@g. (16)
We denote N as the number of leads in the system while

at(r,) is the standard creation operator. The field oper-
ator of eq. (16) will act in multiplet states of the Fock
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space. On the other hand, the field operator will obey the
following commutation relations:

[%i,zﬁli}e =1, (17)
[airly] = [Bosrils] =1, (18)
{T/A)aiﬂ/;ﬂjl = [lﬁaiﬂ;w}e =0, (19)

where [ is the same overlap factor of egs. (5) and (6) that
are defined in terms of the wave functions as

- / ATt (B )05 (Ea). (20)

The possible 2 incident particle states can be con-
structed using the field operator of eq. (16) and normaliz-
ing the fields. After some algebra, we obtain the states

[1 - 6|]|2} e Q;Lﬂ/;z;ﬂo)a
201+ |112)) 7 (9Ll +0L,08,) 10). (22)

|ac)

loB)+

(21)

The relations expressed in eqgs. (21) and (22) form the
input states. They can be referred to as the singlet and
doublet states, respectively. The latter contemplates the
symmetric and antisymmetric ones. The particles interact
in the SC and will be created in any other lead preserving
the constraints imposed by the conservative laws on the
scattering matrix. The relation between the input field
operators and the output ones follows from eq. (14),

’&T = ’I"aa’(/J + Z taa’(/}az (23)

We substitute eq. (23) in egs. (21) and (22) concomitantly
with the commutation relations (17)—(19) and obtain the
novel identity

Z taat5b¢2i¢2j = Z [taatﬁad)lizplj

a,b a

+ Z (tﬂatﬁa“’”wazwa-‘rnj + taa+nt,3@¢a+7ﬂ1’ba]) :| (24)

We rearrange the terms of the resultant expression to find
all the output Fock states. After some algebra, the input
states in terms of output states are given through the novel
general MSCTS equations

laa) = ria\aa) + \f27“a0¢taa|oza>_6 + tia\aa>
+\f2taataa+n |aa + n>—€7 (25)
aB)+ = =V (1 F €) (raat gal o) + rastas|BB)

—I—taatﬁa|a(l>)+ (’I“aa’l“/j@ F Eta[jtﬂa) ‘Otﬁ>i
+ (Taatﬁa + etozatﬁoc) |Ola>j:
+ (rgstaa T etaptpa) |Ba)+

+ (taatﬁaJrn + 6to¢a+nt6a> |aa + n>:|: (26)

where we define

" 1—e|I)?
- = Az (27)
It is necessary to fix some conventions which are implicit
on the egs. (25) and (26). Firstly, we have omitted all the
sums in the indices a and n. To avoid misunderstandings,
it is enough to consider that the index a varies from 1 to
N and n varies from 1 to NV — a. Secondly, an important
feature is that o and § do not explicitly appear in the sum
of a. Given these conventions, we realize that the doublet
input states is expressed by all the possible doublet out-
put states. The formalism can be applied in a myriad of
scenarios involving multi-lead scattering processes and, in
particular, it will allow us to find the correlation functions
of the HBT-PT system.

Correlation function. — Given a doublet input state
in a general system such as the one depicted in fig. 1, we
can determine the probability of the input state projection
on each possible output state of the system. Furthermore,
such probability can be interpreted as a correlation func-
tion provided the states are doublets. Accordingly, the
counting statistics can be expressed in terms of correla-
tions (noise) as

|<ozoz\lnput>|2 (Ana) ,

|+(aBInput)[* + | (aB[Input)|* = (nans),

where (An,)? = P(aa) and (nang) = P(af) are the pre-
viously mentioned probabilities. The derivation of each
possible relation between the input and output doublets
expressed in eqs. (25) and (26) is useful to construct some
input state through S’ and, consequently, to find the cor-
relation functions through (28) and (29).

Equations (21) and (22) can be cast into the form

— 1] |aB)-

Y2 |aB)

1
1
+§[ (L+[I]%)]
With this set of equations, finally the correlation expressed
in eq. (28) will be calculated. We substitute eq. (26) in
the r.h.s of eq. (30) and multiply by one of the possible
bras (aal, (88| or {(aal. After some algebra and taking
the square modulus, we get the correlation functions for
an output lead of the same index,

(30)

(Ana)? = |raal?[tgal*(1 — €lI]?), (31)
(Ang)? = |rag|*[tas)*(1 — €lI]?), (32)
(Ana>2 = |toza|2|tﬁa|2(1 - 6|I|2)- (33)

Proceeding similarly to 4 {af|, +{eal, +(Ba| and 1 {aa+
n|, we can evaluate eq. (29). The result is

Faal®|ras|® + [tapl?ltsal® — €lI]?
X (T‘Zarzﬁtaﬁt/ga + TQOéTﬁ/J’tZ,BtEa) , (34)

<nan5> =
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(namnae) = |raa‘2|tﬂa|2 + |taa|2|tﬁa|2 - 6|I|2
X(Taatpataatba + rzatzataatga), (35)

(ngna) = Irasl’[taal® + [tgal*[tas|* — el 1]?
X(raptaatatas + Thpstaatpatas),  (36)

<nana+n> = |taa|2‘t[3a+n‘2 =+ ‘taa+7z|2|t,8a|2

_6|I|2(taatﬁa+ntza+ntf3a + tzatgaJrntanrntﬂa)' (37)

Equations (31)—(37) determine all the possible outcomes
of a generic MSCTS provided the corresponding scattering
matrix. To our knowledge, this result, valid for any quan-
tum system described by egs. (1) and (2), is completely
novel. These equations immediately inform the shot-noise
power of the system, the single source of noise at zero tem-
perature. We extend our considerations to both fermionic
and bosonic particles using the index e.

Now we focus on the HBT-PT scattering matrix, repre-
sented in the eq. (11). More specifically, the input indices
on the defined HBT-PT are o« = 1 and f = 2. We sub-
stitute the scattering matrix elements in the correlation
functions given above and obtain, after some algebra, the
HBT-PT statistics,

(Am)? = (Ana)? =0 (39)
(Ang)? = (Ana)? = i(l " (F) T
<(1- d|TP), 0 (39)
(manz) = (1-T)? () : (10)
(ninz) = (nang) ‘<n1n4)) (6<7>12n3) i
S <><> "
(ngns) = B Gdi?). @)

TP ——
ERIOR

There is an interesting phenomenology in eqs. (38)—(42).
Firstly, we must note at this stage that in the absence
of PT-symmetry, Im(#y) = 0, the standard (Hermitian)
HBT effect result given in egs. (5), (6) is recovered, in-
dependently of I'. Therefore, the Hermitian HBT phe-
nomenology is independent of resonant effects. On the
other hand, in a striking manner, the shot-noise power of
(non-Hermitian) HBT-PT apparatus strongly depends of
the tunnel barriers I'. Moreover, a remarkable fingerprint
of the non-Hermitian experiment is its non-null correlation
functions between input and output leads as indicated in
eq. (41), although the overlap term, I, occurs only on out-
put arms in both cases, as indicated in eqs. (39) and (42).

Secondly, and even more remarkable, the limit I' — 1 of
the five last equations is

(An1)2 = (An2)2 == <n172n27374> = O, (43)
1
(Ang)* = (Ang)* = 2 (1= [I]?), (44)
1
<n3n4> = 5 (1 + 6‘I|2) s (45)
e., the same result of the eqs. (5) and (6). Therefore,

the shot-noise power of both the Hermitian and non-
Hermitian HBT is the same in the ideal system which
once again indicates the preponderant role of tunneling in
PT-symmetric systems.

Given the dependence of the HBT-PT on the tunneling,
we analyze the opaque limit, i.e., impenetrable barriers
(T' — 0), and we obtain (njns) = 1 establishing that the
only possible output is the input doublet which projects
in itself, indicating the full reflection of the incident par-
ticles. Finally, we explore details of the non-Hermitian
HBT-PT correlations generated through amplifying and
absorber sections. The results on the opaque regime can
be summarized in simple expressions for both systems

LA
(ATL&)Q = (An4)2 = -, 1 Im(to) = O7 (46)
07 if Im(to) ;ﬁ O7
L4t .
<n3n4> - T’ if Im(to) = Oa (47)
Oa if Im(to) 75 O7
- 48
<n1n2> {17 it Im(to) 7§ 07 ( )

The exclusive sensitivity of the non-Hermitian HBT-PT
apparatus on the resonance phenomena allows us to con-
clude that the shot-noise power in its typical regime is a
very appropriate observable of the PT-symmetry. Also,
there are possible technological applications if we consider
a “PT” gate similar to a transistor with alternating (input
or output) 0 shot noise depending on the PT-symmetry of
the system, as the previous equations indicate.

Conclusion. — In the present paper, we investigate
the amplitude of the temporal correlation function (shot-
noise power) of both a Hanbury Brown-Twiss Hermitian
and a non-Hermitian (PT) experiment. The study is
valid for bunching and anti-bunching effects of bosons
and fermions, respectively. Inspired by the recent re-
sult of Schomerus, we consider the couple of amplifying-
absorbing sections and also transmission barriers in the
leads of the HBT apparatus. Through concatenation tech-
niques, we obtain the resonant S-matrix of the HBT with
parity and time-reversal symmetry (non-Hermitian).

Henceforth, we extended the correlation functions for-
malism, by means of field operators defined in the Fock
space, which provide any statistics of a doublet input
state of a multi-lead system, described by a generic scat-
tering matrix. Once we derived the scattering matrix of
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the HBT-PT experiment, we obtain its statistics applying
it to the correlation functions. The latter result can be
applied in particular to the arbitrary transmission prob-
ability, including the full opaque limit (I' — 0), and to
arbitrary amplifying-absorbing rates, performing the full
crossover to Hermitian and non-Hermitian (PT) statistics.
Then we identify the breaking point of parity and time-
reversal symmetries, the fingerprint presented on the shot-
noise power that separates completely the two regimes and
can be used to the fine detection of the controlled PT-
symmetry and possibly to technological applications.

We hope that the developed multi-lead correlation func-
tion formalism permits to study other applications beyond
the PT-symmetric Hanbury Brown-Twiss effect.
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Abstract

- A.L.R. Barbosa? - M. S. Hussein3* . J. G. G. S. Ramos'

We investigate the resonant regime of a mesoscopic cavity made of graphene or a doped beam splitter. Using Non-Hermitian
Quantum Mechanics, we consider the Bender-Boettcher assumption that a system must obey parity and time reversal
symmetry. Therefore, we describe such system by coupling chirality, parity, and time reversal symmetries through the
scattering matrix formalism and apply it in the shot noise functions, also derived here. Finally, we show how to achieve the
resonant regime only by setting properly the parameters concerning the chirality and the PT symmetry.

Keywords Chiral - Chirality - Parity - Time reversal - Graphene - Noise - Non-hermitian

1 Introduction

Many current investigations propose Hermitian models to
describe dissipative processes in order to maintain the
Dirac’s assumption and obtain real observable values [1-
3]. Although it has been demonstrated to be a sufficient
condition to obtain acceptable numbers, it has never been
proven that it is necessary. For instance, non-Hermitian
Hamiltonians are treated as a standard technique to describe
open systems with dissipative processes [4, 5], and the
most known example is the radioactive decay [6]. Beyond
that, there is an attempt of a possible generalization of
quantum mechanics postulates for which the open systems
may be described by parity and time reversal invariant
Hamiltonians.

In general, parity and time reversal symmetry (PT) has
been used as a physical artifice very useful to establish
selection rules and to settle some properties of a quantum
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system. These features allowed one to predict fundamental
particles, e.g., the kaons, and to engender philosophical
debates in the very foundations of physics, as the time arrow
problem and, concomitantly, the PT-symmetry description
of quantum mechanics.

The latter was proposed by Bender and Boettcher [7]
when they analyzed a non-Hermitian Harmonic Oscillator
Hamiltonian and figured out that its spectrum is entire
real, unless the PT-symmetry is spontaneously broken. Ever
since, a plenty of works in this matter were published,
both theoretically and experimentally, indicating that might
be possible to obtain acceptable quantum mechanics using
such assumption. Important application of P77 symmetry
in optics were developed. In particular, we mention two
coupled P7T symmetric waveguides: a P7 symmetric
Bragg scatterer and a P77 microring laser [8, 9].

Moreover, fundamental symmetries, such as time rever-
sal, spin rotation, and chirality, must be considered to
describe cavities with a large number of resonances (e.g.,
heavy nuclei). Accordingly, the treatment given to this com-
plex systems is to analyze their symmetries, ignoring its
detailed internal properties [10]. The different combination
of the absence, or presence, of these symmetries forms the
tenfold Cartan classes [11]. In this way, it turns out to be
natural to study systems such as mesoscopic cavities in the
view of Bender-Boettcher formalism.

In principle, for a complex system, the resulting
Hamiltonian must be random, but here, we address
a deterministic behavior to the system for simplicity,
which will allow the study of both quantum mechanical
formalisms. We approach the problem by the scattering
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matrix theory, which seems the most simple way to couple
the desired symmetries. In this paper, we restrict ourselves
to the effect caused by the coupling of chirality and/or PT-
symmetry. We chose such couplings because, as will be seen
throughout the manuscript, chirality plays a very important
role in modern mesoscopic cavities.

Since the characteristic scattering matrices are obtained,
we derive the shot-noise functions which act as observables
to quantify the coupled symmetries. Then, we demonstrate
how the resonance regime condition of such systems can be
achieved and its dependence with parameters which govern
the degree of symmetry. We further find corrections to
the transport functions of a PT cavity tuning the relative
chirality parameter.

2 Scattering Matrix: Chirality, Parity, and
Time Reversal

We begin by introducing the chiral symmetry and its
applications to physics. For a two-dimensional bipartite
lattice system, there is a twofold degeneracy in the
spectrum. It is said that the system supports a chiral
symmetry and may be described by the off-diagonal
Hamiltonian [12]

v (32)

The off-diagonal terms A are called hopping matrices,
since one considers the transition between the sublattices.
Now we introduce the chiral operator, C, which brings
up a degeneracy in each energy spectrum level due to the
bipartite lattice

{Hf}:u
H=—-CHC. (2)

Comparing (2) with (1), the chiral operator can be
represented by the matricial form

~ (Iy 0
C‘(o-m)‘ 3)

These features about the chiral operator are used to explore
the topological states of condensed matter systems, such
as crystalline [13] and Chern insulators [14]. Here, we
investigate graphene [15], another important system which
we will consider in this paper as the representative of
the chiral systems, whether for pure physical treatment or
technological applications.

The graphene is pictured in a honeycomb structure made
of carbons in each vertex, as depicted in Fig. 1, and can be
quantified by the Hamiltonian (1). This structure results in
the chiral symmetry (2). Physically, the latter introduces the
coexistence of a electron-hole pair in the Dirac Sea. In fact,
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Fig. 1 Honeycomb lattice model. We can see the bipartite lattice by
the different colors depicted, although they are all carbon

it was used to study some important theoretical issues about
the transport in graphene, such as Klein paradox [16] and,
for our concern, to study the charge conjugation symmetry.
Here, we intend to study the transport properties of graphene
considering further the parity and time reversal symmetries.
A very straightforward way to couple these symmetries
together is through the scattering matrix formalism, which
we will develop now.

Considering a generic system with « ideal leads coupled
to a cavity. The leads will transport carries from the
reservoirs to the cavity, and also from the cavity to the
detectors. For this reason, the solution for the lead « can be
written as

Ny
Vo (x, y) = Z(a’ga)wn—(oc) + b,(;x)l/f,j_(a)), 4)

n=1

where we consider the cavity (scattering center) as the ref-
erence point. The coefficients b,(la) and a,ﬁ“) are generically
called the output and input amplitudes, respectively, while
Ny is the number of open channels in the «-th lead. The
wave functions w,ﬁt @ are plane waves since we are assum-
ing very far detectors (and emitters) from the cavity. We can
represent the scattering picture of (4) assuming that the out-
put amplitudes result from an unitary transformation of the
input amplitudes,

B = SA, )

where A and B stand for the column vector of input and out-
put amplitudes, respectively and S is the scattering matrix
which provides the relation between these amplitudes. We
set the S matrix as unitary, (i.e., ST = I) in order to pre-
serve the probability current. The scattering matrix fulfills
all constraints because it accounts for all possible interac-
tions that affect the transport properties of the system. Since
we are treating the graphene case, the scattering matrix must
fulfill another constraint due to chirality, which is [11]

S=%.5"%.. (6)
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We can establish (6) from (2) adopting a Hamiltonian-
dependent model to the scattering matrix (e.g., Mahaux-
Weidenmiiller scattering model [5]), we recover S by the
substitution S(H, E) — S(—X,;HX,, —E). We turn our
attention to the quantitative aspect of the scattering problem.
Usually, one may write the scattering matrix’ entries as

rt
S:<tr/>v @)

with r, ¥ and t, t' representing the reflection and
transmission blocks of S, respectively. We can apply
the scattering formalism to the simplest graphene setup,
consisting of two incident particles in different leads, each
one with a single open channel. The graphene can be viewed
as a scattering center which allows the particles to be
transmitted or reflected to detector leads, as depicted in the
Fig. 2.

Once we establish the conditions that reproduce the
graphene setup, we can use (5) to write its scattering
equation according to Fig. 2,

by 007r* t* ay
by ip 00 ¢* r* an
= é N

b3 rt 00 as

by tr 00 as

by ay

by | a

bs = Sgph a3 ’ (®)
by aq

Source

Source Detector

+]

Detector

Fig. 2 Graphene as the scattering center transmitting two particles of
different leads

which r and ¢ express the reflection and transmission
amplitudes of the mirror, respectively. The phase ¢,
evaluated to [0, 7 /2], can be viewed as a degree of chirality.
The maximum chirality is achieved setting ¢ = /2 when
(6) is fulfilled, physically the phase ¢ is the presence of
impurities or doping in the graphene’s structure [17]. For
bosons transported through the cavity, this quantity plays
the same role as Y. Tang and A. Cohen defined Optical
Chirality [18]. For ¢ = 0, we have the Hanbury Brown-
Twiss interferometer (HBT) [19]. The 4 x 4 scattering
matrix in (8) takes into account the backscattering in
lead 3 and 4, resulting in non-trivial values to b and by
which will emerge when we introduce barriers in each
lead. Also another interesting fact we observe is that Sgpp
obeys the chiral symmetry condition (6). For our conceptual
proposal, without loss of generality, we set the reflection
and transmission probabilities of the cavity as equivalent,
ie., —r = it = +/2/2. In order to find the probabilities
to detect both particles in lead 3 or 4 (P(33) and P(44),
respectively), and one particle in lead 3 and 4 (P (34)), we
consider each probability amplitude in (8) as field operators
acting in the vacuum state. Observing the setup depicted in
Fig. 2, the input state can be written as the creation operators
&IT and Ez; in the vacuum state. Then, one can calculate the
probability to detect both particles in the same, or different,
arms taking the square modulus of the projection of such
input state and the respective state of interest, i.e., P(ij) =
|(0|13,-1;j&17&2 10))|2. Using (8) and the commutation relations
for fermions, or bosons, the probabilities of detection in the
output arms are given by

P(33) = P(44) = %(1 —elIP), 9)
P(34) = %(1 +elI). (10)

Equations (9) and (10) are valid for both fermions and
bosons and the parameter € inform two possible algebras
used: if € = 1, we have the fermionic case, and, if ¢ =
—1, we have the bosonic’s. Furthermore, [ is the overlap
between the incident particles states which correlates with
each other due to their indistinguishability, / informs the
simultaneity which the particles were emitted into the
system: if / = 1, the particles are emitted exactly at the
same time, whereas I = 0, the particles are emitted with
a sufficiently large time delay. Despite the present system
is the simplest case of a graphene setup, in the perfect
overlapped situation, it manifests the very known Hong-
Ou-Mandel (HOM) effect [20]: to the bosonic case, we
observe a bunching behavior of the carriers, to fermions,
anti-bunching. The latter is known as eletronic HOM effect
[21, 22].

Now, we start the formal analysis to deduce the
above system with PT symmetry. In order to explore the
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PT-symmetry in the previous experiment, we need to
implement a amplifying-absorber mechanism [24] in order
to find means to break parity and time reversal symmetries,
thus, performing an extension of the one dimensional case
[25], we couple two amplifying sections, in leads 1 and 2,
with the scattering matrix (Fig. 3)

bl/- _ 0 1o alf
a; - o O b; |’
b\ _ a;
<a,~> _So<bi>’ (v

where 7y is an experimental parameter which rules the
amplifying rate section and i = 1, 2. In order to maintain
the PT-symmetry, it is necessary to balance the opposite arm
by coupling two absorber sections in leads 3 and 4. The
scattering equation is given by the result of the parity and
time reversal operators, P and 7, by acting on Sy. Following
the same procedure developed in [25] to determine the
form of such operators in the one dimensional case, we
have

(bf’+2> = PTSo <a;+2> 7
ait2 bit2
<b1{+2> = 0y (S0) o (az{+2>’
aiyo bt
1
<bl/'+2> — (l) i <a1{+2) , (12)
aj4+2 7 0 bit2

where o, is the Pauli matrix. Equation (12) is expected
to hold since we adopted the solution (4) to a resonator
[26]. We complete the coupling of the sections in graphene

,
b by by ayq ay a4

1 - Lt

e G

—_— L R B —l> n %
al a) a1 4 %4

Fig. 3 Amplifying-absorber sections and barriers coupling to the
graphene setup [25]
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setup substituting @ and b of (11) and (12) in the graphene
scattering equation (8), and we get

b 001 —i aj
by | _ _ei¢’£t_0 00 —i 1 ) (13)
by B 2| 1i 00 a;
by i1 0 0 ay

We note that the scattering matrix in (13) no longer
reproduces the Chiral symmetry as in (8), but (13) still
reproduces the same outcome of the standard graphene
setup, (9) and (10), as will be seen in Section 4. Although
we do recover former symmetry fixing the strong condition
to the sections Im(tg) = 0, hence the imaginary part of
tg is responsible for the crossover between the cases with
graphene and the graphene-PT. Still working on Fig. 3, we
couple a tunneling barrier in each arm, aiming to explore the
resonant regime. The scattering equation of the barriers is

() = Che" 25 (7))

b a’l
() =) a4
j j

where I" is the barrier’s transmission probability and j =
1, 2, 3, 4. Proceeding as in the previous case, we substitute
a’ and b’ in (13), and after some algebra, we find the
scattering matrix

s 0 s —is

1 0 s —is’ s

1 —e2ig2)(1 -y | " is’" s 0 |’
is' s 0 s

St =

where we defined
s=+vI-T [e2"<¢+29> - 1], (16)
s\ = @20, (17)

where we have made the complex variable substitution
fo = |tole™?. Equation (15) represents the scattering matrix
which combines the graphene scattering experiment with
parity and time reversal symmetries. One may argue that
the barriers would affect the symmetry in each lead of (13),
however it is not an issue since St is invariant under P7T
transformation; Sr = P7 Sr, as one can verify. Concerning
the strong condition of parity and time reversal, the system
will not be affected by such quantities when 6 = nm /2, for
n =0,1,...,. This can be viewed as a special case where
no phase is gained due to the amplification or attenuation
due to the sections. Such interpretation will aid us to study
the resonances of the above system. Also, we recover Sgpp
in (8) when we fix such values of 6 and ' — 1, as expected,
since there are no backscattering effects.

Although we have represented the system in a fairly
simple form through the scattering matrix of the (15), some
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techniques are very cumbersome to be used to determine
its spectrum. One method would be immerse the system
in a heat bath [25, 27, 28], and evaluate the response of
the system by the noise due to the coupling bath-system
using the fluctuation-dissipation theorem [29] in order to,
finally, analyze the attenuation of the output amplitudes in
the detection leads [30] where it will detect a resonance.
Clearly, this method is very hard to implement in the four
leads detection apparatus. Henceforth, we can approach
such issue by the noise functions using the scattering
formalism.

3 The Noise Functions

We begin the description of the formalism considering the
whole system composed by reservoirs, leads and the cavity
which is under investigation. The reservoirs will provide
the particles to be transported through the system and its
statistics, given by the Fermi-Dirac distribution for the
fermionic case, or by the Bose-Einstein distribution, for the
bosonic’s. The leads are responsible for the propagation of
the emitted particles to the cavity. We can solve the two-
dimensional Schrodinger equation in the leads considering
the x-axis the direction of propagation and the y-axis as the
transversal modes, and represent the latter behavior by the
single-particle quantum field operator given by

Etky)

N o
\il(?lla 1) = Z/O dk, ¥ (kn, Xa) Xn (Yo )ag (kp)e™ 7

(18)

Xon are the transversal eingenfunctions, ¥ (kyn, x) some
function that concern all the propagating quantities of the
n-th channel beside ay, which is the destruction operator
which fulfill the standard fermionic(e = 1) and bosonic(e =
—1) algebra

Aandy, + €dpma), = upd(m — n). (19)

For our purpose, it is necessary discard the temperature in
this problem and reduce the problem to the low frequency
limit. Although it is an oversimplification, it will be enough
to explore the effect due the symmetries in the transport
of particles. These assumptions will reflect in the noise
description of the problem, physically, the properties of
the system will be given only by the transmission of the
particles and its overlap, or indistinguishability degree. It
will reflect in the field operator (18) as [31]

W (g, 1) = /dkaw(ka,xa)&(ka)e_i%’- (20)

We observe that the field operator creates a one mode
particle in the «-th lead. The field operator of (20) will act

in Fock space, since we are interested in the multiplet case.
As we settled the usual destruction field operator, now it is
possible create an input state to interact with the quantum
dot, as in [23]. We inject a particle in lead 1 and 2 then we
have the input state

W) = Uf(xy, )87 (x, 1)[0) Q1)

Since we intend to explore the properties by the noise,
we have to represent an observable related to the particle’s
transport, in order to find the noise of the process, we recall
for current operator given by

i) = /dxaf" [\Iﬁ(xa, HW (g, t)] , (22)

where 7 is the normal ordering operator. As we are dealing
only with processes of transmission of the particles after
interact with the quantum dot (15), one can determine the
possible outcomes through the calculation of the correlation
function, given by [32]

1 A~ ~ A A
Sap (1) = 5 (Au Mg + Mg Aly) (23)

where Afa = fa — (fo,) is the fluctuation of the current
operator at the lead « and the state that evaluate Syg(¢) and
Al is given by (21). With the aforementioned assumptions,
we can use the Wiener-Khinchin theorem in (23) to obtain
a fairly simple expression to the spectral density at low
frequencies [33]

Sap (@) = (Aly Alg)w, (24)

which has the same form of the probability functions P (ij).
In (24), I, is the current defined in the frequency domain

Iy(w) = % / I, (1)e " dr (25)

The above analysis was necessary in order to identify
the correlation function, e.g., (9) and (10), as a noise
function. This may extend the concept of noise to scattering
experiments. For the case of analyzing only the transmission
of the carriers, one must impose the low frequency regime,
then the correlation functions will be given by (24), which
we call shot noise, or Poissonian noise, whether the carrier
is a fermion or a boson [34, 35]. As we are analyzing
the transmission properties due to the system depicted in
Fig. 3, it is necessary develop a scattering formalism of such
process to derive the respective noise functions, as we do
next.

Since we already obtained the scattering matrix (15) for
4 propagating leads with one channel each, we consider the
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scattering formalism with one channel per lead coupled to
the quantum dot, then we write down the relation between of
input and output amplitudes linked by the scattering matrix
entries

4
&,‘ = Zsijl;j (26)
j=1

where s;; is the scattering matrix entries. In fact, we
established (26) based on (5). Then, with an analogous
procedure used to derive (9) and (10), we project the input
state (21) on the outcome state of interest and take its
modulus square, we achieve all the possible configurations
of a4 x 4 scattering matrix system given by

2 2 2 2 2
(A1(1,2,3,4)> = |s101,2,3,4)°152(1,2,3,4)| (1—6|1| ),(27)
(Af1Af(2,3,4)> = Is11%[s20.3.4) % + Is12.3.4) 1?1521 12

2|1 Re (s11522345T0.5.4551 ) - 29)

sor _ 2 2 2112

(ADLAILG ) = Isi2|7 23,417 + 513,47 |s22]
~2el1Re (s12920.95 0,055 ) 29)

(ALALY = |si3Pls2l* + Is1a*ls23 ]
—2¢|I|°Re (s1352457453) - (30)

Equations (27)—(30) allow us to determine all possible out-
comes of any four terminal system, even with backscattering
and any symmetry embedded. It is important to note that
we no longer refer to the above correlation functions as
probabilities, P (i), but as noise functions, (Al; Al;). Such
equations immediately inform the shot noise of the sys-
tem, as we are considering the system at zero temperature
and low frequency. Finally, we extend our considerations to
both fermionic and bosonic cases through the index € and
also considered the indistinguishability degree between the
particles by the overlap integral

4 =/dkdx¢*(xa,ka)¢(Xb,kb). €29

It is important to notice that applying (8) and (13) in the shot
noise equations, we immediately obtain the probabilities
(9) and (10), and recover the HOM statistics, as expected.
Another feature is that (27) shows that it still preserves the
exclusion principle for fermions, since we have a perfect
indistinguishable pair, / = 1, then the mean squared
fluctuation of the current operator is zero.

Having previously derived the graphene-like cavity with
PT symmetry scattering matrix, represented in (15), now we
can apply the scattering matrix elements in the shot noise
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functions, (27)—-(30), and obtain, after some algebra, the
graphene with PT symmetry statistics

(Al)? = (AD)* =0, 32)

(Al3)* = (Aly)?

1 r+

411+ (1-T)2 = 2(1-T) cos(p + 26)]
4(1 = T)*[1 — cos(g +20)]

s (1—€ll?), (33)

(AhADL) = - (34)
[1+1-T)2 =20 —T)cos(p +20)]
(AL ALY = (ALAL) = (AL AL) = (ALAL)
2 _ _ 2
_ 251 = I) [1 — cos(p + 20)] 35)

[14(1=1)2=2(1 = ) cos(p +260)]*
1 r
2[1+4 (1-1)2 = 2(1-T) cos(p + 20)]

(AlAL) = 5 (1 +€ll%). (36)

If it is applied ¢ = 0, one will obtain the statistics of
a Hanbury Brown-Twiss apparatus embedded with parity
and time reversal symmetry [36]. Equations (33) and (36)
are the noise due to the full transportation of the carriers.
Equation (35) represents the transportation of one carrier
and the reflection of the other and (34) represents no
transport at all. In the HBT regime, one can achieve the
resonances setting the breaking PT symmetry condition to
6: only the full transportation noise equations will be non-
trivial. Also, we can analyze how the slightest doping will
affect the resonant regime in the former case. Expanding
the above equations to the next non-trivial order of ¢, one
gets immediately the corrections due to the backscattering
caused by impurities effects through the noise,

(ALY = fe(D) [1 + zlr_f wZ] , (37)

(Alp)?) ~ @, (38)

where f, (1) is relative to the overlap term of the respective
function, ((Al;,)?) is related to the noise functions
which describes the full transmission of the carriers,
and ((Alpg)?), is the noise functions with any type of
backscattering. It is interesting to note that in a resonant
regime(I' — 0) of a doped system border effects of the
cavity increase as corrections of the noise functions go up.
It is possible too make the same expansion around ¢ = /2,
which will produce the noise functions with corrections due
to impurities in graphene.

Also, it is possible to find every resonant regime
condition of a more general system, as easily seen in the
above equations when cos(p + 20) = 1, it will be obtained
through a relation between the PT-symmetry parameter and
the pureness degree of such a system

¢ +20 =2mn 39)

Equation (39) shows us that the true responsible for a full
transportation of the particles by the system is how the PT-
symmetry relates itself with the intrinsic symmetry, since
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the noise functions turn to be independent of transmission
barriers and the nature of the carriers. The generality of this
statement is not casual: if one is interested in another Cartan
class, it will be as possible to find the resonance condition
by a similar treatment addressed here.

Moreover, it is possible to obtain more possible physical
situations beside (39), as depicted in Fig. 4. As we
can notice, in order to have non-trivial values to the
backscattering noise equations, Fig. 4b, c, one must take
into account the values of the transmission barriers. When
the symmetry parameters do not fulfill (39), one can
identify transitions between the backscattering to the full
transmission case, and vice-versa, by varying I

From a practical point of view, the studying of the
relation between chirality and PT symmetry will reduce
the values of ¢ to its extremes(0 or m/2) and it will
given different quantization conditions when one reaches

0

0é

04

0z

=}
=
b
o
=

0é 0s

r
(a)(AI1)2 = (Al)? for fermions and (I314) for bosons.

im

05w

=
=]

(b)(I112).

the closed cavity. Analyzing the perfect chirality condition,
¢ = m/2, and the resulting noise functions, we reach to
the new quantization condition to a graphene-like system

through the parity and time reversal breaking

Ogpn = N7 — %. (40)
The result (40) gives the entire resonances points of a x /P T
symmetric system, provided the existence of such constraint
between these two symmetries, the x and the PT. Also,
we look at the direct effect of the PT symmetry on an
observable such as the shot noise and how a non-Hermitian
Hamiltonian formulation can assist to find the energies of a
system at any amount of doping.

There are some interesting features in graphene experi-
ment when we compare with the HBT and the HBT-PT case.
As was studied in [36], the usual HBT scattering matrix pos-
sess the Hermitian condition, following the basic postulates

(e){I[1,2113,47)-

03

0é

04

0z

(d)(I314) for fermions and (Al1)2 = (Al)2 for bosons.

Fig.4 The noise functions (32)—(36). Apart from the extreme values 0 and 27, the system become strongly dependent on I'
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of quantum mechanics. On other hand, the HBT-P7T sys-
tem do not possess the latter condition, but does have the
parity and time reversal symmetry. When one adjusts the
HBT-PT sections in order to obey the condition Im(tg) =0,
the usual HBT scattering matrix and correlation functions
are obtained, even in the presence of the barriers, which
indicates when the PT symmetry of the system is broken.
The situation is fairly different when we substitute the HBT
system by a graphene. We learned above that graphene
has the chiral symmetry expressed through the constraint
S = ¥.57%., which causes the losing of hermiticity con-
dition of its scattering matrix, even though the correlation
functions are HBT-kind. Then, coupling the sections and
barriers, we lose the chiral condition and gain parity and
time reversal symmetry; however, when the sections obey
Im(tg) = 0, the system enters in resonance regime and
turn again chiral symmetric. Apparently, both HBT-P7 and
graphene systems share the property of recovering their ini-
tial condition, Hermiticity and chirality respectively, when
we set Im(tg) = 0, but fundamentally they differ in its noise
functions. The former do not explicitly depends of the barri-
ers when we take away PT symmetry, this is clearly not the
case of graphene, which, in the same amplifying-attenuation
regime, depends directly of the tunnel barriers, as we can
see substituting in the noise equations the values ¢ = /2
and 6 = nm /2, the latter being the resonance condition to
the HBT system.

4 Conclusion

In the present paper, we have analyzed a x/PT symmetric
system, such as graphene where chirality refers to the
presence of a pair electron-hole, and encountered its
resonances through a simple mechanism of setting the
proper values of the quantities related to the symmetry of
such system. Furthermore, it was found that the correction
was due to the presence of impurity in a HBT-like system.
For experimental purposes, one can set an experimental
device symmetric by parity and time reversal following
the procedure pointed in [36], and may encounter its
resonances by the present procedure. Moreover, it is
important to remark that one can find the resonance regime
of any system, given its scattering matrix, just doing
the same analysis of the symmetry parameters, ¢ and
6. Its possible either to construct further formulations of
scattering matrices, with other symmetry parameters, since
the proper constraint of the Cartan classes is fulfilled.
Besides, the formalism used here leans toward the profound
discussion of a more fundamental formulation of quantum
mechanics based in symmetry principles. Although we did
not discussed its proper implications, one can find some
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insightful discussions in references [6, 7, 37-39]. Finally,
we envisage that the x /P7 symmetry may find applications
in microbiology and the DNA research in general.
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