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Muitos comportamentos naturais e artificiais podem ser reproduzidos por siste-
mas dindmicos descritos por equacoes diferenciais, cujas solugoes formam séries
temporais. Portanto, um problema importante é a determinagao de qual modelo
matematico é capaz de descrever o comportamento de um dado sistema dindmico,
e como determinar quais sao valores dos parametros que regem este modelo.
A solucao desse problema nos permite obter informagoes sobre a evolugao do
sistema e a determinacdo de seus possiveis estados futuros. Estas informacoes sao
especialmente importantes em sistemas de dificil previsao, como € o caso de sistemas
complexos ou nao-lineares, que possuem grande sensibilidade a condigoes iniciais.
Para tentar reproduzir a dinamica de sistemas cujas equagoes nao sao conhecidas,
estudaremos o sistema de Lorenz. Temos como objetivo mostrar que o conhecimento
de séries temporais de dados oriundos de sistemas dinamicos podem ser usadas para
recuperar a dinamica que origina o comportamento observado. Em seguida, usando
esta dindmica recuperada, abordaremos o problema da previsao do estado futuro.
Desenvolvemos uma técnica de inteligéncia artificial utilizando fungoes polinomiais
para calcular as velocidades de evolucao das variaveis de estado do sistema, com o
objetivo de recuperar sua dindmica, para em seguida realizar a previsao. Veremos
que o algoritmo é capaz de se adaptar ao sistema, com parametros flexiveis,
extraidos a partir dos dados coletados em observagoes pregressas, mesmo quando
estes dados estao contaminados por ruido observacional. Esperamos que o nosso
método seja util além da ciéncia basica, em varias aplicagoes, tais como fazer

previsoes de sistemas fisicos, bioldgicos, financeiros, geograficos, meteorologicos, etc.
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Many natural and artificial behaviors can be reproduced by dynamical systems de-
scribed by differential equations, whose solutions are time series. Therefore, an im-
portant problem is how to determine which mathematical model is able of describing
the behavior of a given dynamical system, as well as how to determine what are the
values of the parameters governing this model. Solving this problem enables one to
obtain information about the evolution of the system and to determine its possible
future states. This information is especially important when dealing with systems of
difficult forecast, as is the case of complex or nonlinear systems, which are extremely
sensitive to their initial conditions. To try to reproduce the dynamics of systems
whose equations are not known, we will study the Lorenz system. Our goal is to
show that knowledge of time series data from dynamical systems can be used to
recover the dynamics originating the observed behavior. Then, using this recovered
dynamics, we will address the problem of predicting the future state on time series.
We have developed a technique of artificial intelligence using polynomial functions
to calculate the evolution velocities of the state variables of the system, aiming to
recover its underlying dynamics, and then forecast its future evolution. The algo-
rithm is capable of adapting to the system, with flexible parameters extracted from
the previously observed data, even when the time series is contaminated by obser-
vation noise. We hope that our method will be useful beyond basic science in many
applications, such as making predictions of systems that may be physical, biological,

financial, geographic, meteorological, etc.
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1ii



Sumario

[Lista de Figuras| vi
(Lista de labelas| ix
[Lista de Simbolos| X
(1 Introducaog| 1
2__Conceitos Geralis| 5
2.1 Sistemas Dinamicos/ . . . . . . . .. ..o 5
[2.2  Classificacao dos Sistemas Dinamicos| . . . . . . . . . ... ... ... 10
2.2.1 Autonomial . . . . . . . .. 10

222 Tinearidadel . . . . . .. .. ... ... 12

2.3 Nocoes de Estabilidade] . . . . . . ... ... ... 0. 14
2.4 Dinamica Cadtical . . . . . . . . . . ... 17
AT "Caod . . . . . oo 17

242 Atrator . . .. ... 18

[2.4.3  Expoente de Liapunov| . . . . . . . . .. ... ... ... ... 21

[3 Metodologial 24
[3.1 Metodo de Aproximacao Polinomialf . . . . . . .. .. ... ... ... 25
(3.2  Ruido Observacionall . . . . . . . . . ... ... oL 33
3.3 Metodo de Coordenadas Atrasadasl . . . .. ... ... ... ... .. 35
3.4 Previsao de Sistemas . . . . . . ... 38
4__Resultados e Discussoes| 42
4.1 Sistema de Lorenzl. . . . . . . . ... 42
[4.1.1  Geracao das séries temporais|. . . . . . . . . . . . . . ... .. 42

4.1.2 Previsao do Sistema de Lorenzl. . . . . .. .. ... ... ... 43

4.1.5  Previsao do Sistema de Lorenz com Ruidos Observacionais| . . 53

[4.1.4 Previsao mediante reconstrucao do atrator de Lorenz pelo Mé- |

[ todo das Coordenadas Atrasadasl . . . . . ... ... ... .. 65

v



SUMARIO

5 Conclusoes|

[Referencias Bibliograficas|

(A Algumas Demonstracoes|
[A.1 Meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem| . . . . . . ... ... ...
[A.2  Implementacoes em Python| . . . . . . ... ... ... ... .. ...




Lista de Figuras

2.1 Representacao evolutiva no espaco de fasel . . . . . . . . . ... ... 8
2.2 Tempo Discreto| . . . . . . . . ... o 9
2.3 Ilustracao| . . . . . . . . . . 9
2.4 Serie Temporal . . . . .. ..o 10
[2.5 Sistema oscilatorio forcado| . . . . ... ..o 11
2.6 Bstabilidadel . . . . . . .. oo 15
[2.7 Objeto rolando em diferentes superficies| . . . . . . . . . . ... ... 15
2.8 Retrato de fase com diferentes valoresded . . . . . . . . ... .. .. 16
[2.9  Comportamento qualitativo das solucoes| . . . . . . .. ... ... .. 17
[2.10 Ilustracao qualitativa de um conjunto que nao € atrator.| . . . . . .. 19
R.IT Atrator de Lorenzl . . . . . . . . . . . . ... ... 20
[2.12 Regime transiente e permanente| . . . . . . . . .. ... ... ... 21
[2.13 Divergencia de trajetorias| . . . . . . . . . .. ... ... 22
.14 In([0(t)|| x ¢ . . . . o o 22
[2.15 Predicaol . . . . . . . . .. 23
[3.1 Diterentes ajustes de curvas| . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 27
[3.2  Diterenca entre alguns ajustes de curvas| . . . . ... .. .. ... .. 30
[3.3 Ilustracao de um subajustel. . . . . . . .. ... 31
[3.4 llustracao de Spline| . . . . . . . . . . ..o 32
[3.5 Ilustracao de Ajuste usando B-Spline| . . . . . . . .. ... ... ... 33
[3.6 Ilustracao deruidos| . . . . . . . . . . . . .. ... 34
[3.7 llustracao do metodo de coordenadas atrasadas.| . . . . . . . . . . .. 36
[3.8  Reconstrucao do atrator de Lorenzl . . . . . .. ... ... ...... 37
(3.9 Ilustragao da aproximacgao de P(tn|).| . . . . . . ... ... ... ... 38
[3.10 Ilustragao de V(t[n]).| . . . . . . . .. ... oo oo 39
(3.11 Tlustragao de F(Pn]).. . . . . . ... ... ... ... .. 40
[3.12 Tlustracao da previsao.| . . . . . . . . . . .. ... ... 41
[4.1  Séries Temporais do Sistema de Lorenz . . . . . . . ... ... .. .. 43
[4.2  Crescimento da media exponencial doerrof . . . . . . . ... ... .. 44

vi



LISTA DE FIGURAS vii

[4.3  Crescimento médio percentual doerrof. . . . . . . .. ... ... ... 45

[4.4  Analise para escolha do grau e da norma para o melhor tempo de |

[ Previsao.] . . . . ..o 46

[4.5 B-Spline interpolante para aproximacao das Series Temporais originais.| 47

M6 Testedesuavidadel . . . . . ... ... ool 48
[4.7  Comparacao de coeficientes| . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 49
[4.8  Erro percentual das funcoes polinomiais espaciais| . . . . . . . . . .. 50

[4.9 Comparacao entre as funcoes polinomiais de velocidade, espaciais e |

[ as varaveis espaciais Originais| . . . . . . . . . o v 0w o1
[4.10 Comparacao entre as séries temporais originais e recuperadas|{. . . . . 52
[4.11 Erro percentual entre as séries temporais originais e recuperadas| . . . 52
[4.12 Amostra de alguns dados com e sem ruidos|. . . . . . . . . . ... .. 53

[4.13 Amostras de trechos da série temporal do sistema de Lorenz com o |

| uso de alguns valores para a suavidade s| . . . . . ... .. .. .... 54
.14 Analise da escolha dovalorde sl . . . . . . ... ..o 55
[4.15 Analise da escolha do grau e norma para o melhor tempo de previsao |

[ diante de séries com ruidodl . . . . . . ... 57
4.16 Analise da escolha dovalorde sf . . . . . . . ... ... 58

[4.17 Analise da escolha do grau e norma para o melhor tempo de previsao |

| diante de series com ruidos com 10 diferentes condicoes iniciais.| . . . 60

[4.18 Erro percentual das funcoes polinomiais de posicao diante de séries |

| com ruidosl . . . .. 61

[4.19 Comparacao de coeficientes diante de ruidos| . . . . . . . . . . . . .. 61

[4.20 Eteito do ruido no calculo dos coeficientes das tuncoes polinomiais |

[ eSPACIALS| . . . ..o e e 62

[4.21 Erro percentual das funcoes polinomiais espaciais diante de ruidos| . . 63

[4.22 Comparacao entre as funcoes polinomiais de velocidade, espaciais di- |

| ante de ruidos e as variaveis espaciais originais.| . . . . . . . . . . .. 64

[4.23 Comparacao entre as série temporais originais e recuperadas diante |
[ deruidosl. . . . . .. 64
[4.24 Erro percentual entre as séries temporais originais e recuperadas di- |
[ ante deruidos| . . . . .. .. 65

[4.25 Trecho das séries temporais por coordenadas atrasadas a partir de |

[ uma série temporal do sistema de Lorenz] . . . . . . . . .. ... ... 66

[4.26 Analise da escolha do grau e norma para o melhor tempo de previsao |

[ adiante de series por coordenadas atrasadas| . . . . . ... ... ... 67

[4.27 Comparacao entre as funcoes polinomiais de velocidade, espaciais com |

| base na reconstrucao e as varaveis espaciais originais| . . . . . . . . . 69




LISTA DE FIGURAS viii

[4.28 Comparacao entre as serie temporal original e a recuperada com base

na reconstrucaol . . . . . ... oL oo 69

[4.29 Erro percentual entre as variaveis de posicao originais e recuperadas |

com base na reconstrucao . . . . . . .. ..o 70

[A.1 Runge-Kutta de quarta ordem| . . . . . . . . .. ... ... ... ... 78




Lista de Tabelas

[4.1  Valores resultantes para os coeficientes| . . . . . . . . ... ... ... 49
[4.2  Diferenca entre os coeficientes estimados e os coeficientes exatos| . . . 50
[4.3  Valores resultantes para os coeficientes diante de ruido| . . . . . . . . 62

[4.4  Diterenca entre os coeficientes estimados diante de ruido e os coefici-

entes exatosl . . . . . L 63

[4.5  Valores resultantes para os coeficientes do sistema construido|. . . . . 68

ix



Lista de Simbolos

Eq, Erro percentual, p. 4]

Média de uma distribuicao normal, p.

gt Derivada parcial com relagao a variavel t, p.
% Derivada temporal, p.
A expoente de Liapunov, p.
N Conjuntos dos ntimeros naturais, p.
R Conjunto dos ntimeros reais, p.
7 Conjunto dos ntimeros inteiros, p. 9]
y/n Conjuntos dos nimeros inteiros nao-negativos, p.
D Desvio padrao de uma distribuicao normal, p.
I Dimensao de imersao, p.
> Somatorio, p.
T Passo de reconstrugao do atrator, p.
int () Arredondamento de um ntmero real para o inteiro mais pro-
ximo., p. [66]
d(,#) Distancia entre dois vetores, p.
t Variagao temporal, p. [5]



Capitulo 1

Introducao

Muitos comportamentos naturais e artificiais podem ser reproduzidos matemati-
camente através de um modelo que determina a evolugao temporal do estado do sis-
tema. Estes modelos de sistemas dinamicos frequentemente sado dados por equagoes
diferenciais cujas solugoes formam séries temporais (colegdo de observagoes feitas
sequencialmente ao longo do tempo) das varidveis dindmicas observaveis associadas
ao estado do sistema.

Muitas vezes é complicado determinar qual modelo matemaético é capaz de exibir
o comportamento fisico desejado, especialmente quando tratamos de sistemas com-
plexos, nos quais ha varias partes que interagem de maneira nao-linear. Um sistema
é dito linear quando satisfaz o principio da superposicao, ou seja, possui as propri-

edades de aditividade e homogeneidade. Caso contrario, o sistema é nao-linear.

A maior parte da vida cotidiana é nao-linear e o principio da superpo-
sicdo falha espetacularmente. Se vocé ouvir suas duas musicas favoritas
ao mesmo tempo, vocé nao terd o dobro do prazer! Dentro do campo
da fisica, a ndo-linearidade é vital para a operacdo de um laser, a forma-
¢ao de turbuléncia em um fluido e a supercondutividade das junc¢oes de
Josephson. (STROGATZ, 1994, p.9, tradugdo nossa)E]

Em outras situagoes ocorre comportamento cadtico no qual o estado ¢é forte-
mente influenciado por pequenas perturbagoes (ruidos ou pequenos erros) nas con-
digbes iniciais, que podem resultar numa grande diferenca em tempos posteriores,
dificultando a tarefa de prever o seu estado e que faz com que seja incorretamente
interpretado como um sistema aleatério. Isso ocorre pela amplificagdo da incerteza
sobre o estado do sistema dada pelas leis que regem a sua evolu¢ao. Ademais, hé
também a presenca de ruidos observacionais e dindmicos, nao-estacionariedade (de-

riva dos valores) de parametros, e os efeitos de um possivel nimero elevado de graus

Most of everyday life is nonlinear, and the principle of superposition fails spectacularly . If
you listen to your two favorite songs at the same time, you won’t get double the pleasure! Within
the realm of physics, nonlinearity is vital to the operation of a laser, the formation of turbulence
in a fluid, anda the superconductivity of Josephson junctions.



de liberdade na evolugao do sistema. As leis dindmicas que daremos aten¢ao neste
trabalho sao aquelas de natureza nao-linear com analise de contaminagoes por ruidos
observacionais.

A previsibilidade do comportamento de sistemas cadticos é uma area de grande
importancia, porque muitos fendémenos do mundo real apresentam algum tipo de
comportamento complexo, e alguma lei deterministica para evolugao de seu estado,
fazendo com que seja similar ao comportamento cadtico. Varias areas do conhe-
cimento tem interesse no estudo da predicao em séries temporais, dentre elas, em
engenharia elétrica (CAMPOS| (2008), clima COSTA et al. (2015), finangas (COR-
DEIRO JR.| (2007), entre outros. Muitos trabalhos tem sido desenvolvidos com o
objetivo de conseguir realizar ou aperfeicoar métodos de previsao em sistemas cad-
ticos, dentre eles|[YANG et al|(2012), |LU et al|(2018), FONTES| (2013), PATHAK
et al| (2018)), PECORA et al.| (2007), WANG et al.| (2016)), DE S. CAVALCANTE
et al|(2013).

Técnicas modernas de inteligéncia artificial, tais como ciéncia de dados, apren-
dizagem de maquina, amostragem compressiva, e computagao em reservatorio, tem
se revelado eficazes em situagoes de alta complexidade, resolvendo problemas que
constituem desafios para a matematica e computacao até ha pouco. Por exemplo,
em TRAN e WARD ) (2016) sdo apresentadas algumas técnicas de otimizacao base-
adas no que chamam de “Theory from Compressive Sensing” para a recuperacao de
sistemas cadticos provido de dados corrompidos. Em [YANG et al.|(2012) é utilizado
expansao em série em variaveis dinamicas e de tempo como técnica de problema de
previsdao. Ja em LU et al| (2018), apresentam uma abordagem de aprendizado de
maquina chamada “Reservoir Computing”.

Nesse contexto, torna-se interessante desenvolver uma técnica que procure deter-
minar qual conjunto de equagoes diferenciais pode reproduzir a dindmica dos dados
observados. Uma vez descoberto este sistema equivalente, existe a possibilidade de
se resolver as equacgoes para fazer estimativas sobre o seu estado futuro.

Uma das ideias mais antigas para tentar encontrar algo que sirva para determinar

um conjunto de equagoes é utilizar polindomios que sejam a aproximacao das fungoes.

[. .. JE bastante facil entender por que razao isso acontece. Os polinémios
sao facilmente computaveis, suas derivadas e integrais sao novamente
polinémios, suas raizes podem ser encontradas com relativa facilidade,
etc.

A simplicidade dos polindmios permite que a aproximacao polino-
mial seja obtida de varios modos, entre os quais podemos citar: In-
terpolacdo, Método dos Minimos Quadrados, Osculacdo, Min-Max, etc,
portanto é vantajoso substituir uma funcao complicada por um polin6-
mio que a represente. Além disso temos o Teorema de Weirstrass que
afirma que: toda fungdo continua pode ser arbitrariamente aproximada
por um polindémio. (FRANCO] 2006, p.280)



Logo, a utilizacao de fungoes polinomiais ¢ uma alternativa para modelar o com-
portamento da série e fazer a previsao. TRAN e WARD| (2016) também propde a
utilizacao de polinémios para recuperar as equagoes governantes. Contudo, tratare-
mos essas fungoes com a utilizacao de métodos de regressao que consistem em ajustar
as curvas que podem envolver tanto interpolacdo, onde é necessario um ajuste exato
aos dados, quanto suavizacao, na qual é construida uma fungdo de melhor ajuste
que se aproxime dos dados.

Algumas referéncias apresentam regressao também como uma interpretacao de
redes neurais, como podemos ver em BUENO et al.| (2016)). De acordo com ELLA-
COTT et al| (2012), “A rede é treinada para resolver a soma dos quadrados das
diferenca entre dois valores, entao a implementacao desta rede neural é equivalente
a usar o método dos minimos quadrados para ajustar o modelo de regressao”.

Seguindo esse raciocinio, neste trabalho iremos apresentar métodos que podem

ser implementados em quaisquer linguagem de programagao com o objetivo geral
de:

e propor algoritmos numéricos capazes de recuperar a dinamica do sistema e

apresentar solugoes aproximadas a partir dos dados observados,

e realizar previsao dos sistemas a quaisquer condigoes iniciais.

Contudo, em principio, iremos objetivar especificamente:

e implementar um método matematico capaz de resolver numericamente, sobre

condicoes iniciais o sistema de Lorenz,

e obter algoritmos capazes de encontrar parametros para fungdes polinomiais
que se aproximem dos dados da resolu¢ao numérica e recupere a dinamica do

sistema de Lorenz,
e analisar o comportamento dos sistemas na presenca de ruidos observacionais,
e analisar o comportamento dos sistemas com base na reconstrugao do sistema,
e realizar previsao do sistemas de Lorenz.

Dessa maneira, para efeito de organizacao, além da introducao, esta dissertacao
esta distribuida em 4 capitulos. No capitulo 2, fazemos uma revisao bibliografica
sobre alguns dos conceitos que compoe o estudo de sistemas dinamicos, enfatizando
o uso de sistemas nao lineares para previsao. No capitulo 3, apresentamos os mé-
todos que propomos aplicar para a recuperacao da dinamica e previsao de sistemas
dindmicos. No capitulo 4 apresentaremos e discutimos os testes e resultados da

metodologia aplicada ao sistema de Lorenz. Tais resultados foram obtidos com a



implementacao dos métodos em linguagem de programacao Python. Por fim, no
capitulo 5, apresentamos uma conclusao sobre todos os resultados obtidos nesta

pesquisa.



Capitulo 2
Conceitos Gerais

Os conteudos desse capitulo apresentam defini¢des e teorias interessantes para

nosso trabalho de previsao.

2.1 Sistemas Dinamicos

Sistema dinamico ¢ um conceito mateméatico representado por equagoes dife-
renciais de primeira ordem cujas solugoes evoluem temporalmente. Formalmente,

temos:

% = f£(x(t), ). (2.1)
xER™ , teR e f:R™ xR — R™

E importante salientar que um sistema dindmico (mateméatico) geralmente repre-
senta um modelo de um sistema real. Essas equagoes diferencias representam os

fluxos continuos no tempo e no espaco, onde:

e { ¢ variacao temporal,

T

e x = (1,T9,...,%,)" s@0 as varidveis de posicao, também definidas de variaveis

de estado,

T

e X = (&y,®9,...,&,)" constituem as evolugoes temporais dos estados, definidas

como velocidades,

o f = (f1, f2, s fm)T é 0 vetor que representa o campo de diregoes, também

definidas de variacao espacial.

Note que para simplificar a notacdo de derivada temporal estamos utilizando x no
dx

1 d )
ugar de —,



Determinar a evolucao temporal das variaveis dinamicas do sistema pode ser 1til
para realizar simulagdes com o proposito de evitar prejuizos ou tragédias naturais,
por exemplo, no estudo de um projeto de satélite artificial e o sistema de pilotagem

automatica de avioes.

Exemplo 2.1. (STROGATZ, 1994, p.155, tradugao nossa) Seguindo o classico
modelo de competicao de duas especies de Lotka-Volterra, ilustraremos o caso entre
coelhos e ovelhas. Suponhamos que ambas as especies estao competindo pelo mesmo
tipo de alimento (grama) e a quantidade disponivel é limitada. Além disso, vamos
ignorar todas as outras complicagoes, como predadores, efeitos sazonais e outras

fontes de alimento. Entao ha dois efeitos mais que devemos considerar:

1. Cada espécie cresceria até sua capacidade de carga na auséncia do outro. Isto
pode ser modelado assumindo crescimento logistico para cada espécie. Os co-
elhos tém uma habilidade fantastica de se reproduzir, entao talvez devéssemos

atribuir-lhes uma taxa de crescimento intrinseca mais alta.

2. Quando coelhos e ovelhas se encontram, o problema comeca. As vezes, a
ovelha toma posse do local de comida e impede o coelho de comer. Vamos
supor que esses conflitos ocorram a uma taxa proporcional ao tamanho de
cada populagdo. (Se houvesse o dobro de ovelhas, as chances de um coelho
encontrar uma ovelha seriam duas vezes maiores). Além disso, assumimos que
os conflitos reduzem a taxa de crescimento de cada espécie, mas o efeito é mais

severo para os coelhos.

Um exemplo de um modelo de sistema dindmico especifico que incorpora essas su-

posicoes é:

l"l = 1'1(3—$1—25L‘2),

jfg = .T2(2 — T — .TQ), (22)
onde x1(t) = populagao de coelhos, x5(t) = populagao de ovelhas.

Relacao entre parametros e variaveis

Os sistemas possuem caracteristicas de dependéncia de variaveis e de parametros.

Mostraremos essas caracteristicas através do modelo de Verhulstfl Dado o sistema:

=1z (1 - ;) (2.3)

1[...]first suggested to describe the growth of human populations by Verhulst in 1838. (STRO-
GATZL 1994, p.22)




tal que z = x(t).

Determinar z(t) significa encontrar uma fun¢ao = que satisfaca a equagao dife-
rencial acima e também a uma condigdo inicial especificada z(0) = ¢, onde = é a
variavel dependente que representa o tamanho populacional. Além disso, ¢ é uma
variavel que evolui livremente, isto é, independente. Ja, r e K sdo a taxa de cres-
cimento e capacidade de carga, respectivamente, as quais representam parametros
que influenciam a equacao. Neste modelo, ndo ha dependéncia temporal em r e K

e seus valores permanecem constantes.

Espaco de Fase

O espago de fase de um sistema dindmico é definido como o dominio das possiveis
trajetorias e é uma ferramenta til na compreensao do comportamento dos sistemas.
Uma trajetéria no espaco de fase representa a evolucao temporal do sistema. Os
sistemas dindmicos mediante a condi¢oes iniciais, geram um conjunto de trajetorias
possiveis chamado de variedade ou fluxo do sistema, formando o retrato de fase (Ver
Figura [2.1}(a)). Além disso, a imagem das derivadas (velocidades) forma o campo
vetorial e também pode ser chamado de fluxo (Ver Figura 2.1{(b)]). Fluxo pode ter 3
sentidos diferentes: as equagoes diferenciais, a solucao das equacoes diferenciais, e a
velocidade (derivadas) da solugao. Quando o sistema ¢é nao linear e, portanto, dificil
de obter uma forma algébrica da solugao, nesse caso podemos simular sua evolugao
temporal a partir de aproximagoes numéricas e representar essa evolucao no espaco

de fase.
Exemplo 2.2. Dado o sistema:

Ty = X2,

A Figura mostra o retrato de fase do Sistema [2.4 J4 a Figura 2.1](b)

mostra o campo vetorial do mesmo.



Figura 2.1: Representacao evolutiva no espaco de fase
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Série Temporal

Considerando a utilizacao de ferramentas computacionais para a resolucao de
sistemas dinamicos, é fundamental entender o conceito de tempo t discreto. Dife-
rentemente do tempo continuo, em que é descrito em todo o seu dominio pertencente
a T C RT, o tempo discreto sao valores definidos apenas em um conjunto sequen-
cial de instantes de ¢, ou seja, o tempo € escrito através de uma funcao de indices
t[n],n € Z*, onde o tempo entre um termo e seu sucessor é considerado constante
(Ver Figura . No entanto, o tempo discreto pode ter sido obtido através de um

processo de amostragem de tempo continuo.

Figura 2.2: Tempo Discreto

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tempo discreto e tempo continuo sao duas circunstancias alternativas para mo-
delar variaveis que evoluam ao longo do tempo. Aplicar o tempo continuo a um
sistema resulta em saidas continuas e aplicar o tempo discreto a um sistema resulta

em saidas discretas. Isto pode ser visto no esquema [2.3

Figura 2.3: Ilustracao

sistema de
tempo continuo

t——p —» x(1)

sistema de
tempo discreto

tn]——p - x[n]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma série temporal é uma colecao de observagoes feitas sequencialmente ao longo

do tempo, isto é, uma sequéncia de uma variavel x[n] = x(t[n]).

Dados de séries temporais surgem em varios campos do conheci-
mento como Economia (pregos didrios de agoes, taxa mensal de desem-
prego, producao industrial), Medicina (eletrocardiograma, eletroence-
falograma), Epidemiologia (ntimero mensal de novos casos de menin-
gite), Meteorologia (precipita¢do pluviométrica, temperatura didria, ve-
locidade do vento), etc.(EHLERS, 2005, p.1)

Uma série temporal é dita ser continua quando as observagoes sao feitas para

todo valor real no tempo ou discreta quando as observagoes sao feitas em tempos



especificos que em geral sao igualmente espagados e associados a indices de nime-
ros inteiros (Ver . Note que estes termos nao se referem a variavel observada,
esta pode assumir valores discretos ou continuos. Por outro lado, séries temporais
discretas podem surgir de varias formas. Séries continuas podem ser discretizadas,
isto é, seus valores sdo registrados a certos intervalos de tempo. Séries de valores
agregados ou acumulados em intervalos de tempo, por exemplo exportagoes medi-
das mensalmente ou quantidade de chuva medida diariamente. Finalmente, algumas
séries sao inerentemente discretas, por exemplo dividendos pagos por uma empresa

a0s seus acionistas em anos sucessivos.

Figura 2.4: Série Temporal

continuo z[4] 2[5]
2.5 ®  discreto

2.0
8 1.5
1.0 1
0.5
0.0 1 : . . . .
0 1 2 3 4 5
t[0] t[1] t[2] ¢[3] t[4] (5]
t

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 Classificacao dos Sistemas Dinamicos

Na Teoria de Sistemas Dindmicos tem-se a classificagdo para diferentes tipos de

situagoes. Abordaremos alguns tipos que serao usados nesse trabalho.

2.2.1 Autonomia

Através da Equacao temos uma caracteristica, f depende de x(t), mas nao
depende de t explicitamente, isto é, nao ha parametros ou termos que se configuram

para f ser do tipo f(z,t). Sendo assim, define-se esse tipo de sistema como auto-
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_ Of , .
nomo. Uma vez que se apresentasse f(x,t), entao n # 0. Logo, o sistema seria
nao-autoénomo.

Em geral, sistemas nao-autéonomos podem ser reescritos de forma auténoma au-
mentando sua dimensdo. As vezes é preciso criar uma nova variavel para cada termo
nao autonomo no sistema original, por exemplo, se temos uma equacao ,,11 = t,

entao t,,.1 = 1. Logo, acrescenta ao sistema e torna-se:

x = f(x(t)). (2.5)
x € R™ e f:R™H 5 R
Exemplo 2.3. (FITZPATRICK, [2013] traducao nossa) Considere uma versao mo-

dificada do sistema de massa-mola chamada de oscilagao harmoénica amortecida e

forcada na qual uma extremidade da mola é presa a massa p e a outra a um pistao

movel p (Veja 2.5).

Figura 2.5: Sistema oscilatério for¢ado

xy D)
e e

.171:0 .172:0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja z1(t) o deslocamento horizontal da massa e x2(t) o deslocamento horizontal
do pistdo. A distensao da mola é xq(t) — x2(t), assumindo que a mola nao esté
esticada quando z; = x5 = 0. Suponha que, a medida que a massa desliza so-
bre a superficie horizontal, esteja sujeita a uma for¢ca de amortecimento por atrito
que se opoe ao seu movimento e que é diretamente proporcional a sua velocidade

instantanea. Assim, a forca horizontal que age sobre a massa pode ser escrita:

F = —]C(Jll — IQ) — ,LLUjZ‘l,

piy = —k(xy —xg) — pviy,

onde k£ > 0 é a forca constante da mola e v > 0 é a constante de amortecimento
Além disso, suponha que p se desloque em uma oscilagdo harmonica simples de
frequéncia angular w > 0 e amplitude « > 0, ou seja, xo = acos(wt). Assim, a

equacao se torna:
& + vty = ——[z1 + acos(wt)].
7
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Definindo wgj = %, temos:
i1+ vi + wir) = wiacos(wt). (2.6)

Logo, [2.6] ¢ uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem e pode ser
reescrita como um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem. Definindo

T2 :Jfli

Ty = g,

Ty = wiacos(wt) — (vry + wimy).

Assim, temos um sistema dindmico nao-autéonomo. Definindo x3 = wt, temos

um novo sistema auténomo:

i.l = T2,
ty = wiacos(xs) — (vry + wizy),
jfg = Ww.

2.2.2 Linearidade

Um sistema também pode ser classificado como linear ou nao-linear. Um sistema

linear possui as seguintes propriedades:
f(x+y) =1(x)+1(y),

f(ax) = of (x),

em que o € R.
Essas duas propriedades podem ser combinadas em uma so, chamada de principio

da superposigao:

flanx + asy) = arf(x) + aof(y).

Se o sistema € linear, entao a funcao do segundo membro da equacgao [2.5] possui

a seguinte configuragao:
f(x) = Ax, (2.7)

onde A € R™! x R™*! § a matriz de coeficientes constantes.
Se for linear, héa solugbes gerais que nos permitem determinar o comportamento

futuro do sistema descrito de forma analitica, em funcao do estado atual do sistema.

12



Exemplo 2.4. O modelo de movimento harménico simples de um sistema massa-

mola é:

i.l = T3,

k
Gy = ——m, 2.8
> o (2.8)

onde k é for¢a constante da mola e pu é massa de um objeto qualquer. Definindo

w? = %, o sistema tem solucao geral analitica dada por:

ri(t) = et +e

1o(t) = wet —we

e ¢ linear. De fato, seja a = [y, an]T um vetor constante e y = [y, y»]7 um vetor

qualquer de variaveis de estado, entao:

flanzr + @y, a12a + aoyp) = [oqx2 + oy, —w2(oz1x1 + Oézyl)]T
= iz, —w2$1]T + sy, —Wzyl)]T

= af(x) + aof(y).

De outra maneira,

S tam) = mmam =) b )
i Q1T T e¥Yy) = Q1T T Q22 = aldt Ty ant Y1),
d d d

a(alxg + agyn) = —f(alxl + oY) = al@(l‘z) + 042@(92)

J4a se o sistema for nao-linear, essas solugoes exatas, em geral, nao existem ana-
liticamente, mas o comportamento futuro a pequenos tempos, normalmente, pode
ser obtido por solu¢do numérica (computacional) das equagoes de evolugao. Al-
guns sistemas bastante complicados podem aparecer quando estudamos a evolugao
temporal de sistemas descritos por equacoes nao-lineares: érbitas periddicas e quase-

periédicas, ciclos-limite, transientes, e caos.

Exemplo 2.5. O modelo de Vershulst [2.3]é um exemplo de sistema nao-linear, De

fato, seja P = [P, P,]T um vetor qualquer de varidveis de estado, entao:

13



i(P1 +P) = r(PL+PB) (1 — M)

dt K
P+ P P+ P
= T‘P1<]_— 1K 2) P2<]__1[(2>
d d
7é %(Pl)—i_%(PQ)u

isto é, falha na propriedade de aditividade.

2.3 Nocoes de Estabilidade

Primeiramente, define-se um ponto de equilibrio ou ponto fizo de um sistema
dinamico como sendo o ponto em que o sistema permanece estacionario na medida
em que o tempo evolui. Dado o sistema [2.1] um ponto x* € R™ ¢é dito ponto fixo
do sistema se f(x*,¢) = 0.

Os pontos fixos possuem uma caracteristica chamada estabilidade. O conceito
de estabilidade é fundamental no estudo de sistemas dinamicos e esta associada a
resposta de uma determinada perturbacao. Se essa perturbacdao nao afetar signifi-
cativamente uma dada solucao, entao ela é estdvel. Do contrario, ela é instdvel.

Quando a pertubacao leva a um estado estavel, ja se tem a previsao com faci-
lidade. Em contrapartida, quando a pertubacao leva a um estado instavel, entao
torna-se dificil a previsdao. Modelos que apresentam essa caracteristica de dificul-

dade, torna-se interessante a ser trabalhado.

Considere um ponto fixo x* do Sistema Dizemos que x* é atra-
titvo se existe um § > 0 tal que tlirgo x(t) = x* sempre que ||x(0) —x*|| <
0. Em outras palavras, qualquer trajetéria que inicia dentro de um raio
de distancia § de x* se aproxima de x* em algum tempo eventual e se
mantém proximo para todo o tempo positivo. Como mostra o esquema
na Figura [2.06] trajetérias fogem de x* em um perfodo de tempo, mas
se aproximam cada vez mais em um tempo eventual. O conjunto de to-
das as condi¢Oes iniciais que convergem para um mesmo ponto atrativo
formam a bacia de atragao.

Em outro contraste, dizemos que x* é Liapunov estdvel ou apenas
neutralmente estével se dado € > 0, existe § > 0 tal que para ||x(0) —
x*|| < 9, entdo ||x(t) — x*|| < €, para todo t > 0. Logo, trajetdrias que
iniciam dentro de um raio de distancia § de x* nunca se afastam mais
do que um raio de distancia € de x* para todo tempo positivo, ou seja,
as trajetérias permanecem confinadas.

Dizemos que x* ¢é estavel se é atrativo e Liapunov estavel.

Finalmente, x* é instavel se nem é atrativo e nem é Liapunov estavel.
(STROGATZ, 1994, p.128, tradugéo nossa).
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Figura 2.6: Estabilidade

(a) Atrator (b) Liapunov Estével
Fonte: Elaborada pelo autor.

De maneira fisica, podemos ver na Figura [2.7] o conceito de estabilidade por um

exemplo do movimento de um objeto em diferentes situacoes.

Figura 2.7: Objeto rolando em diferentes superficies

(a) estavel (b) instével (c) neutralmente estével

Fonte: Strogatz, 2014.

(a) Apods uma perturbagao, o objeto retorna a posicao inicial

(b) Apéds uma perturbagdo, o objeto abandona a posigao inicial, indo para uma

posicao as vezes desconhecida

(c) Apds uma perturbagao, o objeto tende a permanecer em uma nova posigao

Exemplo 2.6. (STROGATZ, 1994 p.126, traducdo nossa) Dado o sistema,

.j?l = axry,
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Trace o retrato de fase quando a varia entre —oo para 400, mostrando qualita-
tivamente diferentes casos.

Solugao: Nesse simples sistema, a solugao é

z1(t) = x1(0)e™,
Ta(t) = x9(0)e".

O retrato de fase para diferentes valores de a sdo mostrados na Figura [2.8
Em cada caso, xs(t) decai exponencialmente. Quando a < 0, x1(t) também decai
exponencialmente e assim todas as trajetérias tendem a origem quando ¢t — oo.

Contudo, as dire¢oes abordadas dependem do tamanho de a comparado com —1

Figura 2.8: Retrato de fase com diferentes valores de a

(a) a < —1

(d) a=0 (e) a>0

Fonte: Strogatz, 2014.

Na figura [2.8|a-c), a origem ¢ estével. No entanto, 2.§(d)] ndo é atraente, mas ¢
Liapunov estavel. J4 a figura[2.§(e)|é instavel, pois nem é atraente e nem é Liapunov

estavel.

Esses conceitos levam a algumas das principais caracteristicas de qualquer retrato

de fase em sua analise qualitativa.

Exemplo 2.7. (STROGATZ, (1994 p.146, traducdo nossa)
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1. Os pontos fixos A, B e C na figura satisfazem f(x*) = 0, e correspondem a

estados estacionarios ou equilibrio do sistema.

2. As orbitas fechadas tal como D na figura [2.9| corresponde a solugoes periodicas,

isto é, solugoes para o qual x(t + T') = x(t) para todo t e para algum T > 0,

3. A organizacao das trajetérias ou padrao de fluxo perto de A e C é similar,

mas diferente quando perto de B

4. Os pontos fixos A, B e C sdo instaveis, pois as trajetorias tendem a se afasta-
rem quando estao proximas desses pontos, enquanto que a orbita fechada D é

estavel, isto é, as trajetorias tendem a se aproximar.

Figura 2.9: Comportamento qualitativo das solucoes

L

Fonte: Strogatz, 2014.

2.4 Dinamica Cadtica

2.4.1 Caos

O caos tem sido definido como o comportamento aparentemente estocdstico de
sistemas deterministicos. Sistemas dinamicos nao-lineares sdao passiveis de apresen-
tar um comportamento cadtico desde que algumas condi¢oes sejam satisfeitas. O
caos ¢ um comportamento muito rico, onde o sistema experimenta uma dinamica

com diversas possibilidades de respostas.

Caos é um comportamento aperidédico de longo prazo em um sistema
deterministico que exibe dependéncia sensivel a condigbes iniciais.

1. ‘Aperiédico de longo prazo’ significa que existem trajetérias que
nao se fixam em pontos fixos, 6rbitas peridédicas ou orbitas quase-
periédicas quando t — oco. Por razoes praticas, podemos ter cer-
teza que essas trajetorias nao sdo raras. Por instancia, podemos
dizer que ha um conjunto aberto de condigées inicias que levam a
trajetorias aperiddicas, ou talvez, dada uma condigao inicial alea-
toria, obtenha trajetorias com probabilidade diferente de zero.
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2. ‘Deterministico’ significa que os sistemas nao sdo aleatérios ou te-
nham entradas ruidosas. O comportamento irregular surge pela
nao linearidade do sistema, mas nao pelo ruido.

3. ‘Dependéncia sensivel a condigoes iniciais’ significa que trajetorias
bem proximas se afastam rapidamente a uma taxa exponencial,
isto é, o sistema possui um expoente de Liapunov positivo.

(STROGATZ, |1994] p.323, traducdo nossa)

Sendo assim, as caracteristicas essenciais do comportamento cadtico sdo a im-
previsibilidade a partir de um longo prazo e a sensibilidade as condigoes iniciais.
A previsibilidade até um tempo eventual do comportamento de sistemas cadticos é
de grande importancia, porque muitos fenémenos do mundo real apresentam algum
tipo de comportamento complexo, e alguma lei deterministica para evolucao de seu
estado, fazendo com que seja similar ao comportamento cadtico. Varias areas do
conhecimento tem interesse no estudo da predi¢do em séries temporais, dentre elas,
em engenharia elétrica(CAMPOS| (2008)), clima COSTA et al.[(2015), financas COR-
DEIRO JR.| (2007), entre outros. Muitos trabalhos tem sido desenvolvidos com o
objetivo de conseguir realizar ou aperfeicoar métodos de previsao em sistemas cao-
ticos, dentre eles|[YANG et al|(2012), |LU et al|(2018), FONTES| (2013), PATHAK
et al| (2018)), PECORA et al.| (2007), WANG et al.| (2016)), DE S. CAVALCANTE
et al|(2013).

2.4.2 Atrator
De acordo com STROGATZ (1994}, p.324, traducao nossa),

Definimos um atrator como um conjunto fechado A com as seguintes
propriedades:

1. A é um conjunto invariante: qualquer trajetéria x(t) que comega
em A permanece em A por todo o tempo.

2. A atrai um conjunto aberto de condicGes iniciais: se um conjunto
aberto U contem A e se 2(0) € U, entdo a distancia entre x(t) e
A tende a zero quando t — oco. Logo, A atrai todas as trajetérias
que comecam suficientemente perto dele. O maior conjunto U é
chamado de bacia de atracao de A.

3. A é minimo: ndo ha subconjunto adequado de A que satisfaz as
condigoes 1 e 2.
Exemplo 2.8. (STROGATZ, |1994] p.325, traducao nossa) Considere o sistema
jjl = I1— .CU?,

i’g = —XT9.

Seja —1 < x; <1 e xy =0 tal que formam um conjunto I.
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O retrato de fase mostra que existem pontos fixos estaveis nos pontos finais
(+£1,0) de I, um ponto de sela na origem e que o conjunto I é invariante, pois
qualquer trajetéria que comece em [ permanece em [/ o tempo todo. Na verdade,
todo o eixo x; é um conjunto invariante, pois se x2(0) = 0, entdo x5(t) = 0 para

todo tempo t. Logo, a condigao (1) é satisfeita.

Figura 2.10: Ilustracao qualitativa de um conjunto que nao ¢é atrator.

T2

N
NN

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, I atrai um conjunto aberto de condigoes inicias, visto que atrai todas
as trajetorias no plano z1x,. Entao a condigao 2 também é satisfeita.
Entretanto I ndo é minimo, pois o subconjunto formado pelos pontos fixo (+1, 0)

satisfaz as condicbes 1 e 2. Logo, I nao é atrator.

Esse exemplo induz a mostrar um conjunto que nao é atrator, mas claro, se
considerarmos o conjunto formado apenas pelo ponto (1,0) ou apenas pelo ponto
(—1,0), entao temos dois atratores, pois obedecem todas as condigoes da definigao.

“Atratores sao chamados de estranhos se tiverem uma estrutura fractal” [BO-
EING| (2016)). Geralmente, este é o caso quando a dindmica nele é cadtica, mas
também existem atratores estranhos nos quais nao ha caos. Um exemplo de sistema
cadtico que possui um atrator estranho ¢é o sistema de Lorenz. Em 1963, o meteoro-
logista E. N. Lorenz introduziu um modelo meteorolégico descrito por trés equagoes

diferenciais:

Ty = o(xg—x1),
Ty = TX— Ty — T1T3,
7;'3 = T1T9 — bl’g, (29)

onde z; representa a amplitude das correntes de convecgao, xo é a diferenca de
temperaturas entre as correntes ascendente e descendente e x3 representa o desvio da
temperatura normal no plano. Os trés parametros o, r e b sdo positivos e dependem

das propriedades fisicas do fluxo de ar.
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Lorenz descobriu que esse sistema deterministico, de aparéncia sim-
ples, poderia ter dindmicas extremamente erraticas: solugdes oscilam
irregularmente, nunca exatamente repetindo, mas permanecendo sem-
pre em uma regido delimitada do espaco de fase. Quando ele tragou as
trajetorias em trés dimensoes, descobriu que eles se instalaram em con-
junto estranho. Diferentemente dos pontos fixos e dos ciclos limites, o
atrator estranho ndo é um ponto, uma curva ou mesmo uma superficie
- é um fractal, com uma dimensao fraciondria entre 2 e 3.(STROGATZ,
1994| p.301, traducao nossa)E]

No sistema [2.9 utilizando os parametros ¢ = 10, r = 28 e b = 2.667 , suas
solugoes numéricas levam a um atrator. Neste trabalho, sempre que nos referirmos

ao Sistema de Lorenz, estamos considerando estes valores de parametros.

Figura 2.11: Atrator de Lorenz

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um detalhe interessante é a fase da evolucao temporal que antecede a chegada
até o atrator chamada de transiente. Quando se tratar de previsao, dada qualquer
condicao inicial pertencente ao transiente, entao até um certo tempo, a solucao con-

vergira para o atrator. Além disso, sua inclusao pode levar a um viés desnecessario

2Lorenz discovered that this simple-looking deterministic system could have ex tremely erratic
dynamics: over a wide range of parameters, the solutions oscillate irregularly, never exactly repe-
ating but always remaining in a bounded region of phase space. When he plotted the trajectories
in three dimensions, he discovered that they settled onto a complicated set, now called a strange
attractor. Unlike stable fixed points and limit cycles, the strange attractor is not a point or a curve
or even a surface—it’s a fractal, with a fractional dimension between 2 and 3.
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nas simulacoes de estimativas de recuperacao do sistema. “Apds um transiente ini-
cial, a solugao se instala em uma oscilagao irregular que persiste quando ¢t — oo, mas
nunca se repete de forma exata. O movimento é aperiddico” (STROGATZ, (1994,
p.318, traducao nossa)ﬂ. A Figura mostra um exemplo da evolucao temporal
de uma variavel do sistema de Lorenz passando de um regime transiente para um
regime permanente (oscilagoes aperiddicas). Podemos ver que ao entrar em regime
permanente, a evolucao temporal se comporta de maneira irregular em relacao ao
tempo. A partir de um transiente inicial, a solugdo comeca a oscilar alternando em

torno de um valor positivo e um negativo.

Figura 2.12: Regime transiente e permanente

50 | regime transiente : regime permanente
10 1
5 ol
— 10 4
(;) é 10 15 20 25 30
t

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.4.3 Expoente de Liapunov

O movimento no atrator exibe uma dependéncia sensivel das condig¢oes iniciais.
Isso significa que duas trajetérias que comegam muito préoximas tendem a divergir
rapidamente entre si e, a partir dai, terdo futuros totalmente diferentes. Suponhamos
que x(t) é um ponto de atragio e considere um ponto préximo, digamos & = x(t) +
d(t), onde d(t) é uma variagao da distancia entre os pontos, isto é, a diferenga entre
os pontos. (Ver Figura [2.13)).

Agora, vejamos como d(t) cresce. Assume-se que, o raio d(t) tenha variado
exponencialmente ao longo do tempo, de maneira que a relagao entre §(0) e o valor

correspondente no instante ¢, dado por d(t), seja:

5(t) ~ 6(0)e, (2.10)

3After an initial transient, the solution settles into an irregular oscillation that persists as
t — 0o, but never repeats exactly. The motion is aperiodic.
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Figura 2.13: Divergéncia de trajetorias

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde A é chamado de expoente de Liapunov.

O nimero A é freqlientemente chamado de expoente de Liapunov,
embora esse seja um uso grosseiro do termo, por duas razoes.

Primeiro, na verdade, existem n expoentes de Liapunov diferentes
para um sistema n-dimensional, definidos a seguir. Considere a evolugao
de uma esfera infinitesimal de condigoes iniciais perturbadas. Durante
sua evolugdo, a esfera serd distorcida em um elipsoide infinitesimal. Seja
dk(t), k =1,...,n, tal qual denota o comprimento do k-ésimo eixo princi-
pal do elipsoide. Entdo, §x(t) ~ d;(0)e**t ", onde os \;, sio os expoentes
de Liapunov. Para t grande, o didmetro do elipsoide é controlado pelo
maior \p positivo. Assim, nosso A é na verdade, o maior expoente de
Liapunov.

Segundo, A depende (levemente) de qual trajetéria estudamos. De-
vemos calcular a média de muitos pontos diferentes na mesma trajetoria
para obter o verdadeiro valor de Ag.(STROGATZ} (1994, p.322, tradugdo

nossa).

Os expoentes de Liapunov medem o quao previsivel ou imprevisivel é o sistema
dindmico. “Em estudos numéricos do atrator de Lorenz, descobre-se que A\ ~ 0.9
. Assim, as trajetorias vizinhas separam-se exponencialmente rapido. Equivalente-
mente, se tragarmos In ||0(¢)|| por ¢, encontramos uma curva que que se aproxima
de uma reta com uma inclinagao positiva de A\”.(STROGATZ, 1994} p.321, tradugao

nossa). (Ver [2.14])

Figura 2.14: In||d(¢)|| x ¢

gl

Fonte: Strogatz, 1994.

Em outras palavras, os expoentes de Liapunov expressam a perda de informacao

no tempo, ou seja, existe um horizonte de tempo além do qual a previsao se divide,
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como mostrado esquematicamente na figura [2.15. Temos que a previsao é possivel

em um tempo curto, mas imprevisivel em um certo tempo longo.

Figura 2.15: Predicao

falha na previsao

2 condicoes iniciais,
quase indistinguiveis

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, a analise do crescimento exponencial sera indispensavel para indicar
o tempo de previsao de um experimento de recuperagao de um sistema dinamico
cadtico. Sendo assim, seja T o valor aproximado e x o valor exato. O erro de x,
define-se como Az = x—7 . Define-se ainda erro absoluto de x, como o valor absoluto
Euws = |x — T|. A importancia de um erro pode, em geral, ser melhor apreciada se
o compararmos a quantidade a ser aproximada, ou seja, utilizando o erro relativo
definido como FE, = % Por sua vez, o erro relativo de x esta relacionado com
o erro percentual definido como Ey = 100|E,|. Entéo, faremos nossa analise do

tempo de previsao a partir do estudo da evolugao do Ey pelo tempo t.
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Capitulo 3
Metodologia

Desenvolveremos técnicas que construam modelos de sistemas dinamicos a partir
de informagoes de estado atual obtidas por uma série temporal. Essas técnicas
objetivam determinar, através do modelo construido, uma estimativa dos valores de
estado futuro, sem que se conhecam as reais equagoes diferenciais que governam a
dindmica do sistema.

Para se chegar a esse objetivo, trabalharemos com sistemas conhecidos, pois
servirao para analisar a eficacia do método, dessa forma, os dados da série prevista
podem ser comparados com os da série original no passado e no futuro. Permitindo
a avaliacao da precisao da técnica de previsao.

Escolheremos o sistema de Lorenz como sendo o nosso sistema conhecido. Re-
solveremos numericamente utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
Essa solucdo numérica nos dard as séries temporais do sistema que servirao para a
estimativa de recuperacao do sistema através da aproximacao por fungoes polino-
miais.

Modelos lineares globais podem ser considerados como a primeira
aproximagao da fungao, isto é, em uma expansao de série de Taylor em
torno das observagbes atuais. A generalizagdo 6bvia é usar um polino-
mio.]. .. |Polindmios tém a vantagem que nés estamos muito familiariza-

dos com eles, o que nos da alguma esperanca de que podemos entender
o resultado.(KANTZ e SCHREIBER]/, 2004}, p., tradugao nossa).

O uso de fungoes polinomiais servirao como aproximacoes para as variaveis de
posicao, de velocidade e das variaveis espaciais do sistema. Para isso, em alguns casos
buscaremos encontrar coeficientes dos polinémios que facam com que a aproximagao
se adéque ao comportamento da série e/ou recupere a dindmica do sistema. Algumas
vezes precisaremos usar um método para ajustar as aproximagcoes, esse método ¢é
chamado de método dos Minimos Quadrados.

No caso de aproximacoes do comportamento da série, poderemos usar métodos

que nao buscam necessariamente os coeficientes dos polindmios, mas que se ajustam

24



aos dados e possuem a propriedade de continuidade e de diferenciagao, por exemplo,
Spline.

Contudo, o que mais nos interessa para esse trabalho sdo os coeficientes dos
polinémios que se empregam nas func¢des polinomiais espaciais, pois essas fungoes
serao as estimativas da dinamica do sistema. Tendo o sistema recuperado, entao
poderemos fazer o uso da solucdo numérica para estimar a previsao.

Portanto, nesse capitulo apresentaremos os métodos que serao usados para o
nosso objetivo de previsao. Primeiro apresentaremos defini¢oes e métodos de apro-
ximacao polinomial. Depois, definiremos ruido observacional que serd incluso na
andlise de eficicia e obtencao de resultados do método de previsao. Em seguida,
faremos uma abordagem do método de coordenadas atrasadas com intencao de solu-
cionar a situacao de possivel insuficiéncia das informacoes disponiveis. Finalmente,

apresentaremos o passo a passo do nosso método de previsao em sistemas dinamicos.

3.1 Método de Aproximacao Polinomial

A aproximacao de fungoes por polindbmios é uma das ideias mais antigas da
analise numérica, e ainda uma das mais usadas. Os polindmios sao facilmente com-
putaveis, suas derivadas e integrais sao novamente polindmios, suas raizes podem
ser encontradas com relativa facilidade, etc.

Logo, utilizaremos fun¢oes polinomiais para modelar o comportamento da série

temporal e fazer a recuperacao do sistema.

Definic¢ao 3.1. (Polinémio Interpolador unidimensional)
Dado um conjunto de n + 1 pontos, ou pares ordenados, reais, distintos, seja
(u[0],v[0]), (u[l],v[1]), (u]2],v[2]), ..., (u[n],v[n]), determina-se uma fun¢ao polino-

mial P(u) de grau menor ou igual a G, de modo que
P(ul0]) = v[0] ; P(ull]) =o[1] ; ... ; P(uln]) = v[n], (3.1)

onde segundo RUGGIERO e DA ROCHA LOPES| max G =n

Defini¢ao 3.2. (Polinémio Interpolador multidimensional)

Dados u € R™ e para cada tem-se um conjunto de entrada de n + 1 pontos reais
e distintos, e um conjunto de saida de n 4+ 1 pontos reais e distintos. Sejam eles
(u[0],v[0]), (u[1],v[1]), (u[2],v[2]),..., (u[n],v[n]), determina-se uma fungao polino-

mial de varias VariéveisE] F(u) de grau total menor ou igual a G de modo que

Falo]) = o[0] ; F(uf1]) = of1] ; ... ; F(ufn]) = vln]. (3.2)

LA defini¢do de polindmio multidimensional também pode ser vista em [WADE (2013).
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Essas defini¢des nos levam a buscar varios métodos com o propédsito de fazer in-
terpolacao polinomial. Lembrando uma funcao polinomial de grau G unidimensional

e/ou multidimensional, respectivamente, é dada por

P(u) = C[0] + C[1]u + C[2Ju® + - - - + C[n]u®,
F(u) = SN 502 0 Clit, o o o] (0 -y ),

tal que j € Z' e N € N™. Solucionando o sistema de equacoes encontramos os

coeficientes

C[0],C[1],C[2],...,C|n|, para P(u);
Clj1, Jas- -+ Jml, para F(u),

de modo que, respectivamente, a Equagao e/ou a Equagao acontegamﬂ Ou-
tros métodos nem sempre se expressam dessa forma, mas conseguem resolver a
Equagcdo [3.1 Isso pode ser visto em RUGGIERO e DA ROCHA LOPES| (1996).
J& para se resolver a Equagao [3.2] usamos o método simples recém mostrado ou o
método de minimos quadrados que veremos adiante.

A interpolagao polinomial é uma forma de encontrar uma fungdo que se adéque
aos dados. Entretanto, ao se trabalhar com um ntmero elevado de pontos, pode
haver a necessidade de usar um grau polinomial elevado, ou as vezes a interpolagao
pode causar grandes oscilacoes inesperadas ao longo do trajeto, os sobreajustes,
tornando complicado alcancgar o resultado desejado. Sendo assim, as vezes é preciso
obter uma funcao polinomial ajustada, por mais que nao passe por alguns pontos,
mas nao tenha oscilagdes indesejaveis, mesmo que o residuo nao seja nulo. Isso é

mostrado na figura Figura [3.1]

Geralmente os coeficientes do polinémio de interpola¢do determinam
menos precisao para uma aproximacao desejada. Portanto, ndo é uma
boa ideia determinar os coeficientes somente para uso no calculo de va-
lores de interpolacdo. Além disso, vocé ndao deve confundir o polindémio
de interpolagdo (e seus coeficientes) como o polindmio de melhor ajuste
sobre um conjunto de dados. O ajuste é um processo de suavizacao, ja
que o numero de coeficientes ajustados é tipicamente muito menor do
que o numero de pontos de dados. Os valores assim calculados nao pas-
sarao exatamente sobre os pontos tabulados. Portanto, os coeficientes
ajustados podem ser determinados de forma precisa e estavel mesmo na
presenga de erros estatisticos nos valores tabulados. Interpolacdo, onde
o numero de coeficientes e o nimero de pontos tabulados séo iguais, leva
os valores tabulados como perfeitos. Se os dados contiverem erros esta-

tisticos, entdo os erros podem ser ampliados em oscilagoes do polinémio

2A existéncia e unicidade pode ser vista em (RUGGIERO e DA ROCHA LOPES, |1996, p.214)
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de interpolagdo entre os pontos tabulados.(PRESS et al.

tradugao nossa)

Figura 3.1: Diferentes ajustes de curvas
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~
-
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t
Fonte: Elaborada pelo autor.

| 2007, p.129,

Em outras palavras, na interpolacao, os pontos conhecidos devem se encaixar

perfeitamente na curva estimada na relagdo de entrada e saida. Neste caso, ndo hé

preocupagcao com a variagao da curva ajustada e a quantidade de coeficientes, desde
que a curva fornega a saida perfeita (para um dado conjunto de dados). Todavia,
em situacgoes reais, em geral temos a necessidade de um modelo mais suave e regu-
larizado. Para isso, o método de Minimos Quadrados é mais adequado, pois a curva

é ajustada e a quantidade de coeficientes deve ser reduzida ao maximo.

O Método dos Minimos Quadrados, do inglés Least Squares, é uma técnica de

otimizacao mateméatica que procura encontrar o melhor ajuste para um conjunto

de dados tentando minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre o valor

estimado e os dados observados, tais diferencas sao chamadas residuos.

podemos obter uma aproximacao com certa margem de seguranca.

Para o caso [3.1 devemos determinar

reais de modo que

mmZ n]||P(uli]) — vfi]]I*,

Com isso,



onde w[n] sdo fatores de ponderamento. Ou seja, queremos minimizar a soma das
distancias entre a fun¢ao polinomial aplicada aos pontos de entrada e os pontos de

saida. Para o caso[3.2] devemos encontrar os coeficientes

C[jhj?a e ajm]a

reais, de modo que
mmZ n) || F(uli]) — vi]|*. (3.3)

Um detalhe a ser definido ¢é a escolha da norma, usualmente denotada por ||.|.
Basicamente ela ira estabelecer o tipo de métrica para a distancia entre dois vetores,
isto é, d(F(u),v) = ||F(u) — v||. Através das normas pode-se realizar testes para
determinar o melhor o ajuste com o uso do método de minimos quadrados. Os tipos

de normas usualmente utilizadas no espaco R™ ou chamadas apenas de norma [,:

| F(u) —v|2 = Z |F(uli]) — v[{][’ (norma geral [,),
|F(u) —v||f =D |F(uli]) — v[i]| (norma {; ou retangular),

|F(u) — |3 = zn: |F(ufi]) — v[i]]* (norma Euclidiana),

| F(u) —v||% = (rgl;ég(ﬂF(u[Z]) —li]|))? (norma infinita ou do maximo).

Nestas normas [,,, o valor do pardmetro p € R causa um efeito sobre o peso de
cada uma das coordenadas, ordenadas por tamanho, no valor da norma. Quanto
maior o valor de p, maior a importancia de multiplas coordenadas no valor total da
norma, ao passo que p pequeno prioriza as maiores coordenadas em detrimento das

menores.

Existem diferentes penalidades que podem ser aplicadas, com dife-
rentes propriedades. A penalidade mais comumente utilizada é a soma
dos quadrados das ponderacoes, as vezes chamada de "norma-ly"de w.
O motivo é técnico, mas funciona, basicamente, para ajustar melhor os
dados que estao autorizados a ter grandes ponderacoes positivas e ne-
gativas. A soma desses quadrados das ponderagoes gera uma grande
penalidade quando ela tem grandes valores absolutos.

Se incorporarmos a penalidade de norma-ly nas regressoes lineares
padrao de quadrados minimos, obteremos o procedimento estatistico cha-
mado regressao ridge ou regressao em crista. Se, em vez disso, utilizar-
mos a soma dos valores absolutos (em vez dos quadrados), conhecido
como norma-ly, temos um procedimento conhecido como lasso (Hastie
et al., 2009). De modo mais geral, isso é chamado de regularizacgao-l;.
Por motivos bastante técnicos, a regularizacao-l; acaba zerando muitos
coeficientes. Como esses coeficientes sdo as ponderagoes multiplicadoras
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nas caracteristicas, a regularizacdo-l; realiza efetivamente uma forma
automatica de selegdo de caracteristica.(FAWCETT e PROVOST] 2018,
p.137)

No caso em que os dados podem ser corrompidos por ruidos a qual veremos
mais adiante, é interessante que o método de minimos quadrados consiga dar mais
importancia a certas coordenadas com objetivo de manter a eficacia do algoritmo
para a aproximagao das equagbes governantes. Em [TRAN e WARD) (2016)), por
exemplo, os autores apresentam uma teoria chamada “Theory from Compressive
Sensing” que se baseia em resultados e técnicas de otimizacao para encontrar os
melhores coeficientes quando ha a presenca de ruido.

Outro exemplo sao normas deﬁnidasﬂ como:

1F(w) = v]|* = ép[(F(U[i]) —vli])?],

onde p é a funcao de perda. Essa funcao p pode ter varias opgoes de definigao.

Algumas opc¢oes sao:

p(z) = 2z, (linear ou norma-ls), (3.4)
p(z) = 2(v1+2z—1), (soft ly), (3.5)
p(z) = In(1+ z), (cauchy), (3.6)

em que z = (F(uli]) — v[i])*

A Figura mostra uma ilustracdo de ajustes com essas diferentes normas.
Nela apresenta dados com ruidos(isso serd definido mais adiante) e diferentes tipos
de normas aplicadas ao método de minimos quadrados. As normas atribuem um
nivel de penalidade, e com isso, sdo uteis para a selecdo dos dados necessarios.
Funciona como uma medida corretiva com relagao ao ruido. Podemos ver que a
norma “cauchy” foi a melhor escolha para corrigir o ajuste de modo a se aproximar

da solucgao exata.

3A definicdo dessas normas podem ser vistas em SCIPY| (2007).
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Figura 3.2: Diferenca entre alguns ajustes de curvas
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Fonte: Scipy, 2019.

Através desses exemplos, podemos ver que a escolha da norma influéncia na
aplicagdo e nos resultados para cada tipo de sistema. Nesse contexto, torna-se
interessante o teste com varios tipos de normas no método de Minimos Quadrados
a fim de buscar a aproximagao mais eficiente.

Como vimos, a interpolacao pode gerar sobreajuste e o método de minimos qua-
drado pode ser a alternativa para melhorar o ajuste. Contudo, existe mais um
contratempo, o método de minimos quadrados apresenta a pequena inconveniéncia
de que, ao trabalhar com um grande ntimero de pontos, podemos ter um suba-
juste(underfitting). Ao contrario de sobreajuste, o modelo se torna subajustado
quando possui um ajuste insatisfatorio aos dados observados.

A Figura mostra que o ajuste teve um grau de liberdade muito pequeno e nao
conseguiu se ajustar aos pontos, tornando muito diferente do comportamento espe-

rado.

Um perigo comum em aprendizado de méquina é o sobreajuste -
produzir um modelo de bom desempenho com os dados que vocé treina,
mas que nao lide muito bem com novos dados.

[...]O outro lado é o subajuste, produzindo um modelo que néo
desempenha bem nem com os dados usados no treino, apesar de que,
quando acontece isso, vocé decide que seu modelo nao é bom o suficiente
e continua a procurar por melhores. (GRUS| 2018, p.207)
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Figura 3.3: Ilustracao de um subajuste
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para isso, podemos buscar a alternativa de fazer ajuste por partes utilizando uma
fungao polinomial de grau menor, e impor algumas condi¢oes para que a fungao seja

continua e diferenciavel. Esse tipo de particionamento é chamada de método Spline.

Definigao 3.3. Dado um conjunto de n+1 pontos ou pares ordenados { (u[i], v[i]) }1,
tais que u[i] < u[i + 1]. Uma Spline de grau G que interpola esses pontos é uma

fungao S com as seguintes propriedades:

e em cada subintervalo [u[i], u[i + 1]], Sg(u) é um polindémio de grau menor ou

igual a G.
e Si(u) é continua e tem derivada continua até ordem G — 1 em todo o intervalo
o Sg(uli]) = vli]

A Figura mostra que em vez de encontrar um polindmio de algum grau que
se ajuste por todos os dados, podemos ajustar em varios subintervalos e garantir
condicoes para que a nossa aproximacao seja continua e tenha derivadas continuas

até a ordem que quisermos.
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Figura 3.4: ITlustracao de Spline
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Existem varias formas de fazer um ajuste Spline, um tipo que poderemos usar

nesse trabalho é a chamada “Basis Spline” ou B-Spline, onde

S(t) = E%U[H]B[J} G(t), (3.7)
e as bases B[j, G|(t) sdo obtidas através da forma recursiva de Carl De Boor.
Essa versao de Spline é definida de forma paramétrica e possui propriedades
avancadas de ajuste de dados e suavizagao.
A Figura[3.5)apresenta o ajuste de uma B-Spline. A curva preenchida é exata, os
pontos(vazios) possuem algum valor de ruido, enquanto que a tracejada e pontilhada
sao ajustadas. Isso mostra que é possivel alternar o ajuste de modo a encontrar a

melhor aproximacao a exata.
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Figura 3.5: Ilustragao de Ajuste usando B-Spline
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Fonte: Elaborada pelo autor.

As defini¢oes e variagoes de Spline podem ser vistos em RUGGIERO e DA RO-
CHA LOPES| (1996), PEREIRA (2014), ARAUJO|(2016) e POLLOCK et al.(1999).

3.2 Ruido Observacional

A presenca de ruidos em dados obtidos em experimentos pode ser inevitavel e isso
pode esconder informacoes importantes para identificar o sistema dinamico associado
a evolucao temporal, tornando o seu estudo uma tarefa complexa. De acordo com
SCHOPEF]| (2007| apud MACHADO, 2003, p.32), “Ruido pode ser definido como o
conjunto das influéncias nao-sistematicas sobre o comportamento de um sistema,
nao estando compreendido no modelo deterministico (previsivel) desse sistema”.

A contaminagao por ruido pode acarretar interpretacoes incorretas dos resulta-
dos, principalmente quando o objetivo é realizar previsdo. E importante ressaltar
que existem duas classes de ruido capazes de afetar nosso método. Ruido dindmico
¢ aquele que pode afetar a evolugdo do sistema, isto ¢, quando o ruido entra na
equacao diferencial. Ruido observacional é aquele que afeta as variaveis ja produzi-
das pelo sistema, aqui chamadas de variaveis de posi¢do. Assim, por exemplo, em
sistemas calculados numericamente, a precisao numérica leva a ruidos entrando nas

equacoes diferenciais, o chamamo de ruido dindmico, mas que é muito pequeno e
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serd ignorado aqui. Frequentemente encontramos também situagdes nas quais ocor-
rem modificagoes nas amostras do estado de um experimento, ou seja, o ruido entra
na variavel de posicao e ¢ do tipo que chamamos de ruido observacional.

Tanto o ruido dindmico quanto o ruido observacional podem ser aditivos ou mul-
tiplicativos. Neste trabalho apenas exploraremos os efeitos de ruido observacional
aditivo. Ou seja, os dados sdo gerados por equacgoes diferenciais supostamente nao
afetadas por ruidos dindmicos, mas os valores dos dados sofrem alteracdo apds o
registro na série temporal. Isso pode ser visto na Figura (3.6 Tais perturbagoes
podem ser causadas, por exemplo, por imprecisao ou limitagdes nos equipamentos
de medida.

Para efeito de andlise, considera-se que os termos das séries temporais possuem

contaminagao por ruidos aditivos. Esta contaminacao é definida como

Xy =X + T, (3.8)

onde r = (ry,ry,...,7,) s40 0s componentes aleatorios.

Figura 3.6: Ilustracao de ruidos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Visto isso, apds produzir as séries temporais do sistema dindmico com o método

IMétodo de Runge-Kutta de quarta ordem| (Secao A.1|), faremos o acréscimo do ruido

em cada termo de cada série temporal. O valor aleatério nao pode ser muito grande,
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pois pode destruir completamente a informacao.

3.3 Meétodo de Coordenadas Atrasadas

Em problemas reais, normalmente tem-se uma série temporal de dados experi-
mentais, mas nao se sabe se apenas com essa série temporal é possivel recuperar
uma dindmica de modo que possa descrever e prever a evolucao do temporal. Além
disso, detectar a presenga de um atrator estranho. Em (STROGATZ, |1994, p.438,

tradugao nossa),

[...]como vocé poderia demonstrar a presenca de um atrator estra-
nho, dado que vocé sé mede uma unica série temporal z(¢)? [...]Roux
et al.(1983) exploraram uma surpreendente técnica de andlise de dados,
agora conhecida como reconstrucao de atratores (Packard et al. 1980,
Takens 1981). A alegacgdo é que, para alguns sistemas governados por
um atrator, a dindmica no espago de fase completo pode ser reconstruida
a partir de medi¢oes de apenas uma unica série temporal! De alguma
forma, essa unica varidvel carrega informagoes suficientes sobre todas as
outras. O método é baseado em atrasos de tempo. Por exemplo, de-
fina um vetor bidimensional B(t) = (z(t),z(t + 7)), onde 7 é o valor
de atraso. Entéo a série temporal z(t) gera uma trajetéria B(¢) em um

espago de fase bidimensional.

Sendo assim, no espaco de fases formados pela evolugao temporal das variaveis
de estado z(t),x(t+7), x(t+27),...,2(t+(u—1)7), onde u é chamado de dimensao
de imersao e T é o passo de reconstrucao multiplo do espagamento entre os termos
da série temporal. O atrator reconstruido é topologicamente equivalente ao atrator
verdadeiro, sobre o qual conhece-se apenas a evolugao temporal da variavel de estado
z(t). . A Figura ilustra o método de coordenadas atrasadas.
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Figura 3.7: Tlustracao do método de coordenadas atrasadas.

0 1 2 3 4
t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Contudo, é inevitavel pensar como saber o valor de p e de 7, como (STROGATZ,

1994, p.440, tradugao nossa) destaca,

Primeiro, como escolher a dimensao de imersao, ou seja, o nimero
de atrasos? A série temporal deve ser convertida em um vetor com
dois componentes, trés ou mais? Grosso modo, é necessario um atraso
suficiente para que o atrator subjacente possa se desenredar no espago
de fase. A abordagem usual é aumentar a dimensdo de incorporacao
e depois calcular as dimensoes de correlacdo dos atratores resultantes.
Os valores calculados continuardo aumentando até que a dimensdao de
incorporagao seja grande o suficiente; entdao ha espaco suficiente para
o atrator e a dimensdo de correlagdo estimada se estabilizard no valor

‘verdadeiro’.

A escolha de p é feita com o método de falsos vizinhos, podendo ser vista em
OLIVEIRA JR.|(2012)) e 7 é feita a partir do método de informagao mutua que pode
ser visto em [CAMPANHARO et al. (2014). Ao menos, exemplificaremos na Figura
3.8l o resultado da reconstrucao do atrator, para o caso em que usamos a variavel
x1 solucionada numericamente do sistema de Lorenz e definimos x[n], z,[n] e xo,[n]

como a séries em coordenadas atrasadas usando =3 e 7 =0, 12.
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Figura 3.8: Reconstrugao do atrator de Lorenz
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.4 Previsao de Sistemas

A partir das séries temporais, podemos fazer a recuperacao de sistemas dinami-

cos. A recuperacao é feita através de aproximacao por fung¢oes polinomiais. Vamos

usar o [Método de Aproximagao Polinomial| (Secao 3.1J).

Na primeira etapa procuramos as fungdes polinomiais unidimensionais de grau

G, aplicada aos dados temporais, para cada uma das m variaveis do sistema,
Pi(t[n]), Po(tn]), Ps(¢[n]), . .., Pu(t[n]), (3.9)
que se ajustem, respectivamente, as séries temporais
x1[n], z2[n], x3n], . .., zu[n]. (3.10)

Esse ajuste pode ser uma simples interpolagao até um ajuste usando B-Spline,
bem como visto na Se¢ao 3.1} A Figura [3.9) ilustra esse ajuste.

Figura 3.9: Ilustragdo da aproximagao de P(t[n]).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dal, prosseguimos para a segunda etapa fazendo o calculo da diferenciacdo com
respeito ao tempo dessas fungoes P(t[n]), isto é, calculamos as derivadas P’(t[n])

que também sado fungoes polinomiais e representam a velocidade com respeito ao
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tempo. Definimos por
Vi(t[n]), Va(t[n]), Va(t[nl), . .., Vin(t[n]), (3.11)
Este calculo de diferenciacao sao aproximagoes de
t1[n], Zo[n], x3[n], ..., Tm[n]. (3.12)

Por sua vez, essas fungoes V(t[n]) serao fundamentais para calcular a aproxima-

¢ao da dindmica do sistema. A Figura [3.10]ilustra esse célculo.

Figura 3.10: Ilustracao de V(t[n]).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dai passaremos para a proxima etapa buscando func¢oes polinomiais multidimen-

sionais de grau G, isto é,

Fy(Pi[n], Pa[n], Ps[nl, . .., Puln]), (3.13)

que se ajustem, respectivamente aos Dados|3.11} através do|Método de Aproximacao|

IPolinomial| (Equacao 3.3)).
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Os Dados representam as aproximacoes das variaveis espaciais, isto é,
f(xl[n]ax2[n]7x3[n]7"‘7‘rm[n])7 (314)

e serao as fungoes de nosso interesse, pois é a partir delas que faremos a previsao.
A Figura ilustra esse ajuste.

Figura 3.11: Ilustracao de F(P[n]).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solucionaremos numericamente o Sistema usando o|Método de Runge-Kuttal

lde quarta ordem| (Apéndice |A.1]) com condigbes iniciais. As solugbes numéricas sao

as séries temporais que definimos por X,,. Como queremos previsao do sistema,

entao usaremos como condigoes iniciais algum dos Dados [3.10], isto é,

X1[0] = z1[n], X5[0] = z2[n], X3[0] = x3[n], ..., X;w[0] = xm[n].

Evidentemente que quando falamos de previsao, queremos saber de dados des-
conhecidos, entdo devemos usar os dados finais de z[n]. Entretanto, é importante
ressaltar que essa metodologia nao obriga a usar os dados finais de z[n], podendo
servir a qualquer dado.

Essa etapa nos dard as séries temporais que constituem os valores de estado

40



futuro, ou seja,
Xilk] = z1[n + k|, Xo[k] = xo[n + k], X3[k] Z z3[n+ k|, ..., X\u[k] = zpn + K,
onde k£ € N. A Figura ilustra esses valores.

Figura 3.12: Ilustracao da previsao.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 Sistema de Lorenz

4.1.1 Geracgao das séries temporais

Dado o sistema de Lorenz,

i‘l = O'(]IQ — $1)7
Ztg = Trxy — X9 — T1T3,
T3 = 3T — bxs,
com as condig¢oes iniciais
Il[O] == 0, 1 s
$2[O] = 0, 1 s
z3[0] = 0,1, (4.1)

em um tempo ¢ discretizado, sobre um passo At = 10~2. Inicialmente com ¢[0] = 0.0

e t[N] = 200, onde N é o indice final da série, vamos usar o[Método de Runge-Kuttal

Ide quarta ordem| (Apéndice [A.1)) uma vez para assegurar de eliminar o transiente

inicial, assim, geram-se 20001 pontos em cada série.

Dessas séries, escolhemos as novas condicoes iniciais usando os ultimos dados.

Dal, realizamos pela segunda vez o[Método de Runge-Kutta de quarta ordem| (Apén-
dice [A.1]), com ¢[0] = 0 e t[n] = 100. Assim, obtemos a figura similar a Figura

gerando N = 10001 pontos das séries temporais. Através da Figura [4.1] analisamos

qualitativamente se ha vestigios do transiente inicial e percebemos que, aparente-

mente, as séries estdo em regime permanente.
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Figura 4.1: Séries Temporais do Sistema de Lorenz
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.2 Previsao do Sistema de Lorenz

Antes de trabalhar com a metodologia apresentada no Capitulo 3, se o sistema
de Lorenz ¢é cadtico, entao ja podemos ter ideia do tempo de previsao através de
uma analise de pertubagoes na condicao inicial, isto é, usar condigoes iniciais bem
préximas que definiremos como x5 = x + ¢ . Dai, iremos solucionar o sistema de
Lorenz com cada condicgao inicial e vamos procurar uma média do tempo de previsao
analisando a evolugao da diferenca entre as solugoes. Com isso, poderemos ter mais
uma demonstragao para a eficiéncia do nosso método. Essa diferenca é definida

como,

|21 — (25)1] + 2 — (25)2] + |23 — (5)3]

Flx—x =
(x = xg) ]+ [l + |73

(4.2)

Usamos as condigao iniciais das nossas séries e acrescentamos § = 1/(i + 100),
onde = 1,...,10, ou seja, usaremos 10 diferentes condi¢oes iniciais proximas. Esse
valor nao ¢ padrao, mas ¢ um valor razoavel para realizar uma média. Em seguida,

fazemos a média do logaritmo do erro percentual Ey, = 100E(x —xg) que definimos
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por,

10

EM(ln) = Z[ln E%<X - Xé‘[i])]/lo. (43)

i=1

O tempo de previsao é dado pela investigagdo da inclinacao da evolugao expo-
nencial do erro e uma reta com a mesma inclinagdo, vejamos na Figura[£.2] O tempo
de previsao estard no trecho em que o crescimento exponencial sofre uma grande

elevagao e seus valores passam a saturar.
Figura 4.2: Crescimento da média exponencial do erro

Tempo de previsao entre 6 e 7,5

t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, o valor de inclinacao coincide com o valor apresentando em |[Expoente

ide Liapunov| (Equacao 2.4.3) e nosso tempo de previsao deve estar entre 6 e 7,5

unidades de tempo. Indubitavelmente que analisar a inclinagdo da curva nao é
um bom parametro para nossos préximos resultados, entao a Figura apresenta o
percentual do erro até esse tempo de previsao. Esse percentual sera nosso parametro.

Portanto, para a nossa analise de previsao, estabeleceremos que o tempo de

previsao serd escolhido pelo critério de atingimento de 10% do erro percentual.

Agora, seguiremos gradualmente a metodologia apresentada na [Previsao de Sis-|

ftemas| (Secao 3.4]). De inicio, nesta etapa, é feito o uso da metologia com todos os

10001 pontos apresentados na [Séries Temporais do Sistema de Lorenz| (Figura 4.1)).

Na sequéncia, precisamos usar uma func¢ao polinomial unidimensional de posigao.

Aplicaremos o método de B-Spline. Nesse trabalho, usamos a implementacao das
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Figura 4.3: Crescimento médio percentual do erro
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Fonte: Elaborada pelo autor.

fungoes B-spline contida no manual [SCIPY]| (2007). A implementagao possui limi-
tacdo no grau da fungdo, tal que podemos usar graus de 1 a 5. Entretanto, ndo
usaremos grau 1 nem 2, pois estes nao produzem derivadas continuas e suaves, ne-
cessarias a nossa recuperacao da dinamica.

Dessa forma, tendo a oportunidade, precisamos analisar qual o melhor grau para
a B-Spline, entre 3 e 5, de modo que queremos verificar o quao difere no resultado do
tempo de previsao. Em outras palavras, nosso critério sera verificar qual a melhor
previsao com relagao a escolha do grau dessa funcao, nessa primeira etapa.

Antes de analisar os resultados, é preciso lembrar que para se verificar o tempo de

previsao ¢é preciso realizar todas as etapas da metodologia da [Previsao de Sistemas|
ecao 3.4). Como bem sabemos, na terceira etapa, também precisa-se verificar qua
S 3.4). C b b ,nat tapa, tamb fi 1

a melhor norma para as fun¢oes multidimensionais. As normas que iremos trabalhar

serao as que abordamos na Equacao |3.4] Equagao [3.5) e Equagao . Nessa etapa
desse trabalho, essas fungoes possuem grau menor ou igual a 2, por comparagao ao
sistema de Lorenz. Além disso, devemos verificar em diferentes condig¢oes iniciais.

Logo, nossa analise serd buscar qual o melhor grau na primeira etapa e qual a
melhor norma na terceira etapa.

O tempo de previsao é aquele em que o erro percentual entre as séries originais
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e estimadas atinge 10%. Esse erro é definido por,

|21 = (@prev)1| + |22 = (Zprev)a| + 23 = (Tprev)s]

Fo(x — Xprev) = 100
(x = Xprev) 22l + [zl + o)

 (4.4)

A Figura [£.4] mostra o resultado de 10 realiza¢oes usando diferentes condigoes
iniciais. Com isso, temos nosso tempo de previsao médio e sua margem de erro com

relacao ao grau e a norma utilizados.

Figura 4.4: Analise para escolha do grau e da norma para o melhor tempo de
previsao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, temos que o melhor grau para a fungdo B-spline é 5 e a norma pode
ser qualquer uma das trés.

A Figura [£.5 mostra o resultado de B-spline de grau 5 interpolando os dados da
série.

Dai, definindo o erro percentual das fung¢oes polinomiais de posi¢ao como

|zy — Py| + |xe — Po| + |x3 — P3|

Ey(x—P) = 100
%(x —P) 2]+ [za] + o]

, (4.5)

temos como resultado Fy(x — P) < 10713,
Como vimos, as fungoes polinomiais B-spline P () se ajustam as variaveis de po-
sicdo x(t) sobre um intervalo de tempo de pontos distintos t[0], ¢[1],¢[2], ..., t[n]. B

interessante avaliar se essas fungoes polinomiais P(t) estdo realmente bem ajustadas
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Figura 4.5: B-Spline interpolante para aproximacao das Séries Temporais originais.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

no momento em que o intervalo de tempo é mais dividido. Temos que verificar se
usando os mesmos parametros das fungoes polinomiais B-splines de posicao e velo-
cidade, e passando por um tempo mais discretizado, entao nao fogem do comporta-
mento e passa pelos mesmos pontos da discretizacao do tempo usada anteriormente.
Em suma queremos verificar se ndo ha oscilacoes, descontinuidade e desencontros

de pontos ao tomarmos, por exemplo, At = 1072 em que o resultado é mostrado na

Figura [4.6]
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Vejamos na Figura e na Tabela os coeficientes obtidos para as fungoes
polinomiais espaciais F(P). A implementagdo dessa etapa é baseada no manual
SCIPY| (2007). Esses coeficientes serdo usados para as fungoes com o intuito de

recuperar a dinamica do sistema de Lorenz.

Figura 4.7: Comparacao de coeficientes

10 ’

01 e coef. F}
104 — coef. correto
'S
o
= 207 ’

o e coef. Fp
g — coef. correto
§ 0_ A .
0,0 ’
o coef. Fj
—92°5 — coef. correto

0 2 4 6 8
ordem do coef.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Apresentamos a Tabela mostrando quais sao esses valores.

Tabela 4.1: Valores resultantes para os coeficientes

sarceln CANRCRO i = | = fo | 25 = fo
1 0,0 0,0 0,0

T -10,0 27,99 0,0

To 10,0 -0,99 0,0

3 0,0 0,0 2,667
T1To 0,0 0,0 0,99
T123 0,0 -0,99 0,0
ToX3 0,0 0,0 0,0

22 0,0 0,0 0,0

22 0,0 0,0 0,0

22 0,0 0,0 0,0

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela apresenta a diferenca entre os coeficientes originais e os aproxima-

dos.
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Tabela 4.2: Diferenca entre os coeficientes estimados e os coeficientes exatos

1 00 100 00
1 |00 [00L |00
z | 0,0 |00I |00
zs |00 |00 |00
2122 | 0,0 |00 | 0,01
2123 | 0,0 0,0l | 0,0
Zo13 | 0,0 0,0 | 0,0
22 |00 |00 |00
22 |00 |00 |00
22 |00 |00 |00

Fonte: Elaborada pelo autor.
Dai, tendo as séries espaciais, vejamos a Figura que mostra o erro percentual
das fungoes polinomiais espaciais, isto é,

[/1(%) = F1(P)| + | fa(x) — F2(P)| 4 [f3(x) — F3(P)|
[f1GO]+ [ 2(3)] + [ fs(x)]

Eg(f —F) = (4.6)

Figura 4.8: Erro percentual das func¢oes polinomiais espaciais
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para essa etapa é importante fazer a comparacao entre trechos das fungoes poli-
nomiais das velocidades V (t), trecho das trajetérias da fungdes polinomiais espaciais
F(P) e trecho das variagdo espacial f(x). Queremos verificar se apresentam suavi-
dade e semelhanga de comportamento, isso com o pretexto de observar se em cada
etapa do método, os parametros calculados sao realmente 6timos. Isso pode ser
visto na Figura [£.9

Figura 4.9: Comparacao entre as func¢oes polinomiais de velocidade, espaciais e as
varaveis espaciais originais
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Previsao

Nessa etapa, iremos usar os valores da Tabela para formar o novo sistema

de fungoes polinomiais e aplicar a[Método de Runge-Kutta de quarta ordem| (Apén-
dice |A.1)) a condigao inicial igual a da série temporal dada na Figura . Assim

iremos resultar as séries temporais aproximadas. Essas sdo as evolugoes temporais

do sistema e consideradas a nossa previsao. O resultado serda comparado com as
séries da Figura [4.1] e em seguida apresentamos o quao previsivel é o nosso sistema
aproximado usando a Equacao Nosso tempo de previsao é de 10,31 unidades de
tempo, como podemos ver nas Figura e Figura
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Figura 4.10: Comparagao entre as séries temporais originais e recuperadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.11: Erro percentual entre as séries temporais originais e recuperadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.1.3 Previsao do Sistema de Lorenz com Ruidos Observa-
cionais

Na sessao anterior, obtemos os resultados de previsao usando os dados da [Séries

|Temporais do Sistema de Lorenz| (Figura 4.1)), tal que foram considerados registros

exatos. Dessa vez, iremos refazer o mesmo procedimento acrescentando algumas
contaminagoes nesses dados, bem como mostrado na Secao Sendo assim, iremos
verificar se a metodologia ainda é eficaz nessa situacao.

De inicio, acrescentaremos as séries temporais, valores aleatérios de uma dis-
tribuigdo normal r = (ry,79,73,...,7,) com média O = 0 e desvio padrao D =
(D1,D9,D3,...,D,,), onde cada entrada é uma amplitude de ruido diferente tal
que seus indices sao respectivos aos indices das variaveis de posicao, e assim, D =

0.01 max(|x(¢)|). Logo, definiremos como x, = x + r. Vejamos na Figura [1.12]

Figura 4.12: Amostra de alguns dados com e sem ruidos
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5,01

301
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20- - o ]
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tendo os dados com ruidos, agora queremos além de encontrar coeficientes para
fungoes polinomiais espaciais, o método também possa eliminar o ruido ja no ajuste
da funcao polinomial de posi¢do, ou seja, funcionar como uma espécie de filtro.
Naturalmente que, para sistemas desconhecidos nao se tem valores corretos de com-
paracao, pode ou nao haver ruidos nos dados observados.

Para isso, as fungoes B-Splines, para a aproximacao das fungoes polinomiais
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de posi¢do, devem passar por um processo de ajuste por minimos quadrados com

restrigao, isto é,

>_(wa[n](Puln] — zm[n])) < s, (4.7)

onde w,, sao pesos, P, é a funcao polinomial a ser ajustada, x,, sdo os dados que
possuimos e s é um valor de restricao.

Como podemos ver, a Equacao [£.7) é feita apenas com a norma [;, mas s tem
o mesmo papel de relevancia aos dados. Se queremos interpolar, entdao s = 0, mas
se nao, entao o ajuste deve ser s > 0. Quanto maior for s, maior é a suavidade,
como podemos ver na Figura[d.13] Quanto aos pesos, nesse trabalho, iremos atribuir

valores unitarios, pois s ja é um valor substancial.

Figura 4.13: Amostras de trechos da série temporal do sistema de Lorenz com o uso
de alguns valores para a suavidade s

s=10
S
s = 310
— P
H'—‘ o
s = 1000

Fonte: Elaborada pelo autor.

o4



Nessa circunstancia, temos que analisar qual é o melhor valor de s. Nosso di-
agnodstico é baseado no comparativo com os dados exatos. Definimos P.(t) como a
funcao polinomial unidimensional aplicada aos dados com ruidos. Como vimos na

secao anterior, se estamos interpolando, entao temos que
1
1P =x()] = 0.

Mas para o caso em que os dados estdo contaminados por ruidos, P,(t) precisard
passar por um processo de suavizacao de modo que, claramente, a melhor suavizacao
é aquela que

1 ~Y
SIPL(t) = x(0)] =0

e é menor que

Sendo assim, realizamos varios testes variando o valor de s e definimos
Q= [P.(t) ~ x(1)
= — r — X N
N
como podemos ver na Figura |4.14]

Figura 4.14: Analise da escolha do valor de s
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(b) [(F)2(t) — a2(t)]

Min(Q) = 0,001 para s = 540 Min(Q) = 0,001 para s = 530
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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As figuras mostram os melhores valores para suavizagao, dependendo do grau
escolhido na fungao B-spline. Usaremos esses valores para os proximos resultados.

Da mesma forma que a secao anterior, é necessario realizar testes para verificar
qual o melhor grau e norma para aplicar ao método. Vejamos na Figura [4.15 10

realizagoes feitas com diferentes valores de ruidos.

Figura 4.15: Analise da escolha do grau e norma para o melhor tempo de previsao

diante de séries com ruidos
Realizagoes: 10.

Tempo de previsao média entre os valores maximos e minimos nas ocorréncias
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Durante essas realizacoes, podemos ver na Figura [4.16]| a frequéncia em que os

intervalos de tempo de previsao ocorrem.
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Frequéncia

Frequéncia

Figura 4.16: Analise da escolha do valor de s

(a) Ocorréncia com relagdo ao grau 3 e as normas
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(b) Ocorréncia com relagdo ao grau 4 e as normas
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(c) Ocorréncia com rela¢do ao grau 5 e as normas

Norma [;

O N WHUTIOHY~J00WO

Norma cauchy

01 2345678

Frequéncia

O N WHUTIOHY~J00WO

01 2345¢6 78

Norma ls

O N WH=UTISHY~J00O

01 2345678

B graub

Tempo de previsao

Fonte: Elaborada pelo autor.

Também, na Figura[f.17] apresentamos o resultado de 10 realizagdes para valores

fixos de ruidos, mas com condigoes inicias diferentes, para o tempo de previsao médio

e sua margem de erro com relagdo aos graus e as normas utilizados.
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Figura 4.17: Analise da escolha do grau e norma para o melhor tempo de previsao
diante de séries com ruidos com 10 diferentes condigdes iniciais.
10 C.I.

Tempo de previsao média entre os valores maximos e minimos nas ocorréencias
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2,5 3.0 3.5 4,0 4,5 5,0 5,5
Grau da funcao B-spline

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esses resultados mostram que devemos usar B-spline de grau 5 para as fun-
¢oOes polinomiais de posi¢cdo e norma [ para a aproximagao das fung¢oes polinomiais
espaciais.

Evidentemente, que essa andlise pode ser mudada dependendo do passo entre
os dados temporais e o acréscimo do ruido, visto que nessa aplicacdo 0 nosso passo
é At = 0,01 e o acréscimo é apenas 1% do max(x). Para outros dados, provavel-
mente os resultados de s, graus das fun¢oes e normas serao outros. Entretanto, a
metodologia é a mesma, o que nos assegura sua eficacia.

Dai, usando grau 5, norma l;, a Equagao , mas sendo P,(t) as fungoes po-
linomiais de posicao suavizadas para os dados com ruidos, e fixando os valores de
ruidos, apresentamos na Figura [4.18] o resultado para o erro percentual das fungoes
polinomiais de posicao com relacao ao tempo.

Logo em seguida, na Figura [£.19] na Figura [£.20, na Tabela [£.3] e na Tabela [4.4]

apresentamos os resultados para os coeficientes das fungoes polinomiais espaciais.
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Figura 4.18: Erro percentual das func¢des polinomiais de posicao diante de séries

com ruidos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.19: Comparagao de coeficientes diante de ruidos

Com ruidos observacionais
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.20: Efeito do ruido no célculo dos coeficientes das fung¢des polinomiais
espaciais
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.3: Valores resultantes para os coeficientes diante de ruido

parcela CANARAO | gy = filZa=fa|Z3=[3
1 10 |09 |17
1 -10,2 27,8 -0,5
To 10,0 -0,8 0,4
T3 -0,2 0,0 -2.4
1 0.0 0.0 1.0
123 0,0 209 100
o 0,0 0.0 0,0
2 0,0 0,0 0,0
2 0,0 0,0 0,0
22 0,0 0,0 0,0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 4.4: Diferenca entre os coeficientes estimados diante de ruido e os coeficientes
exatos

1 1,0 |08 |04
21 |02 |02 |05
2 100 |02 |04
x5 0,2 |00 | 0,006
2122 | 0,0 | 0,0 |00
T3 10,0 |00 |00
2013 | 0,0 | 0,0 |00
22 |00 |00 |00
22 |00 |00 |00
22 |00 |00 |00

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura mostra o resultado para o erro percentual das func¢des polinomiais

espaciais com rela¢ao ao tempo definido na Equacao 4.6

Figura 4.21: Erro percentual das func¢oes polinomiais espaciais diante de ruidos

—_
o
—

Erro Percentual de F,(Py)

0 25 50 75 100

Fonte: Elaborada pelo autor.
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As Figura [4.22], Figura [£.23] e Figura mostram o comparativo da funcoes

polinomiais e o tempo de previsao.

Figura 4.22: Comparacao entre as fungdes polinomiais de velocidade, espaciais di-
ante de ruidos e as variaveis espaciais originais.

NV o fix
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.23: Comparacao entre as série temporais originais e recuperadas diante de

S A | ‘ \ 10~ s prev / ruido
5 WM\/ " NA) \N\W/\AMN M VAW\' O: ;8 /
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.24: Erro percentual entre as séries temporais originais e recuperadas diante
de ruidos

Tempo de previsao (10%) = 2.61

—_
e > oo o
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.4 Previsao mediante reconstrucao do atrator de Lorenz

pelo Método das Coordenadas Atrasadas

Essa etapa consiste em reconstruir uma dindmica possuindo apenas dados de

uma série temporal, assim fazendo como no [Método de Coordenadas Atrasadas|

(Secao 3.3). Em particular, trataremos do sistema de Lorenz a qual iremos usar
apenas uma variavel dindmica para nossos testes, seja x; ou xy ou x3, isto é, iremos
tentar responder a possibilidade de construir uma dinamica e realizar a previsao de
uma série temporal. Escolhemos x; da Figura sendo a série temporal conhecida

e definimos

:E(t) - xl(t)7
() = @(t+),
Z'QT(t) = [L’l(t + 27’),

onde p = 3 ¢é nossa dimensao de imersao e 7 = 0,12 é nosso atraso temporal como
visto na Segao [3.3] Entretanto como estamos trabalhando com dados discretos, é

preciso converter esse atraso temporal continuo em um atraso de indices das séries
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a qual definimos

z[n] = (x1[0],21[1], ..., 21[10001 — 2¢]),
z.[n] = (m]a], o+ 1], ..., 2:[10001 — ),
xor[n] = (x1[2a], x1[2c0 + 1], ..., 21[10001]),

-
onde o = int (At) Além disso, para que as séries tenham a mesma cardinalidade,

essa defini¢do diminui os dados para N = 9977. Isso ¢ mostrado na Figura [4.25]

Figura 4.25: Trecho das séries temporais por coordenadas atrasadas a partir de uma
série temporal do sistema de Lorenz
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t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isso, iremos usar a metodologia da Secao para construir um sistema,
onde x, e xo, fazem o papel, respectivamente, de x5 e x3, e que dependa dessas trés
séries, mas nosso interesse esta apenas na previsao da série conhecida.

Da mesma forma, temos que verificar o grau e norma em diferentes condigoes
iniciais, a fim de encontrar o melhor resultado de previsdo, onde o erro percentual é

definido por

|z — xprev|

E — Tprew) = 100 .
%(T = Tprev) max |z

Além disso, essas séries irao produzir uma dindmica desconhecida de modo que

precisamos aumentar o grau da fungao espacial para alavancar a aproximagao, pois
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um teste rapido, percebemos que usando essas fungoes em segundo grau nao temos
uma boa aproximacao. Sendo assim, nessa etapa usaremos fung¢oes polinomiais

multidimensionais de terceiro grau. Veremos na Figura [4.26]

Figura 4.26: Analise da escolha do grau e norma para o melhor tempo de previsao
adiante de séries por coordenadas atrasadas
10 C.L.

Tempo de previsao média entre os valores maximos e minimos nas ocorréncias
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Grau da funcao B-spline

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como pode-se ver, a escolha pode ser qualquer grau da fun¢ao B-Spline e norma
[; para aproximacao das fungoes espaciais. Vamos apresentar os resultados quando
usamos o grau 5. A Tabela mostra o resultado dos valores dos coeficientes.

Na Figura [£.27] veremos o resultado da aproximacdo das fung¢des polinomiais

espaciais e da velocidade.
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Tabela 4.5: Valores resultantes para os coeficientes do sistema construido

equacao

parcela Ty =f1 | 2= fo | Z3=[3
1 201 |00 0.0
T -16.3 -2.5 1,8
o 2.6 |23 C15.2
Tar 4.8 41 14.2
TT; 0,0 0,0 0,0
P 0,0 0.0 0.1
ToTor 0,0 0,0 0.1
TLrTor 0,0 0,0 0,0
2z 0,0 0,0 0,0
22 0,0 0,0 0,0
o2 0,0 0,0 0,0
22, -0,1 0,0 0,0
P 0.0 0.0 0,0
rx? -0,1 -0,1 0,1
e 0,0 0.0 0,0
s, 01 |00 0,0
2, 0,0 0,0 20,1
3 -0,1 0,0 0,0
7 01 |00 0,0
5 0.0 0.0 0,0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.27: Comparacao entre as fungoes polinomiais de velocidade, espaciais com
base na reconstrucao e as varaveis espaciais originais

0

98,00 98,25 98,50 98,75 99,00 99,25 99.50 99,75
i

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, as Figura [4.28] e Figura [£.29) mostram a reconstrucao da série e o tempo

de previsao.

Figura 4.28: Comparacao entre as série temporal original e a recuperada com base
na reconstrucgao
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.29: Erro percentual entre as variaveis de posi¢ao originais e recuperadas
com base na reconstrugao
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, temos um tempo de previsao de 2,0 unidades de tempo. Nao é um resultado
tdo bom em comparativo o tempo de previsao mostrado na Figura [£.2] mas mostra

a eficiéncia do método.
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Capitulo 5
Conclusoes

Para tentar reproduzir a dindmica de sistemas cujas equagoes nao sao conhe-
cidas, comegamos estudando a recuperacao de um sistema conhecido. Usamos o
sistema de Lorenz como exemplo para desenvolver o nosso método. Mostramos que
o conhecimento de séries temporais de dados oriundos do sistema pode ser usado
para recuperar a dindmica que origina o comportamento observado. Em seguida,
usando a dinamica recuperada, abordamos o problema da previsao do estado futuro.

Desenvolvemos uma técnica de inteligéncia artificial utilizando fung¢oes polinomi-
ais para calcular as velocidades de evolugao das variaveis de estado do sistema e com
isso, recuperamos sua dinamica para, em seguida, realizar a previsdo. O algoritmo
proposto é capaz de se adaptar ao sistema, com parametros flexiveis, extraidos a
partir dos dados coletados em observagoes. Sendo assim, os resultados sao eficazes
diante de um sistema cadtico e o método ainda pode ser ajustado e aplicado a outros
sistemas. Exploramos varias situagoes, no intuito de mostrar que sua aplicabilidade
a problemas reais é viavel.

Nossos resultados mostraram que as fungoes B-Spline de grau 5 sdo boas em
todos os casos estudados nesse trabalho. As implementacoes dessas fungoes usando
o manual do SCIPY]| (2007) foram de grande ajuda, pois potencializou o processo de
ajuste por polinémios.

Em nosso primeiro caso, o método praticamente recuperou a dinamica do sis-
tema. Os resultados dos coeficientes ficaram muitos préximos, chegando a acertar
em sua maioria, mas pelo fato do sistema ser cadtico, ja era de se esperar que isso
acarretasse em um erro exponencial em que conseguimos obter um tempo de previsao
em torno de 10 unidades de tempo.

No segundo caso, tivemos ruido aditivos, o que tornou a aplicacao do método mais
dificil. Para reduzir o efeito do ruido, fizemos testes com diferentes valores de um
parametro de suavizagao e conseguimos encontrar valores que fazem uma filtragem
nos dados com ruidos de modo a aproxima-los cada vez mais dos dados considerados

exatos. Devido a isso, conseguimos obter um tempo de previsao em perto de 3
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unidades de tempo. Evidentemente que em situacoes reais, onde nao conhecemos o
sistema, a tarefa de encontrar o valor de suavizagdo torna-se complicada. Mas em
compensac¢ao, o uso de B-Spline ajustada possibilita flexionar a curva de modo a
atender nosso interesse. Sendo assim, podemos analisar qualitativamente e julgar
valores 6timos para a suavizagao. Todavia, em nossos testes, também é possivel
recuperar a dindmica se fizermos interpolacao nos dados, mas em comparativo o
resultado nao é bom.

No terceiro caso, tivemos um problema mais complexo. Consideramos conhecida
a série temporal de apenas uma das varidveis do sistema de Lorenz. Com o uso
do método de coordenadas atrasadas, formamos outras séries com o objetivo de
construir um sistema de multiplas variaveis. Nao objetivamos recuperar o sistema
de Lorenz, mas fazer a construcao de uma dinamica que permita fazer a previsao da
série temporal conhecida. Fung¢oes polinomiais multidimensionais com grau menores
que 3 nao deram boas aproximacoes, entdo tivemos que optar em usar fungoes
de terceiro grau, consequentemente usamos muitos coeficientes, o que tornou mais
trabalhoso. Tivemos o resultado de previsao em torno 2 unidades de tempo. Esses
resultados mostram a eficiéncia do método. Do ponto de vista de eficacia, existem
metodologias que podem apresentar resultados mais consistentes com o problema,
¢ o caso de se trabalhar com a adaptagao do método de solugao numérica para
equacgoes diferencias com retardamento. Por sua vez, demandaria um pouco mais
de aprofundamento, mas deixo como proposta para trabalhos futuros.

Em geral, conclui-se que as aproximagoes por fungoes polinomiais sao eficazes
para recuperar as equagoOes governantes dos sistemas. Logo, conforme temos os
métodos para a previsao de um sistemas cadtico, entao é possivel sua aplicabilidade

a dados reais de sistemas desconhecidos.
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Apéndice A

Algumas Demonstracoes

A.1 Método de Runge-Kutta de quarta ordem

Na aproximagao:
z[n + 1] = z[n] + Atd,

onde At é o tamanho do passo e d serd o valor da derivada obtida pela média das
derivadas em 4 pontos diferentes e com pesos diferentes

Comeca-se por calcular a derivada no ponto inicial, tal como no método de Euler:

A seguir, realiza-se um deslocamento na direcao dessa derivada, avancando uma

t
distancia - o tempo, ate um ponto 1 (Ver figura).

Nesse ponto 1, calcula-se um segundo valor da derivada:

O]+ =

Atdy At)
2 2 /)

@:f@m+

Esse novo valor da derivada é usado novamente para realizar outro deslocamento
a partir do ponto inicial, avancando % no sentido do tempo, ate um outro ponto 2,

onde e calculado um terceiro valor da derivada:

dy = f(:c[O] + A;d2,t[0] + A;)

Seguindo o a direcao da derivada d3, realiza-se um terceiro deslocamento, a
partir do ponto inicial, desta vez avancando uma distancia At no eixo do tempo,

para chegar ate um ponto 3, onde se calcula um quarto valor da derivada:

@:f@M+AmmM+AO.
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Figura A.1: Runge-Kutta de quarta ordem

£0] i) + 2 0]+ At

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode mostrar-se que o valor da derivada que conduz a um erro minimo é a
combinagao linear:
_dy +2(dy + ds) + dy
= c _

Logo, Em cada ponto (x[n],t[n]), calcula-se o valor médio da derivada usando

d

0 mesmo processo, e com esse valor médio d, obtém-se o ponto seguinte na forma

habitual:

dy + 2(dy + d3) + dy
G .

A fim de tornar as equagOes mais simples para resolver computacionalmente,
definimos k1 = Atdy, ko = Atdy, ks = Atds, ky = Atdy, entao:

z[n + 1] = z[n] + At

ke = Atf(z[n] + %,t[n} + %),
ks = Atf(z[n] + %Q,t[n} + %),
ky = Atf(x[n] + ks, tin] + At),
x[n + 1] . x[n] + k14+2(ka+ks)+ka
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O método pode se estender a qualquer sistema do tipo [2.1} Bastando definir o

método para cada variavel. Sendo assim,

k; = Atf(x[n], t[n]),

ko = Atf(x[n] + % + %),
ks = Atf(x[n] + %2 ¢[n] + 1),
k, = Atf(x[n]| + ks, t[n| + At),

x[n + 1] = x[n] +
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A.2 Implementacoes em Python

# —x— coding: utf—8 —x—

#Bibliotecas wusadas

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.optimize import least squares

from numpy. polynomial.polynomial import polyval3d
from numpy.random import normal

from scipy.interpolate import splrep ,splder

from scipy.interpolate import splev

#Implemetacao do sistema de Lorenz

sigma = 10.0
r = 28.0
b = 2.667

#Definimos o sitema de Lorenz
def f1(x1,x2,x3):
xldot = sigmax(x2—x1)

return xldot

def f2(x1,x2,x3):
x2dot = rxxl—-x2—x1%x3

return x2dot
def f3(x1,x2,x3):

x3dot = x1*x2—b*x3

return x3dot
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#Implemetacao do Método de Runge—Kutta

dt = 0.01
t0 = 0.0
tf = 100.0

N = int (((tf)-t0)/dt) + 1
t = np.linspace (t0,tf N)

N_trans = int (40.0/dt)+1
t_trans = np.linspace (t0,tf N_trans)

x1 RK4 trans = np.zeros like(t trans)
x2 RK4 trans = np.zeros_like(t_trans)
x3_RK4_trans = np.zeros_like(t_trans)

HHHAH condicoes iniciats HHHHHHH
x1_RK4_trans[0]= 0.1
x2 RK4 trans[0]= 0.1
x3_RK4 trans[0]= 0.1

# roda uma vez, num tempo, para eliminar o transiente
for j in range(1,N_trans):
kl = dt«fl(x1_RK4 trans[j—1],x2  RK4_ trans[j—1],
x3_RK4_trans[j —1])
11 = dt*f2(x1_RK4_trans[j—1],x2_RK4_trans|[j —1],
x3_RK4_ trans[j —1])
ml = dt+f3 (x1_RK4_ trans[j—1],x2_RK4_trans[j —1],
x3_RK4_ trans[j—1])
k2 = dt*fl(x1 RK4 trans[j—1]+k1%0.5, x2 RK4 trans[j—1]+
11%0.5, x3_RK4_trans[j—1]+ml*0.5)
12 = dt*f2(x1 RK4 trans[j—1]4+k1%0.5, x2 RK4 trans[j—1|+
11%0.5, x3_RK4_ trans[j—1]4+ml*0.5)
m2 = dt+f3 (x1_RK4_trans[j—1]+kl1*0.5, x2_RK4_ trans|[j—1]+
11%0.5, x3_RK4_trans[j—1]+ml*0.5)
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k3 = dtxfl(x1_RK4_ trans[j—1]+k2*0.5,x2_ RK4 trans[j—1]+12
0.5, x3_RK4_ trans[j—1]4+m2x0.5)

13 = dt«f2(x1 RK4 trans|[j—1]+k2%0.5,x2 RK4 trans[j—1]+12
x0.5, x3_RK4_trans[j—1]+m2%0.5)

m3 = dt*f3 (x1_RK4_ trans[j—1]+k2*0.5,x2_RK4 trans[j—1]+12
0.5, x3_RK4_ trans[j—1]4m2x%0.5)

k4 = dt*fl(x1_RK4_ trans[j—1]+k3,x2 RK4 trans[j—1]+13,
x3__RK4_trans[j—1]+m3)

14 = dt*f2(x1 RK4 trans[j—1]4+k3,x2 RK4 trans[j—1]+13,
x3_RK4_trans[j—1]4+m3)

m4 = dt+f3 (x1_RK4_ trans|[j—1]+k3,x2_RK4 trans|[j—1]+13,
x3_RK4 trans[j—1]4+m3)

x1_RK4 trans[j] = x1_RK4 trans[j—1] + (k1 + 2xk2 + 2xk3

+ k4)/6

x2_RK4 trans[j] = x2_ RK4_trans[j—1] + (11 + 2x12 + 2x13
+ 14)/6

x3_RK4_trans[j] = x3_RK4 trans[j—1] + (ml + 2*xm2 4+ 2%m3
+ m4) /6

# pega ultimo ponto como nova condi¢do inicial
x1 0, x2_0, x3_0 = x1_RK4 trans[N_trans—1], x2 RK4 trans|
N_trans—1], x3_RK4_ trans[N_ trans—1]

#56%

# roda pela segunda vez e dai obtemos as séries temporais

xl_RK4 = np.zeros_like(t)
x2 RK4 = np.zeros_like(t)
x3 _RK4 = np.zeros_like (t)

xl RK4[0], x2 RK4[0], x3 RK4[0] = x1 0, x2 0, x3 0
for j in range(1,N):
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k1 = dt*fl(x1 RK4[j—1],x2 RK4[j—1],x3 RK4[j—1])
11 = dt#f2(xl_RK4[j —1],x2 RK4[j —1],x3 RK4[j —1])
ml = dt=f3(x1_RK4[j —1],x2 RK4[j —1],x3 RK4[j —1])
k2 = dt*fl(x1_RK4[j—1]+k10.5, x2 RKA[j—1]+11%0.5,

x3 RK4[j—1]4+ml%0.5)

12 = dt*f2(x1_RK4[j—1]+k1%0.5, x2 RK4[j—1]4+11%0.5,
x3_ RKA4[j—1]4ml1x0.5)

m2 = dt*f3 (x1 RK4[j—1]4k1%0.5, x2 RK4[j—1]+11%0.5,
x3_RKA4[j—1]4+ml1%0.5)

k3 = dtxf1(x1 RKA4[j—1]+k2%0.5,x2 RK4[j—1]+12%0.5, x3 RK4
[j—1]4+m2%0.5)

13 = dt*f2 (x1_RK4[j—1]+k2%0.5,x2 RK4[j—1]+12%0.5, x3 RK4
[j —1]+m2%0.5)

m3 = dt*f3 (x1 RK4[j—1]+k2%0.5,x2 RK4[j—1]+12%0.5, x3 RK4
[j—1]4m2%0.5)

k4 = dt=f1(x1 RK4[j—1]+k3,x2 RK4[j—1]+13, x3 RKA4[j—1]+m3
)

14 = dt*f2 (x1_RK4[j—1]+k3,x2 RK4[j—1]+13, x3_RK4[j—1]+m3
)

md = dt«f3 (x1 RK4[j—1]+k3,x2 RK4[j—1]+13, x3 RK4[j—1]4+m3
)

x1 RK4[j] = x1 RK4[j—1] + (k1 + 2xk2 + 2xk3 + k4)/6

x2 RK4[j] =x2 RK4[j—1] + (11 + 2«12 + 213 + 14)/6

x3 RK4[j] = x3_RK4[j—1] + (ml 4+ 2xm2 + 2+m3 + m4) /6

X = np.array ([x1_RK4, x2 RK4, x3 RK4])
x1, x2, x3 = X[0], X[1], X[2]
x1 _use, x2_ use, x3_use = X[0], X[1], X[2]

#%

#Implemetacdao das fungoes B—Spline
# s € o valor de suavizacdo e

# k € o wvalor do grau da funcado
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s=0

spll = splrep (t,x1,k=5,5s=0)
P1 = splev(t,spll)
devl = splder(spll)
V1 = splev (t,devl)

spl2 = splrep (t, x2,k=5,5s=0)
P2 = splev(t, spl2)
dev2 = splder (spl2)
V2 = splev(t,dev2)

spl3 = splrep (t, x3,k=5,5s=0)
P3 = splev(t, spl3)
dev3 = splder (spl3)
V3 = splev (t,dev3)

#56%

#Implemetacdao da func¢do polinomial
# multidimensional de grau 2 para o uso do

# método de minimos quadrados

def residue_ 3D (Coef,dadosl ,dados2,dados3 ,v):
C3D = np.zeros((3,3,3))

C3D[0,0,0] = Coef[0]
C3D[1,0,0] = Coef[1]
C3D[0,1,0] = Coef[2]
C3D[0,0,1] = Coef[3]
C3D[1,1,0] = Coef[4]
C3D[1,0,1] = Coef[5]
C3D[0,1,1] Coef [6]
C3D[2,0,0] Coef [7]
(3D[0,2,0] = Coef[8]
C3D[0,0,2] = Coef[9]

Y

p3d7values = polyval3d(dadosl ,dados2,dados3 ,C3D)
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return (p3d_values — v)

def convert (Coef):
C3D = np.zeros((3,3,3))
C3D[0,0,0] = Coef[0

[ [0]
C3D[1,0,0] = Coef[1]
C3D[0,1,0] = Coef[2]
C3D[0,0,1] = Coef[3]
C3D[1,1,0] = Coef[4]
C3D[1,0,1] = Coef[5]
C3D[0,1,1] = Coef[6]
C3D[2,0,0] Coef [ 7]
C3D[0,2,0] = Coef[8]
C3D[0,0,2] = Coef[9]
return C3D

#%%

#Implemetacao do método de minimos

# quadrados, loss € o tipo de morma

C v _ini = np.zeros (10)

F1_lq = least_squares(residue_ 3D, C_v_ini,

V1) ,loss="soft 117)
F1 coef = F1 lq.x
#

F2 1q = least squares(residue 3D, C_v_ ini,

V2),loss="soft 11")
F2 coef = F2 Iq.x

F3 1q = least_squares(residue 3D, C_v_ini,

V3) ,loss="soft 11")
F3 coef = F3 Iq.x
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F1_coeff = convert (F1_coef)
F2 coeff = convert (F2_ coef)
F3_ coeff = convert (F3_ coef)

F1 = polyval3d (P1,P2,P3,F1_coeff)
F2 = polyval3d (P1,P2,P3,F2_coeff)
F3 = polyval3d (P1,P2,P3,F3_coeff)

#%%

#Implemetacdao da fun¢do recuperada

# C sdao os coeficientes que precisamos

def ff(C,dadosl,dados2,dados3):
result = polyval3d(dadosl ,dados2 ,dados3 ,C)

return result

#%%

#Implemetacao do ruido observacional

O= 0.0

Dl = 0.0l%np.amax(np.fabs(x1))
D2 = 0.01%np.amax(np.fabs(x2))
D3 = 0.01%np.amax(np.fabs(x3))
rl = normal (O,D1,N)

r2 = normal (O,D2,N)

r3 = normal (O,D3,N)

xl r=x1+ rl
X2 r = x2 + r2

x3 r = x3 + r3

#%

#Implemetacao do método de coordenadas
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#atrasadas

tau = 0.12
alpha = tau/dt
mu = 3

x = x1[:int(len(t)—(mu—1)*xalpha) ]

x_tau = x1[int(alpha):int(len(t)—alpha)]
x 2tau = x1[int (2xalpha) :]

t_a = t[:int(len(t)—(mu—1)*alpha) ]

#56%

#Implemetagcao da fung¢do polinomial
# multidimensional de grau 8 para o uso do

# método de minimos quadrados

def residue_3D_gr3(Coef,dadosl ,dados2,dados3 ,v):
C3D = np.zeros ((4,4.,4))

C3D[0,0,0] = Coef[0]
C3D[1,0,0] Coef [1]
C3D[0,1,0] Coef [2]
C3D[0,0,1] Coef [3]
C3D[1,1,0] Coef [4]
C3D[1,0,1] = Coef[5]
C3D[0,1,1] = Coef[6]
C3D[1,1,1] = Coef[T7]
C3D[2,0,0] = Coef[8]
C3D[0,2,0] = Coef[9]
C3D[0,0,2] = Coef[10]
C3D[2,1,0] Coef[11]
C3D[2,0,1] Coef[12]
C3D[1,2,0] = Coef[13]
C3D[1,0,2] Coef[14]
C3D[0,2,1] = Coef[15]
C3D[0,1,2] = Coef[16]
C3D[3,0,0] = Coef[17]
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C3D[0,3,0] = Coef[18]
C3D[0,0,3] = Coef[19]
p3d_values = polyval3d(dadosl,h dados2,6dados3 ,C3D)

return (p3d_values — v)

def convert gr3(Coef):
C3D = np.zeros ((4.,4.4))
C3D[0,0,0] = Coef[0

[ [0]
C3D[1,0,0] = Coef[1]
C3D[0,1,0] = Coef[2]
C3D[0,0,1] = Coef[3]
C3D[1,1,0] Coef [4]
C3D[1,0,1] Coef [5]
C3D[0,1,1] Coef [6]
C3D[1,1,1] Coef [ 7]
C3D[2,0,0] = Coef[8]
C3D[0,2,0] = Coef[9]
C3D[0,0,2] = Coef[10]
C3D[2,1,0] = Coef[11]
C3D[2,0,1] = Coef[12]
C3D[1,2,0] = Coef[13]
C3D[1,0,2] Coef[14]
C3D[0,2,1] Coef[15]
C3D[0,1,2] = Coef[16]
C3D[3,0,0] Coef [17]
C3D[0,3,0] = Coef[18]
C3D[0,0,3] = Coef[19]
return C3D
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