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Resumo

O objetivo desta tese é o estudo de vértices compactos em modelos generalizados.
Para tanto, comegamos por revisar alguns topicos em teoria classica de campos,
trabalhando essencialmente com campos escalares no espago plano. Revisamos o
estudo de alguns defeitos topoldgicos e nao topoldgicos: kinks, lumps e vértices. Na
sequéncia, introduzimos resultados originais, dentre os quais, exploramos dois novos
modelos de vértices generalizados e dois novos modelos de vortices generalizados
compactos para o sistema Maxwell-Higgs. Estes ultimos encolhem para um intervalo
finito da coordenada radial, com solucoes, densidade de energia e campo magnético
fora deste intervalo, nulos. Concluimos com a apresentacao de um formalismo de
primeira ordem para vortices compactos generalizados no qual, como resultado,
chegamos ao calculo da energia sem o conhecimento explicito da forma das suas

solugoes.

Palavras-chave: defeitos topoldgicos, solugoes localizadas, energias finitas.



Abstract

The purpose of this work is the compacts vortex study in generalized models. Thus,
we started by reviewing some topics of Classical Field Theory, approaching essen-
tially scalar fields in plane space. We review the study of some topological and
non-topological defects such as kinks, lumps and vortex. Furthermore, we present
original results such as two new models of generalized vortexes and two new models
of generalized compacts vortexes for Maxwell-Higgs system. The latter shrink to a
finite interval of the radial coordinate where solutions for energy density and mag-
netic field vanish outside this range. We conclude present a first order formalism for
generalized compacts vortex for which we arrive at the energy calculation without

the explicit knowledge of the form of its solutions.

Keywords: topological defects, localized solutions, finite energies.
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Capitulo 1
Introducao

Sempre que partimos do conhecido para o desconhecido,
podemos esperar compreendé-lo, mas inevitavelmente,
devemos aprender ao mesmo tempo, um novo

significado da palavra “compreensdo”

Werner Heisenberg (1901-1976)

O estudo da topologia e sua aplicabilidade em fisica vem de longa data e
0 que torna excitante tais aplicacoes na fisica é justamente a sua natureza de abs-
tragao. Sua importancia vai além da descrigao especifica do sistema em estudo e pode
relacionar-se também com fenomenos primordiais distintos. Esta drea preocupa-se
com o estudo de formas, espacos e sobre como as diferentes formas podem ser con-
tinuamente deformadas, transformando-se umas nas outras. Para um conjunto es-
pecifico de efeitos topoldgicos em teoria de campos se dé o nome de defeito topologico,
que sao solugoes topologicamente diversas para equagoes diferenciais parciais nao li-
neares [1].

Defeitos topoldgicos sao objeto de estudo em inimeras areas da ciéncia, como
biologia (pulsos elétricos em organismos vivos), oceanografia (tsunamis), meteorolo-
gia (tornados na atmosfera da terra e em outros planetas), astrofisica (vortices em
galdxias), Optica (armazenamento e transmissao de informagoes em fibras dpticas)
e fisica da matéria condensada (vértices em supercondutores). Em cosmologia, a
formacao de defeitos topoldgicos foi teoricamente imprescindiveis as transigoes de
fase do nosso universo primordial, pois essas transicoes de fase poderiam ser res-
ponsaveis pela formacao de uma distribuicao aleatéria de defeitos, como a rede de
vértices que aparece no cristal liquido, mostrado na Fig, 1.1. Logo, os defeitos to-
polégicos desempenharam um papel crucial na histéria do nosso universo, em seu
estdgio primordial. Ja, em fisica das particulas elementares, teorias modernas como

supercordas e outras mais complexas ainda como supermembranas sao utilizadas



afim de melhorar nossa compreensao sobre a constituicao de tais particulas e suas

interagoes [2]-[5].

Figura 1.1: Rede de vértices formados durante uma transi¢cdo de fase em um cristal liquido. As bolhas estao
em fase nucleada (esquerda), as bolhas crescem e colidem para formar cordas (centro), e a rede de cordas engrossam
(direita) [Bowick et al, 1994].

A classificacao e as propriedades desses defeitos topoldgicos dependem basica-
mente do numero da dimensao espacial do sistema em estudo. Em fisica de altas
energias, como exemplos desses defeitos topoldgicos, temos: kinks, vortices e mono-
polos em uma, duas e trés dimensoes, respectivamente. As solucoes do tipo kinks
requerem apenas um campo escalar e real, representando o exemplo mais simples
dentro da teoria de campos. Por outro lado, vértices sao estudados a partir de um
campo complexo acoplado a um campo de gauge abeliano enquanto os monopolos re-
sultam da presenca de campos complexos nao abelianos, sendo as Refs. [4]-[11] uma
boa opcao para os leitores interessados. Convém ressaltar que, dentre os defeitos
mencionados, o estudo de vértices é o objetivo principal desta tese.

A hipétese a respeito da existéncia de vortices foi precedida de muitas inter-
pretagoes controversas. Varias criticas foram feitas a teoria cosmolégica de René
Descartes, que formulou um estudo sobre voértices para explicar a gravitacao, con-
tendo cordas cosmicas, talvez as primeiras da ciéncia moderna. Naquela época,
este fol um modelo que ganhou muitos adeptos, mas foi duramente contestada por
Newton, através do tratado intitulado Philosophiae Naturalis Principia Mathema-
tica, cujas propostas prevaleceram. Porém, desenvolvimentos recentes em fisica de
particulas, o modelo padrao por exemplo, lancam duvidas sobre a visao cosmolégica
newtoniana, principalmente devido a nogao bem estabelecida de quebra espontanea
de simetria e ao avanco na compreensao das transicoes de fases cosmoldgicas, que
nos induzem a considerar a possibilidade de aparig¢oes de defeitos topoldgicos, como
as cordas de vortices [4].

O estudo sistematizado de vértices foi introduzido por Hermann von Helmholtz [12]
através dos seus trabalhos em mecéanica dos fluidos [13]. Neste contexto, vértice é

um escoamento giratério de um fluido, no qual as linhas de corrente apresentam um



padrao circular ou espiral. Estes padroes sao movimentos ao redor de um centro de
rotacao, que surgem devido a diferenca de pressao entre duas regices vizinhas. A
diregao de rotacao que um vortice adota depende da forca que o provocou, como no
caso da forca de Coriolis que, sob a influéncia inercial do planeta, faz com que os
vortices naturais do hemisfério norte girem no sentido anti-horario e os do hemisfério
sul no sentido horario.

Nos anos de 1950, Ginzburg e Landau [14, 15] apresentaram uma teoria fenome-
nolégica para descrever a supercondutividade, que foi originalmente concebida com
grande sucesso por John Bardeen, Leon Cooper e John Robert Schrieffer, ficando
conhecida na literatura como teoria BCS [16, 17]. Posteriormente, Nikolay Bogo-
liubov [18] deu uma elegante formulagdo matemética para esta teoria e, a partir
de entao, importantes trabalhos surgiram, como se verifica nas referéncias [19]-[22].
Aqui destacamos o trabalho de Abrikosov [23, 24], que mostrou a possibilidade da
existéncia de solugoes localizadas do tipo vortices para a teoria macroscopica de
Ginzburg-Landau, na presenca de um campo magnético externo. Era sabido que os
supercondutores tém a propriedade fisica de repelir as linhas de campo magnético
quando estao abaixo de uma temperatura critica, o denominado efeito Meissner
[25]. No entanto, para uma classe de supercondutores, apés um determinado valor
do campo critico, tal campo adquire uma escala de comprimento com profundidade
finita de penetragao no supercondutor (comprimento London), formando filamentos
chamados vértices. A essa classe de supercondutores é dado o nome de supercon-
dutor do tipo II, nos quais existem dois valores criticos para o campo magnético,
He, < Hg,, estando localizados, entre esses dois valores, os vértices de Abrikosov
(Fig. 1.2).

Hoo(T)
Rede de &

Abrikosov

L B B B

L B B A
H L B B
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o hoh R b

i o
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Supercondutores tipo IT VORTICES

Estado
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-
v

Estado Meissner

T T " Corrente Supercondutor tipo Il

Figura 1.2: Supercondutor do tipo II: diagrama de fase HxT (& esquerda). Linhas de fluxo de vétices aprisio-
nadas e rede de vértices (& direita).[por Luis Ghivelder]



A partir desses trabalhos pioneiros, as propriedades dos vértices foram inten-
samente investigadas e verificadas experimentalmente. Aplicacoes de modelos do
tipo Ginzburg-Landau em fisica da matéria condensada levaram ao descobrimento
de novas teorias com solucoes do tipo vortices. Podemos mencionar, como exem-
plo, o Efeito Hall Quéantico inteiro e fracionario [26] e a supercondutividade a altas
temperaturas [27], que sdo fenémenos essencialmente planares.

Embora a teoria de Ginzburg-Landau seja nao relativistica, a capacidade de esta-
belecermos paralelos entre a fisica de altas energias e a fisica da matéria condensada
repousa sobre uma linha ténue, devido as semelhancas entre as energias livres, es-
pecialmente na vizinhanca da transicao de fase. Em particular, para transicoes de
fase de segunda ordem, os potenciais contribuem com a energia livre, na forma de

Ginzburg-Landau
B
V(g) = ol ~ TleP + 5ol (11)

onde ¢ é o parametro de ordem ou um campo, o coeficiente a tem uma dependéncia
bem definida com a temperatura e 8 é uma constante.

Um outro exemplo classico da aplicagoes de modelos do tipo Ginzburg-Landau
em matéria condensada, de um estado com fase que apresenta quebra de simetria
nao trivial é o hélio superfluido H, 4. O diagrama de fase do hélio é mostrado na Fig.
1.3. O hélio superfluido, Hélio 11, ocupa o campo de baixas temperaturas (T < 2K)

e baixas pressoes (p < 25atm) do diagrama de fases.

He sdlida Ponto A superior

(T = 1,76 K; p = 29,8 atm)

— Linha A
He I liquido

Ponto critico
Hélio 11 liquido ?.F:tg ??2 - (T = 5,20K; p = 2,264 atm)
p = 0,0497 atm)
T e gasgso
6.0 6.0

Figura 1.3: Diagrama de fases do He*. HeI é conhecido como “normal”, enquanto He Il é um superfluido.
[por prof. Jair LP]

As propriedades surpreendentes do hélio superfluido estao associadas ao condensado
de Bose-Einstein dos dtomos de H,*. A baixas pressoes e temperaturas criticas 7,
uma fracio de dtomos se condensam em um fluido quantico descrito por @ = |¢|e?,

onde a fase 6 é responsavel por muitas das intrigantes propriedades do Hélio II. A
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conexao formal entre o Hélio II, estudado em matéria condensada e na teoria de
campos, pode ser estabelecida quando assume-se que a densidade de energia livre
pode ser expandida em uma série de poténcias de |p| e tem uma forma do tipo

Ginzburg-Landau
2 B 1 2
_ o 1.2
£r) = algl + Sl + SVl (12)

com « e 3 como na equagao, (1.1). Estes sdo sistemas essencialmente nao rela-
tivisticos [28].

Aqui o nosso interesse esta no estudo de vortices resultantes de uma quebra es-
pontanea de simetria continua [29]-[31], que surgem em sistemas relativisticos no
espago-tempo tridimensional (2,1). Seu estudo é feito a partir da introdugao de
uma densidade lagrangiana, na qual o campo escalar complexo deve estar acoplado
a um campo de gauge por um grupo de simetria U(1). A versdo relativistica para
o modelo Ginzburg-Landau foi introduzida por Nielsen-Olesen [32], onde podemos
ver a semelhanca entre o potencial dado pela Eq. (1.1) e o potencial escalar de
Higgs de quarta ordem. Esta versao relativistica admite solugoes estaticas do tipo
vortices puramente magnéticas, isto é, sao solugoes eletricamente neutras, que apre-
sentam uma densidade de energia localizada e carga topoldgica, que é conhecido
como modelo de Maxwell-Higgs.

Na década de 1960, modelos com simetria de gauge nao abeliana foram inseridos
como proposta para unificar as interagoes eletrofracas. A famosa teoria GWS (S.
Glashow, S. Weinberg, A. Salam) [21], [33]-[35], com quebra esponténea de simetria
de SU(2)zU(1) para U(1), estabeleceu-se como modelo padrao para a fisica de
particulas elementares, sendo confirmada pela recente descoberta dos bdsons de
Higgs (2012). As particulas essenciais da teoria sao: W* carregadas e Z neutra
[5]. Na sequéncia, importantes trabalhos que consideram simetrias de gauge nao
abelianas foram desenvolvidas [36]-[43] e diferente dos vértices de Maxwell-Higgs,
estes trabalhos que envolvem o termo Chern-Simons sao eletricamente carregados.

As equacoes de movimento que emergem dos modelos em teoria de campos rece-
beram uma base analitica rigorosa através dos trabalhos de Trauble [44], Uhlenbeck,
Stuart entre outros. Os geométricos e topoldgicos contribuiram com uma base sélida
através dos estudos de Atiyah, Hitchin e colaboradores [45]. Em vértices, as equagoes
de movimento sao equacoes diferenciais de segunda ordem, acopladas, nao lineares
e nao tem solucoes analiticas conhecidas, exceto assintoticamente. No entanto, em
1976, E. Bogomol’'nyi apresentou um trabalho de importancia sem igual, no qual
descobriu um meio de tornar possivel o encontro de equagoes diferenciais parciais
de primeira ordem, cujas solugoes sao também solucoes das equagoes de movimento

que sao de segunda ordem. Esse método é desenvolvido no trabalho Stability Of



Classical Solutions Ref. [46], onde vérios exemplos sdo expostos. Estas equagoes de
primeira ordem, puramente estaticas, sao chamadas de Equacoes de Bogomol'nyi,
em sua homenagem.

Hoje a literatura encontra-se repleta de estudos sobre vortices, mostrando seu
poder de interdisciplinaridade. Podemos citar alguns trabalhos recentes como as
Ref. [47]-[56], dentre as quais temos como exemplos: Duas Espécies de Vértices em
Modelo Sigma nao linear Macigo [47], Vortices nao abeliano em Supercondutores
Hologréficos [49] e Vértices Compactos [56].

Na primeira parte desta tese serao discutidos alguns tépicos sobre teoria de
campos que sao importantes para a compreensao deste trabalho. Revisaremos como
o campo escalar ¢ é inserido em uma densidade de lagrangiana £. Recapitularemos
o método de Bogomol'nyi para alguns modelos, em que deduzimos as equagoes BPS,
que sao equagoes diferenciais de primeira ordem, cujas solugoes sao conhecidas como
estados BPS. Com estes resultados, encontramos a minima energia ou energia de
Bogomol'nyi Ep. Verificaremos que, associada a estas solucoes, a densidade de
energia ¢ localizada e, através do estudo da estabilidade linear, veremos que tais
solugoes sao estaveis. Passamos ao estudo de kinks, que sao os defeitos mais simples
dentre os defeitos topoldgicos, pois requerem apenas um campo escalar real em (1, 1)
dimensoes no espaco-tempo. Os kinks, quando imersos em trés dimensoes espaciais,
dao origem as paredes de dominio, sendo que o exemplo mais acessivel de tais paredes
encontra-se entre os materiais magnéticos. A Fig. 1.4 mostra esse exemplo que é
conhecido como parede de dominio de Ising. Dando sequéncia, veremos que os
kinks sao classificados como defeitos topoldgicos, revisaremos o estudo de lumps,
com o mesmo procedimento utilizado para os kinks, onde se verificara que os lumps

classificam-se como defeito nao topologicos.

Figura 1.4: Parede de dominio do tipo Ising.



No capitulo 3 serd introduzido o estudo de vértices que, diferente dos kinks,
sao solugbes que requerem seu estudo em (2,1) dimensoes no espago-tempo e sao
construidos a partir de um campo escalar complexo ¢, acoplado a um campo de
gauge A, via um grupo de simetria U(1). Aqui estudaremos os modelos classicos
mais simples, de modo que a esséncia da teoria se sobressaia.

Na segunda parte desta tese, apresentaremos nossa contribuicao através da in-
trodugao dos trabalhos publicados nas referéncias [56] e [57].

O capitulo 4 trata-se da construgao de um modelo generalizado, sob circunstancias
especificas, em que varias possibilidades serao consideradas [56]. Para tanto, altera-
mos o termo de Maxwell adicionando a este, o fator G(|¢|), chamado permeabilidade
magnética. Esta modificacao leva a teorias de campos planares e efetivas, que apre-
sentam solugoes do tipo vortices, e que de modo intrigante, mapeiam os vértices
com dinamica padrao dos sistemas Maxwell e Chern-Simons. FEsta generalizagao
nos inspirou a investigar a possibilidade de solucoes do tipo compactons para este
modelo, motivados pelos recentes avancos no estudo e manipulacao de materiais em
escala nanométrica, onde observou-se experimentalmente que as paredes de dominio
podem modificar a configuragdo em geometrias restritas [58]. Questionamos se a
miniaturizacao de materiais magnéticos pode modificar a estrutura conformacional
dos vortices. Neste sentido, existe um interesse atual em estudar a possibilidade de
miniaturizar objetos topoldgicos para regioes compactas, como vortices. Com esse
intuito, seguiremos um roteiro proposto em [55] a fim de mostrar como construir
vortices compactos no modelo generalizado do tipo Maxwell-Higgs.

No capitulo 5, nossa contribuicao trard o estudo do formalismo de primeira or-
dem para vértices compactos generalizado Ref. [57]. Introduzimos um procedi-
mento para encontrar uma classe geral de densidades lagrangianas com o intuito
de descrever as generalizacoes dos vértices nos modelos Maxwell-Higgs abelliano,
Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-Higgs. A investigacao concentra-se
na construcao de modelos que suportam solugoes do tipo vértices relativisticos des-
critos em (2, 1) dimensdes no espago-tempo, que obedegam a condigao de stress nulo
e que sejam compativeis com as equacoes de movimento. O estudo mostra como en-
contrar vinculos especificos que restrinjam a escolha da densidade lagrangiana nos
trés casos distintos. No entanto, estes vinculos nos ajudam a introduzir uma funcao
auxiliar que permite calcular a energia sem que a forma explicita das solugoes sejam
conhecidas.

Para finalizar, no capitulo 6, discutiremos as conclusoes deste trabalho e as atuais

perspectivas do campo de estudo.



Capitulo 2
Kinks e Lumps

Em teoria cléssica de campos a densidade lagrangiana esta conectada a dinamica
de um ou mais campos, definidos através do espacgo e sua evolucao no tempo. O
espaco-tempo RP x R = RP*!. O campo escalar real é descrito por ¢(t,F) que,
nesta teoria, é definido como uma fungao real do vetor contravariante a# = (20 =
t,%) (no sistema de unidades naturais, i = ¢ = 1), onde x° representa a parte
temporal e T a parte espacial, no espaco de Minkowski. Pode-se considerar o campo,
como representante da dinamica de um numero infinito de graus de liberdades.
Formalmente, o valor atribuido a ¢(2°, Z) em cada ponto do espaco é um grau de
liberdade que evolui no tempo [59].

Para um tdnico campo escalar real ¢(z*), com derivadas d,¢ = 0¢/0z*, em que

2

a dimensdo do espaco-tempo é D+ 1 ou (D, 1) com ¥ = (2!, 2% -+ ,zP), a agdo S é

escrita como,

S = /dDHxE(gb, 0,0), (2.1)

onde a densidade lagrangiana £ é uma funcao do campo ¢ e suas derivadas. O
modelo da acao S da equacgao acima ¢é adimensional, uma vez que estamos usando
o sistema natural de unidades em que ambas as coordenadas, espaciais e temporal
tém dimensao do inverso da energia. A dinamica para o modelo dado pela agao

(2.1) pode ser estudada a partir da densidade lagrangiana,

L= 10,000~ V(o). (2.2)

sendo a dimensao do campo ¢ dada, de forma simplificada por (D — 1)/2. V(¢)
é o potencial ou, mais exatamente, densidade de potencial, que representa a parte
configuracional do sistema fisico em analise, em principio, considerado como qual-

quer funcao escalar e real do campo ¢. A segunda derivada deste potencial, em seu



minimo, nos dé a expressao para a massa classica que é definida como

d*V
mi=—5| . (2.3)
d¢ P=;
A equacao de movimento é escrita como
0,0 + Vy(o) = 0. (2.4)

Esta equacd@o satisfaz a dinamica do campo ¢, com V,, = dV/d¢. A Eq. (2.4) é
uma equacao diferencial parcial e, como estamos interessados em encontrar solugoes
localizadas, torna-se necessario que a Eq. (2.4) seja também néo linear. Requisito
que é satisfeito através de uma escolha adequada para o potencial V().

O tensor energia-momento é obtido a partir de uma variacao infinitesimal do
argumento x na acdo, Eq. (2.1). Entao,

oL
Tpu = maﬂb - 7]uu£7 (25)

que, para esse modelo, usando a Eq. (2.2), resulta em
1
T;u/ - u¢ay¢ = Nuv §aa¢aa¢ - V(QZS) . (26)

Este tensor ¢ simétrico em seus indices p e v, isto é, 1), = T,,,. As componentes do

tensor energia-momento acima em (1, 1) dimensoes no espago-tempo sao

1. 1
Too = §¢2 + 5925/2 +V, (2.7)
T = Tio=0¢, (2.8)
1. 1
T, = §¢2 + §¢/2 -V, (2.9)

onde ¢ = 8¢/t e ¢/ = O¢/dx. Para o caso estdtico, ¢ = ¢(z), a equacdo de

movimento se reduz a,

d*¢  dV
— = 2.1
dz?  do (2.10)
Multiplicando a equacao acima por ¢’, em ambos os lados temos,
d |1 /dp\*| dv
— = — = — 2.11
dx [2 <dx) dr’ (2.11)




que quando integrada com relacao a x nos da

2
: (?) Ve (2.12)

sendo ¢ é uma constante de integracao. As componentes do tensor energia-momento
Eq. (2.5), que sobrevivem, sao Ty e Ti1, fornecendo-nos a densidade de energia p(z)

e a pressao p, respectivamente. Ou seja,

o) = %(%)wa)), (2130)
p = %(Z—;f)z—vw). (2.13b)

Integrando a Eq. (2.13a) em todo o espago temos como resultado a energia total £

R R e

onde as solugdes ¢(x) com energia F finita sao as de interesse fisico. Portanto, para

que é dada por

, (2.14)

que esta energia seja finita devemos impor ao campo ¢, as condigoes a seguir

im ¢(z) = v; Jim g(z) = vy, (2.15a)
‘1|im d'(x) = 0, (2.15Db)

em que ¢ é a derivada do campo ¢(x) com relagdo a coordenada z e v;, v; sao
minimos adjacentes do potencial, ou seja, V(¢ = v;) = V(¢ = v;) = 0 [60]. Ao
respeitar as condicoes acima e as condigoes de minimos para o potencial, estamos
garantindo que a energia total F das solugoes Eq. (2.10) seja finita. Nota-se ainda
da Eq. (2.13b) que nos pontos onde ¢/(z) se anula, o potencial adquire o valor —p,
veja figura 2.1 (& esquerda) e, embora a densidade de energia p(z) seja localizada,
0 lim,—4 p(z) = V = —p resulta em uma energia total E que diverge. Portando,

para que E seja finita a pressao p deve ser nula, implicando em ¢ = 0, na Eq. (2.12).

1 (do\*
L) v, 210

que é uma equagao de primeira ordem.

Logo, esta se reduz a
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v(¢) /05 V(o)

-1 0 1 -1 0] 1

¢ ¢

Figura 2.1: Potencial que suporta solugdes com pressao negativa e energia divergente (& esquerda). Potencial
que suporta solugdes com pressao nula e energia finita.

As condigbes dadas pelas Egs. (2.15a) estabelecem que, nos extremos, o campo
¢(z) é um dos zeros do potencial. Além disso, um aspecto singular dessa condigao é
que o comportamento assintético das solucoes pode apresentar distintos valores, ou
seja, existem duas possibilidades para o valor de ¢(x) nos extremos. Uma delas é que
o comportamento assintético das solugoes tenham o mesmo valor, ¢(x — +00) = v;.
O outro caso ocorre, quando o comportamento assintético das solugoes é diferente,
enquanto ¢(x — —o0) = v;, p(x — +00) = v; com v; # v;. Essas possibilidades

estao intimamente ligadas ao conceito de corrente topoldgica, que é definida como

. 1 .,
Jr = 58" 00, (2.17)

em que "’ é um tensor antisimétrico. Um fato importante é que a corrente to-
poldgica, como dada acima, sé é vélida no espaco-tempo unidimensional (1, 1) po-
dendo ser definida de forma a se adequar ao estudo de modelos com solugoes especi-
ais, Ref. [61]. Nota-se na Eq. (2.17) que a corrente toplogica é conservada. Uma vez
que, d,5% = 1/2(¢"9,0,¢), onde e" é antisimétrico e 0,0, ¢, sendo ¢ uma fungao

suave, ¢ simétrica nos indices pu,v. Logo, isto implica em,
ujr = 0. (2.18)
A densidade de carga associada a Eq. (2.17) ¢é

1 1
pr = 550131¢ = §¢/7 (2.19)
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assim, consequentemente, a carga é dada por

/
oo
/U.]

[v; — vy, (2.20)

5[ dnple) = 6 - +00) — bla — —oo)]
1

2
onde Q1 é chamada de carga topoldgica e, em decorréncia da Eq. (2.18) vemos
que Q7 é uma quantidade conservada. Nota-se entao, que a solucao da equacao de
movimento Eq. (2.10) nao foi usada para se concluir que a carga topolédgica Qr é
conservada.

A partir de argumentos de carater topolégico a equagao acima nos conduz a clas-
sificacao de dois tipos de defeitos: Em primeiro lugar temos os defeitos topoldgicos,
cujas solugoes apresentam configuragoes de campos que mudam de valor de um ex-
tremo a outro, isto é, conectam minimos de valores distintos, v; # v, e portanto,
tém uma carga topoldgica diferente de zero, Q7 # 0. A essas solugdes sao dados os
nomes kink (Qr > 0) e anti-kink (Qr < 0). Na sequéncia, temos os defeitos nao
topolégicos que apresentam solucoes com configuragoes de campos que possuem o
mesmo valor para ambos os extremos v; = v; e, portanto, ()7 = 0 suas solucoes sao
denominadas lumps. Mais detalhes sobre o estudo de defeitos topoldgicos, podem

ser encontrados nas Ref. [4]-[8]. A seguir, discutiremos um método, que facilita de

varias formas o estudo de defeitos topoldgicos, o método de Bogomol'nyi.

2.1 Meétodo de Bogomol’'nyi

Bogomol'nyi [46], desenvolveu um método que contribuiu de forma peculiar com o
estudo de defeitos topologicos. Este método, conhecido na literatura como método
de Bogomol'nyi, nos conduz a um conjunto especial de solugoes chamadas BPS ou
estados BPS em homenagem aos fisicos Bogomol'nyi, Prassad e Sommerfield [46, 62].

O ponto de partida para a investigacao desse método consiste em escrever o

potencial V' (¢) na forma,
1
Vi(g) = §W£, (2.21)

onde V(¢) deve, necessariamente, ser V(¢) > 0 e W uma funcao suave do campo
escalar ¢ com, W = W(¢) e W, = dW/d¢. Substituindo esta tltima equacao na
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equagao de movimento, Eq. (2.10), temos

d2¢ d |1 /dW\?| dwW W

dz? %[5 (%) ] _%W_[[¢[[¢¢

d2¢

Tz = WelVes. (2.22)

Para o célculo da densidade de energia usamos a Eq. (2.13a) que, em termos da
funcao W(¢), é dada por

1| /do\?
plr) = 5[(%) + W3
1 2 AW
= 5(@”%) S (2.23)

A energia total é

[ 1 (d¢ 2 o0 dw

Como o primeiro termo ¢ sempre positivo e o segundo termo é de superficie, a
minima energia acorre, quando

dg

— F Wy =0. 2.25

o W (2.25)
A equagao acima é uma equagao diferencial de primeira ordem e suas solugoes sao
também solugdes das equagdes de movimento, Eq. (2.10). Este é o método de Bogo-
mol’'nyi que, por vezes, é também chamado de Formalismo de primeira ordem. As
solugbes da Eq. (2.25), sdo chamadas de solugoes BPS ou estados BPS. Os setores
do potencial que apresentam essas solugoes sao ditos setores BPS. A energia total,

neste formalismo, é calculada como:
Ep = [AW(¢(z))| = [W[o(z — o0)] = W[g(x = —o0)]|. (2.26)

Essa energia é conhecida como energia de Bogomol'nyi, Ez ou Egps. Portanto, os
estados BPS sao estados de minima energia. Curiosamente, nesse limite de Bogo-
mol’nyi, o calculo dessa energia é independente do conhecimento prévio das solugoes,
que o modelo em estudo apresenta. Basta, entdo, que tenhamos uma funcao W ()

e que saibamos a forma assintética do comportamento do campo escalar ¢.
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2.2 Estabilidade Linear

A estabilidade das solucoes classicas relacionam-se com a possibilidade dessas
solugoes decairem para um estado de “vacuo” ou de menor energia. Isto ocorre
porque todo sistema fisico tende voluntariamente para um estado de minima ener-
gia. Esta estabilidade esta também diretamente ligada a topologia das solugoes.
Para estudar esta estabilidade basta considerar pequenas perturbacoes em torno da

solugao estética ¢(x). Logo, escrevemos a solugdo ¢(t, ) para o campo como

¢(t,$> - ¢(5U) + 77(75’ x)? (2'27)

onde 7(t, ) representa uma pequena excitacao em torno da solugao estatica ¢(x).
Substituindo a Eq. (2.27) na Eq. (2.4), temos

ii—n"+U(x)n=0, (2.28)

sendo, 7} a derivada segunda do campo 7 com respeito ao tempo t, " a derivada
segunda do campo 71 com relagao a coordenada = e U(x), dado por
>V

Ulx)=—| (2.29)
gl P

é o potencial de estabilidade. Lembrando que a segunda derivada do potencial no seu
minimo representa a massa do campo, Eq. (2.3). Entao o potencial de estabilidade
U(x) tende assintoticamente as massas das excitagoes elementares. Como a solugao
estatica s6 depende de x, podemos usar o método da separacao de variaveis e escrever

a perturbagao como

n(t,x) = Znn(x)cos(wnt). (2.30)

Substituindo a equacao acima na Eq. (2.28), temos uma equagcao do tipo Schrédinger,

isto é,

onde,
2

H=——+U(x). 2.32
s+ U) (232)
Vemos que w? deve ser positivo ou nulo, caso contrario, o termo cosseno na Eq. (2.30)
passaria a ser cosseno hiperbdlico, fazendo com que a suposicao de pequenas flu-

tualgoes fosse violada. Deste modo, autovalores negativos sao proibidos, se o que
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queremos é uma solugao que seja linearmente estavel.
Agora, se ¢(x) é uma solugao estdtica, entao, sua equagdo de movimento é aquela

dada pela Eq. (2.10) a qual, derivando com respeito a x, encontramos,

_d2¢, dQV ,

Ztag? = O (2.33a)
i ,
{—@JFU(:U)} ¢ = 0. (2.33D)

Esta também resulta em uma equacao do tipo Schrodinguer com autovalor nulo, ou

seja, a derivada da solugao estéatica é o préprio modo zero,
m(z) =N¢', (2.34)

sendo A uma constante de normalizacao. Em geral, a quantidade de modos zero
em um modelo, ¢ N x D, onde N é o nimero de campos escalares e D a dimensao
espacial, [63]. A existéncia do modo zero nao é condi¢ao suficiente para concluirmos
que a solucao ¢(x) seja estavel. Torna-se necessdrio buscarmos solugoes em que

2 sao positivos e, desta forma,

possamos ter a certeza de que os autovalores w,,
garantir a estabilidade da solucao. Além disso, para situagoes na qual o potencial

pode ser escrito como V(¢) = (1/2)W, temos
U(x) = Wiy + WsWoes, (2.35)

e a equagao de movimento Eq. (2.10) pode ser reduzida a primeira ordem e suas

solugoes sao os estados BPS. Para esses estados, a Eq. (2.32) pode ser escrita como

d2

da?

H= + W5, + WeWese. (2.36)

O hamiltoniano acima nos permite reescrevé-lo em termos dos operadores diferen-

ciais de primeira ordem, H = SlSi, onde

d
- 44 2,
Si = oW, (2:372)
sio= L iwes (2.37b)
:l: dm . .

Com esses operadores, Sy, escrevemos o hamiltoniano Hy como
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H, = Sis., (2.38a)
Hyin,(z) = winn(x), (2.38Db)
SLSinn(x) = winn(x). (2.38¢)

As equagdes acima, junto com as Eqs. (2.37), representam

dQ
Hy = =5 + Wiy £ W Wogy, (2.39)

em que Hy sdo parceiros supersimétricos [64, 65]. Vemos que H, se fatoriza na
Eq. (2.38a) e mais, este reproduz exatamente a Eq. (2.36) donde conclui-se, que este
¢ um operador nao negativo. Para mostrar que os autovalores sao com certeza posi-
tivos, aplicamos n' & esquerda e n & direita, da Eq. (2.38¢c) em seguida submetemos

a integracao em todo o espaco, isto ¢,

/ dx nTSIrS+77 :/ dx nfw?n, (2.40)

o0 —00

2
n

9 f,oooo dx |S+77‘2
W, = —x 5
Joo dx |n]

e, podemos escrever que os autovalores, w: sao

(2.41)

evidenciando que w? > 0. Logo, concluimos que os estados BPS sdo realmente
estaveis. Em particular, para esse caso que acabamos de explanar, em (1,1) di-
mensdes e com um campo ¢, temos apenas um modo zero. Observando a Eq. (2.25)

vemos que o modo zero pode ser escrito como

no = NWs. (2.42)
Derivando a equacao acima temos
d

o que implica em Sin9 = 0.
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2.3 Kink

O kink é o tipo mais simples de defeito topolégico e requer apenas um campo
escalar real ¢. Muitas das suas solugoes sao analiticas e apresentam uma simetria

Zs ou de reflexdo com ¢ — —¢. Suas solugdes estaticas vém da Eq. (2.10).

2.3.1 Potencial \¢*

O potencial A¢? pertence & classe de potenciais polinomiais. Este é o mais simples

dentre eles que apresenta quebra espontanea de simetria, sendo definido como

V(g) = 50 - P (241

onde A e v s@o constantes positivas, e o fator 1/2 é uma escolha de interesse. O
grafico desse potencial encontra-se na Fig. 2.2. Observa-se na Eq. (2.44), que os
minimos desse potencial sdo degenerados e ocorrem em ¢(x) = v, onde a massa

quadrada associada a este potencial, para um A =v = £1 é

a?v
¢(x)==%1

A equagao de primeira ordem, Eq. (2.16), pode ser escrita como

¢ = £/2V(0), (2.46)
que quando integrada nos da

+ _ 9%
V2V (9)

em que xo é o ponto, onde a solu¢ao ¢(z) se anula e onde o kink estéd centrado.

(2.47)

r — Ty =

Substituindo a equagao para o potencial Eq. (2.44), na equagdo de primeira ordem
Eq. (2.46) temos

1 [ d
w—xozi—/ ¢

Ao v?— P
1
= iﬁarctanh (%) . (2.48)
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Invertendo a equagao acima, encontramos
¢+ () = £vtanh[lv(z)]. (2.49)

Esta iltima expressdo mostra as solugoes analiticas para ¢4 (x), onde ¢, (z) é uma
solugoes do tipo kink e ¢_ () a solugao do tipo anti-kink. Considerando a invariancia
translacional do modelo, pudemos escolher o centro da solugao na origem, ou seja,

em ro = 0. A Fig. 2.2 mostra o comportamento dessas solugoes.

1 0 T N
] AL T

Figura 2.2: Potencial A¢? Eq. (2.44) (& esquerda). Solugdo ¢ (z) Eq. (2.49), onde ¢4 é o Kink (linha sélida)
e ¢— é o anti-kink (linha tracejada) (& direita), ambos com A =v =1

A densidade de energia, Eq. (2.13a), com V(¢) dado pela Eq. (2.44), é escrita

p(x) = Nv'sech*[\v(z)]. (2.50)

A energia do kink e anti-kink sdo as mesmas. Integrando a Eq. (2.50), em todo

0 espago, obtemos a energia total que é

> 4
E = / dx p(z) = §>\U3' (2.51)

2.3.1.1 Equacgoes BPS

O potencial A¢* como dado na Eq. (2.44) no sistema de unidades naturais e
considerando a densidade lagrangiana Eq. (2.2) em D dimensoes espaciais temos o
campo ¢ com dimensao de energia (D — 1)/2. Isto implica que v deve ter a mesma
dimensao (D —1)/2 e A deve ter a dimensao (3 — D)/2. Neste modelo, estudado em
(1,1) dimensoes no espago-tempo, as dimensoes do campo escalar ¢ e das constantes

v e A téem dimensao de energia iguais a zero, zero e um, respectivamente. Tendo isto
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em vista, podemos reescrever o potencial V(¢), da Eq. (2.44), de uma forma mais
simples,

V(g) = 5(1 - &) (2.52)

A versao para V(¢) acima é possivel, quando uma reescala apropriada é feita, ou
seja, ¢ — v, T — 2"/ v e L — N20*L. B interessante notar que, £ e A20*L, tém
a mesma dimensao de energia e portanto, as Eq. (2.52) e Eq. (2.44) sdo equivalentes
fisicamente. O potencial V' (¢) dado logo acima, apresenta agora, quebra espontanea
de simetria nos minimos ¢4 = £1 ¢ um maximo em ¢, = 0 com V(¢y) = 1/2.
Usando o método de Bogomol'nyi, onde V' (¢) = (1/2)W§ e a Eq. (2.52), temos que
Wy =1—¢? e afungao W = W (¢) para esse modelo é

W) =6 -2 (2.53)

A equagao de movimento Eq. (2.10), combinada com a Eq. (2.52), nos conduz a

d2

d—x(f = WyWye, (2.54a)
¢ 2

5 = 20(6" 1), (2.54b)

Esta ultima equagao é uma equagao de movimento de segunda ordem. Estamos inte-
ressados em configuracoes que apresentem uma energia minima e finita. As solugoes,
que atendem estes requisitos podem ser obtidas pelo formalismo de primeira ordem
dada pela Eq. (2.25) que sao equivalentes a Eq. (2.54b). As solugoes sdo, entao,
dadas por

¢+(x) = ttanh(x). (2.55)

Estas sao as solucoes BPS ou estados BPS para o modelo ¢*. Nota-se aqui, o
centro do kink (¢ ) e anti-kink (¢_) localizados no centro dos eixos coordenados.
A densidade de energia é

p(x) = sech®(x). (2.56)

A Fig. 2.3 mostra a densidade de energia acima, do kink (anti-kink), distribuida
simétricamente em torno do seu centro, z = 0.

Como as solugoes Egs. (2.55) s@o estados BPS, a menor energia ou energia de
Bogomol'nyi Eq. (2.26) da Sec. 2.1, para tais solugdes, é dada simplesmente por Ep =
|AW (¢)| = 4/3. Reforcamos, aqui, que esta energia foi obtida sem o conhecimento

das solucoes.
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p(x)

x

Figura 2.3: Densidade de energia p(z) Eq. (2.56)

2.3.1.2 Estabilidade Linear do Modelo ¢*

Para o estudo da estabilidade linear, comecamos pela derivada segunda do po-

tencial Eq. (2.52), com respeito ao campo ¢, ou seja,

d*V

Fr ] (2.57)

Usando a definigao Eq. (2.29) da Sec. 2.2, podemos escrever U(x) como
U(x) = 4 — 6sech?(z). (2.58)

Este é o potencial de estabilidade para a solugao da Eq. (2.55). O potencial U(z)
da equacao acima é conhecido na literatura como potencial do tipo Poschl-Teller
modificado. A Eq. (2.58) é objeto de estudo de longa data; veja por exemplo, as
referéncias [66, 67]. O gréfico deste potencial é mostrado na Fig. 2.4. De uma forma

geral, pode-se considerar
U(x) = a + btanh(z) — csech?(x), (2.59)

sendo a, b e ¢ parametros reais positivos. Para a > b e ¢ > a, o espectro discreto

pode conter o modo zero e outros autovalores que, para os estados ligados, sao dados

a partir de
w? = a— A%+ b—2 (2.60a)
n n Az
A, = %wm —1] —n; (2.60b)
n < %wm —1] - \/g (2.60c)
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Assim sendo, para o potencial de estabilidade Eq. (2.58), temos a = 4, b = 0 e
¢ = 6, de maneira que o espectro de energia, para os estados ligados, é dado por
w2 =n(4—n),comn =0en =1, ou seja, os estados ligados sao w3 =0 e w? = 3.

O modo zero é dado por
no(z) = Nsech?(z) (2.61)

e é mostrado na Fig. 2.4. Portanto, como este modelo nao apresenta autovalores ne-
gativos em seu espectro de energia, pode-se concluir que, sob pequenas perturbagoes

no campo ¢(x), as solucoes Eqgs. (2.55) do modelo ¢* sao estdveis.

U(x)

X

Figura 2.4: Potencial de estabilidade U(z) (2.58), do tipo Pdschl-Teller modificado (& esquerda). O modo zero
no(x) Eq. (2.61) (a direita).

2.3.2 Modelo seno-Gordon

Uma teoria com modelos do tipo seno-Gordon, que apresentam solugoes estaticas
do tipo kink, foi estudada em diversos contextos [68]-[71] depois da sua introducao
por Julio Rubistein [72]. O modelo seno-Gordon, apresentado no ano de 1970, é

definido pelo potencial
1
V(p) = §sen2(¢). (2.62)

O gréfico deste potencial, Fig. 2.5, mostra que este potencial possui uma infinidade
de minimos e maximos, em que @,,;, = KT, sendo K um numero inteiro e maximos
em Pmaz = (26 — 1)w/2. Desta forma, em um intervalo [0, 7], por exemplo, temos
um V(¢maz) = 1/2. As equagoes de movimento para as solugoes estéticas sao

d2

¢ _ sen(¢p)cos(). (2.63)

dx?
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Dado o potencial (2.62), podemos introduzir a fungao

W(p) = —cos(9). (2.64)

A equagao de primeira ordem dada pela Eq. (2.25) é escrita agora como

do
— =sen(¢). 2.65
% — sen() (265)
Para este modelo existem infinitos setores topoldgicos idénticos e simétricos. Em
particular, no setor ¢y = —m < ¢ = 7 a solucdo é
¢*(x) = 2arctan(e*™). (2.66)

O comportamento da solugao ¢*(z) é mostrado na Fig. 2.5. A densidade de energia
¢ dada por
p(x) = sech?(x). (2.67)

O potencial de estabilidade obtido usando-se a Eq. (2.35) da Sec. 2.2 é
U(x) =1 — 2sech?(x). (2.68)

O grafico 2.6 mostra o potencial de estabilidade dado acima. Este potencial, no

intervalo [—m, +7] admite apenas um estado ligado, o modo zero dado por

no(x) = \/gsech(x). (2.69)

Portanto, as solugoes ¢(x) dadas pela expressao (2.66), sdo estaveis por pequenas

perturbacoes.

0.5 AN 3

2n 0 2n s 0 5

¢ X

Figura 2.95: O modelo seno-Gordon: potencial Eq. (2.62) & esquerda; a solugdo kink ¢ (z) (linha sélida) e do
anti-kink ¢~ (z) (linha tracejada) Eq. (2.66) a direita.
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U(x)

p(x)

- o n
X -1

Figura 2.6: O modelo seno-Gordon: a densidade de energia Eq. (2.67) & esquerda e o potencial estabilidade
Eq. (2.68) a direita.

2.4 Lumps

Da mesma forma que os kinks, lumps sao defeitos em (1, 1) dimensoes no espago-
tempo, com um campo escalar real ¢, mas para lumps nem sempre a simetria Zs
é respeitada. Também, diferentemente dos kinks, as solucoes do tipo lumps nos
extremos, sao iguais [¢p(z — —o0) = ¢(r — o0)], 0 que implica em uma carga
topoldgica nula, () = 0. Portanto, sao defeitos nao topoldgicos. Passamos agora a

estudar os defeitos tipo lumps através de dois exemplos.

2.4.1 Lumps com Potencial ¢?

O potencial ¢ é definido por

V(¢) =2¢*(1 - ¢), (2.70)

Este potencial apresenta dois pontos criticos: um minimo em ¢,,;, = 0 e um maximo
em ¢pq. = 2/3, conforme estd na Fig. 2.7 a esquerda. Para solugbes estaticas a

equagao de movimento Eq. (2.10) é,

&*¢
dx?

=2¢ (2 — 3¢). (2.71)

A solugao para o caso estético é, mais facilmente, obtida através da Eq. (2.16) em

que

$(z) = sech?(z). (2.72)

O comportamento desta solucao é mostrado a direita da Fig. 2.7 .
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V()

O(x)

-m 0 n
x

Figura 2.7: Potencial Eq. (2.70). Solugdo do tipo lump ¢(z), Eq. (2.72).

A densidade de energia é encontrada, quando substituimos a solugao Eq. (2.72)

na Eq. (2.13a), para obter
p(x) = 4sech?(x)tanh?(z). (2.73)

A expressao acima é mostrada no grafico da Fig. 2.8.

0.16

p(x)

-n 0 n
x

Figura 2.8: Densidade de energia p(z), Eq. (2.73).

Integrando a densidade de energia p(z) Eq. (2.73) em todo o espago, encontramos

a energia total F,

E = /OO dx p(z) = % (2.74)

O potencial de estabilidade é

Ulr) =

, (2.75)




e substituindo a solugdo Eq. (2.72), na equagao acima, temos

U(x) = 4(1 — 3sech®(z)). (2.76)

Este potencial também encontra-se na classe de potenciais do tipo Poschl-Teller
modificado, ou seja, é do tipo U(x) = a + btanh(z) — csech®(z). Temos aqui, a = 4,
b =0, c =12 e podemos usar as Eqs. (2.60), para encontrar que o espectro de energia

2

dos estados ligados é dado por w’ = (n — 1)(5 —n) com n = 0, 1, 2, resultando em

wg = —5, w? =0 e w?=3. A derivada de ¢/(z) usando a Eq. (2.34) é

¢'(x) o< —2sech?(z)tanh(z). (2.77)

O potencial de estabilidade Eq. (2.76) admite um autovalor negativo. Portanto,
o lump do modelo ¢? é instével sob pequenas perturbacoes. A Fig. 2.9 apresenta o

comportamento do Potencial U(x) e ¢'(z).

i .J. Potencial estabilidade U(z), Eq. (2. a esquerda). erivada de z), Eq. (2.77).
Figura 2.9: p 1 estabilidade U(z), Eq. (2.76 da). A derivada de ¢'(z), Eq. (2.77

2.4.2 Lumps com Potencial ¢* Invertido

O modelo ¢* invertido é caracterizado pelo potencial,

V(p) = ¢ — 50" (2.78)

Esse potencial possui um minimo em ¢,,;, = 0 e dois maximos em ¢y, = +1/ V2.

Para configuragoes estaticas, a equacao de movimento é,

ﬁf:¢—2&. (2.79)

dx?
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Usando a Eq. (2.16) encontramos a solugao,

¢+(x) = £sech(x). (2.80)

Esta é a solucdo do tipo lump para o modelo ¢* invertido. Esta solucao e o potencial

Eq. (2.78) sao mostradas na Fig. 2.10. Para a densidade de energia temos

p(x) = sech?(x)tanh?(z). (2.81)

Esta densidade de energia atinge valor méaximo nos pontos z = +arctanh(1/v/2) e

¢ nula no centro. A derivada de ¢'(z) é,

¢'(z) o< —sech(z)tanh(z). (2.82)

O potencial de estabilidade também é do tipo Poschl-Teller modificado, ou seja,

U(x) = 1 — 6sech?(z). (2.83)

O potencial de estabilidade acima e a densidade de energia Eq. (2.81) sao mostrados
na Fig. 2.11. O espectro de energia para os estados ligados, para este potencial
de estabilidade ¢ dados por w? = (n —1)(3 —n) onde n = 0,1 com wi = —3 e
w? = 0. Nota-se que este potencial de estabilidade contém um autovalor negativo.
Logo, a solucao do tipo lump do modelo ¢* invertido nio é estavel sob pequenas

perturbagdes nas solugoes ¢(z).

-2n 0 2n

Figura 2.10: Potencial ¢* invertido Eq. (2.78) (& esquerda). O lump para o modelo ¢* invertido Eq. (2.80) (
direita).
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0.3

Figura 2.11: Densidade de energia Eq. (2.81) (& esquerda). Potencial de estabilidade U(z) Eq. (2.83) (a direita).

Para modelos com um campo escalar real, a estabilidade do sistema é assegurada
pelas suas caracteristicas topoldgicas. Podemos observar estas caracteristicas na
Fig. 2.12, em que expomos, para comparacao, os graficos da densidade de energia
p(z), e do modo zero ny(x) para os modelos ¢* com solugdes do tipo kink e a fungao
¢'(x) para o modelo ¢* invertido com solugoes do tipo lump. Observa-se neste
grafico que a densidade de energia do kink ¢é localizada e igualmente distribuida em
torno do seu centro. Para lumps isso nao acontece, pois a densidade de energia do
lump Eq. (2.81) é nula em x = 0 e apresenta dois pontos de maximos. Encontramos
também, diferengas no comportamento de 1y e de ¢/(z) entre esses modelos, nesta
ordem. Para o ¢, a funcao 1y Eq. (2.61), permanece na parte superior do eixo das
coordenadas, enquanto que para o modelo ¢* invertido, Eq. (2.82), a funcao ¢'(x)

cruza o eixo das coordenadas o que nao acontece para os kinks.

Figura 2.12: Para comparagio temos & esquerda, a densidade de energia dos modelos: kink ¢* (linha cheia)
e do lump ¢* invertido (linha tracejada) e & direita a fungéo 1o para os modelos ¢+ (linha cheia) e ¢* invertido,
(linha Tragejada).
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Capitulo 3
Vortices

Defeitos topoldgicos do tipo vértices sao estudados em um sistema tridimensional,
ou seja, no espago-tempo de (2,1) dimensoes, que pode ser relativistico ou nao.
Em teoria de campos, encontramos dois tipos de vortices: vortices globais, com
apenas um campo escalar complexo ¢, com energia que diverge, quando |z| — oo e
vortices locais. Este ultimo de particular interesse apresenta uma teoria construida
com um campo escalar complexo ¢, acoplado a um campo de gauge abeliano A,
via um grupo de simetria continua U(1) e sua energia ¢ localizada e finita. Dai
nosso interesse e objetivo desta secao. A ideia basica consiste no estudo de vértices
em sistemas planares e relativisticos. Sua andlise é realizada por meio de uma
densidade lagrangiana £, que apresenta uma simetria U(1) local e abeliana [19]-[21].
Para este sistema, as equagoes de movimemnto sao obtidas através das equagoes de
Euler-Lagrange. Estas sao equagoes diferenciais de segunda ordem, acopladas e
nao lineares, portanto de dificil solucao analitica. Contudo, temos o método de
Bogomol'nyi, que nos permite obter um conjunto de equacoes de primeira ordem,
equagoes BPS, das quais as solugoes sao os estados BPS ou estados de minima energia
para os vortices. Suas solugoes, sao também solucoes das equagoes de movimento.
Aqui o estudo dos vértices BPS, sera feito com base em dois modelos usuais: a
eletrodinamica de Maxwell-Higgs [5, 32, 82] e de Chern-Simons-Higgs [37, 38]. As
solucoes para estes modelos serao obtidas numericamente, com solugoes analiticas
apenas para aproximagoes assintéticas |x| — oo e préximo a origem em z — 0.
Ambas as solugoes, numérica e analitica aproximadas serao apresentadas. Usaremos

a métrica de Minkowski com a assinatura (4, —, —).
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3.1 Vortices Maxwell-Higgs

Este modelo, conhecido na literatura como vértices de Maxwell-Higgs, foi intro-
duzido por Nielsen e Olesen [32], com a intencao de investigar modelos em teoria
de campos com solucoes do tipo vortices. Entre suas caracteristicas, veremos que
este sistema tem uma densidade de energia localizada e nao dispersiva, com energia
total F finita e quantizada, apresenta fluxo magnético ® também quantizado, mas é
eletricamente neutro, E = 0. Sendo este um modelo de vértice local, para seu estudo
faz-se necesséario o uso de um campo escalar complexo ¢ acoplado a um campo de

gauge A,,.

3.1.1 O Modelo

Para este modelo, a densidade lagrangiana, £, é dada por:
1 uv 2
£ = = FuF" + D, = V(). (31)

onde F),, = 0, A, —0,A,, com pp=v =0,1,2, é o tensor campo eletromagnético, A,
¢ o campo de gauge, acoplado ao campo ¢ por meio da derivada covariante D, =
0, +ieA,. Na equacao acima, cada termo tem uma funcao especifica: o primeiro
termo, termo de Maxwell, carrega a responsabilidade de descrever a dinamica do
campo A,. J4 o termo que contém a derivada covariante realiza a dinamica do campo
complexo ¢; V(|¢|) é o potencial, que depende apenas do médulo do campo . Neste
sistema, a dimensao do campo ¢, do campo A, e da constante de acoplamento e
sao iguais e dadas por [¢| = [4,] = le] = [M ]2, onde M ¢ a dimensdo de massa
ou, equivalentemente, de energia. Ainda, devido a invariancia por transformacao
de gauge local da densidade lagrangiana Eq. (3.1), os campos ¢ e A, obedecem a

seguinte lei de transformacao:

o — e ) (3.2a)

A, = A, +0,0(z"). (3.2b)

Podemos expandir o termo |D,¢|?,
1 Dupl? = 0,00 — Ayg" + A, Al ], (3.3)
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onde j* é uma corrente que se relaciona apenas com o campo ¢ sendo dada por

JH =ie(@d'p — p0"p). (3.4)

Desta forma, podemos reescrever a Eq. (3.1) como

1
L= —ZF,“,F“” + 000" p — A g* + AL AM o> = V(J]). (3.5)

As equagbes de movimento sao:

IV (|
L)
3.6a)
O = v, (3.6b)
para os campos ¢ e A,, respectivamente. Com,
JI = ie(@D"p — Dry), (3.7)

-

sendo J,, a corrente conservada de Noether [83], onde J, = (p, J). Este, diferente-
mente daquele dado pela Eq. (3.4), depende tanto do campo ¢ como também do
campo A,. A equagao acima € invariante de gauge e concorda com a lei de con-
servagao, 0,J" = 0. Nesta, a densidade de carga ¢é representada por p e a corrente
vetorial por J. Comparando as Egs. (3.4) e Eq. (3.7), vemos que constituem um
vinculo

JH =t — 2e* APl (3.8)

Define-se o tensor energia—momento COomo:
T,uz/ = - ,u)\Fz/ A + DMSODVSO + DVSODM(P - nuu‘c' (39)

Como estamos em (2,1) dimensdes, o tensor F,, tem como componentes —F% =
E' = (E,,E)) e F9 = —B, parai = 1 e j = 2, onde B é campo magnético.
Observa-se que B contribui apenas com o seu modulo, pois o espago em que estamos

trabalhando nao nos da acesso a terceira dimensao espacial. Podemos escrever o
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tensor energia-momento 7,

ns

em componentes, o que resulta em

1 [ .
Toy = §(E2—{—BQ)+D0<,0D090+Di§0DZSD+V(|90|)’

Toi = Tio=—eijE;B+ DopDip + DopD;p,

le‘j = J}z = —EiEj +D_290D]§0 + Dl@DﬁO’

1 - _ _
T, = —E}+ §(E2 + B?) 4+ DopDop + DipDio — DijpDjo — V(|¢]).

(3.10a)

(3.10b)

(3.10¢)

(3.10d)

Agora, analisando a componente temporal ¥ = 0 da Eq. (3.6b) e considerando

um sistema estatico, temos:

;0" A = —2e2A%||?,

(3.11)

com 7 representando um somatério apenas nas coordenadas espaciais. Observando

a equacao acima, constata-se que a lei de Gauss é satisfeita para uma escolha do

gauge temporal A° = 0. Essa escolha para A° implica em E =0 e, portanto,

esse sistema Maxwell-Higgs é eletricamente neutro. Desta forma, as equagoes de

movimento Egs. (3.6) passam a ser escritas como:

O,F9 = JI.

(3.12a)

(3.12b)

As componentes do tensor energia-momento para o caso estatico que sobrevivem

Sao:

TOO -

1 -
5B+ DigD'e + V(l¢l)

1 -
532 + DDy — DapDyp — V(|g]),
]. 2 —_— EaY
5B = DigDip + DapDap — V([el),

151 = D1pDop + DapDyp.
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As solugdes das Eqgs. (3.12) sao obtidas, observando-se que os vértices sao estu-
dados em um regime estatico e com simetria rotacional. Portanto, qualquer confi-
guracao estatica, rotacionalmente simétrica e de vorticidade n, pode ser escrita com

o auxilio do ansatz,

o(r,0) = wvg(r)e™, (3.14a)
. 0
A(r,0) = —g[a(r) —n. (3.14b)

A equacao acima representa o ansatz usual para investigar a presenca de solugoes
do tipo vértices. A fungao g(r) é real e depende apenas de r, enquanto v é uma
constante, que assegura a quebra espontanea de simetria, bem como, controla a
dimensao do campo ¢ e o parametro n mede o nimero de voltas dadas em torno
de um circulo unitario, quando € varia continuamente em um intervalo, 6 € [0, 27].
Observa-se nas Eqgs. (3.14) que certas condi¢oes devem ser impostas aos campos ¢

e A,, ou seja,

gr—0) — 0 alr -0) — n, (3.15a)

glr >00) — 1 a(r - o00) — 0. (3.15b)

A primeira condicao acima é necessaria para evitarmos configuragoes, que apre-
sentem singularidades na origem. A segunda condicao garante que tenhamos uma
energia total F finita.

Com as condigoes Eqs. (3.15) bem estabelecidas, podemos reescrever as equagoes

de movimento estaticas que, na forma vetorial, ficam

- 1%
—V2%p + 2ieAVp + A Ap — # = 0, (3.16a)
VZA+J = 0. (3.16b)

Substituindo o ansatz Eq. (3.14), nas equagdes acima, e usando coordenadas polares

temos:
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1d [ dp 1d% (rgy) n* 1 .,
2 _ -4 “r it Ny inb
Ve = rdr {Tdr 72 dQQ] U[ r = (8.17a)
g ‘ 1 ;| O¢,  10¢;
2ieA. = 2ie | ——/[a— 0. |=—r+-—=-10
ted.Vep ze( er[a n]) {ar“ﬁae }
_ % . 2i inf
= v [277,702 2n 7“2} e, (3.17b)
21 Ao = ¢2 1 2, inf
ecAAp = em[a—n] vge
CL2 ag g n
= |:T—2 — 2nr—2 + n2ﬁ e 07 (317C)
V(e _ 19 V(e 1 dVig)
9 20pl Ol 20 g
. 1 2 dA,
V2A‘0 = V24, — ﬁAg + i (A, é fungao apenas de 1)
1d| d[A A 1
— = (=) == A= —"(q—
rdr {Tdr (r)} r3’ 6(a ")
1 d*a 1 da] -
Ol Tt Y A17d
[ er dr? +er2 dr} ’ (3.17d)
2.2
7o 2evig ae‘
r
(3.17e)

Para mais detalhes vide Ref. [84]. Com os resultados das Egs. (3.17), podemos

escrever as equagoes de movimento Egs. (3.16), como

[rg' ()" _a*(r)g(r) _ 1

Vo(g(r)) = 0 (3.18a)

r 72 22 7

r

r(a/(r))/—Qe%ng(r)a(T) — 0, (3.18b)

onde V(g(r)) é a derivada do potencial com o ansatz, com respeito a fungao g(r).
Embora estas duas equagoes tenham uma aparéncia simples, na verdade sao bas-
tante complicadas de serem resolvidas analiticamente, pois sao equacoes diferenciais
de segunda ordem, nao lineares e acopladas. Suas solucoes deven se obtidas numeri-
camente, com solugoes analiticas assintética em |z| — oo e préximo a origem x — 0.
Por outro lado, através do método de Bogomol’nyi, podemos encontrar equagoes de

primeira ordem, cujas solugoes sao também solucoes das equagoes de movimento
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dadas acima, como veremos a seguir.

3.1.2 Equacoes BPS

As equacoes BPS surgem quando, no limite de Bogomol'nyi, a energia total F
¢ minimizada. Essa energia é obtida a partir da integracao em todo o espaco das
coordenadas, da densidade de energia p que é igual, neste caso, a componente tem-

poral u = v = 0 do tensor energia-momento, ou seja, Tog = p. Como estamos em

um regime estatico, com Ay = 0, a densidade de energia é p = Tyy = —L. Portanto,
1 2 3 (2
p =3B +[Dol" + V(lel), (3.19)
onde,
Do = |(D1+iDs)gf + e|g*B (3.20)
= (D1 £iDy)p|* F e(v? — |p|*) B %+ ev®B, (3.21)

Assim, a expressao para a energia total é

B o= [ [0 iDek + 355 et~ 1608+ V(o)
_ d2 D iD 2 1 B 2 2\12 1 20,2 2\2
= [ D1 £ D2l + 5B e~ [ - G = o+ VD)

+ ev2/d2rB.

O método de Bogomol’'nyi mostra que, a distribui¢ao das linhas de campos dentro
dos vortices sao obtidas, quando ha minimizacao da sua energia. E para que essa

energia seja minima, identifica-se o potencial como

Vilel) = S0 ~ 16 (3.23)

2 no limite de Bogomol'nyi. Na Fig. 3.1 mostramos esse potencial e,

com A = e
embora nao tenhamos acesso a terceira dimensao espacial, optamos por apresentar

o seu perfil 3D, ja que neste é visivel o circulo de minimos degenerados em |p| =
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V(lel)

0.5
Vil

ol

Figura 3.1: Potencial do modelo »* Eq. (3.23) a esquerda e seu perfil 3D, para A =v = 1.

1. Segue-se também, para que a energia seja minima na Eq. (3.22), que devemos

identificar as equagoes auto-duais como

Dyp+iDyp = 0, (3.24a)

BFe(v®—|¢]*) = 0. (3.24Db)

Estas sao as equagoes BPS. Com a definicao do campo magnético, B = Vx4 e,

considerando que A é funcao apenas de r na direcao 6, encontramos que

1ad'(r)
e r

B =

(3.25)

Com esta expressao para o campo magnético B e com o ansatz Eq. (3.14), as

equagoes Eqgs. (3.24) podem ser escritas da seguinte forma

g(r) = iM, (3.26a)

— :FeQUQ(l — QZ(T)). (3.26b)

Estas tltimas equagoes sao as equagoes BPS, cujas solucoes do tipo vortices nos
conduzem aos estados BPS, estados de menor energia para este modelo, Maxwell-
Higgs. Estas equagoes sao acopladas, mas de primeira ordem, contudo suas solugoes
sao obtidas apenas numericamente.

O minimo da energia Ep é calculada considerando as Eqgs. (3.23) e (3.24) e
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fazendo uso da expressao para o campo magnético Eq. (3.25). Logo,

Ep

27?/ rdr (ev®B)
0

o0 1 !
27r/ rdr ev? (__a (r))
0 e r

—2mv?[a(00) — a(0)]

2 |n. (3.27)

Portanto, o minimo da energia ou energia de Bogomol’'nyi é uma quantidade quan-

tizada e dada por Ep = 2mv?|n].

Além disso, o campo magnético B contribui com a existéncia do fluxo magnético

®, que também é uma quantidade quantizada, ou seja,

)

27r/ rdr B
0
o0 !
—27?/ rdr <1ﬂ)
0 e r

= 2
o (3.28)

onde n é um numero inteiro e chamado de winding number ou vorticidade.

3.1.3 Solucgoes Analiticas Aproximadas

As solugoes analiticas sao obtidas a partir do processo de linearizacao das condigoes

de contorno Egs. (3.15) e das equagoes BPS Egs. (3.26). Assim as solugoes aproxi-

madas para ¢(r) e a(r), que sao validas apenas em r — 0 e r — 00, sao

Para r — 0,

(3.29a)
(3.29b)

Q
—~
=
~—
l
=2
<

e
—~
=
~—
L
S
=2
g

onde valem as condigoes, d,(r — 0) = 0 e d,(r — 0) — n. Nota-se aqui, que apenas

as contribuicoes de primeira ordem em o, e d, sao consideradas. Desta forma, as
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Egs. (3.26) tonam-se

% _ 1 (3.30a)
6 T o
5 = e (3.30b)
Integrando as equagoes acima, temos
g, = Ar" (3.31a)
2,2
Sy = %7‘2, (3.31b)

g(r) ~ Arl (3.32a)

(3.32b)

2
2
l
3
|
4

as quais atendem as condicoes de contorno para r — 0, evitando quaisquer singu-
laridades na origem. A forma das equacoes acima sugere o uso do método série de

poténcia [85], ou seja,

g(r) = Z Sgut" (3.33a)
k=1
a(r) = n— Z Sa, ", (3.33b)
k=1
o que resulta para n positivo, que

g(r) = Almr)" — L(mr)’”r2 + O(r*"*?) (3.34a)

4(n+2) '
a(r) = n— (mr)” + A (mr)? 2 4 O(r*"*?) (3.34b)

2 2(2n + 2) ' '

onde m é a massa dada por m = v/2ev.
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Analogamente, no limite assintético, r — oo, temos g(r — 00) ~ 1. Assim,

by = 1—g<<1 (3.35a)
5 = —d, (3.35b)

g

onde d; = dd,/dr. Substituindo a Eq. (3.35b) na Eq. (3.26a), ficamos com

a
& = —. 3.36
y== (3.36)
Ainda usando a Eq. (3.35b) nas Egs. (3.26b), temos
d'(r) = 2e*v*rd,.
Agora, derivando a Eq. (3.36) e usando a equagao acima, chegamos a
r26) + 16y, — 2e*v*r? 6, = 0, (3.37)
analogamente,
r25! — 8l — 2e*0*r*6, = 0. (3.38)

Identificamos estas duas ltimas equagoes com a equacao de Bessel modificada, ou

seja,

r85(V2eur) + 8 (V2eur) — (2e%%* — 1%)3,(V2evr) = 0, (3.39)

26" (v 2evr) 4 18! (V2evr) — (2e20%r? — 12)6,(V2evr) = 0,  (3.39b)

com v = 0, respectivamente. As solugoes assintéticas, para r — oo sao:

or) = 1—CKy(Vaeor) ~ %f (3.40a)

a(r) = V2eurCK,(V2evr) ~ re V¥, (3.40Db)

Sendo C um parametro real, K e K; sao as fungoes de Bessel modificada do segundo

38



tipo de ordens zero e um, nessa ordem.

3.1.4 Solucoes Numeéricas

Para resolver as Eqgs. (3.26) numericamente, calculamos o valor aproximado para a
funcdo a(r) com r = 0.1 usando a Eq. (3.32b) e chamamos de ay, em seguida escolhe-
mos um valor inicial para a constante A, Eq. (3.32a) e depois integramos a partir da
origem até g(r) > 1 ou a(r) < 0. Com a intensdo de atender as condi¢oes impostas
aos campos ¢ e A, dadas pelas Egs. (3.15) repetimos o procedimento até encon-
trarmos valores corretos para a constante A de forma a satisfazer tais condigoes. Os
valores para a constante A e aq estao listados na tabela a seguir para n = 1,2,3,5
e 10.

(] A [ w |
| 1 ]851092883367834x 107 [ 0.995 |
| 2 [4.7111497 x 1077 [1.995 |
| 3 [2.063231 x 10" 2995 |
| 5 [2.570099 x 10~7 4995 |
[ 10 [ 3.646396 x 10~ 9995 |

Tabela 3.1: Valores encontrados para a constante A e ap que atendem as condicoes dadas pelas Egs. (3.15),
comA=e=v=1.

A Fig. 3.2 mostra os resultados obtidos através do estudo numérico para as
fungoes a(r) Eq. (3.26b), g(r) Eq. (3.26a), para a densidade de energia p(r) Eq. (3.19)
e para o campo magnético B(r) Eq. (3.25). Por simplicidade usamos A = v = 1. As
vorticidades n usadas foram: n = 1,2, 3,5, 10 conforme legenda.

Vemos nesta figura que o comportamento da func¢ao a(r) apresenta um maximo
igual a n em r = 0 para todos os n’s considerados. A partir deste ponto, o com-
portamento passa a ser monotonicamente decrescente, tendendo a zero suavemente,
quando r — oo. Assim, é possivel observar a dependéncia explicita com a vortici-
dade n, pois quanto maior este valor, maior é a taxa decrecente da funcao a(r). A
funcao g(r) ndo depende explicitamente do valor de n, ou seja, para qualquer valor
da vorticidade, esta funcao sai de zero em r = 0, cresce monotonicamente, tendendo
ao valor 1 para r — oo. Desta forma, ambas as funcoes atendem as condigoes de
contorno Egs. (3.15). Também a densidade de energia p(r) satisfaz essas condigoes.
Em seu comportamento vemos que esta é centrada e localizada. O comportamento
do campo magnético B(r), assim como a fungao g(r), independe da vorticidade para

r — 00, uma vez que B ~d'/r ~ g ~ 1.
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Figura 3.2: As funcdes: a(r) (& esquerda superior), g(r) (& direita superior), densidade de energia, p(r) (
esquerda inferior) e o campo magnético B(r) (& direita inferior).

3.2 Voértices Chern-Simons-Higgs

Uma teoria com a inclusao do termo de Chern-Simons pode ser estudada com
ou sem o termo de Maxwell. Optamos por um sistema sem esse termo, pois, desta
forma, os resultados sao mais simples, tornando bastante acessivel a esséncia do
modelo. A dinamica do campo de gauge A, é garantida pelo termo de Chern-Simons,
(k/4)e*" A, Fg,, uma vez que a longas distancias, 7 — 0o, o termo Chern-Simons é
dominante em relacao ao termo de Maxwell.

Esta teoria admite interessantes solugoes do tipo voértices, tanto do ponto de
vista matematico como também fisico. A natureza no limite de Bogomol'nyi é
diferente daquela previamente estudada. Enquanto os vortices de Maxwell-Higgs
requerem um potencial do tipo p*, veremos que os vértices Chern-Simons requerem
um potencial escalar proporcional a ¢% Uma outra carcteristica peculiar deste

modelo é que este é eletricamente carregado E # 0 [36, 86].

3.2.1 O Modelo

O modelo Chern-Simons-Higss ¢ definido a partir da seguinte densidade lagrangi-

ana,
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k
L=|Duel” + ZE‘“’B”AaFm = Vel (3.41)

O parametro k é o coeficiente de Chern-Simons, €*#7 é o sfmbolo de Levi-Civita e

os outros termos, |D,¢|? e F,,, sdo definidos como na se¢ao anterior. Na densidade

s
lagrangiana acima, a dinamica do campo A, é determinada tnica e exclusivamente
pelo termo de Chern-Simons, segundo termo na Eq. (3.41). Esta densidade lagran-
giana nao ¢ invariante de gauge, porém uma transformacao de gauge local Eq. (3.2)
induz a uma derivada total, que pode ser ignorada, pois quando integrada sob toda a
superficie esta simplesmente se anula, tornando a a¢ao S correspondente a Eq. (3.41),
invariante sob tal transformacao, [87]. Para esta teoria o potencial sugerido (veja

Fig. 3.3) tem a forma:

Vileh = 2 leP (el ), (3.42)

onde A é uma constante de acoplamento adimensional. O potencial V'(|p|) como
definido acima, apresenta um vacuo simétrico em |p| = 0, o que implica em um
V(lel = 0) = 0 e um vacuo assimétrico para um |¢| = v, com V(|p| = v) =
0. A formacao de configuragoes topolédgicas é estabelecida apenas para os vacuos
assimétricos (Qr # 0).

Escrevendo a derivada covariante D,,, em termos da derivada habitual 9,,, pode-

mos expandir £, dada na Eq. (3.41), como

k
L= 0up0p — Ayt + PAM NP + ST AT, — V(g (343)

sendo a corrente j* dependente apenas do campo ¢, como definido na Eq. (3.4).
A anilise dimensional para este modelo, mostra que [¢] = [M]z, [4,] = [M]" e
k] = [e] = [M]°, sendo [M] a dimensdao de massa ou energia. As equagoes de

campo, que emergem a partir da equacao acima, sao

D, Dty = —M, (3.44a)

0
k

3" = % (3.44b)

para o campo ¢ e A,, nessa ordem. E, como dado na prévia segao,
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J* = —ie(®D%p — pDp)
= % —2e2A%p|?, (3.45)

com j* definido como na Eq. (3.4).

Para esse modelo, o tensor energia-momento ¢é definido da seguinte forma,

Ty = DupDyo + DDy — 1 Daw D% 4+ 1,V (|¢]) (3.46)

Observa-se nesta ultima equacao um fato interessante: o termo de Chern-Simons,
o qual faz com que a densidade lagrangiana £ da Eq. (3.41) ndo seja invariante de
gauge, nao aparece ha expressao para o tensor energia-momento 7),,, dada acima.
Este fato faz com que o tensor continue sendo, assim como em Maxwell-Higgs,
simétrico nos indices 1, v, ou seja, T, = T,,. Em componentes, o tensor Eq. (3.46),

pode ser escrito como

Too = |Doel’ +[Dgl* + V(|¢]) (3.47a)
Ton = Tio = DopDip + DipDog (3.47Db)
Toa = Ta = DopDsp + Dy Dog (3.47¢)
Ty = |Dopl* = |Digl® + [Da* — V(Je]) (3.47d)
Ty = |Dopl* + |Digl* — |Dawl* = V(lgl) (3.47¢)
Tis = DipDsp + DypD;o. (3.47f)

Considerando a partir de agora vortices estaticos, temos que a componente tem-
poral v =0 da Eq. (3.44b) fica dada por

— kB =J" (3.48)
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Por outro lado, da Eq. (3.45) temos que J° = —2e?A%p|?. Combinando estas duas

ultimas equacoes, encontramos

o~ B (3.49)
2¢? |p|?

A equacao acima constitui um importante vinculo, que é justamente a versao Chern-

Simons para a lei de Gauss. Por meio deste vinculo concluimos que aqui o gauge

temporal A° = 0 nao é permitido. Por consequéncia, o modelo Chern-Simons é

carregado elétricamente E # 0, com uma carga (), dada por:

Q = /d27’J0
= —k‘/dQTB

= —ko.
(3.50a)

Sao validos para esse modelo, o mesmo ansatz Egs. (3.14), as mesmas condigoes
de contorno Egs. (3.15) e a mesma definigdo para o campo magnético Eq. (3.25)
que os usados no modelo Maxwell-Higgs. Consequentente, o fluxo magnético tem o
mesmo valor que aquele dado na Eq. (3.28). Logo, a carga elétrica total @ é
2km

As equagbes de movimento para os campos Egs. (3.44), considerando o sistema

estatico, podem ser escritas na forma vetorial, ou seja,

oV (l¢l)

(AA—- Ao —Vip+2ieAVy = e (3.52a)
@
- dA -
J+E—2) = 0 3.52b
+h— ( )

Aqui, podemos aproveitar os resultados dos célculos vetoriais dado pelas Eqs. (3.17),

usar o ansatz Eqgs. (3.14) e desta forma, escrever as equagoes de movimento como
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AO

onde a massa quadrada é m? = 4e*v?/k?. Como vemos, as Egs. (3.53) sdo equagoes

diferenciais de segunda ordem acopladas e nao lineares. Estas equagoes nao apresen-

tam solucoes analiticas conhecidas e mesmos suas solugoes assintéticas sao bastante

complicadas de serem obtidas. Uma maneira para contornar este problema, pode

ser obtida através do método de Bogomol’'nyi, mas antes de apresenta-lo vamos ex-

pressar as componentes do tensor energia-momento, em termos do ansatz Eq. (3.14),

fazendo uso de coordenadas polares. Assim, temos

TOO -

T12 =

4e'? |rg

R 172 2.2
[a} + 02 [g'2+—ag]+v

r
k2 <a2)/
0= 5572 sen ()
kz az /
TQQ = 2—62 (7’2) COS(Q)
[ ak 2 [ 2 a292-
2en? g U T Y
2 [a] 2 r azgz'
v = . U2 912 R V
4etv? | ry | i r? |
2 9
Ty = v? {9’2 — %} sen(26).
r

(3.54a)

(3.54D)

(3.54¢)

(3.54d)

(3.54e)

(3.54f)

Com as componentes Ty; e Ty definidas acima, podemos calcular uma outra quan-

tidade, que no modelo Maxwell-Higgs é nula, mas aqui nao é. Esta quantidade é
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M = /d27’ Eij(L’iToj

= /dzT [I‘QTol — l’lTog]

- / rdr [Tsen(ﬁ) <%(?> sen(6) — reos(d) (-2—’;(?) cosw)}

kr [ da®

— _— d B
ez Jo "
km
= T (00) —2(0)
= —k—;rn2’
e

este € o momento angular M dos vértices Chern-Simons.

3.2.2 Equacoes BPS

(3.55a)

A energia total E, é obtida a partir da componente Tyy do tensor energia-momento,

dado pela Eq. (3.47), onde Tyg = p, sendo p a densidade de energia. Lembrando que

Ay é dado por Eq. (3.49), podemos escrever

p = |Dogl* + Dol + V()

= EAf|pl* + [(Dy £iDs)g|” £ eBlol* + V(|el)

= |(D1 £iDs)|” + Aol £ e(lo> — v*)B + V(|e])

4 k2 B2
= [(D1£iDs)pl* + A +e(lpl —v*)B+V(p|) £ ev’B
k| B e? 2

= |(Dy £iDy)p|* +
(DL =PI el

+ V(|¢]) £ ev?B.

Logo, a energia total E, considerando o modelo Chern-Simons, é
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) k| B e? 2
|@¢mﬂﬁqu—immwﬂw>

& ol — v)?
2e || k?

E—/d2r

+vu¢nimﬂ/d%3, (3.57)

onde, para que a energia F seja minima, devemos identificar as equagoes auto duais

ou de Bogomol’'nyi como

Dip+iDyp = 0, (3.58a)

k| B e? 2 2
—— £ —|ol(le|"—v7) = 0, 3.58b

A equagao Eq. (3.58a) é idéntica aquela obtida no sistema Maxwell-Higgs Eq. (3.24a),

por isso nos leva ao mesmo resultado da Eq. (3.26a). Substituindo a expressao para

o campo magnético Eq. (3.25) e o ansatz Egs. (3.14), na Eq. (3.58b), obtemos

ag

J = +2, (3.59a)
T
/ 2
— = 2 - ), (3.59h)
.

onde m é a massa que é dada por m = 2ev/|k|. Em tempo, devemos também, para

que a energia F seja minima, identificar o potencial V' (|¢|), como sendo

Vlel) = el el - v*)2. (3.60)

Este potencial é mostrado na Fig. 3.3 a esquerda e, pelas mesmas razoes discutidas
na Sec. 3, apresentamos a direita o seu perfil 3D.

Comparando a equagao acima com a equagao para o potencial (3.42), verificamos
que A% = 4e*/k? confere com o limite de Bogomol'nyi da eletrodiamica de Chern-

Simons, com energia total minima dada por:
Ep = ier/der = +ev?’® = 2m?|n|. (3.61)

Esta é a energia minima ou energia de Bogomol'nyi Eg.
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Figura 3.3: Potencial do modelo ¢% Eq. (3.60) e seu perfil em 3D, para A =v =k = 1.

3.2.3 Solucgoes Analiticas Aproximadas

Aqui as solugbes analiticas aproximadas sao obtidas de forma andloga aquela
utilizada para o modelo Maxwell-Higgs. Portanto, nao ha necessidade de desenvolver

todo o processo, iremos apenas reproduzir os resultados. Para r — 0, temos:

g(r = 0) = A(mr)? — 2(2;1—_1_2)2(7717")3"+2 + O((mr)®™?) (3.62a)
a(r -0) = n— —2(2:+ 0 (mr)? 2 4 —2(4f+ ) (mr)*™2 1 O((mr)*+),
(3.62Db)

com m = 2¢?v?/|k|. Para r — oo, temos

g(r > 00) = 1—CKy(mr) (3.63a)
a(r - o0) = CmrK,(mr), (3.63b)

onde C' é uma constante e Ky e K sao as fungoes de Bessel modificada do segundo

tipo de ordens zero e um, respectivamente.

3.2.4 Solucoes Numeéricas

As solugoes numéricas para este modelo sao obtidas de modo anédlogo ao que foi
feito para o modelo Maxwell-Higgs. A Fig. 3.4 mostra os resultados obtidos através
do estudo numérico das fungdes a(r) Eq. (3.59b), g(r) Eq. (3.59a), da densidade de
energia p(r) Eq. (3.56) e para o campo magnético B(r) Eq. (3.25). Por simplicidade

usamos A = e = v = 1.
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Figura 3.4: A funcio a(r) (& esquerda superior), g(r) (& direita superior), a densidade de energia p(r) (&
esquerda inferior) e o campo magnético B(r) (a direita inferior).

As vorticidades usadas foram: n = 1,2,3,5 e n = 10 conforme legenda na
Fig. 3.4. Para este modelo, podemos ver na figura acima que o comportamento
das fungdes a(r) e g(r) sdo similares aqueles discutidos no modelo Maxwell-Higgs,
com a diferenca de que estas fungoes tem uma taxa decrescente e crescente, res-
pectivamente muito maior. J& o gréfico para a densidade de energia p(r) e para o
campo magnético B(r) apresentam uma forma bastante diferente, em comparagao
com aquele modelo discutido previamente. Mas, as condigoes Egs. (3.15), sdo igual-
mente repeitadas. Este modelo, apresenta caracteristicas bastante peculiares o que
faz com que muitas diferencas sejam encontradas, quando comparado com o modelo
Maxwell-Higgs. Como exemplo, podemos citar que, enquanto o modelo Maxwell-
Higgs é caracterizado por um potencial do tipo ¢*, apresentando apenas vacuo
assimétrico, o modelo Chern-Simons-Higgs requer um potencial do tipo ¢% que
apresenta nao s6 vacuos assimétricos como, também, vacuo simétrico. Outra di-
ferenca importante, encontra-se no fato de que o sistema Maxwell-Higgs apresenta
campo magnético B(r) # 0, mas é eletricamente neutro E=0. Enquanto que para
Chern-Simons tanto o campo magnético B(r) # 0 como o campo elétrico E #+ 0
estao presentes na teoria permitindo, ainda, expressar o setor elétrico em termos do

setor magnético [85], constituindo um importante vinculo: A ~ B/|p|?.
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Capitulo 4
Vortices Compactos Generalizados

O presente capitulo terd como suporte o artigo [56] em que é feita uma ge-
neralizacao dos vértices Maxwell-Higgs, através da introducao de uma fungao de-
pendente do campo de Higgs, multiplicada pelo termo de Maxwell [39, 41]. Esta
nova teoria é estudada em (2, 1) dimensoes no espaco-tempo e é elétricamente neu-
tra, com momento angular nulo. Neste contexto, a funcao mencionada acima pode
ser vista como um tipo de permeabilidade magnética uma vez que, vortices neutros
nao tém campo elétrico associados a eles. Esta permeabilidade magnética serd re-
presentada pela fungdo G(|¢|). Assim, esta funcdo é uma generalizagdo, em que,
no limite G(|¢|) — 1, voltamos ao modelo Maxwell-Higgs original. Serd mostrado
também que, para uma escolha especifica de G(|¢|), o sistema generalizado suporta
solugoes do tipo vortices as quais mapeiam os vértices auto duais, presentes no mo-
delo Chern-Simons-Higgs. A diferenca é que estes sao vortices eletricamente neutros
e com momento angular nulo. Para esta teoria generalizada, vamos reproduzir as
equagoes BPS [46, 88] e mostrar explicitamente que este conjunto de equagoes re-
solvem as correspondentes equagoes de movimento para qualquer que seja a fungao
G(lo).

Concluimos este capitulo com o estudo de vortices compactos. A ideia de com-
pacton surgiu pela primeira vez em 1993, quando Rosenau e Hyman [74] introdu-
ziram modelos envolvendo nao linearidade e dispersao nao linear. Essas estruturas
sdo mais facilmente encontradas em sistemas com dinamicas generalizadas [77].
Os autores das Refs. [75, 76] investigaram a presenga de compactons em modelos
com cinematica padrao obtendo resultados interessantes. Ja os autores da Ref. [55]
fizeram uma nova contribuicao para o estudo de compactons com dinamica usual.
Inspirados por esta tultima referéncia, investigamos a possibilidade de inserir solugoes

do tipo vortices compactos em modelos generalizados, como se segue.
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4.1 O Modelo Generalizado

Aqui a generalizagao se da introduzindo a permeabilidade magnética G(|¢|),
no termo de Maxwell, de tal forma que a densidade lagrangiana passa a ser escrita

como

1
L=~ G(8) FuF™ + Dol ~ V(o). (4.1)

onde G(|¢|) é uma fungao adimensional do campo ¢. A introdugao desta funcao
permite-nos descrever a presenca de uma permeabilidade magnética. Outros autores
jé consideraram esta fungao, no contexto de solugdes do tipo vértices [39, 41]. Para
o leitor interessado, recomenda-se as Refs. [89, 90, 91] e suas referéncias. Aqui,
nossa motivacao esta no estudo de vértices compactos generalizados.

O modelo generalizado (4.1) tem como equagbes de movimento,

190G oV
H _—— HY e —=
D,D"¢+ 152 FuF™ + 52 0, (4.2a)

0 (GF™) + " = 0,

(4.2b)
onde J* é a corrente conservada de Noether, a qual é definida como J* = —ie[p D ¢p—
¢ DH@|. O tensor energia-momento generalizado é

Ty = G(|¢)) FnF,* + D,¢D,¢ + Dy D — 1, L. (4.3)

Por definicao, as componentes do tensor intensidade do campo eletromagnético F'*”
[92] nos d4 as componentes do campo elétrico —F%, isto é, —F% = E' = (E,, E,)
e as componentes —F% nos d4 as componentes do campo magnético onde —F% =
€% By, com B; = (B,, B,) lembrando que estamos em (2,1) dimensoes, neste caso,
a componente do campo magnético que sobrevive é —F'*?2 = B. Vale ressaltar ainda
que, como nao temos acesso a terceira dimensao espacial, o campo magnético B
contribui apenas com seu médulo. Com esses dados podemos abrir o tensor energia-

momento, dado acima, em componentes:
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G(ol)

Too = T(E2 + B%) + Dy¢Dyp + D;¢D;¢p
+ V(|9]), (4.4a)
Toi = —¢;E;B+ DypD;d + D¢ Do, (4.4b)
Ty — —EE - %G(\¢|)6U(E2 + B2) + DigD;é
+D;¢D;¢ + 6;; Do D¢ — 6,V (|8]), (4.4c)

onde (7,7) = (1,2).

Para investigar a presenca de vortices, supoe-se que os campos sejam estaticos.
Como consequéncia, pode-se usar o gauge temporal Ay = 0 e, com isto, surge um
importante fato neste modelo que é a neutralidade do campo elétrico, ou seja, este
sistema generalizado é eletricamente neutro. Vale ressaltar que tal escolha, Ay = 0,
¢ compativel com v = 0 na Eq. (4.2b). A densidade de energia que é dada pela

componente Tyy = € do tensor energia-momento fica,
1 —
e =To = 5;G(I8)B* + |De|” + V(|g]). (4.5)

Como dito na Sec. 3, a presenca de vértices sao investigadas considerando o ansatz,

o(r,0) = vg(l“)eme, (4.6a)
Alr) = —g[a('r)—n], (4.6b)

sendo r e 6 as coordenadas radial e angular, nesta ordem, onde r € [0,00) e § €

[0,27]. O numero inteiro e positivo n é a vorticidade ou winding number n =
+1,4+2,.... Este conta quantas voltas o campo escalar da ao redor de si, quando 6
varia no intervalo [0, 27).

As configuracoes de campos devem obedecer as seguintes condigoes:

gir—0) — 0 e a(r = 0) — n, (4.7a)

glr >o00) — 1 e a(r — oo) — 0. (4.7b)
Estas imposicoes evitam que hajam singularidades e garantem que a energia seja
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finita. O campo magnético B, para configuragoes de campos regidas pelas Eqs. (4.6),

¢ dado por

a/

B=——. 4.8
er (4:8)
Com a definigao do ansatz Eqgs. (4.6) e usando as Egs. (3.17) da Sec. 3.1.1, podemos

escrever as equacoes de movimento generalizadas como

rg'l'  a?g 1 1 a1’
- A VA — = 0 4.9
r 2 2027 4e2? Y | r ’ (4.92)
177

rG {Cﬂ —2¢**¢*a+d'gG, = 0, (4.9b)
com o “ ' 7 indicando a diferencial com relagao a coordenada radial r, V, =

dV(g(r))/dg e Gy = dG(g(r))/dg.

Além disso, o momento angular é dado por

M = /dzrsijziToj; (4.10)

e, como Tp; = 0, vemos que o momento angular M ¢é nulo.
A existéncia do campo magnético B permite-nos calcular o fluxo magnético o

qual é dado por
o = 27T/ rdrB(r). (4.11)
0

Quando substituimos a Eq. (4.8), na equagao acima, temos como resultado

2
o ="p. (4.12)
(&

Constata-se entao, que a invariancia topolédgica faz com que o fluxo magnético seja
um multiplo de 27 /e, ou seja, este fluxo magnético é uma quantidade quantizada.
Podemos escrever a densidade de energia, com o auxilio da Eq. (4.5) e da

Eq. (3.20), do capitulo de revisao, e obtemos que

¢ = |0y iDaof + j6o [ L]
¢ (9 —v*)? ev”
2 gy eEes .
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Integrando a equagao acima em todo o espaco temos a energia total, ou seja,

E = /dQT

e (|9 —v*)?
2 Gl

a1 e(loP — )]
(D1 +iD2)6|” + 5G(|9]) [Bi G(l¢l) }

+V(|¢|)} i/d27’€U2B. (4.14)

Para que esta energia total E seja minima, devemos identificar o potencial como

e (|9 —v?)?,
2 G(el)

sendo

V(lel) = (4.15)
a equagao acima constitui um vinculo entre o potencial V(|¢|) e a permeabilidade
magnética G(|¢|). E os campos devem satisfazer a seguintes equagoes BPS genera-

lizadas:

Di¢p£iDop = O (4.16a)
B e(v’ — o) 0. 4.16b
&1l (4.160)

Logo, no limite de Bogomol'ny, a energia total minima para as configuracoes de

campos estaticos é dada por

Ep = 2mv%|n)|. (4.17)

O mecanismo de minimizar a energia no limite de Bogomol'nyi nos conduziu a um
conjunto de equagoes de primeira ordem Egs. (4.16), ao vinculo Eq. (4.15) e como
resultado encontramos a energia total Ep dada pela Eq. (4.17). Portanto, pode-se
concluir que este modelo generalizado admite um formalismo de primeira ordem.
Por simplicidade, a partir de agora, faremos e = v = 1 tomando por base o
ansatz Eqs. (4.6) e a expressdao para o campo magnético Eq. (4.8), as Egs. (4.16)

tornam-se

J = i‘;—g (4.18a)
o q:—(lG_("(z')). (4.18b)

| |
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Estas sao as equacoes de primeira ordem generalizadas. A densidade de energia é,

2a2g2
r2

e =2V (|¢|) + (4.19)

Observando as Eqgs. (4.9) e (4.18) nota-se que o modelo Maxwell-Higgs original

é recuperado no limite em que G(|¢|) — 1.

4.2 Vortices Generalizados: Primeiro Modelo

Para investigar novos modelos e suas solugoes do tipo vortices, primeiro sugeri-
mos uma fun¢do G(|¢|), escrevemos o potencial correspondente conforme Eq. (4.15)
e estudamos as solugoes do tipo vértices, sua densidade de energia £ e o campo
magnético B.

Para este primeiro modelo, define-se a func¢ao permeabilidade magnética, G(|¢|),
da seguinte forma
(1—|o*)?
Gll4l) = T (1.20)

De acordo com o vinculo Eq. (4.15), o novo potencial é

V(Io) = 51 - lol)* (121)

Os minimos deste potencial ocorrem em |¢| = 1 e apresenta um maximo em |¢| = 0
com Vi,4:(0) = 0.5. A Fig. 4.1 mostra o potencial dado acima, junto com o potencial

do modelo Maxwell-Higgs padrao, para comparagao.

|

|
|
|
|

V(lol)
0.5

[l

Figura 4.1: 0O potencial (4.21) (linha sélida) e o potencial para o modelo Maxwell-Higgs padréo (3.23) (linha
tracejada). Com e = v = 1.
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A densidade de energia € e campo magnético B sao dados por

2.2
e = (1—gP+22L (4.22a)
r
1_
=+ 9 (4.22D)
1+g

As solugoes das quantidades acima sao obtidas resolvendo, primeiramente, as

equacoes BPS, que, para este modelo generalizado, sao dadas por

g = +¥ (4.23a)
r

a’ 1—g

R 'y 4.23h

. i, (4.23b)

Embora estas equagoes sejam aparentemente simples, sua solugoes nao sao possiveis
de serem encontradas analiticamente. Portanto devemos prosseguir com uma inves-
tigagdo numérica. Mas antes, é interessante saber como as fungdes a(r) e g(r)
comportam-se assintéticamente. Considerando as condigoes impostas aos campos
Eq. (4.7), sabe-se que no limite de r — oo, as equagoes acima podem ser aproxi-
madas por &' = ta/r e @ = F0/2, onde a quantidade § = 1 — g < 1. Logo, o

comportamento no infinito tem como solucgoes,

%W)ZI—CM(§§, (4.24a)

ao(r) = CrK; (—) ) 4.24b
(1) 7 (4.240)
O procedimento usado aqui para chegar as equagoes acima ¢ andlogo aquele utilizado
na Sec. 3.1.3 do capitulo anterior. Da mesma forma, o comportamento préximo a
origem para um r — 0, apresenta solucoes em série de potencias que para valores

positivos de n sao

A
go(r) = Ar"— St D) 1>r"+2 +O(r*"?), (4.25a)
2 2A
wfr) =m0, (4.25b)

onde A é uma constante a ser determinada numericamente, usando-se o mesmo
procedimento mostrado na secao 3.1 e subsecao 3.1.4 do capitulo de revisao 3, ou
seja, para encontrar as solugdes numéricas das Eqgs. (4.23), partimos da escolha de
um valor inicial para A na Eq. (4.25a) e entdo, efetuamos sua integracao procurando

obter um comportamento apropriado para g(r) para valores muito grandes de r. Este
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processo ¢ repetidamente realizado até encontrarmos o correto valor para A que
atenda, simultaneamente, as equagoes para a(r) e g(r) dadas acima. Os resultados
numéricos para as fungoes a(r) e g(r) Egs. (4.23), a densidade de energia (4.22a), e

para o campo magnético, (4.22b) sdo mostrados nas Figs. 4.2 e 4.3.

Figura 4.2: As funcdes: a(r) (& esquerda) e g(r) (& direita) deste novo modelo para n = 1,2,3,5 e 10, linhas:
solida; pontilhada; tracejada; trago ponto e tracejado longo, respectivamente.

Figura 4.3: A densidade de energia, (r) (2 esquerda) e o campo magnético B(r) (& direita) deste novo modelo
paran = 1,2,3,5 e 10, linhas: solida; pontilhada; tracejada; traco ponto e tragejado longo, respectivamente.

Além disso, na Fig. 4.4 apresentamos o estudo numérico das solugoes para a(r),
g(r), densidade de energia € e o campo magnético B dos modelos Maxwell-Higgs
novo e padrao, onde escolhemos a vorticidade n = 3 para que o leitor possa visualizar
as diferengas entre os modelos. Nota-se que o comportamento das fungoes a(r) e
g(r), do novo modelo, parecem se espalhar por uma regido maior do plano, quando
comparado com o modelo usual e a densidade de energia € e o campo magnético
B, deste modelo em estudo, tem uma constante de decaimento menor do que no

modelo Maxwell-Higgs padrao.
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€(r)

Figura 4.4: As fungdes: a(r) (a4 esquerda superior), g(r) (& direita superior), a densidade de energia, e(r) (a
esquerda inferior) e o campo magnético B(r) (& direita inferior) dos modelos novo e usual, linhas: sélida e tracejada,
nesta ordem, com n = 3.

4.3 Voértices Generalizados: Segundo Modelo

Pode-se descrever um outro sistema, com uma sugestao para funcao G(|¢|) tal
que,
(1—loP)?
G(lol) = : (4.26)
|6[2(1 — [0])*

Neste caso, o vinculo dado por (4.15), leva ao potencial

V(I = 5loP (1~ 6] (127

Este potencial é interessante, uma vez que é de quarta ordem no modulo do
campo escalar ¢, como no potencial Maxwell-Higgs usual, mas se assemelha ao
potencial de sexta ordem, que aparece no modelo de Chern-Simons-Higgs [37, 38] e

tem a forma .
V(lol) = §I¢I2(1 —|¢l*)%. (4.28)

Ambos tém minimos assimétricos em |¢| = 1 e minimo simétrico em |¢| = 0, como
¢ mostrado na Fig. 4.5

Neste segundo modelo, a densidade de energia (r) e o campo magnético B sao
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Figura 4.5: Os dois potenciais (4.27) e (4.28), mostrados com linha sélida e tracejada, nesta ordem.

escritos como

2 2 2
e(r) = (1—9)’¢*+ —C:"Qg : (4.29a)
1— 2
B %. (4.29b)

As equagoes de primeira ordem sao agora, dadas por

g = :i:—ag, (4.30a)
r

¢ _ 097 (4.30D)

S P :

Para encontrar as solugoes das equacoes acima, procedemos como antes: primeiro
investigamos o comportamento assintético no limite r — oo e observamos que os
campos nesse limite comportam-se como no modelo anterior, logo, sao descritos

pelas Egs. (4.24). No entanto, préximo a origem r — 0, os campos atendem uma

nova solucao em séries de poténcias que sao dadas por

A2
— A n __ 3n+2 O An—+2 431
2n+2 2A3 3n+2 4n+-2
a = n— 2n—+27“ + m?" + O(T ) . (4311:))

Esses resultados sao integrados numericamente, como feito na prévia se¢cao. O com-
portamento das fungoes a(r), g(r), da densidade de energia £ e do campo magnético

B estao exibidos na Fig. 4.6 onde usamos os valores para n: n =1,2,3,5 e 10.
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Figura 4.6: As fungdes: a(r) (a4 esquerda superior), g(r) (& direita superior), densidade de energia, e(r) (&
esquerda inferior) e o campo magnético B(r) (& direita inferior), linhas: solida; pontilhada; tracejada; trago ponto
e tragejado longo, respectivamente.

Na Fig. 4.7, exibimos o comportamento das fungoes a(r) e g(r) para o modelo
com permeabilidade magnética G(|¢|), dada pela Eq. (4.26), e para o modelo Chern-

Simons original, com vorticidade n = 3, para comparagao.

20 0 10 20

Figura 4.7: As funcoes: a(r) (& esquerda) e g(r) (& direita), para o segundo novo modelo, linha sélida e o de
Chern-Simons padrao linha tracejada, com n = 3.
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Ja na Fig. 4.8, mostramos o comportamento da densidade de energia ¢ e do
campo magnético B para o modelo com permeabilidade magnética G(|¢|), dada

pela Eq. (4.26), e para o modelo Chern-Simons original, com vorticidade n = 3.

0.31

0.201

20

Figura 4.8: A densidade de energia, e(r) (a esquerda) e o campo magnético B(r) (& direita), para o segundo
novo modelo linha sélida e o de Chern-Simons padrao linha tracejada, ambos com n = 3.

Como no modelo anterior, podemos ver graficamente que as solugoes a(r) e g(r)
deste segundo modelo também se espalham, mas agora com uma maior evidéncia,
por uma regiao maior do plano, quando comparado com o caso de Chern-Simons
padrao. Quanto a densidade de energia e o campo magnético, nota-se que seus
maximos apresentam valores menores e que sao deslocados no eixo da coordenada

radial 7, quando uma comparagao entre os dois modelos ¢ feita.

4.4 Exemplo de Vértice Compacto

Agora, nossa atencao estard voltada para a construcao de vortices compactos.

Uma das primeiras observacoes dos resultados obtidos na Sec. 4.1 é a possibilidade
) e, como consequéncia, alterar o potencial do modelo.

de modificar a fun¢ao G(|¢
Assim, inspirados pelo recente trabalho sobre kinks compactons [93], que parte de

um método de alterar as interacoes do campo escalar, para que a solu¢ao permaneca
dentro de um intervalo compacto da reta real, adicionamos os novos resultados
obtidos das secoes anteriores deste capitulo e ilustramos aqui a possibilidade da
construcao de vértices compactos generalizados.

Antes de aprofundar no assunto, propriamente dito, vale recordar esforcos re-
centes para descrever vértices compactos. Na ref. [94] o autor lida com a mesma
questao, mas ali considera-se um termo cinético nao canonico, levando a um cenario

diferente. Uma investigacao similar, com modelos contendo também termos cinéticos
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nao canonicos, foi realizada na Ref. [95]. No entanto, observa-se que tanto a den-
sidade de energia quanto o campo magnético nao respondem tao significativamente
quanto as solugoes.

Esses resultados nos motivaram a reavaliar o assunto, com foco na construcao
de modelos generalizados, que suportam voértices compactos genuinos, com a densi-
dade de energia e campo magnético sendo nulos, fora de um intervalo compacto da
coordenada radial r. Implementamos essa possibilidade abaixo, investigando dois
modelos distintos que suportam vortices compactos.

Na sequeéncia, sugerimos a permeabilidade magnética da seguinte forma

1— o

G(l¢l) = =g

(4.32)
onde [ é um parametro real e positivo, tal que [ > 1. Com esta escolha, o vinculo

dado por (4.15) nos conduz ao potencial,

V(1) = 501~ o)1 - lof). (133

Observa-se que para o caso [ = 1, voltamos ao modelo Maxwell-Higgs original. Este
novo potencial tem todos os seus minimos localizados em |¢| = 1 e seu maximo local
ocorre em |¢| = 0, com V(0) = 1/2. A introduc@o do parametro [ torna o potencial
dado pela equacao acima bastante diferente. A Fig. 4.9 mostra esta peculiaridade,
onde pode-se notar que quanto maior o valor de [ mais as linhas que representam

este potencial, aproximam-se do valor de minimo, ou seja, |¢| = 1.

v(lel) 0.51

ol

Figura 4.9: 0 potencial (4.33) para i = 1,2,3,...,10.
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As equagodes de primeira ordem para este caso sao

ag

g = +—=, (4.34a)
a '
~ = F(1 - ¢*). (4.34b)

Agora, investigamos primeiro o comportamento das fungoes a(r) e g(r) no limite
r — 0. Consideramos a(r) =~ n+ ag(r) e g(r) = go(r) indo até a primeira ordem em

ao(r) e go(r). Este procedimento nos leva a

ao(r) = —= go = Ar", (4.35)

onde A é uma constante de integracdo. Atuando do mesmo modo, como nas
precedente secoes, o comportamento assintético no limite de r — oo nos leva a

a(r) = ax(r) e g(r) = 1+ goo(r). Substituindo esses valores nas Eqgs. (4.34), temos

so(r) = V2ICTK,(V2Ir), (4.36a)
—CKo(V2Ir), (4.36b)

Goo(r)

sendo K, (r) a funcao de Bessel modificada de segunda espécie e C' uma constante
de integracao. Para um [ geral, a ferramenta numérica é a mais apropriada, uma
vez que solugdes analiticas para as Eqs. (4.34) sdo muito complicadas. Mas para
um n geral e grandes valores de [ é possivel mostrar que o modelo suporta solugoes

compactas,

n—3ir2  |r] <v2n
a.(r) = 2 Il < (4.37a)
0, || > v/2n.
r 6(2n—r )/4 rl < \/%
ge(r) = (%) i (4.37b)
1, Ir| > v/2n.

Surge aqui um questionamento: a solugao da Eq. (4.37a) é regular no ponto r =
V/2n, uma vez que descontinuidades na derivada da funcao a.(r), nesse ponto, podem
ocorrer 7 Verificamos o perfil compacto e notamos que neste modelo generalizado, a
permeabilidade magnética G(|¢|) atua como um fator regulador do comportamento
de tal fungao, uma vez que no limite [ — oo a funcdo G(|¢|) anula-se para |¢| = 1,
isto regulariza a funcéo a.(r) e o limite BPS, Eq. (4.17), ainda é vélido para as

solucoes compactas. Na Fig. 4.10, exibimos as solucoes para n = 1 e para varios
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valores de [, incluindo as solugoes compactas.

Figura 4.10: As solugdes ac(r) & esquerda e g.(r) & direita para n = 1. Consideramos inicialmente, | = 1 em
seguida aumentamos para valores cada vez maiores de [. As linhas tracejadas representam o limite compacto, dado
por Egs. (4.37) com n = 1.

Verificamos também que a densidade de energia e o campo magnético tendem a

se tornarem compactos e para um [ muito grande obtém-se

2 2n
e(r) = " van (4.38a)

Oa ’T| SV 2n.

B.(r) = A < van (4.38b)

0, Ir| > v/2n,

IN

1= (2n+1-5-2) (5) @2 ]

AN

Na ref. [95], em particular, a proposta para compactificar as solugoes de vértices
nao foi capaz de fazer com que a densidade de energia tornasse nula fora do inter-
valo compacto. Esta foi talvez a razao para chamar as solugoes de voértices como
semelhantes a compactas. Aqui, o vortice torna-se uma solucdo compacta, uma
vez que tanto a densidade de energia quanto o campo magnético vao naturalmente
para o intervalo compacto. Ilustramos este fato na Fig. 4.11, exibindo a densidade
de energia e o campo magnético para n = 1 e para varios outros valores de [. E
interessante ver que no limite compacto o campo magnético é constante dentro do
intervalo compacto, por isso parece mapear o campo magnético de um solendide in-
finitamente longo. Como comentamos anteriormente, a descontinuidade no campo
magnético no modelo generalizado nao modifica a densidade de energia, devido a

presenga da permeabilidade magnética generalizada, G(|¢|).
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€(r) 2 B(r)

0 1 2 0 2 4
r r

Figura 4.11: A densidade de energia (& esquerda) e o campo magnético (& direita) para n = 1. Consideramos
inicialmente, [ = 1 em seguida aumentamos para valores cada vez maiores de [. As linhas tracejadas representam o
limite compacto, dado por Egs. (4.44) com n = 1.

4.5 Outro Exemplo com Voértices compactos

Um outro modelo surge, quando escolhemos a permeabilidade magnética como

I e
G(l¢]) = 3R = o)’ (4.39)

onde [ é definido segundo o modelo anterior. Assim, devido ao vinculo Eq. (4.15),

o potencial tem a forma

V(lol) = S16P01 ~ o) (1 o). (1.40)

Este potencial, para um [ = 1, torna-se idéntico ao potencial |¢[°, que estudamos na
teoria Chern-Simons-Higgs Sec. 3.2. A equagao acima apresenta um minimo local
em |¢| = 0 e um conjunto de minimos locais em |¢| = 1. O maximo deste potencial
ocorre entre estes dois minimos. A Fig. 4.12 ilustra este potencial Eq. (4.40) para
varios valores de [.

As equagoes de primeira ordem s@o obtidas a partir da substituigao da Eq. (4.39)

nas equagoes de primeira ordem generalizadas Egs. (4.18), ou seja,

g = =% (4.41a)
T

@ _ 3g°(1 — g*) 4.41b

- = T3 97). (4.41b)

O comportamento das fungdes acima préximo a origem é a(r) ~n — ao(r) e g(r) ~
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v(iel) 0.5

L]

Figura 4.12: o potencial (4.40) para l=1,2,3,...,10.

go(r), de modo que até primeira ordem em ao(r) e go(r) obtemos

342
2 2(nt])
i) = 2mrn”
(4.42)
go(r) = Ar™, (4.42b)

onde A é uma constante de integracao, obtida da mesma forma que nos vértices

padrao Sec. 3. Assintoticamente, temos a(r) & ax(r) € g(r) & 1 — goo(r) com

aoo(r) = \/&CTKl(\/&T),
(4.43a)
oe(r) = —CEo(V6lr), (4.43D)

onde K, é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie e C' uma constante
de integragdo. Para um [ geral, as equagdes (4.41) sao resolvidas numericamente.
No entanto, para n positivo e um [ muito grande, ¢ possivel mostrar que o modelo

suporta as solugoes compactas do tipo

(n42)[(n?42n)™ 1 — (3r%)" 1]

r|<re

a.(r) (n+2)2(n242n)n4(3r2)ntL > (4.44a)
0, [r|>7e,
(4.44b)
2(n+1)(n+2)(3n2+6n)"/2r" i<
ge(r) (n+2)2(n2+2n)"+(3r2)nt1 r|<re (4.44c)
1, [7[>7c,
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onde . = y/(n? + 2n)/3 é o raio das solugoes compactas. A discussao a respeito da
regularidade dessas solucoes é similar aquelas discutidas na secao anterior. Na Fig.
4.13 é mostrado o comportamento das solugoes a(r), g(r) e as solugbes compactas

para um n = 1 e varios valores de .

a(r) g(r)

Figura 4.13: As solugdes ac(r) (& esquerda) e go(r) (& direita) para n = 1, com | = 1, seguido de valores cada
vez maiores para [. As linhas tracejadas representam o limite compacto, dado por Eqgs. (4.41) com n = 1.

Em seguida, concentramo-nos na densidade de energia e no campo magnético.
A expressao para a densidade de energia no limite compacto é muito pesada por
isso, aqui ela é suprimida. No entanto, o campo magnético tem uma forma mais

apresentavel dada por

12[(n+1)(n+2)?[(3n%+6n)r2] " §
B.(r) = { (220" (422432 risre (4.45)

0, [r|>re.

Na Fig. 4.14, mostramos como a densidade de energia e o campo magnético se

comportam para n = 1 e os muitos valores de [.

4 5 1
I
I
|
|
£(r) 2 B(r) 154
0 0
0 1 2 0 1.5 3

Figura 4.14: A densidade de energia (& esquerda) e o campo magnético (& direita) paran = 1. Com | = 1,
seguido de valores cada vez maiores para [. As linhas tracejadas representam o limite compacto com n = 1.
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Como no modelo anterior, a descontinuidade do campo magnético no limite com-
pacto nao apresenta nenhum problema, uma vez que também aqui, este problema é

contornado pela presenga da permeabilidade magnética generalizada G(|¢|).
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Capitulo 5

Formalismo de Primeira Ordem

para Vortices

Neste capitulo, o foco é a Ref. [57], em que desenvolvemos um procedimento
com o intuito de encontrar a classe mais geral possivel de densidades lagrangianas,
que descrevam generalizacoes dos modelos Maxwell-Higgs abelianos, Chern-Simons-
Higgs e Maxwell-Chern-Simons-Higgs. A investigagdo concentra-se na construgao
de modelos que suportam solugoes do tipo vértices relativisticos, descritos em (2, 1)
dimensoes no espago-tempo, que obedecam a condicao de estresse nulo e que nos le-
vem a equacoes diferenciais de primeira ordem, que sao compativeis com as equacoes
de movimento. Como veremos, os resultados deste estudo revelaram vinculos que
restringem a escolha das densidades lagrangianas, contudo nos ajudam a introduzir
uma funcao auxiliar, que permite calcular a energia sem que a forma explicita das

solugoes sejam conhecidas.

5.1 Voértices no Modelo Maxwell-Higgs Generali-

zados

Aqui a generalizacao se d4 tomando a dinamica nao canénica [96]. Para tanto,
consideraremos a agao generalizada para o campo escalar complexo ¢ e o campo de
gauge A,, em (2, 1) dimensoes no espaco-tempo, com métrica de Minkowski, 1, =

dlag(+a ) _)7 ou Sejaa

S = /d?’xE(X, Y, |el), (5.1)

sendo
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- 1
X =D,pD,p e Y = _ZFWFW’ (5.2)

onde D, = 0, +ieA,, F,, = 0,A, — 0,A,, ¢ é o campo escalar complexo e A,
o campo de gauge. A barra sobre os objetos representa o complexo conjugado. A
variacao da agao (5.1), com relagdo aos campos ¢ e A,, nos da as equacoes de

movimento

D, (LxD"p) = (5.3a)

®
L
2,@, |l

0 (LyFM™) = J,
(5.3b)

sendo a corrente J, = ieLx (D, o—¢D,p). Aqui, usamos a notagao, Lx = 0L/0X,
Ly = 0L/OY, e L), = OL/0|p|. Podemos abrir as Eqs. (5.3) em componentes, da

seguinte forma

1
Lx D, D"p+ 2Lxx D" o R(Dapd, D*¢) — iﬁxyD“goFagﬁuFaﬂ

® ®
= "L, — Lxi, /DR —0 , 5.4a
2l¢] ] X|p| P (|¢| i > ( )

1 .
Ly0,F" — §£ny“”FagauFaﬁ + 2Ly x F*™ R(Doipd, D)

=1 Lo Eoe). (5.4b)

Nestas equagoes, $(z) expressa a parte real de z. O tensor energia-momento 7,

para este modelo generalizado é

Tuu - 'CYFMAFAV + ﬁx(DM(,OD,,QO + DVSODM()O) - 77;w£~ (55)

Para solugoes estaticas, a componente temporal da Eq. (5.4b), a qual é a versao
da lei de Gauss para este modelo, é compativel com Ay = 0. Portanto, os vértices

Maxwell-Higgs generalizados sao eletricamente neutros [32, 88]. Desta forma, as
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componentes do tensor energia-momento que sobrevivem sao

TOO = —E, (56&)
T12 = Tglﬁx(Dl(pDQQO—i—DQQODlgD), (56b)
T = LyB*+2Lx|Dipl*+L (5.6¢)
T22 == EyB2 + 2,Cx|D2(,0|2 + ,C (56d)
E, como usual, o ansatz para investigacao de vortices é

o(r,0) = g(r)e™, (5.7a)

- 0
A = — — 5.7b
ola(r) —nl, (5.7b)

sendo r e # as coordenadas polares e n um numero inteiro que representa a vor-
ticidade. As condigbes de contorno, que as fungoes a(r) e g(r) devem obedecer,
sao

g(0) =0, a(0) = n, Tli_)rgo g(r) =, Tli_>r(r>10 a(r) =0, (5.8)
e v como sendo o parametro que assegura a quebra de simetria, de forma que os
valores em a(0) = n e ¢g(0) = 0 evitam singularidades na origem, e os valores

assintéticos a(oo) = 0 e g(o0o) = v garantem que a energia seja finita. Com o ansatz
Eq. (5.7), as fungoes X e Y na Eq. (5.2) tornam-se

2.2 12
X:—<g'2+ag) e Y=-2_ (5.9)

r? 2e2r2’

onde “¢'” expressa a derivada da funcao g com relagao a r. Além disso, o campo
magnético B = —F'? como dado no capitulo 3, é B = —ad’/er e o fluxo magnético

quantizado é

_ (5.10)

Com o ansatz dado pelas Egs. (5.7), as Egs. (5.3) tornam-se
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(rCxg) Lxa’g 1
LIy Ly = 0 (5.11a)
r(ﬁy%> —22Lyag® = O. (5.11b)

Abrindo em componentes as equacoes acima, temos

L
Lxg" + (ﬁxxX, + LxyY' + Lxjp19" + TX> g -

L
Eya// + (ﬁyxX’ + EyyY/ + Ey|¢|g/ — TY) Cl/ — 2€2£Xag2 = O,

sendo
a’qd  adg®  a’g?
r I/
X' = —Q(gg—l— - + o 7“3>’ (5.13a)
1 CL/CL” CL/2
/ JR—
Y' = —;( i F) (5.13b)
A componente Tyg do tensor energia-momento nao sofre mudanca com a introducgao
do ansatz Egs. (5.7), ou seja, Too = —L. As componentes restantes tonam-se
2 2
Tyo=Lx (g'2 — %) sen(26), (5.14a)
r
a/2 5 a292
Ty =Ly -5t 2L x (g’ cos?f + —28en20) + L, (5.14b)
e?r r
a/2 ) a292
Ty = Ly 55 T 2L x (g’ sen?6 + 5 00829) + L. (5.14c¢)
e’r r

Das equagoes acima, vemos que Ty # Thy. Mas, usando a matriz de rotagao em

coordenadas polares, é possivel mostrar que T,y = 0 e que,

12

a 2 a2g2
T =Tp=Ly—55+2Lx (§"+— ) + L. (5.15)
e’r r
Desta forma, vemos que em um sistema de coordenadas polares, as componentes
espaciais do tensor energia-momento nao dependem do angulo 6.
Na sequéncia, fazemos uma reescala na coordenada radial r, de tal forma que

r — z = M\ e aplicamos nas funcdes a(r) e g(r). De modo que X — XW =

71

(5.12a)

(5.12b)



MNX(z) e Y = YW = XY (2), onde X(z) e Y(z) sdo agora, funcdes da varidvel
z. Substituindo essa reescala nas Eqs. (5.9), temos como resultado que a energia
E — EW fica

EW = —27r/ rdr L(XV, YV g™y (5.16a)
0

_ _on / T rdr NRLOZX (2) Y (2), g(2)). (5.16b)

Assim, E®W deve ser minimizada para A = 1. Logo, a condicio dEW /OA|x=1 = 0
nos leva a

/ rdr (£ — LxX —2LyY) = 0. (5.17)
0

Portanto, sob reescala, a equagao acima é uma condigao para que as solucoes sejam
estdaveis. Observando as componentes do tensor energia-momento, Eq. (5.14), para

que 7T}, seja axialmente simétrico, ou seja, independente do angulo 6, devemos tomar

Isto faz com que X = —2¢” = —2a?g?/r?. Levando isto em conta, observa-se da
Eq. (5.14a), que T1o = T5; = 0 e que
a/2
Tll = T22 = ﬁy 5 2 + 2£X_gl2 + L. (519)
e’r

Temos, da conservagao do tensor energia-momento 9,7"" = 0 que T1; = Ty = C,
sendo C' uma constante. Entao, para que a condigdo Eq. (5.17) seja satisfeita,

devemos ter T, = Ty = 0 concluindo que

L—LxX —2LyY =0. (5.20)

Esta tltima condigao constitui um vinculo entre as funcoes a(r), g(r), a'(r) e ¢'(r).

Derivando a expressao acima, encontramos

1 Lxa? 1 a a"\’
2¢' ;(rﬁxg,)/ - );2 g + Eﬁlwl} + 22 [7‘ <£Y7) - 2625)(@92} =0, (5.21)

Nota-se que esta uiltima expressao contém as equagoes de movimento Eqgs. (5.11).
Usando a Eq. (5.18) na (5.20), podemos escrever uma equagao de primeira ordem
para a(r) na forma de uma expressao algébrica do tipo M (a’/r,a/r,g) = 0. Logo, a

Eq. 5.20 é uma equagao de primeira ordem.
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O comportamento das solugdes a(r) e g(r), préximo a origem, podem ser apro-

ximados por

ao(r) = n — ap(r) e go(r) = go(r), (5.22)

onde consideramos apenas os termos de primeira ordem em ag(r) e go(r). Estas
~ Ar", dada
pela Eq. (3.32a) da Sec. 3.1 do Cap. 3, independentemente de qualquer que seja

aproximagoes mais a Eq. (5.18), fornece a mesma expressao go(r)

a forma da densidade lagrangiana. Entretanto, o comportamento de ag(r) nao é
geral, é obtido através da Eq. (5.20), que depende explicitamente do modelo em
consideragcao.

Para obter a densidade de energia ¢, partimos do fato de que para esse sistema
Too = —L = ¢, onde Tpyy é dado pela Eq. (5.6a). Portanto, substituindo a Eq. (5.18)

na expressao para £, Eq. (5.20) temos

aQ

+2Lxg"”. (5.23)

EZZAEY
€2T2

Vemos nesta ultima equacao que a densidade de energia depende apenas das deri-
vadas primeira das fungoes a(r) e g(r). Portanto, podemos escrever a densidade de
energia da seguinte forma

/ !/ /
a a /9

e=Ly———+2Lxrg (5.24)
e’rr

-
Este é um fato de extremo interesse, pois permite o uso de uma funcao auxiliar
W = W/(a,g), em que considera-se
CL/
Wa = EYT (§ Wg = QEXTg,, (525)
e’r
lembrando que W (a, g) deve obedecer ao vinculo W, = 2L xag para ser compativel

com a Eq. (5.18). Desta forma, a densidade de energia pode ser escrita como:

1dW
= 2
T (5.26)
e a energia total E fica dada por
E = 27|Wla(o0), g(o0)] — Wla(0), g(0)]|. (5.27)

As condigoes de contorno das Egs. (5.8) mostram que E = 2x|W(0,v) — W (n,0)]|.
Esta é uma novidade importante do procedimento, em que mostra que o formalismo
de primeira ordem nao sé facilita a tarefa de obter solugoes, como também permite

calcular a energia com exatidao, sem sequer conhecer as solugoes para os campos ¢
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e A,. A questdo é como calcular W = W(a, g). A resposta depende do modelo em
consideracao, como comentaremos mais adiante.

Antes de usar as equacoes de primeira ordem, é necessario verificar sua compati-
bilidade com as Egs. (5.11). Em particular, tomando a raiz quadrada da Eq. (5.18),

a qual resulta em ¢’ = ag/r, a Eq. (5.12a) torna-se

!/

1
Sglx+ L (Lxx X'+ LxyY' + Lxin™2) + 5L = 0, (5.28)

onde X’ e Y’ indica a derivada radial das fungdes X e Y Egs. (5.9). Usando a
equagao de primeira ordem Eq. (5.18) na Eq. (5.13a), obtemos

2.2 /.2
X' =4 {%(a—l)—kaaf].

(5.29)

r3 r
Como usamos a equagao de movimento Eq. (5.11a), para encontrar o vinculo Eq. (5.28),
poderiamos deduzir que a equacao de movimento Eq. (5.11b) nos levaria a outro
vinculo. No entanto, sendo a Eq. (5.28) satisfeita e usando as equagoes de primeira
ordem Eq. (5.18) e Eq. (5.20), vemos, a partir da Eq. (5.21), que a equagao de mo-
vimento Eq. (5.11b) é diretamente satisfeita. Portanto, a compatibilidade entre as
equacoes de primeira ordem e as equacoes de movimento é verificada.

A Eq. (5.28) mostra que nem toda densidade lagrangiana suporta solugoes com
stress nulo. As densidades de lagrangiana que atendam a tais solugoes nos dao uma
equagao na forma [I(a”,d’,a,g,7) = 0. No entanto, se for possivel, pode-se usar a
equagao de primeira ordem, Eq. (5.20) para isolar ¢’ como uma funcdo de a, g e r,
de modo que a Eq. (5.28) torne uma restrigao na forma I(a,g,r7) = 0. Em geral,
esse vinculo s6 pode ser testado, depois que as solugoes das equagoes de primeira
ordem Eq. (5.18) e Eq. (5.20) forem encontradas e fazendo I(a, g,r) = 0. Um modo
de saber se as solugoes satisfazem o vinculo, a priori, é interpreta-la como uma
equacao diferencial. Isso pode ser feito, considerando as densidades lagrangianas,
que levam a um vinculo, que resulta em uma equagao diferencial cuja variavel é g.
Isso acontece quando a restricao I(a,g,r) = 0 depende apenas de g. Neste caso,
é possivel calcular como o campo escalar se insere na densidade lagrangiana. No
entanto, o termo com Lxx e Lxy tornam a constru¢ao de modelos analiticos muito
dificil, porque nao é possivel escrever explicitamente r e a em termos de g. A seguir

mostraremos um caso para esclarecer esta discussao.

5.1.1 Modelo com Abordagem Numérica

Um exemplo que podemos considerar é a densidade lagrangiana,
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L=—-aX*+Y —V(lg|), (5.30)

sendo o uma constante real. Substituindo a densidade lagrangiana dada acima na
Eq. (5.28), esta torna-se

+8a—(a—1) = =V, (5.31)

lembrando que estamos considerando a Eq. (5.18). Podemos tentar eliminar r e a

na equagao acima. Para isto, usamos a equagao Eq. (5.20), a qual nos d4

—— =V —da—. (5.32)

Esta ultima expressao pode ser escrita como a’ = ery/2V — 8aa’g*/r* que, quando
substituida na Eq. (5.31), temos

2.3 4
— 120{6% 2V — SOza
r r

1 3.3 1
+8a L (a—l):§

4
Portanto, embora seja possivel resolver o problema usando as equacoes de primeira

9
4

v, (5.33)

r

ordem Eq. (5.18) e Eq. (5.32), é impossivel encontrar um potencial para a Eq. (5.33)
analiticamente, visto que r e a aparecem na restricao acima. E claro que é possivel
usar uma abordagem numérica para calcular o potencial da equacao acima, de forma
que a densidade lagrangiana que atenda a restricao acima, seja apenas numérica,
ou seja, sem uma expressao analitica para o potencial. Observe que, se a solugao
¢é conhecida, pode-se escrever r e a como fungoes de g e determinar o potencial na
equacao acima. Entretanto, o objetivo deste trabalho é encontrar uma classe mais
geral de densidades lagrangianas, que permitam o cdlculo da energia sem que as
solugoes analiticas, na auséncia de stress, sejam conhecidas. Entao, vemos que a
unica possibilidade de fazé-lo é tomando expressoes lineares em X, com um fator

que dependa apenas do campo escalar.

5.1.2 Modelo com Abordagem Analitica

Propomos a seguinte densidade lagrangiana:

L= K(e)X +G(Y,[el). (5.34)

Com a expressao acima, a Eq. (5.28) passa a ser

a'g 1
K+ -G = 0. .
T 50 0 (5.35)
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Usando a Eq. (5.20) obtemos

G —2YGy =0. (5.36)

Esta é uma equagao algébrica para Y em funcao de ¢ e aqui, recordamos a recente
investigagao [54], que lida com questoes semelhantes. Portanto, podemos usar a

forma explicita de Y na Eq. (5.9) fazendo

1 a/?
—Y =55 = Versllel), (5.37)
onde Vgs¢(|¢|) é o potencial efetivo associado ao modelo proposto. Com a expressao

acima pode-se escrever uma equagao de primeira ordem para a fungao a(r) dada por

a'Jr=—e\/2Vesy, (5.38)

que, quando substituida na Eq. (5.35), nos d4& um novo vinculo entre as fungoes

K(lel, Vers(J|) € ¢ da seguinte forma,

2egK \/2Vors — Gy = 0. (5.39)

Aqui, G|y é uma funcao apenas da varidvel g, pois sua dependéncia implicita com
Y é agora escrita, em termos do potencial efetivo, como dado na Eq. (5.37). Esta
equacao pode ser usada para construir a densidade lagrangiana. Note que s6 usamos
a Eq. (5.11a). Neste caso, pode-se mostrar que as Eqgs. (5.18), (5.36), (5.37) e a res-
trigdo Eq. (5.39) resolvem, automaticamente, a equagao de movimento Eq. (5.11b),
como esperado da Eq. (5.21). Para as densidades lagrangianas escritas na forma
da Eq. (5.34), usamos as Egs. (5.25), combinadas com as equagoes Eq. (5.18) e

Eq. (5.38) e encontramos a fungao
Wia,g) = 2 <Gym) : (5.40)
e Y=—V.ps
desde que esta atenda a restricao Eq. (5.39). Assim, se o potencial efetivo é co-
nhecido, a energia pode ser calculada analiticamente. Este resultado mostra que
para modelos na forma da Eq. (5.34), a funcdo W = W (a, g) é dada pela expressao
Eq. (5.40).

Para exemplificar, tomemos o modelo Maxwell-Higgs padrao, em que

K(eh) =1 e G el) =Y = V(lgl). (5.41)

Para encontrar o potencial efetivo que surge do vinculo Eq. (5.39), deve-se primeiro
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resolver a Eq. (5.36) para —Y', que, referente a esse modelo, nos da V.rs(|¢|) =
V(Je]). E, usando a Eq. (5.39), pode-se mostrar que o tinico potencial que é permi-

tido para este caso padrao é o potencial

2

Vile) = 502 = )2 (5.42)

Com este potencial as equacoes de primeira ordem sao

a/

,_ag 2/ 9 2
g=- e " e”(v° — g°) (5.43)

E, a densidade de energia ¢ = Tyo, onde Ty é dado pela Eq. (5.6a), torna-se

e = —X-Y+V
2 2.2
= gar‘g + 2 (v? — %)% (5.44a)

Este é o modelo Maxwell-Higgs, o primeiro modelo relativistico considerado para
vortices. Suas solugoes foram estudadas por andlise numérica nas Refs. [32, 46, 88|,

com energia total £ dada por E = 27|n|v2.

5.1.2.1 Exemplo

Considerando a classe de modelos da Eq. (5.34), é possivel generalizar o modelo

original com uma fungao geral K(|p|) e

G, lel) = =P(le)(=Y)" = V(I¢l), (5.45)

onde s é uma constante real tal que s > 1/2. O caso padrao é facilmente obtido
fazendo-se P(|p|) = K(|¢|) =1, com s = 1.

Neste novo caso, o potencial efetivo obtido através da Eq. (5.36) é

Vorle) = (i) (.48

O vinculo Eq. (5.39), em termos do potencial efetivo dado acima torna-se

dP dv,
<2Veffd_g + (25— 1)P dgff) sV = —2egK\/2Ves, (5.47)

que nos leva a um potencial do tipo
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2 _ o (¥ gs96 K(5 7T
ev’ —e [;7dg2g (g)> | (5.48)

svV2 P(|)

também aqui, v é o parametro envolvido com a quebra de simetria. Nota-se, na

V(lel) = (25 = 1) P(l¢]) (

equagao acima, que nao podemos escolher qualquer funcao P(|¢|). Devido a sua
relagao com V(|e]), P(|¢]) deve ser uma funcao que permita a quebra espontanea
de simetria do potencial. Impomos entao que V' (v) = 0. Nesse caso, as equagoes de

primeira ordem sao

g = Y (5.49a)
,
1
/ ev? —e [Ydg2gK(g)\ =
o _ Jy 4925 K(g)\ ™ (5.49D)
52179 P(g)
Para elucidar este exemplo, tomemos
9 o 2(1-1)
s=3 Pleb=a Ko =1(1F) (5.50

onde « é uma constante que mantém a dimensao do termo P(|p])(=Y)® fixo, e [ é

um parametro real, tal que [ > 1. Neste caso, o potencial Eq. (5.48) torna-se

- () 5

O potencial acima lembra o estudado na Ref. [55], que foi usado para compactificar

27e*®
64a3

V(lel) =

solugoes do tipo kink. Este roteiro proposto nos levou ao estudo de vortices com-
pactos, na referéncia [56]. No entanto, nesta tltima referéncia, a compactificagao
sé acontece por conta da permeabilidade magnética G(|¢|), que aqui chamamos
de fungao P(|y|), de forma que a fungao K(|¢|), na Ref. [56], ndo desempenhava
nenhum papel. Aqui, mostramos como a funcao K(|p|) trabalha para alterar o
comportamento dos vértices através do parametro [, deixando P(|p|) inalterado.

O potencial Eq. (5.51) tem seus minimos localizados em |¢| = v e seu maximo
local em |p| = 0, tal que V0, = V(0) = 27e*0®/64a>. Esse comportamento nao
muda, independentemente da escolha do valor de [. Na Fig. 5.1, mostramos o po-
tencial acima para e, v, = 1, [ = 1 e valores de [ cada vez maiores. Pode-se ver que

um plato aparece entre 0 > |p| < v e se torna mais amplo & medida que [ aumenta.
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Figura 5.1: Potencial da Egs. (5.51), com e,v,a,n =1, com ! =1,2,3,---,12.

Dada as escolhas Eq. (5.50), as equagbes de primeira ordem Eqs. (5.49) séo

escritas como

J = ar—g, (5.52a)
a’ 27et08 g\ 21

S 1 (—) . 52
r 1603 [ v ] (5.52b)

O comportamento destas solugoes préximo a origem, usando as Eqgs. (5.22), é

27et
r
32a3

onde A é uma constante real a ser ajustada a curva. Encontrar solugoes analiticas

go(r) =~ Ar™, (5.53)

ag(r) = n —

para este conjunto de equagoes de primeira ordem Eq. (5.52) nao é uma tarefa
facil. Entao, continuamos nossa investigacao numericamente. No entanto, usando
as equacoes de primeira ordem aproximadas Egs. (5.53), conseguimos encontrar as

expressoes analiticas quando [ — oo para a.(r) e g.(r), dadas por

27e4v8 2
n— re, r<r.
a(r) = 320 (5.54a)
0, r >
4
v(f) exp(w%rf—r2>, r<r,
ge(r) = ‘ bia” | ) (5.54b)
v, r>r,

Nas expressoes acima r. = 4v/6a3n/(9e?v3) é o raio de compactificagao que ocorre

quando ambas as fungoes a.(r) e g.(r) alcancam os valores assintéticos em um valor
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de r finito. No entanto, elas nao sao diferenciaveis, assim nao temos solugoes para as
equagoes de movimento para r — oo. Contudo, na Fig. 5.2 mostramos as solugoes
numéricas para e, v, a,n = 1 e valores de [ cada vez maiores, incluindo a.(r) e g.(r)

para ilustrar como as solugoes se comportam.

Figura 5.2: As funcdes: a(r) (i esquerda) e g(r) (& direita), Egs. (5.52) considerando as Egs. (5.50), com
e,v,a,n=1el=1,2,4,8,16,32 linhas cheias e as Egs. (5.54), linha tracejada.

O campo magnético dado por B(r) = —a'/(er) também é calculado, numerica-
mente, para um valor de [ geral e é mostrado na Fig. 5.3 para varios valores de
[.

Para obter a expressao para a densidade de energia, usamos a Eq. (5.6a) que nos
da

4
B a \3 g\20-1) o 27etf g\ 2\ *
a(r)—oz(\/ﬁer) 4ol (;> R e 1—(5) . (5.55)

A equacao acima deve ser combinada com as solugoes numéricas das equacoes de
primeira ordem Eqgs. (5.52). Na Fig. 5.3, mostramos esta densidade de energia.
Vemos que esta densidade de energia tende a tornar-se uniforme dentro do espaco
compacto 0 > r < r., a medida que o parametro [ torna-se cada vez maior. A
regiao em que 1 > [ < 2 mostra o comportamento da densidade de energia préximo
a origen, o que nao é perturbativo em [ para r — 0. Isto pode ser verificado
analiticamente com a ajuda das expressoes para as fungoes a(r) e g(r) proximo a

origem, como dadas nas Egs. (5.53), que nos conduzem a

27e*®
64a3

_ 8let®

a0 2. 27 221, 2(nl—1)
e (r) = e + 2n vl B%r +

(1= gy, (5.56)

onde 3 = A/v. A expressao acima mostra que, paraum n = 1 e [ = 1, £7¥°(0) =
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1.6

Figura 5.3: O campo magnético B(r) = —a’/(er) (a direita) e a densidade de energia Eq. (5.
querda), ambas associadas as Eqs. (5.52) considerando as condigées Egs. (5.50), com e,v,a,n =
1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,2048, linhas cheias e o limite assintético I — oo e a expressdo, (5.54), linha tra-
cejada.

ot
ot
= Ot
=
—
2
@
P

27e8/(16a3) + 2026% e paran = 1 e | # 1, /™ = 27¢"®/(16a3). Vemos entao
que, perto da origem, o comportamento da densidade de energia como funcao de [
nao é perturbativo. Vale ressaltar que, sem usar o formalismo de primeira ordem
generalizado Eq. (5.27), a energia pode ser calculada através de integracdo numérica
onde obtem-se E ~ 27 para e,v,a,n = 1. Mostraremos, no final desta secao, que
essa energia também pode ser calculada facilmente por integracao direta com o uso
da fungao auxiliar W (a, ¢g) definida pela Eq. (5.40). Para enfatizar o comportamento
da configuracao de voértices descrita acima, na Fig. 5.4, mostramos a densidade de
energia no plano (r,#) para alguns valores de [, incluindo o limite de um valor de
[ — o0.

Figura 5.4: A densidade de energia Eq. (5.55), associadas as Egs. (5.52), mostradas no plano r, 6, com e, v, a,n =
1el=28,32,256, e um valor de | — co.

A partir dos resultados mostrados na Fig. 5.4, em que a cor azul representa a
densidade de energia no plano, vemos da esquerda para a direita que o efeito de
aumentar [ faz com que o vortice encolha para uma regiao compacta, semelhante
a um disco encolhendo suavemente, e isso é diferente do caso da configuracao do

vortice de Chern-Simons, que estudaremos na proxima subsecao.
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5.1.2.2 Outro Exemplo

Outra possibilidade é estudar um modelo de Born-Infeld, inspirado na Ref. [97],
que lembra o modelo para kinks, ALTW [98] e Ref. [54]. Para fazer isso, tomamos

K(]¢|) =1 e escrevemos

G(Y,|g|) = M? — M2\/(1 + QVTgf')) (1 - %) (5.57)

Neste caso, usando a Eq. (5.36), temos o potencial efetivo dado por

Vers(lel) = V(lel). (5.58)

O vinculo Eq. (5.39) torna-se o mesmo do caso padrao, o qual nos da o potencial
dado pela Eq. (5.42) e as equagoes de primeira ordem Egs. (5.43). Pode-se mostrar,

com o uso da Eq. (5.6a), que a densidade de energia é

e = X+M2\/<1+2Vngf|)) (1—%)-]\42

— 2+ ef(v* - gP)> (5.59)

Entao, como esse modelo e o modelo usual dado pela Eq. (5.41) admitem as mesmas
solugoes com estresse nulo e a mesma expressao para a densidades de energia, eles
sao chamados de modelos gémeos.

Voltamos agora a questao do calculo da funcao W, considerando a energia dos
modelos apresentados acima, que sdo todos da classe da Eq. (5.34). Mostramos na
Eq. (5.27) que é possivel usar a fungao W = W (a, g) para o cdlculo da energia sem
conhecer a forma explicita das solugdes. Usando a Eq. (5.40), temos a funcao W

para o modelo Eq. (5.45) dada por

W(a,g9) =a (/Og dj2g K(g) — zﬂ) : (5.60)

Com a sugestao dada pela Eq. (5.50) a funcao W torna-se

W= —av? (1 - <%>2l> . (5.61)

Finalmente, para o modelo Born-Infeld, Eq. (5.57), temos

W =a(g® —v?). (5.62)
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Em todos os casos, consideramos W (0,v) = 0 o valor obtido para energia é
FE = 27|n|v?, ou seja, o mesmo valor obtido para o modelo usual dado pela Eq. (5.41).
Na sequéncia, considerando este formalismo de primeira ordem, vamos introduzir os

vértices Chern-Simons-Higgs.

5.2 Voértices no Modelo Chern-Simons-Higgs Ge-

neralizados

Consideraremos agora a ac¢ao mais geral para o sistema de Chern-Simons:

5= / P [LX,|pl) + e a,Fy, (5.63)

onde X é definido como na Eq. (5.2) e o tltimo termo entre colchetes é o termo de
Chern-Simons. Devemos atentar ao fato que nao podemos considerar uma genera-
lizagao do termo de Chern-Simons nesta densidade lagrangiana, pois a invariancia
de gauge seria quebrada. A variacao da agao Eq. (5.63), em relagdo aos campos ¢

e A,, nos da as equagoes de movimento

Du(LxD"p) = iﬁl@\’ (5.64a)
2[e]
geWFW = (5.64b)

onde a corrente é J, = ieLx(pD,p — @D, ). Abrindo em componentes, a equacao

do campo escalar ¢ Eq. (5.64a), obtem-se

LxD,D"p +2Lxx N (Dap0,D0)D"o + Lxo N (%aﬂgo) D*yp

2
= —Ll 5.65
2|90‘ ] ( )

O tensor energia-momento 7),,, para o modelo generalizado Eq. (5.63), é dado por

Tw/ = ‘CX(D;LQDDVQO + D,,QOD”(P) - TIWL (566>
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As componentes do tensor energia-momento para solugoes estéaticas sao dadas por

Too = 2Lxe® AZ|pl* - L, (5.67a)
Ty = —AoJi e Ty = —Ayl, (5.67Db)
Tio = Ty = Lx(D1pDyp + DypDi), (5.67c)
Ty = 2Lx|Dipl* + L, (5.67d)
Ty = 2Lx|Dypl* + L, (5.67¢)

No caso de solugoes estaticas, diferentemente dos vortices de Maxwell estudado
na secao anterior, nao podemos, para a lei de Gauss - componente Temporal da
Eq. (5.64b), tomar Ay = 0. Portanto, os vértices Chern-Simons-Higgs sao eletrica-
mente carregados. O fato de que Ag # 0 implica em Ty e T diferentes de zero,
tornando os vortices Chern-Simons com momento também diferente de zero. Toma-
mos o ansatz Eqgs. (5.7) e as condigbes de contorno Egs. (5.8), consideramos Ay uma
funcao que dependa apenas da coordenada radial r e o campo elétrico como dado
por (E,, E,) = E' = 0"'Ay = —Ajz"/r. Neste caso,

X = g2 Ay — (9% + d’g*/r?), (5.68)

como nao alteramos o ansatz, o campo magnético continua sendo B = —Fjp, =
—ad’/(er) e o fluxo magnético também obedece a quantiza¢do na Eq. (5.10). Da

componente temporal da Eq. (5.64b), nota-se que Ay obedece ao vinculo,

K B

= — 5.69
07 2Lxe? |2 (5.69)

Este vinculo é o responsavel pelos vértices Chern-Simons serem carregados [13, 14].
A carga elétrica é dada por @ = 27 [ rdrJ°. A equagao acima nos permite escrever

a carga em termos do fluxo magnético Eq. (5.10) como

Q = —kd (5.70)

desta forma, mostra-se que a carga elétrica é uma quantidade quantizada. As

equagoes de movimento Egs. (5.64), com o ansatz Egs. (5.7), e considerando Ay =
Ap(r), sao
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L 2 1
(r ;(9) +£X9<62A3_Z_2) + =Ly = 0, (5.71a)

2
! 2L 3 2A
G LEEXCT R ), (5.71h)
T K
2L 2
A =X (5.71c)
RT

A equagao de movimento para o campo escalar Eq. (5.71a) pode ser expandida,

como feito com a Eq. (5.65). Isso resulta em

a2

" / ;L / 1
Lxg" + (EXXX + Lx|p19 + TX> g+ Lxg (62A8 — ) + §£|¢|. (5.72)

r2

Ao analisar as componentes do tensor energia-momento, encontramos outra di-
ferenca entre esse modelo e o estudado na secao anterior. L&, a componente Tgg
nao sofria mudanca na sua forma explicita, pois independente do ansatz Tog = —L.
Aqui, devido ao fato de que Ay # 0, a introdugao do ansatz Egs. (5.7) provoca uma
mudanga na forma explicita da componente Ty da Eq. (5.67a). Portanto, as com-

ponentes do tensor energia-momento para este modelo Egs. (5.67), considerando as
Egs. (5.7), s@o

Too = 2Lxe*g*Ai— L, (5.73a)
ZA
Tn = —2Lx 9 % send), (5.73b)
2A
T = 2Lx eagr % cos, (5.73¢)
a2g?
T = Ty = Lx <g/2 - 7) sen(26), (5.73d)
a2
T, = 2Lx (g'2cos29 + —286n28) + L, (5.73e)
r
a2
Ty, = 2Lx (g'2sen20 + —200826) + L. (5.73f)
r

Agora, usamos o mesmo procedimento, como feito na secao anterior, para solugoes
com tensao nula e reescala da energia. A condigao de tensao nula nos conduz a

Tis = Ty, = 0, a qual resulta na Eq. (5.18) e no reescalamento na energia, para
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mostrar que 77, = Ty = 0, nos leva a
L+2Lxg*=0. (5.74)

Pode-se derivar a equacao acima em relagao a r, usar a equacao de primeira ordem
Eq. (5.18) e a vers@o da Lei de Gauss Eq. (5.71b) para obter

\/ 2 1
o (TExIV L pog(az— S+ L,
r 72

2
/ 2£ 2
_ ke (Afo . _9) _o. (5.75)
er RT

A equagado acima apresenta o mesmo fato que na Eq. (5.21) para os voértices de
Maxwell-Higgs: contém as equagoes de movimento Egs. (5.71), exceto a lei de Gauss
Eq. (5.71b), que foi obtida com o auxilio da Eq. (5.69). Considerando as equagoes
de primeira ordem, Eqgs. (5.74), (5.18) e (5.71b), podemos escrever a densidade de
energia Eq. (5.73a) como

I{Z al2

— 4+ 2Lyxg> (5.76)

£= —/——
2L xetg? r?

Entao, também como nos vértices de Maxwell, vemos que a densidade de energia
depende apenas das derivadas das fungoes a(r) e g(r). Logo, podemos usar a fungao

auxiliar W = W (a, g) e tomar

kK2 d

W, = ———
2Lxerg? r

e W,=2Lxrg. (5.77)

No entanto, como ja foi mencionado, W deve obedecer ao vinculo W, = 2Lxag para

ser compativel com a Eq. (5.18). Além disso, a Eq. (5.71b) nos permite escrever

W, = —kAp/e. Neste caso, a densidade de energia pode ser escrita como
1dw
e a energia total é dada por
E = 2r|Wla(o0), g(o0)] = Wla(0), g(0)]]. (5.79)

Devido a semelhanca no procedimento deste caso, com aquele estudado na secao
anterior, omitimos aqui alguns detalhes do procedimento de se chegar a energia
total E.
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A condigao de tensao nula fornece as equagoes de primeira ordem Eqs. (5.18)
e Eq. (5.74). No entanto, precisamos encontrar solugoes para trés fungdes: Ag(r),
a(r) e g(r). Assim, devemos usar as Egs. (5.18) e Eq. (5.74) com uma das equagoes
de movimento Eq. (5.71) para resolver o problema. Nota-se entao que duas das
equacoes de movimento constituem um vinculo que relacionam estas fungoes. Mas,
antes de prosseguir, deve-se verificar a compatibilidade das equagoes de primeira
ordem Eq. (5.18) e Eq. (5.74) com as equagbes de movimento Eqs. (5.71). Usando
¢ = ag/r na Eq. (5.72) ficamos com
ag , 9 2e 4 a’q? 1
7£XXX +e*AggLlx (AO — ;g ,CX) + Fﬁxw + §‘C|<P\ =0, (5.80)
onde X’ representa a derivada radial da fungdo X. Usando a Eq. (5.75), pode-se
mostrar que a equacao de primeira ordem Eq. (5.18) junto com a Eq. (5.74) e a
equagao de movimento Eq. (5.71b), nos modelos que obedecem a equagao acima,
implicam que a equagao de movimento Eq. (5.71c) seja automaticamente resolvida.
Além disso, com argumentos semelhantes a se¢ao anterior, obtemos da Eq. (5.80),
que um caminho para construir analiticamente a densidade lagrangiana é considerar
nesta, apenas modelos com dependeéncia linear em X. Portanto, até o momento, a

densidade lagrangiana mais geral que permite ser construida analiticamente é
L=K(le)X =V(lel), (5.81)

onde K(|¢]) é uma fungao adimensional. Este modelo foi estudado na Ref. [95]. No
entanto, daremos aqui uma outra abordagem no estudo da densidade lagrangiana

acima. Neste caso, a Eq. (5.80) torna-se

2¢3 1 1
A2 gK — “—gP Ay K + S AT Ky — 5V, =0, (5.82)
K

Da Eq. (5.74), obtemos a equagao

Vi(g)
9*°K(g)

edy = (5.83)

Colocando a equagao acima na Eq. (5.82), pode-se mostrar que o potencial e a

fungao K (|p|) estao relacionados pela equagao
d Vo) o 2 % (5.84)
dg K| &k g '
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Resolvendo esta ultima equagao para o potencial, temos

o ol ?
V(lel) = lelK (el (vQ—/O d§/2§/K(§)> : (5.85)

Novamente, como na se¢ao anterior, v é o parametro envolvido na quebra de sime-
tria. Nota-se que nenhuma fungao K(|¢|) permite que haja quebra de simetria do
potencial. A solugao é impor que V(v) = 0. Neste caso, a Eq. (5.18) e a com-
binagao das Egs. (5.71b) e Eq. (5.83), para o potencial acima, nos dao as equagoes
de primeira ordem

/ ag

i 5.86
g . (5.86a)

L 2¢g°K(g) (ﬁ - /Owl d§2§K(§)> . (5.86h)

S

K2

Usando a forma do potencial dada pela Eq. (5.85), as Eqgs. (5.77) e a Eq. (5.83),

pode-se mostrar que a funcao W é

W(a, g) = —av* +a /Og dj23q K(g). (5.87)

Assim, considerando que W (0,v) = 0, a energia para este modelo, Eq. (5.81), com
potencial Eq. (5.85) é E = 2m|n|v?. Alguns exemplos que se enquadram na classe
de modelos estudados acima podem ser encontrados em Ref. [96]. Em particular,

podemos incluir um novo modelo, que sera discutido a seguir.

5.2.1 Modelo Um

Para este modelo, define-se

K(lel) = (L}—‘)erf (U) (5.88a)
vie = S () e () {1k ()" owe () - o () ]}

Essas fungoes sdo compativeis com o vinculo da Eq. (5.84). O potencial acima

4

apresenta um minimo em |p| = 0 e outro em || = 1. Entre estes minimos, existe
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um maximo, dificil de ser calculado analiticamente. No entanto, para e,v,x = 1,

obtivemos o méximo localizado em |¢| ~ 0,596. Na Fig. 5.5, exibimos esse potencial.

0.034
V(lol)

lol

Figura 5.5: Potencial da Eq. (5.88b), com e,v,xk = 1.

Neste caso as equagoes de primeira ordem Eqs. (5.86) tornam-se

g = — (5.89a)

e O O () e () () )

| |

(5.89D)

O comportamento das Egs. (5.89) sao mostrados na figura abaixo, Fig. 5.6, para

e, v,k = 1.

Figura 9.6: A fungdo a(r) ( direita) e g(r) (3 esquerda), Eqs. (5.89), com e, v, s = 1.
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Calculando a densidade de energia temos como resultado que

Ry gy @ 9\, 2 (9 2
e= ol (;>ﬁ+2(5) In (5)9 . (5.90)

Na Fig. 5.7 mostramos a densidade de energia Eq. (5.90), o campo elétrico e

magnético dados por E = A, e B = —d’/(er), respectivamente.

0.08 0.084 0.08

E(r) 004 B(r) 0,04 £(r) 004

Figura 5.7: 0 campo elétrico (& esquerda), o campo magnético (no centro) e a densidade de energia (& direita),
para as solucdes a(r) e g(r) das Egs. (5.89), com e, v,k = 1.

A energia total pode ser calculada a partir de W = W (a, g) que neste caso é dado

W(a,g) = av® {1—16 (%)4 [8 In? (%) ~4ln (%) + 1] - 1} . (5.91)
E isto nos dad E = |AW (a, g)| = 27|n|v?.

por

5.2.2 Modelo Dois

Outros exemplos de modelos generalizados do tipo Chern-Simons surgiram re-
centemente como, por exemplo, na Ref. [99]. Em particular, o segundo modelo
ali investigado é muito interessante, pois dé origem a voértices compactos do tipo
Chern-Simons, com a densidade de energia sendo reduzida a uma regiao do tipo de
um anel no plano (r,6). O modelo Dois é construido partindo-se da Eq. (5.81) e

considerando-se:

we = () (5.920)

xmw>=Z§§(%me—(%512, (5.92)
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onde [ > 1 é um numero real, com [ = 1 nos levando ao modelo Chern-Simons

padrao. O grafico do potencial acima é mostrado na Fig. 5.8.

v(lel)

L]

Figura 5.8: Potencial da Eq. (5.92b), com e,v,k = 1.

Nota-se que a expressao para K (|¢]), Eq. (5.92a) é exatamente a mesma que usa-
mos antes na Eq. (5.50) para o sistema Maxwell-Higgs. Para este caso, as equagoes

de primeira ordem Egs. (5.86) tornam-se

g = Y (5.93a)
.

-2 h- 0] )

As equacoes de primeira ordem acima sao muito dificeis de serem resolvidas ana-

S

liticamente para um [ geral. Partimos entao, primeiramente, para o estudo do
comportamento das fungoes a(r) e g(r), quando r — 0 e r — oo. Préximo a origemn,
em primeira ordem de @, g e com n = 1 temos a(r) =1 —a e g(r) = g, o que nos

leva a

12041)

[+1

Do mesmo modo acontece, quando r — oo temos a(r) = a e g(r) = 1 — g que resulta

em

~ 2lrK;(2lr), (5.96)
~ Ky(2r). (5.97)

Q

Nt
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Nesta ultima equagao, Ky ;(2) é a fungdo de Bessel modificada do segundo tipo. O
comportamento assintotico das fungdes a(r) e g(r) mostram que estas se aproximam
de suas condigoes de contorno cada vez mais rapido, a medida que [ aumenta. Assim,
as solucoes tendem a se tornar compactas, a medida que os valores de [ aumentam
cada vez mais. Ainda que para um [ geral as solugdes analiticas para as Eqs. (5.93)
sao dificeis de serem encontradas, descobrimos que, para um [ — oo, tais solugoes

tendem a obter o perfil compacto do tipo

17 r S 7nC

a.(r) = (5.98a)
0, 7r>re.
o TSTe

ge(r) = ¢ (5.98D)
1, >,

A Fig. 5.9 mostra o comportamento das func¢oes dadas pelas Eqgs. (5.93), com
e,v,k,n =1, para l = 1,2,3,5,7,10,40 e um valor de [ muito grande, Eqgs. (5.98).
Nota-se na Fig. 5.9 que a curva para um [ = 1 é a mais distante da regiao compacta
a medida que [ aumenta as curvas vao se aproximando desta regiao até que para um

[ muito grande a curva delimita a regiao compacta.

0 0
[ 2 4 0 2 4

Figura 5.9 A fungio a(r) (& esquerda), a funcdo g(r) (3 direita), para as solucdes das Eqs. (5.93), com
e,v,k,n=1,1=1,2,3,57,10,40, linha sélida e um valor muito grande de I, linha tracejada.

A densidade de energia é escrita como

SEEC -] e

Na Fig. 5.10, mostramos a densidade de energia dada acima, o campo magnético e

o campo elétrico para o modelo dado pelas Eqgs. (5.92).
Observa-se na Fig. (5.10) que conforme o aumento de [, o campo elétrico, o
campo magnético e a densidade de energia ficam cada vez mais altas e mais finas,

tendendo a uma delta de Dirac. Estas quantidades tendem a tornar-se compactas,
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20+ 20

E(r) B(r)

20

e(r)

Figura 5.10: O campo elétrico (a esquerda), o campo magnético (no centro) e a densidade de energia (& direita),
para as solugdes a(r) e g(r) das Egs. (5.93), com e,v,s,n=1el=1,2,3,5,7, 10, 40.

vivendo em uma regiao estreita em torno de r = r.. Em particular, a densidade de
energia comporta-se de tal forma que a energia total obtida por integracao numérica
¢ sempre préoxima a 27, independentemente do valor de [. Pode-se concluir entao
que o vortice tende a se tornar compacto a medida que [ aumenta para valores cada
vez maiores, sobrevivendo apenas dentro de um anel estreito em torno de r = r..

Este caso foi mostrado na Ref. [99] em que a densidade de energia do vértice
compacto encolhe para uma regiao semelhante a um anel. Ilustramos este fato
na Fig. 5.11 para alguns valores de [, em que tal densidade é representada, no
plano (r,0), pela cor azul. Notamos que o efeito de aumentar [ para fazer o vértice
se restringir a uma certa regiao ¢ muito mais significativo do que aparentava no
caso anterior com o estudo do modelo Maxwell-Higgs. Além disso, o efeito aqui é
diferente, uma vez que a densidade de energia encolhe para uma regiao como a de
um anel e nao para a regiao parecida com um disco, como aquela que é mostrada
na Fig. 5.4.

Na Ref. [99], a energia do vértice foi calculada numericamente. Aqui, no entanto,
com o formalismo desenvolvido acima, podemos usar a fungao W que é dada pela

Eq. (5.91) para obter a energia total da configuragao de vértice.
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Figura 9.11: A densidade de energia Eq. (5.99) (na cor azul), associadas as Egs. (5.93) mostradas no plano
r, 0, com e,v,a,n=1el=1,2 3,10, e um valor muito grande de .

Vemos que, em termos de a(r) e g(r), a fungao W (a, g) pode ser escrita como

W(a,g) = —av® {1 - (%)zl] . (5.100)

Isto é tal que, a energia total torna-se E = 2rm|n|v? e parav =1 e n = 1, tem-se

E = 2m, em total acordo com o resultado numérico obtido na Ref. [99].

5.3 Vortices Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Generalizados

Nesta secao vamos considerar uma acao generalizada para o sistema Maxwell-

Chern-Simons, na forma

S = / & [z(x,y,z,|¢|,N) + ZEWAQFM , (5.101)

sendo X e Y dados como na Eq. (5.2) e Z = (1/2)0,NO*N. A introdugao do
campo escalar neutro N vem auxiliar a implementacao do formalismo de primeira
ordem, como obtido nas secoes anteriores. A variacao da agao acima, com relagao

aos campos ¢, A, e N, nos da as equacoes de movimento

Du(LxD"p) = 2L, (5.102a)

2|¢
au(ﬁyFW)JrgeWFW = (5.102b)
0,(Lz0"N) = Ly, (5.102¢)

onde a corrente é J, = ieLx (9D, — ¢D,y). Abrindo em componentes a equagao

para o campo ¢ Eq. (5.102a), para o campo A, Eq. (5.102b) e para o campo auxiliar
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N Eq. (5.102¢), temos respectivamente

LxDHD‘u’(p + Q,CXX§R(DagoauDacp)DMgO—%ExyFa[;(aMFaB)D“Lp-‘r,CXN(auN)D”’QO
= 551 Lip—Lx ol R (50u0) DM o—Lx 7(9aN)(8,0% N) D, (5.103a)
LyduFr* 4 2Ly x R (DapduD@)FPA—L1Lyy Fog(0,FP)FrA 4 Ly 7(0aN)(0,0%N)FHA
= P—EME, Ly R (Z0u0) FP—Ly n (0, N)F# (5.103b)

[l

MLy +  Lz20°NOYN)0uO,N+2Lzx R (DapdyD*0)OHN—LL 7y Fop(8,FP)0rN

= Ln—Lzjo| R (5 0up)HN—LN 0, NOHN. (5.103c)

O tensor energia-momento 7}, para o modelo generalizado, Eq. (5.101), é dado por
Ty = Ly Fuo F* u+ Lx(DypDyp+ Do Do) + L 7(0,N)(9,N) =1, L. (5.104)

Considerando solugoes estaticas, as componentes do tensor energia-momento tém a

forma

Too = LyE?+2Lxe*A3|p> - L, (5.105a)
Ty = LyEyB—AyJi e Toy=—LyEB— Ay, (5.105b)
Tio = Toy=—LyE FEy+ Lx(D19Dyp + DopD1p) — Lz(01N)(9:N), (5.105¢)
T = Ly(B*—(E))?) +2Lx|Dip|* + Lz(0.N)* + L, (5.105d)
Ty = Ly(B*— (Ey)*) +2Lx|Dyp|* + Lz(02N)* + L. (5.105¢)

Nas equagoes acima, usamos as definicées E' = (E,,E,) = —F"% ¢ B = —F!?
para os campos elétrico e magnético como previamente discutido, logo abaixo das
Egs. (5.67). No entanto, para essa nova situacao, a componente temporal da
Eq. (5.102b) indica que o campo magnético B e a componente temporal do campo
de gauge Ay estao relacionados por

kB (rly Ap)

Ay = . 5.106
0 2e2Lx|p|? * 2e2Lx|p|?r ( )

Embora essa expressao para Ay tenha um termo adicional, quando comparada com o
vinculo da Eq. (5.69), pode-se mostrar que a carga ainda pode ser escrita em termos
do fluxo magnético  Eq. (5.10). Sendo a carga elétrica dada por Q = —k® e como

® é quantizado temos que a carga elétrica, para esse modelo, também é quantizada.
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As equagoes de movimento Egs. (5.102), com o ansatz da Eq. (5.7) considerando

Ay = Ap(r), com as condigoes de contorno Ay(0) =0 e Ap(oo) = 0, sdo dadas por

M +£Xg( 242 _2) b3l = 0, (5.107a)
r (E;;d)l — kerAy — 2¢*Lxag® = 0, (5.107b)
M - g"? — 9Ly g?Ay = 0, (5.107c)
M Ly = O (5.107d)

Como feito nas Eqs. (5.102), também as equagoes acima podem ser expandidas em

L 2\ L1
Lxg"+ (/J’X + TX> 9 +Lxg ( AT - %) +t5L = 0, (5.108a)
Lyad" + (Li’ ETY) a' — kerAy —2¢*Lxag® = 0, (5.108b)
£ /
Ly Al + (c’y + TY) A= =% -2 Ly A = 0, (5.108¢)
" / ﬁZ /
L;N"+ (L), + N +Ly = 0. (5.108d)

Wl

Lembrando que indica a derivada com relacao a coordenada radial r e

‘CIX = ACXXX/ + EXyY/ + EXZZ’ + EXNN/ + ACX‘LP||(,0|/, (5109)
Eg/ - ﬁyle —|— ﬁyxX/ —|— L'YZZ’ —|— £YNN/ —|— £Y|<p‘|g0‘l, (5110)
LYy = LzzZ' + Lax X'+ LayY' + LanN'+ Ly |0l (5.111)
Neste caso, como E' = —z'A/r e B = —d/(er), temos

X = 2PA2 - ( + ar—f) , (5.112a)

1 a/?
Y = AP —— 5.112b
2" 0 2e2r2’ ( )

1

= —§N’2. (5.112¢)
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As componentes do tensor energia-momento da Eq. (5.105) tornam-se

Too = LyAp>+2Lxe?g?AZ-L, (5.113a)
Ty = Gm mzxeaguo) sent. (5.113Db)
Tyy = (%Hﬁxeagmo) cost (5.113¢)
T, = [ch( 2_alg ) LyA’Q-&-CZN’Q} sen20, (5.113d)
T = LySep+2Cx (g cos20+224 sen29) (Ly A2 —L7N")cos*0+L, (5.113e)
T = LySp+2Cx (g’2sen29+arg 00529)—(ﬁyA62—[,ZN/2)sen20+E. (5.113f)

Para tensoes nulas temos 175 = T5; = 0, a qual nos da
2Lx (g’2 - g) — Ly AP+ LyN? =0 (5.114)

Usando a equacao acima, temos por consequencia,
a” o, @*g° 2 2

Ty =Ty = EYe%? +2Lx <g +— ) — Ly Ay + LN+ L. (5.115)

Agora, também como feito anteriormente, pode-se fazer uma reescala na energia e

mostrar que Ty, = Ty, = 0, ou seja

2
E a/ (12g2
Y
e2r2

+ QEX (9/2 + 7’_2) — EyAE)Q + ﬁlez +L=0. (5.116)

Pode-se tomar a derivada da equagao de primeira ordem Eq. (5.116) e usar a
Eq. (5.114) para obter

1 , a2 / AN
29 {; (rlxg') + Lxg ( 2A; — —) + £|¢} - —~ [r (Eya > — rer Ay

2y r

— 262£Xa92} — A F(rﬁyA{)) _rd 2 Lxg* A } (5.117)
r er
1 /
—|—N, |:; (T,CzN,) +['N:| :0,

onde mostra-se que a equagao acima ¢ uma combina¢ao das equagoes do movi-
mento Egs. (5.107). Neste caso, temos quatro equagoes de movimento dadas pelas
Egs. (5.107) e apenas duas equagoes de primeira ordem, dadas pelas Eq. (5.114)
e Eq. (5.116). Torna-se necesséario entao encontrarmos mais duas equagoes de pri-

meira ordem para resolver o problema. Antes de prosseguirmos, nota-se que usando
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a Eq. (5.114), a densidade de energia, dada pela Eq. (5.113a), pode ser escrita como
a?

e =2Lx(g” + *g*A%) + Ly —— + LzN". (5.118)
e2r

Supondo que a Eq. (5.18) se mantém e combinando-a com as Eq. (5.114) e Eq. (5.116),
as trés equacoes de primeira ordem sao dadas como

2.2
/2 a~g

—— =0 (5.119a)

Ly A — LN = 0, (5.119b)
Lya”

L+2Lxg” + 220 = 0. (5.119¢)
er

Aqui, observa-se que as Egs. (5.119) s@o as unicas equagoes de primeira ordem
possiveis. No entanto, elas nao sao suficientes para resolver o problema completa-
mente, porque temos que encontrar solugdes para as fungoes a(r), g(r), N(r) e Ao(r).
Portanto, na classe dos vértices generalizados de Maxwell-Chern-Simons Eq. (5.101),
o uso de uma das equagoes de movimento Egs. (5.107) torna-se necessario.
Considerando a lei de Gauss Eq. (5.107¢) para o nosso modelo, podemos escrever

a densidade de energia como

12

Ly AgAp)
(rLy Ao Ap) +2£Xg/2+£Y%+£ZN/2‘ (5.120)

e= UEY20 %) poar?

T er

kApad

Agora, usamos as equagoes de primeira ordem Egs. (5.119) e tomamos a fungao

auxiliar W = W (a, g), tal que

W,=Ly———— e W,=2Lxrg. (5.121)

Por consequéncia, a densidade de energia pode ser escrita como uma derivada total
do tipo

€= %%[TﬁonAg + W(a,g)]. (5.122)
uma vez que o primeiro termo se anula, quando integrado em todo o espaco, a

energia ¢é entao, dada por
E = 27|Wla(o0), g(o0) — a(0), g(0)]]- (5.123)

Assim, mais uma vez é verificado que este formalismo ajuda a calcular a energia sem

o conhencimento prévio das solugoes. Omitimos aqui alguns detalhes ja que o pro-
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cedimento para se chegar a Eq. (5.123) foi bastante explorado nas se¢oes anteriores.
Veja por exemplo a Sec. 5.1.

Para verificar a compatibilidade das equagoes de primeira ordem Eqs. (5.119),
com as equagoes de movimento Egs. (5.107) consideramos ¢’ = ag/r na Eq. (5.107a)

para obter

a a 1
“gLx + 7%;( + 2 Lx gAT + 5 L1 = 0, (5.124)

sendo L'y dado pela Eq. (5.109). Lembrando que esta iltima equagdo vem da
equagao de movimento Eq. (5.107a), pode-se mostrar que, se as equagoes de pri-
meira ordem Egs. (5.119) sdo compativeis com duas das outras trés equagoes de
movimento Eqs. (5.117), concluimos que todas as equagbes de movimento dadas por
Egs. (5.107) sao satisfeitas. Isso significa que uma das equagoes de movimento é
uma identidade. Neste ponto, atuando da mesma forma que nas prévias segoes, se
quisermos construir um modelo com densidades lagrangianas por meio de solugoes
analiticas que suportam o procedimento Eq. (5.123), podemos tomar o caminho de
ajustar Lxx = Lxy = Lxz = Lxy = 0 e Lxj, = Kjy|(J¢|) para obter uma
restricao que dependa apenas das funcoes g e N, as quais representam os campos
escalares. Como estamos lidando com dois campos escalares no modelo, um segundo
vinculo é necessario para determinar completamente como os campos escalares de-
vem aparecer na densidade lagrangiana. Para procura-lo, vemos que as Eq. (5.107c¢)
e Eq. (5.107d) produzem

1 !/
S[rLoN' — Ly Ay + % 4262 Lxg* Ay + Ly = 0. (5.125)

Agora, usamos a Eq. (5.119b) e tomando Ly = Lz, temos Aj = N’. Desta forma,

a Eq. (5.125) restringe o campo N na densidade lagrangiana.

5.3.1 Modelo Mais Geral

Diante do exposto na subsecao anterior podemos concluir que, até o momento,
o modelo mais geral que permite uma construcao analitica é dado pela seguinte

densidade lagrangeana:
L=K(e)X +GU,|pl,N); com U=Y+2Z. (5.126)
Para esta densidade lagrangiana, a equagao de primeira ordem Eq. (5.119b) indica

que A)* = N'?, podendo tomar Ag(r) = N(r). Neste caso, temos U = —a’?/(2¢%r?)
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e a Eq. (5.119¢) nos da
g’ N’K + G —2UGy = 0. (5.127)

A equacao acima é uma equacgao algébrica que relaciona U,g e N. Considerando

que esta pode ser resolvida para U, escrevemos

2
a/

2e2r2

U = Vers(g, N). (5.128)

Entao, tomamos a'/(er) = —/2V.ss e combinamos com as Eq. (5.124) e Eq. (5.125)

para obter os vinculos

e? 1
egK 2V = N?gK + §N292Kw + 3G, (5.129a)
ky/2Vep = 2¢°Ng°K + Gy. (5.129b)

Acima, temos duas equacoes diferenciais parciais, que determinam completamente
como a dependéncia dos campos ¢ e N devem ser inseridos na densidade lagran-
giana. Nesse caso, se as restrigoes Eqs. (5.129) forem satisfeitas, podemos usar as

Egs. (5.121) para escrever

W(a,g) = —g (GU\/TU + KN) (5.130)

—U=Veys
Desta forma, a energia pode ser calculada analiticamente.
Como exemplo, consideremos o modelo Eq. (5.126) para o caso de um K (|¢])
geral, ou seja,
G, |gl, N) = —H(l¢], N)(=U)* = V(|¢l, N). (5.131)

Aqui, s é um parametro real, tal que s > 1/2. O caso s = 1 foi considerado na Ref.
[100] e o caso padrao é obtido para K(|p|) = 1 e s = 1. Usamos as Eq. (5.127) e

Eq. (5.128) para a fungao acima e obtemos o potencial efetivo, dado por

Vgl N) - e2N2|¢|2K<|¢|>)1
Vers(lpl, N) = ( : 5.132
(e (2~ DH(P.N) (5122
Os vinculos nas Egs. (5.129) sao agora escritos como
OH oV,
<2Veffa_g +(2s-1)H agff> sVl = —2egK+/2V.s;,  (5.133a)
H oV,
(QVeffg—N +(2s-1)H az\J;f> sVt = —k/2Vigs. (5.133h)
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A solugao desta ultima equagao, nos leva a um potencial do tipo

ev? —e [\ dg2 g K(g)

svV2H(|¢|, N)

V(|¢|,N):(23—1)H(|¢|,N)< ) 7 + Nl K (|l),

(5.134)
onde v é um parametro que controla a quebra a simetria e K (|p|) é uma fungao que
permite a quebra de simetria do potencial. O modelo usual é facilmente obtido para

K(|¢]) =1 com s = 1, que leva ao potencial padrao, dado por
1
Voadrao (||, N) = 5(602 —elpl® — wN)?* + 2 N?|p|*. (5.135)

As equagoes de primeira ordem Egs. (5.119), a serem resolvidas para o potencial
Eq. (5.134), com um K (|p|) geral e Ay(r) = N(r) sdo

g = —, (5.136a)

o ev? —e [Td52G K(g) — kN\ 5
. s20=9H(g, N) |

(5.136b)

Como ja mensionado, uma vez que temos quatro campos e apenas trés equacoes de
primeira ordem, o uso de uma das equagoes de movimento Egs. (5.107) é necessério
para resolver o problema. Em particular, podemos usar Ly = G na Eq. (5.107d)

€ escrever

(PN <ev2 —e[)dg29K(g)

1
— KN\ !
202> NK(q). 5.137
r s2=9)H (g, N) > teety (9) ( )

Neste caso, para o calculo analitico da energia, usamos a Eq. (5.121) para obter

W(a,g):a(/ogd§2§K(§)—v2). (5.138)

Considerando que W (0,v) = 0, temos E = 2mv?|n|.

E simples mostrar que esse resultado também é valido para o caso padrao, quando
fazemos, H(|p|,N) =1, K(|¢|) = 1 e s = 1, em que temos W(a,g) = a(g* — v?).
Um outro modelo que se enquadra na classe de sistemas que acabamos de obter, foi

estudado numericamente na Ref. [100], contudo nao leva a solugoes compactas.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Iniciamos esse trabalho com a revisao de alguns topicos da teoria classica de cam-
pos, com o objetivo de introduzir conhecimentos basicos e necessarios para apresen-
tarmos nossos resultados.

No capitulo 2 foi mostrado como o campo escalar se insere na teoria classica
de campos, tendo sempre como preferéncia as teorias que suportam configuracoes
localizadas e topoldgicas. Neste sentido, mostramos que a corrente topoldgica Jr
define o carater topoldgico do defeito. Utilizando potenciais apropriados, vimos
que o método de Bogomol'nyi gera equacoes de primeira ordem cujas solugoes sao
equivalentes as equacgoes de movimento de segunda ordem, o que facilita a obtencao
de solugoes analiticas ou numéricas. Analisamos a estabilidade linear das solugoes,
afim de estabelecer se estas sao estaveis ou instaveis. Na sequéncia, passamos ao
estudo de kinks e lumps. Para ilustrar, revisamos dois exemplos classicos de kinks: o
potencial ¢* e o potencial seno-Gordon. Para lumps, foram estudados dois exemplos
tradicionais: os potenciais ¢* e ¢* invertido.

Iniciamos o capitulo 3 com o estudo sobre vértices, que surgem em (2,1) di-
mensoes no espago-tempo, requerendo um campo escalar complexo minimamente
acoplado a um campo de gauge, por meio de um grupo de simetria U(1). Como
exemplo, foram discutidos os modelos tradicionais de Maxwell-Higgs e Chern-Simons-
Higgs com a demonstracao de suas caracteristicas e peculiaridades. Nestes exemplos,
as equacoes de movimento, equagoes BPS, solucoes analiticas aproximadas e solugoes
numéricas foram particularmente descritas, estabelecendo uma fundamentacao que
embase nossa contribuicgao.

No capitulo 4 estudamos a presenca de vortices em um modelo generalizado de
Maxwell-Higgs [56], de uma forma que pudessemos encontrar equagoes de primeira
ordem e suas solugoes. Para tanto, adicionamos ao termo de Maxwell uma funcao de-

pendente do médulo do campo ¢, G(|¢|), que molda uma permeabilidade magnética
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generalizada. Esta modificacao nos conduz ao estudo de teorias de campos plana-
res e efetivas com solugoes do tipo vortices que, sob certas condi¢oes, mapeiam os
vértices com dinamica padrao de Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs.

Nesta nova teoria, foi possivel desenvolver um formalismo de primeira ordem e
encontrar os mesmos vértices com dinamica padrao descritos anteriormente. Além
disso, verificamos que é possivel modificar a fungao G(|¢|), para reproduzir dife-
rentes modelos com distintos perfis de solugoes, conforme estudado na Sec. 4.2.
Posteriormente, na Sec. 4.4, este estudo foi usado para propor novos modelos, com
o propodsito de investigar a possibilidade de restringir as solugoes em um intervalo
compacto da coordenada radial, considerando dois modelos distintos, ambos com
dindmica padrao, como no caso dos kinks compactons proposto pela Ref. [55].

Os resultados indicaram a presencga de comportamento compacto, com os vortices
contraindo para um intervalo em que suas solucoes, densidade de energia e campo
magnéticos apresentam valores nulos fora deste intervalo. Os dois modelos engen-
dram diferencas entre si, sendo um deles descrito pelo potencial Eq. (4.33), seme-
lhante ao modelo com dinamica padrao de Maxwell-Higgs enquanto o outro modelo,
com potencial Eq. (4.40), é andlogo ao modelo Chern-Simons para | = 1. E possivel
observar o comportamento compacto nas Figs. 4.10 e 4.11, para o primeiro modelo, e
nas Figs. 4.13 e 4.14 para o segundo modelo. Desta forma, um novo comportamento
para vortices foi verificado no estudo dos modelos da Sec. 4.4, vértices compactos.

No capitulo 5, estudamos os vortices generalizados nos sistemas Maxwell-Higgs,
Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-Higgs, em que a existéncia de um
formalismo de primeira ordem para que uma classe mais geral de modelos fosse
possivel em cada cendrio [57]. Como mostrado neste capitulo, os resultados deste
estudo revelaram vinculos que restringem a escolha das densidades lagrangianas
que suportam solucoes sem stress e de forma analitica. Entretanto, estes mesmos
vinculos nos ajudaram a introduzir uma fungao auxiliar W = W(a,g), que nos
permitiu calcular a energia para qualquer dos modelos mencionados, sem que a forma
explicita das solugoes fossem conhecidas, devendo cada uma das trés generalizacoes
satisfar a condicoes especificas.

Expomos que existem duas equacoes de movimento para a estrutura Maxwell-
Higgs que, por se tratar de um sistema eletricamente neutro, torna a lei de Gauss
uma identidade o que nao contribui com as equacoes de movimento. Neste caso,
motivados por argumentos de reescala da energia e a condicao de estresse nulo,
surgem duas equagoes de primeira ordem. A classe de modelos que emergem deste
sistema geram vinculos complicados de serem analisados. Alternativamente, um

caminho para construir modelos analiticos foi introduzido com o calculo da fungao
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auxiliar W = W (a, g), que nos permitiu avaliar a energia, sem que a forma das
solugoes fossem de conhecimento explicito.

A generalizagao no cendrio Chern-Simons-Higgs, intencionalmente, nao envolve
o termo de Chern-Simons. A razao esta no fato de que este termo nao é invariante
de gauge. Para a classe de modelos que estudamos, encontramos trés equacgoes de
movimento, mas apenas duas equagoes de primeira ordem que suportam solugoes
com estresse nulo. Entao, usamos a lei de Gauss como a terceira equagao de primeira
ordem ja que, diferente do sistema Maxwell-Higgs, é carregado. Semelhante ao
caso de Maxwell-Higgs, também aqui pudemos explorar um caminho para construir
analiticamente a densidade lagrangiana e calcular W = W (a, g) para este modelo,
propiciando mensurar a energia das solucoes com tensao nula.

Para o caso Maxwell-Chern-Simons-Higgs, o desenvolvimento do formalismo
apresentou um maior grau de complexidade, quando comparado aos dois outros
modelos acima mencionados. A necessidade de incluir um campo escalar neutro na
densidade lagrangiana, para obter tal formalismo, ficou evidente. Obtivemos para
esse modelo, quatro equagoes de movimento e apenas trés equagoes de primeira or-
dem que surgiram da condi¢ao de estresse nulo. Portanto, mais uma vez, recorremos
a lei de Gauss e com ela, a quarta equacao de primeira ordem surge, completando o
quadro para o formalismo de primeira ordem. Para construir analiticamente a den-
sidade lagrangiana, procedemos similarmente nos cendrios anteriores, encontrando a
fungao auxiliar W = W(a, g) e calculando a energia neste formalismo. Entretanto,
agora duas sdo as restri¢oes, Eqgs. (5.129).

E importante enfatizar que nos trés modelos, Maxwell-Higgs, Chern-Simons-
Higgs e Maxwell-Chern-Simons-Higgs, as equagoes de movimento e os vinculos que
surgem nos sistemas e obedecem as equacgoes de primeira ordem, também nos conduz
a construcao da fungao auxiliar W = W (a, g). De qualquer modo, o formalismo de
primeira ordem para vértices generalizados mostrou-se eficiente nao sé pela elegancia
do formalismo em si, como também nos propiciou meios para o célculo da energia das
configuragoes de campo com exatidao sem o conhecimento prévio da forma explicita
das solugoes. Até agora, estes resultados nao se encontravam presentes na literatura
dos vortices.

Os principais resultados revelaram formas significativas de construir modelos
generalizados. A parte, os resultados em solugoes compactas dos modelos Maxwell-
Higgs e Chern-Simons-Higgs sao de interesse atual. Para o sistema Maxwell-Chern-
Simons-Higgs, o formalismo de primeira ordem foi implementado com sucesso, mas
estudos adicionais sao necessarios para que as solucoes compactas sejam encontradas.

Do ponto de vista das perspectivas, nota-se que ambos os trabalhos desenvolvidos
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nos capitulos 4 e 5 se entrelagcam e apontam intimeras possibilidades a serem explo-
radas. Podemos comecgar, pelos proprios estudos adicionais para encontrar solugoes
compactas, necessarios ao caso Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Outras possiveis in-
vestigacoes incluem uma extensao dos vértices compactos no formalismo atual para
o caso de vortices nao topoldgicos, vértices nao abelianos e monopolos. Pode-se
também tentar desenvolver procedimentos semelhantes para modelo com simetria
ampliada para U(1) x U(1), o qual é de interesse no estudo de cordas supercondu-
toras [101] e do chamado setor oculto [102]-[104]. De particular interesse, pode-se
mesclar os estudos dos dois tltimos capitulos e propor uma densidade lagrangiana
generalizada e com altas ordens derivativas do tipo

K
—€

£ = K(eDIDugl + 5

wpAFOVTIAL. (6.1)

Esta proposta esta em fase de implementacao.
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