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RESUMO

Neste trabalho, uma formulac¢io direta do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) para alguns problemas de engenharia governados por equacgdes diferenciais
lineares com coeficientes varidveis € estabelecida. Mais especificamente, os problemas
de interesse estdo associados a andlise de dezesseis problemas envolvendo barras nio-
prismdticas. Os dois primeiros sio referentes aos problemas independentes de
tracio/compressio direta e flexio nos casos de barras retas e variacio simétrica da secio
transversal ao longo do comprimento. Os trés problemas remanescentes sdo aqueles em
que ha acoplamento entre os efeitos de flexdo e tragcdo/compressio representados por
vigas nio-prismdticas e ndo-simétricas, arcos abatidos nido-prismdticos simétricos e
arcos abatidos ndo-prismaticos e ndo-simétricos.

As solucdes propostas do MEC aqui discutidas incorporam: a) teorias de Euler-
Bernoulli e Timoshenko para os efeitos de flexdo nas barras retas e nos arcos abatidos;
b) deducoes das equacdes integrais, usando o Método dos Residuos Ponderados e/ou
Teorema da Reciprocidade de Betti, sio descritas em detalhe; c) identidades
matemdticas apropriadas sdo propostas e utilizadas para deducdo de solucdes
fundamentais de vigas e arcos abatidos ndo prismdticos com variacdo genérica da secao
transversal ao longo do eixo da barra; d) integrais de dominio associadas a cargas
externas distribuidas no dominio da barra sao transformadas em valores definidos no
contorno; e) incorpora¢io no sistema algébrico do MEC a presenca de descontinuidade
de dominio tais como (apoios no dominio, mudanca de lei de variacio da secfo
transversal, duas mais barras nao colineares concorrentes em um né, mudanca brusca de
material). Resultados do MEC sio apresentados e comparados com solucdes analiticas e
numeéricas de acordo com suas disponibilidades para diferentes casos de carregamentos,
de condic¢des de contorno, de leis de variacdo das secOes transversais e descontinuidades

de dominio.

Palavras-Chave: MEC, Vigas Naio-prismdticas, Arcos Abatidos, SolucGes

Fundamentais, Equacdes Integrais



ABSTRACT

In this work, a direct Boundary Element Method (BEM) formulation for some
engineering problems governed by linear differential equation with variable coefficients
is established. More specifically, the problems of interest are associated with analysis of
five problems of tapered structures. The first two problems are referred to as
independent tension/compressive problems of straight beams having symmetrical
tapering. The remaining problems are associated with axial-bending coupling found in
nonsymmetrical tapered beams, symmetric tapered shallow arches, and unsymmetrical
tapered shallow arches.

The BEM solutions here discussed incorporate: a) Euler-Bernoulli and
Timoshenko theories for bending effects in beam and shallow arches; b) derivation of
the integral equations using Residual Weighted Method and/or Betti’s Reciprocal
Theorem; c¢) appropriate mathematical identities are proposed and used to derive the
fundamental solutions for tapered beams and shallow arches having generic taper
variation; d) domain integrals associated with external distributed loading are
transformed into boundary values; €) incorporation into the BEM algebraic equations
the domain discontinuities such as ( intermediate supports, change of the taper law of
cross-section, two or more inclined beams concurrent at a node, change of material).
BEM results are presented and compared with analytical and numerical solutions
according to their availabilities for different cases of loading, boundary conditions,

tapering laws, and domain discontinuities.

Key words: BEM, Tapered Beams, Shallow Arches, Fundamental Solutions, Integral

Equations
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CAPITULO I

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

As equagoes diferenciais com coeficientes varidveis estdo associadas a diversos
problemas de engenharia. Os casos mais tipicos sdo representados por estruturas
compostas por barras ndo prismdticas. Essas sdo componentes estruturais que
apresentam variaces quantitativas nas propriedades geométricas das secdes transversais

ao longo do eixo longitudinal, vide Fig.1.1

Figural.l-Barra ndo-prismatica

O estudo das barras ndo prismaticas recebe significativa relevincia pelo fato de
terem ampla ocorréncia no cotidiano, como por exemplo: estruturas naturais (Fig.1.2),

estruturas civis (vide Fig.1.3), estruturas mecénicas (Fig.1.4).

i e
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Figura 1.2- Estruturas naturais.
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Figura 1.4- Estruturas mecénicas.

1.2 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

As barras ndo prismaticas representam uma op¢ao de projeto de muita utilidade
nas engenharias j4 que sdo capazes de fornecer uma resisténcia adequada a estrutura,
por poder variar a secdo transversal de acordo com a resisténcia requerida exercendo,
assim, um papel fundamental na otimizacdo do desempenho estrutural.

Para a representacio matemditica do problema de barras nio-prismiticas,
simplificacées sdo introduzidas no problema real, criando-se os modelos para
representar os comportamentos dos campos de interesse, por exemplo: deslocamentos,
tensoes, esforcos, etc. Em seguida, procede-se a representacio matemdtica, com a
obtencao das relacdes governantes do problema, escritas em termos de equacdes

diferenciais parciais (EDP) ou como equacdes integrais (EI). A solucio do problema
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requer ferramentas para resolucio das equacdes diferenciais e/ou das equacdes integrais
dependendo da técnica matemdtica a ser usada, onde as mais comuns sdo método das
diferencas finitas, método dos elementos finitos e método dos elementos de contorno.
Em barras nio-prismdticas, do ponto de vista de andlise de tensdo, diversos
trabalhos ja foram publicados mostrando um grande avanco para prover solucoes
numéricas baseadas na filosofia do método dos elementos finitos para este tipo de
problema. Devido a sua caracteristica de reducdo da dimensionalidade em um (por
exemplo, um problema 3D € reduzido a uma andlise 2D), solucdes em elementos de
contorno foram estabelecidas como uma alternativa as solucées de elementos finitos em
muitos problemas de engenharia. No entanto, o nimero de trabalhos publicados
envolvendo elementos de contorno em problemas de vigas ndo-prismdticas ¢
inexpressivo, no caso de arcos abatidos nido prismdticos, inexistentes. Assim, a
viabilizacdo do método dos elementos de contorno para o estudo desse problema ainda

requer aprofundamento.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Algumas solugbes analiticas para flexdo de barras ndo prismiticas podem ser
encontradas em KUMAR e SUJITH (1987), LI (2001), QIUSHENG et al.(1996),
GAINES e VOLTERRA (1966), ABRATE (1995) e MCCUTCHEON (1983). No
entanto, em casos mais gerais, solucdes analiticas niio estdo disponiveis, dai como
alternativa, faz-se a discretizacio do meio continuo e a sistematizacdo do problema
discreto, obtendo-se solucdes aproximadas via andlises numéricas a partir da utilizagcao
do método das diferencas finitas (MDF), método dos elementos finitos (MEF), método
dos elementos de contorno (MEC) e outros.

0O método dos elementos finitos (MEF) € introduzido entdo na chamada era do
advento dos computadores. Com a facilidade existente e a simplicidade e elegincia da
sua formulacao, o método teve um crescimento extremamente rapido, atingindo
praticamente todos os campos da engenharia. O MEF assim como o método das
diferencas finitas (MDF), seu antecessor, aproxima a solucao da equacao diferencial que
rege o problema fisico utilizando valores do dominio de validade, isto €, valores das
varidveis bdsicas do problema em pontos internos e do contorno do espaco em andlise
decorrendo, dai, a denominacao “métodos de dominio”™ muitas vezes atribuida a essas

ferramentas de cdlculo (ALEXANDER, CHENG a, CHENG b; 2005). Para os



problemas de flexdo e vibracio de barras nao-prismdticas, algumas solu¢oes baseadas
no MEF foram desenvolvidas BAZOUNE (1992) e TO (1981). J4 em EISENBERGER
(1985) sao deduzidas matrizes de rigidez exatas incorporando o modelo de Euler-
Bernoulli a partir da flexibilidade do elemento envolvendo barras ndo prisméticas desde
variacdo linear até quadriticas. KARABABALIS e BESKOS (1983) apresentaram as
matrizes de rigidez exatas para variacoes de altura linear e largura constantes.
EISENBERGER (1991a) incorpora, na sua formulacio de 1985, o modelo de
Timoshenko. Ja em EISENBERGER (1991b) € apresentada uma técnica numérica para
solugdo exata de barras de seccio transversais varidveis onde a matriz de rigidez e o
vetor de carga sdo calculados exatamente para qualquer variacdo polinomial da seco
transversal em relacdo ao comprimento da barra. Apesar da potencial aplicabilidade da
técnica de EISENBERGER (1991b) para diversos problemas de barras nio-prismadticas,
os exemplos apresentados para sua valida¢ido foram muito simples, ndo mostrando casos
de vigas continuas, pdrticos, estruturas com apoios excéntricos, etc. Existem diversos
pacotes de elementos finitos voltados para andlise de sélidos e estrutras, tais como
Ansys, SAP2000 e outros. No manual de referéncia do ANSYS(1994), constam os
elementos Beam 44 e Beam 54 que disponibilizam a andlise de vigas nio prisméiticas
com variagdo gradual (linear) da drea transversal. J4 no manual de referéncia do SAP
2000(2009) encontra-se a posibilidade de aplicacdo da variag¢do de inércia ao longo do
comprimento até um polindmio cibico, isto implica no caso de uma barra com variagio
linear da altura com base constante. Em problemas de arcos nao-prismiticos o nimero
de trabalhos € bem inferior aos de vigas, até mesmo nos casos de arcos com secio
transversal variando simetricamente. Por exemplo, tem-se o trabalho de SHAHBA et al.
(2012), FRIEDMAN e KOSMATKA (1998), ZHU ¢ MEGUID (2008) em que matrizes
de rigidez para vigas curvas profundas nio-prismaticas simétricas sdo apresentadas.

As técnicas de resolucdo das equacOes integrais de contorno surgem,
posteriormente, como procedimentos numéricos alternativos promissores para a
resoluciio dos diversos problemas fisicos usuais da engenharia. Mais particularmente, o
método dos elementos de contorno (MEC) ganhou espaco na comunidade cientifica e se
estabelece como uma importante técnica de andlise de problemas da mecénica do
continuo. No MEC, como nos demais métodos numéricos, a solucio obtida serd
calculada em pontos discretos utilizando-se equacoes integrais governantes do problema
usualmente definidas apenas sobre o contorno. Essa caracteristica do método leva,

geralmente, a uma reducdo das dimensdes dos problemas examinados, significando
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menor quantidade de dados de entrada, diminiuicio do tempo de processamento e
menor drea auxiliar para armazenamento das informagdes necessdrias no
processamento. Convém notar que o MEC possui duas grandes familias de formulagoes:
o MEC direto e o MEC indireto. No primeiro caso as solu¢coes fundamentais sao obtidas
utilizando-se relacoes andlogas as equagdes governantes do problema real aliado com a
descricdo completa das varidveis no contorno em esforcos e deslocamentos. Na segunda
familia, as solucdes fundamentais podem nio ter nenhuma relacdo com o problema real
aliada com distribuicao de densidades ficticias no contorno, de tal forma que a equagdo
integral resultante nio traduz as relacoes de reciprocidade fisica que o método direto
produz.

Para obter-se a equacio integral de contorno procede-se a transformacido da
equacido diferencial governante do fendémeno estudado em uma equacio integral
equivalente. Esta relaciona somente valores de contorno e possibilita a andlise do
problema. A aplicacio do MEC estd condicionada a uma solucdo fundamental. Esta
representa a resposta em um ponto do dominio infinito do problema congénere devido a
aplicacao de forca unitdria em um ponto chamado de ponto-fonte e da observacao de
seus efeitos em outro ponto chamado de ponto-campo desse mesmo dominio. Um das
caracteristicas das solugdes fundamentais € ter natureza singular quando o ponto-fonte é
colocado sobre o campo (isto €, aplicacio e leitura dos efeitos na vizinhanca do ponto).

Desde as primeiras investigacdes através do MEC, o principal foco na
mecanica dos sdlidos tem sido dirigido para os problemas bi e tridimensionais
BECKER(1992), DOMINGUEZ(1993), ALIABADI(2002), KATSIKADELIS(2002).
S6 a partir da década de 1980 solugdes numéricas baseadas na filosofia do MEC foram
apresentadas no estudo de barras (vigas e de porticos) homogéneas de secdes
transversais uniformes. As primeiras aplicacoes do MEC a viga de Euler-Bernoulli nos
problemas estiticos foi apresentada por BANERJEE e BUTTERFIELD (1981), nos
dinamicos por PROVIDAKIS ¢ BESKOS(1986) ¢ nos problemas de estabilidade a
flambagem por MANOLIS et al.(1986) . Apenas, mais recentemente no inicio dos anos
2000 a formulacao relativa a andlise estatica da viga de Timoshenko foi desenvolvida.
ANTES(2003) obteve o sistema completo de equagbes integrais para a teoria de
Timoshenko. Através de exemplos demonstrou-se a precisio da solugio e, como
esperado nos problemas estdticos, que as diferengas entre os valores das reacoes obtidas
por essas teorias sdo, em geral, muito pequenas e dependem da geometria atual da

estrutura. De acordo com o autor, o trabalho pode ser considerado como o primeiro

5



passo para a importante andlise dinAmica de vigas de Timoshenko prismidticas. De fato,
em ANTES et al.(2004), a formulacio para andlise harménica das chamadas vigas de
Timoshenko foi publicada e utilizada na analise de pérticos planos. JA CRUZ(2012),
desenvolveu a andlise estdtica e dinimica de estruturas aporticadas planas e espaciais
prismiticas pelo MEC levando-se em conta as hipéteses das teorias (cldssica e de
primeira ordem). Ja PASSOS(2014) desenvolveu uma formulagio do MEC
(estabelecendo todas as etapas do método, desde as equacdes integrais, solugdes
fundamentais e equacdes algébricas) para o estudo da estabilidade estitica e dindmica
de vigas de Timoshenko prismdticas submetida a cargas axiais apoiadas ou ndo em
bases eldsticas do tipo de Winkler ou Pasternak. J4 MAIA (2016) analisou pelo MEC a
flexdao e a flambagem em barras prismaticas utilizando uma teoria de terceira ordem
(modelo de Bickford-Reddy). NASCIMENTO JR (2017) desenvolveu uma formulacio
do MEC para o estudo da flexdo e vibracdo de vigas e arcos abatidos prismaticos feitos
de materiais compésitos laminados.

Conforme discutido anteriormente, algumas solugdes numéricas do MEF
podem ser encontradas para flexao de vigas nao prismdticas. No entanto, este cendrio €
muito mais restrito quando se discute solucdes do MEC. Em KHAN(1995), uma
formulacdo do MEC direto para flexdo de vigas ndo-prismaticas de Euler-Bernoulli é
discutida onde sdo apresentadas as equagOes integrais e as respectivas solucdes
fundamentais para variacoes lineares e parabdlicas das secOes transverais em relacio ao
comprimento da barra. No entanto, na formulacao do MEC dada em KHAN(1995), as
equacdes de equilibrio da barra nao-prismatica ndo-simétrica ndo levam em conta o
acoplamento do regime de flexdo com o regime de tracdo direta. Este efeito cruzado
pode ser relevante principalmente em estruturas ndo-prismaticas ndo-simétricas com
grande gradiente de variacdo da seciio transversal. Além disso, convém notar que as
solugoes fundamentais dadas em KHAN(1995) estao restritas a secOes retangulares com
variacao unidirecional (ao longo altura da secdo transversal), o que impede uma solugio
pura do MEC (sem termos de dominio) em problemas usuais de barras contendo

dominio de geométria de tronco de piramide, tronco de cone e outros casos.

Na presente tese, o problema da andlise estitica de barras ndo-prismdticas &
resolvido pelo MEC direto para problemas nao sé para barras ndo-prismaticas de eixo
reto, mas também para arcos nio-prismdticos abatidos com variacio ndo-simétrica da

secao transversal ao longo do comprimento. Além disso, as solugcoes fundamentais sdo
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deduzidas para acomodar secbes transversais com formas genéricas com variacio
longitudinal arbitrdria. A presente solucio do MEC também incorpora as teorias de

flexao de Euler-Bernoulli e Timoshenko nos problemas.

1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de alguns problemas de barras
com equacdes diferenciais governantes contendo coeficientes varidveis pelo método dos
elementos de contorno (MEC direto).

De uma forma mais especifica, os objetivos sao:

a) Estabelecimento das equacdes integrais, solucdes fundamentais, sistema
algébrico (desenvolvimento do MEC direto) para flexdo de vigas e arcos abatidos ndo
prismaticos com secOes transversais simétricas utilizando os modelos de Euler-

Bernoulli e Timoshenko.

b) Estabelecimento das equacOes integrais, solucdes fundamentais, sistema
algébrico (desenvolvimento do MEC direto) para flexdo de vigas e arcos abatidos nio
prismdticos com secOes transversais ndo simétricas utilizando os modelos de Euler-

Bernoulli e Timoshenko.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

No capitulo 2 sao tratados assuntos referentes as relacGes mecdnicas e
cinemdticas para um corpo eldstico em 3D, além do problema axial para vigas ndo
prismdticas com variacio da drea ao longo do eixo longitudinal, simétrica. Ainda neste
capitulo, sdo obtidas as equacgdes de equilibrio, problema fundamental, equacio integral
e equacdo algébrica. J4 no capitulo 3 se inicia a andlise da flexdo para vigas nio
prismdticas com variacdo simétrica segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko
pelo MEC direto, culminando na obtencdo do problema fundamental, equacio integral e
equacao algébrica.

No capitulo 4 sao tratados os problemas de vigas nao prismdticas com variacao

ndo-simétrica da drea ao longo do eixo longitudinal, segundo a teoria de Euler-Bernoulli



e Timoshenko. Aqui também sio obtidos o problema fundamental, a equacio integral e
a equacio algébrica. Continuando, no capitulo 5 sdo abordados os arcos abatidos de
Euler -Bernoulli e Timoshenko, nao prismaticos com variagdo simétrica da area ao
longo do eixo longitudinal. J4 no o capitulo 6 o problema de arco € estendido para os
arcos abatidos de Euler -Bernoulli e Timoshenko, nao prismaticos com variacao nao-
simétrica da drea ao longo do eixo longitudinal. No capitulo 7 sdo tratadas as
ocorréncias de descontinuidades em barras ndo-prismaticas cuja estratégia de solugio é
baseada na técnica de sub-regiao para o MEC. Por fim, no capitulo 8 sao apresentados

exemplos para a validacio numérica das solugdes propostas pelo MEC direto.



CAPITULO IT

BARRAS RETAS NAO-PRISMATICAS COM VARIACAO
SIMETRICA: EFEITO AXIAL

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo estudadas as barras ndo-prismdticas submetidas a acao

axial, vide Fig. 2.1.

(@) ®)

Figura 2.1 Barra nio prismatica sob carga axial



Inicialmente, sdo abordadas de forma sucinta, apenas as relacdes de
elasticidade de interesse para o desenvolvimento deste trabalho. Em seguida serd
apresentado o principio dos trabalhos virtuais (PTV) de barras visando as deducoes das
equacOes reais que regem o problema axial em vigas nido prismdticas com variacio
simétrica ao longo do eixo longitudinal. Por fim, serao discutidos o problema

fundamental, equacGes integrais e algébricas.

2.2 RELACOES MECANICAS E CINEMATICAS: CORPO ELASTICO EM 3D

As componentes de tensdo no espaco tridimensional seguindo um sistema de
eixos cartesianos ortogonais coordenados (x, y, z), que passa na origem de um elemento

infinitesimal, podem ser representadas conforme indicado na Fig. 2.1a.

Oxz

— O

Figura 2.1a - Elemento infinitesimal de um corpo em equilibrio

As componentes de tensio indicadas na Fig. 2.1a podem ser dadas em funcio

do tensor das tensoes dado por:

a T T

 § Xy Xz

rl=|z, o @2.1)

; T},z

As componentes de deformag¢do em um ponto do corpo estudado podem ser

escritas a partir da diferenciacao das componentes de deslocamento u, v ¢ w segundo
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0s eixos X, y e z, respectivamente. Se ambos os campos sio suaves (pequenos), entio as

relacdes deformacio-deslocamento podem ser escritas como:

7 =2 (22)
. oW (2.3)
: oz
=2 (2.4)
YT gy
du ov
i Wl 2.5
Xy a,‘ + ax ( )
_ou, ow 26
y.rz - o= + i ( )
v ow
_ v ow 54
s b @

Onde:
£,, &, e £, representam as componentes deformacdes lineares e ,_, y,,. y,. sdo as
deformacoes angulares(distorcgoes).

Para o caso de um corpo formado por um material homogéneo, isotrpico e

eldstico-linear, as relaces tensido-deformagio podem ser dadas pela Lei de Hooke:

E = —=—=y— (2.8)

E E E

i (2.9)
Vi = ;
R L L B (2.10)
“F "E "E

;i
= 2.11
e =" (2.11)
L W (2.12)
2 E E E

T
== 2.13
¥ G (2.13)
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Onde:

E ¢ o médulo de elasticidade longitudinal, G € o médulo de elasticidade

transversal e V € o coeficiente de Poisson.
Cabe ressaltar que a relacao entre os modulos de elasticidade € dado por:

_E
2(1+v)

(2.14)
Em problemas eldsticos lineares 3D, a energia potencial de deformagio do

corpo, aqui denotado por ~ ., € dada por:

1
Tpe = EI(GIEX 10,8, F0,E, tT ¥ A TVt r_,.:y_‘.:)dv (2.15)

¥

2.3 PROBLEMA REAL: EFEITO AXIAL

Aqui serfio estudadas as barras nio prismdticas submetidas a acfo axial.

2.3.1 CONSIDERACOES GERAIS

Para a anilise do problema de barra sio assumidas as seguintes hipéteses:

a) O problema tridimensional pode ser reduzido ao espaco unidimensional, 1D,
desde que o comprimento L, seja suficientemente maior que as outras duas, as
dimensoes b e h da secdo transversal.

b) A barra pode ter secdo transversal ndo uniforme, ou seja, ndo prismatica;

¢) Quando no regime estatico, as cargas devem ser aplicadas de modo que os
efeitos da energia cinética sejam despreziveis;

d) O material admitido como homogéneo e is6tropo; enquanto a
homogeneidade implica que as propriedades e os fenémenos do todo sio representados
em qualquer regido do corpo, a isotropia implica em mesmas propriedades em todas as
direcoes;

e) O material admitido como eléstico linear: a elasticidade implica que em um
ciclo de carga descarga, nio haverd deformacio residual. Ji a linearidade exige uma

proporcionalidade direta entre tensdo e deformacio;
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f) A planicidade das secOes transversais assumida se manter durante o processo
de deformacio;

g) O efeito de Poisson € desprezado, ou seja, as deformacdes transversais da
secao sao desconsideradas;

h) Os campos de deslocamentos e deformacdes sdo assumidos pequenos

(suaves) para a barra reta.
2.3.2 FUNCIONAL DE ENERGIA

A equacio governante do problema axial pode ser obtida pelo balanco das forcas
ou alternativamente pela condi¢do estaciondria do funcional de energia (7). Esse

problema estitico pode ser dividido em duas parcelas:

r=x,-W (2.16)
Ou ainda na forma:

r=nm,-W, (2.17)

Onde:

7 representa a energia potencial de deformagcdo da viga; W, , o trabalho da forca

v

axial externa.
2.3.3 ENERGIA POTENCIAL DA BARRA
O funcional de energia potencial da barra axialmente carregada € dado por:

7,==|(c.e VvV (2.18)

Onde. V € o volume.

Admitindo-se o coeficiente de Poisson nulo, a relacao constitutiva Eq.(2.8) fica:

o =E¢ (2.19)
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Substituindo-se Eq. (2.2) e Eq. (2.19) em Eq. (2.18), o funcional de energia potencial

fica:
1 15 aﬁu(x)]2 16 (d.u(x)]l
=— v==[[E dAdx=~ [ EA d 2.20)
7 =3[y =3[ [ H2] dnae= L[ oaco{ 42 ax (
Onde:

u(x) € o deslocamento axial
A(x)¢€ a drea da secao transversal

L é o comprimento da barra

2.34 TRABALHO DA FORCA EXTERNA

De acordo com a defini¢do, o trabalho € dado pelo produto da forca pelo

deslocamento. Assim, para o caso da forca axial p(x) provocando o deslocamento

u(x) na barra, tem-se que o trabalho realizado fica:

W,

ca

p(xX)u(x)dx (2.21)

c'-—.r-

Por fim, a energia total do sistema pode ser escrita em funcdo das contribuicdes
da energia potencial de deformacio da barra e do trabalho das forcas externas,

resultando em:

= _jEA( )(dH(J)J dx— Ip(x)u(x)dx (2.22)

2.3.5 EQUACOES DE EQUILIBRIO
Um dos lemas do cdlculo variacional diz que a extremizagio de um funcional €

obtida impondo-se a condi¢do que sua primeira variacdo € nula. Entdo, efetuando-se a

primeira variacio na Eq. (2.22), tem-se:
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L 2 L
on = 5[%! EA(I)[ df;(x)] dx} +0 {‘ I p(x)u(x)a'x} (2.23)

X s

Aplicando-se as propriedades do calculo variacional (u") = nu""'Su ,

5_[ g(x)dx = I& [ g(x)]dx e integrando-se por partes da Eq. (2.23), tem-se:

L

.sf:[“";(x) mx)au(x)] -[ (i[“’”‘x’ EA(x)Déu(x}dx— [peosucaax  (2.24)

x b pldx\ dx 3

du(x) t

Como a variacao dos campos no contorno € nula, {5

Eq. (2.24) fica:

ST = J;— {:—J‘ ( d’;ix ) EA(x)} + p(x):|§u(_r)dx (2.25)

Levando-se em consideracdo que a variacio de Sw(x) € arbitriria, a nulidade

da Eq. (2.25) serd sempre garantida se a seguinte relacio for verdadeira:

d [ du(x) B
dx( o EA(I)J +p(x)=0 (2.26)

A forca normal € definida como uma resultante de tensdes dada por:

N =[o,dA (2.27)
A

A forca normal pode ainda ser expressa em fun¢io dos deslocamentos se Egs. (2.19) e

(2.2) forem inseridas na Eq. (2.27), resultando em:

N(x)= ja_tdA = EA(x) ? (2.28)
) X
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2.4 PROBLEMA FUNDAMENTAL

Aqui serdo deduzidas as solucdes fundamentais para os problemas de barras
ndo-prismaticas sob efeito de cargas axiais.

O problema fundamental de barras nio prismdticas € representado por um
corpo de comprimento infinito submetido a fontes pontuais &(x,%). Assim, por
analogia a equacdo governante do problema real Eq.(2.26), a equacido que governa o

problema fundamental é:

d du'(x, %), _ o 229
de[A(x) - ]=—=8(x, %) (2.29)

Onde: 5(x,i), x e I sdo, respectivamente, a fun¢do delta de Dirac, as
coordenadas dos ponto-campo e ponto-fonte.

Por analogia a Eq. (2.28), a for¢ca normal fundamental fica:

N (x. 3) = EA(x) 24 %) (2.30)
dx

Convém notar que a equacio de equilibrio fundamental pode ainda ser expressa
em funcdo dos esforcos quando a Eq. (2.30) for substituida em (2.29), resultando em:

dN" (x, %) _

0D s (2.31)

A fim de se obter a solucdo fundamental do problema em deslocamentos,

integra-se a Eq.(2.29) resultando em

du” (:x x)

J-{E—[A( xX) 224 5(x, D) dx=0 (2.32)

Integrando-se a Eq.(2.32), tem-se:

du’ (x,%) - sgn(x—X)

= (2.33)
dx 2FEA(x)
Neste trabalho, a solucdo da Eq. (2.33) € viabilizada propondo-se a seguinte
identidade:
d ] - N 5 -
. ben(x— x)[G(x) = G(x)]] =26(x, x)[G(x) = G(x)]+ sgn(x— X)F(x) (2.34)
X
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Onde:

F(x)= =L
A(x)

G(x) = [ F(x)dx
H(x)= j' G(x)dx

K(x) = [ H(x)dx

Integrando-se a Eq. (2.34), tem-se:

j[j [Sgﬂ(x - Jﬂf)[é(-f) = é(i‘)]ﬂdx =j [sgn(.t -)F (x)]dx

X

De onde conclui-se que:
[fsentx - HFColx = sen(x - |60 - 6B

Da substituicao da Eq.(2.40) na Eq.(2.33), tem-se:

* ~ l . ~ - i
u (x,x)= —E Sgn(x—x)[G(x) —G(x)]]

Convém notar que a for¢ca normal fundamental € dada por:

du’ (x, %)

dx
Da substituicao da Eq. (2.33) na Eq. (2.42), tem-se:

N (x,%) = EA(x)

N'{x %) =—%Sgn(x—i')

2.5 REPRESENTACAOQO INTEGRAL

(2.35)

(2.36)
(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

O MEC requer a representacdo matemadtica do problema em equagoes integrais,

isto €, exige que as equacoes diferenciais do problema real sejam transformadas em

equacoes integrais equivalentes. Uma das maneiras para se estabelecer essa transicio é

pela utilizacdo do Método dos Residuos Ponderados (MRP), em que a equacdo

diferencial governante do problema real € ponderada pelos respectivos deslocamentos
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fundamentais. Assim, utilizando a equacio governante real Eq. (2.26) e a ponderadora

Eq.(2.41), o MRP permite a escrita de uma relacio dada por:

j-[E [a’u(x)
dx\ d

0

A(A)J—F p(0)]u’ (x, X)dx =0 (2.44)

Onde: u'(x,%) € a solucio do problema fundamental dada na Eq.(2.41).

Integrando-se Eq. (2.44) por partes, vem que:

[EA(x)@(x)u*(x, .i')} jl[d“ A &R _ p(x)} ' (x, i‘)}dx =0 (245)
dx d.

- dx

Ou se forem substituidas (2.28) e (2.30) na Eq. (2.45) fica:

N e B - | [d“(xx) N*(x, %) — p(ou’ (x, %) dx=0 (2.46)

Fazendo nova integracio por partes, agora da Eq. (2.46), obtém-se

dN"(x,%)
dx

[INGow' B = [uoN (D] + f u(x) + p(x)u‘(x,i)}dno (2.47)

Substituindo-se a Eq. (2.31) na Eq. (2.47), fica:
N D] - N D] + jL'[— S(x, Du(x) + p(ou’ (x, HYx=0 (2.48)
0
Aplicando a propriedade de filtro do delta Iu(x)ﬁ(x,i)dx: u(x) na Eq. (2.48),
obtém-se a equacao integral dos deslocamentos axiais:
u@ - [N o' e D + uoN ] - f[p(x)u’ (x, ) Hx=0 (2.49)
0

Ao substituir os limites de x no contorno ( x=0 e x=L), a Eq. (2.49) pode ser
escrita em uma forma expandida como:
u(x) = u(0)N " (0,%) + u(L)N (L, x)+ N(O)u" (0,x) - N(L)u (L, x)

_j[p(x)u‘(x,,i) x=1 )
0
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2.6 REPRESENTACAO ALGEBRICA
Antes da solucio propriamente dita do problema, € necessdrio que as equacdes

integrais sejam convertidas em equagdes algébricas.

2.6.1 SISTEMA ALGEBRICO NO CONTORNO
Inicialmente, o sistema algébrico deve ser formado no contorno para viabilizar a

determinacdo das incégnitas. Isto € feito colocando o ponto-fonte nas extremidades da

barra. Isto é, x > 0= l'ing({) +&) e x> L= l'irr(}(L - £), na Eq. (2.50), e calculando-se
n;—) ot

as devidas integrais de dominio devidas ao carregamento. Assim, aplicando esse
procedimento tem-se:

Para x > 0:

u(0)-u(0)N(0.0+ &)+ u(L)N"(LO+ &) +

N O (0.0 +£)~ V(L (1.0 +2)= f [, (e (O 2l)
Para £ — L: ﬂ
u(L)-u(O)N"(0,L-&)+u(L)N"(L,.L-&)+
N(0)u" (0,L-¢)-N(L)u'(L,L-&)= _I[p (x)u’ (x.L) Jax FE
Reescrevendo a Eq. (2.51) e a Eq. (2.52) com notagdo matricial, tem-se:
{u} + [Hl{u} = [Gl{p} + {f} (2.53)

Onde as matrizes de influéncia sdo dadas por:

-N'(0,L-¢) N'(L,L-¢)

1
[H]_[—N"(U,m;) N'(L,(]+§)} 5 T3

_ﬁl ﬁz
Gl =
[] {_ﬂs )34:|
Onde:
_GO , _ 6L 4 _ __60O
ﬂl“ B ’/31  ’ ﬂ:»ﬂ4 )

Ja as varidveis no contorno da Eq. (2.53), indicadas na Fig. 2.2a-b, sao:
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_ [u(0)
{u} = {u ( L)}

I
e,

v

w) . [NO)
} = {Nm}

N, €— —» N,

(a)

(b)

Figura2.2. Graus de liberdade no contorno: a) esforcos, b) deslocamentos

Jd o vetor da carga {f} na Eq.(2.53) depende da fungdo que rege o carregamento

axial podendo ser escrito de uma forma genérica como :

{r}= {;}} (2.54)

Onde:
fu=f.0 = [ p, (xu" (x0)dx (2.55)
0
fo=Ff D)= p,ou’ (x,Lydx (2.56)
0

Em principio, a carga distribuida p(x) em Eq.(2.54) pode ser representada por
uma funcio qualquer. O vetor de carga pode ser obtido basicamente por dois caminhos:
a) cdlculo direto da integral de dominio indicada na Eq. (2.54) e b) transformacdo dessa

integral de dominio em valores de contorno.
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Para o caso da distribuicio trapezoidal da carga ao longo da barra p(x) =

Pyt “ x. vide Fig. 2.3a, a obtenciio do vetor de carga pelo cilculo direto da

integral de dominio pode ser escrita como:

L ¥ p _P 1 1
+b) " ‘0 d _( r i xj i )( _ )d
] |s R g |0 S
{f}: = 5 — z (2-563)
£ [ ax+byu’ (x, Lydx 2E I(pﬁgrj-px.-x)( S

Utilizando-se a identidade Eq.(2.40) na Eq.(2.55), obtém-se:

~p [H(L)- H(O)-LG(D)J—(M][M%(L)- E(L)+£(O)~é(0)%

f.u' 1 _ L
{f}={f‘j}=g ;

p_l_i[f}(L)-H(O)-LG(L)]+(%J[L}I’(L)-K(L)+£(0)-6(L) 2

Onde; G(x), H(x)e K(x)sdo definidas nas Egs.(2.35-38)

> —— —ﬁ (a)
— i
i [
F
— (b)

Figura2.3. Carregamentos axiais na barra: a) trapezoidal, b) concentrado

Em barras prismdticas, os casos priticos mais usualmente considerados em
problemas de engenharia sdo os uniformemente distribuidos p(x) = p e os linearmente
distribuidos p(x) = ax + b. Um cenirio diferente deve ser analisado até mesmo em

problemas priticos de engenharia envolvendo barras ndo-prismdticas, se as cargas
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externas forem associadas ao peso préprio da estrutura. Nesses casos, as cargas nio s6
dependem do peso especifico y do material, mas também da concepcio arquitetdnica da
barra, ji4 que a carga distribuida externa € obtida pelo produto de ¥y pela funcio A(x)
que rege a mudanca da drea da secao transversal ao longo do comprimento da barra:
p,(x) = yA(x) 2.57)
Onde y = pg, sendo p a densidade e g o valor da aceleracdo da gravidade.
Aqui serd explorada a técnica de transformacdo das integrais de dominio dos

termos de cargas em valores de contorno nas extremidades da barra.
Seja a drea da secdo transversal transversal dada por um polindmio de grau impar n,
A(x) = Ay + Ajx + -+ A, x™, entdo a forca externa é dada por:
p(x) =y(Ag + Ayx + -+ A, x™) (2.58)

Seja g(x) um polindmio de grau n+1 e v* uma solug@o fundamental definida

dn+i

comov = F.ur‘*, com u dado na Eq.(2.41) (2.59)
A partir da regra de integracio por partes, a seguinte relacio pode ser estabelecida:

j e . ol
R : 7

Aplicando-se integracdo por partes na segunda parcela da Eq. (2.60), o resultado da Eq.
(2.60) fica:

j_'dxﬁl " . dn
OdIJng - dxn

Ap6s a aplicacio conveniente de sucessivas integracoes na Eq. (2.61), obtém-se:

L n+l n L n=1 L 2 n- L
d . 38 d .d d . d
xWdx=|v S =
j r u+1g(t)l’ x |:V dxn g(‘x):L |:d.1' d n-1 g( ):| |: [ 2 d n-2 g( ):|

] 0 0

d3 . d-n—B B dn—l N d2 L dn d L dn+1 .
| —v x)| +...+ v —g(x)| - v —g(x)| + X -V dx
|:dx3 dx"> 8( ):L [a’x"_' dx” 8( ):|0 dx"  dx &(x) 5 _[g( )

L
d" d *
- —vd 2.60
"]ﬂ !dx"*g“’dx‘” x (2.60)

L
d dﬂl L n— 7
X]O_[dx — 8l )] j ng(x) vide  (261)

(2.62)
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+1
Se p(x) de grau n for inserida na Eq. (2.62) implica em _f dxnﬂ ——= g(x) vpdx =

0. Além disso, utilizando-se da Eq.(2.59), a integral de dominio remanescente na Eq.

(2.62) fica escrita apenas em funcdo de termos de valores no contorno:

dn+1 n L B d dﬂ' 1 L
jp(x}u dx = Ip(x) TV dr——|: 7 p(r)_ +_E S p(x ):|0
& . d™* r ' . d? d" .d 3

+| — ; + =
{dx i dx"> p(x):L {dx"'i 4 dx’ p(x)-o _dx" X dx p(x)l

2

n-2
*

dx*?

d
|:d'x2 p( r):|

(2.63)

Por exemplo, se a carga for linear, entdo n=1 substituido na Eq. (2.63), resulta em:

2

L L
jp(x)u'dx = jp(x) L ‘: dx g sl
5 4 dx”

2Rk

1

p(x )]

(2.64)

Onde as solugdes fundamentais v* e suas derivadas de interesse estio escritas no

Apéndice 6.

Quando o ponto fonte for aplicado nas extremidades da barra na Eq. (2.64), o vetor de

carga pode ser escrito como:

L o
{f.}_ _([P(I)M.(I,U)dx ) _[v*(x,o)dp (X):L +hdv ;;:,0)
i L = . - *
fi Ip(x)u*(x,L)dx -[V'(x,L)dp (x):| N & (L)
i dx ], | dx
Onde:
B, =—v'(L.0) dp(L) , dv'(LO) ;5
dx dx
B, =—v'(0,0) dp(0) , dv'(0.0) D=
_ dx dx
dp(L) dv'(L,L
p=v @ L2+ D pny=0
dx dx
=y dp(0) dv'(0,L)

P (x)}
0 _ {ﬂ1 - ﬂz }
. ﬂa - ﬂ:t
p (X)]
(2.65)
(2.65-69)
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Por outro lado, se a carga for quadritica, entdo o nimero impar superior mais préximo &

n=3, que se substituindo-se na Eq. (2.63), resulta em:

TN T & R & .d ;
X dx = x)—vdx=—|v — p(x X

!p()u !p( Yo ¥ { o p()]u = d,p()u Ol

- L
d .
+ —v p(x
|:dx3 P( }]0

(2.70)
Como o p(x)é€ quadritico, a relacido na Eq.(2.70) fica:
L &' d?p (x| [ dp 0] [d¥ i
[ plou’dx = — S P ML ) @.71)
< dx dx” dx-  dx : dx i
Onde:
3 *
[u' (x. 2y = ‘;; (2.72)
[ Cx fydxdx = s (2.73)
dx”
B v’
m u’ (x, X)dxdxdx = — (2.74)
dx

Da substituicao das Eqs.(2.72), (2.73), (2.74) na Eq.(2.71), esta pode ainda ser escrita

de forma simplificada como:

L L
jp(x)u'(x,i)dx [Hfu (x,X) p( )} |:Hu'(x,ﬁé) dpdix):| +[Iu*(x,})p(x):|;
0 0

0
(2.75)
Quando o ponto fonte for aplicado nas extremidades da barra em (2.75), o vetor de

carga pode ser escrito como:

{m (x,0) d";(x) [H (x,0) pd( )] [fu‘(x,o)p(x)T
I 4

do

>={ﬁ1—ﬁz}
ﬁs'ﬁal

oA ] b (x) * L
[mu D)= [, [H (x ,L)?]0 [fu (x,L)p(x)]o
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Onde:

j u' (x, R)dx =Iu' (2.76)

[[u" (. 2yt =11’ (217

m u’ (x, %)dxdxdx = Il (2.78)

B =1 Loy L2 ,f” T (e SO O (2.79)
dx” dx

B, = 1 0,0y P 2(0) 0,002 D _ 1 0.0)p 0)=0 (2.80)

X

By =1’ (L, L) dp (L )—Hu'(L,L)dp (L)—fu*(L,L)p (L)=0 (2.81)
dx’ dx

B, = I’ (0, L)d_:; D omron dpd(o) I’ (0, L) p (0) (2.82)
=

Por fim, se a carga for quartica, entio o nimero impar superior mais préximo € n=5 o

que leva a Eq. (2.63) a:

5 L * 4 L 2 % .3 L
3 v*d g(x) i dv diglx)| |dv dgk)
dx’ . dx dx' o dx>  dx’ s

3. . 2 L 5 * L
i d\; d gj(x) g d*’ dg(x) 3 vs 2(x)
' d'x [ dy’  dx . dx

0

L L
j g(x)u'dx =
] 0

(2.83)
Como o p(x)é€ quartica, a relacdo na Eq.(2.89) fica:
r i r dv’ d4p(x) : d*’ d3p(x) ‘
jp(x)udxsz =| — " - ———
4 % dx dx 5 dx dx R
) (2.84)
dv dpx) | [d% dpo)] [dv
+| 28 £ ()
dy  dx s dx® dx s dx A
Onde:
o ik dv’
ju (x,%)dx = s (2.85)
v on d*’
”u (x, X)dxdx = —, (2.86)
dx
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d’v

m u’ (x, ¥)dxdxdx = = (2.87)
jjjj;f(x, X)dxdxdxdx = ‘i:;* (2.88)
j j j j j u’ (x, ¥)dxdxdxdxdx = % (2.89)

Da substitui¢do das Eqs.(2.85-89), na Eq.(2.84), esta pode ainda ser escrita de forma

simplificada como:

i i = {IHHH (x, px(x)]o [Huu* e d3§x3(x) I

) (2.90)
+[mu'(x,x) dz;x)l —[Hu‘(x,j‘:) %l} 4 [fu‘(x, Ap (x)]';
Onde:
ju‘(x, Rdx =l (x, %) (2.91)
[[u' (x. Bydedxe =t (x, %) (2.92)
[ Cx. Zydxaxax = 1’ (x, %) (2.93)
[[ ][ Cx.2dxdxddx = 1t (x. %) (2.94)
J' j' J'j' j' u’ (x, ®)dxdxdxdxdx <IN (x, %) (2.95)

Quando o ponto fonte € aplicado nas extremidades da barra em (2.75), o vetor de carga

pode ser escrito como:

o
|:HIHu (x,0) d'p @) | *(x,0) dp (‘ﬂ
dx’ dx’ B

L
dp}(x) y H{( 0) P()

+[H1u'(x,0) ] +[f (x,0)p (x)]

B

{fi }

il -

' [HHIH (x,L) d'pw| _ 1 (x, L) d’p (x)}
dx* dx’ 2

X

l"'a

={ﬂ| "ﬁz}
ﬁz"ﬁ4

r-ﬁ

dp )7 . L
I L)p (.
n 1} +[ u (x,L)p (r)]ﬂ

[mu (x,L) ’p ) | _ I’ (x,L)
d’x |

0
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3
B, = I’ (L, O)d P (L) e (L0 4P S(L)
dx* dx (2.96)
I (L, o)d P nicr.0)® ap L)\ p(L,0)p (L)
X
B, = I’ (0,0) "’ ( 929 _ .0 p (D)
. (2.97)
1T (0,0) dp ( )—H 0.0 9, 1©0.0)p ©) =
d*x dx
ﬁszlﬂﬂu*(f_,.{.) P L) (L,L) dp (L)
dx' (2.98)
1’ (L, L)d P _ o iy® Dy i nyp (1) =0
d’x I
4
B, I 0,1) 2P fmdm (0,L) d’p (0)
dx dx’ (2.99)
+1IH’ (0, L)d ;’ O mrion dpd(0)+.ru*(0,m p (0)
X

Ao passo que se for aplicada uma carga concentrada F a uma distancia “a” da

extremidade esquerda conforme mostrada na Figura 2.3b, o vetor de carga fica:

) = fa| _ F [G@)-G(0)
T S]] 2E|GW-Gla
2.6.2 TRANSFORMACOES NO SISTEMA PARA SUA SOLUCAO

Para a solucao das incognitas do problema, € necessario a formacao da matriz de
influéncia das incégnitas e do vetor independente. Isto € feito mediante a aplicacdo das
condi¢des de contorno e manipulagio algébrica adicional no sistema dado na Eq. (2.53),

que pode ser expresso de uma forma genérica como:
H;; H ||4 G Gy ; i

{ ! 1-] { . ‘-] Pil 4 (2.100)
Hll HZE uf GEI GE? pf f;‘

Admitindo-se que o grau de liberdade 1 esteja prescrito em deslocamento #i; (o que
implica que as forcas nos demais graus de liberdades estido todas prescritas), entio o
sistema final € obtido substituindo a matriz de influéncia [H] na coluna 1 pelos valores

da matriz [G] na Eq.(2.100). Da mesma forma a matriz [G] € alterada na mesma coluna
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com os valores da matriz [H] antes da atualizacio. Resumindo, o processo de imposicio
de condi¢des de contorno implica em uma permuta de coluna entre as matrizes [H] e

[G] na posicao do grau de liberdade prescrito em deslocamento, resultando em:
- G H 3 i = H G > Hr’ i

G el [ Gl (] -
_Gzl H:z u,:‘ _H2I Gzz pj f;‘

Entdo, a matriz de influéncia das incégnitas, o vetor independente e vetor das incégnitas

na Eq. (2.101) sdo dados por:

H12
H,,

11 Gi?]{ul— }_l_{f‘i}
n Gn||P; J

A= o

2

-H
B!=
&
Pi
()= {}
Com o sistema a ser resolvido fica:
[A]ix}= {B}

Aplicando um método de solucio de sistema, por exemplo um método direto, fica:

)= [T {8}

2.6.3 DETERMINACAO DOS CAMPOS NO DOMINIO

Os campos em deslocamentos no dominio da barra podem ser obtidos apds a
determinacdo das varidveis do contorno utilizando a Equacio (2.41) com colocacio do

ponto fonte € “a” resultando em:

u(a)+[H(a)u}=[G@]p}+ f(a)
Onde:
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[H@] =-[1/2 1/2], [((@] =[-A@ Ai@]

Com:

p.(@ =[G~ Ga)]

pot@ =[G - 6@

J4 o carregamento f(a), ap6s o cdlculo das integrais de dominio quando este é

trapezoidal fica:

_ p_". - - ~
fla)= (EJ{H(a)—H(L)+G(a)(L—2a)}+

p.tj-p_t:' A 4 = _ o . o _i“
[—ZEL }{2&H(a)+K(0)+K(L} 2K(a)-LH(L) 26(&)}
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CAPITULO III

FLEXAO DE VIGAS NAO-PRISMATICAS COM VARIACAO
SIMETRICA

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo € tratada a flexdo segundo as teorias de Euler-Bernoulli e
Timoshenko. Inicialmente sio desenvolvidas as deducgdes das equacgdes reais que regem
o fendmeno em vigas ndo-prismdticas com variagdo simétrica ao longo do eixo
longitudinal, como se apresenta na Fig 3.1. Ainda serdo discutidos o problema

fundamental, as equacdes integrais e algébricas.

Figura 3.1 — Viga Nao-Prismdtica Simétrica

3.2 PROBLEMA REAL: EULER -BERNOULLI

Nesta secdo sera discutido o desenvolvimento do problema real da viga de

Euler-Bernoulli estdtico sob carga transversal.
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3.2.1 CONSIDERACOES GERAIS

Para o estudo da flexdo de barras de Euler-Bernoulli mostrada na Fig.3.1a sio
admitidas as seguintes hipoteses:

a) O problema tridimensional pode ser reduzido ao espago unidimensional, 1D,
desde que o comprimento L, seja suficientemente maior que as dimensdes b e h da
secdo transversal;

b) A barra pode ter secao transversal nao uniforme, ou seja, deve ser nao
prismitica;

¢) Quando no regime estdtico, as cargas devem ser aplicadas de modo que os
efeitos da energia cinética sejam despreziveis;

d) O material admitido como homogéneo e is6tropo; enquanto a
homogeneidade implica que as propriedades e os fendmenos do todo sdo representados
em qualquer regidao do corpo, a isotropia implica em mesmas propriedades em todas as
direcoes;

e) O material admitido como elastico linear: a elasticidade implica que em um
ciclo de carga descarga, nio haverd deformacio residual. Ji a linearidade exige uma
proporcionalidade direta entre tensdo e deformacio;

f) A planicidade das secOes transversais € mantida durante o processo de
deformacio;

g) A ortogonalidade entre o eixo longitudinal e a secao plana € conservada
durante o processo de deformacio, implicando na desconsideracio da distor¢io
transversa.

h) O efeito de Poisson € desprezado, ou seja, as deformacdes transversais da
secao sao desconsideradas;

i) Os campos de deslocamentos e deformagdes sao assumidos pequenos

(suaves) para a viga e base elastica (quando presente) .
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Figura 3.1a- Barra nio-prismatica com carregamento no plano xz

3.2.2 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Os deslocamentos axiais da barra podem ser escritos levando-se em conta as

hipéteses (f),(h), resultando em:

u(x)=—z(- ¢(x)) (3.1)

Onde:
z representa a profundidade da fibra e § representa a rotacio da se¢io.

No modelo de Euler-Bernoulli, conforme descrito na hipétese (g), a distorcao

transversa € admitida nula. Assim, a Eq. (2.6) fica:

du  dw
¥z =7 F——=

= 0 (3.2)
= dz dx

Substituindo-se a Eq. (3.0) na Eq. (3.1), resulta em:

dw _"

dx

(3.3)
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Aqui, pode-se notar que no modelo de Euler-Bernoulli, a rotagdo da se¢do ¢

tem um sinal contrdrio ao da inclinacio da eldstica 4. Além disso, a deformacio axial

dx

em conformidade com a Eq. (2.2), Eq. (3.1) e a Eq. (3.2) pode ser dada por:

. = du(x) . d'wEx)

; 34
! dx dx” (3.4)

Levando em conta que as Unicas tensOes normais que atuam na viga sao as
axiais e ainda a hipétese (h) de supressio do coeficiente de Poisson na Eq. (2.8), as

tensoes axiais podem ser escritas como:

o, = Ee, (3.5)

A energia total do sistema pode ser escrita em funcio das contribuicdes da
energia potencial de deformacido da viga e do trabalho das forcas externas, resultando

em:

L 2 2 L
e el G e framon

Uma das maneiras de se obter as equacgdes de equilibrio desse problema €&
aplicando os conceitos dos principios variacionais. Um dos lemas do cédlculo variacional
diz que a extremizagdo de um funcional € obtida impondo-se a condi¢do que sua

primeira variacio € nula. Assim, efetuando-se a primeira varia¢io na Eq. (3.6), tem-se:

L B 2 L
S 5 %}[E,r(x){d;gx)] dx +5{—£p:(x)w(.r)dx:| 3.7)

Aplicando-se as propriedades do cdlculo variacional &(u")=nu""du |

5_[ g(x)dx =j slg(n]dx e ap6s duas integragdes por partes da Eq. (3.7), tem-se:

33



L
o {d w(r)EI( )5dw(x)} [d {d W) p )}Mx)} J-d_ d’ w(x)
, dx’ ﬂd

dx’ dx dx .
~ | p.()Fw(x)dx (3.8)
0
[ du(x) I
Como a variagdo dos campos no contorno € nula, !_5 ra =[ovn]i =0, a Eq.
0
(3.8) fica:
Cpid d’ w(x) -
on=[E (*’ (x) }Wﬂdx— [ p.(x)ow(x)dx (3.9)
& dx’ dx’ 0

Simplificando a Eq. (3.9), tem-se:

[ :h [I( )d wm] p,_(ﬂ}év(-r)dx (3.10)

Levando-se em consideracio que a variacio de sw(x) € arbitrdria, a nulidade da

E
57f=_[
0

Eq. (3.10) serd sempre garantida se a seguinte relagio for verdadeira:

A (;( Pl W(“")) p,(x)=0 (3.11)
dx

Ou ainda:
B (f( e “’(’”J p.() (3.12)
dx

Os esforgos da viga no modelo de Euler-Bernoulli sao dados por:

dzw( X)
M (x)=—-EIl(x) (3.13)
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V(x)=—E :(I( L WU)J (3.14)

Onde:

M (x) representa o momento fletore V(x), o esforgo cortante.

Se a Eq.(3.13) e Eq.(3.12) forem comparadas, as equacdes governantes da viga de

Euler-Bernoulli podem ser escritas em funcio dos momentos fletores como:

d‘Mz(x) = p.(® (3.15)
dx

3.3 PROBLEMA FUNDAMENTAL:EULER-BERNOULLI

Ji que o interesse neste trabalho € o desenvolvimento do MEC direto, o
problema fundamental a ser utilizado deve herdar grande parte das propriedades fisicas
e de geometria do problema real. A unica diferenca, de fato, € que enquanto o problema
real possui geralmente o dominio finito, o problema fundamental tem seu dominio
infinito submetido a fontes pontuais. Dessa forma, a equacdo governante do problema

fundamental fica:

5

E; {!(1) £ = (W' (x, x)}] P {EA)=0 (3.16)
J.‘.
Por outro lado, as demais relacdes envolvendo as grandezas de interesse, que

também podem ser escritas por analogia as correspondentes do problema real, sdo

indicadas a seguir:

d d*w'(x, %)
v )=—F Ix)——— 3.17
B o

M (iR =—EI(x) 22 5% (3.18)

Além disso, por analogia a Eq. (3.15), a equacio governante do problema fundamental

pode ser escrita em funcio dos momentos fletores como:
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d*M’(x,X)

—a =P D (3.19)

Com o objetivo, de se obter a solu¢io da equacio fundamental, utiliza-se a propriedade

do delta de Dirac na integral da Eq. (3.16). Assim:

o d’ 0 v . 5 B
{ {EE[MF W' (x, x))]— p :(x,x)}dx =0 (3.20)
Integrando-se duas vezes consecutivas a Eq. (3.20), fica:
w”(x,fc)=2i”{ < :|dxdx (3.21)
E| 1(x)
Onde:
r= Ix - i’l

Integrando-se a Eq. (3.21) uma vez por partes, tem-se:

b e 1 "
w' (x, %)= Ej[rc(x)— [sen(x— DGl (3:22)
Onde:
1
G(x)=|—dx 323
(x) j 10 (3.23)

A fim de se resolver a Eq. (3.22), nesse trabalho € proposta a seguinte

1dentidade:

di [sen(x — H[H(x) — H®]]=26(x, H[H(x) - H(Z)]+sgn(x - %) d_Tx_) (3.24)

X X

com:

H(x)= [ G(x)dx (3.25)
Integrando-se a Eq. (3.24), tem-se:

sgn(x - H)[H(x) - H®)]= j' [sen(x — $)G(x)Jdx (3.26)
Da substitui¢ao da Eq. (3.26) na Eq. (3.22) a solu¢io fundamental assume a

forma:

w(x, %) = é j [rG(x) — sgn(x — D)[H (x) — H(3)[Jdx (3.27)

36



Por fim, integrando-se a primeira parcela da Eq. (3.27) e fazendo-se uso da identidade

Eq. (3.26), a solucdo proposta neste trabalho para a Eq. (3.16) é:

W (x,3) = é[[ﬂ(x) +H(®))]-2sgn(x - )[K (x) - K()] (3.28)
Onde:
K(x)= j' H (x)dx (3.29)
dw' (x, 1) _ _ ) )

Ja 0 € obtida a partir da derivacao da Eq. (3.28), que fica:

dw' (x, 1 . a

D) L Hw - Hsgax- ) + 1G] (330)
dx 2E

JA para determinacdio dos esforcos (forca cortante e momento fletor)

fundamentais, as seguintes relacdes devem ser usadas:

Wi d d’w' (x,%) sgn(x — %)
|4 =—FE—|1 =— 3.31
(x, X) dx[ (x) P } 5 (3.31)
M DBl 2P CR) T (3.32)
dx” 2

Além das solucdes fundamentais apresentadas nas Eq. (3.28) e Eq. (3.30), serio
deduzidas solucoes fundamentais adicionais com derivadas em relagao ao ponto fonte,
jd que essas serdo necessdrias nas equacdes integrais que serdo desenvolvidas no item
subsequente. Assim, as derivadas dos deslocamentos e esforcos derivados no ponto

fonte podem ser escritas como:

W 1 5 ; 5
w;(x,x)= 55 [-[H(x)- H(Z)|sen(x - %)+ rG(x)] (3.33)

dw’ (x.3) A s o
=5 = 2E[ [H(x)- H®]sgn(x - %) + rG(x)] (3.34)
Vi(x, %) =d(x—1x) (3.35)
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M oy A — ) (3.36)

= 2
Onde:
1
G(x)=|——d
(x) 10 X (3.37)
H(x)= jG(x)dx (3.38)
K(x) = jH(x)dx (3.39)

3.4 REPRESENTACAO INTEGRAL

Uma das maneira de estabelecer as equacOes integrais para o MEC € pela
aplicacio do Método dos Residuos Ponderados (MRP). Conforme discutido na capitulo
2, Residuos Ponderados € uma técnica que consiste em multiplicar as equacdes de
equilibrio reais por fungdes ponderadoras associadas ao problema fundamental. Assim,
ponderando a equacdo governante real Eq. (3.16), pelos deslocamentos fundamentais

(3.28), o MRP viabiliza a escrita da relagao:

dx’

i d? d’ o 5. sl v
j[ {!( ) s }}p :(x,x)]w (x,x)dx=0 (3.40)
0

Da integrac¢do por partes da Eq. (3.40), resulta:

L
dw(x) P R
1 w (x,)
{ d}[ (x) P :| (x f)l]

¢ d’ w(x) dw’ (x,x) F . 5
-|E - [1( ) } o -_[[p:(x)w (x,£)dx =0 (3.41)

0

Substituindo-se Eq.(3.14) na Eq.(3.41), fica:

r d* w(t) dw' (x,X)
= X)w (X, X E_ I
[Veow @], Idx{() } I

0

L
dx- I p, (0w (x,X)dx=0 (3.42)
0

Integrando por partes a segunda parcela da Eq.(3.42) , tem-se:
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_[V(X)W‘(x,.i):ls |:Ej( )d “’(x) dwj,: x):|

(3.43)
d’ w(r} d*w’ (x,%)

dx’

+jEf( ) dx J'p (0w’ (x, )dx =0

Com a substituicio das Egs.(3.13) e (3.18) na Eq. (3.43), obtém-se:

o d od’ i f i
[Vow (.r,x)] {M( Rkl (; x))} -| {Z;I)M dx— [ p.(ow (x, Ddx =0 (3 44)
0 0

0

Integrando por partes a terceira parcela da Eq.(3.44) , tem-se:

i ik dw’ (x, %) dw(x)

_[V(x)w (x,x):lo +|:M(x) Tl [M (x, - l

(3.45)
tdw(x) dM; (x,X) r S m

+}[ o e dx— ;': p.(xX)w (x,x)dx=0

Finalmente, integrando por partes a quarta parcela da Eq.(3.45), resulta:

-[Veow' x, x)]: +[M(x) M} [M (x, )dw("‘)}

dx | dx |,

(3.46)

‘M()

[V (x; x)w(x):l jw(x) dx — Ip (xX)w’ (x,X)dx =0

Substituindo-se a Eq. (3.19) na Eq. (3.46) e utilizando-se a propriedade de

filtro do delta de Dirac, obtém-se a equacio integral dos deslocamentos transversais
aw' (%) ]
w (x,X) "
dx
o (3.47)
dw(x) .. Lo ..
o :| [V (x, .r)w(.t):lﬂ -—jpz (X)w (x,x)dx=0
0 0

w(d) - [Vw (x, .%)]; + [M (x)

[M()

Para o completo equacionamento do problema da barra sob flexdo no modelo de Euler-
Bernoulli, se faz necessaria a obtencdo de mais uma equacio integral, pois sdo duas as
condi¢des de contorno desconhecidas e apenas uma equacio integral até entio deduzida.
Assim, uma equagdo integral que pode ser utilizada € a da inclinacdo da elastica no

dw(x)
dx

ponto-fonte, , que € gerada pela derivacio da Eq.(3.47) em relacdo a 1:
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dw(x) w (x, %)
= [V(x)n (x):):l [M() 3, }

(3.48)

3 dw(x) .. L o
|:M (x, dx } [V;i(x,.x)W(X)]—;[p:(x)w (x,.f)dx=0

3.5 REPRESENTACAO ALGEBRICA

Conforme ja foi dito no capitulo 2, a transi¢do das equacgGes integrais para a
representacdo algébrica € necessario fazer a colocacio da fonte nas extremidades da
viga, isto €, ¥x=0+¢ e x=L—-¢ com £ — 0. Assim, aplicando-se as fontes
convenientemente no contorno nas equacdes integrais Eq. (3.47), Eq. (3.48) as

equagoes algébricas ficam:

W(O)“[V(I)W*(X,D):Ij +|:V*(x,0)w(x):|j +{M (x) M} 5

dx
) (3.49)
[M( O)d“’“)] - [ p.()W (x.0)dx =0
dx |, 0
L L aw' L)
W) -[V @w' (D] +[V' (. Dw(w ], +[M (x)%} "
L]
dw(x) T} ;
[M( D= ]0 _{[p:(x)w (x,L)dx=0 (3.50)
= L
DO [V w0 ] +[Vixomw@ ]+ [M oy it (“’0)}
dx 0 0 dx
0 (3.51)
L
[M (x o)d“‘(x)] ~ [ p.()W',(x,0)dx =0
dx b 3 b
Tk aw',(x,L) |
MO v o D] +[ Vi Dwo |+ [M(x) —”mx—} +
dx 0 o dx
0 (3.52)
[ dw(x)} < "
M'.(x.L) jpz(x)w_i(x,L)a’x:(]
dx ], { ’
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Reescrevendo-se as Egs.(3.49), (3.50), (3.51) e a Eq. (3.52) com notacido matricial,

obtém-se:

{u} + [H{u} = [Gl{p} + {f} (3.53)

Onde [H], [G] sao as matrizes de influéncia e {f} € o vetor de agoes externas. {u} e {p}
sdo os vetores de deslocamentos e solicitacOes internas, cujas formas explicitas sdo

dadas por:

[ aw dw, T Aw(0) )T
{u}-[wi W, dx] —[W(O) = w(L) a }

(p)=[v. M, v, M, =[v0 M© v) ML)

1, L
2 2 2
0 - % 0 -%
[H]=| I 1 ; (3.54)
2 2 2
o -L o _1
£ 2 2 |
0 0 A 5
0
(€] B B, (3.55)
Bs Bs 0 0
B, Bs 0 0
Com:

B - ﬁ{L(H(L) + H(0))-2(K(L) - K(0))}

1
T {(H(L)-H(©0)-LG(L)}
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By= é ~(H(L) - H0))+ LG(0)}

1
B.= E(G(L) - G(0))

A s é{_ L(H(L)+ H(0)—2(K(0) - K(L))}

1
Be=rs {(H(0) - H(L))+ LG(0)}

1
=5z {-(H(©) - H(L))- LG(L)}

1
Be = E(G(O) -G(L))

Os graus de liberdade no contorno estao indicados na Fig. 3.2a-b.

M}’l

2 (4

(a)

dw; dwj
Wi dx ) dx

t ™

(b)

Figura 3.2 Graus de liberdade no contorno: a) esforcos; b)deslocamentos
Ji o vetor das cargas na Eq.(3.53) depende das funcbes que regem os carregamentos
distribuidos em forca e momento, podendo ser apresentado de uma forma genérica

como:
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d *

w
dx

L
I . dw’ 1 J.{W' (X,O) p.(x)+ (x,O)m}.(x)]dx
* 4 0

.
d'wf,,_i

-
=

—_—
=
o

—

J.(w_} (x,0) p.(0)+ (x,(])m}. (x)] dx

* P
a0 0 gl s
=1 et
. aw’ m, (x) 2E '

L
*w(x,L) (%L) jw‘ [(x, L)p,(x)+ o (x, L)my(x)]dx
0
. dw, G L ;
Wi (% L) d_;(x’ L) I{wr (x.0) p.(x)+ d;‘p"? (x.L) m\,(x)]dx
L J ) = :
(3.552)

Da substitui¢do das solucdes fundamentais Egs.(3.28), (3.33) na Eq.(3.55a), o

vetor carregamento quando submetido a carga transversal , p, (x) fica:

S —

([x[H )+ HO)]-2[K(x)- K(O0)]])dx
[(-[H)—HO)]+xG(0)) dx
0

(Jx=L[[H @+ H@L)]+2[K(x)- K(WL)]])dx

= ey

[([H®-H@)]+|x—L|G(L))dx
0

[x([x[H @)+ HOP]-2[K(x)- K(O)]])dx

a

M l-x(_[H(x)_H(U))]+xG(0))a{x
2EL  |%
[x(=LI[[H @+ H@)]+ 2[K ()~ K(L)] ]) dx

L1}

(3.55b)

L
[x([H@-HEL)]+|x-L|G(L))dx
0

Para o caso da distribuicio trapezoidal da carga ao longo da viga, vide Fig. (3.3a), o

cdlculo direto das integrais de dominio resulta em um vetor de carga igual a:
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[LK(L) + H(0) ‘% +2K(0)L-3(W(L) - W({))):|

[_ (K(L)- K(0))+ LH(0) + G(0) %]

{f}: }23_;:. 2 +
{L[K(L) - K(0))+ H(L) 5 3K(L)L+3(W(L)-W(0))
[(K(L) - K(0))-LH(L) + G(L)%]
amp 3 - o
[LQK(L) + H(O)% + K(O)L> —4(W(L)- M(L)+ M (0))
LZ LS
W(L)-W(0)- LK(L)+ H(0)— + G(0)—)
(p:,f - p:l‘) |: 2 3 :|

S [4 5 (AN H(L)% + L(W(L)-W(0)) +4(LW(L)- M(L)+ M(O))}

2 3
|:-W(L) +W(0)+ LK(L)- H(L)L?+ G(L)%):|

Para o caso da transformacgao de integral de dominio das cargas transversais em
valores de contorno, o procedimento adotado aqui € semelhante ao desenvolvido no

capitulo 2.

Se a carga transversal for linear, entdo suas equacoes de dominio, em termos dos
valores de contorno, ficam:

L

j p, (0w’ (x, X)dx = —[Hw*(x, %) M] + [Iw‘(x,;e) p,(x)]L
s dx - 0

0

f B Sy = H.dp:(x)L I L
| poown = -| a2 | 4| Mip 0,

X o
(3.55¢)

Onde as integrais superiores das solugoes fundamentais, dex =Ilw,,

” w.dxdx = Ilw, _[W:edx =Iw, e H w’, =Ilw’, , podem ser encontrados no Apéndice

6.
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O vertor de carga { T } requer a colocacio do ponto-fonte nas extremidades da barra

W' (x.0) B~ B
{f} =E :((;LO; p(x)dx = ? _"g: (3.55d)
wi(x.L) B, - By
Onde:
By =1, (L,0) & di )+IWZ(L,0)pz(L)
B, =—1Iw.(0,0) dp;'iﬂ) +Iw.(0,0)p.(0)=0
B =—Iw'(L,0) % 2( )+waf(L,0) p.(L)
B, =-1Iw",(0,0) dpd(o) + ', (0,0)p,(0)=0
B =—IIw(L,L) 9P, ( L FLIDN, (L,L)p,(L)=0
B, =—Iw.(0,L) dpd( )-i-fw:(O,L)p:(O)
By =-Iw,(L,L) % +Iw (L,L)p(L)=0
By =—1w',(0,L) 8 :J(EO) +M,(0,L)p_(0) (3.55e-m)

Por outro lado, quando a carga for quadritica, entdo o niimero impar superior
mais proximo € n=3, de forma que os elementos da Eq.(3.55d), ficam:

d’p.(L)
B = [HI D — 5 }

B, {m (0, O)di’ (U)}

Ih, (L.0) pd( )} [ (L0)p(D)]

1w’ (0,0) ap, (0))} +[W.0.0)p,(0)]=0
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B, =| v (L.0)? } AR )H*’W.‘.;-_\.(L,O)pz(u]

B, =| 11w’ 0,02 )} W, (0,0) (0)>]+[fw;.(0,0)pz(0>]=0
L. r -
B =| W (L,L) d’ :;’x f”] IW(L,L) dpdf“) ] [ Wi(L.L)p.(1)]=0
dp (0) 3
B, =| 1w (0, L) ] Iw.(0, L) ):|+[Iw: (0, L)p:(O)]

. d’p.(L) " dp.(L) | .
By =| I, (L,L) 2 }—[Hw_h(L,L) - )+[Ivv,_;_‘.(L,L)p:(L}]=O

X

P L L
B, = IHw_'_;.},(O,L)d ;;;2(0)} { . (0,1) dpd(U) +[w,(0.L) p:(O)];
0

x

(3.55n-u)

Por fim, para p(x) quirtica, tem-se:

p (L)

B {Hm (L,0)

] [HH (L. O)d P (L)]
dx’

{fffw;(L,O)d_jg(L)] { ~(L, U)dp (L)] [I (L,0)p, (L)]
B

B, {HIHW 0.0)2 (0)} {IIH (0, O)d ;’ (O)}
X

{m (0, O)ddp (0)} ‘:H 0,0) (0)} [1(0.0)p,(0) ]=0
X x

ﬁs{mﬂ (Loyde: U‘)] {HH (L,0) 4, (L)}
dx* dx

{Hr (0P (‘ﬂ [ . (L,0) % L )} [0, (L0)p.(L)]
5 _
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4
B, = {mnw‘h 0,02 29
dx

} [HH (0,0) d’p. (0)}
I

{Hf (0.0) p ( )} [ 1.0 20 )} (1w, 0.0)p.(0)] =0
I I B

B = [Hmn (L.L) d'p, ”‘)} [HH D) 'p, U‘)]
.I

+[HIwZ(L,L)d_§§(L):| [H r, L)dpd(L)] [w(L.L)p (L) |=0

X X

B {HIH (0, L) p.(0)
dx*

} [HH (0, L)d 5 (0)}
X

{m ‘(0.L) ; (@ )] [H (0. L)P_”} +[ w0, L)p.(0)]
X

B, = {IHH (LL) 4p :fL)}—[HH ABE) 4, (L)}
dx dx’

d’p (L) . dp (L) -
{nm (L= 5 } [Hw_h_(L,L) = :|+[Iw,_i_\,(L,L)pz(L):|=U

ﬁ8=[HHI .(0,L) p (0):| [HH (0 L) (0):|
dx* dx’

+[1Hw‘_h. 0022 ;(0)] [
o d°x

J4, para o caso em que for aplicada uma carga concentrada F. a uma distancia “a ”

(3.55k-1)
dp (0)

} [1,0.0p. ]

da extremidade esquerda como mostrado na Fig. (3.3b), o vetor de carga fica:

[a(H (a) + H(0))-2(K (a) - K(0))]
F, [- (H(a)- H(0))+aG(0)]
Fl==lp _
2E HL a|(H(a)+ H(L))+2(K (a) K(D)]
[(H(a) - H(L))+|L-dG(L)]
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3.5.1 TRANSFORMACOES NO SISTEMA PARA SUA SOLUCAO

2

(a)

(b)

Figura3.3. Carregamentos transversais na viga: a) trapezoidal, b) concentrado

Para solucao das inc6gnitas do problema, € necessdria a formacao da matriz de

influéncia das incégnitas e do vetor independente. Essa formacio € obtida a partir da

imposi¢do das condi¢des de contorno. Por exemplo, se for prescrita a rotacdo apenas no

nd inicial as matrizes de influéncia das incégnitas e vetor das incégnitas sdo dados por:

no sistema algébrico, resultando no sistemna final a ser resolvido:

-G,
G

H
-H
H
H

= Glz

22

32

- 642

12

n

32
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Para prescricio de outros graus de liberdade, alteracGes similares devem ser feitas
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[Afix}= {B)

Aplicando um método de solucio de sistema, por exemplo um método direto, fica:

tx}=[a"{B}

3.5.2 DETERMINACAO DOS CAMPOS NO DOMINIO

Os campos em deslocamentos no dominio da barra podem ser obtidos apos a
determinacdo das varidveis do contorno utilizando a Eq. (3.53) com coloca¢io do ponto

fonte e “a ” resultando em:

wa@}+[H@lu}=[6@]p}+ {f @)}

Onde:
L a1 |E-q
[H(a)] = 2 2 2 2
0 I S
2 2
[G(ﬂ)]= /5’1(‘1) )Bg(a) ﬂg(a) ﬁ4(ﬂ):|
Bsta) Bsla) pi(a) PBsla)
com

B.(a) = é {{H(©)+ H(a)]+2[K(0) - K(a)]}
B,(a) = é {H(©0) - H(a)]+ aG(0)}
B.(a)= % {L-a[HW@) + H@]-2[K (L) - K(a)])
B.(a) = é FIHWD - H@)]+|L- 4G}
f(@) = — [H(©0) - H@)]+aG(@))
’ 2E
1
po@) = - {60 -G@]}
1
pr(@ = [HD) - H@)+[L - alG(@)

1
By (@) = E{‘ [6(L) - G@)]}
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Quando a carga tem distribuicio linear, ap6s o cdlculo das integrais de dominio

na Eq. (3.55d), o vetor de carga fica:

[ 6W (a) - 3W (L) - 3W(0)+ H(a)a> + K(L)L +2K(a)L - K(0)a

_ P 2
{f@}= GlaL G(a)La+ H(a)L) '

Pi uK(L)a*4K(a)a+¥uH(a)La

| G(a)a® - 2H(a)a - K(0) - K(L) + 2K (a)

+

-2K(a)a® —4LW(L)+W(0)a

AM (0)+4M (L) - 8M(a) + (?“

T oy 2 2 +
2EL G@Ll G(a)L’a N H(a)l’

3 2
H(a)[?
3

~K(L)L

W(L)a+6W(a)a+

H(a)l’a
2

+K(L)*> + K(a)L - ~K(L)La

2EL G(a)a’
3

— H(a)a® + 2K (a)a + W(0) + W(L) - 2W(a)

3.6 PROBLEMA REAL: TIMOSHENKO

Uma hipétese adicional para o desenvolvimento da teoria de vigas de
Timoshenko aquelas apresentadas na se¢do 2.1, € que a normal ndao necessita ser
obrigatoriamente ortogonal & secdo transversal, de forma que a deformacio por cortante
€ levada em consideragio.

Considera-se uma barra nao prismdtica de secao transversal de drea A(x), de inércia
I(x), material com médulo de Young E . sob a agdo do carregamento distribuido p_(x)
e m,(x).

Como na teoria de Timoshenko a distor¢ao devido ao cisalhamento »,, € levada em

consideracio, a rota¢io da sec¢io transversal dependerd da inclinacio da linha eldstica da
viga bem como da distorcao devido ao cisalhamento. O deslocamento axial pode ser

escrito em funcio da profundidade da fibra z e do dngulo de rotacio ¢ resultando em:

u(x)=-z(-¢)) (3.56)
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Além disso, a deformacio axial e a distor¢io no plano xz dadas por:

_du(x) g

== (3.57)
Vi = (d”(x) 4 d”(x)] (3.58)
o dz dx

Assim, apés a substitui¢ao da Eq. (3.56) na Eq.(3.57), a distor¢ao ). (x)pode

ser reescrita como:

dw(x)

= (3.59)

7. =0(x)+

As relacgdes tensido-deformacio da barra, desprezando o coeficiente de Poisson v = 0,

pode ser dada por:

o, = Es, = E; 28 (3.60)
) ’ dx
7. =Gy, = Gl%wun (3.61)

Ja os esforgos sao:

M(x)= [0 2dA= El(x )d¢(x) (3.62)
A
d
Vx)= j’ x7,_dA = KGA(X)| ”(") +6(0)] (3.63)
Onde
_ +bsup(x) p+zsuplx) 2
I(x)_.[_binﬂx]f zinf(x) 2 dzdy
+hsup(x) p+zsup(x)
A(X)z —binf( x) J-—_:in.f{_:] déd}"
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Sendo K o fator de forma da secéio transversal, que segundo HUTCHINSON(2001),
esse fator para as secOes retangulares e circulares valem respectivamente

k=51+v)/(6+5v) e k=6(1+v)?/(7+ 12v + 4v2).

A obtencido da equacio governante do problema real de viga de Timoshenko

pode ser obtida pela condi¢ao estaciondria do funcional de energia, desta forma tem-se:

L
on = I(J_ré'g_r +7,.0y,. )dV - j(p_rc?u +p.Sw+mdy)dx=0 (3.64)
0

w

Substituindo-se (3.4) e (3.5) em (3.64), seguida da integragdo na area transversal, o

funcional de energia total da viga de Timoshenko é dada por:

5:r—j("‘jf’]m >6("‘j‘x’)d j("""i"’w( ) A )5[ "+ gix )]

0
L L L

—J- P (x)Su(x)dx— J- p.(x)éw(x)dx — J-m,_ (x)@(x)dx =0 (3.65)
0 0 i

Integrando convenientemente por partes a Eq.(3.65), obtém-se:

L L

o [di“)ﬂ( )o4(x )} - [ Eraagcaras {(d:‘f“w( )JxGA(x}éw(x)]

0 0

_ I d {( amx) . ¢(x)}rGA(x) Jow(x)dx + [ [d“’(x) Py qé(x)]kGA(x)é‘q}(x)dx
ALl dx o\ dx

—J- p.(x)Su(x)dx — j p.(x)Sw(x)dx— _‘-m‘_ (x)0d(x)dx =0 (3.66)
0 0 L]

Como a varia¢ao dos campos no contorno € nula I§¢( .r)]f, = [&{_r]]f; =0, entdo a

Eq. (3.66) fica reduzida a:
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o = J‘{ {(dw{r) +¢(x)JKGA(x)] +p. (x)}&'(x)dx
dx \ dx

j[ d d¢(x> dw(x)
(1]

— —El(x)}- ( =

+o(x )JKGA(x)+m (x)}bﬁi(x)dx 0 (3.67)

Aplicando-se a condic¢ao estacionaria 6r=0 na Eq.(3.67) e levando em
consideracdo que ambas as variagcdes de sw(x) € dg(x) sdo arbitrdrias, a nulidade serd

sempre garantida se:

%{xGA(x)( ) | ¢(x>]} +p.(0)=0 (3.68)
_{EI( oo ¢( L KGA(x)(d‘;(x)+¢(x)]+m},(.r}=0 (3.69)
n _

As equacdes de equilibrio em termos dos esforcos podem ser escritas comparando-se as

Eqgs. (3.68), (3.69), (3.62) e (3.63), resultando em:

dv

av . o 370

FEE (3.70)
dM

v+& im = (3.71)
dx :

3.7 PROBLEMA FUNDAMENTAL: TIMOSHENKO

No caso do MEC direto, o problema fundamental da viga de Timoshenko sera
caracterizado por uma barra de comprimento infinito submetida a fontes puntuais

convenientes com propriedades mecinicas e geometricas similares ao do problema real.
5 . - * - ~

Quando for ativada apenas a fonte em forca na direcio z, p:(x,x):5(.1‘,x) e

m;(x,i)zﬁ, as equacOes que regem o problema fundamental sao andlogas as do

problemas dadas nas Eqs.(3.68) e (3.69), resultando em:
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d AN AEEY e i 3
—{KkGAX)[—"———+¢,(x, D]} = —p.(x,X) = —6(x,X) (3.72)
dx dx

d dg, (x,X) (

—{EI(x)—"—"""}—xGA GA + 0 3.73
dx{ (x) 5o }- (X )[ (K (T)) ¢ (x,X)]= (3.73)
Ou

Wy o sp=0 (3.74)
dx
* P _
=¥+ o =0 (3.75)

As solugdes propostas neste trabalho para as Egs. (3.72-73) foram obtidas
utilizando identidades andlogas aquelas dadas nas Eqs. (3.27), (3.30). Assim, as

solugdes para os deslocamentos transversais e rotacoes da secao ficam:

* ~ 1 Al S 1 - ~ ~
wy(x, &)= ———sgn(x - _r)[F(x) = F(x)]+ 5= [r(H(x)+ H(®) - 2sgn(x - )(K(x) - K(D))]

2kG
(3.76)
o, (x,X)=— ﬁ [rG(x) - sgn(x, $)(H (x) - H(%))] (3.77)
Ji os esforcos fundamentais podem ser obtidos substituindo-se

convenientemente (3.76) e (3.77) em (3.63) e (3.62):

V) (x,8)= ¥GA[® ( )+¢P( )] =-S‘g“(2ﬁ (3.78)
% 5 o deg, (x,x

Mp{x,x]=EI(x)%= - (3.79)

# "
Por outro lado, quando a ativagio da fonte form=&(x,%) e P.(%,X)=0, as

equagdes governantes ficam:

4 (kGAx )[“'“’ ) | ¢ 1) =0 (3.80)
dx dx
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L1 {EI(x) M} - KGA(x)[M (KGA(x)) +¢ (%, 0)]=-(x, %) (3.81)
x dx dx

Ou

dav,

m _ .82
= 0 (3.82)

—V; +%+5(x,.i)=0 (3.83)

dx

Aqui também faz-se uso de identidades andlogas a (3.27), (3.30) para solucio de (3.80)

e (3.81). Assim, os deslocamentos e rotacdes fundamentais ficam:

w (x,%)= é en(x, ©)[H(x) - H(X) - rG(%)]) (3.84)

. 1 s z
g (x.%)=- E[sgn(r, (G -G@))] (3.85)

Ja os esforcos fundamentais(cortante e momento fletor) podem ser obtidos substituindo-

se convenientemente (3.84) e (3.85) em (3.63) e (3.62):

V:(x.%)= KGA(x)[w +4. (x.3)1=0 (3.86)
X
M (x,%)= E1(r) 2 (5) _ _ sen(n®) (3.87)
dx 2

3.8 REPRESENTACAO INTEGRAL

Uma das maneiras de obtencao das Equacodes integrais do problema € via
método dos Residuos Ponderados. Neste caso, se as equacdes governantes, Eq. (3.68-
69), forem ponderadas por solucdes fundamentais oriundas da ativacdo da fonte em

forca na direcao transversal, uma relacao pode ser escrita como:
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t.d dw(x) i e
{{E[xaAtx)[ = +¢(x)]}+pz(x>_1w,,(a,x)dx+

L

i dg(x) B dw(x)
{{ Bl =" =] xGA(x)[ =

00 |, (01 5 s =0

(3.88)

Fazendo integra¢des por partes na Eq. (3.88) e a conveniente substituicio dos

esforcos dados nas Egs. (3.62) e (3.63), obtém-se:

(v, ] +[ Mg ] j[ GA(x )(“"‘"") #(x )]

dw(x)

d ¢(X) ¢
dx

j{[EI( 0 =L 4 kGA(x )( +g(x ))eﬁ +m (X)) Jdx =

A Eq.(3.89) pode ser reagrupada como:

L
(v, ] +[m4,] - ! [xGA(x)[ d:rp

" dw #
+¢P] y;,ix}_f’z(x)wp]dx_

¢p dé(x)

j{[Ern — 2158 4 kGA(x )[ ¢;]¢(x)+m,<x>¢;}dx=o

Ao substituir os esfor¢os fundamentais na Eq.(3.90) fica:

[Veow, e | +[ M0 j[ DD p ow) x D -

W

- d L] ~ » ~
{M ,(x.x) iix) +V, (x,. 0)¢(x) + m (x)@,(x, x)jdx =0

S Loy

Ao efetuar integractes por partes convenientes em (3.91) resulta em:
[Vw, (. .%)]L +[M 4, ,%)]L —I:V:(x,i)w(x)]: ~[M ¢, i)gi(x))];
k Ildv (x, , (6 ®)

e +j{7 ~V, (x. £)}(x) bdx
dx
= I [p. (0w, (x,2)+m (X)¢, (x, )}dx =0

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Utilizando-se as Egs. (3.74) e (3.75) em (3.92), seguida da propriedade de

translaciio do delta de Dirac, resulta na equacio integral dos deslocamentos transversais:
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- * A L] A L * A * e 'L
w(x}+[—V(x)wp(x,x}+Vp (x,x)w(x)]u +[—M(x)¢p(x,x}+MP(x, x)¢(x)]0 =

i o - (3.93)
= J.(p:(x)wp (x,x)+m, (x)gﬁp x; x)) dx
]

Convém notar se a ativacao da fonte for em momento no problema fundamental,

a relacdo do residuo ponderado das Egs. (3.68-69) pode ser escrita como:

f {—[ kGA(x >(d“(x)+¢( )]}+p (01w, (x, )ddx +
J-{jx[EI( )d‘?j(x) KGA(X)(J};(I)+¢( )]+m (x)}4. (x, X)dx =0 (3.94)

Se a Eq. (3.94) for submetida a um procedimento andlogo ao aplicado a Eq.

(3.88), uma relaciio pode ser escrita como:

Vel 0], +[Mi e D] ~[View dweo ], -[ Mo dp0n], - | [‘W D o

L ® ~
+J-{de(x,x)

S5V (DI = [ [, (W, (. 8) +m, (04, (x, Dldx =0 (3.95)

0

Utilizando-se (3.82) e (3.83) em (3.95), seguida da propriedade de translacio do delta

de Dirac, resulta na equacio integral das rotacGes das secdes

-~ E] ~ ® -~ 'L * ~ L] ~ 'L
#(%) +[—v W, (x, ) +V" (x, .r)w(x)]ﬂ +[—M (0)¢, (x, %)+ M (x, .t)q#(x)]o

L
_ J’( p. (0w, (x, %) +m, (x)d, (x, -’}))dx
0

(3.96)
Escrevendo com notacao matricial a Eq. (3.93) e a Eq. (3.96), tem-se:
{w(i)} V(6,3 M(x3%) {w(x)}L
2 P =
pR)] | Vo(nd) M, (x.%)||4x)],
(3.97)

wmd s V@]l Hwmd 6@d]p,e
B s, = et PR Tl R
w,(x,%) ¢,(x,3) || M,®)] Jw,(x3) ¢, (x5 |m )
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3.8.1 REPRESENTACAO ALGEBRICA

Apés a efetivacao das integracoes indicadas na Eq. (3.97) faz-se a colocagao da
fonte de for¢a e de momento, uma de cada vez, nas extremidades da barra, ou seja, na
extremidade inicial quando x tende a zero e na extremidade final, para a qual % tende a
L, obtendo-se a expressdo geral da representacao algébrica do efeito de flexdo que na

forma matricial fica:

{u} + [H{u} = [GI{p} + {f} (3.98)

Onde {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicitagdes internas, cujas formas

explicitas sao dadas por:

{u}=[wr. ) w; ¢f.:|T=[w(0) @(0) w(L) ¢(L)]T

{(p)=[v, M, vV, M}.]T=[V(ﬂ) M©) v M@

Os graus de liberdade no contorno estio indicados na Fig. 3.3a-b.

My,

2 &

(a)

) ct

(b)

Figura 3.3a-b Graus de liberdade no contorno
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Ja [H], [G] sao as matrizes de influéncia.

b, b L

2 2 2
0 0 5
0 -% 0 -% - ﬁ' ﬁ—
7= |, £ , [6]= SN
2L Lo B . 0 0
: 1 B B 0O 0

i == 0 =

i 2 2]

Com:
1 [~ - 1 _
B, = —%[F(L) - F(O)]+ pe {L(H(L) + H(0))-2(K (L) - K(0))}

1
b= ‘E{‘ (H(L) - H(0))+ LG(L)}

1
B, = = {(k(L)- K(0))- LH(0)}

p=—-(HW-HO)

B = —ﬁ [ﬁ({)) = ﬁ(L)]— é (L(H(L)+ H(0))+ 2(K(0)— K(L))}
B é {(H(©)- H(L))+ LG(0)}

B, = —é {(K(L)— K@)+ LH(L)}

1
=——(HO)-H(L
B 2E( (0)—H(L))

Ji o vetor das cargas {f} na Eq. (3.98) depende das fungGes que regem os

carregamentos, podendo ser apresentado de uma forma genérica como:

b Tl

(45 (50) .0+ (0}, )

) w:’;(x,{]] a;aﬁ;::(x,())
=i S0 S {W}W

Wi (L) ¢ (xL) [[m e
w;(x,L) ¢,:(x,L)

(W, (x.0) p,(0)+ g, (x.0)m, (x)) dx

(w; (x.L)p.(x)+¢, (x,L)mJ,(x))dx

St Sl S t— =

(w; (x.L) p.(x)+ 4, (x.L)m, (x))dx
(3.982)
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Da substitui¢io das solucdes fundamentais Eq.(3.76) e Eq.(3.84) na Eq.(3.98a),

o vetor carregamento quando submetido ao carregamento transversal p_(x), fica:

L 1 . . l
![E[F(x)— F(L)]+—[\x-L\(H(x)+ H(L))+2(K(x)-K(L))]]d~*

+(py-Pa)

fica:

=

pzi

L 1 R 1
![ Z_[F(x) - F({))]+ E[J.c(H(x) +H(0))-2(K(x)- K(O))])dx

L

J [ﬁ{[ff (xX)-H(0)- xc({n]}de

0

j( {(-[H)-H@L)~|x- L|G(L)]}]
ix[-ﬁ[ﬁu)-ﬁm)]+é[x(b’(x)+H(O))—2(K<IJ-K(0))]}“

jx[ {[H(x)-H(©0)- xG({))]})dx

L
1
! x( %G

[f:'(x)— F(L)]+E[‘x—L‘(H(x)+ H(L))+2(K(x)-K(L)):|de

Ex[é{—[h’(x)—H(L)-‘x—L‘G(L)]}]dx

(3.98b)

Para o caso da distribuicio trapezoidal da carga ao longo da viga, o vetor de carga

I [é(L) —G(0) - Lﬁ(ﬁ)]

0 -
[é(L) -G(0) - ﬁ(L)L]
0

{[L[K(L) + K(0)]+2(W(0) -W(L)]+ H(0) %}

{K(L) — K(0) - LH(0) + G(0) ‘2 }

{[L - Lz ]H(L) — LH(0) - 3LK(L) + 3(W(L) - W(O)}

{K({)) - K(L)+ LH(L) - G(L) ‘%}
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|

(p;j _p:i)
2xGL

L’K(L)+ H(0) % +K(0)L* —4(W(L)-M(L)+ M({)))}
0
{L@(L) ~H(L)+ H(0)- F(L) %}

0

3
{LZK(L) + H(0) % +4[M(L)- M (0)- LW(O)]}

{ I’ 05 }
LK(L)-W(L)+W(0) - H(O)—-G(O)—

LS

{L[3W(L) +W(0)]+4[M(0)- M (L)]+ H(L) — (L)

2 3
{W(L)-W(U) LK(L)+ H(D)L—-G(O) L—}

Para o caso da transformacio de integral de dominio das cargas transversais em valores

de contorno, o procedimento adotado aqui ¢ semelhante ao desenvolvido no capitulo 2.

Se a carga transversal for quintica, entdo suas equacdes de dominio em termos dos

valores de contorno ficam:

‘ d'p.o]
jpz(x)w;(x,i)dxz I (x, %) "’3 —| W’ (x,%)
1] d‘x 0 !

jp (X)W, (x, )dx {HJHH o

{m ' (x, %)

Ip.0]

dx? .
dx

3 L

(I)} [Huw;(x,,%) o :3.(”‘)]

(] dx 0

d p (x) dp( ) # ~ L
- L [H 2§ ) e haate ;3 L [Iwm(x,x)p:(x):lﬂ

L
d’p.(x) dp.(x) . L
x Wl [H (X, X) :L [pr(x,x)p:(x)]u

Onde as integrais superiores das solu¢oes fundamenatais,

(3.99-100)

[[[[[w,x. rdvdxdxddx = i’ (x. ), [ [ [ [ w)(x, £dxdxdxdx = IHIW, (x. %),

j ” W) (x, X)doxcxdx = HIw (x, %), I j W (x, R)dxdx = IIw (x, %),

I w; (x, X)dx =

[ [ [ [wi v, 3ydxdxddx = W, (x, %), [ [ [w), (x. )dxdxdx = HIw, (x. %),

B, (e %), [ [ [ [ [ W, $)dxaxdvdxd = W, (x, ),
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” w. (x, X)dxdx = lIw, (x,%), Iw; (x,X)dx = Iw, (x,%), podem ser encontradas no
Apéndice 6.
O vertor de carga { T } pode ainda ser escrito pela colocacio do ponto-fonte nas

extremidades da barra

w; (x,O) ﬁl _ﬂz
U =£ :p((rg p.(x)dx = ﬁ g: (3.101)
w; [I’L) ﬂ:r _133

Onde:

B, = (fat,) W' (L,0) pz( )—(fa!)HHn (L,0) j:(L)
X

+(farg)HIw;(L,0)d_§j(L) (L, O)dpd(L)+Iw;(L,0)p:(L)
X X

B, = (fat,) 1w (0,0)

d'p.(0) p.(0)
. ~(fat,) 1w (0, 04 3

+( far,) W' (0,0) 23 ;’; L 1w’ (0,0) dp;(o) +1)(0,0)p,(0) =0
X X

P() p(L)

Bs = (fat,) UIw,, (L,0)

—( fat,) IHIIw,,(L,0)

+( fat,) Hw,, (L,0)

— Iw..(L,0) Iw.(L,0)p.(L)

dp (L ) dp.(L)
2% dx

B, = (far,) I, (0,0) p( )—(far ) I, (0,0) 5(0)
X

+( fat,) HIw,, (0,0) _p;( )—HW:H(O,O)M-k v, (0,0)p.(0)=0
= dx dx E

= (fat,) W, (L.L) f’( ) _(fat,) U (L. L) ;'(L)
X

+( far,) 1w (L, L)d P, U‘)

- Hw;, (L. L)

dp.(L) . .
e Iw (L,L)p (L) =

: PO d’p.(0)
ﬁﬁ(far;)ﬂﬂlw,,(o,f_) 2= (fat ) HItw, 0, L) ==

d’p_(0) p()

+( fat,) HIw, (0, L) —F— o " (0,L)—=—=+1Iw(0,L) p,(0)
X
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B, = (fat,) 1IN (L. L) P, @) _ (far,) mmw (L. L) i ()
x x
+(fat,) HIw,, (L, L) ;’i i il iy ) p( B T Ty =T
4 3
B, = (far,) 1B, 0.L) % p:_(o ~ (fat,) 111IW, (0, L) 2;3(0)
X

+( fat, ) 11w, (0, L)“r ; O _ jre ' (0,L) dpdio) Iw".(0,L) p.(0)
X

Vale observar que este caso engloba de forma direta os casos quarticos, quadriticos e
lineares. Para o quartico, quadritico e linear respectivamente, tem-se:
fat, =1e fat,=1
Jat, =0 e fat, =1
fat, =0 e fat,=0
J4, para o caso em que for aplicada uma carga concentrada F, a uma distincia “a ~

da extremidade esquerda como mostrado na Fig. (3.4), o vetor de carga fica:

alH(a) - H(0)]- 2K (a) + 2LK(0)

F —aG(a)+ H(a)- HOO)L

2F | la - L[H (a) + LH(L)]+ 2[K (a) - LK(L)]
la - L|G(a) +[H(a) - LH(L)]

- [ﬁ(a) —LF(0)

F, 0
2%G [ﬁ(a) - Lﬁ(L)]
0

—

Figura 3.4. Carregamento transversal concentrado

2|

L
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Como a soluciio do sistema algébrico apresentado na Eq. (3.98) € dada apenas
para o contorno da barra, logo, para se obter a solucio algébrica para todo dominio é
necessdario redefinir as Eq. (3.98) em funcdo de um ponto genérico do dominio.
Portanto, fazendo a substituicdo £ = a e também da solugio do sistema algébrico {u}

nas Eq. (3.93), Eq. (3.96), tem-se entdo a solu¢do em todo dominio da barra dada por:

w@}+[H@u)= [G@lp}+ {f @)}

Onde:
L = L _E
[H@]=| 2 2 2 5
0 L 0 _L
2 2
|40 BO B ]
ﬂs(ﬁ') )‘5’6(0) /87(3) ﬁs(a)
Com:

Bi(a) =~ ﬁ(ﬁ(ﬁ) - F(a))- — {a[H(©0) + H(@)]+ 2[K (0) - K(@)]}

_ 1
2E

pr@ = ~_[HO- H@]+aGO)}

1 (= . 1
B.(a)= e (F(L) = F(a))+ ™ {L-d[HW)+H@)]-2[K (L) - K@)}
B.(a) = -1 FHW - H@)]+|L-aG(L)}

2F

1

ps(@ =~ {G@) - GO)]- aG(a)}

1
fo@)=— {60 - Gw@)}

B, (a) = ﬁ [HW) - H@)]-|L-dGC(a))

ﬂg(a) = ﬁ{_G(L)‘l‘ZﬂK(H)—ZW(Q)_agH(G)_ 2026(&‘)+a2 Gia)

= LK(L)}

1 i
+E{W(L)+EH(a)+aLG(a)~LG(a)+W(O)}
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(f@)=

Ja o carregamento distribuido constante no dominio resulta em um vetor de carga

de {f (a)} que fica:

2E

[ I
H
(a)£ >

P
2xG

; ]:ﬁ(a)(Za—L)— 2@(a)+é(0)+é(L):|

K(a)a- K(0)-K(L)-2H(a)a

2

—_—aL

+&{—W(U)—a(ﬁf(0)+ K(L))+a H(a)+LK(L)-W(L)

J—2(K(a)(2.a -L)-W(a)+W(L))

G(a){

5

£-.a;[‘+.ﬂ‘2
2

CAPITULO IV

|
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BARRAS RETAS NAO-PRISMATICAS COM VARIACAO NAO
SIMETRICA

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, serdo estudadas a flexao de barras ndo-prismdticas com
variaciio ndo-simétrica de secio transversal ao longo do eixo longitudinal (vide Fig. 4.1)
segundo a teoria de Euler-Bernoulli. Aqui sdo desenvolvidas as dedugdes das equacdes
do problema real, das solucoes fundamentais, das equagoes integrais e algébricas dessas

estruturas.

Figura 4.1 Flexao de vigas nao-prismadticas assimétricas

4.2 CONSIDERACOES GERAIS
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Para a andlise da viga sdo assumidas as seguintes hipéteses:

a) O problema tridimensional pode ser reduzido ao espaco unidimensional, 1D,
desde que o comprimento L, seja suficientemente maior que as dimensdes b e h da
secao transversal.

b) A barra pode ter secao transversal nao uniforme, ou seja, nao prismatica;

¢) Quando no regime estdtico, as cargas sido aplicadas de modo que os efeitos
da energia cinética sejam despreziveis;

d) O material admitido como homogéneo e is6tropo; enquanto a
homogeneidade implica que as propriedades e os fendmenos do todo sdo representados
em qualquer regido do corpo, a isotropia implica em mesmas propriedades em todas as
direcdes;

e) O material admitido como elastico linear: a elasticidade implica que em um
ciclo de carga descarga, nio havera deformacio residual. Ja a linearidade exige uma
proporcionalidade direta entre tensdo e deformacio;

f) A planicidade das secOes transversais € mantida durante o processo de
deformacio;

g) A ortogonalidade entre o eixo longitudinal e a se¢do plana € conservada
durante o processo de deformacdo, implicando na desconsideragdo da distor¢cdo
transversa.

h) O efeito de Poisson € desprezado, ou seja, as deformacoes transversais da
secao sao desconsideradas;

i) Os campos de deslocamentos e deformacdes sio assumidos pequenos

(suaves) para a viga

4.2.1 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Para a obtencio das relacGes entre as componentes de deformacdo, toma-se
inicialmente uma parte infinitesimal da viga, tal qual apresentada na Fig. 4.1a. Serd
adotado um sistema de coordenadas onde y e z sao 0s eixos principais de inércia de uma

barra nao-prismatica de comprimento L submetida aos carregamentos p, e p.. Fazendo

o equilibrio de forcas e do momento em vigas, a partir do diagrama de corpo livre do

elemento infinitesimal da Fig.4.1a tem-se:
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gi\’“ +p,. =0 (4.1)
dx

LY i (4.2)
d\_ £
am
V-—-=o0 (4.3)
dx

SRRTEINE 5 3 AL I AL 1N I8 SN
N'_%* “-__ __F__F;-F__h__’* ___ T‘)—bf\wdj\’

* hlinf

dx

Figura 4.1a- Barra nio-prismdtica submetida a flexdo, com carregamento no plano xz

Portanto, substituindo a Eq.(4.3) na Eq.(4.2) tem-se:

2

A:“ +p.=0 (4.4)
dx” N

Como as hipéteses da cinematica da viga cldssica (Euler-Bernoulli) admitem a
ortogonalidade entre a secdo transversal e o eixo longitudinal da barra na flexdo, isto
implica que a deformagdo por cortante € nula J; =0, Além disso, devido a conservacgao
da planicidade da secdo transversal, os deslocamentos axial e transversal , i (x,z)e

w(x, z) , respectivamente, sao dados por:

(. 2) =u(x) -z 4.5)

X

wi(x,z) =w(x) (4.6)
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Onde: u(x)e w(x)sao os deslocamentos axial e transversal no eixo da barra. Ja

a deformacdo axial € dada por:

£ = di(x,z) (47)
' dx
Substituindo a Eq.(4.5) na Eq.(4.7), a deformacao fica:
du(x d*w(x
£ = 9. Z ) (4.8)

* dx  dx’

Onde: z € a profundidade da fibra de interesse em relacao ao eixo longitudinal

da barra.
Se v = 0 (coeficiente de Poisson), entao:
£, == (4.9)
E

A forca normal e o momento fletor sdo dados respectivamente por:

N(x) = jo‘_rdA (4.10)

M(x)= 0o zdA @.11)

Para o cdlculo da forca normal, substitui-se a Eq.(4.8) e Eq.(4.9) na Eq.(4.10):

N(x) _ I+bsu?i.r} I+:suﬂ.t)[E[du(I) coom d‘w’g.r) iH dsz (412)

—binf(x) «—zinf{x) dx dx‘

Por exemplo, no caso de barra com largura constante e altura variando

linearmente as funcoes bsup(x), —binf(x), zinf(x) e zsup(x)sio:
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bsup()= b, (1) = (4.13)

zinf(x)=a, . +b, x (4.14a)
zsup(x)=a,, +b, X (4.14b)

Onde ay,, a,,,s30, respectivamente, os coeficientes lineares inferiores e

superiores. J4 b, b, sdo, respectivamente, os coeficientes angulares inferiores e

superiores.

Por outro lado, se a variacdo da altura for quadritica as fungdes, zinf(x)e

zsup(x) devem ser readequadas para:
zinf(x) = @y, +byy X+ Cyp X (4.15a)

zsup(x) = ay,,, +b,, x+ cmpx2 (4.15b)

Vale ressaltar que alguns casos em que a variacao da drea transversal ao longo
do eixo longitudinal ndo se der linearmente, estes serdo discutidos em capitulos

posteriores.

Para o cdlculo de N integra-se a Eq.(4.12), resultando em:

N(x) =[bsup(x) +binf(x)][z sup(x) + zinf(x)| E d!i)f)
X
i (4.16)
. 2 o0 EdTwx)
—|bsup(x)+binf(x)|| zsup(x)” - zinf(x)" |—
[bsupa)+binf(0] zsup()’ -~ zinf(” |- =75

Que resulta em:
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du(.x) dzw(.x)

N(x) = EA, (x) By, (1) ——— (4.17)
Onde:
bsup(x) pzsup(x)

Ay (x) = I—binf{.t]I—:inf{.r)dzd‘! (4.18)
bsup(x] pzsup{x)

B, (x)= Ibml’(nj—:inﬂ_{) adzdy (4.19)

Ja o cdlculo do momento fletor € feito substituindo-se a Eq. (4.8) e Eq. (4.8) na

Eq. (4.11), que resulta em:

B +bsup(x) p+zsup(x) du(x) d W()C)
M= I—binﬂ_c} J—:inﬂx] |iE[Z dx i’ dzdy .20
Integrando-se a Eq.(4.20), o momento fletor, fica:

du(x) d*w(x)

M (x) = EB, (¥) — =~ ED, () — = 4.21)
Onde:
+hsup(x) p+zsup(x) ,,
D“(.?C) Ibmf(.x) j—:mﬂ.t] dZd}) (422)

Por fim, para o cilculo da forga cortante, substitui-se a Eq. (4.21) na Eq. (4.3),

resultando em:

V(x)= EB, (x )d u(x) _ED,(x )d w(x)

(4.23)

Substituindo-se convenientemente as Eqs.(4.17) e (4.21) nas Eqs.(4.1) e (4.4),

resulta:
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[A.( )"“‘” B,L "’”""} ~p, (4.24)
dx

d? du(x) d’ w().)
—E|B - D, (x)————= |=—p, 4.25
R |: 11 (x) [ 1 (X) e :| P ( )

4.3 PROBLEMA FUNDAMENTAL: EULER-BERNOULLI

Como a filosofia que € desenvolvida para o MEC neste trabalho € a direta,
entdo a solugdo fundamental serd tomada em uma viga de comprimento infinito, com
secao transversal e sua varia¢do ao longo do eixo longitudinal idénticas as do problema
real, submetida & acio de fontes puntuais (no caso forcas pontuais). No caso da ativacio
da carga axial, os esforcos fundamentais e suas variagOes diferenciais sao mostrados na
Fig. 4.2

V. r(\' T) ) x
M (x.%)+ dM, . (x.3)

{x; r}
N ) f L — l > N5+ AN ()

p.(x.%)

Vo(x, %) +dVe(x,%)

*
Figura 4.2 Equilibrio Fundamental: pPX ativada

Ao se fazer o equilibrio de forcas e momentos fundamentais mostrados na Fig.
(4.2), as equacdes governantes em termos de esforcos devido a fonte puntual axial
ficam:

VPO e 3 (4.26)
dx
dv, (x,%)

=0 427
e (4.27)

dM ;. (x,X)

-V (x,%)=0 (4.28)
dx
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Por analogia ao problema real, os esforcos fundamentais podem ser escritos a

partir da Egs. (4.17), (4.21) e (4.23), resultando em:

M, (x,%)=EB,(x) —ED,,(x)

b o du.(x, % d*w,(x,
Ny (5, 9)= B () 2020 - BB, (9 ) @29)
du; (x,X) d Ew; (x,X)

e (4.30)

d3 # '_,:
i D“(x)M (4_31)
dx

V; (x,X) = EBn(x)L(zLx)

No caso da ativacdo da fonte puntual em forga transversal, os esfor¢os

fundamentais e suas variacoes diferenciais sdo mostrados na Fig. 4.3

po(x.%)

Vo(x,%)

M p(x.%) M (x. %) + dM, o(x. %)
A’:P(I*'\t) <+ (f

l — N, (x,0)+dN(x.%)

Vo (x, %)+ dVa(x.5)

dx

Figura 4.3 Equilibrio Fundamental: p: ativada

Fazendo também o equilibrio de forcas e momentos fundamentais indicadas na

*
Fig.4.3, as equacOes governantes em termos de esforcos devido a ativacdo de p.

ficam:
dNrH) g 4.32)
dx
dVil%X) e s
P;I,I) +p. (x, ¥)= 0 (4.33)
X
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dM ,(x, X 5.
p(X,X) o O (4.34)
dx
Por analogia ao problema real, os esforcoes fundamentais dados podem ser

escritos a partir das Eqs.(4.17), (4.21) e (4.23), resultando em:

d d
N’ (x,3) = EA, () ””“" 1r)—EB.,( )%‘”) sk
M;(x,i)=EB“(x)d”P§’x) ED, (x )% (4.36)
V. (x,%)= EBII(r)w—EDIE( )% 4.37)

Fazendo a substituicio dos esforcos fundamentais das Eqgs. (4.29-31) nas
equacoes de equilibrio fundamental nas Eqs.(4.26-28), as equacgdes governantes em

deslocamentos do problema fundamental com ativagao de py = 8(x, X) dadas por:

[fu )"”*‘“’ Bl.(x)""j—@}:—a(x,i) (4.38)
=
%E[B“(x)—du‘“g’x) g e Wd:"' *"}:0 (4.39)

Da integracio da Eq. (4.39), tem-se:

d’w, (x,%) _ B, (x) du, (x,%)

5 (4.40)
dx D, (x) dx
Da substitui¢io da Eq. (4.40) na Eq. (4.38), tem-se:
d du.(x,x) | B, (x)* |d*u,(x,X) ’
—| A, (x)—E = = = =-0(x,x _
{ 1 (x) rr [D“(x)} e (x, X) (4.41)
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Integrando-se a Eq. (4.41), tem-se:

du; (x, %) B [B“ (I)]g du, (x, %) _ —sgn(x- X)

4.42
%ulx) dx D, (x)  dx 2E e
De forma simplificada, a Eq. (4.42) pode ser reduzida a:
. dup(x,x) —sgn(x- )
A(x)—=E = 4.43
dx 2E +43)
Onde:
A= A, (x)D,, (x) - B, (x)* (4.44)

D, (x)

Para obtencdo da solucdo fundamental H;(I,J?), faz-se uso da identidade

andlogas as Eq. (3.24) (3.26) que fica:

e e ) ACRIE) (4.45)
Onde:
dF () _ 1 @16)
dx A (x)

_ d*wp(x,%)
A obtencao da funcao d—z pode ser feita a partir da substituicio da
X

Eq.(4.45) na Eq. (4.40), onde tem-se:

d’*w, (x,%) B

= — 4.47
dx’ 2EB’ (x) Lt el
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Fazendo-se uso de identidades andlogas as Eqgs. (3.20), (3.26) na Eq. (4.47), tem-

se:

dw,(x,3) 1 BT S
T DI () -TH)] (4.48)

Onde:

A, (x)D,;(x)— ‘E’n(x)1

B'(x) = 4.49
(x) B,.(D (4.49)
dT(x) _ 1 55
dx B (x) '

Jia W; (x,X) € obtida da integracio da Eq.(4.48) que fica:

. 1 . : =
Wi (6, 8) = = sgn(x— H[R&) - RED)]- éT(x) (4.51)
Onde:
ARX) _ (4.52)
dx

Os esforcos podem ser obtidos diretamente das Egs. (4.29), (4.30), (4.31), (4.45) e
(4.51):

Eos du.(x, 1 "
N;(-M)ZEAM(I)M— B, (x )ﬂZ-ESgH(I-X) (4.53)
M;(x,i)=EBI,(x)¥ ED, (T WeED) (454)

L e = W (x. %

V' (x,%) = EB, (x )%—ED,,(J{)%M=O 4.55)

76



Agora, fazendo a substituicio dos esfor¢os fundamentais das Eqs. (4.35-36) nas
equacdes de equilibrio fundamentais nas Eqs.(4.32-4.34), as equacdes governantes em

deslocamentos do problema fundamental com ativagao de p; = &(x, X) dadas por:

d du’ (x,%) d*w’ (x,%)
—E| A4 (x)——B,,(x)——|=0 (4.56)
dx x ok
Da integracio da Eq. (4.56), tem-se:
du, (x,%) _ B, (x) d*w, (x, %) (4.57)

dx A, (x)  dx

Por outro lado, da Eq. (4.33), tem-se:

1 #

d*w, (x,%) R
-D, (x) —F =-0(x,X) (4.58)

_E|B,(x) )

d? du; (x,X)
X

Substituindo-se a Eq. (4.57) na Eq. (4.58) e integrando-se, fica:

d'wp(;r,x):_ ;-* (4.59)
dx” 2EC (x)
Onde:
. [Bi0-4,0D,0)]
C(x)= (4.60)
A, (x)
Fazendo-se uso de identidades andlogas as Eqgs. (3.24), (3.26) na Eq. (4.59),
tem-se:
dw,(x,%) 1 5 :
— 2 = [rO(x) - sgn(x - D[ (x) - Y ()] (4.61)
dx 2E
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w, (%, %) = —é {r[r(x) + Y (®)]-2sen(x - H[K(x) - K(®)]} (4.62)
Onde:
dV(x) 1
= (4.63)
dx C (x)
D - o) (4.64)
dx
dK(x) _ Y(x) (4.65)
dx
du, (x, %)
Finalmente, para obtencdo da fungcdo da funcdo ————, substituindo-se a

Eq.(4.59) na Eq.(4.57), tem-se:

du,, (x, %) B 7
dx  2ED'(x)
U, (x, %) = —LE {rJ(x) —sgn(x — H[P(x) - P(D)]}
Onde:
D'( )_Al £ (X)
B, (x)

dl(x) 1

dx D (x)
dP(x)

ol

dx

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

As solucbes para os esforcos fundamentais sdo geradas diretamente substituindo

adequadamente as Eqgs. (4.62) e (4.67) nas Eqgs. (4.35), (4.36), (4.37), resultando em:

N, (5, )= By () 2250 )dwrif”)
M;(I’i)zEBu(I)M— Dy, (x )M
V_;(x,j‘:)=EB“(x)M_EDH( )w

0 4.71)
ot 472
7 (4.72)
1
——5gn(x— x) (4.73)
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Outras solucdes fundamentais de interesse serdo apresentadas a seguir e suas
respectivas derivadas em relacio ao ponto fonte, ji que essas serio necessdrias nas
equagOes integrais que serdo desenvolvidas na secdo 4.2.3. Assim, as derivadas dos

deslocamentos e esfor¢cos em relacio ao ponto fonte ficam:

PaNT

u, . (x,x)= du (x,%) = sgn(x — ) [J(x)—J(i)]

i 2E
dw . x) | P 5
wp ; (x, ) T -5 {sen(x- DY R -Y(x)]+rQ()}

dw;, ; (x, %) (A () Ydw, (x,%) 1 . o
dx _[Bnix)) = g bke-D[o@ -ow]

N;._{' (X, i-) = 0

Vo (x, %) = 8(x, %)

M, (x.%)= %sgn(x ~%) (4.74-80)

4.4 REPRESENTACAO INTEGRAL

A aplicacao do MEC consiste em transformar as equacoes diferenciais em
equacdes integrais equivalentes. Ativando-se a fonte em forca na direcdo x no problema

fundamental, a ponderacio das Egs. (4.24-25) via Método dos Residuos Ponderados

permite a escrita da seguinte relagio:

[t [Am ), "f’} P (x, R +

L 2
j{d’ [ Bl )du(x) DL W)} +p Jwp (1, Ddx =0 (4.81)
0 dx dx

Fazendo integragGes por partes na Eq. (4.81) e a conveniente substituicao dos
esforcos dados nas Egs. (4.17) e (4.21), obtém-se:

[ ]+ vy | jw ELD g g L ey
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td du(x) d*w(x) |dw’
_{[al:ﬁuf JE— = —-D,,(x)E e _dFdx+J-(pu +p. ur)a'x (4.82)

Aplicando convenientemente integracdo por partes na Eq.(4.82), seguida de sua

reorganizacao fica:

[Nu:-]§+[w:-]j—[

n

L
J'{ ”(x)E -D,()E=—L
0

a’u(x)

} I[AI()E B()E Yy dal)

d*w, }d w(x)

= dx+j( Pty +p.we)dx =0 (4.83)

Substituindo-se (4.29) em (4.83) fica:

1

L
L -~ L - Y L] ~ d
[NGou; )], +[V(x)wf.{x,.r)] [M(x) Ye (x, x)] - [Npxd )
0 [i]

X

dx+

d’ nu)

L
[M; (x5

]

dx +I[p (x)uF(x X)+p. (.x)wF(x X)]ldx = (4.84)

Fazendo-se uma integracio por partes em (4.84) resulta:

L
[NGu; e ] +[Vw, D] - |:M()¢) W5 o x)] [N} Buen] +

u(x)+

L " £
) +j[—dNF;:’x) w(x)dx +

[M (x, %) — (x):| [V; (x, j;)w(x):ln dVF;:, X)

L
[P oo (0 +p (i (2, D = 0 (4.85)
(1]

Utilizando-se as Egs.(4.26) e (4.27) em (4.85), seguida da aplicacio da
propriedade de translacio do delta de Dirac, a equacio integral para o deslocamento

axial fica:

# ~ * - I * -~ d L * -~
u(x) +|:NF (x,x)u(x)]: + [VF (x,x) w(x)]: —| M, [x,x) v;ix)] = l:j's.r(x);,irF [xx)]i +

i

pay (%) +pw (x.8)|dx  (4.86)

: L d ‘; X
+ Vw; (x.3)] —{M(x) i ol fg “)} +
0
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Agora, ativando a func¢@o puntual p; (que gera os deslocamentos fundamentais

Up € Wp ) a equacao resultante do MRP fica:

tod du(x d*w -

! {E{A“(x)E—ZS) —B, (x)E ;Ex}}px}u,,(x,x)dxw»

¢ d’ du(x) d*w(x) s

l’{dxz [Bll(xJE ‘;fx —-D,(0E mw(* j|+pz}wp(x,x)dx=0 (4.87)

Se a Eq. (4.87) for submetida a um procedimento andlogo ao aplicado a Eq.
(4.81), uma relacdo pode ser escrita como:

[ NGou) (x ,{')]L+[V(x)w' (x,fr)]L— M (x) i’ (x. %) L—|:N*(x,i)m:x))]L4r
i 0 p o dx . P 0
L L dN’ (x, dv' (x, %
[M;(x,i)i—:(x)l [V, i‘)w(x)]i +!’[ﬂm)+ﬂwumx §
L
I[p_‘{.r)u;{x. X)+4p, (J)H';, (x,X)]dx=0 (4.88)
0

Utilizando-se as Eqs.(4.32) e (4.33) em (4.88), seguida da aplicacio da propriedade de

translagio do delta de Dirac, a equagio integral para o deslocamento transversal fica:

wi(Xx) +[N; (x,i‘)u(x)]; +[V;(x,j)w(x)]§ _ [M; (x, %) dv;ix):l _
v, (x3)]
’ Yl s N i 1 A * )
[ NG ()| +[VCom (x.3) {M (x) T} + [ paty (. 5)+ p.w) (5.3) Jax
o 0
(4.89)

Os problemas de vigas classicas ndo-prismaticas e nao-simétricas requerem
trés incognitas a determinar no contorno para um completo equacionamento. Assim,
uma equacao adicional € necessdria a fim de obter o problema soluciondvel, ji que
apenas duas equacOes integrais foram deduzidas até entdo. Portanto, esta equacio

adicional € desenvolvida derivando a Eq.(4.89), cedendo assim a equacdo integral da
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T “ 5y dw(
inclinacdo da eldstica transversal no ponto de fonte wiz)

PR logo essa equacgdo pode ser

€xpressa como:

du{:») [Np (% x)”("):l [V:,_; (x.%) w(x)]:, _[M;__; x,X) 'dﬂ:;,(»f)}L -

X

= [N(x)u;__; (xx)]i +[1,/'(J.f)‘f,,~.;}_;r (xx):l:; B [M( ) dw, . ( ):|

+ .L[ [p_‘,u:,__; [x, jc) +p, Mips (x, i)]dx (4.90)
0

4.5 REPRESENTACAO ALGEBRICA

Para a determinacdo das equacOes algébricas do MEC, o ponto fonte é
colocado nas extremidades da barra. Assim, quando a colocacdo ocorrer na extremidade

esquerda da barra é equivalente a ¥ = ‘lfirré (0 + &), em contrapartida se o ponto for
colocado na extremidade direita da barra X =%irr{1)(£.—€). Portanto, fazendo a

substituicao dos limites de integracao e a colocagao da fonte na extremidade esquerda
da barra nas Eq. (4.86), Eq. (4.89) e Eq. (4.90), tem-se:

Neste caso, a equacao do deslocamento axial fica:

dw(L)

u(O)+N;(L,O+§)u(L)+V;(L,O+§)w(L)—M;(L,O+ <)

—N(0,00u(0) =V, (0,0+E)W(0) + M .(0,0+ &) = N(L)u, (L,0+&) +

! E
+V(L)w}(L,0+§)—M(L)%—N(O)u;(O,OJr;’)—V(O)w’;(0,0+§)+
X
d ; 070 ) ¢ » Ll _ :
M (0)% 3 { [ P} (x.0)+ p.w; (x,0) |dx (4.91)

Ja a equacao do deslocamento transversal com ponto fonte a esquerda, resulta:

w(0) + N, (L,0+E)u(L) +Va (L,0+Ew(L)— M, (L,0+&) dw( L)

—N,(0,0+&)u(0)—V; (0,0 +E)w(0) + M 1. (0, 0+§)$_N(m un(L,0+&)+
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+V(L)w,(L,0+&) - M(L)

dwp(_zsw’ - N O, (0,0+8)-V(Ow;,(0,0+&) +
X

dwy, (0,0

MO ) 4 ([ pap (x,0)+ powi (x,0) Jax (4.92)
0

E, finalmente, a equagio da inclinagiio da elastica transversal com ponto fonte

a esquerda fica:

dw(0)
dx

=N, .(0,0+&Eu(0) =V, .(0,0+EW(0)+ M, .(0,0+ &)

dw(L)

+ N, (L0+Eu(L) +V, o(L0+EW(L) — M, .(L,0+&)
dw(0)

X

R . dw, .(L,0+¢&)
=N(Lu, .(L0+&)+V(Lw, ,(L,0+&)-M(L)————

* * d}v; (L10+§)
-N(L)u, .(L,0+<&)-V(L)w, .(L,0+&)+M(L) td—
X

+i[mu?=..e (x.0)+ p.w} (x.0)ldx (4.93)
i}

Agora, fazendo a colocacio do ponto fonte no extremo direito da barra tem-se:
dw(L)

X

~N,(0,L-&Eu(0) -V, (0,L-E)wO0)+ M (0,L— &)= N(L)u, (L, L- &)+

u(L)+ Ny (L,L—&u(L)+V (L, L-&W(L) - M (L, L-&)

+V(Lw, (L,L-&)-M(L)

M—N(O)u;(ﬂ,L—f)—V(O)W;(OvL_EE)J”
X

M(U)d"vf'(—

{zj_ $) "‘{[P.r“: (x,L)+ p.wy (A‘,L)]dx (4.94)

W(L)+ N (L, L— (L) +Vi(L, L— £)w(L) — M (L, L— &) LX)

dw(0)

=N Luz(L,L-&)+
dx

—N,(0,L—&u(0) -V, (0,L-E)W(0)+ M (0, L—¢&)

+V(L)w, (L, L&)~ M (L)

W_ N(OY,(0, L— &)~ V(0w (0,L-&) +
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dw,(0,L— &)
dx

+M (0) +j[p_(u;(x,L)+ P.Wp (x.L)]dx (4.95)
0

dw(L)

X

~N; :(0,L—Eu(0) ~V; (0, L~ E)w(0) + M, ;(0,L— &)

+ N;_.e (L,L—&u(L)+V, (L,0+&)w(L)— M:,,_;(L,O +£&)
dw(0)

dw(L)
dx

. . dw, ;(L,L-¢&)
= N(Lyu), ;(L,.L=&)+V(L)w; (L, L&) - M (L) —E—— =2

* * d“"; (L’L_"f)
=N(Lup;(L,L=&)=V(L)w, ;(L,L-)+ M (L) T

+ I [P (. L)+ powy (x. L)jix (4.96)

Uma representacao algébrica para Eq. (4.23), Eq. (4.26), Eq. (4.27), Eq. (4.28),
Eq. (4.29), Eq. (4.30), em termos das varidveis de contorno (ver Fig. (4.2b)) pode ser

escrita como segue:

{u} + [Hl{u} = [G]{p} + {f} (4.97)

Onde [H], [G] s@o as matrizes de influéncia e {f} € o vetor de agdes externas.
{u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicitagdes internas, cujas formas

explicitas sdo dadas por:

g dwi awj]" _
{u}— u; w; E uj Wj E —]

dw(0) dw(L)

T
[u©@ w©o) =2 u@) we) =9
{pr=MNi Vi M; Nj Vi MjT=
=[N(0) V(0) M(0) N(L) V(L) M©)
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P:

,

dhw,

5

Figura 4.4 (a) Esforcos reais; (b) Deslocamentos reais

A forma explicita das matrizes de influéncia na Eq. (4.97) sao:

-N;(0,0+¢)
-N,(0,0+¢)
-N,;(0,0+¢)
-N;(0,L-5)
-N,(0,L-¢)

-N,;(0,L-¢)

-V} (0,0+2)
-V}(0,0+5)

-V,:(0,0+¢)

-V (0,L-5)
-V, (0,L-¢)

-V,.(0,L-¢)

M;(0,0+¢&)
M;(0,0+5)
M, .(0.0+¢)
M;(0,L-¢)
M,(0.L-¢)
M, .(0,L-¢)

0 0
A &
2 32
b =t
2
0 0
1oy
2
b s
2

N, . (L0+¢g)
Ny (L L-¢)

N;.(L.L-¢)

VI(LO+g)  -ML(L0+¢) |
Vo(L0+g) -M,(L0+¢)
V,:(LO0+g) -M, (LO0+g)
V(L L-¢) -M (L, L-¢) |
Vo(L,L-g) -M,(LL-¢) |
Voi(L,L-g) -M, (L L-¢)|
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[ —u;(0,0 + &) —w;(0,0 +8)

—wi(0,0 + &)

dwp
=00+

~u;(0,0 + §) 2% 0,0 +¢)

= dwp
—up (0048 —wpe(00+8) —2(0.0+9)

[6] = -
—up(0L-§)  -wiOL-§) 2£E(0,L-§)
—up(0L-8  —wp0L-8 ZLO,L-8
—upe(0L—8) ~wiOL-8) ZE20L-§)
i 0 0 0 ﬁl ﬁl )33_

0 0 0 ﬁd- ﬂi ﬁﬁ

G| 0 ° 0 & A A

)31(] ﬂll ﬁlE 0 0 0
ﬁlS ﬁl—l ﬁls 0 0 0
_)815 /5’1? }313 0 0 0_
Onde:

1 I~ ‘
p.=-5lF - 7o)

1

L
8= 'E{(R(” - R(0))+ E1"(1’.1)}

- _

1
By =— E[LJ(L) —(PL) - PO))]

1

~ 2E
=

B =

. (L(Y(L)+Y(0) +2(K(L) - K(0)))

S5 (YD -Y©)+ LoD}

=t _
B, =5y UD-1©)

e = (Y(L) +Y(0))+ LO(0) + 2Y (0)]

1
_E[_
& |
B = E[_Q(L) +0(0)]

ﬁ](}=$[ﬁ(0)—ﬁ'(L)J

1

=—|(R(O)—R(L LT(L
B =55 (RO = RL)+LT(L)]

ws(L,0 +§) wi(L0+§) —-ZE(L0+8) |
up(L,04£)
Up (L, 0+ &)
up(LL—8)
up(LL—§)

upe(LL=8) wp(LL-§) -=ELL-9)]

wpL,0+8) -ZELO0+8)
wp2(L,0+8)
wilLL-8) -ZE(,L-¢)

will,L—§) —ZEWLL-§)

o dw;.j.
SR (L,0+8)

(4.98-99)
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1
By = E[T(O)—T(L)]

-1
Pis =5 [ L1 @ +(PO) - P@)]

-1
Ba= E[L(Y(L) +Y(0))+2(K(0) - K(L))]

1
Biy= —E[LQ(OH(Y(O)—Y(L))]

=2 L=
b= 55l 1O -I W)

1

E[(Y(L) +Y(0))+LO(L) |

B =

1
=——|00)-Q(L
B 2E[Q() o(Ly)]

O vetor de carga fica:

(o p,ur(x 0) + p,wi(x, 0)]dx )
Mo, up(x, 0)+p,wi(x, 0)]dx

{f} — J.{]L[pxu;,?(xr0)+pzw;,£(x)0]]dx (4.99a)

be. . & b
IU [pqu{xJ L)+ pZWF(X, L)]dx
JHp,up(x, L) + p,wh(x, L)]dx
Ly . .
L-f(] [pqu,ﬁ (x: L]+pzwp£ (JC, L)]dIJ

Da substitui¢do das Eqgs. (4.45), (4.51), (4.62), (4.67), (4.74),(4.75) no vetor
carregamento Eq.(4.99a), tem-se:
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L s .
!p_,(x)[E[F(x)— F(O)]de

¢ 1

! P, (x)[~ E{xJ(x) ~[P(x)- P(())]}) dx
¢ 1
_!px(‘x)(ﬁl';(x) = J(U)]]dx
L 1 - i
_{[P_t(x)(ﬁ[F(x)“ F(L)Da'x

E
jp_t(x)(—+L{‘L~x‘J’(x)+[P(x)uP(L)]}]dx
! 2E

L
_([P_I(-’:)(%[J(x) . J(L)]]dx

T 1 %
_i[pz(x)(-E[R(x) -R(0)]- ET({))]dx

L

[ p. (x)(—ﬁ{x[]’(x)+l’(0)]— Z[K(x)—K(O)]}]dx
L
jp:(x)(—ﬁ{[l’(ﬂ)—l’(x)]ﬂg(m}]dx

[p. (x)(— ﬁ{‘x- L|J(x)+[P(x) - P(L)]}] dx

L
j p. (x)[— % {\x - L[Y(x)+Y(L)]+2[K(x) - K(L)]}) dx
0

f 1
jpz(x)[—ﬁ{—[nm- Y(x)}+\x—L\Q(L)})dx

(4.99b)

Se p_ (x)for admitido linear, ap6s o cdlculo direto da integral de dominio, o

vetor de carga fica:

i

{é(L) ~Gl0y= Lﬁ*(o)}
{LP(L)-2V(L)+2V(0)+ LP(0)}
Py P(L) - P(0)- LI (0)}
2E é{L}—ém)—Lﬁ(u}

{~ LP(0)+2V(L)-2V(0)- LP(L)}
{P(L)- P(0)- LJ(L)}
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2E

{— (S(L)- S(0)- LR(0))- %T(O)}

LK(L)-3L(L)+3L(0)+Y(0) L? +2LK(0)

{(K(L)- K(0)+ LY(0))— LO(0) - 2Y(0)}

{(S(L) - S(0)- LR(L))- ET(L)}

LK(0)-3L(L)+3L0)-Y(L) % + ZLK(L)}

{(K(L} - K(0)+LY(L))+ %Q(L) = ZLY(L)}

Aqui, apesar da semelhanca da transformacio de integral de dominio das

cargas transversais e axiais em valores de contorno descrita nos capitulos anteriores,

optou-se por mostrar diretamente a deducdo do caso quintico, caso que engloba de

forma direta os casos quarticos, quadraticos e lineares necessitando para isso, apenas de

condigdes impostas sobre as equacoes que regem o problema.

Se as cargas transversal e axial forem quinticas (polinémio de quinto grau), entdo suas

equacoes de dominio em termos dos valores de contorno ficam:

L L
[ ooy (. i)dx-;—j p.(X)w} (x, R)dx = [Hmu; (x, %)
1]

d‘p.07 . dpmT
> —| I (% x) —2=—=
dx N dx )

{Hmf(x x)d P, (x) - HuF(r P e )] +[ Iy (e Bp, ]
i 0
d* .
{HHIWF(X 2P | i 5 dp, (‘x)]
dx* 1oL dx’ -
2 T r L
{mw} iy’ ;;’ zi‘”)_u = _Hw; (x,i)$1 [ e p. (0]
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: e w g F . . dp] . dp.o]
[ p.Goup (x, 2)dx + [ p. (x)w; (x, R)dx = | HIHuy (x, %) 27> | = | Hiluy (x, 3) =25~
5 & dx dx
] [1]
=L

s gl
{Hmp(x,x)p—;m - Hup(\:
dx

Jdo

dp,(x)
dx

} [l Hp, 0]

—L
e 1 BLEX) d’p, (X)

HHIT LX) ——=—=| —| HIT

{ Wwp (X, X) p w,,( x,xX)——=—= 33

0

~ =

i @D
{mw,,(x,x) PN | | srtis,
d x

-0

pd( ):L [Iw; (x.X)p. (x)]:

L

.[P(I)uh(xx)dx‘l"jp(X)wh(tx)dx—{ﬂlﬂu (x, %) px(‘x)] |:HH (x, )dpx("‘)}
dx* s dax’ 5

0

2 "L [
- -~ dd - ~ d w -
£ | T by B | Hu,,i(x,x)M} +[ I (x D p) ]
g Fi | | dx | 4 i
7 )-L - 7 ) L
777 A e 1= (N B 1.
¢ ot | |
() TT dp. (07"
* ~ a * -~ L
+| W, (x,5) p Y - w5 BT ] +[ 1w (. Dp.w]
Jo L dx 0 i d

(4.99¢c-e)

Onde as integrais superiores das solu¢oes fundamenatais,
j j ” j w) (x, ®)dxdxdxdxdx = W, (x, %), [ jj j wh(x, ®)dxdxdxdx = HIW, (x, %),

j j j wi (x, D)dxdxdx = HIw, (x, %), “’ wh (x, ¥)dxdx = IIw, (x, %),

J'w; (x, B)dx = Iw, (x, %), J’ j' ” j' w), (x, Ddxdxdxdxdx = I, (x, ),

J' j' J' J’ w), (x, %) dxdxdxdx = W} (x, %), J’ j’ j wh, (x, X)dxdxdx = HIw, (x, %),

j j wh(x, D)dxdx = IIw, (x, X), f w) (x, R)dx = Iw)(x, ),

[[[][w (e $)dxdvdrdxdx = mtw;, . (x. %), ([ [ [w} ;(x. 2)dxdxdvdx = HIw, ; (x, %),
[ [ [ Wz (x. Bydxdxdx = 1w, (x.%), [ [ W, (x. Rdxdx = Hw, ;(x,5),

Iw;,__fr (x,X)dx = Iw,, . (x,X) podem ser encontradas no Apéndice 6.

O vetor de carga { b } pode ainda ser escrito pela colocacao do ponto-fonte nas

extremidades da barra
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u;(x,O) w}(:c,(]) B - B,
up (x,0) w; (x.0) B~ B,
p: (£:0) w (x.0) {pr(x)} o) BB,

uy (x,L) wi (I!L) p.(x) By =By
up (x,L) w,(x,L) B, - B
_“;_.% (xL)wp; (X’L)_ B - B

(4.99f)

—r—
~+
ot
1]
=R 1
|
o

Onde:

B, = (fat,) Iy (L,0) —2—

—(fat,) I (L, 0)M
.x

d*p.(L)
dx*

+( fatg)HIu;(L,O)d_;j(L)
X

— I} (L.0) dpﬂ}(” +Iul(L,0)p (L)
X

+( far,)mﬂw;(L,O)d z;f“ (fat,) v, (L, 0 L2 (L)
.x

p()

—Ilw,(L,0)——=

+( fat,) HIw, (L,0) pi ) + 1w, (L,0)p_(L)

P() p(O)

B, = (far )HHIMF (0,0) (far )HH (;(0,0)

+( fat, ) I, (0,0) + Iu; (0,0) p, (0)

p()ﬁ dp.(0)
s uy (0,0) === i

+( fat,) 1w, (0,0)

.(0) (0
5‘4 —(fat,) HIFW,. (0, 0):’;—)

+( fat,) HIw; (0,0) - IIw.(0,0) + I} (0,0)p.(0)=0

d’ P (0) dp_(0)
d*x dx

= (fat,) I, (L,0) =22 d’p, ( ) —(fat,) I, (L, 0) —L=~ d’p, (L)
f I

+( fat,) Hhe,(L,0) "’ D) _m, O)dpd( )
.x

X

+1u (L,0)p (L)

3
+( fat, ) IHIIw,(L,0) a'p, (L)u( fat,) 1t (L,0) TP
X

. p.( )
VW (L,0) L2
+(far_) w,(L,0) yom

— Iw,(L,0) ”:ii )+Iw;(L,{})p:(L)
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B

+(fat,) HIw}(0,0)

P =

+(fa12)HIu .(L,0)

= fat,) 1, (0,0)
+( fat,) u,(0,0) ;i )

+( fat,) 1w, (0,0) p (

= ( fat,) I, (L,0) —*—

m
X

p
THIT L.0
(far ) wp (L,0) —<— I

+( fat,) HIw,, ,(L,0) d?ji

B, = (fat,) I, ,(0,0)

d’p,(0
11 0.0
+( fat,) Hluj, (0,0) —2— e

+( fat,) IHIw,, ;(0,0)

+(fa1 )anp r(o 0)

B,

+( fat,) I} (L,L)

+( fat,) HIw (L.L)

p(

=(fat,) I, (L,L)

+( fat,) IMIw, (L, L)

p(

d*p, (0)
X

a'p(U)

L)

d*p.(0)
Y4

d*p.(0)
I-‘

d'p.(L)
dx’

dp(L)
x

p()

d’p,(0)

~(fat,) 1u;,(0,0) 0

P()

— IT,(0,0) === + Iu» (0,0) p, (0)

)

3
—(fat,) HIIw,(0,0) d 5;3(0)

- Ihw,(0,0) & (}(0)

X

+1Iw,(0,0)p_(0)=0

dp.(L)
dx*

~(fat,) IIu}, (L,0) gxw

—1lu, (L,0)

8 v dp&i"“) +Iu, (L,0)p, (L)

(L) d’p.(L)

- (fat,) HIw, ;(L.0) g

it G (f‘) +Iw, (L,0)p.(L)

~(fat,) I, (0, o2 20 (U)

- u;,_i(D,O)%Jrfu;,_i(o,mp,w)

3
- (fat,) IIIw, ;(0,0) = 3( 0

) * dp: (0)
d

~Ilw, .(0,0) +Iw,;(0,0)p_(0)=0

P (L)
Hlu, (L, L
[ Ml (B = = ax’

- Iy (L, L) P

4. +Iu, (L,L)p, (L)
dx '

—(fat,) wy (L, L)

d’p. (L)
‘L'

- Ilw; (L,L)——

) 4p. (L )+1w;(L,L)p,(L):0
dx )
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Py =

+( fat,) 11w} (0, L)

+( fat,) (L, L)

+( fat,) HIw},(L,L)

BPio

( fat,) HITR. (0, L) p (0)

—(fat,) HIlu, (0, L)

d’p.(0)
dx?

+Iu,(0,L)p (0)

— Iu,(0,L)

d*p.(0 ) . dp(0)
+( fat,) Huy (0, L) yom s

p()

+( fat,) HHIFw;, (0, L) —2—

—(fat,) ITIIw;, (0, L) (‘;’x(ﬂ)

w - Hw; (0,L) dp.(0) + Iw; (0,L)p.(0)
d"x dx -

, = (fat,) Iy, (L, L) ;’ (L) —(fat,) IHluj (L, L) ;’ L)
I

~ I, (L, L)

5( ) +Iu,(L,L)p, (L)

dp (L)
dx

p (L)

+(fat,) w, (L, L) =L~

—(fat,) 11w, (L, L) p\(L)

~Ilw,(L,L) +1Iw,(L,L)p_(L)=0

P() dp_(L)
d*x dx

=(fat,) I, (0, L)

~(fat,) 1HI1u;, (0, 4

d*p (0)
dx*

(0)
f

+( fat,) u, (0, L) w ~ I, (0, L) p;i() +1u,(0,L)p,(0)
g o X

+(fat,) HIw, (0, L)

B

+( fat,) Hlu,, .(L,L)

+( fat,) HIw}, (L, L)

d’p_(0)
dx’

+Iw,(0,L)p.(0)

p()

+( fat,) I, (0, L) ~(fat,) HIw, (0, L)

p( )“l,‘,w,;
x

dp,(0)
dx

P()

= (fat,) UMM}, (L, L)~

~(fat,) I, (L, L) j )

m dae (1.0 B e (1 TS )
d‘x dx - '

P ( ) d’p (L)

+( fat)) Mlw,, (L, L) ="~ 5

~(fat,) IIw,, (L, L)

; i e 1w, .(L,L) pdi ) +Iw, (L,L)p.(L)=0
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4
B=( farl)!HHu;,__;(O,L)d ;’ -‘4(0) ~(fat,) Hlu}, (0, L) zx(o)
X

+( fat, ) HId, ; (0, L)d ;’ ; ) _ i, (0.L) dpd( ) ¢+ I, .(0,1)p.(0)

" d*p_(0) (0)
+( fat,) IHIW, ,(0,L) (’;4 —(fat,) I, (0, L) j’x

+(fat,) HIw, ;(0,L) % ».(0,L) dpd O, 2.0, p.(0)
X

(4.99g-r)

Mais uma vez vale observar que este caso engloba de forma direta varidveis

qudrticas, cubicas, lineares e constantes da secio transversal. Para o quartico, quadratico
e linear respectivamente, tem-se:

fat,=1e fat,=1
fat, =0 e fat, =1

fat, =0e fat,=0

J4, para o caso em que forem aplicadas cargas concentradas (£, F. ) a uma

distdncia “ a ” da extremidade esquerda, o vetor de carga fica:

- F(@)+F(0)
—al(a)+ P@@)- P(0)
B, (@ -J0)}
v 2F F@)-F(L) ¥
-(L-a)J(a)- P(a)+ P(L)
~J@)+ (L))

— R(a@) + R(0)-aT(0)

~alv@)+v )]+ 2k @ - kO]

F, r@-r)-agwo)}

2E {(R@) - R(L))-(L-a)T (L)}

(L-a)r@ +yw))-2[k@) - KWL)]}
Fr@-vw)-(L-a)w)
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Como a soluciio do sistema algébrico apresentado na Eq. (4.97) € dada apenas
para o contorno da barra, logo, para se obter a solucio algébrica para todo dominio é
necessdario redefinir as Eq. (4.97) em funcdo de um ponto genérico do dominio.
Portanto, fazendo a substituicdo £ = a e também da solucio do sistema algébrico {u},

tem-se, entdo, a solugdo em todo dominio da barra dada por:

@)+ [H@lu)= [G@)p)+{f @)}

Onde:
—l 0 0 *l 0 0
2 2 | ‘
1 a 1 L-a
H = 0 -— -— 0 -—
[ (a)] 2 o 2 2
0 0 —l 0 0 —l
- 2 2 -

- ﬂ1 (a) _ﬁg (a) ﬂg (a) )84(‘1) )85 (a) _ﬂﬁ (ﬂ‘)
[G(a}]= -pB(a) -psla) Pyla) By (a) B(a) -p,(a)
-Pisa) - pua) Pisa) Bis(a) Pi(a) - pPila)

Com:
pu@ =5 (FO- F@)
p.@ = [RO) - R@)]+aT @)
B.(a) = é (r©)-T@))
pu@=-- - F@W)]
po@=-—_{R1)-R@]-|L- ol @)

1
(@) =-— {rw-cw)}
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pr(@ == (PO -P@]+ a0}

Bi(a) = {a[Y(O) +Y(a)]+ 2K (©0) - K(a)]}
By(a) = —% {aQ(0) +[r(0)- Y (a)]}

Bola)=- —{ [P(L)- P@)]+|L-alJ (L))
Pula)=- { AK(L) - K(@)]+|L—-d[[Y (L) + Y(a)]}
Bo(@)=— {[Y(L) Y(@)]+|L-dlow)]}
Bs(a) = { VO-J@]}

Bula)=- . {aQ(a) 2Y(a)+[Y (0) +Y(a)]}
po@=-- [0 -0@]

pot@ = 0-I@)

By (a) = —ﬁ {L-do@)+2v (@) -y (L) + Y (a)]}

1
Pu(@ = I- o)+ 0(@)]}

Se os carregamentos forem admitidos constantes em p ou em p, produz um

vetor de carga {f(a)} dado por:

2N(a)- N(0) - N(L) + LF (a) + 2aF (a)
Pr| _ 4P(0) - LP(L)+2V(L) - 2V(a) + aP(L) + LP(a) | +
- P(a)+ P(0) + aJ(a) + P(L) - P(a) - J(a)(L-a)

{f(a))=
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[ S(a)-S(0)-aR(a) a’T(a) [S(L)-S(a)-(L-a)R(a)]]

2 4 2

;’E —6W(a)+3W(0)+ ak (0) - Y(a)[— % + al} +2aK(a) |+
Q(‘;)L_ —Q(a)La +3Y(a)L + Q(a)a’
[E + L. aL:|
%
5_,:5 — LK(L)+3W(L) +aK(L) - 2W(a)L + 2aW(a)
—6Y(a)a - K(0)- K(L)+2K(a)

Para os carregamentos concentrados F_ e F, aplicados a uma distincia a do

inicio da barra, o vetor de carga fica:

= ss[ﬁ(a) = f:"(a)]
—{a-ds@ - sslP@- P@]}+
ss[J(@) - T (a)]

{r@}=

F,
2E

— ss[R(a@) — R(a)]- |a@ — a|T (a)

% e ﬂa o a‘[Y(E) + Y(a)]+ ZSS[K(E) - K(ﬂ)]]
ss[Y (@)~ Y(a)] - |a — alQ(a)
Onde:

{sszl,se§>a

ss=-1l,sea<a

4.6 PROBLEMA REAL: TIMOSHENKO

Aqui, para o desenvolvimento do problema de vigas ndo-prismiticas com
variacdio nio-simétrica da secfo transversal ao longo do comprimento segundo a teoria

de Timoshenko.
4.6.1 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Na teoria de Timoshenko, nio necessariamente admite-se a ortogonalidade

entre a secdo transversal e o eixo longitudinal da barra na flexdo, isto implica que a
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deformaciio por cortante € nido nula /, #0. Além disso, devido a conservacio da

planicidade da secdo transversal, os deslocamentos axial e transversal apds a

deformacao, if(x, z)€ w(x, z) . respectivamente, sdo dados por:

(x,z)=u(x)+z¢(x) (4.100)
wi(x,z) = w(x) (4.101)

Ja as deformacdes ficam:

_ du(x,z)  du(x) fop dg(x)

_ 4.102

T dx dx R
- dit(x,z) , dw(x,2) _ — 4(x) +d“(x) (4.103)
: dz dx

As relacoes tensdo-deformacido de vigas ndo-prismadticas e nao-simétricas,

desprezando o coeficiente de Poisson v = 0, pode ser dada por:

o, = Es, = B[ ky ddx) 4.104)
dx dx
r.=Gr. =G4 (o) (4.105)
Ja os esforgos resultantes das tensoes sao:
du dg(x)
N(x)= {o’_tdA = EA (x) — +EB, (x) e (4.106)
d
M(x)= [0, zdA= EB, ( r) + ED, (x) 2#2) (4.107)
A dx
Onde:
+bsup(x] p+zsup(x)
A, (x) = .L:infm .[—;mf;_r] dzdy (:108)
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+bsup(x) p+zsuplx)
B“(x):I—binf{_x) »..—vinf(_x] adzdy (4.109)

Z dzdy (4.110)

+bsup(. r)j+;sup[n 5

D, (x)= I

binf{x) o —zinf(x)

Ja o esforgo cortante ndo € mais calculado pela derivada do momento fletor
como na teoria de Euler-Bernoulli, e sim pela resultante das tensdes cisalhantes

transversais na secao transversal.

O esforco cortante € dado por:

+ @(x)] (4.111)

dw(x)
|4 = dA = kGA
() = [ x7,.dA = KGAM)I= -

A obtencio da equacgido governante do problema real de viga ndo-prismdtica com
variacdo nao-simétrica de Timoshenko, pode ser obtida pela condicdo estaciondria do

funcional de energia, desta forma tem-se:

L
on = J-(C’.r&‘.e +7,,07,. dV - J-(p_rc?u + p.ow+mdg)dx =0 (4.112)
¥ 0

Apés as devidas manipulacées da Eq. (4.112) e com o auxilio das Egs. (4.106),

(4.107) e (4.111) entdo, integrando-se na drea transversal, tem-se:

O déu(x) dég(x)
53_5[Nu)[ . } o = }j (4.113)

I[V( )5["'“(“ #(x )]]dx—j(pxﬁu+p35w+m5¢)dx=

0 0

Integrando-se a Eq.(4.113) e em seguida aplicando-se o fato de que a variacido dos

d
campos no contorno € nula, {5 MX}] {civ(x)]é =0, a Eq.(4.113) fica:
X o
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i[[_—_pJ&‘*[‘[%]—P:]5W]dx+i [i—f—(")ﬂLmJ&édx 0 (4.114)

Como as variacoes ou oOw §¢ podem assumir diferentes valores durante o mapeamento
das funcdes u,w @, para garantir a condi¢do de nulidade da Eq. (4.115) para todo o

dominio, € necessdrio que:

N, b =0 (4.115)

dx :

dM

E-(v)+m=f.) (4.116)

[ﬂ}r p.=0 4.117)
dx -

Em termos dos deslocamentos, as equacdes de equilibrio ficam:

du Lr) d ¢(x)

+p,(x)=0

+EB, (x)
( )

—{EA;( )

I}+p.(0)=0

< —{ Kk GA (x)[¢(x) +

d
{EBI.(x) ”‘:’ ED, (x) 48 ¢“ _ KGAL()[P(x) + ( M=

(4.118-120)

4.7 PROBLEMA FUNDAMENTAL: TIMOSHENKO
O problema fundamental de viga nao-prismdtica com variagdo nao-simétrica de
Timoshenko € associado um dominio infinito sob cargas puntuais (py.p;,m*) e

governado por relagdes andlogas aplicadas ao problema real. Quando a fonte axial
p. (-1’, X ) = 5(1, J?] for ativada, equagoes governantes fundamentais analogas ao real Eq.

(4.118-120) sdo dadas por:
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du’ (x,%) dﬁs: (x,X)

* d ’ r X
4 imwwﬁmu®+3ﬁgﬁho
dx dx

did o
%{EB”(xJ%-&ED“( ) —— ¢ ( } KGASS(x)[qé (x,x)+

Da Eq. (4.121-123), tem-se:

[du” (x.5%) B0 49D _ —sgnx—5)
dx A“(x) dx - 25411(1')

du: (x,X) N D, (x) d¢: (x,x) _
dx B,(x) dx

Subtraindo-se a Eq.(4.124) da Eq.(4.125), tem-se:

v f| sgn(x=X)
ﬂwn—ﬂﬁiﬁﬁkx

Onde:

&J);&maﬁ)&mn
]1(I)

d i .
E{EAll(x)T+EBII(.r)T}+5(Is x)=0

dw’ (x,%)
F—

=0
de

(4.121-123)

(4.124-125)

(4.126)

(4.127)

Fazendo-se uso da identidade andloga a Eq. (3.26) na Eq.(4.126), tem-se:

¢ (x.%)= ésgn(r— D[T(x)-T@))

(4.128)

Ji o deslocamento transversal fundamental € obtido da substituicio da

Eq.(4.128) na Eq.(4.122) e integracio, que fica:
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i un 1 ) ) )
Wy (D) == [sgn(x-D[R() - RD)]-rT(H) ] (4.129)

Para o cdlculo do deslocamento axial relativo a ativacdo da carga axial Eq.
(4.125), substitui-se a Eq. (4.128) nesta tdltima e utiliza-se convenientemente as

identidades empregadas anteriormente, assim:
. 1

u,(x,x)=——/|sgn(x—x)| F(x)- F(x (4.130)
F( D) = - sen(r=H[F - FR)]]

Ja, a determinacao das relacdes esfor¢os-deslocamentos fundamentais devido a

ativacio da fonte axial sdo obtidos a partir das Eqgs. (4.118-120), que ficam:

AN D) | s =0 (4.131)
dx
dM ;. (x, %)
=0 4.132
0 ( )
[de (x,i)] i (4.133)
dx

Da integracio das Egs.(4.131-133), tem-se:

N (x, %) :—w (4.134)
M, (x,x)=0 4.135)
V.(x,%)=0 (4.136)

# ~ A
Por outro lado, quando a fonte transversal p_(X,X) = O(x,X) for ativada, tem-se:
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du’ (x,%) dqé' (x, %)
{EA”(I)— EB (x)——}=0
dx dx

dw {x.X)

1 —{KGAss(’f)[¢ (x, %)+ ———]}+5(x,x) =0
dx

du” (x,X) dﬁf' %) *(I,i)
{EB”(x)7+ ED, (x) ———}- K‘GAﬁ(I)[_ﬁ‘ (x,x)+—2—-1=0
dx dx

(4.137-139)

Que apdés manipulacdes algébricas, (4.137-139) ficam:

i [EA“(.\:) + EB, (x)

dx

X

du;,(x, x) d.;r) (x, -’-’)
dx

d dw; (x,%)
| & (“)[T

d ] * X 2 n _ 2
i[EBl](x)M+ ED, (x) d¢P(xa-¥)i|+ sgn(x—x) -0
dx dx

+¢:,(x,j:)}+5(x,i) =0

dx 2

(4.140-142)

Da substitui¢do da Eq.(4.141) na Eq.(4.142), e integrando-se esta tltima, tem-se:
¢;,(x, == ﬁ [rQ(x) —sgn(x—x)¥(x)— Y(jc)] (4.143)

Ja o deslocamento transversal da Eq. (4.141), fica:

w}(x, %) = —% [F5(x)— F5(3)]+ é[r [¥ () +¥(D)]-2sgn(x— D[ K () —KH)]]

(4.144)

Por outro lado, o deslocamento axial resulta da substituicao da Eq.(4.143) na

Eq.(4.140), que fica:
o (x, %) = = [ 7T(x)-sgn(x, )[R(x) - R(B)]] (4.145)
& 2E
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As relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais devido a ativacdo da fonte

transversal sao obtidos a partir das Eqs.(4.131-133), que ficam:

dNp (x5, %) _
dx -
dM , (x,%) 5 sgn(x—x) _ 0
dx 2
(va (x, x)} S =0 (4.146-148)
dx

Da integracdo das Eqgs. (4.146-148), tem-se:
N, (x,%)=0

# ~ o
Mp(xsx) = ?

T L

Por fim, mudando-se a ativacdo da fonte, para m"(x, %)= 5(x, %), tem-se:

[ ; do’ (x,%)
{EAI() ( Ll Akl
dx
d aw’ (x, %)
{KGAﬁ(x)[?f' (x, x) + T ——]}=0
%{Es.l(x)%mwpn() df. Gz, } KGAﬁ(I){qﬁm(II)+ (”)] +6(x5)=0

(4.149-151)

Das Eqs. (4.149-151), tem-se:
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d * ’,\ d * ,n
EA“(x)$+EB“(x)%=O

) (4.152-153)

" (x.x deé’ (x,x %
EB, (%) du, (x,x) +ED,,(x) ¢m( ) __ sgn(x, x)
dx dx 2

Da substituicio da Eq.(4.152) na Eq.(4.153) e em seguida integrando-se esta tltima,

tem-se:

@ (%) = —ﬁsgn(x—:?) [0(x)-0(2)] (4.154)
Para se determinar o deslocamento transversal, substitui-se a Eq. (4.154) na Eq. (4.150),
que fica:

w50 = B Dy (- ¥ (D] - - r0h (4.155)

Por fim, da substituicio da Eq. (4.154) na Eq. (4.153) determina-se o

descolamento axial, que fica:
§ o3 1 ; P
u, (x,%) = E[sgn{x—x)[m) -T(®)]] (4.156)

Ji, as relacOes esfor¢os-deslocamentos fundamentais devido a ativacio do momento

sao:
N (x,%) =
M ()= 2D
2
V. (x,x)=0 (4.157-159)
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Onde:

F(x)= % (G()
G =L (H()
dx
d
H(x)= E(K(x))

d
K = —(W
(x) dx( (x))

1
F.(x)=
T AW
F(n =252 (4.160-165)

4.8 REPRESENTACAO INTEGRAL

Sejam as tensdes O, e deformacbes &, reais mobilizadas na viga ndo-

prismitica de variacdo ndo-simétrica devido a forca axial, transversal e momento. Se o

problema fundamental for submetido a forcas pontuais p., p ou m , logo serido

. o * A * .
produzidas tensdes O, e deformacgdes 7,. fundamentais no problema fundamental. Uma

relacao entre o problema real e o fundamental pode ser estabelecida usando o Teorema
da Reciprocidade de Betti. Se for ativada a fonte axial, a relacio reciproca entre o

problema real e fundamental é dada por:

J[cr_:ps_,r + r_::Fy_r:]dV =I [0'_, s_:F + r_r:y_:f }ZV (4.166)
v v

Onde V € o volume da viga.
Substituindo tensoes e deformagdes reais, Egs. (4.102-103), (4.104-105), e seus

andlogos fundamentais na Eq. (4.166) tem-se:

= Tl

L * * *
M;@H@ﬂ'—wﬂ"m";ﬁ dx:I N o 1 Oy EFe o
dx " dx dx AR dx

(4.167)
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Apés aplicar convenientemente sucessivas integrais por partes na Eq. (4.167), a

equacao pode ser escrita como:

*

L * * L
—!':u(x) d;; Ly +¢dzif}dx+[N;u]:+[V_;w]‘;+|:M; d_wl =

dx

L » L
[ B v %]M[NH;]HVW;];{M 2 ]

(4.168)
Substituindo (4.115-117) e (4.131-133) em (4.168) fica:
fuosen v+ [N +[vow ]+ a2 9] -
_([u():) (x,x) x+[ Fu:ln +[ Fw:lo+ F ) =
c * * * * L * L dw':'.'
J‘[urpr+wFp:+¢Fm]dx+[NuF]ﬂ +|:VWF:|0 +| M =
0 X 0
(4.169)

Finalmente, substituindo a propriedade do delta de Dirac na Eq. (4.169), obtém-se a

equagao integral para o deslocamento axial, que pode ser dada por:

u(x)+ [N;u:lz - [V;w]; +[M;¢]: =

L (4.170)
[Nu; ]: +|:Vw; :I; +[M¢; :I; + j[u;px +wpp_+ ¢;m:| dx

0

Por outro lado, quando a carga fonte transversal p for ativada, a relacio

reciproca € dada por:

[loses+ prichiv =[loues, + vrip v (4.171)

v v

Com as Egs. (4.102-103), (4.104-105), e seus andlogos fundamentais na Eq.
(4.171) tem-se:
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dx dx

e 1

L ] * "
[N;d—u+V;d—w+M;%:|dx=_[l:Ndu‘“ L +M“;ﬂdx @.172)

Integrando por partes sucessivamente a Eq. (4.172), pode-se entdo, ser escrita da

seguinte forma:

*

o *’w“’f%ﬂ’ﬂdx{m} [l i ] -

dx
) (4.173)

_*dN .dV . dM

U, — dx + ¢, :|dx+[Nu;]; +[Vw;:|:+{ d::}

Substituindo (4.115-117) e (4.146-148) em (4.173) fica:

O o [ ey [

0

jw(x)atx fdx+[Nou ] +[Vw ] [M*ﬂ'_**] _

¥ida
+ L « L dw:; ; r El * #* (4l174)
[Nup]o+[VwP]0+ M T +j[upp_t+wpp:+¢fjm]dx
0 O

Assim, aplicando-se a propriedade do delta de Dirac na Eq. (4.174), tem-se a equagado

integral do deslocamento transversal, dada por:

R [N;u]: +[V'WT + [M;.;g.]'u‘ s

(4.175)
+[Nu;] [Vw ] [M(ép:l +”: PP +Wpp. +¢Pm:|dx

Por fim, ativando a fonte momento 7", e seguindo um processo andlogo ao
aplicado quando a carga axial ou a transversal foi ativada, uma representacao da
equacio integral para a rotac¢io da secio pode ser escrita como:

% . . L . L
PO+ Nou | +[Vow| +[M 8] =

o v . . v vt .10l
j[nmp_‘_ +w,p. +¢mm]dx+ [Num :IO + I:Vu;":lo +[M¢m:|0
]
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4.9 REPRESENTACAO ALGEBRICA

A transicao das equacdes integrais para as algébricas € feita pela colocagao das fontes

no contorno, isto €, ¥ =0+¢ e x=L—-¢ com £ — 0 e pelo cdlculo das integrais

pertinentes, de forma que gera um sistema que pode ser expresso como:

)+ [ ]y=[GKp}+ {1}

@.177)

onde {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicitacdes internas, cujas formas

explicitas sdo dadas por:

{u}=[u,. w, 4 u w, qéjT=[u(0) w(0) ¢0) ul) wL) L)

{P}=[Nf 4

Ja [H], [G] s@o as matrizes de influéncia dadas por:

[H] =

[#]-

| _NE(O:O)
—N3(0,0)
—N;,(0,0)
—Nz(0,L)
—Np(0,L)

|—N,,(0,L)

—V¢(0,0)
-V (0,0)
—Vm(0,0)
—V#(0,L)
—Vz(0,L)

=Vn(0,L)

—-Mg(0,0)
-M;(0,0)
-M;,(0,0)
-Mg(0,L)
-Mp(0,L)
-M,,(0,L)

0
L
2

Nz (L,0)
N3(L,0)
Ny (L,0)
Ni(L, L)
Np(L,L)
N} (L, L)

M, N, V, MJT:[N(O) V() M(@©) N(L)

Ve (L, 0)
Ve (L,0)
Vi (L, 0)
Ve(L,L)
Ve(L,L)
VAL L)

viL)y Mf

Mg (L, 0) T

M;(L,0)
My, (L,0)
Mg(L, L)
Mp(L, L)

My, (L, L)]

(4.178)
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(6] =

[6]-

Onde:

—ﬁlo
_JBIS

__)816

—ﬂll
_ﬂu
_ﬂn

—-wr(0,0)
—wp(0,0)
—w; (0,0)
—wp(0,L)
—wp(0,L)
—wn,(0,L)

0 5
0 B
0 5
_ﬂIE 0
_JBIS 0
_ﬂIS 0

p=— [ F-FO)]

1 1
B,=— = [R(L)-R(0)]+ = 70

1
= —[LT(L)- (R(L)- RO
B, 2E[ (L)~ (R(L) - R(0))]
1 1 _
8} = —E[FS(L) - F5(0)]- S {L(Y(L)+Y(0))-2(K(L)- K(0))}

FPe=2E

1
ﬁg_z—

E

1

1

[T(L)-T©)]

B, =55 TW-TO)

2

=
A=z [Y(D-Y(0)-LOO)]

1
= E[Q(L)— 0]

ﬁm=é[ﬁ‘(o)_ﬁ(£‘)}

B =

B=

1

L

E[R(O) —~ R(L)] + % T(L)

1
—E{T(O) -T(L)}

—¢r(0,0)
_(0;3 (0‘,0)
-9, (0,0)
—¢r(0,L)
_(0;3 (0‘, L)
—@nm(0,L)

p B
Bs B

B b
0 0

0 0
0 0

(~(Y(L)-Y )+ LO(L)}

up(L,0)
up(L,0)
uy, (L, 0)
up(L, L)
up(L,L)
(1, L)

wg(L,0)
wp(L,0)
w;, (L, 0)
wg(L, L)
wp(L,L)
w (L, L)

@r(L,0)7
@p(L,0)
@m(L,0)
@r(L,L)
@p(L,L)

@m(L, L)

(4.179)
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1
Bs= E[LT(OH (R(0)-R(L))]

1 1
P =5 o [FSO = FSW)]=—{L(YO)+Y (1) +2(K©O) - K(L)]

1
=—{L0O0 Y(0)—-Y(L
Bis =5 {LQO)+ (O~ Y(L)}

—1
=—IT(O)-T(L
Prs =5 (TO-TW)]

—[YO-YW+Low)]

Bo=5p

-1

O vetor das cargas na Eq. (4.177) pode ser apresentado de uma forma genérica
como:

([ peui (x, 0) + p,wi (x, 0)]dx)
i fgt[pxu;(x.E)+pzws(x.<;)]c;x
U (x,0)+p,wy (x, x
4 ﬁ . ;E{zxui((x, L))+1;2W;‘Ex, Lidx } (4.180)
L) [ Jo T G L) + powi (x, L)]dx

L * *
\.Io [pxum(xJ L) +pz Wm(xt L)]dIJ

O vetor das cargas {f} na Eq. (4.180) depende das fungdes que regem os
carregamentos, podendo ser apresentado de uma forma genérica como:

111



wk 0) (,x 0)

U, (1 0) Vp (,1 0]

(=] e A

uy (x,L)vy (x,L) || p.(x)
iy (u L) (5.1

u, (). L)vm (x L)

ey I~

Oty O l— O C— O — o

(u; (x,0) p,(x)+v; (x.0) p:(x))dx
(1), (x.0) p,(x)+v;, (x.0) p.(x)) dx
(4, (x.0) p.(x) +v,, (x.0) p.(x) ) dx
(5 (x.L) p,(0) +v} (%, L) p,(x)) dx

(u; (x,L) p,(x)+v; (x,L) p:(x))dx

(1, (% L) p, () +3;, (x.L) p. () dx

(4.181)

Da substituicio das solucdes fundamentais Eq.(4.129),(4.130),(4.144),(4.145),(4.155)

e (4.156) na Eq.(4.181), o vetor carregamento associado ao carregamento transversal

p.(x) e axial p (x)fica:
(

j [F(x)- F(0)])dx
j (xT(x)~[R(x) - R(0)]) dx
j ([T()-T(0)])dx
_ P ] 0
W= 2E

2 C— [

= e

([F0)- Fw)])dx
J ([~ Llrco+ [0~ R] s

(—[T)-T(WL)])ax
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TS| 1
_([[—ﬁ[[R(x)—R(U)]—ELT(O)B dx

D ey [

1 1
(—m[ﬁsu)- FS(O)]+E[,r[Y(x)+Y(0)]—[K(x)— K(xO)]:l]dx

L

1 1
!(E[Y(x) -Y(0)]- ExQ(O)]dx

[ (%[[ R(x)- R(L)]- |L-x|T(L)]]dx

0

+p7_i’

I(—[FS(x) FS(L)]+—DL [V (x)+Y(D)]+2[K(x) - K(L)]]]

L

| 1
I[E[Y(x)—Y(L)]-EL’:—L‘Q(L)]dx

0

(4.182)

No caso da transformacdo de integral de dominio das cargas transversais e
axiais em valores de contorno, aqui também sera feito para a deducido do caso quintico,
que engloba de forma direta os casos qudrticos, quadraticos e lineares.

Se a carga transversal e axial for quintica (polindmio de quinto grau), entio suas

equagoes de dominio em termos dos valores de contorno ficam:

f o f e o dip @] v o dp @]
j p_r(x)u‘r(x,i)dx+jp:(x)wF(x,i)dx= M (3, §) = 5= | | Mg (8= 5= | +
0 0

X

d p (x) dp (x) B L
+_muF( )Tl [HF( %) s ]ﬂ [IMF(x,x)p_l_(x)]o+

4 3
& o e 2B (1)} [HH TPy (")] +
L dx’* o dx’ L

+ IHw}(x,ir)d_;j(x)} [H i Bl )] [y (2 D)p,(0)]
X 0 o 0
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1 L 4 L

* ~ * - * ~ d A * -
[ p.Goup (e Bydx +[ p, (0w} (x, Ry = [Hmu,,(x, %) i 2 ‘)} » {Hﬂup(x, %)
X
i} 0

0

3 L
d’p (x)
dx’ N
0

r 2 L L
b wi o PAX) s A dp(x) b L
+hHIuP(x, X) o } —[Hup (.\:,x)T 0 +[Iup(x,x)p_t(x):|0 +

0

—| W, (x,X)

4 3 L
d'p.(x) d’p {x)] .
dx* i

L
].] —[Hnw,,(x, D=5

- 2 ; )
4 _mw; o ;’;;“) 1} 2 [Hw;(x, %) dpﬂ}i”‘)] +[ Wy Bp, (x)]:

0

Lok - e adipm] oo dp ]
jp_‘(x)um(.t,x)dx-l-jp:(x)wm(x,.t)dx= I, (x, x) d;* - HHM"'(X’X)T; +
0 0

0

0

, L L
* a d_p (X) . n dp (X) " a L
+| My, (x,x)—=>—=| —| Hu, (x,x)—=—| +|Iu (x,x)p (x)| +
i d'x l [ ) dx ]u [ p_ ):I“

4
—| I (x, 5) ‘“’7}‘)}
dx

L

3 L
+|:HHw;(x, H4 pf"‘)} +
dx

0 0

- 5 L L
~| . x, )2 ;:(x)l+|iﬂw;;(x,.i)$:| [, (x. ) p, (]

2
0

L
’x 0

(4.183-185)

Onde as integrais superiores das solucoes fundamenatais,
j j' j j j' wi (x, X)dxdxdxdxdx = W, (x, %), j' j j j' Wi (x, X)dxdxdxdx = HIw, (x, %),

j j j wi (x, R)dxdxdx = HIw, (x, %), jj wh (x, ®)dxdx = IIw, (x, %),

[wr (e D = bw, (x.3), [ [ [ [ [ whx. Bydxdxdxdx = HHIw, (x,5),

J’ j' j j wh (x, £)dxdxdxdx = I, (x, %), J’ j' j wi (x, X)dxdxdx = HIw,(x, %) ,

j' j' wa(x, X)dxdx = ITw, (x, %), j' Wi (x, X)dx = Iwi(x, X)

[ [ ][ w.x. dxdxdxdxdx = b, (x, %), [ [ [ [w),(x. 2)dxdxdxdx = I, (x, %),
[ [ [w e Dydxdxdx = Hw, (x, %), [ [w,, (x. R)dxdx = Hw, (x, %),

_[w; (x, X)dx = Iw, (x,X) podem ser encontradas no Apéndice 6.

O vertor de carga { f } pode ainda ser escrito pela colocacio do ponto-fonte nas

extremidades da barra
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_uF( {)) wF(.x 0) B, -5,
, (x.0) w} (x,0) B~ B,
(7)< f| w0 (.0 | A | w156
) “F(‘x L)WF(’:L) p.(x) B - B .
( L)W (x L) By = By
_um (x,L) ( ) ﬂn = }9;2
Onde:
B, =(fat,) Il (L,0) =L~ p( ) _ ((fat) HIBt (L, 0)#
X
+( fatg)H!u;(L,{))d 5;("“) I, (L, U)dpd(L)+Iu;(L,U)p_r(L)+
X
+( fa,) IHIIW].(L,0) 47, D) _(fat,) mttw (L,0) 42D
): x
+( fat,) HIw,. (L.0) p( —Iw(L, O)dp( ) epist " (L.0)p,(L)
B, = ( fat,) IHII. (0,0) ‘” ( ) fat,) 11, (0,0) 4>, )
+( fat,) IIu; (0,0) p L )-—H U, (0,0)—— *"di )+Iu;(0,0)p_t(0)+
X
+( fat,) IHTIFW,. (0,0) ;’g() (fat,) HIF. (0, 0)%
+( fat, ) W, (0, O)d P- i{)) 1w, (0,0) dp{;io) +Iw(0,0)p(0)=0
. = (fat, ) I, (L, 0) pt( ) —(fat,) IITI, (L, 0) px(L)
+( farg)fffgf;(L,o)%—Hu;(L,O) D) | i (1.0)p.(L)+
X X
3
+( fat,) IHIIW,(L,0) p, (L)u( fat,) I, (L,0) @ *”r(L)
- p:( ) e odp (D)
+(faty) 1w (L,0) =52 v (L, 0) = =2+ I (L. 0)p (L) +
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d’p,(0)

B, = (fat,) IHHIu} (0,0) e

~ (fat,) IHIu,(0,0)

d*p, (0) "
x

— I, (0,0) ‘”( )+.’u;(0,0)p1(0)+

+( fat,) HIu},(0.0) ;i )

p()

3
( fat, )”L”HP (0,0) ( farl)!Hhv; (0,0) : j ;3(0) +

a'p(U)

+( fat, ) 11Iw,(0,0)

— IW,.(0,0) dp{;m)

X

+w},(0,0)p_(0)=0

. = (far)) I, (L,0) 5= 4, ( ) —(fat,) lHIu (L,0) :;’ i)
.I JC

+( fat,) I, (L,0) 5 ‘Dt (1.0 pd( )+ 1l (L.0)p (L) +
X

(far )!Hﬂw (L,0)

;’x D) _(far,) w10y 228

d’p, (L)
x

+(far )Hfu (L,0)

::f'( L w;(L,O)—p;—i—)+Iw;(L,{))p:(L)+

= ( fat,) I, (0,0) p ( )

( fat, )HH (0, 0)

(U')
.I

+(fat,) 1l (0,0) pf“ I, (0.0) p{;—() +1u},(0.0) p, (0)
X X

+( fat,) W, (0,0) px( ) (fat,) HIDW., (0,0) px(o)

+( fat,) Hlw, (0.0) pi ) 1w ”(0,0) o i) Iw,.(0,0)p.(0)=0

ﬁ7=(far,)IIIIIu}(L,L)d4§ rf ) —(fat,) I, (L,1) px(L)

+(faty) (L. 1) 25 2D iy . LB s i . 1yp, 0+
+( fat,) Wy (L, L) p ( ) _((fat,) Il (L, L) f’r(L)

+( fat,) HIw, (L,L) 5; i w; (L,L) pdi )+IW;~(L,L)pz(L)=O
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B, = (fat,) IR, (0, L) p (0)

—(fat,) HIu (0, L)

d’p.(0)
dx? *

—IIu,(0,L) + I, (0,L) p (0) +

d*p,(0 ) dp,(0)
+( fat,) Hu;. (0, L) yom e

p()

+(fat,) HIw; (0, L) —=5—

d’p, (U)
~(fat,) IHIw, (0, L) 5

: d’p. (U) . dp_(0)
w0, L) 428y 0, 1) %
+( fat,) IIw, (0, L) o w,(0,L) )

X

+Iw,.(0,L)p,(0)

, = (fat,) Iy, (L, L) ;’ (L) —(fat,) IHluj (L, L) ;’ L),
I

+(fat,) I, (L, L) ~Ih )

5 (L) +Iul(L,L)p.(L)+

dp (L)
dx

p (L)

+(fat,) w, (L, L) =L~

—(fat,) 11w, (L, L) p\(L)

+( fat,) HIw,(L,L) ~Ilw,(L,L) +Iw,(L,L)p(L)=0

P() dp_(L)
d*x dx

By, = (fat,) I, (0, L)

—(fat,) IHTu} (0, £y2

d*p.(0) (0)
dx’ dx’

+( fat,) Hu, (0, L) "‘;_"’7;’50) —Hu,(0,L) p&tix() +Iu,(0,L)p (0)+

+( fat, ) IHITIW, (0, L) p ( ) _(far,) 11w}, (0, L) &p, 9,
+( fat,) lIw}, (0, L) ;;( ) _ 10, L) p ( )+ W.(0,L) p.(0)
X
B =( farl)IHHu:n(L,L)d ;’f ) (fat,) i’ (L. L) g 10
X
+( fat,) I, (L, L)d 2D _ e L,p) dpd(L)+Iu;(L,L)p_‘.(L)+
x X
+( fat,) IHIIW, (L. L) p ( ) —(fat,) IHIIw, (L. L) :;’x ,EL)
+( fat,) 1w, (L, L) 5( J. W' (L,L) pd( ) 4 + 1w (L.L)p,(L)=0
X
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B, = (fat,) I (0, L) p‘(o) ~(fat,) TN, (0, L) d(O)
x X

+( fat,) I, (0, L) ;’ 29 _ 0.1 dpd( )+ 12, (0,L) p, (0) +
X

3
+(fat,) HHI1W, (0, L) "’“ fat 11w 0,1) 229
1 1 m dx3
+(fat,) I (0, AU ; (U) —IW.(0,L) df’dioh; W (0,L)p.(0)

(4.187-198)

Mais uma vez vale observar que este caso engloba de forma direta os casos

quarticos, quadraticos e lineares. Para o qudrtico, quadratico e linear respectivamente,
tem-se:

fat, =1e fat, =1
fat, =0 e fat, =1

fat, =0 e fat,=0
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CAPITULO V

ARCOS ABATIDOS NAO-PRISMATICOS COM VARIACAO
SIMETRICA

5.1 INTRODUCAO

Existem problemas que podem ser associados a casos de arcos profundos nao

prismaticos (Fig. 5.1a) e arcos abatidos nio prismédticos (Fig.5.1b).

(a) (b)
Figura 5.1 — (a) Arco profundo nao prismatico JESUS (2013) (b) Arco abatido nao
prismatico
Segundo KRISHNAN e SURESH (1998), os arcos podem ser classificados em fungdo

de sua razao de aspecto e angulo de abertura como mostrados na Tabela 5.1

Tabela 5.1 - Classificacio: KRISHNAN e SURESH (1998), MANZI (2001)

Raziao de aspecto Angulo de abertura
Tipo de arco | Esbeltez Tipo de arco Angulo
Espesso (r/t) <40 | Abatido a < 40
Moderado (r/t) =40 | Pouco abatido a =40
Fino (r/t) > 40 | Profundo 40 < <180
Muito profundo a > 180
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Figura 5.1c - Arco

Neste capitulo, o interesse € o desenvolvimento do MEC direto para arcos
abatidos ndo prismdticos com variagdo simétrica ao longo do eixo longitudinal. Assim,
sao desenvolvidas as deducoes das equagOes que regem o problema real, solucgdes
fundamentais, equacdes integrais e algébricas para os arcos utilizando os modelos de

Euler-Bernoulli e Timoshenko.
5.2 CONSIDERACOES GERAIS

Para o desenvolvimento do problema real dos Arcos abatidos Euler-Bernoulli sob os
modelos de Euler e Timoshenko, algumas hipéteses em relacio a carregamentos,
cinemitica e campos de deslocamentos sdo assumidas:

a) A largura do arco € assumida pequena em comparagdo com as suas dimensoes
medidas ao longo da sua superficie e seu raio de curvatura.

b) As deformacdes e deslocamentos sdo assumidos relativamente pequenos, de
modo que os termos de ordem superior nas relacdes de deslocamento de deformacido
podem ser negligenciados.

c) A tensdo normal ortogonal ao plano do arco € negligenciada, isto €, o_ =0

120



d) A planicidade das secoes transversais admitida se manter durante o processo de
deformacio.

e) As acOes externas (axial P, transversal P, e momento M) sdo aplicadas no
plano do arco, segundo um dos eixos principais de inércia da secio transversal. Além
disso, o arco abatido ndo prismatico de comprimento L € descrito com um sistema triplo

de coordenadas, onde y e z sdo os eixos principais de inércia.

) Material € assumido homogéneo, isétropo e eldstico-linear.

5.21 PROBLEMA REAL DO ARCO: EULER-BERNOULLI

No arco de Euler em que € também assumida a conservacgio da ortogonalidade
da secdo transversal e do eixo longitudinal, implicando na desconsideracio da
deformacio por cortante. Segundo KHDEIR e REDDY (1997), as componentes dos

deslocamentos no plano xz (U (x,z),W(x,z)) do arco abatido no modelo de Euler sdao

dados por:

4 dw(x)

U(x,z)=[1+— u(x)-z 5.1

(x,2) ( R] () 7 (5.1)
W (x,z)=w(x) (5.2)
Onde:
R € o raio do arco
Ja as deformacdes axiais ficam:
g = dU(x,z) " w(x) _ [l i EJ du(x) i w(x) p d‘wg.r) (5.3)

dx R R) dx R dx

Convém notar que se o termo :‘% for desprezado, como sugerido em QATU (1992), a

deformacgao axial na Eq.(5.3) fica:

- du(x) . w(x) . d w(x)

54
dx R dx* >4)
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Como o material € admitido eldstico-linear com supressio do coeficiente de

Poisson, a tensdo axial pode ser obtida a partir da Eq.(5.4) resultando em:

o, =Eg,
dx

Os esfor¢os sao resultantes de tensdes dados por:

du(x)
N(x)= dA = EA (:
u)lq Aﬂ[d

X

d’w

M(x)= :[o'_rsz =-ED,(0

Onde:

dzdy

+bsup{x) I+:sup[.r)

A=

—binf(x) J—zinfix)

Z dzdy

+bsup(x) j +zsup(x)

D, (x)=|

—binf(x) «—zinf(x)

Convém notar que o esfor¢o cortante no modelo de Euler € dado por:

dM (x)

dx

Vix)=

y 2 3
=Edu(x) +Ew('r) —Ezd ng)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(59)

(5.10)

As tensOes axiais podem ainda serem expressas em funciio da forca normal e
do momento fletor se as Egs.(5.4), (5.6) forem substituidas na Eq.(5.5), resultando em:

_Nw M)
AW 1)

(5.11)
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Onde: A(x)e I(x) sdo a drea e o momento de inércia da se¢do transversal.

Além disso, essas propriedades se relacionam com as Egs.(5.8-9) como:

A (x) = A(x)
D,,(x) = I(x) (5.12-13)

A obtencio da equacio governante do problema real do arco abatido de Euler-
Bernoulli pode ser obtida pela condicao estaciondria do funcional de energia, desta

forma tem-se:

o = ".(O'_rciﬁ‘_t)dv = I (p.ou+ p.ow)dx=0 (5.14)

v ]
Substituindo-se as Egs. (5.4), (5.5) na Eq. (5.14), seguida da integracao na drea

transversal, fica:

i d&{ 9 &; - dlé}w L
53=_([[N(x)[ dil)+ él)}_M(x)Tm]dx_!(pj&“rp:&v}dXZO (5.15)

Fazendo as integracdes por partes na Eq.(5.15)

. fl( dN(x) dV(x)) N(x)
IZ![— I —p_r)ci:+(—( i )+ = —p:]&v}dx+

L ; L
+ |- [dM ) _ (V(x)+ m].a[@(x)Jdﬁ [Nosuls + [M(x)é' @] +[Vxsw]; =0
5 dx dx dx |,
(5.16)
dw(x) |
Como a varia¢do dos campos no contorno € nula, Lc? ~ ] = [«tﬁf(ﬂ]L =0, a Eq. (5.16)
0
fica:
J-([_ dN(x) P_c]‘i‘ +(_ d'fo) 5 N(x) p,}ﬁw}dxz 0 (5.17)
ot dx dx R :

Como as variagoes ou,Oow podem assumir diferentes valores durante o
mapeamento das funcdes U.W | para garantir a condicdo de nulidade da Eq. (5.17) para

todo o dominio, € necessirio que:
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dN(x)+p,=0 (5.18)
dx ’

M) N (5.19)
dx- R -

Substituindo-se as Egs.(5.6) em Eq. (5.18) e a Eq.(5.7) na Eq. (5.19), as equacdes de

equilibrio em termos dos deslocamentos ficam:

i du(x) w(x) o

dt{EA.](x)[ - }Hp_..(x)—ﬂ (5.20)

& e € Alu(x)E[du(x) . w(x)}+ 5 =0 (5.21)
dx” dx” R dx R

5.3 PROBLEMA FUNDAMENTAL DO ARCO: EULER-BERNOULLI

O problema fundamental para teoria de arco abatido de Euler-Bernoulli quando

associado ao MEC direto € governado por relagcdes andlogas aplicadas ao problema real.

- - . * " - " 2 ~ i~
Assim, quando a fonte ativada for a axial P, (A,I}= 5(1,!(), entdo as equacdes governantes

fundamentais sdo andlogas a Eqs.(5.18) e (5.19):

WD 5(x.5)=0 (5.22)

d’M (x) B N;.(x) =
dx® R

0 {3.23)

Ou em funcio dos deslocamentos analogamente as Egs. (5.20-21), as equacdes

governantes ficam:

* -~

d du (x,x) A (x) ., . ]

e B R~ — 5 )wr (x, 1)1} +(x,%)=0 (5.24)

& w2 0, BA) [d”f o) L ¥ (""3‘)}: 0 (5.25)
dx” dx” R dx R
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Integrando-se a Eq. (5.24), resulta em:

d * -~

Al 2 T s 2F

Ja a Eq. (5.25) pode ser escrita como:

£ d*w,(x,X) . sgn(x-x) _

; 0
dx 2R

-D;,(x)

A solucao da Eq.(5.27) é:

e | Psgn(x—x)
wF(x,x)—J[ 4ERD, () }tx

_ —sgn(x—X)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

Para o auxilio no célculo das solugdes fundamentais, sao apresentadas algumas

identidades. As identidades de interesse sio:

sgn(x—H)[G(x)-G(H)]= j[sgn(x— £)F(x)Jdx
rG(x)—sgn(x—R)[H(x)- H(%)]= jErF(x)]dx

r’ sgn(x — X)G(x) = 2[r[H(x) - H(®)]- sen(x - 1)[K (x) - K(3)|+ rH(%)] =

J.[JP2 sgn(x — i)F(x)]dx

Onde:

1

F =
(x) D)

G(x) = j F(x)dx
H(x) = [G(x)dx
K(x)= IH(x)dx

W(x) = jK(x)dx

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32-36)
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Usando-se a Identidade Eq. (5.31) na Eq. (5.28), tem-se:

~

w:, ()=

1 2 n . . "
= [r- sgn(x— %) H (x) — 4rK (x) - 2rK (%) +6[ sgn(x — ) [W (x) - W(x)]]]

(5.37)

Ja o deslocamento axial, da Eq. (5.26), fica:

ey LoplsenG-) 1o 5.38
uf(x,x)— ZEI[ 4.0 }JA REI[HF(A,A)FA (5.38)

Substituindo-se a Eq. (5.37) na Eq.(5.38), tem-se:

o {r)__i sgn(x— X) .
T 2R AW

i ) , , ,
- AER [ sgn(x - )H (x) - 4rK (x) - 2rK (£) + 6 sgn(x = ) [W (x) -W (D)] ] Jix

(5.39)
Definindo-se:
FF(x) = :
A, (x)
GG(x) = [ FF (x)dx (5.40-41)

Ao utilizar convenientemente as identidades Eqgs.(5.29-31) na Eq.(5.39), o
resultado final para o deslocamento axial fundamental devido a fonte aplicada na

direcio x, fica:

. 1 i ;
Uy (x,%)=— = [sen(x - H)[GG(x) - GG(3) ]|+

[ sen(x — DK (x) - 6-W(x) +12sgn(x - H[(N(x) - N(D)]]

" 4ER’
- 45le [-6rw ) - rk () sen(x— )] (5.42)

Ja a Equacao da elastica devido a ativacao da carga axial € obtida a partir da
derivacio da Eq. (5.37), que fica:
dw; (x,X) 1

dx 4ER

[ sen(x - G - 2 rH(x) - sen(x - DK@ -KD]| (543
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No caso da determinaciio das relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais

resultantes da ativaciio da carga axial, as seguintes relacdes devem ser usadas:

i 2 d n_ ! - n- : - -
N (x, %) = Al.u)[ trnd) ")] - (5.44)
M (x.8)= =D, (o T 0D __rsenta =D (5.45)
4 o dM(x. %
Vi (x,%)= ng )__ zgR (5.46)

Por outro lado, se a ativagdo for alterada para p:(x,i):5(x,.;£), logo,

P_: (I, i) =0, as equagdes governantes do problema fundamental, andlogas a Egs. (5.18)

e (5.19), ficam:

i (5.47)
dx
d'“jxg(x) N s 8)=0 (5.48)
Ou em funcio dos deslocamentos, por analogia as Equacdes:

d du (%) A (x) . :

—{A (x)E[—£ + 12w (x5, 0]} +0(x,x)=0 5.48

iy [An( ax R ; } ( ) ( a)

S Y et il WL F"F i (x’x)} +6(x)=0  (5.48b)
dx” 2 R dx R

d du’ (x,%) Ax) . .

— x)[—= + 17w (x,0)])1=0 54

—EA, ([ (D)) (5.49)
d? dgu;(x,jf)

A Eldu (x,x) w (xX)
dxl{EDu(x) =y }— 1 (x) { . . B

}5(;:,}) =0 (5.50)
R dx
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Integrando-se a Eq.(5.49), tem-se:

u;(x,i):—ﬁj‘w;(x,fc)dx (5.51)

Por outro lado, integrando-se convenientemente 4 vezes a Eq.(5.50), tem-se:

wh(x, £) = jj{m}m (5.52)

Ao utilizar a Identidade Eq.(5.30) na Eq.(5.52), resulta em:

Wy (x, %) = é[r(ﬂu) + H(%) —2sgn(x— DK - K®)]] (5.53)

* ~ * A
Determinando o WP(X,I), pode-se partir para a solucdo de up(x,x).

Utilizando-se as identidades Eqgs.(5.29-30) na Eq.(5.51), tem-se:

r? sgn(x — :Z-)H(j-):|

1R|:r(2K(i‘)+ K(j:))+SSgn(x—j)[W(i)—W(x)]+ >

u,(x, %)= — 5

(5.54)

J4 a equaciio da eldstica devido a ativacio da carga transversal € resultante da

derivacao da Eq.(5.53), que fica:

dw; (x,x) B

1 i "
e YER [sen(x—3)[H (%) - H(x)]+ rG(x)] (5.55)

Agora, para determinacio das relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais

resultantes da ativacgio da carga transversal, as seguintes relagdes devem ser usadas:

Ne (%)= Au(x)E[d“‘“;x’x) + w”(x’x)} =0

R
d>w’ (x, & -
M;(x,ﬁ):—ED”(-’-‘)#:_%
" . M’ (x, =2
v (x.5)= Pdg )=_Sg“(; C, (5.56-58)
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Compostas pela derivada do deslocamento axial, transversal e inclinacio da

eldstica em relacdo ao ponto fonte. Derivando-se as Eqs.(5.53),(5.54),(5.55), tem-se:

L -
Up; (X, X) =~

{sgn(x— D[K(x) - K(x0)]+rH(X) +

2ER 2

sgn(x— j‘*)rzG(i):|
’ o1 [y n 3
wh o (%, ) = o [sen(x—H)[H () - H(x)]+ rG(®)]

*
dw, ;

dx

1 [
=3F [sen(x - H[G(H) - GW)] (5.59-61)

Ja, a determinacio das relacoes esfor¢os-deslocamentos fundamentais em
relacao ao ponto fonte sdo obtidas a partir da derivacao das Egs. (5.56-58) em relacao
ao ponto forte, assim:

N:,‘_%(x,_i')z 0

Mﬂr

P

.\ _ Sgn(x—Xx)
( .,X)— 9

Vii(x3)=8(x% (5.62-64)

5.4 REPRESENTACAO INTEGRAL

Conforme ja discutido nos capitulos anteriores, equacOes integrais a serem

utilizadas no MEC podem ser obtidas via Residuos Ponderados. Se for ativada a carga

axial p' = d(x, X) no problema fundamental, as equacdes governantes do problema real
x p quagoes g p

(5.22-24) serio ponderadas pelas solucdes fundamentais, (H;(l‘,.i?), W;(I, .fi)),

resultando em:

¢ d du(r) w(x)
![dr{ ()E[ e }Hp]u dr+

L 2

d’ A (DE| du(x)  w(x) :
[t- —5 LD, () “’] lg { ‘;ir +WRX}+p:]der:0 5.65)

]

Procedendo-se analogamente ao discutido com a Eq. (4.81), uma relacdo associada a

Eq. (5.65) pode ser escrita como:
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L
[Ny D] +[Veow, ] - [M(x) e (x, x):| [Ny ] +

0

. oaw, 1. . L fdNL(x,%) d*M; (x,%) N(,”)
[Mr(x,x)a(x)]o—[V;(x,X)W(x)]O+_'|]'[Fdixu(x)+{ 7z Jw(x)ldx

L
+[[p, (0u} (x.2) +p, ()W) (x. D)]dx =0
]

(5.66)
, seguida da aplicagio da
propriedade de translagdo do delta de Dirac, a equacdo integral para o deslocamento
axial fica:

Utilizando-se as Egs. (5.22-23) na Eq. (5.66)

u(® + [Ny du |+ v Hwwl] - [M; (x, %) d‘::)} -
0

# - L
s e N+ [wh (e VD] —l:M(x)M} (5.67)

dx

+_T[P.r“; (x,X)+ p,w; (x,;’é)]dx
i}

Por outro lado, ativando a fungio puntual p. =8(x, %),

Eqs.(5.22-24) fica:

a ponderacio das

fd ), W) ;

;[[dx Ay (x [ P }sz]up

L _d_z A, (I)E{du(x) u(x} - (5.68)
j'[ E[Dn( ) ] R e R pz]WPdX— 0

Que por sua vez, analogamente a (5.26), a Eq.(5.29) pode ser desdobrada em:

L
[Neou, (e D ], +[Veow, B ] - |:M(x) 2 (x, x):l [V e u | +

0

i odw, I rs . L & dN) (x.%) d’M(x,%) N, (x,%)
[Mp(x,x)a(x)l—[V,,(x,nw(x)]ﬂ+£[Tu(x)+{ L - Wk

4
+ [P (uy (x,8) +p. ()W) (x, H)]dx =0 (5.69)
0
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Com o auxilio das equacdes governantes do problema fundamental (5.47-48) e
das propriedades do delta de Dirac, a equacgfo integral dos deslocamentos transversais

fica:

L

w(x)+ [N;, (x,,{‘)u(x)];' + [V; (x,j)w(x)]z _ [M; .5 dw(x):|

dx |,

- - L
dw, (x, x)]

ey e DN+ [wh BVl —{M(x) =

0
L
- J- [p_l_u;, (x, )+ p_wy(x, i)]dx
¢ (5.70)
A teoria de Euler no arco possui trés incégnitas no contorno. No entanto,
apenas duas equacdes integrais foram deduzidas até aqui. Assim, requer uma equacgio
integral complementar para viabilizar a solugao do problema. Esta equagao adicional € a
inclinacdo da eldstica que pode ser determinada derivando em funcio do ponto-fonte a

Eq. (5.69), ficando entio:

d : & ~ * i " ! d ; L
':;;r) + [N.n_.e(.r,x)u(x)]i + [‘u’_n_;,(x,x)w(x)t _[MP..:- 5 v;ir}l _
L ¥ = L d ,t i 1 i L
i s e DN + i v o] - [M (x) Ljﬂ}
1]

L
¥ j [P.ru:’..(' (x, %)+ p w,; (x, ,?:}]dx
0
(5.71)

5.5 REPRESENTACAO ALGEBRICA

A equacdo governante do arco de Euler-Bernoulli, Eq. (5.24-25), € definida no
dominio unidimensional (1-D). Depois da aplicacdo da integral por partes e de fazer uso
das solugdes fundamental, a equacdo passa do continuo para o discreto podendo ser
escrita apenas em termos de varidvel de contorno, conforme foi descrito na secdo
anterior. Agora gerar as equacdes algébricas pela colocacio do ponto fonte nas

extremidades do arco, isto €, x=0+¢ € x=L—¢ com £ — 0. Assim:
}+[Hu)=[6]ip}+ {1} (5.72)

131



Onde {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicita¢des internas, cujas

formas explicitas sdo dadas por:

! T
= w 2w W, di} =[u(0) w(0) d‘;(o) u(l) W) d‘j“

dx ' 7 dx X X

()=[N, V. M, N, v, M,T =[NO) VO MO N©) VI MO]

# N - . dw,
W, "\( ( ‘ dx
- = u,
u, / e 7 "
et i
dv ’
J( ‘\\-.«"'I “‘...‘\\. .,;‘-' \
J\p: - T NJ
/N, Ve v N

Fig. 5.2 Graus de Liberdade no contorno
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Na Eq.(5.72), as matrizes de influencia [H], [G] sdo dadas por

r —Nz(0,0)
—Nz(0,0)
—Np 2(0,0)
—Nz(0,L)
—Nz5(0,L)
_—N;_f(ﬂ, L)

[H] =

—ur(0,0)
—up(0,0)
—up2(0,0)

[G] =
—up(0,L)

—up(0,L)
—upz(0,L)

_ﬂm
—.3|3
‘_ﬁls

-V£(0,0)
-V5(0,0)
—Vp,£(0,0)
—Ve(0,L)
-V (0,L)
_Vl;,f (Ur L)

~= 1

L2
4R

= i

T2

—w(0,0)
—wp(0,0)
—wp3(0,0)
-wr(0,L)
—wp(0,L)

—w:‘,}i(O, L)

0 0
0 0
0 0

_ﬂll ﬂu

—ﬂM ﬁlﬁ
_ﬂur ﬁw

M;(0,0) Nz(L,0) Vp(L,0) —M;(L,0)
M;‘rf(o’o) N;,f (L! O) V};,f (Lr 0) _M.l;,i’ (L, 0)
M;(0,L) Ng(L, L) Vi(L, L) —-Mg(L L)
Mp(0,L) Np(L, L) Vp(L,L) —-Mp(LL)
Mpe(0,L) Npo(LL) Vpe(L L) —Mps(L,0)]
L
2R 4R
1L
2 2
o -
0 0
1oy
2
o
SERD wp(L,0)  wi(L,0) —PER
dwi;o,o) u;’; (L, 0) WE,(L, 0) . dwf;f:.,l])
0D weL0) whs(1,0) LD
PEOD wp(LL)  wiLL) —TEED
dwiil],l,) (L, L) wa(L L) — dwiiL,L)
d ’f{O,L} 3 " d ’3[L,L)
—EE= (L) wha(Ll) ——EEE
ﬂ1 ﬂz _}33 1
134 ﬂs _ﬁﬁ
ﬁ? ﬂs _}99
0 0 0
0 0 0
o 0o 0|
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Onde:

l it St I 2 2
5 =—E1:F(L)— F(O}}—E[L K(L)—6LW(L)—6LW(0)-L K(D)+12[M(L)—M(O)ﬂ

1
B= 2ER{LH(L) ALK(L)—2LK (0)+6(W(L)—W(0))}

1
A= 4ER{LG(L) 2(LH(L)- K(L)+ K(0))}

1 C
B, = —E{L(ZK(O) +K(L))+3(W(0)-W(L))+ EH(U)}

B, = ﬁ {L(HWL) + H(0))- 2(K(L) - K(0)))

B. = 25{ (H(L)-H())+LG(L)}

1
B, = —E{K(O) K(L)+LH(0)+ ?G(O)}

1
B = E[H(O) —~ H(L)+ LG(0)]
1
= |-G+ G
A; 2E[ G(L)+G(0)]

Bo= [F(O) FL)]- 41R2 [-K(©0)—6LW(0)— 6LW (L) + LK (L) —12[M (0) - M(L)]]

B = H(0)—4LK(0)— 2LK(L)—"6(W(0) -W(L))}

4ER{

Bii= L’G(0)-2(LH(0)+ K(0)— K(L))}

4ER {

1 3
=———| L(2K(L)+ K(0))-3(W(L)-W(0))——H(L
B 2ER[( (D)+K©)-3(WD)-W©O)-= ()]

B = % {L(H(L)+ H(0))+2(K(0) - K(L))}

Bis = 25{ (H(L) - H(0))+ LG(0)}
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1 F i
=—— {K(O)-K(LY+ LH(L)-—G(L
ﬁlﬁ ZER{ (V)] (L)+ (L) ZG( }}

I
=—|H(O)—-H(L LG(L
B 2E[() (L) + LG(L)]

1
b =28

[- G(L)+ G(0)]

Ja o vetor das cargas na Eq.(5.72) pode ser apresentado de uma forma genérica

como.
(Jy Tpeui(x, 0) + p,wi (x,0)]dx )
PO | oo o 0 +pwix, 0)1ax
JRO | _ ) o Tpett G 04 pawi 2 (x, 0]ax |
AD (7)o, L) + pwi G, Ddx
£ (L) e ,
(L)) Jy Ipxui(x, L) + pwi (x, L)]dx
LrgL [pxu;j(xn L)"’pzwf’,f (x: L)]dx.l

(5.73)

Para o caso da distribui¢ao trapezoidal da carga transversal ao longo do arco, o

vetor de carga fica:

1

{H({})L— K(L)+K(0)+G(0)%}

A

A
2R

{—H(LJL— K©0)+ K(L)+%G(L)

{BW(L) -3W(0)+ H(L)%— LK(0)-2LK(L)}

Al

%

4

ﬁ{6W(L)— 6W{0)+LEH(L)—ZLK(0]—4LK(L}}

{LK(L) -W(L)+W(0)+H(0) % =2W(L)+2W(0)+2K(0)L

1

4

|

{Z[M({]) - M(L)]-4[W(L)-W(0)]+ LK(L)+5LK(0)- 2LK(L)+ 2LW (0) + !}H(O)}
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p;i_p:j'

2EL

ﬁ{le(o)— 12M(L)+ CH(L)-SCK(L)+12LW(L) - LEK((])}

{LQK(L}—Z[LW(L)—M(L)+M(0)]+H(0)%—2[LW(L}—M(L)+M(0)]+K((])L3}

{W(L) -W(0)+ LK(L)+G(0) %+ H(0) %}

#{QMUJ) -12M (0) - 6LW(0)-6LW (L) -

LK (0)
)
{4M(0)—3M(L)+H(L)%—EK(LHLW{U)HLW(LJ}

3
{W(L)—W(U)—LK(L)+%G(L)}

J4, para o caso em que for aplicada uma carga concentrada transversal , F. a uma

distancia “ @ ” da extremidade esquerda , o vetor de carga fica:

ﬁ{_ aH(a) - 4aK (@) - 2aK (0) - 6[W @) - w(©0)]}
(alH @+ H©)]- 2[k@ - K©O)])
(- F, {H(0)- H@)+aG(0))
2E ﬁ (@-L) -4ja-LK(@a)-2a-LKL)+6[W(a)- W(L)]}

{(L-a)H @) +HWL)]+2[K@) - KWL)]
(L-a)GL)+H@)-H(L)}

Como a solucido do sistema algébrico apresentado na Eq. (5.72) € dada apenas

para o contorno da barra, logo, para se obter a solucio algébrica para todo dominio é

necessdario redefinir as Eq. (5.72) em func¢io de um ponto genérico do dominio.

Portanto, fazendo a substitui¢io ¥ = a e também da solugdo do sistema algébrico {u},

tem-se entao a solucao em todo dominio da barra dada por:

w@)}+[H@}u}= [G@]p}+ {f (@)

(5.74)

Onde:
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[ 1 a 1 L-d  (L-a)]
2 2R 4R 2 2R ‘4R‘
1 a 1 L-a
H(a)]= 0 i e 0 s
[ (a)] 2 2 2 2
0 0 -l 0 0 —l
44 2

pila) p,(a) Pi(a) p.,(a) Ps(a) Psla)
[G@]=| ;@ Bia) Bia) By Bia) Bl (5.75-76)
Bi(a) P(a) Bi(a) Pgla) Paa) Pyla)

Com:

1
4ER’

B (a) = % (ﬁ({)) . ﬁ(a))+ L a®K(0) - 6aW(0) - 12[M (0) - M (a)]- 6aW(a) + a’ K (a))

1 ,
B.(a)=— ﬁ{[—.::-H(O) — 4aK (0)—2aK (a) - 6[W (0) - W(a)”}

Bi(a) = ﬁ{—azcm) —2[ aH (0)+(K(0)- K(a))]}

,34({;):_%{;’*@)4:*(0)}_

1
4ER®

o (L= K@ =6(L-a)W @) -12[M (1) - M (@)])

{-6(L-a)W(@-(L-a) K(a)

1 2
Bi(a)= ﬁ{[(l,—a) H(L)—4(L—a)K(L)—2(L—a)K(a) +6[W(L)—W(a)]:|}

pr@ =———(L-a) 60)-2[(L-a) HW)~ (K W) - K(@) ]

_ 1 B ~ _da’H(a)
@)= o {G[Z(K(a) + K(0)]-3(W(a)-W(0)) : }
fr@ == ldHO + H@]+ KO- K@])

1
B,(a)= = {aG(0)-[H(a)-Y(0)]}
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Pro(a) =~ 2}13R{ [P(L) - P(a)]+|L - all2K (a) + K(L)]+ 3[W (a) - W(L)]+(L—G)Z‘H(a)}

B (a)= ﬁ L2k (L) - K(@)+|L- d[H (L) + H(@)]}

Boy(a@)=- {[H(a) HD)]+|L-d[Gw)]}

Bola)=—p

{ [K(a)- K(©)]+aH(a)- “EC;(“}}
Bula)= E{ a(H(0)+ H(a))+2[K(0)- K(a)]}

1
Prs(@) == 6@ -G}

e _ _ (L—a)zG(a)
ﬁlﬁ(a)—ZER{[K(a) KW)]+(L a)H(a)+———2 }

Bi(a@) = ﬂL alG(a)+ H(a)- H(L)}

1
Pu@ = 6w +Gw]}

Ja o carregamento { f (a)} trapezoidal transversal no dominio, fica:

4M (L)-8M (a) +4M (0) + 6aW (a) - 2‘5{: @ _ L’K(a)+a’H(a)-2a’K(a)
(f@)= ‘;ﬁ 6W (a) - 3W (L) —3W(0) + ”; @) , o’H(a)-aH(0)+ LK(L)
4K(a)- K(L)-2K(0)—aH(0)

aW(0) = LW(L) = 3LW (@) + aW(L) + 2LaK (a) - 2La*H (a) + L5 &)

+P4 P.i

o 21K (a)-aK(L)+aH (a)-5aK(a)- LaH (a)

LH(L)-LK(L)+LH(a)—aH(L)-2aH (a)
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5.6 PROBLEMA REAL DO ARCO: TIMOSHENKO

Para o desenvolvimento da teoria de arcos abatidos de Timoshenko serdo

assumidas as mesmas hipdteses na secdo 5.1. Os deslocamentos definidos nos eixos
longitudinais sao:(deslocamento axial i (x) e transversal w(x), e rotacao da secao ¢(x) ) as

componentes dos deslocamentos no plano xz (U (x, z) , W (x, z) Jdados por:
pod
U(x,2)= [l + E}t(-r) + z2¢(x) (5.77)
W(x,z) = w(x) (5.78)
Ji as deformacdes ficam:

. - dU(x,z) % w(x)

x I R =&+ 18 (5.79)
dU(x,z) dW(x,z) 1 dw(x)
o + =—u(x)+o(x)+ =
¥ & o = (x)+¢(x) D
(5.80)
Onde:
go=(1+%} “";{;’ + “‘;" (5.81)
F= [M) (5.82)
dx
7o =29 . 40 (5.83)
dx

Semelhantemente ao caso de Euler-Bernoulli, se o termo % for desprezado,

como sugerido em QATU (1992), a deformacio axial na Eq.(5.81) fica:

- du(x) g W(X) (584)
dx R

0
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As relagoes tensdo-deformacio do arco abatido, desprezando o coeficiente de

Poisson v = 0, pode ser dada por:

o = Eg, = E[du(x) N w(x)]+ Ezm (5.85)
’ ; dx R dx
M) | 501 (5.86)

. =Gy =Gl
- Y. r=

J4 os esforgos resultantes das tensdes sio:

du w
N =[ocda=EA (0| Z2+2 5.87
(x) jcr “(x){d;R} (5.87)
M(x)=ja 2dA = EB (x)[d—"Jrf} (5.88)
/ X 11 dx R
Onde:

+hsup(x] p+zsuplx)
I dzdy (5.89)

A=

—binf(x) J—zinfix)

+bsup(x) I+;sup{.r)

B,(x)=|

—binf(x) «-zinf(x)

zdzdy (5.90)

+bsup(x) j +zsup(x

D, (x)= I ' Pdzdy (5.91)

—binf(x) J-zinf(x)
Para o caso de Timoshenko o esfor¢o cortante € dado por:

dw(x) +¢(X)J (5‘92)

V(x) = [ k7,.dA = kGAX)I

Onde « € o fator de forma da sec¢io transversal.

A obtencio da equacio governante do problema real do arco abatido de
Timoshenko pode ser obtida pela condicio estaciondria do funcional de energia, desta
forma tem-se:

140



L
o7 = [(0.08,+7.57..)AV — [ (p.Su+ p.Sw+mdp)dx =0 (5.93)
1]

¥

Da substituicio das Eq. (5.85), (5.86) em (5.93), e entio, integrando-se na drea
transversal, tem-se:

5 I[N( )[déu(x) §n(x)} M()dﬁjvfx)}

5 dx R
, 2 . (5.94)
+I(V(x)5[ w(x) +é(x )D j(p_ﬁu + pZ5w+m§¢)dx =
0 0
Integrando-se a Eq.(5.94) por partes, tem-se:
L dN av o dm
= u[(___ pr)a, ‘(Z)*E‘ Pz]ﬁdeY—_([( ; (V)+m] (p0)dx
+[N&ul; +[Msp; +[vew] =0
(5.95)

N . dw(;
Como a variagdo dos campos no contorno € nula, {5 %} = [&r(x)](‘;‘ =0, a
0

Eq.(5.95) fica:

M‘%‘P-‘ ]5" : [_ [%}%_ ”ZJ&’J"’""' j—[dﬂ—("%m]&@h 0 (5.96)

0
Como as variacOesdu, ow e gp podem assumir diferentes valores durante o

mapeamento das fungdes u,w ,@, para garantir a condi¢ao de nulidade da Eq. (5.96)

para todo o dominio, € necessdrio que:

% £ g0 (5.97)
M
e (V)+m=0 (5.98)
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Em termos dos deslocamentos, as equacdes de equilibrio ficam:

—{m )E[“'““’ “’;’"1}+px(.r>=0
i dw(x) _A“(x)E du(x) w(x) _
(ARGl + L) - DB WD) (90
%{D & )E""’“’} A, (OKGId(x J+""”""] =D

(5.100-102)

5.7 PROBLEMA FUNDAMENTAL: TIMOSHENKO

Tal qual o problema fundamental do arco abatido de Euler-Bernoulli, o
problema fundamental de para o arco abatido de Timoshenko € associado um dominio
infinito sob cargas puntuais (py,p,, m*) e governado por relacdes andlogas aplicadas ao
problema real. Quando a fonte axial P, (I, j)= ) (I, 5-’) for ativada, equacoes

governantes fundamentais andlogas ao real Eq. (5.48a-c) sdo dadas por:

d du:(x,fr) w:(x,i) o
E{A“(Jr:)}:[ R 1}+6(xx)=0

X

d e D) A WE du (6R) w0 R)
(A (KGlg) (v, D) + G et = — 1=
d 435 ( (x X)
S ADuE——— D) - A CORGIE (0 )+ ———1=0

(5.103-105)

Apés a manipulacao e integracoes apropriadas das Eqs.(5.103-105), resulta:

du’ (x,% . = —%
e u (x x)+A“(x) e sgn(x— X)
dx R £ 2E
( ) dW‘ (x&j:) ¢*( n) r
. — = + X == -
A (0| == HET — (5.106-108)
d d¢’ (x,%)
— | Dy (x)—= == 4
dx dx 2ER
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Integrando-se a Eq.(5.108), tem-se:

D r’sgn(x— %)
P lat)= 4ERJ[ D, (x) }x (5.109)

Ap6s o uso da Identidade Eq.(5.31) na Eq.(5.109), tem-se:

e (2, %) =— [rz sgn(x— 3)G(x) —z[r(H(x)) —sgn(x—%)[K(x)— K(})]]] (5.110)

4ER

Ji o deslocamento transversal fundamental € obtido da substituicdo da

Eq.(5.110) na Eq.(5.107) e integracao, que fica:

W TR 1 r ) 1 v, o R )
w_ (x,x)= ZKGRI{/%S(x)]Jl+4ER ”:r sgn(x—Xx) 2[rH(;c)]Z|d1+

1
4ER

(5.111)
[[-sen(x-DH[K(x)- K (D] x

Usando-se convenientemente as Identidades Eqgs.(5.29-31) na Eq.(5.111), tem-

se.
wr (X,%) = - = | 7G(x) - sgn(x— %) [H.(x) - H(D)] |+

(5.112)
o [H sgn(x - ) - 2[ 2rK (x) - 3sgn(x— &) [W(x) - W(2)] + rK(,i‘c)]]

Por fim, da substituicdo do deslocamento transversal Eq.(5.112) na Eq. (5.106),

o deslocamento axial fica:

A sgn(x—x) [, 1 B .
ur();,J:)——EI{W}dx—EIuF(Lx}Jx (5.113)
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Para o cilculo do deslocamento axial relativo a ativacio da carga axial

Eq.(5.113), substitui-se a Eq.(5.112) nesta dltima e utiliza-se convenientemente as

identidades Eqs.(5.29-31), assim:

U, (x,%) = —é [sgn(x -x0)[GG(x) - GG(.%)]] +

1 . . )
e [ r[H(x) - Hy(®)] - 2sgn(x— $)[ Ks(x) - Ko(D)] ]
g |:r2 sgn(x— H)[K(x) - K(&)] - 6r[W (x)- W (%] +12sgn(x - )[M (x) - M(i)]]

(5.114)

Ja, a determinacdo das relacdes esforgcos-deslocamentos fundamentais devido a

ativaciio da fonte axial sdo obtidos a partir das Eqs.(5.97-99), que ficam:

AN (68 | s a0 (5.115)
dx
dM;(x,X) r
) 5.116
dx 2R ( :

[dv;(x,;-)}r sgn(x—%) _ (5.117)

dx 2R

Da integracao das Eqs.(5.115-117), tem-se:

N;(x,i):—@? (5.118)

M”(xic):—m (5.119)
ot 4R '

V;(x,i):—é (5.120)
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# A A
Por outro lado, quando a fonte transversal P, (x, X)= 5().', X) for ativada, tem-se:

| d 1y B MR,
Rl i oP =
Pl dx R

d .. dw (xX) di’ (x,3) w (x,%)

A G, y+ — ) - AU g T2 B
dé’ (x.x d

%{D (E ¢; N AL (OKGL (x, o PR,

145(x,8) =0

(5.121-123)

Que apds manipulagdes algébricas, (5.121-123) ficam:

X

d du,,(x, X ¥ s
aEl:A“(I) Hp{;x X) +‘41}§r) ‘VP(X,.’:):|=0

d dw’ (x, %)
— kG| —L——+
dx A5 (%) dx

A

@, (x, i)i| +0(x, %) =

iE|:D“(I)

dx dx 2

dg; (x, ,v‘c)}+ sgn(x-%) _
(5.124-126)
Da Eq.(5.123), tem-se:

_ sgn(x— x)

$p(x, %) = 2E

[G(x)-G(3)] (5.127)

Ji o descolamento transversal da Eq.(5.122), fica:

_ 1
Wy (e R = {eg:s(x(x)x)} — [ (x e (5.128)

Da substituicio da Eq.(5.124) na Eq.(5.125) e utilizando-se convenientemente as

identidades Eqgs.(5.29-31), tem-se:

sgn(x—x)
2xG

» -~
wp (X, X) =—

[G,(0- G (D] +5 - [sentx— D[H (D - HD]-rG®)] (5129)

145



Por outro lado, o deslocamento axial resulta da substituicio da Eq.(5.126) na

Eq.(5.115), combinada com a utilizacio das identidades Egs. (5.29-31), tem-se:

1 . ) .
o [sgn(x-%)[H,(x) - H(D)]+ G, (%) ]

u,(x,X)=—
(5.130)

1 5 ; :
= ﬁ[2 sgn(x-3)[K(x)- K(X)]-r[H(x)- H(x)]]

As relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais devido a ativacdo da fonte

transversal sao obtidos a partir das Eqs.(5.97-99), que ficam:

dNp(x, %) _ o
dx B
dM ,(x,X) L soG=®)
dx 2
[dvp(x,i)}g(x,i):o (5.131-133)
dx

Da integracio das Eqgs. (5.131-133), tem-se:
N (x,%)=0
* A =T
M, (x,%)= >

Vi =— B

. . & * - A
Por fim, mudando-se a ativacio da fonte, para m (x,.x):é'(x,x), tem-se:

du (x,X) i w; (x,%)
dx R
d : X * ~ * -
i (AL ORGI (. )+ —= &0, AME du,(0,5)  w,(x %)
R dx R

d¢” dw’ (x,X)
{D“(I)E } AL (OKGI (x,5) +—=——— —= 14609 =0

d
E{A“(I)E[ ]}=0

1=0

A

(5.134-136)
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Da substitui¢io da Eq.(5.136) na Eq.(5.135) e em seguida integrando-se, tem-se:

Wiz @ 1 (| sgn(x—x)
- oA =2 5.137
@, (x,x) J-|: @ :]dx ( )

Utilizando-se a identidade Eq.(5.29) na Eq.(5.137), tem-se:
¢ (x,%)=— é sgn(x—3)[G(x) - G(D)] (5.138)

Para se determinar o deslocamento transversal, substitui-se a Eq.(5.138) na

Eq.(5.136), que fica:

W (x, %) = éj [sen(x - H[G(x) - G(®)]Jdx (5.139)
Da aplicacao da Identidade Eq.(5.29) na Eq.(5.139), resulta em:
w, (x, %) = ﬁ [sen(x — H)[H(x) - H®)]-rG()] (5.140)

Por fim, da substituicio da Eq.(5.140) na Eq.(5.134) determina-se o

descolamento axial, que apds a utilizacdo da Identidade Eq.(5.29) que fica:

*

1 .
Lyt ey ' = Sl ¥ —_— o 5 - 14 l
u, (x,x)=—-——— I [[sgn(x x)[H(x) H(x)] rG(x)]]dx ( )

Para a determinacdo do deslocamento axial, semelhante ao efetuado
anteriormente no deslocamento transversal, faz-se uso das identidades Eq.(5.29-31), que

resulta em:

G 1 ; y *G(x
i, (xx) = —ﬁ”:sgn(x - x)[K(x) - H(x)]— rH(x) — 4 (;(l)]] (5.142)
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J4, as relacoes esforcos-deslocamentos fundamentais devido a ativacdo do

momento sao:

N;(x,i)=0
.. sen(x—x
M (x,5) =SB
2
VolxA=0
Onde:

d
F(x)= E(G(x))

d
G(x)=—(H(x))
dx

v &
H(l)—dx(K(A))
d
K(x)= E(W(x))

d
Wx)=—WM
(x) dx( (x))

1

F(x)=
* D, (x)

1
A, (x)
dGG(x)

I

FF(x)=

FF(x) =

1
F,(x)=
s (x) .0

(=25

Gite=22st)

(5.143-145)

(5.146-155)
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5.8 REPRESENTACAO INTEGRAL

As equacdes integrais para Timoshenko serdo determinadas pelo Teorema da
Reciprocidade de Betti, conforme ja discutido no capitulo 4, uma correlacdo entre os
campos de tensdes, uma relacio entre o problema real e o fundamental pode ser
estabelecida usando o Teorema da Reciprocidade de Betti. Se for ativada a fonte axial, a

relacao reciproca entre o problema real e fundamental € dada por:

I[O'“S +rr F/tz}jv I[Ut rf- +r.r:y.:zf'}jv (5-156)

Onde V € o volume do arco.
Substituindo tensdes e deformacdes reais, Egs. (5.85-86), (5.79-83), e seus

andlogos fundamentais na Eq. (5.156) tem-se:

= e [~

N Wy g OW, i 08 | [N(d“ “’F) L VL PN
dx R dx dx S dx dx dx

(5.157)
Apés aplicar convenientemente sucessivas integrais por partes na Eq. (5.157), a

equacao pode ser escrita como:

X dx

LT * ‘ * 4L
_£ d;xf+N}%+wd;F +¢dM }fr+[N u] +[V w] [ . j“]ﬂ:

Lr » L
—!_u;d—N+w;%+w* d—V+¢; ‘?:]dx+[NuF:| [Vw;]: +{ d;F :|0

dx P dx Ix
(5.158)
Substituindo (5.100-102) e (5.104-105) em (5.158) fica:
r - . . dw
—ju(x)ﬁ(x,x)dx+[NF ] [V n] [M —} =
0 dx |,
e L L dw, i
j[u;px +W,p, +gﬁ;m] dx+[Nu;]ﬂ +|:Vw; :IG +{M ;F:|
] X 0
(5.159)
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Finalmente, substituindo a propriedade do delta de Dirac na Eq. (5.159), obtém-

se a equacio integral para o deslocamento axial, que pode ser dada por:

u(x)+ [N;u:lz - [V'W:IL + [M;;é]L =

(5.160)
[Nu;] I:Vw :I [M¢F:| +I[£{Fpr+wFp +¢Fm:|dx

%
Por outro lado, quando a carga fonte transversal P. for ativada, a relagdo

reciproca € dada por:

_“U £, +rw- }nj I[Jr rp"'r.r;f’_:;p]dV (5.161)

Se as Egs. (5.79-83) e (5.85-86) forem substituidas na Eq. (5.161) obtém-se:

= T

L L] L] L] L]
N;ﬁ.'-N +V, - dw M:,@ ,;b(:j' N%+Nﬁ+vﬁ+M% dx (5.162)
dx R dx dx = dx R dx dx

Integrando por partes sucessivamente a Eq. (5.162), pode-se entiio, ser escrita da

seguinte forma:

dN, .w dV,  dM, . L . sdw |
[u(x) = +NPE+W = = :|dx+[NPu:|0 +[VPW:| [M —} =

L
-!: dx
% . (5.163)
+dN N .dV .dM \ L dw,
||, —+w, —+w, —+ dx+| Nu, | +|Vw, | +| M —L£
![de "R 7 dx ¢de} [ ] [ "]o{ dxl
Substituindo (5.100-102) e (5.119-120) em (5.163) fica:
—ju(.r)é(x, i)dx+[N*u] [V n] {M' d_w} =
. P P a'x
(5.164)

., L
[Nu;];+[Vw;]§+|:M ddﬂ:l +j[uppt+w p.+¢ m]dr
]

Assim, substituindo-a em conjunto com a Eq. (5.39) e a propriedade do delta de

Dirac na Eq. (5.164), tem-se a equacao integral do deslocamento transversal, dada por:
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w@+[ Npu | +[vow] +[Mg] =
. . L (5.165)
+[Nu;:|0 +|:Vw; ]u + [Mé; :IU + I[“;P_‘- +w,p. +¢;m:| dx
0

Por fim, ativando a fonte momento ", e seguindo um processo andlogo ao
aplicado quando a carga axial ou a transversal foi ativada, uma representacio da

equacio integral para a rotac¢io da se¢io pode ser escrita como:

p)+[Nou ] +[Vow] +[Mg] =
L ‘ . " (5.166)
j[n;p_l_ + w;p: +¢;m]dx+ [,f'\-f.ur:1 :In + [Vw; :Io +[M¢:1 :In

]

5.9 REPRESENTACAO ALGEBRICA
A transi¢do das equacoes integrais para as algébricas € feita pela colocacio das

fontes no contorno, isto €, ¥=0+¢ € x=L-¢ com ¢ — 0 e pelo cilculo das

integrais pertinentes, de forma que gera um sistema que pode ser expresso como:

)+ [H]lu)=[cKp}+ £} (5.167)

onde {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicita¢cdes internas, cujas

formas explicitas sdo dadas por:
W=lw w ¢ u, w ¢ =[O w0 0 wi) wL) L]

{p}=[N, V, M, N, V, Mj]r=[N(0) V) M@©0) N@L) V(L) M@L]

Onde os graus de liberdade no contorno estdo indicados na Fig. 5.3a-b.
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u,

M,

(
s
N

"

J\‘K

|

w

u,

R N

Figura 5.3a-b Graus de liberdade no contorno

Ja [H], [G] s@o as matrizes de influéncia dadas por:

[ _NE (0,0)
—N;(0,0)
-Nn,(0,0)
—N;(0,L)
—Np(0,L)

[ —N,(0,L)

-—— 0

—Vz(0,0)
-v;(0,0)
—V,(0,0)
—V50.L)
—~V(0,L)
<}2(0,L)

0 s

—M;(0,0)
—M:,(0,0)
—Mg(0,L)
—-Mp(0,L)
-Mn(0,L)

N:(L,0)
N3 (L,0)
N, (L,0)
Ng(L, L)
Np(L,L)
NL.(L L)

Ve(L,0)
Ve (L,0)
Vin(L, 0)
Ve(L, L)
Ve(L,L)
| § P )

M;(L,0)
M3 (L, 0)
M(L,0)
Mg(L,L)
Mp(L, L)

My, (L, L)]

(5.80)
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—up(0,0)  —wp(0,00 —¢r(0,00 up(L,0)  wp(L0) @p(L0)]
_HE’(OrO) —W;(O,'U') _(0;’ (010) u;’ (L, 0) Wf: (L, 0) QQT:; (L'r 0)
[G] = _u:’n (0,0) —W;I(O,O) _(:0::!’.'.(0’0) u;n (L, 0) w;?. (L, 0) (p;n (Lr 0) —
—up(0,L) -wp(0,L) —¢p(0,L) wup(L L) wp(LL) ¢@g(LL)
—‘U,;: (0: L) —WE; (U, L) _(0;’ (01 L) ‘U.; (L, L) Wf: (L, L) QQT:; (L'r L‘)

0 0 o A B B
0 0 0 B B 5
(5.158)
= ﬁm = )Bu = )3:2 0 0 0

- )8;3 - )314 ™ )3;5 0 0 0
i ﬁm - ﬁn - )6’18 0 0

Onde:
B =- ﬁ[ﬁ(m ~FO) ]+ 2R:KG L(GW)+GO)-2(AWw-A©)]
= 4;}22 [.r} (K(L)-K(0)-6LW(L)-6LW(0))+12[M(L) —M({))]]
B =- 2x'lGR [LEW)-GW)+6() |+ ﬁ {PH(L)—2L(2K(L+K(0))+6(W(L)—W(0))}
B=— ﬁ{fc}(m —2(LH(L)- K(L)+ K(0))}
B, = ﬁ[é(m ~GO)-LF(0) |- ﬁ[fu(zx(on K(L)+3(W(0)-W(L))+ % H(O):|

1 - - 1
Bs = g [F(L) = F(O)]+ = {L(H(L)+ H(0))- 2(K(L) - K(0))}

1
B. = o ~(H(L)-H(0))+ LG(L)}

1 I
B, = —ﬁ{x(m— K(0)— LH(0)— EG(O)}

1
A= [H (L) - H(©O)- LG(0)]
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1
Bi= _E[G‘L’ - G(0)]

Bis=— ﬁ[ﬁ(f_) N f:“(O)] + [L(G(O) + G(L)) +2(H(0)- f}(L))}

1
4ER®

1
2xGR’®

[~ (K(0)- K(L)~6LW(L) - 6LW (0))+12[M (L) - M(0)]]

1
2xGR

s 5 T 4
B=— [LEO)-GW)+GO) |+ TR \LH©)—2L(2K(0)+ K(1)) -6 (W(©0)-W (L)}

Y 1 2 Sy L
T G- 2(LH©) - K(L) + K(©0)))

1
)313_2 GR

K

[G(L)—c’}‘(o)—Lﬁ(L)}—ﬁ{L(zx(on K(L))-3(W(L)-W(0))- %H(L}]

1 [z - 1
A S [F({)) - F(L)]+ 5= {L(H (L) + H(0))+ 2(K(0) - K(L))}
B = —é H(H(@L) - H(0))+ LG(0)}

1
= — JK(L)- K(0)- LH(L)+—G(
Bis 2E{() 0) ()+ZG()}

1

—\|H(L)—-HO) - LG
2E[ (L)— H(0) - LG(0)]

B =

1
0)—-G(L
E[G() ()]

=5

Ja o vetor das cargas na Eq.(5.157) pode ser apresentado de uma forma
genérica como:

( IGL [pxur(x, 0) + p,wi(x, 0) + mep(x, 0)]dx )

2% Iy pxutp (x, 0)+p,wj (x, 0) + mop (x, 0)]dx
£O| _ ) Jy [t 2(x, 0)+p,wp 5 (x, 0) + mgy, (x, 0)] dx |
){Eg J Tpui (x, L) + powi (x, L) + moi(x, L) dx
o)) | Jo P, L) + powi (x, L) + moi(x, L)]dx

L s * *
U, [pup 2 (x, L) +p,wp ¢ (x, L) + me,(x, L) ]dx)

e

(5.159)
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Para o caso da distribuicio constante da carga transversal ao longo da viga, o vetor
de carga fica:

O =-L {G(L) G(0)— LF(0) }+ E{ (S(L) - 5(0)—LR(0>)—%T(0>}

f>(0) = ——{LP(L) 2V(L)+2V(0) + LP(O)}+ {LK{L) 3L(L)+3L(0)+ Y(O}— + ZLK(O)}

£,(0) = —ﬁ {P(L) P(O)— LJ(O)} — { (K(L)— K(0)+ LY(0))+ LO(0) + 2¥(0)}
FD)=——— {G(L) G(0) - LF(L)} {(S(L) ~$(0) - LR(L))— IT(.JL)}

(L) = 25{ LP(0) +2V (L) - 2V(0) - LP(L)}~- 25{ LK(0)+3L(L) - 3L(0)+Y(L)L——2LK(L)}
Lz
ED)=~ {P(L) P(O)—U(L)}——E{(K(L) K(0)+LY(L))+— 'S 2LY(L)}

Para os carregamentos concentrados F, e F, aplicados a uma distincia @ do inicio

da barra, o vetor de carga no dominio fica:

F11+ F12+F13 F41+ F42
{f(a))=F, F21+F22 }+F,{ F5l
F31 F6l

Onde:

Fll= ;—SES 6@ -G

Fl2= z,rfl}R? {—— [I}(E)+ff(a)]+2(35)”1’2((1)—12(&)”}

i
F13=_4£R3{ - }
F21= 2KIGR {(ss)[f}(a) ¥ ﬁ(a)} -|a-a é(a)}

|a-al’ (ss)H(a)
2

F22=— ﬁ @ —a|[2K (a) + K(a)]+3(s5)[W(a) - W (@)] +
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@ - a|* G(a)(ss)
2

1 g
F3l= —ﬁ{(ss)[lf(a) - K(@)]-|a-alH(a)-

1 e g ; fors
e {a —a|G(a)+(ss)[H(a)—H(a):|}
1 (_ 2 ne s — — -
Fa2= 0 {a —d| (ss)H(a) - 2Ja - a|2K (@) + K (a)]+ 6(s5)[W (@) - W(a)]}
F51= —% {(ss)[(f:(a) - é(a)]+ @a-alH@) +H (a)]}

F61=-—(ss)[H(@)-H(a)]-|a - a|G(a)}

1
=

CAPITULO VI

156



ARCOS ABATIDOS NAO-PRISMATICOS COM VARIACAO NAO
SIMETRICA

6.1 INTRODUCAO

Existem problemas que podem ser associados a casos de arcos abatidos nio

prismdticos com variagdo ndo simétrica ao longo do eixo longitudinal Fig. 6.1.

. .

Figura 6.1 — Arco abatido nao prismdtico com variagao da altura nao simétrica

Neste capitulo, o interesse € o desenvolvimento do MEC direto para arcos
abatidos nao prismaticos com variacdo nao simétrica ao longo do eixo longitudinal. Tal
qual o capitulo anterior, aqui sao desenvolvidas as deducdes das equagdes que regem o
problema real, solucdes fundamentais, equacdes integrais e algébricas para os arcos

utilizando os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

6.2 CONSIDERACOES GERAIS

157



Para o desenvolvimento do problema real dos Arcos abatidos nido prismaticos
com variacdo da altura nido simétrica, sob os modelos de Euler e Timoshenko, as
hipéteses em relacdo a carregamentos, cinemidtica da secao transversal e campos de

deslocamentos sdo as mesmas assumidas no capitulo cinco.

6.2.1 PROBLEMA REAL DO ARCO:EULER-BERLOULLI

Os deslocamentos, deformagdes do arco abatidos ndo simétrico sio idénticos
ao dos arcos simétricos, de forma que suas relacdes podem ser encontradas no capitulo
5

Como o material € admitido eldstico-linear com supressio do coeficiente de

Poisson, a tensio axial pode ser obtida a partir da Eq. (5.4) resultando em:

, 2
Edu(x) +Ew(x) —E?d w(x)

o, =Ekg = b4 6.1
' ] dx R dx’* (B0
Os esforcos sio resultantes de tensdes dados por:
du(x) w(x) d*w(x)
N(x)=|o.dA= X + -EB, (x)——— 6.2
&) j EA,A)[ = R} (0= 3 62)
_ N du(x) w(x) d’w
M(x)_ia_tﬂA_ EB“(I}‘: B +T}ﬂ)“(x)E (6.3)
Onde:
+bsup(x] p+zsupx)
4, (%) =.[-binf(.r) .Linf;_r] dzdy (6.4)
+bsupix] #+zsuplx)
B“(l)_-[—binﬂx) -[—:inft.r) 2dzdy (6.5)
+hsup(x) p+zsupx) 2
D”(x)_.[_bmﬂ.n j—:in.f:.r] <idady (6.6)

Convém notar que o esfor¢o cortante no modelo de Euler € dado por:

158



Ve -2 (6.7)
dx
As tensOes axiais podem ainda serem expressas em funcfio da forca normal e
do momento fletor, se as Egs. (5.4), (6.2), (6.3) forem substituidas na Eq. (6.1),

resultando em:

D,(x) A4(0)
=N 11 +M 6.8
(x}[sﬁ(x)—A“(x)Dn(x)] w[ B (1) Al(r)Du(r)] o

A obtencdo da equacdo governante do problema real do arco abatido de Euler-

Bernoulli pode ser feita pela condig¢io estacionaria do funcional de energia, desta forma
tem-se:

L
or = [(o,08 WV — [ (p,ou+ p.ow)dx=0 (6.9)

]

Substituindo-se a Eq. (5.4), (6.8) na Eq.(6.9), seguida da integracdo na drea
transversal, fica:

5ﬁ:j[[f\r’(x)[ 4, D, (x) }]ZE[d5u(x)+§w(x)_Zd'c?u:(x)J}V
) B (x)— A, (x)D,,(x) dx R dx’

+I([M(x)( _ A (%) J]ZE[déu(x)+ 5w(x)_zd‘5vt(x}:|]‘/v
v B]_] (I)—A“(I)DH()() dx R dx?

L
—I(p_ré?u +p.ow)dx=0
0

(6.10)
Da integracio na drea transversal, a Eq. (6.10) fica:

¢ dou(x) OSw(x) d?*éw(x) d’ ﬁw(x)
ox = N(x)l: + -2z 0 :| M(x) ]d pou+p ow)dx=0
-!;[ dx R dx” dx? j( )

(6.11)
Fazendo as integracdes por partes na Eq. (6.12), tem-se:

dN(x) cic+ e +N(x}—p_ ow |dx+
dx R .

Ja[?(x)]dﬁ [Nx)dul; +[M (x)éf?] + Vo] =
X

1]

on

L
=
0

1§
&3

(6.12)
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= [&r(x}]é‘ =0, a

dw(_t)T

Como a variacao dos campos no contorno € nula, {5
0

Eq. (6.12) fica:

I{[— e, p_c}ir +(— d‘fo) + New ;J,J&v]dxz 0 (6.13)
- dx dx” R )

Como as variagoesdue ow podem assumir diferentes valores durante o
mapeamento das funcdes ¥.W | para garantir a condi¢cdo de nulidade da Eq. (6.13) para

todo o dominio, € necessirio que:

dN(x) s (6.14)
dx ’

dzM:{x) _N) +p. =0 (6.15)
dx” R &

Substituindo-se a Eq. (6.2) na Eq. (6.14) e a Eq. (6.3) na Eq. (6.15), as equagoes

de equilibrio em termos dos deslocamentos ficam:

d du(x) ) d*w(

a{A.“(.:c)ﬁ[ ‘;i‘” +—wg :|—B“(x)E d‘;;")H p.(x)=0 (6.16)
d? du(x) w(x) . ) d*w

F{EB“(X)[ » + R ] EDH()‘) dx }+

(6.17)

_A”(JC)E‘:du(x)_!_w(x)}_ B“(I)E dlvax)+J}: -0

R dx R R dx”
6.3 PROBLEMA FUNDAMENTAL DO ARCO: EULER-BERNOULLI

O problema fundamental para teoria de arco abatido de Euler-Bernoulli quando

associado ao MEC direto € governado por relagoes andlogas aplicadas ao problema real.

- . * " ok o " ol — —
Assim, quando a fonte ativada for a axial P, (LX}= f-’(la-’(), entao as equacoes governantes

fundamentais sdo andlogas a Eqs.(6.14) e (6.15):
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We@D | 5(x,7)=0 (6.18)
X

d’M;(x) N;(x) _
dx’ R

0 (6.19)

Ou em funco dos deslocamentos analogamente as Egs. (6.16-17), as equacdes

governantes ficam:

d di' (x,5) w (%% d*w (x,%) X
—{A,(x)E[— +—= |-B,(x)E———}+0(x,x)=0 6.20
(4, W - 1 S )to(xd) (6.20)
5 dz * ~ d * - Jn -~
d . {—ED“(I)erEBH(x)[ "F;x’x) i (;' L
* b o i » e (6.21)
_An(x)E[ "f(x’”+wf(x’”}—3“(x)g W) _
R dx R dx”
Substituindo-se a Eq. (6.20) na Eq. (6.21), obtém-se:
d’ d’w (x,%) du (x,%) w (x%) -sgn(x,%)
- E{—D“(x)T+B“(x)[ e (6.22)
Ap6s dupla integracio da Eq. (6.22), obtém-se:
d*w’ (x,%) du” (x,) w (%) —sgn(x,%)r’
-D E——+B E[—= +—£ = - 6.23
1 (x) i n(0E[ 7 R ] AR (6.23)
Reunindo as Egs. (6.20), (6.23), obtém-se:
du' (x,%) w (x,X%) d*w" (x,%) —sgn(x,X)
; W _B i 6.24
A, ()] rn - 1-B,,(x) 2 oF (6.24)
d’w’ (x,X) du” (x,X) w (x.X)  —sgn(x,%)r’
-D i ot Sl MW - e ot = ’ 6.25
s 1@ R 4ER e
Da subtracao da Eq. (6.24) da Eq. (6.25) obtém-se:
-D,,(x) N B, (x) d‘wF(;r,x) _ —sgn(x—x)r° +Sgn(x—x) (6.26)
B,(x) A, (x)) dx 2ERB, (x)  2EA (x)
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Ou ainda na forma:

d*w, (x,X) _ A, (x)B, (x) (-Sgﬂ(-’-’- r’ + sgn(x - ’%)] (6.27)

dx’ B, (x)> = A ,(x)D,(x)\ 2ERB,(x) 2EA (x)

Com o intuito de simplificacdo dos célculos para obtencdo da inclinacdo da eldstica e

demais solucoes fundamentais, reescreve-se a Eq.(6.27) como:

dﬁv}(x,i)_—sgn(x—.i)( 1 3 r J

- (6.28)
dx” 2E B(x) 2RC(x)
Onde:
L = ~5hi(%) (6.29)
B(x) Blzl(x) — Ay (x)D,(x)
= 4,(0) (6.30)

C(x) BX(x)—A,(x)D,,(x)

Para o auxilio no célculo das solugdes fundamentais, sdo apresentadas algumas

identidades. As identidades de interesse so:

sgn(x—H[G(x)-G(H)]= j[sgn(x— X)F (x)]dx (6.31)
rG(x)—sgn(x—H[H(x)- H(%)]= j[rF(x)]dx (6.32)
r’ sgn(x - HG(x) - 2r[H(x) - H(®)]-sen(x - H)[K (x) - K(3)|+ rH (%) =

j’[r“2 sgn(x - R)F (x)Jdx (6.33)

Utilizando-se as identidades Eqs. (6.32), (6.33) na Eq. (6.28), obtém-se a equacdo da

inclinagado da elastica devido a ativagao da carga axial, que fica:
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dw, (x, %) 1

[r2 sgn(x- i')Q(x)—Z[rY(x)—sgn(x—i')[K(x)—K(j':)]:I]

dx ) 4ER ) (6.34)
_sgn(x-%) [T(x)-T(%)]
2E
J4, os deslocamentos transversais resultam da integracio da Eq. (6.26), que fica:
W, (x,X) = ﬁ[hﬁ’(r) +rK (%) —3sgn(x — %) (L(x) - L(¥)) - % sgn(x— })Y(x)}
(6.35)

_[sgn(x— 2)(R(x)-R(D)) —rT(fc)}
2

Afim de se obter os deslocamentos axiais devido ativacio carga axial,

. . du (x,%) w (x,3%) .
inicialmente, isola-se os termos rdx + £ 5 e subtraindo-se nas Egs.(6.25)

da Eq. (6.24), que ficam:

du: (x, %) 5 w:_ (x,X) _ [sgn (x.x) p sgn(x,x)r’ J 55
dx R 2EA(x)  4ERB(x)
Onde:
1 _ D, (x) i (6.37)
A(x) A,(x)D,(x)- B} (x)
du’ (x,%) _ (sgn (x%) , sen(x.%)r" ] W xd) (6.38)
dx 2EA(x) 4ERB(x) R

Integrando-se a Eq. (6.38) com o auxilio das identidades Eqs. (6.32), (6.33),

obtém-se:
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sgn(x—.%)[ﬁ(x)— ﬁ(i)] r? sgn(x - H)T(x) - 2[ rR(x) - sgn(x - D[S (x) - S(D)] ]

u(x,x)=—
#(%,%) 2FE AER

r sgn(x—.%)[x(x)—x(i)]]
2

o {3r(L(x)+L(x) 6sgn(x—x) (M (x)-M(X)-

1 = . . B o
e [hgn(x -3 (S(x)=85(X))-rR(%) - ?T(I)}

(6.39)
Onde:

ﬁ(.x)z_[ dx

A(x)

G(x) = [ F(x)dx

T(x)= j

Br)

R(x)= jT(x)dx

S(x)= j' R(x)dx

O(x) = Imdx

Y(x)= jQ(x)dx
K(x)= jY(x)dx
L(x)= j K (x)dx

M (x) = [ L(x)dx (6.40-49)

No caso da determinacio das relagdes esfor¢os-deslocamentos fundamentais

resultantes da ativacao da carga axial, as seguintes relacdes devem ser usadas:

N (53)=A,(E| 28X W) | p )Ed“—(f’x)
dx R dx (6.50)
sgn(x— x)
- 2
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‘ X dul(x,8) w.(x.%) dzw;(x,j:)
M =B E £ £ -D D e ———
F (x,.r) 11 (x) I: dx + } 11 () e (6.51)
_ r’sgn(x—Xx)
- 4R
V;(x1£)=w=_L (6.52)

dx 2R

Por outro lado, se a ativacio for alterada para p:(x,i):cs(x,i), logo,

P_: (I, i) =0, as equagdes governantes do problema fundamental, andlogas a Egs. (6.14)

e (6.15), ficam:

dN (%, %) _ A

s (6.53)
i) W1 o2 P P W (6.54)
dx”
Ou em funcdo dos deslocamentos, por analogia as equagoes:
d ” [du: (n,x) w (.r,,{f)] B dzw: (x,i)} 0
— E{A, (%) +— -B,(0)—=5—}= 6.55
dx 11 dx R 11 dxz ( )
d> d*w’ (x,i) du’ (x,i) w;(x,jf)
4 EE{—D“(I)T'FB“(I)[ L + =
* " o s (6.56)
L
Simplificando-se as Egs. (6.55) e (6.56), tem-se:
o d*w' (x,x du’ (x,x) w (x,X)
B0 4465 | HFED X 29 (6.57)
A, (x) dx” dx R
-Dy, (%) d“wp(jr,,i:) . dup(x,,f) . w,(x, x) L. = 6.58)
B, (x) dx” dx R 2EB, (x)
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Subtraindo-se a Eq. (6.57) da Eq. (6.58), tem-se:

—D“(x)+B“(x)Jd_Wp(;Tgi) e (6.59)
B ,(x) A, (x) dx” 2EB, (x)
Ou ainda de forma simplificada a Eq. (6.59), fica:
d*w' (x, x ==
wp(x X) B r (6.60)

dv  2EC(x)

Da integracao da Eq. (6.60) com auxilio da identidade Eq. (6.31), obtém-se a

equacio da eldstica devido a ativagdo da carga transversal, que fica:

aw, (x, x) _

o ; 5
. E[rQ(x)— sgn(x—5)[Y(x)-Y(D)]] (6.61)

Ja a equacao do deslocamento transversal devido ativacdo da carga transversal é

obtida, integrando-se a Eq. (6.61), que fica:

# - _]- - ~ ~
w (x,%) = 55 [rY(x) +rY(X)—2sgn(x— %) [K(x) —K(x)]] (6.62)

Determinando o W, (X, ), pode-se partir para a solucio de u; (x,X). Da Eq.

(6.57), tem-se:

du (x,%) w(xx
p(HX) W (xX) 1 : B, (x) (6.63)
dx R -2E (Bﬂ(x)_ Dll('r)All(x))
Simplificando-se a Eq. (6.63), esta pode ser reescrita ainda como:
du’ (x,x - w(x, X
L 0X) _w,(xx) (6.64)

dx  2EB,(x) R

Da integracao da Eq. (6.64), com o auxilio das identidades Egs. (6.32), (6.33),

tem-se:
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o1 ) )
up(x,x)=E[r?‘(x)—sgn(x—x)(R(x)—R(x)ﬂ

1 . ; LT Y
4| K () + 20K (3) = 3sgn(x - ) (L(x)~L(x))+ Ph (I)]

(6.65)

Agora, para determinaciio das relacbes esforcos-deslocamentos fundamentais

resultantes da ativacgio da carga transversal, as seguintes relagdes devem ser usadas:

2 L] -~
d wp(x,x) B
. =

. ) du’ (x,%) w": (x, X)
N (x:x)= A,,(x)E[ "d_ 4 = }— B, (x)E i
. R di’ (x,2) w'(x %) d*w’ (x, % -
M, (x,x):B“(x)E[ e e :l—D“(x)E’?T(_)=—%
Vi i)= M 08) __sanlx—2) (6.66-68)

dx 2

Com isso, sdo calculadas solu¢oes fundamentais adicionais, compostas pela
derivada do deslocamento axial, transversal e inclinacdo da eldstica em relacio ao ponto
fonte. Derivando-se as Egs. (6.61), (6.62), (6.65), tem-se:

W)= sgn(x— ) [T(X)-T(x)]
o =B _— (6.69)
1 - . - sen(x—x)r Q(x)
+ﬁ1:—sgn(x—x)[K(x)—K(x)]+rH(.r)+ g ) }
Wwh (%) = sgn(x&x)[;;(x)—}’ )] _ ”gg‘) (6.70)
dw,, ; -
Mes B 160- 0] 671)

dx 2E

J4, a determinacio das relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais em relacio
as derivadas no ponto fonte sdo obtidas a partir da derivacido das Egs. (6.66-68) em
relacao ao ponto forte, assim:
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NI (x2)—0

M;r (x, }) — %2—3)

Veilx:R)=38(x%) (6.72-74)

6.4 REPRESENTACAO INTEGRAL

Conforme ja discutido nos capitulos anteriores, equagOes integrais a serem

utilizadas no MEC podem ser obtidas via Residuos Ponderados. Se for ativada a carga
axial p_: =0 (I, i) no problema fundamental, as equacdes governantes do problema real

(6.18-20) serdo ponderadas pelas solu¢des fundamentais, (u;(x,i), w;(x,j‘)),

resultando em:

L du@) d’w’ (x,%) .
—E{A,(x ){ } B,,(: )—}+p:1urdx
! R dx’

d? du(x) w(x) d'w | .
{ [B“( [ e +T}—D“(.X‘)E]}WFH'I

0
_l_j{_ A, (x) E{du(x) + W(x)i|_ B, (x) EdZW'E.r)
; R dx R R dx

(6.75)

-I-p:}w;dx:{}

Procedendo-se analogamente ao discutido com a Eq. (4.81), uma relacio

associada a Eq. (6.75) pode ser escrita como:

[N@u; e ] +[Vow, D] - [M(x) Wr (x, x):| [N} Bun ], +

e & f dN;(x,% d’M, N;
[M (H= (x)] [Vr(x,x)w(x)];+[[%ﬂu( * d;x o) NG x)} w(x)kdx
o d

+][p_, (). (x, £) +p_()wh (x, £)]dx =0
0

(6.76)
Utilizando-se as Eqs. (6.18-19) na Eq. (6.76), seguida da aplicacao da
propriedade de translacio do delta de Dirac, a equacio integral para o deslocamento

axial fica:
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dw(x) "
u(®+ [N L Du ] + [V Hw | —[M;(x, ™ x } -
X o

(6.77)
dx

e e N O] + [ e BV ] —[M(x) M}

+ [lpur o2+ pow )i
a

Por outro lado, ativando a funcao puntual p* =5(.Y, .;f), a ponderacao das

Eqs.(6.18-20) fica:

¢ d du(r) w(x dzwx(rs-i‘) i
—E ] B, (x)—f—— dx
jc;[dx {A“m_ dc R } n)— Pl

B“(x) dzw(x)

R R dx’

L 3 Z
I{d—zE[B“(x) B “’(")} D“() ]} Wdx+
]

{ dx R

Y | dx R
_AWE [du(x) 4 W(x)] - _}w;dx =0 (6.78)

Que por sua vez, analogamente a Eq. (6.22), a Eq. (6.25) pode ser desdobrada

em:

L
[Neow, e |, +[Veow, o], - [M(x) " (x, x)} [V e un ], +

0

., adw ( ;%) d’M’ (x,x) N, (x,%)
[M,,(x,x)a(x}} -[Vieew ] +j[ )+~ W)
L
¥ j [P, (), (x, %) +p, ()W) (x, H)ldx = 0 (6.79)
]

Com o auxilio das equacOes governantes do problema fundamental nas Egs.
(6.53-54) e das propriedades do delta de Dirac, a equacgio integral dos deslocamentos

transversais fica:
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L

w(x)+ [N_:, (x,i)u(x)]j + [V; (x,i‘f)w(x)]g _ [M; .5 dw(x):|

X o

» 2 L
dw,(x, x)]

[“,:- (x,i)N(x)]; + [w; (x, i)V(JC)]: - |:M(X) dx

0
L
+ J- [p_‘,u;, (x, %)+ p:w; (x; i':)]cir
0 (6.80)
A teoria de Euler no arco possui trés incognitas no contorno. No entanto,
apenas duas equacdes integrais foram deduzidas até aqui. Assim requer uma equagio
integral complementar para viabilizar a solugdo do problema. Esta equagio adicional € a
inclinacao da elastica que pode ser determinada derivando em fun¢do do ponto-fonte a

Eq. (6.79), ficando entio:

X L
AR IO AREE ) '[‘” ES) ‘Mﬂ =
d].’ f 5 y » ﬂ

: X " : o L dw, ;(x,%) :
v e DN L, + i v )] - [M(x) —‘f—x}
0

L
+ _[ [P_t”::_,;- (x, %)+ P:W;,_; (x, ,i’)]dx

0

(6.81)

6.5 REPRESENTACAO ALGEBRICA

Semelhante a obtencdo das equacdes algébricas feita no capitulo cinco, aqui a
deducdo destas € efetuada a partir da colocagdo dos pontos fontes no contorno,isto €,

x=0+¢ e x=L-¢ com £ — 0. Assim:

)+ [A ]} =[clp)+ {f) (6.82)

Onde {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicitacdes internas, cujas

formas explicitas sdo dadas por:

(L)

x |

. d e d ]
{u}z u, W, —d“’ u; w; = } = [:H(U) w(0) anl) u(L) w(L)
dx dx dx

170



(0)=[N, v M, N, Vv, M,]=[NO) VO MO NO VL) MO]

(J | \..) ,
i, / d“- / \l
[ 1“
dx ’
(& )
J\ p’r o JV’.
/N, /V.- b
Fig. 6.2 Graus de Liberdade no contorno
Na Eq.(6.82), as matrizes de influencia [H], [G] sdo dadas por
—N5(0,0) -Vp(0,0) Mz(0,0) Np(L0) Ve(L,0) —Mp(L,0)
b <| MO0 Vi0D Mi00) N0 Visl0) ~Mie(t,0)
| =NE(O, L) —Ve(0,L) Mg(0,L) Ng(L,L) Ve(L, L) —Mg(L L)
—N;(0,L)  —=Vi(0,L) Mp(0,L) Ni(L L)  Vi(LL) —Mp(LL)
|—Np2(0,L) —Vps(0,L) Mpe(0,L) Npo(L,L) Vpz(L,L) —Mps(L,0).
Ao o 21 L L
2 2 2R 4R
¢ -~ 0o @ -+~ £
2 2 2
0 0 —% 0 0 —%
[H]= ; (6.83)
1oL L 1,
2 2R 4R 2
g = o2 § =L B
2 2 2
o o -1 o o -1
L 2 2 ]
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00 TWEOD TER2 w0)  wi0) -ER2]
—u300)  —wp(00) FERD wp(L0)  wp(L0) -
T ion SO a0 e SR
El= —up(0,L)  —wi(0,0) TE2R L) wil) -TEE2
—up0,n)  —wh0D) REOY 1) wpl) -22Cd
—ups(O.L)  _pr (0,1) %ﬁ ups(LL) why(LL) —%dx(ﬂ

0 0 0 )31 ﬂz _}93
0 0 0 /34 ﬂs _ﬁs
[G] ) -ﬂm _ﬂu ﬂl? 0 0 0 i
‘)‘5’13 _ﬁm JBIS 0 0 0
__)816 _/81? )BIE 0 0 0

Onde:

1 s - 1 > 2
b= —E[F(L) - F(O}] — E[L K(L)y—6LW(L)—6LW(0)— L K(0)+ IZ[M(L) —M(O)]J

1
By = ZER{LH(L) 4LK(L)—2LK(0)+6(W(L)— W(O))}

LG(L)-2(LH(L)- K(L)+K(0
B, = 4ER{G() (LH(L)- K(L)+K(0))}
1 L
B, _—E{L(ZK(O)+ K’(L))+3(W(0)—W(L))+7H(0):|
B = ZIE{ (H(L)+ H(0))-2(K(L)- K(0))}
1
Bo =5 (HW - HO)+ LGL)}

1 r
B2 —E{K(O) K(L)+LH(0)+ ?G(O)}
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1
B = E[H(O) —~ H(L)+ LG(0)]

1 |
g [- G+ G0)]

1 2
Bo= E[F(O) F(L)J TR [—LzK(O)—ﬁLW(O)—GLW(L)+LK(L)—lZEM(O)—M(L)]J

1
B, = 4ER{ L'H(0)-4LK(0)—2LK(L)-6(W(0)-W (L))}

B, = LG(0)-2(LH(0)+ K(0)—- K (L))}

4ER {

1 I?
=——— | LI2K(L)+K(O))-3(W(L)-W({Q))——H(L
B 2ER[( (L)+K(0))-3(W(L) ())2 ()]

i = % (L(H(L) + H(0)+2(K(0) - K(L))}

B = ﬁ {~(H(L)— H(0))+ LG(0)}

1 F i
=—— J{K()- K(L)+ LH(L)- = G(L
B ZER{ ()] (L)y+LH(L) 5 ( )}

1
B = E[H“” — H(L)+ LG(L)]

1
Bs=5g [- G(L)+ G(0)]

6.6 PROBLEMA REAL DO ARCO: TIMOSHENKO

As expressoes para os deslocamentos, deformacdes para arco de Timoshenko
nio simétrico sdo as mesmas do arco de Timoshenko simétrico discutido no capitulo 5.
Para o desenvolvimento da teoria de arcos abatidos de Timoshenko serdo assumidas as
mesmas hipé6teses na se¢io 5.1.

As relacoes tensdo-deslocamento do arco abatido, desprezando o coeficiente de

Poisson v = 0, pode ser dada por:

du(x) “(x)]+EZ dg(x) (6.85)

o =FEs =E[—— =
X

173



dwl(x)
dx

T.=Gr,.=0G[ +¢(x)] (6.86)

J4a os esforgos resultantes das tensodes sdo:

du w dg
Nx)=|odA= NE|—+— |+B,,(x)E— 6.87
(){_r A.,()[dx R} W(WE= - (6.87)
du w dg
M(x)=|0,zdA=B|(x)E| —+— +D,,(x)E— 6.88)
(){_ ““er R} W(OE—C (
Onde:
+hsup(x] p+zsuplx)
A, (%) =.La'mrm I—:inﬂ.r] 2dy (6.89)
+hsup(x) p+zsuplx)
B“(x)z.[—binﬂ.n .Linﬂ.n zdzdy (6.90)
+bsup(x) p+zsup(x)
D“(x):v[—binﬂx) j—:i.n.fl.t] Z_dZdy (691)
O esforco cortante € dado por:
Vix)= J'xr_,.sz - xGA(x)[% +o(x] (6.92)
A

Onde « € o fator de forma da se¢ao transversal.

A obtencio da equacio governante do problema real do arco abatido de
Timoshenko pode ser feita pela condig¢do estaciondria do funcional de energia, desta
forma tem-se:

w

L
on = J-(cr_r&‘_t +7,.67,. )V — J-(p_,,c?u + p.ow+mdp)dx=0 (6.93)
0

Da substituicao da Eq.(6.92) em (6.93), e entdo, integrando-se na drea transversal, tem-
se:
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[N( )[déu(x) Sw(x) | dﬁqﬁ(x)} MG )d5¢(x)}’
dx
(6.94)

dx R dx
0

ox=|

0

o

0

Utilizando-se um desenvolvimento andlogo ao descrito no capitulo 5, chega-se

nas equacdes de equilibrio dadas por:

%+ 20 (6.95)
dM
= —(V)+m=0 (6.96)
dx
(6.97)

Em termos dos deslocamentos, as equacgoes de equilibrio ficam

di
—Em()[ ”(“‘) ""g‘)] B, () ¢x)}+P_t(x}=0
4—{AD (WKGIH(x)+ d""“’]}—%mﬂ( )E[d‘;(") ”(")) B,EXD, » =0
'x dx
iE{BU(x)[d“(“+W(")) .()d‘”(“)} A, (IKGIP(x) + (”] m=10
dx X R
(6.98-100)

6.7 PROBLEMA FUNDAMENTAL DO ARCO: TIMOSHENKO

Tal qual o problema fundamental do arco abatido de Euler-Bernoulli
problema fundamental de para o arco abatido de Timoshenko € associado um dominio
infinito sob cargas puntuais (py,p;, m") e governado por relagdes andlogas aplicadas ao
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problema real. Quando a fonte axial p;(x, .’?)= 5(36, .’?) for ativada, equacoes

governantes fundamentais andlogas ao real Eq. (6.98-100) sdo dadas por:

d * , ~ * : -
dx R dx

o . dw (xR _ 5
b L agoxclg] L (w)=0
dx 5

dx R
d [ du’ (x,X) w (x,X) d¢’ (x,X) } y
F R —® B

4 piB
& DB — R % 2R

}+8(x,%)=0

%{A“(-Y)E{

]+D“():)

(6.101-103)

De forma simplificada as Eqgs. (6.101-103) podem ainda ser apresentada como:

du:_ (x,x) w: (x,x) dg.(x) _ sgn(x— %)
AME———+———+B,(WE— == >
* ~ d“‘: (‘x‘!‘i') F
\ Ass (0K Gl9, (x,x)+T] o
du’ X * X dé” (x. % 2 .
B.,(x)E[ u, ) W, x’] +D, (e _ rsgn(x- D)
dx dx 4R

(6.104-106)

Ja a equacdo do deslocamento transversal devido ativacdo da carga axial é

obtida, subtraindo-se a Eq. (6.104) da Eq. (6.106) que fica:

_ l + I‘z (A“(I)B“(X))
2FEA (x) 4ERB, (x) 3121 (x)-A,(x)D,,(x)

*

d¢_(x,%)

6.107
e ( )

=sgn(x— i)|:

Reescrevendo-se a equacdo Eq. (6.107) de forma mais simplificada, pode-se

ainda obter-se:

dqﬁ:(xﬁ)_sgn(x—fc) 1 N r’ (6.108)
dx  2E |B(x) 2RC(x) ‘
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Onde:

1 _ ~B,,(x)
B(x) BL(x)-A,(0)D,(x)

(6.109)

1 A, (x)
C(X) BIEI(I)—A“(.I)D”(X)

(6.110)

Por fim, da integracdo da Eq. (6.108) com o auxilio das identidades Egs. (6.31),
(6.33), tem-se:

r? sgn(x - $)0(x) - 2[ r¥(x) - sgn(x - H[K(x) - KD)]]
4ER

¢ (x.%)=

, sen(e ) [T(x)-T ()]
2E

(6.111)

J4 o deslocamento transversal fundamental € obtido da Eq. (6.105), que fica:

£l -~
d’wF (x,x) ~ r

e T (6.112)

Integrando-se a Eq. (6.112) com o auxilio das identidades Egs. (6.31), (6.33),

tem-se:

lG [ rF5(x) - sgn(x - $)[G5(x) - G5(%)] |+

wy (x,%) = o

1 ) i L g2 )
+ﬁ|:2rK(x) +rK(x)-3sgn(x— x)[L(x) = L(x)]— Esgn(x— DY (x) (6.113)

_%[sgn(x—i)(R(x)-R(i))— (%) ]

Por fim, da subtracio da Eq. (6.104) da Eq. (6.106), tem-se:

[An(l’) B B“(x)J{dM: (x,Xx) . w: (x,)?)]=“[sgn(xu5:) N re sgn(x-i)] (6.114)

B (x) D,(x) dx R 2EB (x) 4ERD,(x)
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Reescrevendo-se a Eq. (6.114) de forma reduzida, simplificada, fica:

du’ (x,%) _ _[sgn(x— x) % r’sgn(x- j‘:)] B W (x,X)

(6.115)
dx 2FA(x)  4ERB(x) R

Para o cdlculo do deslocamento axial relativo a ativacdo da carga axial, integra-se

a Eq. (6.115) com o auxilio das Eqs. (6.31), (6.32), (6.33), assim:

_sgn(x—x)
2E

U (x,%) = [ﬁ(x)— ﬁ(:'e)]— T [ sgnx - DT (x) ]

_ ﬁ[—z[ﬂem ~sgn(x - D[S -S®]]]

1
2xGR*

¥ [r[GS(x) +G5(%)] - 2sgn(x - H)[H5(x) - HS(.%)]]
3r[L(x)— L(X)] - 6sgn(x— X)[M (x)- M (%)]

4ER’ —r—z:-sgn(x—i)[K(x)— K (%))

1 s 2 W P i
+ iR |is.gn(x — x)[S(x) - S(x)] —rR(x)— ?sgn(x - x)T(x)j|

(6.116)
Ja, as determinacoes das relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais devido a

ativacio da fonte axial sdo obtidas a partir das Egs. (6.95-97), que ficam:

AN (% 2) | s 3y-0 (6.117)
dx

dM;(x,r) r

——+—=0 6.118
dr 2R (6.118)

0 (6.119)

dV;(x,%) @ sgn(x—X)
dx 2R

Da integracao das Eqs. (6.117-119), tem-se:

Ni (o) =-S82=D

(6.120)
2
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2 -
M}(x,fc):—%;rx) (6.121)

V(i) =—— (6.122)
# A A
Por outro lado, quando a fonte transversal p. (x, x)=0(x,X) for ativada, tem-se:

dal e ly  WiEx) de’ (x,x
up(x,x)+ i +B.(x) ¢P )}
dx R dx

* 1A » , ~ d *(I,,i)
uP(‘x I)+WP xx}]+B“();) ¢r ]
dx R dx

0

d
EE{A“(X}[

dw (x x)

—{A55(x)KG[¢ (x, X) + ]}——[Ai (x )[

+5(x,x)=0

du:,(x, x) 5 w:, (x, %) dw (x, x)]
dx

d
—(EE{B“(,!;} B

] D, (x) ¢;x } - A (DK Gl@ (x, ) +

(6.123-125)

Da integracao das Eqgs. (6.123-125) as equagdes podem ser agrupadas, como:

{ a'u; (x,X) w (X, X) B, (x) d¢’ (x,X)
+ L + r =t
dx R A,(x) dx

" a dﬂ,'. (‘x'!j:) —8 n(x—jf)
A1, (6, 5+ ——] = gsz (6.126-128)

a'u; (x,X) w:, (x.5) D, (x) a';;*i: (x, %) g
+ + —
x R B,y dx  2EB(x

Subtraindo-se a Eq. (6.126) da Eq. (6.138), tem-se:

dl,‘ﬁ: (x,fc) _ r |: A.“(_I)B“(.r) } (6.129)

dx 2EB, (x)| B/ (x)— A, (x)D,,(x)

De modo a simplificar os cilculos, a Eq. (6.129) pode ser escrita de forma

simplificada, como:
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da;é: (x.%) o
dx  2EC()

(6.130)
Integrando-se a Eq. (6.130) com o auxilio da identidade Eq. (6.31), tem-se:
', n 1 R N
¢ (x. %)= —E[rQ(J;) —sgn(x—3)(Y(x)-Y(3)) | (6.131)

Ji o deslocamento transversal devido ativacdo da carga transversal, € obtido a

partir da substituicio da Eq.(6.131) na Eq.(6.127), de forma que obtém-se:

dw' (x,x . -3
(x) __sgn(x-%) =i (6.132)
dx ZKGASj (I) <

Por fim, da Integracio da Eq.(6.132), obtém-se:
_sgn(x-x)

2kG

- %[-*2 sgn(x—5)(K(0)+K(D) |

W' (x, %)= [Fi(x)— F;(i')]“ﬁ[r(Y(x)+Y(i))}

(6.133)

Afim de se obter a solucio para o deslocamento axial devido ativacio da carga

transversal, agrupa-se as Eqs.(6.126),(6.132), que de forma simplificada, ficam:

A, (x) dup(x,.f)_kwy(l%x) +d¢P(IJ)=D
B, (x) dx R dx
du (x,3) w(x,% d¢ (x,%) e
B, (x) | du, (%) w,(x%)| 99, .t (6.134-135)
D, (x) dx R dx 2ED, (x)
Subtraindo-se a Eq.(6.135) da Eq.(6.136), tem-se:
du‘ 7 ) * 3 ~
P(x x) _ r wp(x X) &
dx 2EB(x) R
Onde:
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1 B, (x)

= > (6.137)
B(I) A”(I)D“(I) . BI_1(I)
Da integracio da Eq.(6.136), obtém-se:
SO . 1 . .
) (x, %)= ﬁ[ﬂ"(x) —sgn(x—%)]+ ﬁ[sgn(x~ H[Gi(x)-Gy(D)]-rF.(v) ]
, (6.138)
e i [rK(x) +2rK (%) -3sgn(x— %) [L(x) - L(D)]+ %sgn(x—- 5&)1'(;2)]

As relacdes esforcos-deslocamentos fundamentais devido a ativacdo da fonte

transversal sao obtidos a partir das Eqs.(6.95-97), que ficam:

dN,(x, %) _ 0
dx
dM ,(x,%) " sgn(x—x) -
dx 2
[dvp(x,x)]w(x,i):{) (6.139-141)
dx

Da integracdo das Eqs.(6.139-141), tem-se:
N.(x,Xx)=0

# A - r
M,(x,x)= EY

Vi(x,%) = —w (6.142-144)
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Por fim, mudando-se a ativagio da fonte, para m'(x,X)=J(x,%), tem-se:

46" (5.3
4 pia, oD Dy g o D)
—{Aﬁ(x)rclei T ]}——[Al ( )(“"""(x‘ih Wm(x‘i)]

) dx R
4 :
+BH(I)$]=O
i du_ (x,%) w. (x,X) ¢ *(Y,-‘:’)
de{B“(X)( e + = J D) ———— } A (x )KGW (x,X)+ T ——
+6(x,x)=0
(6.145-147)

Das Eqgs. (6.145), (6.147), tem-se:

Al )E[du (x x) ( )] B“(x)Edgi"(x’x):O
dx

du. (x,%) w.(x,%) d¢ (x,%) —sgn(x—%)

B“(x)[ g e ]+D“(x) = (6.148-149)

Procedendo-se de forma semelhante aos casos anteriores, subtrai-se a Eqg.
(6.149) da Eq. (6.148) e em seguida integrando a diferenca com o auxilio da identidade
Eq. (6.32), obtendo-se com isso:

#1068 == sen(x - H [0 - QD] (6.150)

Ja o deslocamento transversal devido ativa¢dao do momento € calculado como:

W, (x.%) = [ 4 (x. D)dx (6.151)

182



Que por sua vez, fica:

_sgn(x—x) [
E

Wt ) = Y=Y @)+ 0

Por fim, o descolamento axial pode ser escrito como:

du, (x,%) sgn(x-%) B w (x, %)
dx 2B(x) R

Integrando-se a Eq. (6.153), obtém-se:

_— 1 " 4 sgn(x— Xx) "
U (x,%) = E[Sgn(xh H[Tx)-TH]]+ —F[K(x) ~K(®)]
1 . g o
- ﬁ}’(x) - R r-sgn(x—x)Q(x)

(6.152)

(6.153)

(6.154)

Ja, as relacoes esforcos-deslocamentos fundamentais devido a ativacdo do

momento sao:
N (x.%)=0

M (x,%)= _%;—x)

V%) =0

m

Onde:
Onde:

f?(x)z_[ dx

A(x)
G(x) = j F(x)dx
T(x)= j ﬁ dx

R(x) = [T(x)dx

(6.155-157)
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S(x)= j' R(x)dx

1
0(x) = I@dx

Y(x)= jQ(.x)dx
K(x)= jY(x)dx
L(x)= j K (x)dx

M (x) = [ L(x)dx (6.158-167)

6.8 REPRESENTACAO INTEGRAL

As equacoes integrais para Timoshenko serio determinadas pelo Teorema da
Reciprocidade de Betti. Utilizando-se um procedimento andlogo ao descrito no capitulo
5, tem-se que quando a fonte for ativada em forca axial, o teorema de reciprocidade

permite escrever que:

j[a—_:f'g.r + r:zi-'}(.rz}jv =I[G_.t 5.:1" +* r.r:?.:zf'}dv (6' ]‘ 68)
Vv Vv

Onde V € o volume do arco.

Conforme foram mostrados no capitulo 5, apés um sequenciamento de
desenvolvimento matemdtico, a Eq. (6.168) pode ser transformada na equacio integral
dos deslocamentos axiais dada por:

A * L * L % L
u(x)+ [NFM:IO - [VFW:Iu +[MF¢]O =

L L g L (6.169)
[NHF ]0 +[VWF :Iu +|:M¢F :lu + I[L{pr +w.p, + ¢Fm] dx

0

Por outro lado, quando a carga fonte transversal P. for ativada, a relagdo

reciproca € dada por:

j[a_:ps_r + r:wy_t:}fv =I [cr_r:::p + :r_,(:y:w]d'l/ (6.170)

v v
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Que apés manipulacdes algébricas (vide capitulo 5), resulta na equacio integral

dos deslocamentos transversais.

w@+[ Ny +[vow] +[M;4] =
. L L sl % " . (6.171)
+|:NMP:|O +[Vw;]B +[M¢5P:|O +_[[u::,p_,r +w,p, +¢Pm:|dx
0

Por fim, ativando a fonte momento ", e seguindo um processo anilogo ao
aplicado quando a carga axial ou a transversal foi ativada, uma representacio da

equacao integral para a rotacdo da secdo pode ser escrita como:

P(x) +[N:,r.c:|:; +[V,;w]i +[M;¢:|§ =
r . . . o 5L sy (6.172)
[[wp, +w,p. +dom |ax+[ Ny, | +[vwi, ] +[M4)],

]

6.9 REPRESENTACAO ALGEBRICA
A transicao das equacoes integrais para as algébricas € feita pela colocacgao das

fontes no contorno, isto é, x=0+¢ e x=L-¢ com ¢ —0 e pelo cilculo das

integrais pertinentes, de forma que gera um sistema que pode ser expresso como:

)+ [Hu}=[Glp}+ {f) (6.173)

onde {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e solicitagbes internas, cujas

formas explicitas sao dadas por:
T T
{u}=[ui w, 4 u, w, grij] =[u©) w©0) ¢0) w(l) wlL) #L)]

(p)=[N. V. M, N, v, M,] =[N©) VO M© NL) VL) MO
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Onde os graus de liberdade no contorno estao indicados na Fig. 6.3a-b.

s /.

u,

M

i

(
/
N

I

J\.K

Figura 6.3a-b Graus de liberdade no contorno

Ja [H], |G] sao as matrizes de influéncia dadas por:

[H] =

" —Nz(0,0)
—N;3(0,0)
—Nm (0,0)
—Nz(0,L)
—N3(0,L)

|—N,,(0,L)

—V#(0,0)
-V3(0,0)
—Vn(0,0)
-Vi(o,L)
-Vz(0,L)
—Vn(0,L)

—M;(0,0)
—-M;(0,0)
—M:x(0,0)
—-M;(0,L)
-M;(0,L)
—M;,(0,L)

Ni(L,0)
N7(L,0)
N;,,(L,0)
Ng(L, L)
Np(L,L)
N}, (L, L)

B | =

Vi(L,0)
Vi (L,0)
Vin (L, 0)
Vi(L, L)
Ve(L,L)
Vi (L, L)

Mg(L,0) 17
M5 (L,0)
My, (L,0)
Mg(L, L)
Mp(L, L)

M;, (L, L))
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(6.174)

j —HE(0,0) —W;-(O,'U') _(0;7(0:0) H;‘(L, 0) WE' (L, 0) (P;‘ (Lr 0) ]
—‘U.;:(O, L) _WF*‘ (0: L) _(0;-'(0: L) H;- (Lr L) W;f' (L, L) (P;‘ (Lr L‘)
—‘U.;: (01 L) _W!; (01 L) _(0;’ (01 L) ‘LL}; (L, L) W;; (L, L) Q{J; (Lr L)

[6]=

0 0 o B B B
0 0 0 B B B
|0 0 o B B B
[G]_ _ﬁlo _ﬂu _ﬂIZ 0 0 0 (17
_JBIS _ﬂm _ﬂIS 0 0 0

_—ﬂlé —ﬂr.r —ﬂlﬁ 0 0 0 i

Onde:

1
2kGR?

B = —ﬁ[ﬁ(m—ﬁm)}

[L(G(L) +G(0))-2(H (L) —15'(0)]]

[Lz (K(L)-K(0)-6LW(L)-6LW(0))+12[M (L) —M(o)]]

2

ﬁzz

L -
~egR F W= G+ 6O |+ {LHL) - 2L (2K L+ K@) +6(W(L) - W ()}

L s
B, =~ \LGW -2(LHW) ~K L)+ K©O))

1 - - - 1 I
B= m[cm -G(0)- LF(O)]— ﬁ[,{,(zlf(ﬂ)+ K(L))+3(W(0) —W(L))+?H(0):|

1 [~ - 1
B, = Sl [F(L) o F(O)]+ e {L(H(L)+ H(0))- 2(K(L) - K(0))}

1
B. = ot ~(H(L)- H(0))+ LG(L)}

1 r
B = —ﬁ{ff(m— K(0)— LH(0)—- ?G(O’}
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1
B = E[H(L) — H(0)— LG(0)]

1
By =—5gl6(H-GO)]

Bl ﬁ[ﬁ(m ~FO) ]+ [L(é(ﬂ) +G(W))+2(A©) - P}(L))J

1
2xGR®

]. 2
e [-L— (K(0)— K(L)-6LW(L)-6LW(0))+12[M (L)~ M(O)]]

1

A - 3 1 5
B =- == [LF(O) —G(D) +G(0)]+ T {CH(0)-2L(2K(0)+ K(L))—6(W(©0)-W (L))}
1 (.,
B, = —E{L-G(D) —2(LH(0)- K(L)+ K(©0))}
| - - . 1 L
= L)-G0)-LF(L) |-———| L(2K(0)+ K(L))-3(W(L)-W(0))-—H(L
b= 5 cr G -GO)-LF(W) | ZER{( (©)+K(L)-3(W(L)-W(0)- ()]

1 [: - 1
B = = [F({)) - F(L)]+ P {L(H (L) + H(0))+2(K(0)- K(L))}

Bis = —ﬁ - (H(L) - H0)+ LG(0)}

5

1 5
= —{K(L)- K(0)- LH(L)+—G(
Bis ZE{() ) ()+2G()}

1
5 [H(L) - H(©0)- LG(0)]

ﬁn:z—

1
B = [G0)-G(1)]

Ji o vetor das cargas na Eq.(6.172) pode ser apresentado de uma forma
genérica como:

188



( [ Ioeup(x, 0) + p,wi (x, 0) + mej(x, 0)]dx )
FEEBT Iy [Pty (x, 0)+p,w3 (x,0) + mg (x, 0)]dx
J720) | _ | o Tpaath s, 00+pwi 5(x, 00 + moi (e, 0)] x| s
)f,l Eg [l Iyt (6, L) + p,wi(x, L) + mej (x, L)]dx '
kfi (L) L,L [p ur(x, L) + p,wr(x, L) + mep(x, L)]dx
U, [pxtth (e, L) +pawp 5 (x, L) + m@ia(x, L)]dx)

Para o caso da distribuicao constante da carga transversal ao longo da viga, o vetor
de carga fica:

LZ
£,(0) = —E{G(L) G(0)— LF((})} E{ (S(L)—S(O)—LR(U))—TT(O)}

£,(0) = *’”‘ {LP(L) 2V(L)+2V(O)+LP(O)}+ {LK{L) 3L(L)+3L(O)+Y(0}—+2LK(0)}

£0)=—= {P(L) P(0)— LJ(0)}— —E{ (K(L)— K(0)+ LY (0))+ LO(0) +2Y(0)}

FlD = {G(L) G(0) - LF(L)} {(S(L) S(O)—LR(L))——T(L)}

2
()= o { LP(0)+2V(L)-2V(0) - LP(L)I— oF { LK(0)+3L(L)-3L0)+Y(L) % = ZLK(L)}

f;(L)———{P(L) P(0)- LJ(L)}- 2E{(}((L) K(0)+LY(L))+—Q(L) 2LY(L)}
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CAPITULO VII

DESCONTINUIDADES DE DOMINIO

7.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sao tratadas as ocorréncias de descontinuidades em barras nao
prismaticas, a estratégia de solugc@o € baseada na técnica de sub-regidao para o MEC.
Existem diversas maneiras de surgimento de descontinuidades no dominio, tais como:
a) ocorréncia de apoios b) mudanca na lei de variacao da secao transversal ¢) mudanga
abrupta de propriedades fisicas d) ocorréncia de duas ou mais barras ndo colineares

concorrentes a um né da estrutura, vide Fig. 7.1.

Figura 7.1. Descontinuidades de dominio no arco: a) apoio intermedidrio b)
mudanca na lei de variacio da secfio transversal c) materiais diferentes d) duas ou mais
barras nao colineares em um no.

Problemas com descontinuidades de dominio no MEC ja foram abordados em
estruturas formadas por barras prismiticas e constituidas por materiais homogéneos e
isétropos. Por exemplo, CRUZ (2012) analisou estaticamente e dinamicamente porticos
planos e espaciais, PASSOS (2014) estudou cargas criticas em barras utilizando as

teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko. J4 MAIA (2016) aplicou a técnica de sub-
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regido para o estudo de flexdo e flambagem em barras utilizando uma teoria de terceira
ordem (modelo de Bickford-Reddy). NASCIMENTO JR (2017) também aplicou a
técnica de sub-regido para barras retas e arcos abatidos prismdticos nao homogéneos
utilizando as teorias cldssica, de primeira ordem e de terceira ordem de vigas/arcos de
compositos laminados.

A unificacio dos sistemas de coordenadas locais de cada barra nio prismaitica
que aqui € desenvolvida tem por objetivo principal possibilitar a adequacio rdpida e
segura das equacoes advindas de cada barra para formacdo do sistema algébrico de toda
estrutura. Inicialmente serd descrita a transformagiio dos sistemas locais de
deslocamentos e de esforcos nos modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko para um
outro chamado de sistema local unificado. S6 entdo, superpondo covenientemente as
representacoes algébricas dos efeitos referidos ao sistema de coordenadas globais,

obtém-se a representacio algébrica da estrutura.

7.2 SISTEMA LOCAL UNIFICADO DA BARRA

Aqui, as grandezas assinaladas com uma barra superior estao referidas ao
sistema de coordenadas locais, e com duas barras superiores, ao sistema de coordenadas
locais unificado.

Na Fig. 7.2a-b estio descritos os graus de liberdade em deslocamentos e
esforcos no sistema local do modelo de Euler-Bernoulli, respectivamente. Por outro
lado, na Fig. 7.3a-b estdo indicados os correspondentes graus de liberdade no sistema
local do modelo de Timoshenko. Convém notar que serd adotado como Sistema Local
Unificado (SLU) aquele associado as coordenadas dos graus de liberdade dos
deslocamentos do modelo de Timoshenko, de forma que as orientacdes do Sistema

Local Unificado (SLU) para deslocamentos e esforcos siio dadas na figura 7.4a-b.
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. dx M, i
. y |
i /'(“"‘ ‘"-) i N, {-.l 7 B h)
1 aw, /_’ N r 4 \, 0’ "ﬁ\‘
dx %
a) b)

Figura 7.2. Sistema local no arco de Euler-Bernoulli: a) deslocamentos b)
esforcos.

. % @ M )
& % Y
%/ 3 S i N
! |/
a) ; b)

Figura 7.3. Sistema local no arco de Timoshenko: a) deslocamentos b)
esforgos.

w
\ " ¢J 17\
C ) & ) &
/3 ;“' < BT Was'
' ) m, M b) S

Figura 7.4. Sistema local unificado a) deslocamentos b) esforcos.

Entio, as transformacdes das contribuicdes de deslocamentos e esforcos do
sistema de local de Euler para o sistema local unificado podem ser escritas como:

>

u | o

W 10 0 00 0]z

i, 01 0 00 0flw

!l 00 -1 00 0l]la
Jdx i o (7.1)
u; 0O 0 0 1 0 0O u;

W, 00 0 01 0fw

dw,| [0 0 0 00 -1]|,

dx
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(it} =[m.]{u} (12)

Onde:
1 0 00 0]
0 1 00 0
(1] 00 -1 00 0
Tel=o 000 10 0
0 0 01 0
0 0 00 -1
e
N, -1 0 000 0]|x
v, 0 -1 000 0]/[w
M, 0 0100 0}le
) i o (7.3)
N, 0 0 010 0][a
v, 0 0 001 0flw
M, [0 0 000 -1]|9
Ou
{ﬁ}:[f?ggj{ﬁ} (7.4)
Onde:
-1 0 000 0]
0 -1 000 0
[ ] 0 0 100 O
=10 0 01 0 o0
0 0 001 0
(0 0 0 0 0 -1]

No sistema local de Timoshenko, as relagdes de transformacio para os
deslocamentos e esfor¢os ficam:
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(7.5)
(7.6)
(7.7)

A

= -

= 027 00 1= 12 e

A

(7.8)
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—
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—
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)

p
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Onde:



-1 0 0 00 0
0 -1 0 00 0
|0 0 -1000
[%]“000100
0 0 0 010
(0 0 0 00 1]

Desde o capitulo 3, vem sendo apresentado o sistema algébrico para solucdes
no contorno no sistema local de coordenadas para barras envolvendo os modelos de
Euler-Bernoulli e Timoshenko. Essa representacio algébrica pode ser escrita de forma

genérica como:
{ﬁ}+[g]{ﬁ}=[§]{ﬁ}+{f} (7.9)

Quando as relacoes de transformacao, dadas nas Eqgs. (7.2), (7.4) para barra de
Euler, ou Egs. (7.6), (7.8) para barra de Timoshenko, forem inseridas na Eq. (7.9), o

sistema algébrico da barra no SLU pode ser escrito como:
(@) (@ =[5147)+(7) 7.10)

Onde, para a barra de Euler-Bernoulli, fica:

F ]= [7::]” F ][m.g]
[81=[ne] &[]

F}[%E]_l[ﬂ (7.11-13)

Ja para a barra de Timoshenko, tem-se as relagoes:

][0 [ i)
[#]=[n ] 21 er]

[f]=[f?w]_l[f] (7.14-15)
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7.3 SISTEMA LOCAL UNIFICADO EXCENTRICO DA BARRA
Um caso corrente em barras nio prismaticas € a presenca de apoios excéntricos

ao eixo longitudinal da estrutura conforme indicado na Fig. 7.5.

/ Eixoda barra

¥ 4

K A
A

Figura 7.5- Apoios nio alinhados (com excentricidade d) com o eixo da barra

Convém notar que os graus de liberdade no sistema local unificado descritos
em Eq. (7.10) sdo posicionados no eixo longitudinal, de forma que uma transformacio

adicional nesse sistema € necessdria para transferir os graus de liberdade para a posi¢cdes

reais dos apoios, vide Fig. 7.6.

) —~)
N; N; de [d}-
Vig ‘)ﬂi s
- J -~
ﬁl- 1:.V)M_,
N,.
= Wi -
Aﬁi ~ ﬁ)
th Pi ;’v’; 5,
— ]
i, )
Uy

Figura 7.6- Graus de liberdade no eixo e na posicio excéntrica
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Assim, os deslocamentos e os esforcos no sistema unificado excéntrico podem
ser correlacionados com o sistema unificado como:

(g [ [0 ¢@yy

®={y} = 1] ) = @,

N N L UR T ;

B} = [{p}j} = [ - [rj]r] [{ﬁh} = [/ {5} (7.17-18)
Onde:
1 0 4 1 0 d

[n]=\0 1 0].[q]=\o 1 0
0 0 1 0 0 1

Entio, a representacgio algébrica no sistema local excéntrico pode ser obtida
substituindo-se as Egs. (7.17-18) na Eq. (7.10):

@+ [T A )@y =0 [l T (B} () (7.19)

Ou
(a}+| A [{a}= A |{p}+{p) (7.20)

Onde:

(A)=[1"[A] [6]=01 " [e)0T

7.4 SISTEMA GLOBAL DA BARRA

A representacio algébrica do pértico plano requer que as contribuicdes
advindas das barras sejam convenientemente adaptadas de forma a descrever o
comportamento de toda estrutura. Para isso, transformacdes nos sistemas algébricos
locais unificados excéntricos devem ser efetuadas, obtendo-se assim o0s sistemas
algébricos globais da barra.

Assim, os deslocamentos, os esforcos e as forcas de corpo no sistema global de
coordenadas unificadas (excéntricas) sfo correlacionados com suas respectivas

contrapartes globais como:

{u} = [RI{U}, {p} = [RI{P}, e {B} = [R]{f} (7.21-23)
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Define-se, entdo, uma relaciio entre as matrizes de influéncia locais unificadas
e as de influéncia globais, a partir da matriz de transformacio [R], como mostrado na
Fig.7.7, sdo dadas por:

A matriz de transformacio para o pértico plano é:

[R]= {I[E:j] [[(?j]ﬂ (7.24)

G ¢ 1 ¢G: ;0 0 00
Onde, [¢]=|-C, C, 0|.[c]=|-c, ¢, ole[o]=[0 0 0/, C, ecC, sio
0 0 1 0 0 1 0 0 0

os cossenos diretores da barra em relacdo ao sistema de coordenadas global. Vale
ressaltar que quando a barra é de eixo reto [C,]= [CJ :

(xc. ¥e)

Figura 7.7- Coordenadas globais (x,y) e coordenadas locais (n,s)

Onde:

X=X
C,=cos@ =——F

J 7.24a-d
e (7.24a-d)
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Da substituicdo Das Eqs. (7.21-23) na Eq. (7.20), tem-se:
(UY+[R] [ ][RIV} =[R]| G |[R)(P)+[R] (£} (7.25)
Ou ainda a Eq. (7.24) pode ser escrita como:
{U}+[H]{U}=][G]{P}+{F} (7.26)
Onde:

[#]=[R]" | & |[R].

[G]=[RT GI[R].{F}=[R] {1},

(F}=[R] {£)

7.5 SISTEMA ALGEBRICO DA ESTRUTURA

Quando duas ou mais barras incidem para um mesmo né da estrutura deve ser
levada em conta a continuidade dos deslocamentos e as condi¢oes de equilibrio. No
caso do pértico plano, a definicio de um né virtual nas extremidades dessas barras é
suficiente para a verificacio do equilibrio né a né da estrutura.

Neste capitulo, para a discussao sobre a montagem do sistema global dos
pérticos serdo consideradas duas barras convergentes. Neste caso isola-se o nd 2 e

indica-se as barras (1) e (2) que convergem para ele, conforme ilustrado na Fig. 7.8.

2

54

Figura 7.8 - Barras de pértico convergindo. CRUZ (2012)
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A representaciio algébrica dada pela Eq.(7.16) pode ser escrita genericamente

para o segmento 1 como:

H,]{Us} =[Gu]{R}+[G.){R)

{[H“]{U,}+[ ]
[Ho, U} +[H J{U:} =[Gy [{ R} +[G ]{ 2}

(7.27-28)
Onde:
) =[w w @] U [;‘ L ¢]
{R}Tz[Ni i M] [N 4 M]

Ja para o segmento 2, as representacdes algébricas apresentadas nas Eq.(7.16),

pode ser escrita genericamente como:

EACARE A AN AN S
[H, J{U+[H U} =[G [{R}+[Gi ] {R)

Onde:

(7.29-30)

{Us }T = [“m W, ¢m]r {U4 }T = [“k Wy 951] ’

(B =[N, V. MR} =[N, v, M]

Aplicando as condi¢des de compatibilidade de deslocamentos para os segmentos

1 e 2 na secao transversal do né como mostrado na Fig.7.8, tem-se:

{U}={U.}={U;} (7.31)
Além disso, aplicando-se as equacgdes de equilibrio nas forcas que atuam no né

como mostrado na Fig.7.9, resulta matricialmente em:

{B}+{P}+{F}= {0} (7132)
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onde: {F} € o vetor que contém as forgas e momentos diretamente aplicados no né 2,

{P5} e {P,} sdo os vetores que contém os esforgos a esquerda e a direita desse nd,

respectivamente.

(2)

A
3

Figura 7.9 - Condi¢ao Compatibilidade e de Equilibrio no né. CRUZ (2012)

Substituindo-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento, de
acordo com a Eq. (7.31), e as condi¢des de equilibrio, conforme a Eq. (7.32), nas
representacdes algébricas indicadas nas Eq. (7.27-28) e Eq. (7.29-30), o sistema
algébrico da estrutura pode ser reagrupado como:

[H] [He]
[Ha] [Ha]

L[] [o]

0]
(0]

0]

o]
(0]

[0] [HJ] [H33] _[G_::]
[0] [sz} [ﬁzs} _[ézz] [0]

1]

_[Gu ]_
_IGEZ]

[0]

1]

—— o,
o= Ry LS: ...C: __C.."j
ettt e

J

o,

=| [o] [o] [Gs

(6] [o] [o]
[Gu] [0] 0]

0] |G,

of [0]

]
(9]

[
[

|
]

(0] [o]]
(0] [o]
(0] [o]
(0] [0]
[

s—— ——
oy~ il
i

o] [o]]

(7.33)
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CAPITULO VIII
EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das andlises estdticas de
estruturas formadas por barras com diferentes formas da secdo transversal e sua
variacio, diferentes condicoes de contorno e carregamentos, e diferentes
descontinuidades de dominio segundo a teoria de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Os
resultados do MEC sio comparados com solucdes analiticas e solucdes numéricas
conforme sua disponibilidade

8.1 COLUNAS NAO PRISMATICAS SOB CARGA DE COMPRESSAO.

Sejam colunas de comprimento [=4m, engastadas na base, e médulo de
elasticidade E=2.10"Pa submetidas a um carga de compressio P=200 N na extremidade
livre. Na Fig 8.1 € mostrada uma coluna de seciio retangular com variacio apenas na

. . . -3...2 .
altura h, sendo a drea da extremidade livie com Aj =bh, =25x10"m" ¢ a drea do
engaste A, =bh, =40x107m’. Ji na Fig. 8.2 estd indicada a coluna associada a um

=
tronco de cone com didmetro na segio livre de d, =5x10"m e no engaste de

d, =2x10"'m . Na Tab. 8.1 sdo mostrados os resultados do MEC e das solucdes

analiticas para os deslocamentos axiais na extremidade livre.

P

Figura 8.1- Barra retangular nao prismadtica sob carga axial P.

P ———— )

%
Om Pof-- o | o
%

Figura 8.2- Barra tronco de cone sob carga axial P.
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Tabela 8.1 Deslocamento ¢, (ss212) na extremidade livre da barra (P=200N)

Tipo MEC | Exato

Tronco de cunha 2,96 2,96

retangular

Tronco de Cone 5,09 5,09

Convém notar que hid boa concordéncia entre as respostas do MEC e a exata conforme

indicado na Tab. 8.1

Os deslocamentos analiticos da extremidade livre para as colunas nido-prismdtica

retangular e tronco de cone sao dadas, respectivamente, por:

"y = Lln{ﬁ} (8.1)
Ea | A,

u, :—_p[ L j‘{i_i} (8.2)
Ex|R,-R, | R, R,

Onde:g=u,RL=d_L eRﬁ=d“ .
L 2 2

8.2 COLUNAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTOS AXIAIS DISTRIBUIDOS

Seja uma coluna de comprimento L=4m, engastada na base, e modulo de
elasticidade E=2.107 Pa submetidas a carregamentos axiais distribuidos: a) uniforme
P1=P2=5N b) triangular P1=0N e P2=5N e c) trapezoidal P1=5N e P2=10N . Na Fig
8.3 representa-se uma coluna de secao retangular com variacdo apenas na altura h,
sendo a érea da extremidade livre com A, =bh, =25x10°m’ e a drea do engaste
A, =bh, =40x107m?>. Na Tab. 8.2 sdo mostrados os resultados do MEC e das

solugdes analiticas para os deslocamentos axiais na extremidade livre.
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Figura 8.3- Barra retangular nfo prismdtica, engastada livre, submetida a um
carregamento uniformemente distribuido (a) Triangular (b) e trapezoidal (c).

Tabela 8.2 Deslocamento i (sm) na extremidade livre da barra

Carregamento MEC Eq. (8.3)

Caso a-(Uniforme) 8,695x1072 8.695x1072

Caso b-(Triangular) 2,3768x1072 2,3768x10~2

1,1071x1071 1,1071x1071

Caso c-(Trapezoidal)

0 resultado analitico para o deslocamento axial na extremidade livre é:

0,5|:p2_p1:lx2+p1x
Ll Ix (8.3)

e

u(x)z%j
0
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A partir da Tab. 8.2 € possivel notar que os resultados obtidos no MEC recuperam com

sucesso as respostas exatas.

8.3 FLEXAO DE TRONCO DE CONE SOB CARGA CONCENTRADA

Neste exemplo € adotada wuma viga circular ndo prismatica e simétrica,
engastada de comprimento L= 4m, didmetro inicial D0=0,6m, didmetro final DL.=1,2m,
médulo de elasticidade E=2x10"Pa, submetida a uma carga transversal concentrada de
P=15N, como mostrada na Fig 8.4. Na Tab 8.3 sdo mostradas, respectivamente, o
deslocamento transversal na extremidade livre e as reacdes de apoio no engaste. Além
disso, na Fig 8.5 sdo apresentados os deslocamentos transversais e inclinacio da eldstica

ao longo do dominio da barra.

Om [ oL

Figura 8.4- Barra circular nao prismadtica, engastada livre, submetida a um carregamento
concentrado.

Tabela 8.3 Deslocamento transversal no balanco e esforcos no engaste

Campos MEC Eq.(8.4)
w(mm) 0.09315 0,09315
V. (N) -15 -15
M , (Nm) 60 60

Segundo MCCUTCHEON(1983), o momento fletor € dado por M = PLZ e os

deslocamentos transversais podem ser obtidos pela seguinte integragio:
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. pL’S SA (;;‘_' - 84
=, ﬂ[n(r—l)g]“ }" R

D
—}r " r= = —
= D, ], D, ex=¢L

A solucao analitica de Eq. (8.4) € dada por:

Onde: [, =

2 3 =1 1
) = 1 {L p3(3r—23x_Lp(3; 3;»3+1)}r
El | Hri{r-1) 3ri(r-1
1 LS L4
! - 3 = >t £ (8.5)
El,| 6(r-1[L+(r-Dx] 20r—D'[L+(r—1)x]

3

Quando € setado &£, =1 em Eq.(8.4), obtém-se o valor w= !‘; TR dado por
ar

MCCUTCHEON (1983). O esforco cortante é dado por V =—-P . A inclinagdo da
eldstica pode ser obtida pela derivacio da Eq. (8.5), cuja solucdo analitica é:

dwx) 1 [CpB3r-2) L'p[L+3(r-1)x) (8.6)
dx  EL| 6r°(r-1° 6(r—1[L+(r—af '

I - I ¥ I ' ;
0 1 2 3 4
x(m)

Figura 8.5- Deslocamentos transversais e inclinacio da eldstica ao longo do dominio

A partir da Fig.8.5, pode-se observar um excelente desempenho das solucdes do MEC
frente as respostas analiticas dadas nas Egs.(8.5) e (8.6).
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8.4 VIGAS RETANGULARES EM BALANCO SOB CARGA CONCENTRADA

Aqui é admitida que uma viga de largura b=1m, altura inicial h1=1m, submetida a
uma carga P=10N na extremidade livre como mostrado na Fig 8.6. As propriedades do
material sdo E= 2.10'Pa, G=10"Pa e k=5/6. Na Tab. 8.4 sdo mostrados os
deslocamentos transversais para 4 diferentes razdes de aspecto L/h2 e o erro relativo
o _ 1000w, —w,) da utilizacdo dos modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

W

I 1]

> ..
" h2

|
]
i

Figura 8.6- Viga retangular ndo prismatica, engastada submetida a carga concentrada.

Tabela 8.4 Deslocamento transversal y(x10~ ) em funciio da razio de aspecto

Euler-Bernoulli Timoshenko Erro entre
modelos
L/h2 w, (x10™" m) w, (x10™ m)
e(%o0)
MEC Exata MEC Exata
3 0,1104 0,1104 0,1354 0,1354 18.464
5 0,5111 05111 0,5527 0,5527 7.527
7 1,4025 1,4025 1,4607 1,4607 3.984
10 4,0888 4.,0888 4,172 4,172 1,994

Os resultados do MEC recuperam com sucesso as respostas analiticas dos modelos
classico (Euler) e de Timoshenko dados por BELTEMPO (2013). A medida que a
razio de aspecto L/h2 aumenta, os efeitos da deformacdo por cortante vdo sendo
reduzidos, de forma que para razdes superiores a 7 os resultados de Timoshenko ji se
aproximam dos de Euler.

207



8.5 FLEXAO DE TRONCO DE CONE SOB CARREGAMENTO UNIFORME
Seja uma barra tronco de cone em flexao, simplesmente apoiada e submetida a

um corregamento uniformemente distribuido p,=10N/m, conforme indicado na Fig. 8.7.
As propriedades geométricas sao comprimento L= 4m, didmetro inicial D0=0,6m,

didmetro final DL=1,2m e o médulo de elasticidade E=2.107Pa.

n O 4 s &

Figura 8.7- Viga circular ndo prismatica, simplesmente apoiada, submetida a uma carca
uniformemente distribuida.

Ji nas Tabs. 8.5 e 8.6 estdo os mostrados os resultados do MEC e os analitticos para
deslocamentos transversais e as inclinacdes da eldstica.

Tabela 8.5 Deslocamento transversal w(m) ao longo do dominio da viga.

Euler-Bernoulli
X MEC Eq.(7.7)
0 0 0
1/4 0,05174 0,05174
L2 0,05959 0,05959
3L/4 0,03634 0,03634
L 0 0
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Tabela 8.6 Inclinacoes da elastica dw/ dx(rad) ao longo do dominio da viga.

Euler-Bernoulli
X MEC Exata
0 0,0666 0,0666
L/4 0,02971 0,02971
L2 -0,01103 -0,01103
3L/4 -0,03239 -0,03239
L. -0,03819 -0,03819

Os resultados analiticos para o modelo de Euler-Bernoulli sio dados por
MCCUTCHEON (1983) sdo:

4
w(x)zL‘4 —ln(l+(r—l)£)_ (r+1)
A=) 2‘:l+(r— 1)i]
L L
4 ; ‘
o pL 4 r : +{ln(r)— (r _l):|i+ (2r+3) &7
2EI,(r-1) ‘: x| 3r |L 6
61+ (r—1)—~
I L
3
dwe) __ pL | 1 eeh , .

dx  2EI,(r-1)’ X RE
LEr-1)— 2[1+(r—1)ﬂ

(r* =1
PLB mgE) = 3r

« (8.8)
2EI (r—1)° r—1

Onde r = DL/ D0

Os resultados mostrados nas Tabs. 8.5 e 8.6 mostram uma excelente concorddncia as
respostas do MEC com os analiticos.
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8.6 FLEXAO DE TRONCO DE CONE SOB CARGA TRAPEZOIDAL

Seja um tronco de cone , simplesmente apoiada e submetida a um carregamento
trapezoidal p,_(x)=5N/m, p,_ (x)=10N/m, conforme indicado na Fig. 8.8. As
propriedades geométricas sao comprimento L= 4m, didmetro inicial D0=0.6m, didmetro
final DL=1.2m e o médulo de elasticidade E=2.10’Pa. Na Fig.8.9 sio mostradas as
respostas do MEC e as solucdes analiticas para os deslocamentos transversais e
inclinacGes da eldstica ao longo do dominio da barra. Pode-se notar uma excelente
concondéncia de resultados do MEC e analiticos na Fig.8.9.

1111
» O 4 A n

PP,

Figura 8.8- Viga circular nio prismatica, simplesmente apoiada, sob carga trapezoidal.

Segundo MCCUTCHEON (1983), as solucdes analiticas os deslocamentos transversais
e inclinagdes da eldstica para o modelo de Euler-Bernoulli sdo dadas por:

= 4 ) 3 5
S 5p.(x0)L 64 : 2K1n(K—l)—(r +r+1) o K +‘Ir) " (2r°+2r+9)
384EI, (r-1) K T =
AT _ 2 B 2
_5p. L 64 : |:2rlnr+(r D@r-5r+2) (r +,'")}£ 59)
384EI, (r-1) 3r 3K2 T
. 25 - 1 + (r+1) 3 r
dx EEI“(r—l)s l+(r—D> T T
(r=D A1+-DT | H1+Cr-DT
LS lﬂ(r) - (r_ _ 1)
Ty = (8.10)
2EI, (r—1)° r—1
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Figura 8.9- Deslocamentos transversais e inclinacio da eldstica no dominio da barra.
8.7 ARCO ESBELTO SOB CARREGAMENTO DISTRIBUIDO UNIFORME

Seja um o arco submetido a um carregamento transversal p_(x) = 100N /m
conforme indicado na Fig.8.10. A secio retangular tem b=04m, h =0,4m e h, com

trés valores diferentes. Além disso, o comprimento L =6m € R =12m . Ja o médulo
da elasticidade longitudinal é 30GPa e com coeficiente de Poisson v =0.

I

Figura 8.10- Deslocamentos transversais e inclinacdo da elastica ao longo do dominio.
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Os resultados do MEC para os deslocamentos (radial e axial) e rotacdao da extremidade
livre sdo mostrados para diferentes valores da altura final h, na Tab. 8.7 para teoria de

Euler-Bernoulli. Além disso, as respostas analiticas para o modelo de Timoshenko
quando o arco € prismatico sdo dadas por NASCIMENTO JUNIOR (2017) como:

U= up + Up, (8.11)
w=wp +Ww,, (8.12)
@ =¢Pn+ @p. (8.13)

Onde as parcelas associadas com a solu¢des homogéneas sio dadas por:

s A]_IB Azxz

P g W A %
4 3 2

wy, = B;z + 32; + 3321 + Bx +Bs. (8.15)
5 4 3 2

up = Cllzxu + sz * Ca: + C4zx + Csx + Cs. (8.16)

Onde as contantes A;, B;, C; para o arco engastado-livre sdo

Aq
B,=-A,B,=—A, B, =—-A; + ———,
1 1 2 2 3 3 YAy Ass
Az Ay Az
B, =-A, + : £ = - — G = - ==
4 4 XA;1Ags 1. R 2 R

_ _ A3Dyy 1 (A4Byg) | Bun
G Asg )R * Agy ssk 1]}"

AyDyy4 1, (432814 By4
C. = {(A, — 22—+ — DI
2 = (4 — 22 o+ R 2 - 1))
ADiiR  A3B By  A;B1.%R 1
CS=1¢_£__S_%,X=__33H=OI
Ay, Ayq R Agq A11D44

E as parcelas associadas as solugdes particulares do carregamento transversal uniforme
sao dadas por:
@p = A11[p,x* /6], (8.17)

Wy = —[p.x?/2]/Ass — [p.x*/6]/(AssR)—x{A11[p,x"* /241, (8.18)

uy = [p.x*/61/(R/Ass)+(x/R){A11[p.x°/120]]} = (XB11/A11){A11p.x}. (8.19)
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Tabela 8.7- Deslocamentos (axiais e radiais) e rotaciio para o arco sob carga distribuida

h,(m) u(m) w(m) dw/dx(rad)
0,200 -6,86x107 3,69x107 9,19x107
0,300 —5,80x107 2,98x107" 6,94x107
0,395 —5,09x107" 2,55x107* 5,67x107°
0,400 ( analitico) ~5.092x107° 2,54x107* 5,62x107°

Convém notar que a solu¢do do MEC para arcos ndo prismaticos € capaz recuperar
valores para casos em que as estruturas ja tendem a ser prismaticas.

8.8 ARCO COMPACTO SOB CARREGAMENTO DISTRIBUIDO UNIFORME

Seja um arco niio prismético de seciio retangular em balanco conforme indicado
na Fig.8.11. A estrutura estd submetida a dois casos de carregamentos concentrados na
extremidade livre. O primeiro estd associado a um forca transversal de Fz=5000N e o
segundo € um momento de M=300Nm. A secdo transversal € retangular com largura
constante b=04m e com altura incial de h =12m. Além disso, o arco possui
comprimento L=6m. O moédulo da elasticidade longitudinal € 30GPa e com
coeficiente de Poisson v=0.

. z M

o Q

(a) (b) ’ ©

Figura 8.11- Arco sob carregamentos concentrados.
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Assumindo f#=L/h =5 e L/R=0.5, os deslocamentos radiais e axiais da

extremidade livre sdo mostrados para diferentes valores da altura final &, nas Tabs. 8.8
e 8.19. considerando, respectivamente, a aplicacao independente das forcas Fx, Fz e do
momento M. Os resultados do MEC sio mostrados para as teorias de Timoshenko e
Euler-Bernoulli. Além disso, as respostas analiticas nas Tabs. 8.8 e 8.9 sdo associadas
ao arco prismatico e sdo dadas nas Eqs.(8.11), (8.12), (8.13). As parcelas homogéneas
para o arco engastado-livre sdo as mesmas descritas nas Eq.(8.14), (8.15) e (8.15). Jd os
efeitos das solucOes particulares devem, agora, levar em conta o fato das forgas externas

serem concentradas. Segundo NASCIMENTO JUNIOR (2017) as solucbes particulares

ficam:
— =\ 0 e\ 0 o Fx(x_f>2
Pp = x{[A; 1 M{x — X)° — B, F{x — X)°] + A1 F,(x — X) + (A,1/R) [T]},

= —F,(x — 2)°/(As5) — F(x — X)/(AssR) +

F {x—%)?

o ~ e
—X{AuM{x = X) = By, F(x — X} + Ay [ +A11[ = ]}»

6

= —F{x — )°/(Arr) + Flx = 2)*/(2R?Ass) + Fy {x — %)/
(RA55)+( )t 2 "’2]—311[&“ 2]+ Ay [ - By A ) (AL MUx

2

%)% — By F{x — 2)° + A1 F{x — %) + (A11/R) [Fx(xz = ]}’
Onde:

(x — 2)" = {(x—i:‘)“,sexzf
0, se x <X

Tabela 8.8- Deslocamentos axiais e radiais para o arco sob carga radial concentrada Fz

u(m) wi(m)

h, (m) MEC Euler MEC Timo MEC Euler MEC Timo
0.2 —8.84849x107° | —9.04099x10~° | 6,60100x107* 6,70850x107*
0.4 —6,84805x107° | —7.01706x10° | 4,423853x10™* | 4,506249x10™
0.8 —4,91644x107° | —5,05824x10~° | 2,797237x10~" | 2.85805x10™
1,19 —3,92589x10™° | —4,05124x10™° | 2,09644x10~* 2.146651x10™
1,20 -4,031x10° | - 2,133x107

(Analitico)
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Tabela 8.9- Deslocamentos axiais e radiais para o arco sob momento M no balanco

u(m) w(m)

h,(m) ME Euler MEC Timo MEC Euler MEC Timo
0,2 1,1650x10°° 1,6050x107° -1,8750x107 -1,8750x107
0.4 1,1059x10°° 1,1059x10°° -9,3750x107° -9,3750x10°
0.8 6,9930x1077 6,9930x107 -4,6875x107° -4,6875x107°
1,19 5.2411x10~ 5.2411x107 -3,1512x107° -3,1512x107°
1.20 5200107 | == -3,125x10°°

(Analitico)

Nas Tabs 8.8 ¢ 8.9 pode ser observada que a formulagdo ndo prismatica do MEC pode
ser aplicada para casos em que o arco se aproxima de uma configurac¢io prismética. Por
outro lado, se for atribuido o valor exato h,=1,2mde arco prismdtico ocorrem

instabilidades numeéricas nas solugdes fundamentais propostas.

8.9 PORTICO PLANO BI-ENGASTADO COM VARIACAO SIMETRICA

Seja um pértico plano bi-engastado formado por sete barras conectadas como
mostrado na Fig.8.12a, submetido a carregamentos nodais horizontais no centro da
barra superior. Na Fig. 8.12b-c € mostrada a discretizacao do pértico utilizado no
software Ftool, desenvolvido por MARTHA(1999) e pelo software SAP2000(2009).
Todas as barras sio do mesmo material, e as verticais sd0 ndo prismaiticas. As

propriedades geométricas sio o médulo de elasticidade E=2.10"Pa, v=03 e k= E

Nas Tabs. 8.10 e 8.11 os valores dos deslocamentos(U,, U,, U, e ¢;), onde U,, U, e ¢,
sdo o deslocamento horizontal, vertical e rota¢io no topo superior direito do pértico, U,
deslocamento horizontal a 1,5m do engaste inferior esquerdo do pértico; as reagoes( R;,
R, e M), onde R,, R, e M, sdo, respectivamente, a rea¢do vertical, horizontal e

momento no engaste inferior esquerdo, aqui obtidos via MEC sio comparados com
resultados via Ftool e SAP2000, segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko,
respectivamente, em funcdo do nimero de Elementos Finitos(E.F) e do nimero de
Elementos de Contorno(E.C).
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Figura 8.12a- Pértico plano bi-engastado

=
LEEJ ]Il |II

Figura 8.12.b-c — b) discretiza¢do do elemento nio prismético em 4, c) discretizacio do
elemento ndo prismitico em 8.

216



Tabela 8.10- Deslocamentos e reacdes segundo teoria de Euler-Bernoulli

19 35 7EF. 7EC.
]]i[lz:)rllentos E:zz;entos SAP2000 MEC

U, (m) |0.019 0,016 0,016 0,016

U, (m) 3.686x10° | 3,116x10° | -3,135x10”° | 3,135x10°

#.(rad) | -1,763x10° |-1,563x107 | -1,570x10° |-1,572x107

U,(m |9222x10° |7,710x10° | 7.860x10° | 7,863x107

R.(N) 8,800 7,800 .88 7,882

R, (N) -10 -10 -10 -10

M. (Nm) | -42,300 -44,300 -44,236 44,236

Tabela 8.11- Deslocamentos e reacoes segundo teoria de Timoshenko

19 35 7EF. 7EC.
Elementos Elementos SAP2000 MEC
Ftool Ftool

U (m) 0019 0,016 0,017 0,017

U, (m) 3,671x10° 3,103x10° | -3,122x10° | 3,121x10°

d.(rad) | 1.787x107 1,563x10° | 1,59x107? 1,592x1073

U,(m) |9.297x107 7.777x10° | 7,930x10° | 7,930x10°7

R, (N) 8.8 7.8 -7,848 7,847

R, (N) -10 -10 -10 -10

M, (Nm) | -42.4 -44.396 -44.305 -44.305

A partir das Tabs. 8.10 e 8.11, nota-se que a medida que o nimero de barras do Ftool €
aumentado, suas respostas tentem para os resultados de elementos de contorno. No
entanto, quando andlise € feita pelo SAP2000 os resultados recuperam com sucesso 0s
de elemento de contorno. Além disso, convém notar que a discretizacio de contorno em
mais de um elemento foi necessdria apenas para lidar com as descontinuidades de
dominio, isto €, quatro mudancas na lei que rege a variacao da sec¢do transversal, e dois
ndés com barras concorrentes nao lineares. Convém notar que o SAP2000 possui uma
matriz de rigidez exata para variagio de inércia até polindOmios de terceiro grau, que € o

caso desse exemplo.
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8.10 VIGA RETANGULAR EM BALANCO SOB CARGA CONCENTRADA
Aqui ¢ admitida que uma viga ndo prismdtica com variacdo na altura nao simétrica
de comprimento L= 10m, largura b=1m, hoin=0,75m, hos,p=0,25m, hjin=0,25m,
hisup=0,25m submetida a uma carga P = - 100 KN na extremidade livre como mostrado
na Fig 8.13. As propriedades do material sio E= 10.10'Pa, G=E/2(1+v )Pa, k=5/6,
v=0,3. Na Tab. 8.12 sdo mostrados os deslocamentos transversais segundo o modelo

de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Os resultados do MEC sido comparados com solugoes
analiticas dadas por BELTEMPO(2013).

— hlsup
0 ® :
= hlinf

'/
o]
>

hOsup

hOinf

LI

Figura 8.13- Viga retangular nao prismatica, engastada submetida a carga concentrada

Tabela 8.12 Deslocamento transversal no balanco w (m)

Teoria MEC Analitico
Euler-Bernoulli -6,542x107° -6,542x107°
Timoshenko -6,585x107 -6,585x1073

Segundo BELTEMPO(2013), o deslocamento transversal para a teoria de Euler-
Bernoulli pode ser obtido pela Eq.(8.20):

3PL(—-5+1n(256))

x)= - 8.20
Bk 16 EhOsup” ( )
Ja para a Teoria de Timoshenko o deslocamento, segundo BELTEMPO(2013),
fica:
3
ram 3PL (-5+1In(256)) N 3PLIn(2) 8.21)

16 EhOsup’ 5GhOsup
A partir da Tab. 8.12 pode-se notar um excelente desempenho do MEC
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8.11 PORTICO PLANO ENGASTADO
Seja um portico plano engastado formado por 2 barras conectadas como mostrado na
fig.8.14, submetido a carregamento nodal M, =10KNm e dele procuram-se os

deslocamentos U,, U,, ¢, e os esforcos R,, R, e M,. Todas as barras sao do mesmo

material, sendo a barra vertical ndo prismatica circular e a horizontal retangular e

prismdtica. As propriedades sio: E=2.10"Pa, G=E/2(1+ v), v=03, K=§. Ja as

dimensoes sao: b=0.15m, h=04m, R, =03m e R, =0.15m . Nas Tabs. 8.13 ¢ 8.14

os valores dos deslocamentos e reacoes aqui obtidos via MEC sao comparados com
segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko

resultados via  Ftool

respectivamente.

4m

3m

Figura 8.14- Viga circular ndo prismadtica, engastada submetida a carga ,momento

nodal.

Tabela 8.13- Deslocamentos e esforcos segundo teoria de Euler-Bernoulli

j/ :-h\
)

4m

4 Elementos | 8 Elementos | 3 E.C.
Ftool Ftool MEC

U,(m) |-2077x10° |-2,155x10° |-2,184x10°
U,(m) |-2460x10° |-2339x10° |-2,304x10°
# (rad) |-1.959x10* |-2,016x10* |-2,045x107*
R, (N) 1,490 1,530 1,540
R, (N) 1,720 1,640 1,611
M_(Nm) | 3.400 3,250 3,208
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Tabela 8.14- Deslocamentos e Esforcos segundo teoria de Timoshenko

4 Elementos | 8 Elementos | 2 E.C.

Ftool Ftool MEC
U,m) |-1,989x10° |-2,062x10° |-2,1056x10°
Ug(m) |-2,406x10° |-2,289x10° |-2,291x10°
é, (rad) | -2.017x10* |-2,073x10* | -2,096x10*
R,(N) 1,42 1,46 1,472
R, (N) 1,68 1,60 1,602
M. (Nm) | 3,26 3.11 3,148

Examinando-se as Tabs. 8.13 e 8.14 € possivel constatar a tendéncia dos
resultados do Ftool em recuperar as respostas do MEC, quando discretizacbes mais
ricas do Ftool sdo utilizadas

8.12 VIGA COM VARIACAO DA ALTURA NAO-SIMETRICA EM BALANCO
SOB CARGA CONCENTRADA

Aqui é admitida que uma viga ndo prismatica com variacio quadritica na altura,
nio simétrica, de comprimento L= 10m, largura b=1m, hQinf=0,75m, hOsup=0,25m,
hlinf=0,25m, hlsup=0,25m submetida a uma carga P = -100 KN na extremidade livre
como mostrado na Fig 8.15. As propriedades do material sio E= 10.10'Pa, G=E/2(1+v

)Pa, k=5/6, v =0,3. Na Tab. 8.15 sfo mostrados os deslocamentos transversais segundo

o modelo de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Os resultados do MEC sido comparados

com as respostas dadas por BELTEMPO(2013)

hOsup hlsup

— hlinf

0 . X

hOinf 2h1sup(2L* — 2Lx + x?)

LZ

h{x) =

Ll

Figura 8.15- Viga retangular nao prismadtica, engastada submetida a carga concentrada.
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Tabela 8.15 Deslocamento transversal no balanco (w(m))

Teoria MEC BELTEMPO(2013)
Euler-Bernoulli -9.425x107 -9.425x1073
Timoshenko -9.474x1073 -9.474x1073

Segundo BELTEMPO(2013), o deslocamento transversal para a teoria de Euler-
Bernoulli pode ser obtido pela Eq.(8.22):

3z PI}

= (8.22)
64EhOsup

w(x) =

Ja para a Teoria de Timoshenko o deslocamento, segundo BELTEMPO(2013), fica:

3zPL ,_3PLn
64EhOsup’  20GhOsup

(8.23)

w(x) =

Convém notar que as respostas do MEC recuperam com sucesso os resultados
de BELTEMPO (2013) para o caso de uma viga ndo-simétrica com variacdo quadritica
da altura.

8.13 FLEXAO EM VIGA RETANGULAR NAO-SIMETRICA COM
VARIACAO DA ALTURA NAO SIMETRICA

Aqui é admitida que uma viga ndo prismdtica com variac¢io linear na altura, nio
simétrica, de conprimento L=10m, largura b=0.4m, h0=1m, submetida a uma carga P =
1000 KN nos pontos A e B como mostrado na Fig 8.16. As propriedades do material
sio E= 2.10"Pa, G=E22(1+ v), v=03 e k=5/6. Na Tab. 8.16 é mostrado o
deslocamento transversal segundo o modelo de Euler-Bernoulli. VEISKARAMI e
POURZEYNALI (2012) apresenta os resultados analiticos para este problema apenas
para o modelo de Euler-Bernoulli, de forma que feita uma compara¢io com as respostas

na Tab. 8.16.
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Figura 8.16- Viga retangular nio prismadtica, submetida a carga concentrada.

Tabela 8.16 Deslocamentos normalizados ponto A ( w(m) )

Teoria MEC Analitico
Euler-Bernoulli 0,02878 0,0289
Timoshenko 0.02971 indisponivel

Segundo VEISKARAMI e POURZEYNALI (2012), o deslocamento transversal
normalizado é dado pela Eq.(8.22):

G WA (8.22)

Onde: I; é o momento de inércia em

Os resultados do MEC na Tab. 8.16 tem excelente desempenho frente as
respostas de VEISKARAMI e POURZEYNALI (2012) para a viga de Euler-Bernoulli.
Além disso, € apresentado o resultado do MEC para viga de Timoshenko, que nesse

exemplo produz uma pequena variacao no resultado de Euler-Bernoulli.

8.14 VIGA BI-ENGASTADA COM VARIACAO DA ALTURA PARABOLICA
SOB CARGA DISTRIBUIDA

Aqui € admitida que uma viga ndo prismdtica com variacdo na altura parabélica de
comprimento L= 10, largura b=1, h2=2, h1=1, submetida a uma carga unitdria q (x) = 1
distribuida como mostrado na Fig 8.17. E admitido que o médulo de elasticidade é E=
1. Na Tab. 8.17 sao mostrados o momento central Mcental, reacao horizontal N1, reacao
vertical R1 e momento na extremidade M1. Os resultados obtidos segundo o modelo de

Euler-Bernoulli no MEC sdao comparados com os resultados via SAP 2000 (2009) e
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KHAN(1995). Convém notar que foram adotados parimetros unitirios para as
propriedades geométricas e fisicas. Além disso, para andlise de elementos finitos foi
utilizado o software SAP 2000(2009), onde foi selecionado um elemento que permite a
andlise com inércias variando até polinémios de terceiro grau. No exemplo aqui
estudado, isso implica em uma variacao da altura no mdximo, linear. Tal qual o MEC, o
SAP 2000 também permite a defini¢do do eixo da barra em qualquer profundidade da
altura. Na solu¢do do MEC foi utilizado um tnico elemento de contorno. J4 KHAN
(1995) apresenta uma solucao em elementos de contorno para vigas nao-prismaticas nao
simétrica com secdes retangulares e variacGes lineares e quadriticas da altura ao longo
do comprimento. Na Tab. 8.16, sdo apresentadas as reacOes apoios e momento fletor no
dominio (no meio do vao) para a solucao de KHAN (1995), SAP 2000(2009) e solucoes
do MEC proposta.
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Figura 8.17- Viga bi-engastada com variagao da altura parabolica KHAN(1995)

Tabela 8.17 Reacdes em viga bi-engastada sob carga distribuida

Reacoes 1E.C. 8 E.F. 16 E.F. 1EC.
KHAN(1995) | SAP2000 SAP2000 MEC
PROPOSTO
Mecentra 2,74 2,02481 2,02917 2,04423
N1 Nio disponivel | 2,616 2.639 2,323
R1 Nao disponivel | 5,033 5,033 5
M1 10,253 10,514 10,513 10,455
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A partir da Tab. 8.17, pode-se notar uma coeréncia maior entre os resultados do
SAP2000 com os do MEC propostos nesta tese. A maior discrepancia com os resultados
da formulagao do MEC dada por KHAN (1995) € justificada por aquela formulagao nao
levar em conta o acoplamento entre os regimes de flexio e tracio simples no problema
da viga ndo-prismdtica nao-simétrica. A resposta dada por KHAN (1995) ndo faz
nenhuma men¢do ao desenvolvimento do esfor¢o normal neste exemplo da viga bi-

engastada.

8.15 VIGA CONTINUA COM VARIACAO DA ALTURA PARABOLICA, SOB
CARGA NODAL

Neste exemplo € proposta andlise dos esfor¢os e deslocamentos em uma viga
ndo prismdtica com variagiio na altura parabélica de largura b=1, h =25, h, =75,
submetida a uma carga nodal, M =100 como mostrado na Fig 8.18. Nas Figs. 8.18
8.19 sao mostradas, respectivamente, as vigas adotadas para elaboracdo deste exemplo
com excentricidade nula e uma viga continua de excentricidade d, diferente de zero.
Aqui € admitido que o médulo de elasticidade é E= 1KPa. Nas Tabs. 8.18-8.19. sio

mostrados ¢, , U_, V, que sdo, respectivamente, a rotacio, normal e cortante no engaste
1, ¢,,U,, V, que sio, respectivamente, a rota¢iio, normal e cortante no engaste 4 e por
fim, M ,,que € momento a direita do engaste 2, M,, que € momento a esquerda do

engaste 2 e M, momento a direita do engaste 3, segundo as teorias de Euler-Bernoulli

e Timoshenko, respectivamente. Os resultados obtidos sio comparados com os
resultados via SAP2000(2009). Convém notar que todas unidades do comprimento e do
material sao apresentadas em unidades compativeis. A discretizacao do MEF do vao

central tem o dobro de elementos que os vios externos.

Figura 8.18- Viga continua com varia¢do da altura parabélica(Modelo viga real)
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Figura 8.19- Viga continua com variacao da altura parabdlica(Modelo adotado no MEF

Tabela 8.18- Deslocamentos e esforcos segundo teoria de Euler-Bernoulli

MEC) excentricidade do eixo € nula

16 32 3EC:
Elementos | Elementos MEC

9, 6.478x107 | 6.479x107 | -6,4964x107

| -5.7993 -5,9828 -5,99539

w | -2,0014 -1,9534 -1,90118
é, 1,458x107 | 1.437x10” 1,4375x10”
R, |-1.3050 -1,3274 -1,32667
R, |04504 0.4334 0.4207
M, |-3639214 |-36,49033 -31,55762
M,, |7570830 75,95081 68,44238
M, |17,03602 16,85063 15,14507
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Tabela 8.19- Deslocamentos e Esforcos segundo teoria de Timoshenko

16 E.F. 32EF. 3EC.
SAP2000 SAP2000 MEC

g, | 6438107 | 6439x107 | -6,3613x107

. |-5.6313 -5,8197 -5,9843

| -1.9927 -1,9461 -1,8976
é, 1451x107 | 1.431x10” 1,4027x10”
U, |-1.2693 -1,2935 -1,3196
v, |04491 0,4326 04184
M,, |-36.64532 | -36,74695 -31,6840
M,, |7528865 75,53528 68,3159
M,. |1696949 16,78906 15,0645

Convém notar uma tendéncia dos resultados do SAP2000 para as respostas do

MEC 2 medida que discretizacbes mais ricas de elementos finitos sdo utilizadas. Esta
situacdo € decorrente da limitacdo da matriz de rigidez do elemento finito de barra nio-
prismdtica resolver exatamente variacOes da inércia até cubicamente. No exemplo desta
viga a variacdo de inércia € de sexta ordem. Além disso, vale ressaltar que os trés
elementos de contorno utilizados sdo decorrentes de duas descontinuidades de dominio.
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8.16 VIGA BI-APOIADA COM VARIACAO DE ALTURA PARABOLICA
Neste exemplo € proposta andlise das reacoes em viga bi-engastada sob peso

proprio. Na fig. 8.20 € mostrada a viga ndo prismatica com variag¢io na altura parabélica

de comprimento: L=10m; largura: b=1m; Alturas: h =1m, h, =2m; Médulo de

elasticidade: E= 1KPa; Peso especifico: y =10 e Peso total P=113,333. Na Tab. 8.20.

sdo mostrados as reagdes N,, R, M, sob o peso préprio.

Figura 8.20- Viga bi-engastada com variagdo da altura parabdlica.
q(x) =y(2 — 0.4x + 0.04x%)
| T T {
X

! ! M
8 \E |
Az
L —
{

Tabela 8.20- ReacGes em viga bi-engastada sob Peso Préprio

o
5

"
N NS NN

o

Ml

8 16 1EC.
Elementos Elementos MEC
SAP2000 SAP2000
i 29,805 29.861 26,028
R, 67,707 67,324 66,667
M, 125,829 124,984 123,939

Convém notar uma tendéncia dos resultados do SAP2000 para as respostas do MEC a

medida que discretizacGes mais ricas de elementos finitos sio utilizadas
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CONCLUSOES

Neste trabalho foi estabelecida uma abordagem dos elementos de contorno
direto para certos problemas regidos por equagdes diferenciais lineares com coeficientes
variaveis. O foco do estudo foi direcionado para andlise estitica de problemas
envolvendo barras ndo-prismadticas levando-se em conta as teorias de Euler-Bernoulli e
Timoshenko. Um primeiro grupo de problemas sio referentes aos problemas em que
nio hda acoplamento dos problemas de tracdo/compressio direta e flexdo, que sdo
representados pelos casos de barras retas e variacdo simétrica da seciio transversal ao
longo do comprimento. Outro grupo de problemas requer a solugcao acoplada dos
problemas de flexdo e de tracao/compressio direta, recaindo em problemas de vigas
nio-prismdticas e ndo-simétricas, arcos abatidos ndo-prismdticos simétricos e arcos
abatidos ndo-prismdticos e nao-simétricos. Para viabilizacao de solucdes estiticas do
MEC para os problemas supracitados, foram necessdrias ao desenvolvimento das
seguintes contribui¢oes originais:
a)Deducdo das equagdes integrais para vigas e arcos abatidos com variagao simétrica e
nio-simétrica da secfio transversal;

b) Deduciao de solucoes fundamentais para secOes transversais com variagcoes genéricas
a partir do estabelecimento de identidades de interesse;

¢) Transformacio de integrais de dominio associadas aos carregamentos externos em
valores de contorno;

d) A partir do uso da conhecida técnica de sub-regido, problemas com descontinuidades
de dominio puderam ser resolvidos.

Os resultados apresentados demosntram a eficiéncia da solugdo da formulacio proposta

frente a solucdes analiticas e numéricas.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

a) Solucao do MEC para vibracao de vigas nao-prismaticas;
b) Solucio do MEC em problemas de flambagem de barras ndo-prisméticas;

c) Solugdo do MEC para vibracdo de arcos abatidos nao-prismaticos.

229



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABRATE, S. (1995). Vibration of non-uniform reds and beams, Journal of sound and vibration,
703-716;

ALEXANDER H. D. CHENG, DAYSE T. CHENG, (2005), “Heritage and early history of the
boundary element method”, Elseved LTD. Engineering Analysis with Boundary Elements 29

(2005) 268-302

ALIABADI, M.H.(2002) The Boundary Element Method, Applications in Solids and

Structures. Wiley.

ANTES, H.(2003), Fundamental solution and integral equations for Timoshenko beams,
Computers and Structures 81, 383-396;

ANTES, H. SHANZ, M. ALVERMANN, S.(2004), Dynamic analyses of plane frames by

integral equations for bars and Timoshenko beams, Journal of sound and vibration, 807-836;
ANSYS | ANSYS User’s Manual: Theory,Vol.IV. Swanson Analysis Systems, Inc, (1994).

BANERIJEE, P.K., BUTTERFIELD, R.(1981) Boundary Element Methods in Engineering.
Science, McGraw-Hill, London;

BAZOUNE, A., KHULIEF, Y.A., (1992). A finite beam element for vibration analysis of
rotating tapered Timoshenko beams, Journal of sound and vibration, Vol. 156, N. 1, pp. 141-
164;

BECKER A. A.(1992) The boundary element method in engineering: a complete course.
McGraw-Hill;

BELTEMPO, A.(2013), Derivation of non-prismatic beam models by a mixed

variational method; Dissertacao (Mestrado). Universitd degli Studi di Pavia, Italia.

CRUZ, JM.F.(2012) Contribuicdo a andlise estdtica e dindmica de poérticos pelo método dos
elementos de contorno. Tese (doutorado). Programa de Pos-Graduacao em Engenharia

Mecinica. Universidade Federal da Paraiba;

DOMINGUEZ, J., (1993), “Boundary elements in dynamics”. Computational mechanics

publications.

230



EISENBERGER, M.,(1985). Explicit stiffness matrices for non-prismatic members, Computers
& Structures, Vol. 20, N. 4, pp. 715-720;

EISENBERGER, M.,(1991a). Stiffness matrices for non-prismatic members including
transverse shear, Computers & Structures ,Vol. 40, N. 4, pp. 831-835;

EISENBERGER, M.,(1991b). Exact solution for general variable cross-section members,
Computers & Structures ,Vol. 41, N. 4, pp. 765-772;

GAINES, J1.K., VOLTERRA, E., (1966). Transverse vibrations of cantilever bars of variable

cross section, The journal of the acoustics, 674-679;

GIURGIUTIU, V., STAFFORD, R.O., (1977). Semi-analytic methods for frequencies and
mode shapes of rotor blades, Pergamon press, Vol. 1, pp. 291-306;

HUANG, C.L., LIN, W.Y., HSIAO, K.M., (2010). Free vibration of rotating Euler beams at

high angular velocity, Computers and structures, 991-1001;

JESUS, 1.J.C.(2013), Caracterizacio geométrica-estrutural de pontes em arcos de alvenaria na
regidao de Braganca. Dissertacdo (Mestrado). Escola Superior de tecnologia e gestio instituto
politécnico de Braganga, Portugal;

KATSIKADELIS, J.T.(2002), Boundary Elements: Theory and aplications. Elsevier,1*
edition.

KARABALIS D. L., AND BESKOS D. E, Static, dynamic, and stability analysis of structures
composed of tapered beams. CornDut. Struct. 16, 731-748 (1983).

KAYA, M.O., (2006). Free vibration analysis of a rotating Timoshenko beam by differential

transform method, Aircraft engineering and aerospace technology, 194-203;

KHAN, M. S. - “Boundary Element Analysis of Non-Prismatic Beams and Plates” (1995) -
Thesis, Faculty of the College of Graduate Studies King Fahd University of Petroleum &

Minerals, Saudi Arabia.

A. A. KHDEIR, A. A, AND REDDY J.(1997), “An Exact Solution for the Bending of Thin and
Thick Cross-Ply Laminated Beams,” Computers and Structures, Vol. 37, 1997, pp. 195-203.
doi:10.1016/50263-8223(97)80012-8

KIM, Y.Y. - “Flexural-torsional coupled vibration of rotating beams using orthogonal

polynomials™ (2000) — Thesis, Faculty of the Virginia Polytechnic Institute, Virginia.

KRISHANAN, A., SURESH, Y. J. (1998). A simple cubic linear element for static and

free vibration analyses of curved beams. Computers & Structures, 68, 473-489.

231



KUMAR, B.M., SUJITH, R.I., (1997). Exact solutions for the longitudinal vibration of non-

uniform rods, Journal of sound and vibration, 721-729;

HUTCHINSON, J. R. Shear coefficients for Timoshenko beam theory, (2001) . J Appl Mech
Vol.68, 87-92.

LEE, S., SHEU, J., LIN, S., (2008). In-plane vibration analysis of rotating curved beam with
elastically restrained root, Journal of sound and vibration, Vol. 305, pp. 1086-1102;

LI Q. S.(2001) Exact solutions for free vibration of shear-type structures with arbitrary

distribution of mass or stiffness, doi: 10.1121/1.1372225;

LI Q. S., (2000). Exact solutions for free longitudinal vibration of stepped non-uniform rods,

Applied acoustics, 13-28;

MAIA, C.D,(2016) Flexdo e estabilidade de barras usando omodelo de Bickford-Reddy: Uma
abordagem pelo método dos elementos de contorno. Programa de Poés-Graduacdo em

Engenharia Civil. Universidade Federal da Paraiba;

MANOLIS G. D., BESKOS, D. E.(1988), Boundary element methods in elastodynamics,
Unwin-Hyman, London. ISBN 044-6200 19-3;

MANOLIS, G. D.; BESKOS, D.E.; PINEROS, M.F.(1986) Beam and plate stability by

boundary elements. Computers & Structures 22, 917-923.

MANZL E. N. (2001). Formulag¢oes de elementos finitos curvos para andlise de arcos.
Dissertacdo de mestrado. Programa de Pés-Graduagao do Departamento de Engenharia
Civil. Escola de Minas. Universidade Federal de Ouro Preto.

MACEDO, D.M.(2016). Contribui¢des de Joaquim Cardozo & arquitetura de Oscar Niemeyer.
In: 11° Semindrio DOCOMONO_BR, Recife-PE.

MCCUTCHEON, W. J. (1983). Deflections and stresses in circular tapered beams and
poles. Civil Eng. Pract. Des, Eng. 2: 207-233; 1983.

MARTHA, L.F(1999)“Ftool: A Structural Analysis Educational Interactive Tool”,
Proceedings of Workshop in Multimedia Computer Techniques in Engineering
Education, Technical University of Graz, Austria, 51-65.

NASCIMENTO JUNIOR, P.C.(2017) Andlise estatica e dinamica de arcos abatidos de
compdésitos laminados: uma abordagem pelo método dos elementos de contorno. Tese
(doutorado). Programa de Pés-Graduagio em Engenharia Mecanica. Universidade Federal da
Paraiba;

232



PASSOS, 1.J.5.(2014) Anidlise da estabilidade estitica e dindmica de vigas pelo método dos
elementos de contorno. Dissertacdo (mestrado). Programa de Pds-Graduagcdo em Engenharia

Mecanica. Universidade Federal da Paraiba;

PETYT, M., (1990), Introduction to finite element vibration analysis. Cambridge University

Press.

PROVIDASKIS, C.P., BESKOS, D.E, (1986), “Dynamic analisis of beams by the
boundary element method”. Computers and Structures, v.22, n. 6, pp.957-964.

QATU, M.S., (1992). In-plane vibration of slightly curved laminated composite beams . Jornal
od sound and vibration. Vol. 159, p. 327-338.

QIUSHENG, L., HONG, K., GUIQING, L., (1996). Static and dynamic analysis of straight bars

with variable cross-section, Computers e structures, 1185-1191;

REDDY, J.N., (1997). Mechanics of Composite Materials Plates and Shells Theory and
Analysis. CRC press, Boca Raton, 2nd edition.

SAP 2000 (2009) CSI Analysis Reference Manual For SAP 2000, ETABS, and SAFE.

Computers and Structures Inc. Berke ley, California, USA. Abril.

SHAHBA, AHMAD.; ATTARNEJAD, REZA.; ESLAMINIA, MEHRAN (2012). Derivation
of an efficient non-prismatic thin curved beam element using basic displacement functions
Shock and Vibration. Vol. 19, pp 187-204, DOI:10.3233/SAV-2011-0623:

STAFFORD, R.O., GIURGIUTIU, V., (1975). Semi-analytic methods for rotating Timoshenko

beams, Pergamon press, Vol. 17, pp. 719-727,

TO, C.W.S., (1981). A linearly tapered beam finite element incorporating shear deformation and

rotary inertia for vibration analysis, Journal of sound and vibration, 475-484;

YOKOYAMA, K., (1988). Free vibration characteristics of rotating Timoshenko beams,
Pergamon press, Vol. 30, N. 10, pp. 743-755;

YOO, H.H., SHIN, S.H., (1998). Vibration analysis of rotating cantilever beams, Journal of
sound and vibration, Vol. 212, N. 5, pp. 807-828;

VEISKARAMI, M.; POURZEYNALL S. (2012). Green’s function for the deflection of non-

prismatic simply supported beams by an analytical approach. Estorian Jornal of Engineering,
Vol. 18, N4, pp 336-351;

233



FRIEDMAN, Z.; KOSMATKA, J.B.,(1998). An accurate two-node finite element for shear
deformable curved beams, International Journal of Numerical Methods in Engineering Vol.41,
pp 473-498.

ZHU, Z.H; MEGUID,S.A.(2008), Vibration analysis of a new curved beam element, Journal of
Sound and Vibration Vol 309 .pp 86-95.

234



APENDICE 1

APRESENTACAO DAS FUNCOES QUE COMPOEM A SOLUCAO
FUNDAMENTAL DO PROBLEMA DE BARRAS SOB ACAO AXIAL.

Do problema fundamental de barras sob acao axial, tem-se:

~ 1
F(x)= —

(x) A0 (Al.a)
G(x) = [ F(x)dx (Al.b)
A(x) = [ax + 8] (Al.c)

Para o caso em que A(x)varia linearmente, tem-se:

A(x) = a,x+ [,

Glx) =L 1{@} (Al.d-e)
&, a,x+ p,

Onde: o, = h, — h,

eﬁl - hl
Ja, para o caso em que a viga € um tronco de cone, tem-se:

A(x) = [a3x + ﬁ3]2 T

- 1 1 1
T - (Al .f-g)
) a; |:a'3_r+ﬁ3 a’s;"‘"ﬁa] ¢

Onde: g, =2"Ti e B =1,
L

235



APENDICE 2

APRESENTACAO DAS FUNCOES QUE COMPOEM AS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS DO PROBLEMA DE VIGAS NAO PRISMATICAS COM
VARIACAO SIMETRICA (ACAO CARGA TRANSVERSAL).

Do problema de flexdo, sabe-se que:

G(x) = f— dx

H(x) = [G(x)dx

K(x) = jH(x)dx

F(v= IM)

(A.2a-d)

Para o caso de viga tronco de pirdmide (Variacdo apenas na altura), A(x) varia

linearmente e largura b constante, tem-se:

A(x) = [a,x+ B P

o x+ 81

I(x)=b
W 12

Desta forma, tem-se:

6
G(x)=-
(x) ba,(a,x+ p, )’
H(x) = ——
ba, (a,x+ B)
K(x) = GInQalx:ﬁl D
al
Fo < Bl )

ba,

(A2.e-f)
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h, —h,

Onde: o, = ep, =h,

Ja, para o caso em que a viga sofre varia¢io tanto na altura quanto na largura, tem-se:

A) = [ax+ B laax + ]

I(Y) . [a'lx+ .leal‘x'l-ﬁ] ]3

12 (A2.1a-b)
Para este caso, tem-se:
G(I):akllnﬂa2x+ﬂl)+ by _ Cii : _dnlnﬂalx+ﬁf‘)
a, alax+p) 2a(ax+p) a,
B a,(a,x+ B, )[ln@a3x+ﬂ2\)— l] ” b, lnﬂa’];t+ B, D+ 2 ¢,
a, a, 2a,"(a,x+ B,)
dy ey + B)linfa,x + 4))-1]
a’,2
a (a,x+ B )2 |:ln(]a,x+ B> )_ §i|
L i s ARV by (@x+ lin(ax+ A))-1]
K(x)= ; ' :
2a, a,
> 3
T — d,(ax+p, )—[mﬂaiﬁ ﬁl\)-ﬂ

20:13 2cr,3

]r{ a,x + j’)’; ]
” a,x+ p,
F(x)= A2.lc-

@ ﬂlaz _ﬂzal ( € f)
b, —b
Onde: Lt 1 o, =
n e 32 L e 2 bl
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Ja, as constantes a,,, b e d,, ficam:

i} et § B CII

. 1%a
(Ba, - pa,)

ay

1202,

) (ﬂlaz i ﬁzal)z

11

b 12¢x,
" _()Blaz _ﬁlal)

12a,a,”

) a,(pa, - ﬂza:)s

(A2.1g-j)

11

Por fim, para o caso de viga tronco de cone, a drea da secio transversal e a inércia sio
dados por:

Ax) = zla,x+ B,

- #la,x+ B.]

I(x) 1 (A2.2a-b)
As funcdes G(x), H(x), K(x) e f}(x),para este caso sio:
4
G(x)=- ;
3ra,(asx+ ;)
H(x)=—2 :
3na, (@yx+ f;)°
2
K(x)=- :
3ra, (a,x+ B;)
~ 1
F(x)=- (A2.2¢-f)

ma,(a,x+ ;)
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APENDICE 3

APRESENTACAO DAS FUNCOES QUE COMPOEM AS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS DO PROBLEMA DE VIGAS NAO PRISMATICAS COM
VARIACAO NAO SIMERICA (EFEITO AXIAL E EFEITO TRANSVERSAL).

Do problema fundamental, tem-se:

(r, —Jf;)@.'“3 1(2152 +5r,1; —9.?‘23:+111ri2 —271’1x+18x2) " a“3 In(x-1r)

(o, + azz)4

(an +ay )4

i 4| (o, + )’ 6(x—r)
=t @ran) (=) |
b| (n,-r)a,, 2r’+5rr -9rx+11r" - 27r,x+18x%) 5 a,, In(x—r)
(an +azz)4 6(«’5_?])3
i aqf [r22+r2(r, -3x)+ rf—3r,x+3x2:|
6 (an +a32)4 3(?] —)C)3
T(x)=-— ;
b a,,z [”'3_ +r,(n-3x)+ 1"12 —3r|x+3x2:|
(a, +ay)* 3(1‘, —x)3

=] 2 1
P
bla,+a,) | 2(rn—x)
J(x)=-T(x)
ang (""2_"1)2 +r3_r1-ln‘x—r|
6| (o, +a,,)"' | 6(,—x) r,—-x :
R(x)=— j i
Plo_ap | Gon) mon g,
| (o, +@yy)t | 6(-x) r-x 1

Y(x)=

K(x)=

-12 B 1
b(a,, + o, ) 2r, —x)

b(e,, +a,,)

-12 {ln(rl—x)}
2




P(x)=-R(x) (A3.1.a-h)

Onde:

1

—dx
A (x)

F(x) =j

|

—dx
B (x)

T(x) =j

dx

0w =[ =

1
D’(x)

J(x)zf dx

R(x) = jr(x)dx
Y()= [Q()dx
K(x) = [¥ (x)dx
P(x) = [J(x)dx

F(x)=

1
Ay (x)
Fy="20:%)

A = A, (x)D,,(x)-B, (x)’
Dy, (x)

_ A, (x0)D, (x) - B“(x)z
- B, (x)

B'(x)

C*(x) _ [an(x)—A“(.r)Dll(x)]
A, (x)

A (x) =xGA(x)

D'(x)=-B"(x) (A.3.2a-0)
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Ja as constantes que definem as funcoes (A3.1.a-h), sao:

_ (hﬂinf F hﬂsup)

}‘I =
o, +ay
g —h{]inf
, = —oul
a,
_ _hﬂsup
?'3 p
Uy

Por fim, tem-se que:

_ hlinf B hﬂinf

a; =
L

(A.3.3a-c)

(A3.4a-b)
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APENDICE 4

APRESENTACAO DAS FUNCOES QUE COMPOEM AS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS DO PROBLEMA DE VIGAS NAO PRISMATICAS COM
VARIACAO QUADRATICA NA ALTURA.

Neste anexo, sio apresentadas as funcdes que compdem as solugdes fundamentais do
problema de vigas nao prismaticas com variacdo quadrdtica na altura. Vale observar
que, para o caso quadritico todas as funcdes genéricas usadas nas andlises segundo as
teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko apesar de terem a natureza distinta das funcées
do caso linear, herdam ligeira semelhanca com as demais funcdes no quesito notacio.

F(x)= 4[—3,& sup Gg2(x) + Ggl(x) + 3hsup’ Gqs(x)]
T(x) = 6[-Gq2(x) + 2hsup Gg3(x)]
R(x) = 6[-Hq2(x)+2hsup Hg3(x)]

S(x) = 6]-Kq2(x) + 2hsup Kg3(x)]

0(x) = -12Gg3(x)
J(x)=-T(x)

Y(x) =—12Hg3(x)

P(x)=-R(x)
Onde:
Bi+2yx ]
2arctg| ———=
[ vdan - B
Gql(x) = -
a, ’\/4‘9';9"1 i
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\’4‘11}'1‘6'](2“[}')1111 (M} +1

1
Hgl(x)=— e 2
a, \/461’;% - B! n) 2n vaay - B’
kgl <At At a)
Onde:

a,,c,g[w]
Jaay, - B’ [ﬁ‘, B . .q lﬁEJ
- — gt -2—+ —
A= faay -8

¥ ’ 4}'1_ g 2 4

1 4a1},1n)6’12 ( ﬂl+2}llx
+—————arctg| —=

= a, +Bx+yx’ i
A, —lxln [}’i ( (Ié‘.al;lx_ ﬁ::; )}l ﬂlg ll’l(aﬁ +ﬂ;x+7'1x‘)

4 7

A S
2}“ 4}’1_ yi
Wql(x) = (B,+B,+B;+B,+B,+B+B,)
a,
Onde:

arcrg[w]
B = \}4(1]}/!—,312
i [40.1’1—,3.2]m

185 1 ., 7 3 = 4
—fiz—”ﬂ{f +—aq ﬁ'a -2q, &‘F*?’lafxg
6 " 3 6 N e 3

arctg [‘““}‘3l 2y ]

a7, - B : ’

o e, L (1ﬂ_;3+lﬁ_|2x+ﬂx“lalﬁlz+lﬂsz
1/4&171")3; 8y 271 g 2 n 2y
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Bg=l£;qf4alyl—ﬁlzarcrg —ﬁ1+2y1x9 +(_—Ii'2—lﬁ'}n[a +pBx+yx J
87, vaay - B an 4n
B —lx—zln yl(a;+ﬁ1x+.y|xl) +[ lﬂi ].(1‘ ].ﬂ} _ 4 161 ]
) 47, ‘4{1';7/1_‘]'312 48?’; 3?’; 16}’; 4 }']
B:;[—_iazx 18,18 ., 15 _laﬁl__ag]
U (day-p)\ 3T 8y 12 7, 12;«, 12 'y2 3 'y
4 3
D (;ﬂi ;ﬁ, 2ps202 B g o lﬂ_]x]
(4(1'1 =B ) h g L % i
B _lﬁl_ _1111[2] __i_lﬂiz
Ty 2 2, BN
C+C,+C,+C,+C.+C +C +C +C,+C +C,,+C,,+C
Mql(,r)z( ' 2 e 6 ; R Bl 12 ;3)
Onde:
B +2yx J
arclg | ————
¢ = [\f“al%ﬂl [—_lﬂu_za_f_u_f_zﬂ_féwﬂ_ﬁa
1 3 5  Elt : r 144
[431%‘.31_]\/430’:_&_ 1z 37 165" 8y' 6y
Bi+2y,
arctg | —=—
[«’4&1]’1 ﬂl] (Tﬁ] —Za_lzﬁ_r_éﬁlz —+§_E4_ - 2ﬁ]1 &5_
(4"“171 B Naay, -2 \6 70 e T Ty ey T T ey

P +2yx

vaa,y, - B’
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B +2yx
arctg| ——

i [qfd—al},l_ﬁl_] _lﬂ_l lﬂ, A li‘_z_ 1 Ei +1ﬁlz
3 \/4'5‘.7.';3.2 16}’1 4y : 2}’|- 12}{13 I 8}(13
B +2yx 51 A7 1«

C4=a”:tg[ﬁ Y — B Eﬂ—:_gyls
ay,—pr ! I
4
. [1 Blglph IE 1.0 J (e + Ao 7)]
96 ' 24 n o8y 4y
+[u_.-*_1ﬂsal]ln[(al+ﬁ1x+w~)]
327 8 7, (47, - B7)

Lﬁ_ls_lﬂ a1 B Lo )] —E,B3 a,
7 1 2 1
167 8 'y 16 ?’ﬁ (40’13/, B, ) 2 (4‘9':% B ) 8 (4a1}’1 B )
In ,6’1+2y1x? +1
40"[}/1 _ﬂl_
In yl(a1+ﬂ1x+}’1~rg) n yl(a1+ﬂ1x+?’|xl)
C _[_Lﬂ_ﬁ Lﬂ_ﬁx] (4(21}/;—[)’12) —lﬁzﬂx (4a1a”|_ﬂ12)
’ 48 3 16 y} (4a7,-57) 47" y? (4ar, - A7)
¥ 2 3 4 4
—la1x3+iﬂ; x3+iﬁ1¢ —iﬁ—’jx+lﬂ'ﬁ In[2]x
. 1 9 36 y, 24y~ 48 7, 8y’
" (dan-BY)|, 5 B 1B, n[2]x-1% g
127 2 7 :
5
ga13x+2a‘lgﬂ|x2 +£’9_1 Lo’ )3] .’ ﬁij _3 5 ?’l
e 1 3 96 7, 3 ¥, 16
o= 3 2
(40"}?/]_)3} ) _alﬁ_f_x3+ d ’6’_!_2 ,5’17 +§a_1}5’1 l N 2
7 192y 8 'y’ 2 8 ¥
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6 7 3
a’pix —aﬁ14f+ LA 3-#-L’B—l,.vc2 1A —lafﬁ—‘
- 1 2y By 9%y 9y
1 2
(4%}"_'3!) __al Blx a'; rix +$ﬂl#
n
7 2 o
_Lﬂ_lgal_iafﬁmf_lﬁfﬁ 2 lﬂl'*a_lx_lﬂl’x
i 1 48 7, 3 4 n 2 n 8y
= .
(4&59’1—}5’, ) +zﬂ;2at2y!x3 ﬂl
3 576 7!
: Inf2
_1)8_}3 _ii _L ﬂl l ﬂ[ ] 3 Il [2] lﬂ[2]
C.- 4 12 y° 2"‘1'."’|_ 6 4
13 2
A BL2E K
1
8 7' 9n 16y
B +2yx
-4;"1'[;'1“.‘:'!‘;,?{9
Gq2(x) =L B +2yx + iz~ A
2 (4a|}"1_)91_)(a1+ﬁ1x+}’|x_) (431?’1_}5’12)\/4531?’1*}%2
ﬂ“'hx m+}f'12x
12 1 —+72 2. 7
(4’31)’; _ﬂl_)(al +ﬂ1x+3’1r) (4"31?’1 _ﬂl_) (071 +ﬂ1x+?|x_)
Gq3(x) =

Bi+2yx ]
’\,‘4a;7’1 _ﬂL2
(4‘1'17[ _»312)2 ‘\,}4‘1'17'1 _‘ﬁlg

% 144y arctg {
+
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arctg {ﬁl +ers ]

‘\4‘4“1}’1 “}9|2

(4a1‘yj E 1612) '\/4317'; = 16,12

In [a1 + fx+ ijz:l
4’31}/; - 1812

(4?1‘1"" 25 ) 7.2
Hq2(x)= L
o

i 2
|| 22|
Véay, - B,

da,y, - 4312

(di+d2+d3)

H )=

Onde:

144y > xarctg (M] 72y, P arctg [M}

vaa,y, - B & 3}40',}’1—,6’,2

d, = > -
| (401% -5’ )_ Vi, B (4&'1:”1 -ﬂlg)_ 4oy, - B’
In (———ﬂﬁzhx ]2+1
e Jaday, - B’ .y ln[|a, +ﬁ,x+;w1xzﬂ
» = —30Y, 7 + 307, ] 7
| (4al}’1 _)BIE) | (4‘11:": _ﬁlg)
<6

d, = .
(4051?1 e )81_ ) (a] + :BII + ;lez)

Kq206) = (e, +e,+¢;)
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Onde:

arctg [ Bi+2nx

Jday, - B’ ]
" Zylx " =B (LJ
2y,

2y, \/451'};/, -B’

|

arcrg(ﬂ' 12 ]
B -\H-a]yl _ﬁiz [zﬁ }3}

" (40’1}/1 _ﬁiz)\/q'alﬂ -pB’

4 (a1+»31x+}"rxg)

In Ucrl +Bx+yx |] _xln[

. = (4alyi_ﬁ12)
2 (4a7,-B?) (47, - BY)
e, = =t X X A
" (dan, —ﬂf)[ F2nle 22'.)
_(fitfht 1)
Kq3(.l’) = T
Onde:
ﬂl 3 2 6 ﬂ] +2}’|x ﬂl +2}/1x
, [ 7Q, +T+ ;V! +§ﬂ1 - 4ﬂl}'1xJarclg[4am myE ] 180rcrg[4a]yl myE ]
e . + ‘
(401}’| *}5’12)-\/415!}}/1 _)8]2 (m]yl _ﬂiz)'\/'q'alyl *ﬂlz
In| |, + Bx+7,x’||In Al al +‘B'x+‘y' )
) | (40-'171 < )
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367,x+184, +72y,In[2] x

fi=

(45{1}’1 _ﬁ12)_

+g,+
Wa2ie) = Bt 8+ 85)

2
Onde:
fi+ 2 J
arctg| —— )
= ["4&’]%_’9}_ [E 3 ﬁiJ : 1’3_12 _alﬁlj
& = - = —yx + —5+fx + L
(41111}’1—,31_)\/4(1‘,311—}6,' 3 37 2y, Vi

+

arctg [7;31 i J
Jaa - B {l+iJ
\/40.'1}/1—;?,2 2n 2

|‘V1 (al +ﬂjx+y|x2)

; In . 5

P :ﬁlnﬂar*ﬂr“?’lx'i]_x_z | (4 - 7) 1 n( Btnx | .,
’ 2 (49':?’1 _ﬂtz) 2 (4521}’| ‘“)812) 12?’|2 \/4051}'1 —;5’12

g =;D[Ex2+zﬂx+lﬁ—';+ln[2]x3]
(40’,?’. _ﬁi_) 3 6 7 24

4 2 3
+—l - ,[Zalﬁjx—lﬂlg +a','3—1—ﬂ—lx]
(4‘1‘13’1_181_) +

N no 2y

(h+hy+hy+h +h+h+h)

a,

Mqg2(x) =
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Onde:

2 1
g[M’] “ta? 3L L
Vaay, - B° 6 7 16y 6 3
17 2 2 2
(40’1%—,31')\/461’1}/,—&' +lt8_1x2+l)8_13 .5 iﬁiz—aléx
4 7, 3y N 7
B +2yx
arctg| ——
[“4’21},1_’31 [1 3 1)9:2 la, 1 }‘312 1 B J
h, = - e e e a5
Jaa, - B dn 4y 3n 12y 2y
B +2yx 1 4y, - B’
—arctg| — | - — :
[‘V‘d'al?’; -5 16 h
ln[ a,+ Bx+yx !
hz‘:[le) ‘( —— 71 ) _iilslnﬂ(af'*ﬂ:x"'ylxz)]
6 (4ai?’1 E ﬁl_) 24 1
ln[ :"1(051 +fx+ 71"72)
_(lf) (4a;?’| ﬂi) __[Lﬁ_f_l B iﬁ]ln B+2rx | .4
2 1 & 2
6 (4a,7, - ;31—) 167 4 'y2 16y, sty - B2
A _[—1 x Jln [:”1(ai+ﬂ;x+7|x_)| 1 12 3, 12 ?”.2
4 —— 2 - 2
12 7, [ (4&'}}’1-;31") | (4a1}'; 431_) +z 34 ln[Z] s 1B
67’
-18° 4 3
Y alﬁlxz_Eﬂhe . 12ﬂ+la1&f
g 1 4 7, 8y 6 y 6y
~1 2 2 2 5
(4017"_/&) - alﬂ—'x+la;x iﬂ—'s
4! 3 96 7,
1 L 9ug 1B LB o @ 5,49 1 8
Ea]ﬁfx"—gal"ﬂl' __ﬂ_iz LS ___a:_}'i_IB__al_ﬁ_l+
o 1 48 y, 24 y, 9 18 4
s = - 5 4 7
(4a’lﬂvj_ﬁl_) +Laf ’B_l_zaz 2+_aﬂ_l +ga 2 3_L 4 S_Lﬁ_l
36 l}/}z 3 CBx P . * 9 Brx 36}9[ X 288 7
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B +2yx ]

36arctg -

(‘\}491?’1 =B 8 10 > o2

= e = Byx’ aﬂ’l 6 —ap +EAB| x+
(4‘2'1}"1 _)3;_) ‘\'I4Ct’,}", _)31_

18arctg ['3‘ Fayx ]
i ‘\J4al:"i ““ﬂlg (ﬁl J
]nl|3’t (al +ﬁlx+9’1x2)
_— ) 111“(1:1:1 +,31x+}/|x2)|:|

(431;"; ﬁl )\/4317; ﬁl g
4 VAT jz :|
| ( R ) +18y,x”

= Y

(461’}}/, o )3;2)2 (4!:!]}/, - ﬂ;l )2

].Il( ﬂl+2}llx ]+1

> Aoy, - B

B L) LR E
4 Vi (461’,}’! = ,31')
(4"11}';_131_) 61 72 15 6

+ﬁ|:a:ﬁ} _ﬂ_;+[2a1)31?’1 ﬁl J }
ay, — b !

Gttt jat s+ e+ i+ )
az

Mg3(x)= (

B
2 +6}’II3J
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Onde:

B +2yx o, 1 B
barctg| ——=| |7a’-10afx-4—Lp>+="L +y2x*
. {V‘laﬂﬁ_ﬁlz 1 o 4 1 2:"1_ 1

K= 2 5 4 3
(47, - B7) ey, - 5, +%ﬂ—‘,+%5ﬂ,2x2 By Ty Rtk g a B
-

1 g e

+2yx
3arctg 43'7]}
[\I4alyl _ﬂi_

(47, - B )4, - B

arctg{iﬂﬁrz‘v'x ]

3 3 2 Ay, =72

(3143;8_12_2&”5_4&5_1}} o \Jday—p
2},1 £ Vi 14 i 4}/1 ‘\j4a1?,]_,31_

|

h=

4 (al +fx+ ?’lxz)

|
(4(.21?'| 'ﬁ;z) ‘ X "

l|}’i (al +ﬁ1x+71x2)
|

B 3% (4alf’t _ﬁ12)
N (-ﬁl-t'.lrl}'L —,6’12)2 7 (49';3’1 _ﬂlz)
+3[2ﬂﬂt 1 ﬁlj +2}/|st ]n[|(a1 + fx+ }’,j’z)‘:l
4 1 (4&'1}’| -ﬂzg)

Ju =

In (—ﬂ,+2y1x ]9+1
38 ln[|a‘+’8'x+hx2[|_2[ﬂ_ks_4a1ﬁ1] '\J4a;?'1“ﬂ|2

2},I2 (4a;}'1“ﬂ|2) 4 :yiz :Vl

In [m-——m—ﬁ*”}’ij] +1
42;‘3 V4a17;“ﬁ1_

47 (4‘&;7’1 ‘ﬂlj)

§;le3 +7ﬂ,x2 +44::>:,x+f-1£x—8(::1 ln[Z]x

;o= -3 3 ¥

i T— 3 2

(4.~ 57) +4y, 1n[2]f+§ﬁ—',+2ﬁ—fln[2]x—2a,ﬂ
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!ﬁ

1

+2a,2y,Jx

al 5
+ —_—
o5, B~

| 59 s
. 6 [ﬁalﬂl}’l‘x _gﬂi ] ( 1!31
Js = 3 %
(4&’1}'1 _ﬂlh) +a|2)31 __S)BI‘ +a /9_1
L ] "
| 6 [arﬁldt_%ff_:_zafﬂfﬁ)x"‘[ 6 a’y’ +
Ja =—24
(4&'1}'1 - B ) _[iﬁls —26’.;’)’.37’1 +4a12ﬂ|}’12]12
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(4051:"1_1312){[2 [ ]J}’J 3"1_}

Por fim, tem-se:

a]:hu

_ 4 3h by

ﬁ'_L I L
2h. 4h, 2h.

i fa_ h—»+ hs
E %K

/31
6

1,3;

1ﬂ|

1

3 5 2
__alﬁl_?’fJx;‘
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APENDICE 5

APRESENTACAO DAS FUNCOES QUE COMPOEM AS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS DO PROBLEMA DE ARCOS ABATIDOS NAO PRISMATICOS
COM VARIACOES SIMETRICAS.

Neste anexo, sdo apresentadas as fun¢des que compdem as solugdes fundamentais do
problema de arcos abatidos ndo prismdticos com variagdes simétricas. Vale observar

que, GG(x) = F(x) e que as fungdes G(x), H(x), K(x) presentes no Capitulo VI,
sdo as mesmas apresentadas no anexo II, por este motivo, aqui serdo apresentadas
apenas as funcdes adicionais, que sio:

H.(x)= j'ﬁ(x)dx

W(x)= jK(x)dx (A.5.a-b)

Para o caso de arco tronco de pirdmide (Varia¢do apenas na altura), A(x) varia

linearmente e largura b constante, tem-se:

A(x) =[a,x+ B

I(x) = bM
2

1 (A.5.c-d)
Desta forma, tem-se:
2 3
(ax+5) {ln (|a1x+ﬁ. |) = EJ
H.(x)= 3
28,4,
Wx) = 6(a, x + B, Ilnﬂa::x + 5 |)— 1] (AS.e-f)
B,
Onde: o, = b~k eps =h
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J4, para o caso em que o arco sofre variacdo tanto na altura quanto na largura, tem-se:

A =lerx+ B Jerax+ ]

I(x) = [%“'gzllfl'”ﬁl]s

(A.5.g-h)

Para este caso, tem-se:

1 (ax+ ﬁz)z [ln (|af2x+ ﬂzI) - %] (enx+ ,31)2 [ln (‘a1x+ B, D - %}
H5(I)= (,B'lal —ﬁzaJ 2&‘22 = 2&13

a“(a'zx+ /5’2)3 lnﬂazx-;- B,

)_ %:| b;l(a1x+ﬁ)2[ln0a‘,x+ ﬂll)— E]

2
W(x)= — + :
6a, 2a,
11
d, (a,x+ B )| In{e,x+ B|)- —
+C“(a‘i.\’+ﬂl)[ln0a1x+ﬁll)_1]_ 1|( 1 }91) [ ﬂ 1 ;B1|) 6:|
20’}4 ﬁa:
(A5.i)
OndE:ﬁz = bz _bl € a,=h
L
J4, as constantes q,,, b,,, ¢, € d,, ficam:
12a,’
ay=—7—"""-1
(Ba, - pa,)
B 12a,cx,
: (Ba, _!‘32951)2
12,
Ch =
- (ﬁlaz - ﬁzal)
1 e (A.5.k-n)

) a,(pa, - p,a, )3
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Por fim, para o caso do arco tronco de cone, a drea da secio transversal e a inércia sdao

dados por:

A(x) = zla,x+ B,

I(X) - ff[a3x4+ ﬁB ]4

Para este caso, tem-se:

H(x)=— (a33'+ﬁ3)|:ln4a3x+ﬁ3|_1]

3
ma,

2In|ax + ]

4
3ra,

W(x)=—

(A.5.0-p)

(A5.q1)
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APENDICE 6

APRESENTACAO DAS FUNCOES QUE COMPOEM AS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS NO VETOR DE CARGA.

Nas integrais superiores dos deslocamentos para o cdlculo do vetor de carga do
problema axial, Euler e Timoshenko, tem-se:

p(x)=yAx)
Onde, para o caso da drea linear, quadritica e quartica, tem-se:

A(x)=b(a, + fx)
A(x) = b(a, + Bx+yx°)

A(x)=b(oy + fx+y, x> +0x +gx*)
ju;(x,fc)dx:%‘;_i){é(n—é(i):|+%sgn(x—i)ﬁ(i)

" _—sgn(x—X) 5 Rencills B Boper B - on
[ ur Cx. Sydvdx —T[H(x) » H(x)] + =GO+ sen(r- DF(D)

. % _—sgn(x—i‘) =T W i i . Bxthad
] up (. B)dvdxd = 52— [K(x) K(x):|+2EH(x)+4Esgn(x DG(F)

3

+L _sen(x-DF(F)

12E
[ [ [ur o 2 dxdxadx = %[iu) - IZ(}E)] + é K(Z)+ %sgn(x ~HHK)
3 4

L (;‘(ir)+ d
12E 48E

F(%)

o —sgn(x =X - AT B
[T [ [ur e %)dxdxdxdxax = gT[N(x) L N(x)] oo L+ san(r- DR
3 A °o. 5
3 -X)H (x)+ G(x)+
1o S DHN* L GO+ 0k

+

sgn(x— X)F(X)

J4 os wi(x,X) aqui, servem tanto para vigas de Euler-Bernoulli quanto para

Thimoshenko, para viga ndo prismatica de variagdo simétrica w (x,x)=0.
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j wr(x, X)dx =

. _ —sgn(x—Xx) e A i s o
jj' Wi (x, X)dxdx = —E~" 221 §5(x) - SS()]+ S5 S@+ osgn(x- HRE +——TH)
= r3 -
m w} (x, ¥)dxdxdx = . F(%)
4 -
- ASE sgn(x, x)T(x)

Ijjjn’;(x,i)dxdxdxdx M[RS(Y) RS(x)]+—TS(r)+—sgn(r X)SS(x)
3 4 5
12E S®+ 48E R(x)+ 120E T

2

.. _ —sgn(x—x) T e, A J—
_”j_” w, (x, x)dxdxdxdxdx = —-~——-2E [BS(I) BS(I)] + E RS(x)+ T sgn(x—x)7TS5(x)

3 -1- 5 6

—sgn(x- DS+ S + sgn(x—i)R(ilerOE

SATE sgn(x—x)T(x)

Aqui sao exibidos os w; (x,X), sdo validos tanto para vigas de Euler-Bernoulli quanto

para Thimoshenko.

Para o caso de Euler, tem-se:
j w;(x, X)dx = % [rK(x) +2rK(x)—3sgn(x—x)L(x) - L(i')] + %sgn(x -x)Y(x)

sgn(x X)

J'j' wh (x, £)dxdx = [rL( r)+3rL(x)]+—Y( %)+ sgn(x - HK(X)

~4sgn(x - X)[M (x)- M(x)]

s I 1p IR

.| ™ 4rM —r? ~3)L —¥
([ o s - o=y T TR
e 2E r . n . .
+gsgn(x—x)K(x)—SSgn(x—x)[N(x)—N(x)]
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37 .._
—L(x
2 (x)

rN(x)+5rN(X)+ %rg sgn(x— X)M (X) +
[ [ [ Cx. ®)dxdvvax = = sgn(x—%)|  r en(x - )Y (F) + il K(%)
2E 120 12

Para o caso de Timoshenko, tem-se:

jw;(x,i)dx =%[rK(x) +2rK (%) - 3sgn(x — ) L(x) - L(X) ]+

1 ; .
- %[Gsu) -G5(%) - rF5(%)]

—sgn(x—x)

” w,, (x, X)dxdx = oF

~6sgn(x, )[NN(x) - NN (%)]

2

r
2E

sgn(x— x)Y(x)

[rL(x)+3rL(i)]+%Y(i)+ 2 sgn(x- K ()

sgn(x— X)[H5(x) - H5(X)] - rG5(%)

—-4sgn(x - .{’)[M(X) “M(-'E)] -

—sgn(x— X)

”_f w, (x, X)dxdxdx =

3

2kG -%sgn(x—,i')FS(ﬁE)

4

rM(x)+4rM(jt)+%r: sgn(x— %)L(%) + ;—41’(5&)

3

+%sgn(x—i)K(.{c)—*Ssgn(x——i) [N(x)-N®)]

_ ﬁ[sgn(x, j‘f)[KS(I) - KS(}?)] -rH5(x) - %bgn(x,j-)cs(j‘:) _

—sgn(x—x)

3
% FS(f):|

3

rN(x)+5rN (%) + % r? sen(x - $)M (%) + %L(:E)

5 4

T it = ~2225

b
2xG

3
r

6

4

r x we &
- ; -x)Y(x)+—K
190 sgn(x—x)Y(x) n (x)

—6sgn(x, ¥)[NN(x)- NN(3)]

2

sgn(x, X)[L5(x) - L5(x)] - rK5(x) - % sgn(x, X)H5(%)

G5(3) - ;—45gn(x,£)ﬁ5(j:)
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Agora, sdo exibidos os u; (x, x), tanto para s@o vilidos tanto para vigas de Euler-

Bernoulli e Thimoshenko nao prismdticas com variacao nao simétricos. Para o caso
simétrico u,, (x,%) =0

J’ ), (x, X)dx =§[rR(x)+rR(i)—ZSgn(x—i')[S(x)—S(})H

H ), (x, %)dxdx =é{r5(x)+%sgn(x-i)fe(i) —3sgn(x—%)[SS(x) - SS(H)]+2rS(%)

3
r i -, -
([ x, Brdvadnax = = rSS(x) +-—R(%) ~4sgn(x - D[TS () - TS ()]
2E

+3rSS (%) + r* sgn(x — X)S(%)
§ 4
FTS(x) - sgn(x - H)[RS(x) - RS(D)] + ;—43gn(x —HRE

j j ”u; (x, %)dxdxdxdx = é ~4sgn(x - X)[RS(x) - RS(X)]+4rTS (}) + %sgn(x ~-%)SS(%)

3

r ~
§L.5
3 (x)

Aqui, sdo exibidos as integrais de w;‘(x, X), validos para vigas de Thimoshenko ndo

prismdticas com variagao nao simeétricos.

[ Wi By =ﬂ‘;;—_i)-[x(x) —K®)]+ "2r—£ [Y(R)+rO(3)]

D _ —sgn(x—-X) A rrsgn(x—X) ., . .
jj W’ (x, )dxdx = = | [L(x)- L(D)]+ R [Y (%) +rQ(3)]
X oa —sgn(x— X) . r .
J-H w,, (x, X)dxdxdx = 55 [L(x) - L(x)] + 55 L(x)
risgn(x-x)K(x) rsgn(x-X);,, . .
+ ¥ + T [Y(x) + rQ(x)]
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jj II w, (x, X)dxdxdxdx =

%[Mu) M(x)]+—L(t)

. r’sgn(x —X)L(%) . r3K(5c) r* sgn(x —
4E 12E 48E

[Y(x)+ rQ(%)]

Por fim, siio exibidos as integrais de u_ (x,X), vilidos para vigas de Thimoshenko nio

prismaticas com varia¢@o nio simétricos, para o caso simétrico u,, (x,x)=0.

Iu;(x,x)dx—W[R(x) R(x)]——rT().)

. _sgn(x—x) rPsgn(x—%) , . rlsgn(x-%) .. .
Hum(x,x)dxdx 7[5() S()]- — RO-— T
%o o sgn(x ) rS(r) rPRx) r ..
xdxdx = 2 YT g ss LA

JIf 0, e, Rredxdx = [$5C0)-$8(8)] - r e ®

j_”_[“;(L D)dxdxdxdx = %[SSSU} SSS ()] rSSéx) - sgn(z}—;x)S(x)
Crisgn(x—HR(E)  rsgn(x-HT(X)
48E 48E

T(x)
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