
Universidade Federal da Paráıba
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O sucesso é ir de fracasso em

fracasso sem perder o en-

tusiasmo. (Winston Chur-

chill).



Agradecimentos

A Deus, por sempre me abençoar e por colocar pessoas excelentes em minha vida,

que me ajudaram nesta conquista.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal estudar a teoria dos espaços de sequências.

Para isso elencamos alguns dos resultados fundamentais neste contexto. Estudamos

também o espaço das sequências B-absolutamente somáveis e por fim abordamos uma

versão bilinear do teorema de Orlicz-Pettis.

Palavras-chave: espaços de sequências, espaços de Banach, sequências absolutamente

somáveis, teorema de Orlicz-Pettis.



Abstract

This work has as main objective to study the theory of sequence spaces. For that,

we list some of the fundamental results in this context. We also studied the space of

the B - absolutely summing sequences and finally we approach a bilinear version of the

Orlicz-Pettis theorem.

Keywords: sequence spaces, Banach spaces, absolutely summing sequences, Orlicz-

Pettis theorem.
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Notações

Neste trabalho X, Y e Z denotam, à menos de menção contrária, espaços de Banach

e B : X×Y → Z uma aplicação bilinear limitada. A seguir, listamos algumas notações

utilizadas neste trabalho.

• K denota o corpo dos reais ou complexos;

• BX denota a bola unitária fechada de X;

• L(X, Y ) denota o espaço dos operadores lineares limitados de X em Y ;

• X∗ = L(X,K) denota o dual topológico de X;

• X∗∗ denota o dual topológico de X∗, o qual chamamos de bidual;

• `1 denota o espaço das sequências absolutamente somáveis a valores em K;

• `∞ denota o espaço das sequências limitadas tomando valores em K;

• c0 denota o espaço das sequências que convergem para zero tomando valores K;

• `1(X) denota o espaço das sequências absolutamente somáveis de X;

• `1
w(X) denota o espaço das sequências fracamente absolutamente somáveis de X;

• UC(X) denota o espaço das sequências incondicionalmente somáveis de X;

• wUC(X) denota o espaço das sequências fracamente incondicionalmente somáveis

de X;

• X denota o fecho do conjunto X;
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• Xw
denota o fecho na topologia fraca do conjunto X;

• `1
B(X) denota o espaço das sequências B-absolutamente somáveis de X;

• B-UC(X) denota o espaço das sequências B-incondicionalmente somáveis de X;

• W∗(X∗, Y ) denota o espaço das funções lineares limitadas de X∗ em Y que são

fraca estrela norma cont́ınuas;

• W(X, Y ) denota o espaço de todas as aplicações completamente cont́ınuas de X

em Y ;

• φB denota a aplicação de X em L(Y, Z), dada por φB(x) = B(x, ·);

• ψB denota a aplicação de Y em L(X,Z), dada por φB(y) = B(·, y);

• B∗ denota a aplicação de X × Z∗ em Y ∗, dada por B∗(x, z∗)(y) = z∗(B(x, y));

• Π(X, Y ) denota o espaço das aplicações absolutamente somantes de X em Y ;

• span{X} denota o espaço das combinações lineares finitas de elementos de X;

• P p(µ,X) denota o espaço das funções simples mensuráveis Pettis p-integráveis;

• m : Σ → X representa um vetor mensurável aditivo em uma σ-álgebra Σ de

subespaços não vazios de Ω, com (Ω,Σ, µ) um espaço mensurável finito;

• L1
w(m) denota o espaço das funções fracamente integráveis com respeito a m;

• L1(m) denota o espaço das funções integráveis com respeito a m;

• I1
w(m) denota o operador integral de L1(m) em X, dado por I1

m(f) =
∫

Ω
f dm.
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Introdução

Abordaremos neste trabalho alguns conceitos e resultados sobre a teoria dos espaços

de sequências, que é um ramo de estudo da análise funcional. É sabido de [2] que uma

sequência numérica é absolutamente somável se, e somente se, é incondicionalmente

somável. Esse resultado se estende para qualquer espaço de dimensão finita. Entre-

tanto, apenas em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers mostraram que esse comporta-

mento não se verificava nos espaços de Banach de dimensão infinita. Eles provaram que

em todo espaço de Banach de dimensão infinita, existem sequências incondicionalmente

somáveis que não são absolutamente somáveis. Essas sequências tem seu papel de des-

taque na teoria dos espaços de Banach, pois elas caracterizam os espaços normados

completos, a saber, um espaço normado é completo se, e somente se, toda sequência

absolutamente somável é incondicionalmente somável. Um outro resultado clássico da

teoria dos espaços de sequências encontrado em [5] é o teorema de Orlicz-Pettis, que

afirma: em qualquer espaço de Banach, uma sequência ser fracamente incondicional-

mente somável é equivalente a ser incondicionalmente somável.

No primeiro caṕıtulo, vamos apresentar os espaços das sequências somáveis: abso-

lutamente, fracamente absolutamente, incondicionalmente e fracamente incondicional-

mente; denotados respectivamente por `1(X), `1
w(X), UC(X) e wUC(X). Mostraremos

alguns resultados sobre esses espaços com o intuito de fornecer base para podermos

estudar o espaço das sequências B-absolutamente somáveis. Iremos estabelecer que

`1(X) ⊆ UC(X) ⊆ wUC(X) ⊆ `1
w(X) e isso nos leva a refletir sobre quais situações

poderemos ter igualdade entre esses espaços. Com o aux́ılio da versão fraca do teorema

de Dvoretzky-Rogers, provaremos que sendo X um espaço de Banach, então X tem

dimensão finita se, e somente se, `1(X) = `1
w(X). Já o teorema de Bessaga e Pe lczyński

assegura que `1
w(X) = UC(X) se, e somente se, X não contém uma imersão do c0.

No caṕıtulo 2, tendo como base [9] e considerando X, Y e Z espaços de Banach e

B : X×Y −→ Z uma aplicação bilinear limitada, vamos definir o espaço das sequências

B-absolutamente somáveis, denotado por `1
B(X), introduzir uma norma neste espaço e

observar que, em geral, `1
B(X) não é completo mesmo X sendo um espaço de Banach.

Para o desenvolvimento da teoria, apresentaremos um novo conceito sobre o espaço
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de Banach X com o objetivo de tornar `1
B(X) completo. Além disso, iremos tratar

também das sequências B-incondicionalmente somáveis.

No terceiro e último caṕıtulo, demonstraremos o principal resultado do trabalho,

sendo ele uma versão bilinear do teorema de Orlicz-Pettis, que estudamos em [9]. Uma

das utilidades desta versão é usar aplicações bilineares, satisfazendo certas condições,

para mostrar que algumas sequências são incondicionalmente somáveis. Apresentare-

mos também algumas aplicações na teoria de medida.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns conceitos e resultados no âmbito da teoria

dos espaços de sequências, que nos darão base para que possamos abordar os temas

dos caṕıtulos subsequentes. A menos de menção contrária, os resultados obtidos nesta

seção foram estudados em [2] e [5]. Sempre consideraremos X, Y e Z espaços de Banach

sobre K = R ou C.

1.1 Definições e resultados

Definição 1.1. Dizemos que uma sequência (xn)n∈N é absolutamente somável em

X se a série
∞∑
i=1

‖xn‖ é convergente. Denotaremos por `1(X) o espaço de todas as

sequências absolutamente somáveis de X.

Note que, com as operações usuais de sequência, `1(X) é um espaço vetorial. Além

disso, sendo x = (xn)n∈N e usando as propriedades de séries, sabemos que ‖x‖`1(X) =
∞∑
i=1

‖xn‖ define uma norma sobre `1(X).

Proposição 1.1. O espaço das sequências absolutamente somáveis é um espaço de

Banach com a norma ‖.‖`1(X).

Demonstração: Seja (xr)r∈N uma sequência Cauchy em `1(X). Dáı, dado ε > 0,

existe r0 ∈ N tal que

∞∑
j=1

‖xkj − xrj‖ = ‖(xkj − xrj)j∈N‖`1(X) = ‖xk − xr‖`1(X) < ε, sempre que k, r ≥ r0.
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1. Conceitos Preliminares

Em particular, para cada j ∈ N, temos

‖xkj − xrj‖ ≤
∞∑
j=1

‖xkj − xrj‖ < ε, sempre que k, r ≥ r0.

Com isso, para cada j ∈ N, a sequência (xrj)r∈N é uma sequência de Cauchy em X

e como X é Banach, (xrj)r∈N converge para um certo xj em X. Deste modo, sendo

y = (xj)j∈N e fazendo k →∞ na última desigualdade, temos

∞∑
j=1

‖xj − xrj‖ = ‖y − xr‖`1(X) < ε, sempre que r ≥ r0.

Logo, xr
r−→ y e (xj − xrj)j∈N é uma sequência absolutamente somável, sempre que

r ≥ r0. Mas note que

xj = (xj − xr0j ) + xr0j , ∀j ∈ N,

e assim,

y = (xr0j − xj)j∈N + (xr0j )j∈N,

o que implica em, y ∈ `1(X), pois (xr0j )j∈N, (x
r0
j − xj)j∈N ∈ `1(X) e `1(X) é um espaço

vetorial. Portanto, o espaço é de Banach pois xr
r−→ y ∈ `1(X).

Definição 1.2. Uma sequência (xn)n∈N é dita fracamente absolutamente somável

se a série
∞∑
i=1

|ϕ(xn)| é convergente para todo ϕ ∈ X∗. Denotaremos por `1
w(X) o espaço

de todas as sequências fracamente absolutamente somáveis de X.

Note que, com as operações usuais de sequência, `1
w(X) é um espaço vetorial. Enun-

ciaremos o Teorema do Gráfico fechado, cuja prova pode ser encontrada em [2, Teorema

2.5.1], para que possamos demonstrar o próximo lema, que nos dará base para definir-

mos uma norma sobre `1
w(X).

Teorema 1.2. (Teorema do Gráfico fechado) Sejam X e Y espaços de Banach, T :

X → Y um operador linear e Graf(T ) = {(x, T (x)) ; x ∈ X)}. Então,

T é cont́ınuo⇔ Graf(T ) é fechado em E × F.

Lema 1.3. Para cada x = (xn)n∈N ∈ `1
w(X), tem-se

sup
ϕ∈BX∗

∞∑
i=1

|ϕ(xi)| <∞.
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1. Conceitos Preliminares

Demonstração: Seja Tx : X∗ −→ `1(X), dado por Tx(ϕ) = (ϕ(xn))n∈N. Pela de-

finição de `1
w(X), temos que Tx está bem definido. Com isso, é suficiente provar que

Tx é linear e cont́ınuo para acabar a demonstração do lema, pois assim teremos

sup
ϕ∈BX∗

∞∑
i=1

|ϕ(xi)| = sup
ϕ∈BX∗

‖(ϕ(xn))n∈N‖`1(X) = sup
ϕ∈BX∗

‖Tx(ϕ)‖`1(X) = ‖Tx‖ <∞.

A linearidade de Tx é clara, pois dados ϕ, ψ ∈ X ′ e λ ∈ K, temos

Tx(λϕ+ ψ) = ((λϕ+ ψ)((xn)n∈N)) = λϕ((xn)n∈N) + ψ((xn)n∈N) = λTx(ϕ) + Tx(ψ).

Para a continuidade, usaremos o Teorema do Gráfico Fechado. Já sabemos que X∗ e

`1 são espaços de Banach. Com isso, para cada k ∈ N, seja (ϕk, Tx(ϕk)) ∈ Graf(Tx)

tal que (ϕk, Tx(ϕk)) −→ (ϕ, y) ∈ X∗ × `1. Logo,

Tx(ϕk) = (ϕk(xj))j∈N
k−→ y = (yj)j∈N em `1.

Ou seja, dado ε > 0 existe k0 ∈ N de modo que

k > k0 ⇒ ‖Tx(ϕk)− y‖l1 < ε⇒
∞∑
j=1

|ϕk(xj)− yj| < ε.

Com isso, para qualquer j ∈ N,

k > k0 ⇒ |ϕk(xj)− yj| < ε

Sendo assim, ϕk(xj)
k−→ yj em K, para todo j ∈ N. Por outro lado, como ϕk converge

uniformemente para ϕ em X∗, então temos a convergência pontual, isto é,

ϕk(xj)
k−→ ϕ(xj) em K, para todo j ∈ N.

Mas pela unicidade do limite, ϕ(xj) = yj, para todo j ∈ N. Logo,

y = (yj)j∈N = (ϕ(xj))j∈N = Tx(ϕ).

Portanto, Graf(Tx) é fechado em X∗ × `1 e pelo Teorema do Gráfico Fechado, Tx é

cont́ınuo.

Desta forma, mediante ao lema anterior, se x = (xn)n∈N uma sequência fracamente

absolutamente somável em X, então sup
ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

|ϕ(xn)| é finito. Com isso, ‖ · ‖`1w(X)
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1. Conceitos Preliminares

está bem definido e, devido as propriedades de séries, é posśıvel provar que define uma

norma sobre `1
w(X).

Proposição 1.4. O espaço das sequências fracamente absolutamente somáveis é um

espaço de Banach com a norma ‖ · ‖`1w(X).

Demonstração: Seja (xk)k∈N uma sequência de Cauchy em `1
w(X). Dáı, dado ε > 0,

existe um k0 ∈ N tal que

k, r ≥ k0 ⇒ sup
ϕ∈BX∗

∞∑
i=1

|ϕ(xkj − yrj )| = ‖(xkj − yrj )j∈N‖`1w(X) = ‖xk − yr‖`1w(X) < ε.

Para j ∈ N e qualquer ϕ ∈ BX∗ , temos

|ϕ(xkj − yrj )| ≤
∞∑
i=1

|ϕ(xkj − yrj )| ≤ sup
ϕ∈BX∗

∞∑
i=1

|ϕ(xkj − yrj )| < ε, sempre que k, r ≥ k0

e com isso,

|ϕ(xkj − yrj )| < ε, sempre que k, r ≥ k0.

Implicando em,

sup
ϕ∈BX∗

|ϕ(xkj − xrj)| < ε, sempre que k, r ≥ k0.

Mas pelo Teorema de Hahn-Banach, temos para todo j ∈ N,

‖xkj − xrj‖ = sup
ϕ∈BX∗

|ϕ(xkj − xrj)| < ε, sempre que k, r ≥ k0.

Com isso, podemos concluir que a sequência (xkj )k∈N é uma sequência de Cauchy em

X, para cada j ∈ N fixado. Como X é um espaço de Banach, segue que existe yj ∈ X
tal que xkj

k−→ yj em X para cada j ∈ N. Deste modo, podemos considerar a sequência

y = (yj)j∈N.

Afirmação 1.1. y ∈ `1
w(X) e xk −→ y em `1

w(X).

Com efeito, notemos que para cada m ∈ N fixado, tem-se

m∑
i=1

|ϕ(xki − xri )| ≤
∞∑
i=1

|ϕ(xki − xri )| ≤ ‖xki − xri‖`1w(X) < ε, sempre que k, r ≥ k0.

Fazendo r −→∞, obtemos

m∑
i=1

|ϕ(xki − yi)| ≤ ε, sempre que k, r ≥ k0 e para todo m ∈ N

7



1. Conceitos Preliminares

e fazendo m −→∞, obtemos

∞∑
i=1

|ϕ(xki − yi)| ≤ ε, sempre que k, r ≥ k0. (1.1)

Dáı, sendo ψ ∈ X∗ com ψ 6= 0, sabemos que ψ
||ψ|| ∈ BX∗ e, consequentemente, se k ≥ k0,

temos
∞∑
i=1

∣∣∣∣ ψ||ψ||(xki − yi)
∣∣∣∣ ≤ ε

ou seja,
∞∑
i=1

|ψ(xki − yi)| ≤ ||ψ||ε

concluindo assim que, para k ≥ k0, a sequência (xk − y)k∈N ∈ `1
w(X). Em particular,

para k = k0 tem-se (xk0 − y) ∈ `1
w(E), e como `1

w(E) é um espaço vetorial sobre K,

temos que y = xk0 − (xk0 − y) ∈ `1
w(E). Além disso, por (1.1) temos

||xk − y||`1w(X) = sup
ϕ∈BX∗

∞∑
i=1

|ϕ(xki − yi)| < ε, sempre que k ≥ k0,

mostrando que (xk)k∈N converge para y ∈ `1
w(X).

Usaremos a notação `1
w∗(X

∗) para denotar o espaço de todas as sequências (ϕn)n∈N

de X∗ tal que a série
∞∑
i=1

|ϕn(x)| é convergente para todo x ∈ X. Analogamente aos

espaços anteriores, com as operações usuais de sequência `1
w∗(X

∗) é um espaço vetorial.

Lema 1.5. Sendo (ϕn)n∈N ∈ `1
w∗(X

∗), temos que

sup
x∈BX

∞∑
i=1

|ϕn(x)| <∞.

Demonstração: Seja ϕ = (ϕn)n∈N ∈ `1
w∗(X

∗) e defina a seguinte função

Tϕ : X −→ `1, com T (x) = (ϕn(x))n∈N.

É fato que Tϕ está bem definida, pois (ϕn)n∈N ∈ `1
w∗(X

∗). Além disso, dado x, y ∈ X
e λ ∈ K, temos

Tϕ(λx+ y) = (ϕn(λx+ y))n∈N = λ(ϕn(x))n∈N + (ϕn(y))n∈N = λTϕ(x) + Tϕ(y)

Afirmação 1.2. Tϕ é cont́ınua.
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1. Conceitos Preliminares

De fato, considere (xn, Tϕ(xn))n∈N ∈ Graf(Tϕ) uma sequência convergente. Logo,

existe x ∈ X e y = (yn)n∈N ∈ `1(X) tal que xn → x e Tϕ(xn) → y. Deste modo, pela

definição de Tϕ e sabendo que Tϕ(xn)→ y, dado ε > 0, para n suficientemente grande,

temos
∞∑
k=1

|ϕk(xn)− yk| < ε.

Logo, para todo k ∈ N, segue que

|ϕk(xn)− yk| < ε,

e assim,

lim
n→∞

ϕk(xn) = yk.

Por outro lado, sabemos que lim
n→∞

xn = x e como ϕk é cont́ınua para todo k ∈ N, segue

que

lim
n→∞

ϕk(xn) = ϕk(x).

Assim, pela unicidade do limite, para cada k ∈ N, temos ϕk(x) = yk e podemos concluir

que

y = (yk)k∈N = (ϕk(x))k∈N = Tϕ(x).

Logo, o gráfico de Tϕ é fechado e pelo Teorema do gráfico fechado segue que Tϕ é

cont́ınuo. Dáı,

||Tϕ|| <∞⇒ sup
x∈BX

||Tϕ(x)||`1(X) <∞⇒ sup
x∈BX

∞∑
i=1

|ϕn(x)| <∞.

O lema anterior nos garante que para || · ||`1
w∗ (X∗) está bem definida. Além disso,

usando os propriedades de séries é posśıvel demonstrar que ||.||`1
w∗ (X∗) define uma norma

em `1
w∗(X

∗).

Proposição 1.6. `1
w∗(X

∗) é uma espaço de Banach com a norma ||.||`1
w∗ (X∗).

Demonstração: Seja (ϕk)k∈N uma sequência de Cauchy em `1
w∗(X

∗). Dáı, dado ε > 0,

existe k0 ∈ N tal que

k, r > k0 ⇒ sup
x∈BX

∞∑
i=1

|(ϕki − ϕri )(x)| = ||ϕk − ϕr||`1
w∗ (X∗) < ε

9



1. Conceitos Preliminares

e, por maior razão, para qualquer i ∈ N, temos

k, r > k0 ⇒ |(ϕki − ϕri )(x)| ≤ sup
x∈BX

∞∑
i=1

|(ϕki − ϕri )(x)| < ε.

Dáı,

k, r > k0 ⇒ ‖ϕki − ϕri‖ = sup
x∈BX

|(ϕki − ϕri )(x)| < ε

e para cada i ∈ N, (ϕni )n∈N é uma sequência de Cauchy em X∗. Logo, existe ϕi ∈ X∗

tal que lim
n→∞

ϕni = ϕi. Tome ϕ = (ϕi)i∈N.

Afirmação 1.3. ϕ ∈ `1
w∗(X

∗) e (ϕk)k∈N → ϕ em `1
w∗(X

∗)

De fato, sabemos que

k, r > k0 ⇒ sup
x∈BX

∞∑
i=1

|(ϕki − ϕri )(x)| < ε.

Fazendo o trucamento na série como na Proposição 1.4 e r →∞, segue

k, r > k0 ⇒ sup
x∈BX

∞∑
i=1

|(ϕki − ϕi)(x)| < ε.

Ou seja, (ϕk)k∈N converge para ϕ. Além disso, de maneira análoga a Proposição 1.4,

podemos concluir que (ϕki − ϕi)i∈N ∈ `1
w∗(X

∗). Todavia, como (ϕi)n∈N ∈ `1
w∗(X

∗) e

`1
w∗(X

∗) é um espaço vetorial, segue que ϕ ∈ `1
w∗(X

∗). Logo, `1
w∗(X

∗) é um espaço de

Banach.

Definição 1.3. Dizemos que uma sequência x = (xn)n∈N é incondicionalmente

somável se a série
∞∑
i=1

xσ(n) é convergente para qualquer permutação σ : N −→ N.

O conjunto formado por todas as sequências incondicionalmente somáveis de X será

denotado por UC(X).

Observe que mediante as propriedades de sequências e séries, podemos dizer que

UC(X) define um espaço vetorial. A seguir iremos mostrar alguns resultados que ca-

racterizam este espaço, com o intuito de estabelecer uma cadeia crescente de espaços

de sequências que nos dará motivação para estudarmos o Clássico Teorema de Orlicz-

Pettis.

10
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Proposição 1.7. Seja (xn)n∈N uma sequência em X. Então as seguintes sentenças

são equivalentes:

1. (xn)n∈N é uma sequência incondicionalmente somável;

2. Para cada ε > 0, existe nε ∈ N tal que, quando M é um subconjunto finito de N

com minM > nε, tem-se

∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε;

3.

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

xnk

∥∥∥∥∥ é convergente para qualquer (nk)k∈N ⊂ N;

4. A série
∞∑
k=1

εnxn é convergente com εn ∈ {−1, 1} para todo n ∈ N.

Demonstração: (1 ⇒ 2) Suponhamos por absurdo que (xn)n∈N é uma sequência

incondicionalmente somável mas podemos encontrar δ > 0 de modo que, para todo

m ∈ N, existe M ⊂ N finito tal que

minM > m e

∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Sendo m = 1, existirá M1 ⊂ N finito tal que

minM1 > 1 e

∥∥∥∥∥∑
n∈M1

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Para m = maxM1, existirá M2 ⊂ N finito tal que

minM2 > maxM1 e

∥∥∥∥∥∑
n∈M2

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Analogamente, sendo m = maxMi−1, existirá Mi ⊂ N finito tal que

minMi > maxMi−1 e

∥∥∥∥∥∑
n∈Mi

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Desta forma, podemos considerar (Mi)i∈N uma sequência de subconjuntos finitos de N
de modo que

minMi > maxMi−1 e

∥∥∥∥∥∑
n∈Mi

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Assim, defina uma permutação σ : N −→ N que leva elemento inteiros positivos de

intervalos da forma [minMi,minMi+|Mi|] em Mi, cujo |Mi| representa a quantidade de

11
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elementos do conjunto Mi. Veja que a quantidade de elementos em [minMi,minMi +

|Mi|] é dada por

minMi + |Mi| −minMi = |Mi|

Além disso, sabemos por construção que Mi ∩ Mi+1 = ∅ e que |Mi| ≤ maxMi −
minMi, para qualquer i ∈ N. Logo, |Mi| + minMi < maxMi + 1. Mas por hipótese,

maxMi < minMi+1, logo maxMi+1 ≤ minMi+1. Portanto, |Mi|+minMi < minMi+1.

Concluindo assim que os intervalos [minMi,minMi + |Mi|] são disjuntos para todo

i ∈ N. Portanto, temos que σ está bem definida.

Afirmação 1.4. Sn =
n∑
k=1

xσ(k) não é de Cauchy.

De fato, tome ε = δ > 0. Então, pelo que provamos, para todo m ∈ N, existe um

Mn elemento da sequência (Mi)i∈N de modo que

minMn > m e

∥∥∥∥∥∑
n∈Mi

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Dáı, tomando p = minMn − 1 e q = minMn + |Mn|, teremos que q ≥ p+ 1 > m com

q ≥ p+ 1 > m e ‖Sq − Sp‖ =

∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
k∈Mn

xk

∥∥∥∥∥ ≥ δ = ε.

Logo, (xσ(n))n∈N não é somável, o que é um absurdo, pois (xn)n∈N é incondicionalmente

somável.

(2 ⇒ 1) Seja σ : N −→ N permutação e considere Sn como a soma parcial com

relação a sequência (xσ(i))i∈N, isto é, Sn =
n∑
i=1

xσ(i). Dado ε > 0, por hipótese, existe

nε ∈ N satisfazendo as condições de 2. Deste modo, existe mε ∈ N suficientemente

grande de forma que {1, ..., nε} ⊂ {σ(1), ..., σ(nε)}. Com isso, segue que para p, q ∈ N
com q ≥ p+ 1 ≥ mε, temos que σ(p+ 1), σ(q) > nε, e assim

‖Sq − Sp‖ =

∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈{σ(p+1),...,σ(q)}

xk

∥∥∥∥∥∥ < ε.

Logo, (Sn)n∈N é uma sequência de Cauchy e portanto é convergente.

(2 ⇒ 3) Dado ε > 0, podemos escolher nε ∈ N de forma que

∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε para

todo qualquer subconjunto de finito M ⊂ N de modo que minM > nε. Com isso, seja

(kn)n∈N uma sequência de crescente. Logo kn ≥ n, para qualquer n ∈ N. Para p, q ∈ N
com q ≥ p + 1 ≥ nε, temos que kq ≥ q > nε e kp+1 ≥ p + 1 > nε e assim, (Tn)n∈N,

12



1. Conceitos Preliminares

com Tn =
n∑
j=1

xkj , é uma sequência de Cauchy. Com efeito, sendo M0 = {kp+1, ..., kq},

segue que

‖Tq − Tp‖ =

∥∥∥∥∥
q∑

j=p+1

xkj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈M0

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Sendo assim, (xkj)j∈N é somável.

(3 ⇒ 4) Considere a sequência (εn)n∈N com εn ∈ {−1, 1} para qualquer n ∈ N
e seja (xn)n∈N uma sequência se satisfaz 3. Considerando S+ = {n ∈ N; εn = 1} e

S− = {n ∈ N; εn = −1} com a ordem natural de N, temos por hipótese que
∑
n∈S+

xn e

∑
n∈S−

xn são convergentes. Tome Rn =
n∑
k=1
k∈S+

xk e Vn =
n∑
k=1
k∈S−

xk. Logo, dado ε > 0, como

as séries
∑
n∈S+

xn e
∑
n∈S−

xn são convergentes, existe m+
ε ∈ N de modo que

q > p > m+
ε ⇒ ‖Rq −Rp‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

k∈S+

xk

∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

Analogamente, existe m−ε ∈ N de modo que

q > p > m−ε ⇒ ‖Vq − Vp‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

k∈S−

xk

∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

Escolhendo mε = max{m+
ε ,m

−
ε }, temos que, para q > p > mε, a sequência dada por

Sn =
n∑
k=1

εkxk satisfaz

‖Sq − Sp‖ =

∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

εkxk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

k∈S+

xk −
q∑

k=p+1

k∈S−

xk

∥∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

k∈S+

xk

∥∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

k=p+1

k∈S−

xk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Assim, a sequência (Sn)n∈N é uma sequência de Cauchy, logo é convergente.

(4 ⇒ 2) Suponhamos por absurdo que 2 não é válida, isto é, existe δ > 0, uma

sequência (Mk)k∈N com Mk ⊂ N finito para todo k ∈ N, maxMk < minMk+1 e∥∥∥∥∥∑
n∈Mk

xn

∥∥∥∥∥ ≥ δ para todo k. Dáı, defina

13
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εn =

{
1, se n ∈

⋃∞
k=1Mk

−1, se n /∈
⋃∞
k=1 Mk

Agora considere a sequência Sn =
n∑
k=1

(1 + εk)xk. Sendo m um número natural

qualquer, podemos escolher um k > 0 de modo que m < minMk. Com isso,

Sn =

∥∥∥∥∥
maxMk∑
n=minMk

(1 + εn)xn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈Mk

2xn

∥∥∥∥∥ ≥ 2δ

Sendo assim, a sequência (Sn)n∈N não é de Cauchy, logo não é convergente, o que é

uma contradição pois
∞∑
k=1

xn ou
∞∑
k=1

εnxn não será convergente.

Proposição 1.8. As afirmações abaixo são todas equivalentes:

1. Toda série absolutamente convergente em X é incondicionalmente convergente.

2. Toda série absolutamente convergente em X é convergente.

3. X é um espaço de Banach.

Demonstração:

(1 ⇒ 2 ) Segue direto da hipótese.

(2 ⇒ 3 ) Seja (xn)n∈N uma sequência de Cauchy em E. Assim, dado k ∈ N,

existe n
(k)
0 ∈ N tal que ‖xn − xm‖ < 2−k, sempre que n,m > n

(k)
0 . Logo, existem

n1 < n2 < · · · , tais que

‖xnk − xnk+1
‖ < 2−k, para todo k ∈ N,

e deste modo,
∞∑
k=1

‖xnk − xnk+1
‖ ≤

∞∑
k=1

2−k = 1.

Assim, a série
∞∑
k=1

(xnk − xnk+1
) é absolutamente convergente e, por hipótese, é conver-

gente. Por outro lado, observe que

xnk+1
= xn1 +

k∑
j=1

(xnj+1
− xnj), para todo k ∈ N,

e dáı, fazendo k → ∞, segue que a sequência (xn)n∈N é convergente, pois mostramos

uma subsequência convergente de uma sequência de Cauchy.
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(3 ⇒ 1 ) Seja (xn)n∈N uma sequência absolutamente convergente em E. Sabemos

que, para séries de números reais, convergência absoluta e incondicional coincidem.

Deste modo, para qualquer bijeção σ dos naturais, a série
∞∑
k=1

‖xσ(n)‖ converge. Logo,

dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xσ(k) −
m∑
k=1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

‖xσ(k)‖ <
∞∑

k=n0

‖xσ(k)‖ < ε.

Isso sempre que n > m > n0. Dáı, temos que a série
∞∑
k=1

xσ(n) é convergente pelo

critério de Cauchy, o qual pode ser encontrado em livros de Cálculo.

Definição 1.4. Uma sequência (xn)n∈N em X é chamada de fracamente incondici-

onalmente somável se a série
∞∑
n=1

xσ(n) é fracamente convergente, com σ : N → N

uma permutação qualquer, ou seja, se
∞∑
n=1

ϕ(xσ(n)) é convergente para qualquer ϕ ∈ X∗

e qualquer permutação σ : N → N. Denotaremos o conjunto de todas as sequências

fracamente incondicionalmente somáveis de X por wUC(X).

Proposição 1.9. Se (xn)n∈N ∈ wUC(X), então (xn)n∈N ∈ `1
w(X) e dado M ⊂ N,

existe xM ∈ X tal que

∑
n∈M

ϕ(xn) = ϕ(xM), para todo ϕ ∈ X∗.

Demonstração: Sendo (xn)n∈N ∈ wUC(X), temos que
∞∑
n=1

xσ(n) é fracamente con-

vergente, com σ : N → N uma permutação qualquer. Deste modo,
∞∑
n=1

ϕ(xσ(n)) é

convergente para todo ϕ ∈ X∗ e qualquer permutação σ : N −→ N. Em particular,

tomando σ(n) = n, temos que
∞∑
n=1

ϕ(xn) é convergente para todo ϕ ∈ X∗. Portanto,

(xn)n∈N ∈ `1
w(X). Agora considere M = {n1 < n2 < n3 < · · · }. Se M for finito, então

∑
n∈M

ϕ(xn) = ϕ

(∑
n∈M

xn

)
.

Mas como ϕ é sobrejetivo, podemos dizer que
∑
n∈M

xn = xM ∈ X, como queŕıamos

demostrar. Por outro lado, sendo M infinito, como (xn)n∈N ∈ wUC(X), dado ϕ ∈ X∗
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e uma permutação σ : N −→ N, temos

∞∑
n=1

ϕ(xσ(n)) <∞,

e assim, a sequência (ϕ(xn))n∈N ∈ UC(K). Pela Proposição 1.7, temos que

∑
n∈M

ϕ(xn) =
∞∑
i=1

ϕ(xni) <∞,

e deste modo

∞ >

∞∑
i=1

ϕ(xni) = lim
k→∞

k∑
i=1

ϕ(xni) = lim
k→∞

ϕ

(
k∑
i=1

xni

)
= ϕ

(
lim
k→∞

k∑
i=1

xni

)
.

Como
∑
n∈M

xn é convergente, segue que lim
k→∞

k∑
i=1

xni = xM , e com isso

∑
n∈M

ϕ(xn) = ϕ(xM).

Lema 1.10. Sendo X um espaço de Banach, temos que

`1(X) ⊆ UC(X) ⊆ wUC(X).

Demonstração: Seja (xn)n∈N ∈ `1(X). Com isso, dada uma sequência (εn)n∈N com

εn ∈ {−1, 1}, para todo n ∈ N, temos que

∞∑
n=1

εnxn ≤
∞∑
n=1

‖xn‖ <∞.

Portanto, pela Proposição 1.7, (xn)n∈N ∈ UC(X). Agora dado (xn)n∈N ∈ UC(X),

temos que
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente para qualquer permutação σ : N → N. Dáı, dado

ϕ ∈ X∗, temos

∞∑
i=1

ϕ(xσ(n)) = lim
k→∞

k∑
i=1

ϕ(xσ(i)) = ϕ

(
lim
k→∞

k∑
i=1

xσ(i)

)
= ϕ

(
∞∑
n=1

xσ(n)

)
<∞

Logo, (xn)n∈N ∈ wUC(X)
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Mediante ao Lema 1.10 e a Proposição 1.9, podemos estabelecer a seguinte cadeia:

`1(X) ⊆ UC(X) ⊆ wUC(X) ⊆ `1
w(X).

A seguir, iremos enunciar dois teoremas importantes no estudo de espaços de

sequências que nos ajudarão a relacionar alguns espaços envolvidos na cadeia ante-

rior. As demonstrações destes resultados podem ser encontradas em [5, Theorem 1.2 e

2.18].

Teorema 1.11. (Dvoretzky-Rogers) Se X é Banach com dimensão infinita e (λn)n∈N ∈
`2, então existe uma sequência incondicionalmente somável (xn)n∈N em X, com ‖xn‖ =

|λn| para todo n ∈ N.

Teorema 1.12. (Versão fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers) Seja X Banach com

dimensão infinita. Então X contém uma sequência fracamente somável que não é

absolutamente somável.

Observação 1.1. Em geral, `1(X) = `1
w(X) não ocorre. Na verdade, a versão fraca do

Teorema de Dvoretzky-Rogers nos dará aux́ılio para garantir a seguinte caracterização:

dim(X) <∞⇔ `1(X) = `1
w(X).

Com efeito, suponhamos que dim(X) = m < ∞. Com isso, sabemos que X será

isomorfo a E = Km munido com a norma p = 1, pois, como E tem dimensão finita,

as normas são todas equivalentes. Sendo assim, dado (xn)n∈N ∈ `1
w(X), podemos dizer

que xn = (xn,1, · · · , xn,m) e que πj denota a projeção na j-ésima entrada sobre Km.

Note que |πj(xn)| ≤ ‖(xn)n∈N‖1,w, para qualquer j ∈ N, pois πj é um funcional linear

limitado de norma igual a 1. Deste modo, temos

∞∑
n=1

‖xn‖ =
∞∑
n=1

m∑
j=1

‖xn,j‖ =
m∑
j=1

∞∑
n=1

‖πj(xn)‖ ≤
m∑
j=1

‖(xn)n∈N‖1,w <∞.

Logo, (xn)n∈N ∈ `1(X). Mas já sabemos que `1(X) ⊆ `1
w(X). Portanto, `1(X) = `1

w(X)

como queŕıamos demonstrar. Por outro lado, o Teorema 1.12 nos garante que se X

é Banach com dimensão infinita, então `1(X) ( `1
w(X). Logo, como `1(X) = `1

w(X),

segue que X tem dimensão finita.

Com isso, podemos verificar resultado a seguir.

Proposição 1.13. X tem dimensão finita se, e somente se, `1(X) = UC(X).

Demonstração: Se a dimensão de X é finita, então pela observação anterior `1(X) =

`1
w(X). Dáı, como `1(X) ⊆ UC(X) ⊆ `1

w(X), segue que `1(X) = UC(X). Agora vamos
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provar a rećıproca. Por contrapositiva, é suficiente mostrarmos que

dim(X) =∞⇒ `1(X) ( UC(X).

Dáı, seja (λn)n∈N ∈ `2 − `1. Pelo Teorema 1.11, existe (xn)n∈N ∈ UC(X) tal que

‖xn‖ = |λn|, para todo n ∈ N. Logo,

∞∑
n=1

‖xn‖ =
∞∑
n=1

|λn|.

Mas como (λn)n∈N /∈ `1, segue que
∞∑
n=1

‖xn‖ é divergente, ou seja, (xn)n∈N /∈ `1(X).

Logo, `1(X) ( UC(X).

O exemplo a seguir nos mostrará que a inclusão `1
w(X) ⊆ UC(X) é estrita em geral.

Exemplo 1.1. Seja X = c0 e x = (en)n∈N, cujo en é a sequência com o n-ésimo termo

igual a 1 e os restantes iguais a zero. Então, x ∈ `1
w(c0)− UC(c0).

Com efeito, dado ϕ ∈ (c0)∗, queremos mostrar que

∞∑
n=1

‖ϕ(en)‖ <∞.

Mas sabemos que (c0)∗ é isomorfo a `1 pela aplicação

ψ : c∗0 −→ `1

ϕ 7−→ (ϕ(en))n∈N

Desta forma (ϕ(en))n∈N ∈ `1, portanto a série e convergente. Agora veja que se

x ∈ UC(c0) então, pela Proposição 1.7,
∞∑
n=1

en é convergente em c0. Mas
∞∑
n=1

en =

(1, · · · , 1, · · · ) /∈ c0, o que é um contradição. Logo, x ∈ `1
w(c0)− UC(c0).

Embora a inclusão UC(X) ⊆ `1
w(X) seja estrita em geral, C. Bessaga e A. Pe lczyński

mostram que

UC(X) = `1
w(X)⇔ X não contém cópia de c0.

A demostração desse resultado pode ser visto em [5, pag. 22].

Enunciaremos importantes teoremas da análise funcional, cuja demonstrações po-

dem ser encontradas em [2, Teoremas 6.2.11, 6.2.12 e 6.3.9], que irão nos auxiliar na

demonstração do clássico teorema de Orlicz-Pettis e na versão bilinear.
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Teorema 1.14. (Teorema de Mazur) Sejam E um espaço normado e K um subcon-

junto convexo de E. Então o fecho de K na topologia da norma coincide com o fecho

de K na topologia fraca. Em particular, um conjunto convexo é fechado na topologia

fraca se, e somente se, é fechado na topologia da norma.

Teorema 1.15. (Teorema de Schur) Em `1 uma sequência converge fracamente se, e

somente se, converge na topologia da norma.

Teorema 1.16. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espaço normado

X, a bola BX∗ é compacta na topologia fraca estrela de X∗.

O clássico teorema de Orlicz-Pettis garante que os conceitos de sequência fra-

camente incondicionalmente somável e incondicionalmente somável são equivalentes

em espaços de Banach, ou seja, para qualquer espaço de Banach X, segue que

wUC(X) = UC(X).

Esse teorema é um famoso resultado na teoria de espaços de sequências e é usado

em diversas situações na análise funcional. O objetivo deste trabalho é conseguir

uma versão mais generalizada do teorema de Orlicz-Pettis usando aplicações bilineares

limitadas. Com isso, no próximo caṕıtulo iremos estabelecer algumas notações para

a somabilidade de funções bilineares limitadas B : X × Y −→ Z, onde X, Y e Z são

espaços de Banach. Mas antes, vamos apresentar conceitos que irão nos auxiliar na

demonstração do Teorema de Orlicz-Pettis.

Lema 1.17. Sejam X um espaço de Banach, (xn)n∈N uma sequência limitada em X

e A um conjunto denso em X∗. Se ϕ(xn) → ϕ(x), para todo ϕ ∈ A, então (xn)n∈N

converge fraco para x ∈ X.

Demonstração: Como (xn)n∈N é limitada, existe c > 0 tal que ‖xn‖+ ‖x‖ ≤ c, para

todo n ∈ N. Além disso, dado ϕ ∈ X∗, existe (ϕn)n∈N em A tal que ϕn → ϕ. Deste

modo, dado ε > 0, existe k0 ∈ N de forma que

‖ϕk0 − ϕ‖ <
ε

2c
.

Mas como ϕk0 ∈ A, então existe n0 ∈ N de modo que

n > n0 ⇒ |ϕk0(xn)− ϕk0(x)| ≤ ε

2
.
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Sendo assim,

|ϕ(xn)− ϕ(x)| ≤ |ϕ(xn)− ϕk0(xn)|+ |ϕk0(xn)− ϕk0(x)|+ |ϕk0(x)− ϕ(x)|

≤ ‖ϕ− ϕk0‖‖(xn)‖+ |ϕk0(xn)− ϕk0(x)|+ ‖ϕk0 − ϕ‖‖x‖

= ‖ϕ− ϕk0‖(‖(xn)‖+ ‖x‖) + |ϕk0(xn)− ϕk0(x)|

≤ ε.

Portanto, ϕ(xn)→ ϕ(x), ou seja, (xn)nN converge fraco para x.

Definição 1.5. Um elemento x = (xn)n∈N que pertence a `∞ é chamado de função

simples quando o conjunto {xn ; n ∈ N} é finito.

Lema 1.18. O conjunto das funções simples é denso em `∞.

Demonstração: Seja f ∈ `∞. Sabemos que as sequências são funções dos naturais no

corpo, logo podemos dizer que f : N → K. Como f ∈ `∞, segue que f(N) é limitada.

Sendo assim, f(N) é limitado e fechado em K e dáı como a dimensão de K é finita,

segue que f(N) é compacto. Por outro lado, dado ε > 0, temos

f(N) ⊂
⋃

a∈f(N)

B(a, ε).

Dáı, pela compacidade de f(N), existem a1, · · · , an ∈ f(N) tais que

f(N) ⊂
n⋃
i=1

B(ai, ε)

e deste modo, 

f(1) ∈ B(aj1 , ε)

f(2) ∈ B(aj2 , ε)

f(3) ∈ B(aj3 , ε)

:

:

com jk ∈ {a1, · · · , an}, para todo k ∈ K. Com isso, podemos definir a seguinte função:

f : N→ K, tal que f(k) = ajk , com jk ∈ {j1, · · · , jn},∀k ∈ N.

É claro que f é uma função simples. Além disso,

‖f − f‖∞ = sup
n∈N
|f(n)− f(n)| < ε.
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Portanto, o conjunto das funções simples é denso em `∞.

Definição 1.6. Um conjunto X é dito pré-compacto, se X é compacto.

Definição 1.7. Sendo X e Y espaços de Banach. Dizemos que T : X −→ Y é um

operador compacto se dado A ⊂ X limitado, então T (A) é pré-compacto.

Observação 1.2. Sendo X e Y espaços de Banach. Dizemos que T : X −→ Y é

um operador sequêncialmente compacto se para toda sequência limitada (xn)n∈N

de X, a sequência (T (xn))n∈N tem subsequência convergente em Y . Mediante a [2,

Proposição 7.2.3], temos que os conceitos de operadores compactos e sequêncialmente

compactos são equivalentes.

Lema 1.19. Seja K ⊂ `1. Se K é pré-compacto, então K é limitado e para qualquer

ε > 0, existe nε ∈ N tal que

sup
(xn)n∈N∈K

(∑
n>nε

|xn|

)
≤ ε.

Demonstração: Dado ε > 0, temos

K ⊂ K ⊂
⋃
b∈K

B
(
b,
ε

2

)
.

Mas por hipótese, K é pré-compacto, ou seja, K é compacto. Logo, existem b1, · · · , bm ∈
K tais que

K ⊂ K ⊂
m⋃
i=1

B
(
bi,

ε

2

)
.

Assim, K é limitado. Por outro lado, seja x = (xn)n∈N ∈ K. Então x ∈
m⋃
i=1

B
(
bi,

ε

2

)
.

Logo, existe j0 ∈ {1, · · · ,m} de modo que

x ∈ B
(
bj0 ,

ε

2

)
e assim,

‖x− bj0‖`1 <
ε

2
⇒

∞∑
n=1

|xn − bj0n | <
ε

2
.

Por outro lado, bj0 ∈ K ⊂ `1. Então existe nε ∈ N, de modo que

∑
n>nε

|bj0n | ≤
ε

2
.
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Portanto,

∑
n≥nε

|xn| =
∑
n≥nε

|xn − bj0n + bj0n | ≤
∑
n≥nε

|xn − bj0n |+
∑
n≥nε

|bj0n | ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

e consequentemente,

sup
(xn)n∈N∈K

(∑
n>nε

|xn|

)
≤ ε.

Teorema 1.20. (Teorema de Orlicz-Pettis) Se X é um espaço de Banach, então uma

sequência é fracamente incondicionalmente somável se, e somente se, ela é incondici-

onalmente somável.

Demonstração: Seja x = (xn)n∈N em X. É claro que se uma sequência x ∈ UC(X),

então x ∈ wUC(X), pois convergência forte implica em convergência fraca. Reci-

procamente, suponhamos que x é fracamente incondicionalmente somável. Com isso,

considere X0 = < x1, · · · , xn, · · · >w. Note que X0 é, por definição, um subespaço con-

vexo de X. Além disso, sabemos por [2, Lema,1.6.3] que X0 também é separável, pois

possui um subconjunto enumerável e denso. Sendo assim, pelo Teorema de Mazur,

X0 = < x1, · · · , xn, · · · >. Deste modo, defina o aplicação

v : X∗0 −→ `1

g 7−→ (g(xn))n∈N

Veja que a aplicação está bem definida pois como x é fracamente incondicionalmente

somável, temos que
∞∑
n

g(xσ(n)) é convergente para qualquer permutação σ : N → N.

Logo, (g(xn))n∈N ∈ UC(K), o que implica em (g(xn))n∈N ∈ `1, pois o corpo K tem

dimensão finita. Além disso, note que v é linear, pois

(λg + g1)(xn) = λg(xn) + g1(xn),

para qualquer λ ∈ K e g, g1 ∈ X∗0 .

Afirmação 1.5. v é limitado.

Usaremos o Teorema do Gráfico Fechado para mostrarmos esta afirmação. Com

efeito, sejam (gi)i∈N em X∗0 e y = (yn)n∈N em `1, de modo que

gi → g e v(gi)→ y.
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Note que

v(gi) = (gi(xn))n∈N
i−→ (yn)n∈N

logo, dado ε > 0, existe i0 ∈ N tal que

i ≥ i0 ⇒ ‖(gi(xn))n∈N − (yn)n∈N‖`1 < ε,

isto é,

i ≥ i0 ⇒
∞∑
n=1

‖gi(xn)− yn‖ < ε.

Assim, para todo n ∈ N, temos

i ≥ i0 ⇒ ‖gi(xn)− yn‖ < ε,

para todo n ∈ N, o que implica em

gi(xn)
i−→ yn. (1.2)

Por outro lado, como gi → g em X∗0 , então para cada n ∈ N, temos

gi(xn)
i−→ g(xn). (1.3)

Assim, por (1.2), (1.3) e pela unicidade do limite, segue que g(xn) = yn para qualquer

n ∈ N, ou seja,

v(g) = (g(xn))n∈N = (yn)nN = y.

Com isso, o gráfico de v é fechado, e portanto, v é limitado.

Afirmação 1.6. v é compacto.

Devido a Observação 1.2, é suficiente mostrarmos que v é sequêncialmente com-

pacto. Com efeito, seja (x∗n)n∈N em BX∗0
. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki,

BX∗0
é compacto na topologia fraca estrela. Logo, existe uma subsequência (x∗nk)k∈N

convergente para um certo x∗0 ∈ BX∗0
na topologia fraca estrela. Para garantirmos que

v é sequêncialmente compacto é suficiente mostrarmos que, na topologia forte tem-se

v(x∗nk)
k−→ v(x∗0).

Mas pelo Teorema de Schur, basta mostrarmos que (v(x∗nk))k∈N converge fracamente

para v(x∗0), ou seja,

ϕ(v(x∗nk))
k−→ ϕ(v(x∗0)),
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para qualquer ϕ ∈ `∞. Mais ainda, da convergência fraca juntamente com os Lemas

1.17 e 1.18, é suficiente mostrarmos que para todo ϕ ∈ A, temos

ϕ(v(x∗nk))→ ϕ(v(x∗0)), (1.4)

onde A é o conjunto de todas as funções simples. Mas a linearidade nos permite

restringir as funções caracteŕısticas sobre os subconjuntos M de N, isto é, devemos

mostrar que dado M ⊂ N,

1M(v(x∗nk))→ 1M(v(x∗0)),

onde 1M são as sequências (xn)n∈N tal que xn = 1 quando n ∈M e xn = 0 se n ∈ N−M .

Mas da relação de dualidade, a qual pode ser verificada em [2, 4.2], temos que

1M(v(x∗0)) =
∑
n∈M

x∗0(xn).

Dáı, para algum finito M ⊂ N, temos

1M(v(x∗0)) =
∑
n∈M

x∗0(xn) = x∗0

(∑
n∈M

xn

)
= lim

k→∞
x∗nk

(∑
n∈M

xn

)
= lim

k→∞

∑
n∈M

x∗nk(xn) = lim
k→∞

1M(v(x∗nk)).

Agora se M for infinito, temos

1M(v(x∗0)) =
∑
n∈M

x∗0(xn) = lim
r→∞

r∑
i=1
ni∈M

x∗0(xni) = lim
r→∞

x∗0

 r∑
i=1
ni∈M

xni


= x∗0

 lim
r→∞

 r∑
i=1
ni∈M

xni


 = lim

k→∞
x∗nk

 lim
r→∞

 r∑
i=1
ni∈M

xni




= lim
k→∞

 lim
r→∞

x∗nk

 r∑
i=1
ni∈M

xni


 = lim

k→∞

(∑
n∈M

x∗nk(xn)

)

= lim
k→∞

1M(v(x∗nk)).

Com isso, conclúımos que v é compacto. Deste modo, como BX∗0
é limitado e v é um

operador compacto, segue que v(BX∗0
) é pré-compacto em `1. Assim, pelo Lema 1.19,

dado ε > 0, existe nε ∈ N de modo que, para qualquer M finito de N com minM > nε,
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temos ∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ Hahn-Banach
= sup

‖g‖≤1

∣∣∣∣∣g
(∑
n∈M

xn

)∣∣∣∣∣ ≤ sup
‖g‖≤1

(∑
n∈M

|g(xn)|

)
≤ ε.

Com isso, pela Proposição 1.7, segue que (xn)n∈N é incondicionalmente somável.
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Caṕıtulo 2

Sequências B-absolutamente

somáveis

Agora iremos estudar o espaço das sequências B-absolutamente somáveis. Inicial-

mente abordaremos definições e exemplos com aplicações bilineares particulares para

que posteriormente possamos analisar em quais condições podemos relacionar este

espaço com espaços estudados no caṕıtulo 1. Todo este caṕıtulo está baseado em

[9].

2.1 Somabilidade absoluta com respeito a funções

bilineares

Definição 2.1. Sejam X, Y , Z espaços de Banach e B : X × Y −→ Z uma aplicação

bilinear limitada. Dizemos que uma sequência (xn)n∈N é B-absolutamente somável

se a sequência (B(xn, y))n∈N ∈ `1(Z), para todo y ∈ Y , isto é,

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖ <∞, ∀y ∈ Y.

Denotaremos o espaço de todas as sequências B-absolutamente somáveis de X por

`1
B(X).

Analogamente, podeŕıamos pensar em definir `1
B,w(X) que seria o espaço de todas as

sequências fracamente B-absolutamente somáveis de X, ou seja, seriam as sequências

(xn)n∈N de modo que (B(xn, y))n∈N ∈ `1
w(Z) para todo y ∈ Y , isto é,

∞∑
n=1

|z∗(B(xn, y))| <∞,∀y ∈ Y.
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Porém, esta noção é na verdade um caso particular das sequências B-absolutamente

somáveis. Com efeito, dada B : X × Y −→ Z bilinear e limitada, podemos definir

B̃ : X × (Y ⊗̂πZ∗)→ K, com B̃(x, y ⊗ z∗) = z∗(B(x, y)),

onde Y ⊗̂πZ∗ representa o produto tensorial projetivo. É posśıvel mostrar que B̃ é

bilinear. Além disso, é limitada pois

‖B̃(x, y ⊗ z∗)‖ = ‖z∗(B(x, y))‖ ≤ ‖B‖‖z∗‖‖x‖‖y‖ = ‖B‖‖x‖‖y ⊗ z∗‖.

Caso o leitor queira verificar a bilinearidade da aplicação ou se aprofundar no tensorial

projetivo, consulte [8]. Com isso, sendo x = (xn)n∈N e para qualquer z∗ ∈ Z∗, temos

x ∈ `1
B,w(X)⇔

∞∑
n=1

|z∗(B(xn, y))| <∞⇔
∞∑
n=1

|B̃(x, y ⊗ z∗)| <∞⇔ x ∈ `1
B̃(X).

Portanto, podemos concluir que `1
B,w(X) = `1

B̃(X).

Agora, para que possamos desenvolver a teoria, iremos impor algumas condições

para as funções bilineares limitadas B : X × Y −→ Z. Com isso, considere a seguinte

função

φB : X → L(Y, Z), com φB(x) = B(x, ·) = Bx.

Vamos dizer que B é admisśıvel se a função φB for injetiva, isto é,

B(x, y) = 0,∀y ∈ Y ⇒ x = 0.

Assumindo isto, poderemos provar mais adiante que, para x = (xn)n∈N,

‖x‖`1B(X) = sup
y∈BY

‖(B(xn, y))n∈N‖`1(Z)

define uma norma sobre `1
B(X).

Outra importante definição é a de espaços (Y, Z,B)−normados. Dizemos que X é

(Y, Z,B)−normado com relação a uma função bilinear limitada B : X × Y −→ Z ou

simplesmente B-normado, se existir uma constante k > 0 tal que

‖x‖X ≤ k‖Bx‖L(Y,Z), para todo x ∈ X.

O conceito de espaço B-normado nos ajudará provar que `1
B(X) é completo com

relação a norma ‖ · ‖`1B(X). Essas notações foram recentemente consideradas em proble-

mas de integração com relação a funções bilineares limitadas, desenvolvendo a Teoria
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da Análise de Fourier com respeito a funções bilineares limitadas.

Definição 2.2. Uma sequência (xn)n∈N de X é dita B-incondicionalmente somável

se (ϕ(B(xn, y)))n∈N ∈ `1 para todo y ∈ Y , ϕ ∈ Z∗, e para qualquer M ⊂ N, existir

xM ∈ X tal que

∑
n∈M

ϕ(B(xn, y)) = ϕ(B(xM , y)), para todo y ∈ Y e ϕ ∈ Z∗.

Usaremos a notação B-UC(X) para indicar o espaço de todas as sequências B-incondicionalmente

somáveis de X.

Proposição 2.1. Defina as seguintes aplicações bilineares:

Z : X ×K→ X, com Z(x, α) = xα,

D : X ×X∗ → K, com D(x, ϕ) = ϕ(x),

D1 : X∗ ×X → K, com D1(ϕ, x) = ϕ(x).

Com isso, temos

`1
Z(X) = `1(X), `1

D(X) = `1
w(X) e `1

D1
(X∗) = `1

w∗(X
∗).

Demonstração: Seja (xn)n∈N ∈ X. Então, para todo α ∈ K, temos

∞∑
n=1

‖αxn‖ = |α|
∞∑
n=1

‖xn‖ <∞⇔
∞∑
n=1

‖xn‖ <∞.

Logo,

(Z(xn, α))n∈N ∈ `1(X)⇔
∞∑
n=1

‖xn‖ <∞.

Portando, `1
Z(X) = `1(X).

Agora, veja que para todo ϕ ∈ X∗, temos

(xn)n∈N ∈ `1
D(X)⇔ (D(xn, ϕ))n∈N ∈ `1 ⇔

∞∑
n=1

|ϕ(xn)| <∞.

Logo, `1
D(X) = `1

w(X).

Por fim, observe que para qualquer x ∈ X temos

(ϕn)n∈N ∈ `1
D1

(X∗)⇔ (D1(ϕn, x))n∈N ∈ `1 ⇔
∞∑
n=1

|ϕn(x)| <∞.
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Dáı, `1
D1

(X∗) = `1
w∗(X

∗).

Proposição 2.2. As sequências em `1
D1

(X∗) são sempre equivalentes as sequências

D1-incondicionalmente somáveis, isto é, `1
D1

(X∗) = D1-UC(X∗).

Demonstração: Sabemos que, para qualquer x ∈ X, tem-se

(ϕn)n∈N ∈ `1
D1

(X∗)⇔
∞∑
n=1

|ϕn(x)| <∞,

e (ϕn)n∈N ∈ D1-UC(X∗) se, e somente se, para qualquer ψ ∈ K∗ e todo x ∈ X, tem-se

(ψ(D1(ϕn, x)))n∈N ∈ `1,

e para todo M ⊂ N, existe ϕM ∈ X∗ tal que para qualquer ψ ∈ K∗ e todo x ∈ X,

tem-se ∑
n∈M

ψ(D1(ϕn, x)) = ψ(D1(ϕM , x)).

Mas como K∗ = K, temos que (ϕn)n∈N ∈ D1-UC(X∗) se, e somente se, para qualquer

λ ∈ K e todo x ∈ X, tem-se

(λD1(ϕn, x))n∈N ∈ `1 ⇔ λ
∞∑
n=1

|ϕn(x)| <∞,

e para todo M ⊂ N, existe ϕM ∈ X∗ tal que para qualquer λ ∈ K e todo x ∈ X, tem-se

∑
n∈M

λD1(ϕn, x) = λD1(ϕM , x)⇔
∑
n∈M

ϕn(x) = ϕM(x).

Com isso, é claro que D1-UC(X∗) ⊆ `1
D1

(X∗). Agora seja (ϕn)n∈N ∈ `1
D1

(X∗). Assim,

para todo λ ∈ K, temos

∞∑
n=1

|ϕn(x)| <∞⇒ λ

∞∑
n=1

|ϕn(x)| <∞.

Por outro lado,

(ϕn)n∈N ∈ `1
D1

(X∗)⇒ (ϕn(x))n∈N ∈ `1,

e como a dimensão de K é finita, pela Proposição 1.13, segue que

(ϕn(x))n∈N ∈ `1 ⇒ (ϕn(x))n∈N ∈ UC(K).
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Como K é Banach,

(ϕn(x))n∈N ∈ UC(K)⇒ (ϕn(x))n∈N ∈ wUC(K).

Assim, pela Proposição 1.9, para cada x ∈ X, existe αM,x ∈ K tal que

∑
n∈M

ϕn(x) = αM,x.

Assim, tomeϕM : X −→ K dado por ϕM(x) = αM,x. Com isso, temos que (ϕn)n∈N ∈
D1-UC(X∗).

Apesar da Proposição 2.2 nos garantir que `1
D1

(X∗) = D1-UC(X∗), se tomarmos

X∗ = `∞, ou seja, X = `1, e considerar a sequência canônica x = (en)n∈N, então x é

D1-incondicionalmente somável, pois dado x ∈ `1,
∞∑
n=1

‖en(x)‖ é finito. Logo,

∞∑
n=1

‖en(x)‖ <∞⇔
∞∑
n=1

‖D1(en, (x))‖ <∞⇔ (en)n∈N ∈ `1
D1

(`∞).

Dáı, pela Proposição 2.2, x ∈ D1-UC(`∞). Porém, sabemos que x não é incondi-

cionalmente somável. Desta forma, conclúımos que a versão bilinear do teorema de

Orlicz-Pettis não é válido para B = D1, isto é, existe X espaço de Banach tal que

D1 − UC(X) 6= UC(X).

Proposição 2.3. Para qualquer espaço de Banach X, temos que

D-UC(X) = Z-UC(X) = wUC(X).

Demonstração: Sendo x = (xn)n∈N uma sequência de X, sabemos que dado ϕ ∈ X∗

e λ ∈ K∗ = K, temos

x ∈ D-UC(X)⇔
∞∑
n=1

|λD(xn, ϕ)| <∞⇔
∞∑
n=1

|λϕ(xn)| <∞,

e para qualquer M ⊂ N existe xM ∈ X tal que

∑
n∈M

λD(xn, ϕ) = λD(xM , ϕ).
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Mas isto é equivalente a ∑
n∈M

λϕ(xn) = λϕ(xM),

para todo ϕ ∈ X∗ e λ ∈ K∗ = K. Por outro lado,

x ∈ Z-UC(X)⇔
∞∑
n=1

|ϕ(Z(xn, λ))| <∞⇔
∞∑
n=1

|ϕ(λxn)| <∞⇔
∞∑
n=1

|λϕ(xn)| <∞,

e para qualquer M ⊂ N existe xM ∈ X tal que

∑
n∈M

ϕ(Z(xn, λ)) = ϕ(Z(xM , λ))⇔
∑
n∈M

λϕ(xn) = λϕ(xM).

Sendo assim, podemos concluir que D-UC(X) = Z-UC(X). Agora, observe que para

qualquer permutação σ : N→ N e ϕ ∈ X∗, temos

x ∈ wUC(X)⇔
∞∑
n=1

|ϕ(xσ(n))| <∞⇔ (ϕ(xn))n∈N ∈ UC(X).

Com isso, se x ∈ wUC(X), usando a permutação identidade, segue que
∞∑
n=1

|ϕ(xn)| é

convergente para qualquer ϕ ∈ X∗, e portanto,
∞∑
n=1

|λϕ(xn)| <∞ para todo ϕ ∈ X∗ e

λ ∈ K. Com isso, juntamente com a Proposição 1.9, conclúımos que x ∈ Z-UC(X).

Agora suponhamos que x ∈ Z-UC(X). Dáı, para qualquer ϕ ∈ X∗, temos

∞∑
n=1

|λϕ(xn)| <∞⇒
∞∑
n=1

|ϕ(xn)| <∞.

Mas sabemos que para qualquer (εn)n∈N com εn ∈ {1,−1}, tem-se

∞∑
n=1

εϕ(xn) <
∞∑
n=1

|ϕ(xn)| <∞.

Logo, (ϕ(xn))n∈N ∈ UC(X), e pela Proposição 1.7 conclúımos que x ∈ wUC(X).

Com isso, podemos concluir que sequências Z-incondicionalmente somáveis e D-

incondicionalmente somáveis corresponde a fracamente incondicionalmente somáveis.

Desta forma, podemos reescrever o Teorema de Orlicz-Pettis da seguinte maneira:

D-UC(X) = UC(X) ou Z-UC(X) = UC(X), para todo X de Banach.
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O que nos leva a pensar na seguinte questão: Em quais condições B-UC(X) = UC(X),

sendo B : X × Y → Z uma função bilinear limitada admisśıvel?

Para entender o porquê do teorema de Orlicz-Pettis ser válido para D e não ser para

D1, podemos notar primeiramente que não sóX ⊂ X∗∗, mas na verdade os funcionais de

X∗, com relação aos elementos de X são fraco estrela norma cont́ınuos em X∗∗. Tendo

isso em mente, precisamos considerar o espaço de Banach W∗(X∗, Y ) que consiste em

todas as funções lineares limitadas de X∗ em Y que são fraca estrela-norma-cont́ınuas.

Caso o leitor queira se aprofundar mais este espaço consulte [6].

Sempre denotaremos X, Y e Z como espaços de Banach e B : X × Y → Z uma

aplicação bilinear limitada. Iremos também usar, até o fim do trabalho, as seguintes

notações:

ψB : Y → L(X,Z), com ψB(y) = B(·, y) = By

B∗ : X × Z∗ → Y ∗, com B∗(x, z∗)(y) = z∗(B(x, y)).

Em outras palavras, B∗x = (Bx)∗. Além disso, usualmente iremos escrever 1
p

+ 1
p′

= 1,

para 1 ≤ p ≤ ∞.

Veja no exemplo a seguir que, em geral, ‖·‖`1B(X) não é uma norma sobre X. Porém,

a Proposição 2.4 irá nos fornecer uma caracterização para que ‖·‖`1B(X) seja uma norma.

Exemplo 2.1. Seja X um espaço de dimensão infinita e ϕ0 ∈ X∗ − {0} que não é

injetiva. Com isso, defina a aplicação

B : X ×X → K, com B(x1, x2) = ϕ0(x1)ϕ0(x2).

Então ‖ · ‖`1B(X) não é norma.

Demonstração: Com efeito, como ϕ0 não é injetiva, podemos considerar x = (xn)n∈N ∈
Ker(ϕ0), com x 6= 0. Sendo assim, B(xn, x) = 0, para todo x ∈ X e n ∈ N. Logo,

‖x‖`1B(X) = 0. Mas x 6= 0, então ‖ · ‖`1B(X) não é norma.

Proposição 2.4. O espaço (`1
B(X), ‖ · ‖`1B(X)) é normado se, e somente se, B é ad-

misśıvel.

Demonstração: Suponhamos que (`1
B(X), ‖ · ‖`1B(X)) é normado. Dáı, seja x1, x2 ∈ X

de modo que φB(x1) = φB(x2). Porém, observe que

φB(x1) = φB(x2)⇒ B(x1, y) = B(x2, y)⇒ B(x1 − x2, y) = 0, para todo y ∈ Y.
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Com isso, sendo x = (xn)n∈N com xn = x1 − x2 para qualquer n ∈ N, segue que,

B(xn, y) = 0⇒ ‖x‖`1B(X) = 0,

para todo y ∈ Y e n ∈ N. Mas, por hipótese, ‖ · ‖`1B(X) é norma, então x = 0, ou seja,

x1 = x2. Portanto φB é injetivo, isto é, B é admisśıvel.

Reciprocamente, vamos supor que B é admisśıvel. Logo, sendo x = (xn)n∈N ∈
`1
B(X), podemos definir o seguinte operador linear:

TB,x : Y → `1(Z), com TB,x(y) = (B(xn, y))n∈N.

Mostraremos que o gráfico de TB,x é fechado para garantir que sup
‖y‖≤1

‖(B(xn, y))n∈N‖`1(X)

seja finito. Com efeito, seja (yk)k∈N convergente para y ∈ Y e (TB,x(yk))k∈N convergente

para (pn)n∈N ∈ `1(Z). Note que, para cada k ∈ N, temos

TB,x(yk) = (B(xn, yk))n∈N.

Logo, fazendo k →∞, segue que

(B(xn, yk))n∈N → (B(xn, y))n∈N

e então, (pn)n∈N = (B(xn, y))n∈N = TB,x(y). Assim, o gráfico de TB,x é fechado e TB,x é

cont́ınuo, ou seja,

sup
‖y‖≤1

‖T (y)‖ <∞⇒ sup
‖y‖≤1

‖(B(xn, y))n∈N‖`1(X) <∞.

Agora, dados x = (xn)n∈N, z = (zn)n∈N sequências em X, y ∈ Y e λ ∈ K, temos

‖λx + z‖`1B(X) = sup
‖y‖≤1

‖(λB(xn, y))n∈N + (B(zn, y))n∈N‖`1(X)

≤ λ sup
‖y‖≤1

‖(B(xn, y))n∈N‖`1(X) + λ sup
‖y‖≤1

‖(B(zn, y))n∈N‖`1(X),

e assim,

‖λx + z‖`1B(X) = λ‖x‖`1B(X) + ‖z‖`1B(X).

Por fim, sabemos que se x = 0, então ‖x‖`1B(X) = 0. Agora veja que

‖x‖`1B(X) = 0⇒ sup
‖y‖≤1

‖(B(xn, y))n∈N‖`1(X) = 0⇒ ‖(B(xn, y))n∈N‖`1(X) = 0, para todo y ∈ Y.

Assim, (B(xn, y))n∈N = 0 para todo y ∈ Y o que implica em φB(xn) = 0 para todo

33



2. Sequências B-absolutamente somáveis

n ∈ N e y ∈ Y . Mas como φB é admisśıvel, isto é, injetiva, temos que xn = 0 para todo

n ∈ N e assim, x = 0.

Analisaremos agora a completude do espaço `1
B(X). O exemplo a seguir nos mos-

trará que, em geral, esse espaço não é completo.

Exemplo 2.2. Seja T : X → Z uma aplicação linear limitada de modo que T (X) não

é um subespaço fechado de Z. Com isso, defina a seguinte aplicação bilinear limitada

F : X ×K→ Z, de modo que F(x, α) = αT (x).

Então `1
F(X) não é completo.

Demonstração: Se x = (xn)n∈N ∈ `1
F(X), então

‖x‖`1F (X) = sup
|α|≤1

‖αT (xn)n∈N‖`1(Z) = ‖T (xn)n∈N‖`1(Z) =
∞∑
n=1

‖T (xn)‖Z .

Agora, como T (X) não é fechado em Z, podemos tomar x0 = (x0
n)n∈N em X de modo

que (T (x0
n))n∈N seja convergente para z ∈ Z − T (X). Agora defina, para cada m ∈ N,

xm = (x
0
m

2n
)n∈N. Mostraremos que (xm)m∈N é uma sequência de Cauchy que não é

convergente em `1
F(X). Com efeito, note que para todo m,k ∈ K, temos que

∥∥xm − xk
∥∥
`1F

=
∞∑
n=1

∥∥∥∥T (x0
m

2n
− x0

k

2n

)∥∥∥∥
Z

=
∞∑
n=1

∥∥∥∥T (x0
m − x0

k

2n

)∥∥∥∥
Z

= ‖T (x0
m − x0

k)‖Z .

Com isso, (xm)m∈N é uma sequência de Cauchy pois T (x0
m)m∈N é convergente em Z.

Por outro lado, se x ∈ `1
F(X), então

1

2
‖T (x0

m)−T (2x1)‖Z =

∥∥∥∥T (x0
m

2
− x1

)∥∥∥∥
Z

≤
∞∑
n=1

∥∥∥∥T (x0
m

22
− xn

)∥∥∥∥
Z

= ‖xm−x‖`1F (X)

Com isso, se (xm)m∈N convergir para x, a desigualdade anterior nos diz que z =

T (2x1) ∈ T (X). Mas isso é uma contradição pois z ∈ Z − T (X).

Todavia, o Teorema 2.5 nos dará condições para que esse espaço seja completo.

Teorema 2.5. Seja B : X × Y → Z uma aplicação bilinear limitada e admisśıvel,

sendo X um espaço B-normado. Então (`1
B(X), ‖ · ‖`1B(X)) é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (xm)m∈N, com xm = (xmn )n∈N, uma sequência de Cauchy em
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`1
B(X). Deste modo, dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que, para todo m, k ≥ k0 tem-se

‖xm − xk‖`1B(X) ≤ ε⇒ sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xmn − xkn, y)‖Z ≤ ε.

Em particular, para todo y ∈ BY e m, k ≥ k0, temos

∞∑
n=1

‖B(xmn − xkn, y)‖Z ≤ ε

e por maior razão, para todo n ∈ N e m, k ≥ k0, temos

‖Bxmn −xkn‖L(Y,Z) ≤ ε.

Assim, como X é B-normado, existe c > 0 tal que

‖xmn − xkn‖ ≤ cε.

para todo n ∈ N e m, k ≥ k0. Assim, podemos concluir que (xkn)k∈N é uma sequência

de Cauchy no espaço de Banach X e então, (xkn)k∈N converge para algum xn ∈ X, para

todo n ∈ N. Com isso, considere x = (xn)n∈N. Deste modo, fazendo m→∞, temos

∞∑
n=1

‖B(xmn − xkn, y)‖Z ≤ ε⇒
∞∑
n=1

‖B(xn − xkn, y)‖Z ≤ ε,

para todo y ∈ BY e k ≥ k0. Logo, podemos concluir que x−xk ∈ `1
B(X) e que xk → x

em `1
B(X). Mas veja que x = (x− xk) + xk ∈ `1

B(X) e portanto a sequência (xk)k∈N é

convergente para x em `1
B(X).

É um fato que podemos identificar `1
w(X) como o espaço L(c0, X) ou L(X∗, `1).

Vamos estudar este mesmo tipo de identificação com relação a `1
B(X).

Proposição 2.6. Seja B : X × Y → Z uma aplicação bilinear admisśıvel e limitada.

Então,

1. `1
B(X) é isometricamente isomorfo a um subespaço do L(Y, `1(Z)).

2. `1
B(X) é isometricamente isomorfo a um subespaço do `1

σ(L(Y, Z)), onde defini-

mos σ : (L(Y, Z))× Y → Z, com σ(T, y) = T (y).

3. `1
B(X) é isometricamente isomorfo a um subespaço do L(c0(Z∗), Y ∗).

4. `1
B(X) é isometricamente isomorfo a um subespaço do L(`∞(Z∗), `1

w∗(Y
∗)).
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Demonstração:

1. Sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), y ∈ Y e TB,x(y) = (B(xn, y))n∈N, podemos definir a

aplicação

ϕ : `1
B(X)→ L(Y, `1(Z)), com ϕ(x) = TB,x.

Observe que ϕ está bem definida e é linear, pois B é bilinear, e ainda,

‖ϕ(x)‖L(Y,`1(Z)) = sup
y∈BY

‖TB,x(y)‖`1(Z) = sup
y∈BY

‖(B(xn, y)n∈N)‖`1(Z) = ‖x‖`1B(X).

Com isso, temos uma aplicação isométrica entre `1
B(X) e L(Y, `1(Z)).

2. Sabemos que φB(x) = B(x, ·), para cada x ∈ X. Assim, podemos definir:

ϕ : `1
B(X)→ `1

σ(L(Y, Z)), com ϕ((xn)n∈N) = (φB(xn))n∈N.

Observe que ϕ está bem definida pois (xn)n∈N ∈ `1
B(X), e é linear pelo fato de φB ser

linear. Com isso, sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), temos

‖ϕ(x)‖`1σ(L(Y,Z)) = ‖(B(xn, ·))n∈N‖`1σ(L(Y,Z)) = sup
y∈BY

‖σ((B(xn, ·)n∈N, y))‖`1(Z)

= sup
y∈BY

‖(B(xn, y)n∈N)‖`1(Z) = ‖x‖`1B(X).

Sendo assim, temos uma aplicação isométrica entre `1
B(X) e `1

σ(L(Y, Z)).

3. Sendo x = (xn)n∈N em X, y ∈ Y e N,M ∈ N, temos pelo Teorema de Hahn-

Banach que
M∑
n=N

‖B(xn, y)‖ = sup
ϕn∈BZ∗

M∑
n=N

|ϕn(B(xn, y))|.

Por outro lado, usando as mesmas notações e sendo εn ∈ BK, temos∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ ≤
M∑
n=N

|B∗(xn, εnϕn)(y)| =
M∑
n=N

|εn||B∗(xn, ϕn)(y)|

=
M∑
n=N

|B∗(xn, ϕn)(y)| =
M∑
n=N

|ϕn(B(xn, y))|.

Com isso, temos

sup
ϕn∈BZ∗
εn∈BK

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ϕn∈BZ∗

M∑
n=N

|ϕn(B(xn, y))|.
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Em particular, para o caso real, podemos tomar εn ∈ {−1, 1} de modo que

B∗(xn, εnϕn)(y) = |B∗(xn, εnϕn)(y)|.

De modo análogo pode-se fazer para o caso complexo. Sendo assim,

sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ = sup
ϕn∈BZ∗

M∑
n=N

|B∗(xn, εnϕn)(y)| = sup
ϕn∈BZ∗

M∑
n=N

|B∗(xn, ϕn)(y)|.

Logo,

sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ = sup
ϕn∈BZ∗

M∑
n=N

|ϕn(B(xn, y))|.

Assim, pela propriedade de supremo segue que

sup
ϕn∈BZ∗
εn∈BK

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ = sup
ϕn∈BZ∗

M∑
n=N

|ϕn(B(xn, y))|.

De modo análogo,

sup
ϕn∈BZ∗
εn∈BK

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ = sup
ϕn∈BZ∗
εn∈BK

|εn|

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, ϕn)(y)

∣∣∣∣∣ .
Em particular, se tomarmos εn = 1, para todo n ∈ N, temos

sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ = sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, ϕn)(y)

∣∣∣∣∣ .
Com isso,

sup
ϕn∈BZ∗
εn∈BK

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, εnϕn)(y)

∣∣∣∣∣ = sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, ϕn)(y)

∣∣∣∣∣ .
Deste modo, podemos concluir que

M∑
n=N

‖B(xn, y)‖ = sup
ϕn∈BZ∗

∣∣∣∣∣
M∑
n=N

B∗(xn, ϕn)(y)

∣∣∣∣∣ .
Dáı, como a igualdade anterior é válida para qualquer N,M ∈ N, podemos concluir

que

‖x‖`1B(X) = sup
ϕn∈BZ∗
M∈N

∥∥∥∥∥
M∑
n=1

B∗(xn, ϕn)(y)

∥∥∥∥∥
Y ∗

.
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Deste modo, sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), podemos definir

ψ : `1
B(X)→ L(c0(Z∗), Y ∗), com ψ(x) = ξx,

onde ξx : c0(Z∗) → Y ∗, com ξx((ϕn)n∈N) =
∞∑
n=1

B∗(xn, ϕn) ∈ Y ∗. Note que ψ é linear,

pois B∗ é bilinear. Com isso, temos

‖ψ(x)‖L(c0(Z∗,Y ∗)) = ‖ξx(·)‖L(c0(Z∗,Y ∗)) = sup
ϕn∈BZ∗

‖ξx((ϕn)n∈N)‖

= sup
ϕn∈BZ∗

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

B∗(xn, ϕn)

∥∥∥∥∥
Y ∗

= ‖x‖`1B(X).

Portanto, temos uma aplicação isométrica entre `1
B(X) e L(c0(Z∗), Y ∗).

4. Seja x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X) e defina a seguinte aplicação:

ξ : `1
B(X)→ L(`∞(Z∗), `1

w∗(Y
∗)), com ξ(x) = ψx

onde ψx((ϕn)n∈N) = B∗(xn, ϕn)n∈N, com (ϕn)n∈N ∈ `∞(Z∗). Dáı, usando argumentos

análogos aos do item anteiros e sabendo que (`1(Z))∗ = `∞(Z∗), temos que

‖ξ(x)‖L(`∞(Z∗),`1
w∗ (Y ∗)) = ‖ψx‖ = sup

(ϕn)n∈N∈B`∞(Z∗)
y∈By

∞∑
n=1

‖B∗(xn, ϕn)(y)‖

= sup
(ϕn)n∈N∈B`∞(Z∗)

y∈By

∞∑
n=1

‖ϕn(B(xn, y))‖

= sup
(ϕn)n∈N∈B`∞(Z∗)

y∈By,|εn|=1

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

εnϕn(B(xn, y))

∥∥∥∥∥
= sup

y∈By

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖Z = ‖x‖`1B(X)

Com isso, temos uma aplicação isométrica entre `1
B(X) e L(`∞(Z∗), `1

w∗(Y
∗)).

Iremos agora expor algumas aplicações bilineares limitadas e admisśıveis definidas

em um espaço de Banach X.

Exemplo 2.3. Defina a aplicação

π : X × Y → X⊗̂πY, com πY (x, y) = x⊗ y,
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onde X⊗̂πY é a produto tensorial projetivo. Veja que πY é bilinear, pois o tensor é

uma aplicação bilinear. Além disso, é limitada, pois

‖πY (x, y)‖ = ‖x⊗ y‖ = ‖x‖‖y‖.

Por fim, é admisśıvel. Com efeito, suponhamos que φπY (x1) = φπY (x2), com x1, x2 ∈ X.

Dáı, para todo y ∈ Y , temos

φπY (x1) = φπY (x2)⇒ πY (x1, y) = πY (x2, y)⇒ x1 ⊗ y = x2 ⊗ y

⇒ (x1 − x2)⊗ y = 0⇒ ‖(x1 − x2)⊗ y‖ = 0⇒ ‖x1 − x2‖‖y‖ = 0⇒ ‖x1 − x2‖ = 0.

Logo, x1 = x2.

Lema 2.7. Sejam X e Y espaços de Banach. Deste modo, se T (x0) = 0 para qualquer

T ∈ L(X, Y ), então x0 = 0.

Demonstração: Defina a aplicação

S : [x0]→ K, com S(λx0) = λ‖x0‖.

É fato que S é um funcional linear. Dáı, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe

S̃ : X → K, com S̃|[x0] = S.

Assim, dado y0 6= 0 em Y , podemos definir

R : X → Y, com R(x) = S̃(x)y0.

É fácil notar que R ∈ L(X, Y ) e temos

R(x0) = 0⇔ S̃(x0)y0 = 0⇔ ‖x0‖y0 = 0⇔ x0 = 0.

Exemplo 2.4. Considere a aplicação

σ̃Y : X × L(X, Y )→ Y, com σ̃Y (x, T ) = T (x).

Note que σ̃Y é bilinear porque T é uma aplicação linear e é também limitada, pois para

qualquer x ∈ X e T ∈ L(X, Y ) temos,

‖σ̃Y (x, T )‖ = ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖.
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Além disso, σ̃Y é admisśıvel. Com efeito, sejam x1, x2 ∈ X de modo que

φσ̃Y (x1) = φσ̃Y (x2).

Logo, para qualquer T ∈ L(X, Y ), temos

T (x1) = T (x2)⇒ T (x1 − x2) = 0

Assim, pelo Lema 2.7, segue que x1 = x2. Veja que se tomarmos Y = K, temos σ̃K = D.

Proposição 2.8. Seja X um espaço de Banach. Então, `1
σ̃Y

(X) ⊂ `1
w(X).

Demonstração: Seja x = (xn)n∈N ∈ `1
σ̃Y

(X). Podemos fixar y ∈ Y e x∗ ∈ X∗ de

modo que ‖y‖ = ‖x∗‖ = 1 e definir a aplicação linear limitada

y ⊗ x∗ : X → Y, com y ⊗ x∗(x) = x∗(x)y.

Dáı,

sup
x∗∈BX∗
y∈BY

‖(y⊗x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) = sup
x∗∈BX∗
y∈BY

‖y(x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) ≤ sup
x∗∈BX∗

‖(x∗(xn))n∈N‖`1(Y ).

Mas,

sup
x∗∈BX∗

‖(x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) = sup
x∗∈BX∗

∞∑
n=1

|x∗(xn)| = ‖x‖`1w(X).

Por outro lado, para y ∈ Y e x∗ ∈ X∗ com ‖y‖ = ‖x∗‖ = 1, temos

‖(y ⊗ x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) = ‖y(x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) = ‖(x∗(xn))n∈N‖`1(Y ).

Com isso,

sup
x∗∈BX∗
y∈BY

‖(y ⊗ x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) = ‖x‖`1w(X).

Porém, como y ⊗ x∗ ∈ L(X, Y ), temos

sup
x∗∈BX∗
y∈BY

‖(y ⊗ x∗(xn))n∈N‖`1(Y ) ≤ sup
T∈BL(X,Y )

‖(T (xn)n∈N)‖`1(Y ) = ‖x‖`1
σ̃Y

(X)

Assim, ‖x‖`1w(X) ≤ ‖x‖`1
σ̃Y

(X), isto é, `1
σ̃Y

(X) ⊂ `1
w(X).
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Exemplo 2.5. Com relação ao espaços de operadores, podemos considerar a seguinte

aplicação:

σ : L(X, Y )×X → Y, com σ(T, x) = T (x).

É fato que σ é linear e limitada, pois T ∈ L(X, Y ) e ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖, para qualquer

T ∈ L(X, Y ) e x ∈ X. Além disso, σ é admisśıvel. Com efeito, dado T1, T2 ∈ L(X, Y ).

Dáı,

φσ(T1) = φσ(T2)⇒ T1(x) = T2(x), para todo x ∈ X

Assim, T1 = T2. Note também que se tomarmos Y = K, temos σ = D1 e

`1
σ(L(X, Y )) =

{
T = (Tn)n∈N ⊂ L(X, Y ); sup

x∈BX

∞∑
n=1

‖Tn(x)‖ <∞

}

Este espaço foi estudado em [7] e lá é denotado por `1
S(X, Y ). Neste mesmo trabalho

é apresentado a seguinte relação:

`1(L(X, Y )) ( `1
σ(L(X, Y )) ( `1

w(L(X, Y )).

Proposição 2.9. Seja B : X×Y → Z uma aplicação bilinear limitada, Y1, Z1 espaços

de Banach e R : Z → Z1, S : Y1 → Y , duas aplicações lineares e limitadas. Considere

BR,S : X × Y1 → Z1, com BR,S(x, y1) = R(B(x, S(y1))).

Então, `1
B(X) está continuamente incluso em `1

BR,S(X) e sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X),

temos

‖x‖`1BR,S (X) ≤ ‖R‖‖S‖‖x‖`1B(X)

Demonstração: Sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), para que `1

B(X) esteja continuamente

incluso em `1
BR,S(X), devemos mostrar que a aplicação identidade, dada por

Id : `1
B(X)→ `1

BR,S(X) com Id(x) = x,

é cont́ınua, isto é, deve existir c > 0 de modo que, para todo x ∈ `1
B(X), tem-se

‖Id(x)‖`1BR,S (X) ≤ c‖x‖`1B(X).

Com efeito, sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), temos

‖Id(x)‖`1BR,S (X) = sup
y1∈BY1

‖BR,S(x, y1)‖`1(Z1) = sup
y1∈BY1

‖R(B(x, S(y1)))‖`1(Z1).
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Mas como R é limitada, temos que

sup
y1∈BY1

‖R(B(x, S(y1)))‖`1(Z1) ≤ sup
y1∈BY1

‖R‖‖B(x, S(y1))‖`1(Z1).

Por outro lado, para qualquer y1 ∈ Y1, veja que

S(y1)

‖S‖
≤ ‖y1‖ ≤ 1.

Logo,

y1 ∈ BY1 ⇒
S(y1)

‖S‖
∈ BY .

Dáı, considere o seguinte conjunto

H =

{
y ∈ BY ; y =

S(y1)

‖S‖
, com y1 ∈ BY1

}
.

Logo, H ⊂ BY . Sendo assim,

sup
y∈H
‖B(x, y)‖`1(Z) ≤ sup

y∈BY
‖B(x, y)‖`1(Z).

Com isso,

sup
y1∈BY1

∥∥∥∥B(x,
S(y1)

‖S‖

)∥∥∥∥
`1(Z)

≤ sup
y∈BY

‖B(x, y)‖`1(Z).

O que implica em

sup
y1∈BY1

‖B (x, S(y1))‖`1(Z) ≤ ‖S‖ sup
y∈BY

‖B(x, y)‖`1(Z).

Multiplicando ambos os lados por ‖R‖, temos

‖R‖ sup
y1∈BY1

‖B (x, S(y1))‖`1(Z) ≤ ‖R‖‖S‖ sup
y∈BY

‖B(x, y)‖`1(Z).

Assim, conclúımos que

sup
y1∈BY1

‖R(B(x, S(y1)))‖`1(Z1) ≤ sup
y1∈BY1

‖R‖‖B(x, S(y1))‖`1(Z1) ≤ ‖R‖‖S‖ sup
y∈BY

‖B(x, y)‖`1(Z).

Portanto,

‖Id(x)‖`1BR,S (X) = ‖x‖`1BR,S (X) ≤ ‖R‖‖S‖‖x‖`1B(X).
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Se B1 : X × Y1 → Z1 e B2 : X × Y2 → Z2 são aplicações bilineares limitadas, nós

dizemos que B1 < B2 se existem uma aplicações lineares limitadas R : Z2 → Z1 e

S : Y1 → Y2 tais que B1(x, y1) = R(B2(x, S(y1))), ou seja, (B2)R,S = B1. Note que a

Proposição 2.9 nos diz que B1 < B2 implica em `1
B2(X) ⊂ `1

B1(X) e que existe C > 0

tal que ‖x‖`1B1 (X) ≤ C‖x‖`1B2 (X), para qualquer x ∈ `1
B2(X).

2.2 Relação entre os espaços `1
B(X), `1

w(X) e `1(X)

Inicialmente vamos observar que `1(X) ⊆ `1
B(X) para qualquer aplicação bilinear

B : X × Y → Z. Com efeito, considere x = (xn)n∈N ∈ `1(X), assim

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖ ≤ ‖B‖‖y‖
∞∑
n=1

‖xn‖.

Dáı, aplicando o supremo com relação a y ∈ BY , temos

‖x‖`1B(X) ≤ ‖B‖‖x‖`1(X).

Em geral a inclusão é própria. De fato, podemos usar como exemplo a aplicação bilinear

limitada D, que já definimos na seção anterior. Se tomarmos X de dimensão infinita,

então pela versão fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers, temos `1(X) ( `1
w(X). Por

outro lado, vimos na Proposição 2.1 que `1
D(X) = `1

w(X). Com isso, conclúımos que

`1(X) ( `1
D(X).

Antes de abordarmos a relação entre `1
B(X) e `1

w(X), vamos analisar alguns casos

particulares.

Exemplo 2.6. As aplicações Z,D e D1, definidas na Proposição 2.1, são exemplos de

aplicações bilineares com o operador inclusão id : `1
B(X)→ `1

w(X) cont́ınuo.

Demonstração: Para que a inclusão id : `1
B(X) → `1

w(X) seja cont́ınua, é suficiente

mostrar para qualquer x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), que

‖id(x)‖`1w(X) = ‖x‖`1w(X) ≤ ‖x‖`1B(X).

Sendo assim, para a aplicação Z, sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
Z(X), temos

‖x‖`1w(X) = sup
ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

|ϕ(xn)| ≤ sup
ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

‖ϕ‖‖(xn)‖ ≤
∞∑
n=1

‖(xn)‖
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e

‖x‖`1Z(X)
= sup

α∈BK

∞∑
n=1

‖Z(xn, α)‖ = sup
α∈BK

∞∑
n=1

‖xnα‖ = sup
α∈BK

|α|
∞∑
n=1

‖xn‖.

Logo,

‖x‖`1w(X) ≤ ‖x‖`1Z(X)
.

De modo análogo, para D, sendo x = (xn)n∈N ∈ `1
D(X), temos

‖x‖`1w(X) = sup
ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

|ϕ(xn)|

e

‖x‖`1D(X)
= sup

ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

‖D(xn, ϕ)‖ = sup
ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

‖ϕ(xn)‖.

Em particular,

‖x‖`1w(X) ≤ ‖x‖`1D(X)
.

Por fim, para D1, seja (ϕn)n∈N ∈ `1
D(X∗). Dáı,

‖(ϕn)n∈N‖`1w(X∗) = sup
x∗∗∈BX∗∗

∞∑
n=1

‖x∗∗(ϕn)‖ ≤ sup
x∗∗∈BX∗∗

‖x∗∗‖
∞∑
n=1

‖(ϕn)‖ ≤
∞∑
n=1

‖ϕn‖

e

‖(ϕn)n∈N‖`1D1
(X∗) = sup

x∈BX

∞∑
n=1

|ϕn(x)|.

Mas pela norma do espaço,

sup
x∈BX

∞∑
n=1

|ϕn(x)| =
∞∑
n=1

‖ϕn‖.

Logo,

‖x‖`1w(X) ≤ ‖x‖`1D(X)
.

Proposição 2.10. Sejam T ∈ L(Y,X∗) e BT : X × Y → K uma aplicação bilinear

limitada dada por BT (x, y) = T (y)(x). Então `1
w(X) ⊆ `1

BT (X).

Demonstração: Seja T ∈ L(Y,X∗). Temos,

x = (xn)n∈N ∈ `1
BT (X)⇔ sup

y∈BY

∞∑
n=1

|T (y)(x)| <∞
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e

x = (xn)n∈N ∈ `1
w(X)⇔ sup

ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

|ϕ(xn)| <∞.

Com isso, sendo x = (xn)n∈N em X e y ∈ Y , temos

∞∑
n=1

|T (y)(xn)| = ‖T (y)‖
∞∑
n=1

(
|T (y)(xn)|
‖T (y)‖

)
≤ ‖T‖‖y‖

∞∑
n=1

(
|T (y)(xn)|
‖T (y)‖

)
.

Aplicando o supremo com relação a y ∈ BY , temos

‖x‖`1BT ≤ sup
y∈BY

‖T‖‖y‖
∞∑
n=1

(
|T (y)(xn)|
‖T (y)‖

)
≤ ‖T‖

∞∑
n=1

(
|T (y)(xn)|
‖T (y)‖

)
.

Mas como T (y)
‖T (y)‖ ∈ BX∗ para qualquer y ∈ Y , segue que

‖T‖
∞∑
n=1

(
|T (y)(xn)|
‖T (y)‖

)
≤ ‖T‖ sup

ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

|ϕ(xn)| = ‖T‖‖x‖`1w(X).

Assim, podemos concluir que ‖x‖`1BT (X) ≤ ‖T‖‖x‖`1w(X) e que `1
w(X) ⊆ `1

BT (X).

Exemplo 2.7. Sendo T : `2 → `2 com T (x) = ( 1
n
xn)n∈N, x = (xn)n∈N e y = (yn)n∈N,

podemos definir

A2 : `2 × `2 → R, com A2(x,y) =
∞∑
n=1

1

n
xnyn,

que é uma aplicação bilinear limitada admisśıvel e `1
w(`2) ( `1

A2
(`2).

Demonstração: De fato, usando a desigualdade de Holder para sequências, temos que

a aplicação A2 está bem definida. Além disso, sua limitação e bilinearidade seguem

mediante as propriedades de sequências e séries. Agora iremos mostrar que ela é

admisśıvel. Com efeito, suponhamos que A2(x,y) = 0, para qualquer y ∈ `2. Assim,

tomando x = y, temos

A2(x,x) = 0⇒
∞∑
n=1

1

n
x2
n = 0⇒ xn = 0, para todo n ∈ N.

Logo, x = 0. Com isso, A2 é admisśıvel. Por fim, seja x = (en)n∈N a sequência dos

vetores canônicos no `2 e y = (yn)n∈N ∈ `2. Deste modo, temos

‖x‖`1A2
(`2) = sup

y∈B`2

∞∑
n=1

‖A(en, y)‖ = sup
y∈B`2

(
∞∑
k=1

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

1

j
ekjyj

∥∥∥∥∥
)

= sup
y∈B`2

∞∑
k=1

∣∣∣∣1kyk
∣∣∣∣ .
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Usando novamente a desigualdade de Holder, obtermos

sup
y∈B`2

∞∑
k=1

∣∣∣∣1kyk
∣∣∣∣ ≤ sup

y∈B`2


(
∞∑
k=1

|yk|2
) 1

2
(
∞∑
k=1

1

k2

) 1
2

 = sup
y∈B`2

‖y‖`2
(
∞∑
k=1

1

k2

) 1
2

.

Mas veja que

sup
y∈B`2

‖y‖`2
(
∞∑
k=1

1

k2

) 1
2

=

(
∞∑
k=1

1

k2

) 1
2

=
π

6
.

Logo, x ∈ `1
A2

(`2). Por outro lado, seja ϕ = (ϕn)n∈N ∈ (`2)∗ − `1 = `2 − `1. Observe

que
∞∑
k=1

|ϕ(en)| =
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ϕn(ekn)

∣∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

|ϕn|

e como ϕ ∈ `2 − `1, segue que
∑∞

k=1 |ϕn| =∞. Portanto, x /∈ `1
w(`2) e conclúımos que

`1
w(`2) ( `1

A2
(`2).

Observação 2.1. Veja que o Exemplo 2.7 nos diz que, em geral, `1
B(X) não está

continuamente condido em `1
w(X).

Proposição 2.11. Dados X, Y espaços de Banach, sempre teremos que `1
B(X) ⊂

`1
w(L(Y, Z)).

Demonstração: Usando o fato de que `1
w(L(Y, Z)) = L(c0,L(Y, Z)), para cada x =

(xn)n∈N ∈ `1
B(X), podemos considerar a aplicação linear

SB,x : c0 → L(Y, Z), com SB,x(α)(y) =
∞∑
n=1

B(xn, y)αn,

onde α = (αn)n∈N ∈ c0. Portanto,

‖SB,x‖ = sup
α∈Bc0

‖SB,x(α)‖ = sup
α∈Bc0

(
sup
y∈BY

‖SB,x(α)(y)‖
)

= sup
α∈Bc0

(
sup
y∈BY

‖
∞∑
n=1

B(xn, y)αn‖

)
≤ sup

α∈Bc0

(
sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖|αn|

)

≤ sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖ = ‖x‖`1B(X).

Sendo assim, podemos concluir que `1
B(X) ⊂ `1

w(L(Y, Z)).
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Observação 2.2. Note que a Proposição 2.10 nos proporciona uma inclusão geral dada

por `1
B(X) ⊂ `1

Bz∗ (X) para qualquer z∗ ∈ Z∗, onde

Bz∗ : X × Y → K, com Bz∗(x, y) = z∗(B(x, y)).

Além disso, sendo x = (xn)n∈N em `1
B(X), observe que

‖x‖`1Bz∗ (X) = sup
y∈BY

∞∑
n=1

|z∗(B(xn, y))| ≤ ‖z∗‖ sup
y∈BY

∞∑
n=1

|B(xn, y)|

e assim,

‖x‖`1Bz∗ (X) ≤ ‖z∗‖‖x‖`1B(X)

Portanto, mediante a todos essas análises podemos nos perguntar em que condições

os espaços `1
B(X) estão continuamente contidos em `1

w(X)? A resposta desta pergunta

está na propriedade de X ser B-normado.

Teorema 2.12. Seja B : X × Y → Z uma aplicação bilinear limitada admisśıvel.

Então, as seguintes sentenças são equivalentes:

1. `1
B(X) ⊆ `1

w(X) de modo cont́ınuo;

2. X é B-normado;

3. Existe uma constante k > 0 tal que para qualquer x∗ ∈ X∗, existe um funcional

ϕx∗ ∈ L(Y, Z)∗, com ‖ϕx∗‖ ≤ k‖x∗‖, que satisfaz

x∗(x) = ϕx∗(Bx), para todo x ∈ X.

Demonstração: (1⇒ 2) Dado x ∈ `1
B(X), por hipótese, existe c > 0 tal que

‖x‖`1w(X) = ‖Id(x)‖`1w(X) ≤ c‖x‖`1B(X).

Com isso, tome x = (x, 0, 0, · · · ). Assim,

‖x‖`1w(X) = sup
ϕ∈BX∗

∞∑
n=1

|ϕ(xn)| = sup
ϕ∈BX∗

|ϕ(x)| = ‖x‖X .

Por outro lado,

‖x‖`1B(X) = sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖ = sup
y∈BY

‖B(x, y)‖ = ‖Bx‖L(Y,Z).
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Sendo assim, para todo x ∈ X, temos

‖x‖X ≤ c‖Bx‖L(Y,Z).

(2⇒ 3) Defina o seguinte espaço:

X̂ = {Bx; x ∈ X} ⊆ L(Y, Z).

Usando um argumente de sequências, podemos observar que X̂ é um subespaço fechado

de L(Y, Z). Por outro lado, como X é B-normado, para qualquer x ∈ X, temos

‖x∗(x)‖ ≤ ‖x∗‖‖x‖ ≤ k‖x∗‖‖Bx‖.

Com isso, defina

x̂∗ : X̂ → K, com x̂∗(Bx) = x∗(x).

Logo, x̂∗ é linear pelo fato de x∗ ser linear, e é limitada pois

‖x∗(x)‖ ≤ k‖x∗‖‖Bx‖ ⇒ ‖x̂∗‖ ≤ k‖x∗‖.

Deste modo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensão ϕx∗ ∈ L(Y, Z)∗ de

x̂∗ com ‖ϕx∗‖ ≤ k‖x∗‖ que satisfaz x∗(x) = ϕx∗(Bx) ∀x ∈ X.

(3 ⇒ 1) Para cada x = (xn)n∈N ∈ `1
B(X), (αn)n∈N = α e usando o argumento

análogo ao que fizermos no item 3 da Proposição 2.6, temos

‖x‖`1w(X) = sup
x∗∈BX∗
N∈N

N∑
n=1

|x∗(x)| = sup
α∈B`∞(N)
x∗∈BX∗ ,N∈N

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

x∗(x)αn

∣∣∣∣∣ .
Mas por hipótese,

sup
α∈B`∞(N)
x∗∈BX∗ ,N∈N

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

x∗(x)αn

∣∣∣∣∣ = sup
α∈B`∞(N)
x∗∈BX∗ ,N∈N

∣∣∣ϕx∗ (B∑N
n=1 αnxn

)∣∣∣ ≤ k sup
α∈B`∞(N)
y∈BY ,N∈N

‖B∑N
n=1 αnxn

(y)‖Z

≤ k sup
α∈B`∞(N)
y∈BY ,N∈N

N∑
n=1

|αn|‖B(xn, y)‖Z ≤ k sup
y∈BY
N∈N

N∑
n=1

‖B(xn, y)‖Z

= k‖x‖`1B(X)

Portanto, `1
B(X) está contido continuamente em `1

w(X).
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Corolário 2.13. Se X é um espaço B-normado, então ‖ · ‖X e ‖B·‖L(Y,Z) são equiva-

lente.

Demonstração: Dado x ∈ X, temos

‖Bx‖L(Y,Z) = sup
y∈BY

‖Bx(y)‖ = sup
y∈BY

‖B(x, y)‖ ≤ sup
y∈BY

‖B‖‖x‖‖y‖ ≤ ‖B‖‖x‖X .

Por outro lado, por Hahn-Banach, temos

‖x‖X = sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)|

e pelo Teorema 2.12, item 3, segue que,

sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)| = sup
x∗∈BX∗

|ϕx∗(Bx)| ≤ sup
x∗∈BX∗

‖ϕx∗‖‖Bx‖ ≤ sup
x∗∈BX∗

k‖x∗‖‖Bx‖ ≤ k|Bx‖.

Portanto as normas são equivalentes.

Corolário 2.14. Seja B : X × Y → K uma aplicação bilinear limitada em X. Então,

as seguintes sentenças são equivalentes:

1. X é (Y,K,B)−normado;

2. Existe uma constate C1 > 0 tal que C1‖x‖ ≤ ‖φB(x)‖ ≤ ‖B‖‖x‖ para todo x ∈ X;

3. `1
w(X) = `1

B(X) e as normas ‖ · ‖`1w(X) e ‖ · ‖`1B(X) são equivalentes.

Demonstração:

(1⇒ 2) Pelo Teorema de Hahn-Banach, dado x ∈ X,

‖x‖ = sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)|

e por hipótese, X é (Y,K,B)−normado, logo, pelo Teorema 2.12, existe uma constante

k > 0 tal que para qualquer x∗ ∈ X∗, existe um funcional ϕx∗ ∈ L(Y, Z)∗ com

‖ϕx∗‖ ≤ k‖x∗‖ e x∗(x) = ϕx∗(Bx), para todo x ∈ X.

Sendo assim,

sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)| = sup
x∗∈BX∗

|ϕx∗(Bx)| ≤ sup
x∗∈BX∗

‖ϕx∗‖‖Bx‖ ≤ sup
x∗∈BX∗

k‖x∗‖‖Bx‖ ≤ k‖φB(x)‖.
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Logo, basta tomar C1 = 1
k
. Por outro lado,

‖φB(x)‖ = ‖Bx‖ = sup
y∈BY

‖B(x, y)‖ ≤ sup
y∈BY

‖B‖‖x‖‖y‖ ≤ ‖B‖‖x‖,

como queŕıamos demonstrar.

(2⇒ 3) Sendo x = (xn)n∈N temos

‖x‖`1B(X) = sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖ ≤ sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B‖‖xn‖‖y‖ ≤
∞∑
n=1

‖B‖‖xn‖.

Mas, pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos concluir que

∞∑
n=1

‖B‖‖xn‖ =
∞∑
n=1

‖B‖ sup
x∗∈BX∗

|x∗(xn)|.

Logo, se x ∈ `1
w(X), então

‖x‖`1B(X) = sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖ ≤ ‖B‖ sup
x∗∈BX∗

∞∑
n=1

|x∗(xn)| = ‖B‖‖x‖`1w(X).

Por outro lado,

‖x‖`1w(X) = sup
x∗∈BX∗

∞∑
n=1

|x∗(xn)| ≤ sup
x∗∈BX∗

∞∑
n=1

‖x∗‖‖xn‖ ≤
∞∑
n=1

‖xn‖.

Mas por hipótese, segue que

∞∑
n=1

‖xn‖ ≤
∞∑
n=1

1

C1

‖φB(xn)‖ =
1

C1

∞∑
n=1

sup
y∈BY

‖B(xn, y)‖ ≤ 1

C1

sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖.

Logo, podemos concluir que `1
w(X) = `1

B(X). Como também,

‖x‖`1w(X) ≤
1

C1

‖x‖`1B(X) e ‖x‖`1B(X) ≤ ‖B‖‖x‖`1w(X).

(3⇒ 1) Por hipótese, `1
w(X) = `1

B(X) e as normas ‖ · ‖`1w(X) e ‖ · ‖`1B(X) são equiva-

lentes. Logo, `1
B(X) ⊆ `1

w(X) e a inclusão é cont́ınua. Sendo assim, pelo Teorema 2.12,

X é (Y,K,B)−normado.

Agora iremos exibir alguns exemplos em que podemos identificar o funcional ϕx∗

definido no item 3 do Teorema 2.12.
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Exemplo 2.8. Para Z : X×K→ X, definida na Proposição 2.1, e x∗ ∈ X∗. Podemos

definir

ϕx∗ : L(K, X)→ K, com ϕx∗(T ) = x∗(T (1)).

Com isso, X é (K, X,Z)−normado, pois

‖ϕx∗(T )‖ = ‖x∗(T (1))‖ ≤ ‖x∗‖‖T (1)‖,

sendo k = ‖T (1)‖, e temos

‖ϕx∗‖ ≤ k‖x∗‖.

Exemplo 2.9. Para D definida no Proposição 2.1 e sendo x∗ ∈ X∗, podemos definir

ϕx∗ : L(X∗,K)→ K, com ϕx∗(x
∗∗) = x∗∗(x∗).

Logo, X é um espaço (X∗,K,D)−normado, pois

‖ϕx∗(x∗∗)‖ = ‖x∗∗(x∗)‖ ≤ ‖x∗∗‖‖x∗‖.

Aplicando o supremo com relação a x∗∗ ∈ BX∗∗ , temos

‖ϕx∗‖ ≤ ‖x∗‖.

Exemplo 2.10. Para D1 definida no Proposição 2.1 e sendo x∗∗ ∈ X∗∗, podemos

definir

ϕx∗∗ : L(X,K)→ K, com ϕx∗∗(x
∗) = x∗∗(x∗).

Logo, X é um espaço (X,K,D1)−normado, pois

‖ϕx∗∗(x∗)‖ = ‖x∗(x∗∗)‖ ≤ ‖x∗‖‖x∗∗‖.

Aplicando o supremo com relação a x∗ ∈ BX∗ , temos

‖ϕx∗∗‖ ≤ ‖x∗∗‖.

Agora podemos nos questionar: Em quais condições o `1
w(X) está incluso continu-

amente em `1
B(X)? Para responder a esta pergunta precisaremos definir alguns con-

ceitos. Vamos dizer que uma aplicação linear limitada T : X → Y é absolutamente

somante se existir uma contaste k > 0 de modo que, para quaisquer x1, · · · , xn em
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X, temos
n∑
i=1

‖T (xi)‖X ≤ k sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|.

O espaço de todas essas aplicações será denotado por Π(X, Y ) ou Π1(X, Y ). O lema

a seguir nos fornecerá uma norma para o espaço Π(X, Y ) mediante a constante k > 0

da definição.

Proposição 2.15. Seja T ∈ Π(X, Y ). Então, existe uma contaste k > 0 de modo que,

para quaisquer x1, · · · , xn em X, tem-se

n∑
i=1

‖T (xi)‖X ≤ k sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|.

Assim, tome π(T ), como o ı́nfimo sobre os k que satisfazem a desigualdade anterior.

Com isso, π(·) define uma norma em Π(X, Y ).

Demonstração: Seja T,H ∈ Π(X, Y ) e λ ∈ K. Dáı , temos

π(T ) = 0⇔
n∑
i=1

‖T (xi)‖ ≤ 0, para quaisquer x1, · · · , xn ∈ X

⇔ ‖T (x)‖ = 0 para todo x ∈ X ⇔ T = 0.

Note também que para o operador λT , temos

n∑
i=1

‖λT (xi)‖X ≤ π(λT ) · sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|

mas multiplicando por |λ| a propriedade que torna T absolutamente somante, segue

que

|λ|
n∑
i=1

‖T (xi)‖X =
n∑
i=1

‖λT (xi)‖X ≤ |λ|π(T ) · sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|.

Dáı, por propriedade de ı́nfimo conclúımos que π(λT ) ≤ |λ|π(T ). Por outro lado,

n∑
i=1

∥∥∥∥T (λxiλ
)∥∥∥∥

X

≤ π(T ) · sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|.

Logo,
n∑
i=1

‖T (λxi)‖X ≤ |λ|π(T ) · sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|.

Novamente pela propriedade de ı́nfimo temos que |λ|π(T ) ≤ π(λT ). Portanto,

‖λ‖π(T ) = π(λT ).
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Por fim, observe que

n∑
i=1

‖T+H(xi)‖X ≤
n∑
i=1

‖T (xi)‖X+
n∑
i=1

‖H(xi)‖X ≤ (π(T )+π(H))· sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|.

Logo, π(H + T ) ≤ π(H) + π(T ).

Proposição 2.16. Π(X, Y ) é um subespaço de Banach de L(X, Y ).

Demonstração: Seja (Tn)n∈N uma sequência em Π(X, Y ) que converge para T ∈
L(X, Y ). Inicialmente veja que se (Tn)n∈N converge na norma π(T ), então converge na

norma do L(X, Y ). Com efeito, sabemos que

‖Tn(x)‖ ≤ π(Tn) · sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)| Hahn-Banach
= π(Tn) · ‖x‖.

Com isso, temos que

‖(Tn − T )(x)‖ ≤ π(Tn − T ) · ‖x‖.

Aplicando o supremo com relação a x ∈ BX , temos

‖Tn − T‖ ≤ π(Tn − T ),

como queŕıamos demonstrar. Agora é suficiente mostrarmos que T ∈ Π(X, Y ), pois

assim Π(X, Y ) será fechado e, como L(X, Y ) é Banach, podemos concluir que Π(X, Y )

também é Banach. Note que, como (Tn)n∈N é uma sequência convergente, segue que

(Tn(x))n∈N é convergente para todo x ∈ X. Além disso, como (Tn)n∈N está em Π(X, Y ),

podemos dizer que

|(Tn − Tm)(x)| ≤ π(Tn − Tm) · ‖x‖.

Mas como (Tn(x))n∈N é convergente, então é de Cauchy. Com isso, pela propriedade do

ı́nfimo, (π(Tn))n∈N também será de Cauchy. Dáı, segue que (π(Tn))n∈N é convergente

para um certo k > 0. Sendo assim, dados x1, · · · , xm em X, temos que

m∑
i=1

‖T (xi)‖ ≤
m∑
i=1

‖T (xi)− Tn(xi)‖+
m∑
i=1

‖Tn(xi)‖.

Mas como Tn ∈ Π(X, Y ), segue

m∑
i=1

‖Tn(xi)‖ ≤ π(Tn) sup
x∗∈BX∗

m∑
i=1

|x∗(xi)|.
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Logo,
m∑
i=1

‖T (xi)‖ ≤
m∑
i=1

‖T (xi)− Tn(xi)‖+ π(Tn) sup
x∗∈BX∗

m∑
i=1

|x∗(xi)|.

Com isso, fazendo n→∞, temos que
m∑
i=1

‖T (xi)− Tn(xi)‖ converge para zero, pois

Tn → T na topologia de L(X, Y )

e (
π(Tn) sup

x∗∈BX∗

m∑
i=1

|x∗(xi)|

)
converge para

(
k sup
x∗∈BX∗

m∑
i=1

|x∗(xi)|

)
.

Sendo assim,
m∑
i=1

‖T (xi)‖ ≤ k sup
x∗∈BX∗

m∑
i=1

|x∗(xi)|.

Logo, T ∈ Π(X, Y ), como queŕıamos demonstrar.

Em [5, pág. 15] temos a garantia que, pelo Teorema de Grothendieck, qualquer

operador linear limitado de L1(µ) em um espaçoH de Hilbert é absolutamente somante,

isto é,

L(L1(µ), H) = Π(L1(µ), H).

Sendo assim, dizemos que X é um GT-espaço se L(X,H) = Π(X,H), para qualquer

espaço de Hilbert H. O leitor pode encontrar mais informações em [5] sobre GT-espaços

e propriedades relativas e eles.

O próximo resultado nos dará condições para garantir a inclusão cont́ınua entre

`1
w(X) ⊆ `1

B(X).

Proposição 2.17. Seja B : X × Y → Z uma aplicação bilinear limitada e admisśıvel.

Então são equivalentes:

1. `1
w(X) está continuamente contido em `1

B(X);

2. ψB(Y ) ⊆ Π(X,Z) e existe uma constante C > 0 tal que π(By) ≤ C‖y‖ para todo

y ∈ Y .

Demonstração: (1⇒ 2) Sabemos que {By ; y ∈ Y } ⊆ L(X,Z). Com isso, para cada

y ∈ Y e x = (xn)n∈N ∈ `1
w(X), temos

∞∑
n=1

‖By(xn)‖Z =
∞∑
n=1

‖B(xn, y)‖Z = ‖y‖
∞∑
n=1

∥∥∥∥B(xn, y

‖y‖

)∥∥∥∥
Z

≤ ‖y‖‖x‖`1B(X).
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Mas por hipótese, existe C > 0 tal que

‖y‖‖x‖`1B(X) ≤ C‖y‖‖x‖`1w(X).

Assim,
∞∑
n=1

‖By(xn)‖Z ≤ C‖y‖‖x‖`1w(X).

Com isso, aplicando somas finitas segue que By ∈ Π(X,Z) e π(By) ≤ C‖y‖ para qual-

quer y ∈ Y .

(2⇒ 1) Seja (xn)n∈N ∈ `1
w(X). Como por hipótese By ∈ Π(X, Y ), temos

sup
y∈BY

∞∑
n=1

‖By(xn)‖Z ≤ sup
y∈BY

π(By)‖x‖`1w(X) ≤ C‖x‖`1w(X)

Portanto,

‖x‖`1B(X) ≤ C‖x‖`1w(X).

Corolário 2.18. Seja X um espaço de Banach. Então

`1
σ̃Y

(X) = `1
w(X)⇔ L(X, Y ) = Π(X, Y ).

Em particular, `1
σ̃`2

(X) = `1
w(X) se, e somente se, X é um GT-espaço.

Demonstração: Sabemos que σ̃Y : X × L(X, Y ) → Y , com σ̃Y (x, T ) = T (x) é uma

aplicação bilinear limitada e admisśıvel. Com isso, suponhamos que `1
σ̃Y

(X) = `1
w(X).

Assim, pelo Proposição 2.17, segue que

ψσ̃Y (L(X, Y )) ⊆ Π(X, Y ).

Por outro lado,

ψσ̃Y (L(X, Y )) = {ψσ̃Y (T ) ; T ∈ L(X, Y )} = {σ̃Y (·, T ) ; T ∈ L(X, Y )} = {T ; T ∈ L(X, Y )}

e assim,

ψσ̃Y (L(X, Y )) = L(X, Y ).

Com isso, temos

L(X, Y ) ⊂ Π(X, Y )

e L(X, Y ) = Π(X, Y ), pois a outra inclusão é sempre válida.
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Reciprocamente, vamos supor que L(X, Y ) = Π(X, Y ). Sabemos que

σ̃TY = σ̃Y (·, T ) = T,

para qualquer T ∈ L(X, Y ). Com isso,

n∑
i=1

‖σ̃TY (xi)‖ =
n∑
i=1

‖T (xi)‖ ≤ ‖T‖
n∑
i=1

‖xi‖

e pelo Teorema de Hahn-Banach, temos

n∑
i=1

‖σ̃TY (xi)‖ ≤ ‖T‖ sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

‖x∗(xi)‖.

Disso podemos concluir que

π(σ̃TY ) ≤ ‖T‖

e pela Proposição 2.17, temos

`1
w(X) ⊆ `1

σ̃Y
(X).

A Proposição 2.8, nos diz que `1
σ̃Y

(X) = `1
w(X).

Por fim, como `2 é um espaço de Hilbert temos que `1
σ̃`2

(X) = `1
w(X) se, e somente

se, X é um GT-espaço.
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Caṕıtulo 3

Versão Bilinear do Teorema de

Orlicz-Pettis e Aplicações

Para deixarmos este caṕıtulo mais autossuficiente, optamos por citar alguns fatos

já mencionados. Sendo B : X × Y −→ Z uma aplicação bilinear limitada, pela De-

finição 2.2, sabemos que uma sequência x = (xn)n∈N em X é dita B-incondicionalmente

somável se (z∗(B(xn, y)))n ∈ `1, para todo y ∈ Y e z∗ ∈ Z∗ e para qualquer M ⊂ N
existe xM ∈ X tal que

∑
n∈M

z∗(B(xn, y)) = z∗(B(xM , y)), para todo y ∈ Y e z∗ ∈ Z∗.

Assim, podemos dizer que (B(xn, y))n∈N é fracamente incondicionalmente somável para

qualquer y ∈ Y e, pelo Teorema de Orlicz-Pettis, (B(xn, y))n∈N é incondicionalmente

somável para qualquer y ∈ Y . Com isso, dado M = {n1 < · · · < nk < · · · } ⊂ N,

∑
n∈M

B(xn, y) <∞

e assim,

∞ >
∑
n∈M

B(xn, y) = lim
k→∞

k∑
i=1

B(xni , y) = B

(
lim
k→∞

k∑
i=1

xni , y

)

o que implica em,
k∑
i=1

xni ser convergente. Logo, existe xM ∈ X tal que

∑
n∈M

B(xn, y) =
∑
n∈M

B(xM , y).

Apresentemos agora o principal resultado do trabalho.
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Teorema Bilinear de Orlicz-Pettis 3.1. [9, Theorem 24] Seja B : X × Y ∗ → Z

uma aplicação bilinear limitada tal que

1. X é B-normado;

2. Y é w∗-sqcu, isto é, BY ∗ é fraco estrela sequencialmente compacto;

3. φB(X) ⊆ W∗(Y ∗, Z).

Então, toda sequência B-incondicionalmente somável em X é incondicionalmente somável.

Demonstração: Seja x = (xn)n∈N emX uma sequência B-incondicionalmente somável.

Com isso, defina a aplicação:

ΩB,x : Y ∗ × Z∗ → `1, com ΩB,x(y∗, z∗) = (z∗(B(xn, y
∗)))n∈N.

Afirmação 3.1. ΩB,x está bem definido e é cont́ınuo.

De fato, como x ∈ B-UC(X), então para todo y∗ ∈ Y ∗ e z∗ ∈ Z∗, temos

∞∑
n=1

|z∗(B(xn, y
∗))| <∞.

Sendo assim, ΩB,x está bem definida. Por outro lado, para cada y∗ ∈ Y ∗ e z∗ ∈ Z∗,
podemos definir as seguintes aplicações:

Ωy∗ : Z∗ → `1, com Ωy∗(z∗) = ΩB,x(y∗, z∗),

Ωz∗ : Y ∗ → `1, com Ωz∗(y∗) = ΩB,x(y∗, z∗).

Veja que Ωy∗ é limitada. Com efeito, suponhamos que (z∗k)k∈N converge para z∗ em Z∗

e que (Ωy∗(z∗k))k∈N converge para h em `1. Mas sabemos que

z∗k −→ z∗ ⇒ z∗k(p) −→ z∗(p), para todo p ∈ Z.

Em particular, como B(xn, y
∗) ∈ Z para todo n ∈ N e y∗ ∈ Y ∗, temos

z∗k(B(xn, y
∗)) −→ z∗(B(xn, y

∗)), para todo n ∈ N e y∗ ∈ Y ∗.

Mas,

‖Ωy∗(z∗k)− Ωy∗(z∗)‖`1 =
∞∑
n=1

|z∗k(B(xn, y
∗))− z∗(B(xn, y

∗))|.

Dáı, se fizermos k → ∞, segue que Ωy∗(z∗k) −→ Ωy∗(z∗). Assim, pela unicidade do

limite, Ωy∗(z∗) = h. Deste modo, conclúımos que o gráfico de Ωy∗ é fechado, ou seja,
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Ωy∗ é limitada. Analogamente podemos concluir que Ωz∗ também é limitado. Logo,

ΩB,x é separadamente limitada. Mas como Y ∗ e Z∗ são espaços de Banach, segue que

ΩB,x é limitada.

Afirmação 3.2. ΩB,x é um operador compacto.

Iremos mostrar que ΩB,x é um operador compacto via caracterização por sequências,

isto é, dada uma sequência ((y∗n, z
∗
n))n∈N ∈ BY ∗ ×BZ∗ , mostremos a existência de uma

subsequência ((y∗nk , z
∗
nk

))k∈N tal que (ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))k∈N é convergente em `1. Veja que

(y∗n)n∈N está em BY ∗ mas por hipótese BY ∗ é fraco estrela sequencialmente compacto,

logo, existe (y∗nk)k∈N convergente para um certo y∗0 na topologia fraca estrela em Y ∗.

Ou seja,

y∗nk(y)→ y∗0(y), para todo y ∈ Y.

Como, por hipótese, φB(X) ⊆ W∗(Y ∗, Z) temos que, para cada x ∈ X, φB(x) = B(x, ·)
é fraco estrela norma cont́ınuo. Logo, para cada x ∈ X,

y∗nk
∗
⇀ y∗0 ⇒ B(x, y∗nk)→ B(x, y∗0). (3.1)

Por outro lado, considere o espaço separável D em Z dado por

D = span{B(x1, y∗0),B(x2, y∗0), · · · ,B(xn, y∗0), · · · }.

Pelo Teorema de Alaoglu, BD∗ é compacto na topologia fraco estrela. Assim, para

cada k ∈ N, tome z∗nk como a restrição de z∗nk sobre D. Como ‖z∗nk‖ ≤ 1, segue que

z∗nk ∈ BD∗ . Logo, existe uma subsequência de z∗nk que é convergente. Para simplificar a

notação, digamos que z∗nk converge para z∗0 ∈ D∗ na topologia fraca estrela. Dáı, para

qualquer z ∈ D,

z∗nk(z)→ z∗0(z). (3.2)

Mas como z∗0 ∈ D∗, usando o Teorema de Hahn-Banach, existe z∗0 extensão cont́ınua

de z∗0 para Z∗. Mas veja também que, como x é B-incondicionalmente somável, existe

x0 ∈ X de modo que, para qualquer z∗ ∈ Z∗, tem-se

lim
N→∞

N∑
n=1

z∗(B(xn, y
∗
0)) =

∞∑
n=1

z∗(B(xn, y
∗
0)) = z∗(B(x0, y

∗
0)).

Isto significa que B(x0, y
∗
0) ∈ D

w
, pois a sequência

(
N∑
n=1

B(xn, y
∗
0)

)
N∈N

está em D.

Como D é convexo, pelo Teorema de Mazur, D
w

= D, e como D é fechado, segue que
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B(x0, y
∗
0) ∈ D. Por esse motivo, podemos trocar z por B(x0, y

∗
0) em (3.2), logo

z∗nk(B(x0, y
∗
0))→ z∗0(B(x0, y

∗
0)). (3.3)

Agora queremos mostrar que (ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))k∈N converge para ΩB,x(y∗0, z
∗
0) em `1. Pelo

Teorema de Schur, é suficiente mostrarmos que (ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))k∈N é fracamente con-

vergente em `1, ou seja, para qualquer α ∈ `∞, temos

α(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

)) −→ α(ΩB,x(y∗0, z
∗
0)).

Mas note que, pela continuidade de ΩB,x, é suficiente mostrarmos essa convergência

para um subconjunto denso de `∞. Com efeito, digamos que F = `∞. Dáı, suponhamos

que para todo λ ∈ F , tem-se

λ(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

)) −→ λ(ΩB,x(y∗0, z
∗
0)). (3.4)

Com isso, seja α ∈ `∞. Dáı, existe (αm)m∈N convergindo para α. Logo,

α(ΩB,x(y∗0, z
∗
0)) = lim

m→∞
αm(ΩB,x(y∗0, z

∗
0)) = lim

m→∞

(
lim
k→∞

αm(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))
)
.

Ainda temos,

lim
m→∞

(
lim
k→∞

αm(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))
)

= lim
k→∞

(
lim
m→∞

αm(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))
)

= lim
k→∞

α(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

)).

Tome F como o conjunto das funções simples de `∞ e pelo Lema 1.18, temos que F é

denso em `∞. Assim, para qualquer M ⊆ N, fixando k ∈ N e pela dualidade do `1 ,

tem-se

1M(ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

)) =
∑
n∈M

z∗nk(B(xn, y
∗
nk

)) = z∗nk(B(xM , y
∗
nk

)). (3.5)

Por outro lado,

1M(ΩB,x(y∗0, z
∗
0)) =

∑
n∈M

z∗0(B(xn, y
∗
0)) = z∗0(B(xM , y

∗
0)). (3.6)

Sendo assim, por (3.5), (3.6) e (3.4), para provamos a afirmação é suficiente que para

qualquer M ⊂ N, tem-se

z∗nk(B(xM , y
∗
nk

))→ z∗0(B(xM , y
∗
0)).

Mas veja que, para cada k ∈ N e M ⊂ N, temos
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|z∗nk(B(xM , y
∗
nk

))− z∗0(B(xM , y
∗
0))| ≤ |z∗nk(B(xM , y

∗
nk

)− z∗nk(B(xM , y
∗
0)))|

+ |z∗nk(B(xM , y
∗
0))− z∗0(B(xM , y

∗
0))|

≤ ‖B(xM , y
∗
nk

)− B(xM , y
∗
0)‖‖z∗nk‖

+ |z∗nk(B(xM , y
∗
0))− z∗0(B(xM , y

∗
0))|.

Assim, usando (3.1) e (3.3), temos o (ΩB,x(y∗nk , z
∗
nk

))k∈N é fracamente convergente

em `1 e pelo Teorema de Schur temos a convergência em `1. Portanto, ΩB,x é compacto.

Afirmação 3.3. x = (xn)n∈N é incondicionalmente somável.

De fato, do Lema 1.19 sabemos que se K é pré-compacto em `1 então,

lim
n→∞

sup

{∑
k≥n

|ak| ; (ak)k∈N ⊆ K

}
= 0.

Em particular, como o operador ΩB,x é compacto, tem-se ΩB,x(BY ∗ × BZ∗) é relativa-

mente compacto em `1. Então,

lim
n→∞

sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∞∑
k=n

|z∗(B(xk, y
∗))| = 0. (3.7)

Considere y = (xns)s∈N uma subsequência de x. Usando o fato de que X é B-normado

e x ∈ B-UC(X), existe uma constate k > 0 e xM,y tal que, para todo N ∈ N,∥∥∥∥∥
N−1∑
s=1

xns − xM,y

∥∥∥∥∥ ≤ k‖B∑N−1
s=1 xns−xM,y

‖L(Y ∗,Z) .

Mas note que,

‖B∑N−1
s=1 xns−xM,y

‖L(Y ∗,Z) = sup
y∗∈BY ∗

∥∥∥∥∥B
(
N−1∑
s=1

xns − xM,y, y
∗

)∥∥∥∥∥ .
Por Hahn-Banach e B ser bilinear,

sup
y∗∈BY ∗

∥∥∥∥∥B
(
N−1∑
s=1

xns − xM,y, y
∗

)∥∥∥∥∥ = sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∥∥∥∥∥z∗
(
N−1∑
s=1

B (xns − xM,y, y
∗)

)∥∥∥∥∥ .
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Assim,

sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∥∥∥∥∥z∗
(
N−1∑
s=1

B (xns − xM,y, y
∗)

)∥∥∥∥∥ = sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∥∥∥∥∥z∗
([

N−1∑
s=1

B (xns , y
∗)

]
− B(xM,y, y

∗)

)∥∥∥∥∥ .
Dáı,

sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∥∥∥∥∥z∗
([

N−1∑
s=1

B (xns , y
∗)

]
− B(xM,y, y

∗)

)∥∥∥∥∥ = sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∞∑
s=N

|z∗(B(xns , y
∗))|.

Com isso, podemos concluir que∥∥∥∥∥
N−1∑
s=1

xns − xM,y

∥∥∥∥∥ ≤ k sup
y∗∈BY ∗
z∗∈BZ∗

∞∑
s=N

|z∗(B(xns , y
∗))|.

Logo, fazendo N −→∞, usando (3.7) e a Proposição 1.7, conclúımos que x é incondi-

cionalmente somável.

Observação 3.1. Sendo X e Y espaços de Banach, um operador T : X −→ Y é

dito completamente cont́ınuo se ele leva sequências fracamente convergentes de X

em sequências convergentes na norma de Y . Considere W(X, Y ) o espaço de todas

as aplicações completamente cont́ınuas de X em Y . A seguir, iremos apresentar uma

outra versão bilinear Orliz-Pettis que envolve o conceito de operadores completamente

cont́ınuos.

(Bilinear Orliz-Pettis) Seja B : X ×Y → Z uma aplicação bilinear limitada tal que

1. X é B-normado;

2. Y é reflexivo;

3. φB(X) ⊆ W(Y, Z).

Então, toda sequência B-incondicionalmente somável emX é incondicionalmente somável.

A prova é uma adaptação do que já fizemos no Teorema 3.1 e pode ser encontrada

em [1, Teoremas 2.5.1 e 2.5.2, Corolario 2.5.1].

Mediante a Observação 3.1 e sabendo que Bx : Y −→ Z são aplicações comple-

tamente cont́ınuas para qualquer x ∈ X, seque que a próxima proposição já está

demonstrada.
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Proposição 3.1. Seja B : X × Y −→ `1 uma aplicação bilinear limitada com X B-

normado e Y reflexivo. Então, toda sequência B-incondicionalmente somável é uma

sequência incondicionalmente somável.

Seja X um espaço de Banach e (Ω,Σ, µ) um espaço mensurável finito. Denote-

mos por P p(µ,X) a coleção de todas as funções simples mensuráveis Pettis p-

integráveis, isto é, o espaço de todas as funções fortemente mensuráveis f : Ω → X

de modo que x∗(f) ∈ Lp(µ) para todo x∗ ∈ X∗ e para qualquer E ∈ Σ, existe xE ∈ X
tal que ∫

E

x∗(f)dµ = x∗(xE), para todo x∗ ∈ X∗.

Assim, podemos definir a seguinte norma:

‖f‖P p(µ,X) = sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

|x∗(f)|pdµ
) 1

p

.

Corolário 3.2. Sejam X um espaço reflexivo, 1 ≤ p < ∞, (Ω,Σ, µ) um espaço men-

surável de medida finita e (fn)n∈N em P p(µ,X). Vamos assumir também que para

qualquer x∗ ∈ X∗, φ ∈ Lp′(µ) tem-se

∞∑
n=1

∫
Ω

|x∗(fn)φ| dµ <∞,

e que existe f ∈ P p(µ,X) de modo que

∞∑
n=1

∫
Ω

x∗(fn)φ dµ =

∫
Ω

x∗(f)φ dµ,

para qualquer x∗ ∈ X∗, φ ∈ Lp′(µ). Então,
∑∞

n=1 fn converge incondicionalmente em

P p(µ,X).

Demonstração: Defina X0 = < f1, · · · , fn, · · · >. Sabemos que X0 é separável e que

também é reflexivo, pois X é reflexivo. Com isso, defina uma aplicação bilinear da

seguinte forma:

B : P p(µ,X0)×X0 −→ Lp(µ)

(f, x∗) 7−→ x∗(f)

Veja que X é B-normado pois,

‖B(f, ·)‖ = sup
‖x∗‖≤1

‖B(f, x∗)‖ = sup
‖x∗‖≤1

(∫
Ω

|B(f, x∗)|pdµ
) 1

p
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= sup
‖x∗‖≤1

(∫
Ω

|x∗(f)|pdµ
) 1

p

= ‖f‖P p(µ,X).

Além disso, P p(µ,X0) ⊂ K(X∗0 , L
p(µ)), onde K(X∗0 , L

p(µ)) é o conjunto dos operadores

compactos de X∗0 em Lp(µ). De fato, defina a aplicação:

Γ : P p(µ,X0) −→ K(X∗0 , L
p(µ))

f 7−→ Γ(f) = gf

onde gf (x
∗) = x∗(f) ∈ Lp(µ). Observe que a aplicação está bem definida, pois digamos

que x∗n
w→ x∗ em X∗0 , isto é, (x∗n)n∈N converge fraco para x∗ em X∗0 , então

x∗n(a)→ x∗(a), ∀a ∈ X0

e em particular, para cada f ∈ X0, temos

x∗n(f)→ x∗(f)⇒ gf (x
∗
n)→ gf (x

∗).

Assim, por [2, Proposição 7.2.8], segue que gf é compacto. Note também que a

aplicação é injetiva, porque sendo f, g ∈ P p(µ,X0), temos

Γ(f) = Γ(g)⇒ x∗(f) = x∗(g), ∀x∗ ∈ X∗0 ⇒ x∗(f−g) = 0, ∀x∗ ∈ X∗0
Hahn-Banach⇒ ‖f−g‖ = 0.

Logo, f = g, ou seja, a inclusão está provada. Por outro lado, ainda pela [2, Proposição

7.2.8], temos que

K(X∗0 , L
p(µ)) ⊆ W∗(X∗0 , Lp(µ)).

Mas, por hipótese, (fn)n∈N é B-incondicionalmente somável e pelo Teorema bilinear de

Orlicz-Pettis segue que (fn)n∈N é incondicionalmente somável.

Seja m : Σ → X um vetor mensurável aditivo (contável) definido em uma σ-

álgebra Σ de subespaços não vazios de Ω. Dizemos que um funcional f : Ω → R
é fracamente integrável (com respeito a m) se f ∈ L1(|x∗(m)|) para qualquer

x∗ ∈ X∗. Denotaremos por L1
w(m) o espaço de todas as funções fracamente integráveis

(com respeito a m), que se tornará um espaço de Banach quando agregado a seguinte

norma:

‖f‖1,m = sup
x∗∈X∗

∫
Ω

‖f‖ d|x∗(m)|.

Além disso, vamos dizer que um funcional fracamente integrável (com respeito a m) é
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integrável (com respeito a m) se para qualquer E ∈ Σ existir xE ∈ X de modo que∫
E

f d(x∗(m)) = x∗(xE), ∀x∗ ∈ X∗.

Vamos denotar por L1(m) o espaço de todas as funções integráveis (com respeito a m).

Note que o vetor xE é único, pois se existir yE ∈ X satisfazendo as mesmas condições

de xE, então

|x∗(xE)| = |x∗(yE)|,∀x∗ ∈ X∗ ⇒ |x∗(xE − yE)| = 0,∀x∗ ∈ X∗.

Dáı, por Hahn-Banach,

‖xE − yE‖ = 0⇒ xE = yE.

Proposição 3.3. L1(m) é um subespaço fechado de L1
w(m).

Demonstração: Seja (fn)n∈N em L1(m), de modo que fn → f em L1
w(m). Então,

dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖fn − f‖1,m < ε, ∀n ≥ n0,

ou seja,

n ≥ n0 ⇒ sup
x∗∈X∗

∫
Ω

‖fn − f‖ d|x∗(m)|.

Porém, sabemos que para cada n ∈ N, fn ∈ L1(m), isto é, dado E ∈ Σ, existe xnE ∈ X
de modo que ∫

E

fnd(x∗(m)) = x∗(xnE), ∀x∗ ∈ X∗ (3.8)

Por outro lado,

‖xnE−xmE‖
Hahn-Banach

= sup
x∗∈BX∗

|x∗(xnE−xnE)| ≤ sup
x∗∈BX∗

∫
E

‖fn−fm‖d(x∗(m)) ≤ ‖fn−fm‖L1,w .

Dáı, como (fn)n∈N é convergente, então é de Cauchy e então, (xnE)n∈N é de Cauchy em

X. Como X é Banach, segue que existe x ∈ X de modo que xnE → x e fazendo n→∞
em (3.8), podemos concluir que f ∈ L1(m). Portanto, L1(m) é um subespaço fechado

de L1
w(m).

Definição 3.1. Sendo X um espaço de Banach, definiremos o operador integral da

seguinte forma:

I1
m : L1(m)→ X, com I1

m(f) =

∫
Ω

f dm.
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Veja que I1
m é um operador limitado, pois se f ∈ BX∗ , temos

‖I1
m(f)‖ =

∥∥∥∥∫
Ω

f dm

∥∥∥∥ ≤ ∫
Ω

‖f‖ dm ≤ m(Ω)

e assim, ∥∥∥∥I1
m

(
f

‖f‖

)∥∥∥∥ ≤ Ω⇒ ‖I1
m(f)‖ ≤ Ω‖f‖.

Seja 1 ≤ p < ∞. Um funcional f é dito p-integrável com respeito a m, se

‖f‖p ∈ L1(m). Denotaremos o espaço de todos os funcionais p-integráveis por Lp(m).

Analogamente, um funcional f é dito fracamente p-integrável com respeito a m se

‖f‖p ∈ L1
w(m). O espaço dos funcionais fracamente p-integráveis será denotado por

Lpw(m). Estes espaços são de Banach quando munidos da seguinte norma:

‖f‖p,m = sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

‖f‖p d|x∗(m)|
) 1

p

.

Corolário 3.4. Sejam X um espaço de Banach sequêncialmente completo e m : Σ→ X

uma vetor aditivo mensurável (contável) de modo que a aplicação integração I
(1)
m :

L1(m) → X é completamente cont́ınua. Sendo 1 ≤ p < ∞, (fn)n∈N em Lp(m),

assumindo
∞∑
n=1

∥∥∥∥∫
Ω

fng dm

∥∥∥∥ <∞, para todo g ∈ Lp′(m)

e que existe algum funcional f ∈ Lp(m) de modo que

∞∑
n=1

∫
Ω

fng dm =

∫
Ω

fg dm, para todo g ∈ Lp′(m),

segue que,
∑∞

n=1 fn converge incondicionalmente em Lp(m).

Demonstração: Sendo p′ o conjugado de p, vamos considerar a seguinte aplicação

Mp
m : Lp(m)× Lp′(m)→ X, com Mp

m(f, g) =

∫
Ω

fg dm.

Pelas propriedades da integral, é fato que Mp
m é uma aplicação bilinear. Além disso,

do mesmo modo que o operador integral é limitado, temos que Mp
m também será.

Afirmação 3.4. ‖f‖p,m = sup
g∈Lp′ (m)

∥∥∥∥∫
Ω

fg dm

∥∥∥∥
X

Com efeito, por Hahn-Banach,∥∥∥∥∫
Ω

fg dm

∥∥∥∥
X

= sup
x∗∈BX∗

∣∣∣∣∫
Ω

fg d|x∗(m)|
∣∣∣∣ . (3.9)
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Mas pela desigualdade de Holder, temos

sup
x∗∈BX∗

∣∣∣∣∫
Ω

fg d|x∗(m)|
∣∣∣∣ ≤

(
sup

x∗∈BX∗

∣∣∣∣∫
Ω

‖f‖p d|x∗(m)|
∣∣∣∣ 1p
)
·

(
sup

x∗∈BX∗

∣∣∣∣∫
Ω

‖g‖p′ d|x∗(m)|
∣∣∣∣ 1
p′
)

e dáı, aplicando supremo com relação a g ∈ BLp′ (m) em (3.9) e usando a desigualdade

anterior, segue que

sup
g∈B

Lp
′
(m)

∥∥∥∥∫
Ω

fg dm

∥∥∥∥
X

≤ ‖f‖p,m.

Por outro lado, considere

g =
fp−1

(‖f‖p,m)p/p′
.

Como p− 1 = p
p′

, segue que

‖g‖p′,m =

sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f |(p−1)p′ d|x∗(m)|
) 1

p′

sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f |p d|x∗(m)|
) 1

p′
= 1.

Mas veja que

sup
h∈Lp′ (m)

∥∥∥∥∫
Ω

fh dm

∥∥∥∥ ≥ ∥∥∥∥∫
Ω

fg dm

∥∥∥∥ = sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f | |f |p−1

(‖f‖p,m)p/p′
d|x∗(m)|

)

= sup
x∗∈BX∗


∫

Ω

|f | |f |p−1(
sup

x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f |p d|x∗(m)|
) 1

p

)p/p′
d|x∗(m)|



= sup
x∗∈BX∗


∫

Ω

|f | |f |p−1

sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f |p d|x∗(m)|
) 1

p′
d|x∗(m)|



= sup
x∗∈BX∗


∫

Ω

|f |p

sup
x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f |p d|x∗(m)|
) 1

p′
d|x∗(m)|


= sup

x∗∈BX∗

(∫
Ω

|f |pd|x∗(m)|
) 1

p

= ‖f‖p,m.
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Logo, temos a igualdade desejada e consequentemente que Lp(m) é Mp
m-normado.

Além disso, pelo [3, Corollary 3.10], se X é fracamente sequêncialmente completo,

então Lp(m) é reflexivo. Fixando f ∈ Lp(m), podemos definir o seguinte operador

(Mp′

m)f : Lp
′
(m)→ L1(m), com (Mp′

m)f (g) = fg

e por [4, Theorem 7], (Mp′
m)f é fracamente compacto. Mas sabemos que o operador

integral I1
m : L1(m)→ X é completamente cont́ınuo e que

(Mp
m)(f) = I1

m ◦ (Mp′

m)f ,

ou seja, φMp
m

(f) é compacto para qualquer f ∈ Lp(m). Portanto,

φMp
m

(Lp(m)) ⊂ K(Lp
′
(m), X) ⊂ W(Lp

′
(m), X)

e o resultado é consequência do Teorema Bilinear de Orliz-Pettis.
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