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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal estudar a teoria dos espacos de sequéncias.
Para isso elencamos alguns dos resultados fundamentais neste contexto. Estudamos
também o espaco das sequéncias B-absolutamente somaveis e por fim abordamos uma

versao bilinear do teorema de Orlicz-Pettis.

Palavras-chave: espacos de sequéncias, espacos de Banach, sequéncias absolutamente

somaveis, teorema de Orlicz-Pettis.



Abstract

This work has as main objective to study the theory of sequence spaces. For that,
we list some of the fundamental results in this context. We also studied the space of
the B - absolutely summing sequences and finally we approach a bilinear version of the

Orlicz-Pettis theorem.

Keywords: sequence spaces, Banach spaces, absolutely summing sequences, Orlicz-

Pettis theorem.
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Notacoes

Neste trabalho X, Y e Z denotam, a menos de mencao contraria, espagos de Banach
e B: X XY — Z uma aplicacao bilinear limitada. A seguir, listamos algumas notacoes
utilizadas neste trabalho.

e K denota o corpo dos reais ou complexos;

e By denota a bola unitaria fechada de X;

e L(X,Y) denota o espago dos operadores lineares limitados de X em Y

e X* = L(X,K) denota o dual topoligico de X;

e X** denota o dual topolégico de X*, o qual chamamos de bidual;

e /! denota o espaco das sequéncias absolutamente soméveis a valores em K;

e /> denota o espago das sequéncias limitadas tomando valores em K;

e ¢y denota o espago das sequéncias que convergem para zero tomando valores K;

e /'(X) denota o espaco das sequéncias absolutamente somaveis de X;

e /! (X)) denota o espaco das sequéncias fracamente absolutamente somaveis de X;

e UC(X) denota o espago das sequéncias incondicionalmente soméveis de X;

e wUC(X) denota o espago das sequéncias fracamente incondicionalmente soméaveis
de X;

e X denota o fecho do conjunto X;

viil



e X denota o fecho na topologia fraca do conjunto X;
e /(X)) denota o espago das sequéncias B-absolutamente somaveis de X;
e B-UC(X) denota o espago das sequéncias B-incondicionalmente somaveis de X;

e W*(X*Y) denota o espaco das fungdes lineares limitadas de X* em Y que sao

fraca estrela norma continuas;

¢ W(X,Y) denota o espago de todas as aplicagbes completamente continuas de X

em Y,
e ¢ denota a aplicagdo de X em L(Y, Z), dada por ¢p(z) = B(z,-);
e 5 denota a aplicagdo de Y em L(X, 7), dada por ¢5(y) = B(-, y);
e 3* denota a aplicagao de X x Z* em Y* dada por B*(x, z*)(y) = z*(B(x,y));
e I[I(X,Y) denota o espaco das aplicagoes absolutamente somantes de X em Y ;
e span{X} denota o espaco das combinagoes lineares finitas de elementos de X;
e PP(u, X) denota o espaco das fungoes simples mensuraveis Pettis p-integraveis;

e m : Y — X representa um vetor mensuravel aditivo em uma o-algebra > de

subespagos nao vazios de €2, com (2, X, u) um espago mensurdvel finito;
L} d das fungoes f i wvei i ;
e L. (m) denota o espaco das fungoes fracamente integraveis com respeito a m;
e L'(m) denota o espago das fungoes integrdveis com respeito a m;

e I (m) denota o operador integral de L'(m) em X, dado por I},(f) = [, f dm.



Introducao

Abordaremos neste trabalho alguns conceitos e resultados sobre a teoria dos espagos
de sequéncias, que é um ramo de estudo da andlise funcional. E sabido de [2] que uma
sequencia numérica é absolutamente somavel se, e somente se, é incondicionalmente
somavel. Esse resultado se estende para qualquer espago de dimensao finita. Entre-
tanto, apenas em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers mostraram que esse comporta-
mento nao se verificava nos espacos de Banach de dimensao infinita. Eles provaram que
em todo espaco de Banach de dimensao infinita, existem sequéncias incondicionalmente
somaveis que nao sao absolutamente soméaveis. Essas sequéncias tem seu papel de des-
taque na teoria dos espacos de Banach, pois elas caracterizam os espagos normados
completos, a saber, um espaco normado é completo se, e somente se, toda sequéncia
absolutamente soméavel é incondicionalmente soméavel. Um outro resultado classico da
teoria dos espagos de sequéncias encontrado em [5] é o teorema de Orlicz-Pettis, que
afirma: em qualquer espaco de Banach, uma sequéncia ser fracamente incondicional-
mente somavel é equivalente a ser incondicionalmente somavel.

No primeiro capitulo, vamos apresentar os espacos das sequéncias somaveis: abso-
lutamente, fracamente absolutamente, incondicionalmente e fracamente incondicional-
mente; denotados respectivamente por /1 (X), (1 (X), UC(X) e wUC(X). Mostraremos
alguns resultados sobre esses espacos com o intuito de fornecer base para podermos
estudar o espaco das sequéncias B-absolutamente soméveis. Iremos estabelecer que
HX) CUC(X) CwUC(X) C LL(X) e isso nos leva a refletir sobre quais situagoes
poderemos ter igualdade entre esses espacos. Com o auxilio da versao fraca do teorema
de Dvoretzky-Rogers, provaremos que sendo X um espago de Banach, entao X tem
dimensao finita se, e somente se, ¢*(X) = ¢} (X). J4 o teorema de Bessaga e Pelczyriski
assegura que (! (X) = UC(X) se, e somente se, X niao contém uma imersao do cg.

No capitulo 2, tendo como base [J] e considerando X, Y e Z espagos de Banach e
B : X xY — Z uma aplicagao bilinear limitada, vamos definir o espago das sequéncias
B-absolutamente somdveis, denotado por £5(X), introduzir uma norma neste espago e
observar que, em geral, {5(X) nao é completo mesmo X sendo um espago de Banach.

Para o desenvolvimento da teoria, apresentaremos um novo conceito sobre o espaco



de Banach X com o objetivo de tornar ¢5(X) completo. Além disso, iremos tratar
também das sequéncias B-incondicionalmente somaveis.

No terceiro e ltimo capitulo, demonstraremos o principal resultado do trabalho,
sendo ele uma versao bilinear do teorema de Orlicz-Pettis, que estudamos em [9]. Uma
das utilidades desta versao é usar aplicacoes bilineares, satisfazendo certas condigoes,
para mostrar que algumas sequéncias sao incondicionalmente soméaveis. Apresentare-

mos também algumas aplicacoes na teoria de medida.



Capitulo 1
Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados no ambito da teoria
dos espacos de sequéncias, que nos darao base para que possamos abordar os temas
dos capitulos subsequentes. A menos de mencao contraria, os resultados obtidos nesta
segao foram estudados em [2] e [5]. Sempre consideraremos X, Y e Z espacos de Banach

sobre K = R ou C.

1.1 Definicoes e resultados

Definigao 1.1. Dizemos que uma sequéncia (z,),en é absolutamente somavel em

o0

X se a série E |z,|| é convergente. Denotaremos por £!(X) o espago de todas as
i=1

sequéencias absolutamente soméaveis de X.

Note que, com as operagoes usuais de sequéncia, £*(X) é um espago vetorial. Além

disso, sendo x = (Zy)nen € usando as propriedades de séries, sabemos que [|x||n(x) =

o

E ||z,|| define uma norma sobre ¢*(X).

i=1

Proposicao 1.1. O espaco das sequéncias absolutamente somdveis € um espaco de

Banach com a norma ||.| o (x)-

Demonstragao: Seja (2"),ey uma sequéncia Cauchy em ¢!(X). Dai, dado € > 0,

existe rp € N tal que

o0
Z fo — il = ||(9f7;C — z)jenllex) = la* — 2"l (x) < €, sempre que k,r > .
j=1
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Em particular, para cada j € N, temos

(o]
||x;g -z} < E fo — zj|| <€, sempre que k,7 > rq.
=1
Com isso, para cada j € N, a sequéncia (z7),en ¢ uma sequéncia de Cauchy em X
e como X é Banach, (x?)reN converge para um certo r; em X. Deste modo, sendo

y = (z;)jen e fazendo k — oo na ultima desigualdade, temos

o0

SNl — 2l = lly — 2" llace) < € sempre que 7 > ro.
j=1

r , ~ . ’
Logo, 2" — y e (z; — x}f)jeN é uma sequéncia absolutamente somavel, sempre que
r > rg. Mas note que

zj = (z; — ) + 2}, Vj EN,

J

e assim,
y = (27 — xj)jen + (27°) jen,
o que implica em, y € £'(X), pois (2}°)jen, (2 — 2;)jen € £'(X) e £1(X) é um espago
vetorial. Portanto, o espaco é de Banach pois 7 — y € £1(X).
|

Definigao 1.2. Uma sequéncia (z,),en ¢ dita fracamente absolutamente somével

se a série E |o(,)] é convergente para todo ¢ € X*. Denotaremos por £ (X) o espaco
i=1
de todas as sequéncias fracamente absolutamente somaveis de X.
Note que, com as operagoes usuais de sequéncia, £} (X) é um espago vetorial. Enun-
ciaremos o Teorema do Gréfico fechado, cuja prova pode ser encontrada em [2, Teorema
2.5.1], para que possamos demonstrar o préximo lema, que nos dard base para definir-

mos uma norma sobre £ (X).

Teorema 1.2. (Teorema do Grdfico fechado) Sejam X e Y espagos de Banach, T :
X =Y um operador linear e Graf(T) = {(x,T(z)) ; x € X)}. Entdo,

T é continuo < Graf(T) € fechado em E X F.

Lema 1.3. Para cada € = (T,)nen € (L (X), tem-se

sup Y Jip(ai)| < oo

$EeBxx iy
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Demonstragao: Seja Ty : X* — (*(X), dado por Tx(¢) = (¢(zn))nen. Pela de-
finigao de (. (X), temos que Ty estd bem definido. Com isso, ¢ suficiente provar que

Ty € linear e continuo para acabar a demonstracao do lema, pois assim teremos

sup > ()| = sup [[(e(@n)nenlleco = sup [ Te(@)llex) = [Tl < o0.
wEBx* pEBx* pEBx*

A linearidade de T é clara, pois dados ¢, € X' e A € K, temos
Te(Ap + ) = ((Ap + ¥)((2n)nen)) = Ao((@n)nen) + (@0 )nen) = ATi(p) + T ().

Para a continuidade, usaremos o Teorema do Grafico Fechado. J4 sabemos que X* e
¢ sao espacos de Banach. Com isso, para cada k € N, seja (¢, Tx (o)) € Graf(Ty)
tal que (¢r, Tx(vr)) — (¢,y) € X* x (1. Logo,

Tolor) = (p(2))jen — y = (y;)jen em L1,

Ou seja, dado € > 0 existe kg € N de modo que

k> ko = | Te(or) = ylln < e= > ow(z;) =yl <e
j=1

Com isso, para qualquer j € N,
k> ko= [pr(z;) —y| <e

Sendo assim, ¢ (z;) LN y; em K, para todo j € N. Por outro lado, como ¢, converge

uniformemente para ¢ em X*, entao temos a convergéncia pontual, isto ¢,
oi(x;) LN ¢(x;) em K, para todo j € N.
Mas pela unicidade do limite, ¢(z;) = y;, para todo j € N. Logo,
y = (yj)jen = (@(x;))jen = Tx ().

Portanto, Graf(Ty) ¢ fechado em X* x (! e pelo Teorema do Grafico Fechado, T} é
continuo.
[ ]

Desta forma, mediante ao lema anterior, se x = (,,),eny Uma sequéncia fracamente

oo
absolutamente somavel em X, entdo sup Z |o(xy,)| é finito. Com isso, || - |
pEB X«

£y (X)

n=1
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esta bem definido e, devido as propriedades de séries, é possivel provar que define uma

norma sobre £ (X).

Proposicao 1.4. O espaco das sequéncias fracamente absolutamente somdveis € um

espago de Banach com a norma || - || (x)-

Demonstragao: Seja (z¥)reny uma sequéncia de Cauchy em £ (X). Dai, dado € > 0,

existe um ky € N tal que

o0

kor>ko= sup Y Jo(ah —yi)| = (2} — y})jenl
pEBx* 1

00 = 17" =y lley oo <€
Para j € N e qualquer ¢ € Bx«, temos

ok =)l < et — i)l < sup D le(ak —y)| < e, sempre que k7 > kg
i=1 PEDxx =1
e com isso,

|<,0(x§ —y;)| <€, sempre que k, 7 > ko.

Implicando em,

sup \gp(a:f —x%)| <€, sempre que k, 7 > k.
pEBx*

Mas pelo Teorema de Hahn-Banach, temos para todo j € N,

Hmf —al|| = sup |p(zh — )| <€, sempre que k,r > k.
ApeBx*

Com isso, podemos concluir que a sequéncia (m?)keN é uma sequéncia de Cauchy em
X, para cada j € N fixado. Como X é um espago de Banach, segue que existe y; € X
tal que xf LI y; em X para cada j € N. Deste modo, podemos considerar a sequéncia
y = (Yj)jen-
Afirmagao 1.1. y € ¢ (X) e 2% — y em (L (X).

Com efeito, notemos que para cada m € N fixado, tem-se

m

D lplaf =2l < Y lp(ef — )| < llaf = allley, o) < € sempre que &, 7 > ko.

i=1 i=1
Fazendo » — o0, obtemos

Z lo(x —y;)| <€, sempre que k,r > ko e para todo m € N
i=1
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e fazendo m — oo, obtemos

> le(af — yi)| < e, sempre que k,r > ko. (1.1)
=1

Dai, sendo v € X* com ¥ # 0, sabemos que

H¢|I € Bx~ e, consequentemente, se k > ky,

temos

<e€

ix — )
|[2]]

ou seja,
(e}

> =yl < e

i=1
concluindo assim que, para k > ko, a sequéncia (7¥ — y)peny € £1(X). Em particular,
para k = ky tem-se (z* —y) € (1 (F), e como ¢} (F) é um espago vetorial sobre K,

temos que y = 2% — (zF0 — y) € (1 (F). Além disso, por (1.1) temos

l2* =yl = sup > |@(af — ;)| < e, sempre que k > ko,

mostrando que (2%)gey converge para y € (1 (X).
u

Usaremos a notagao £} .(X*) para denotar o espago de todas as sequéncias (¢, )nen
[o¢]

de X* tal que a série E |on(x)| é convergente para todo z € X. Analogamente aos
i=1
espagos anteriores, com as operagoes usuais de sequéncia £% . (X*) é um espago vetorial.

Lema 1.5. Sendo (¢,)nen € L (X*), temos que

sup leon )| < oo.

rEBx i=1
Demonstragao: Seja ¢ = (o, )nen € £L.(X*) e defina a seguinte funcao
T,: X — 0, com T(z) = (pn(T))nen-

E fato que T, estd bem definida, pois (¢n)nen € lp-(X*). Além disso, dado z,y € X
e A € K, temos

To(Ar +y) = (©n(AT + ¥))nen = M@n () nen + (0n(Y))nen = AT, () + Ty (y)

Afirmacao 1.2. T, ¢ continua.
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De fato, considere (x,,T,(s))nen € Graf(T,) uma sequéncia convergente. Logo,
existe € X e y = (Yn)nen € 1(X) tal que z, = x e T,,(x,) — y. Deste modo, pela
defini¢ao de T}, e sabendo que T,(x,) — y, dado € > 0, para n suficientemente grande,

temos

Z |(pk(l‘n) - yk’l <€
k=1

Logo, para todo k € N, segue que

ok (2n) — ikl <e,

e assim,

lim @i (z,) = Y-

n—oo
Por outro lado, sabemos que lim x,, = x e como ¢, é continua para todo k € N, segue
n—oo

que

lim pp(x,) = pr(x).

n—oo
Assim, pela unicidade do limite, para cada k € N, temos ¢y (x) = yx e podemos concluir
que

Y = (Yr)ken = (px(2))ren = Ty ().

Logo, o gréfico de T,, é fechado e pelo Teorema do gréfico fechado segue que T, ¢é

continuo. Dai,

oo
| T,|| < 0o = sup ||T,(z)||e(x) < 00 = sup Z\gpn(x)\ < o0.
rEBx rEBx i=1
n
O lema anterior nos garante que para || - || (x+) estd bem definida. Além disso,

usando os propriedades de séries é possivel demonstrar que [.|[1  (x+) define uma norma
w
1 *
em £, (X*).

Proposigao 1.6. (,.(X*) € uma espago de Banach com a norma ||.|[p _(x+.

Demonstragao: Seja (p)reny uma sequéncia de Cauchy em £1. (X*). Dai, dado € > 0,

existe kg € N tal que

kor > ko= sup D |(ef — o)) @) = |l = @l xo) <€

2€Bx i
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e, por maior razao, para qualquer ¢ € N, temos

ko> ko = |(ef — of)(@)] < sup > [(F — @) (2)] <.
2eBx i
Dali,
kor > ko = [lof — @il = sup [(@f — o)) (x)] < e

rEBx
e para cada i € N, (¢'),en € uma sequéncia de Cauchy em X*. Logo, existe ¢; € X*

tal que lim ¢} = ¢;. Tome ¢ = (¢;)ien.
n—oo
Afirmagao 1.3. ¢ € (1. (X*) e (¢")ren — @ em £1.(X*)

De fato, sabemos que

ko> ko= sup »|(oF — gf)(2)| <e.

rE€Bx i=1

Fazendo o trucamento na série como na Proposicao 1.4 e r — oo, segue

k,r > kg = sup Z\(gof — i) (z)] <e

rEBx i=1

Ou seja, (¢*)ren converge para ¢. Além disso, de maneira andloga a Proposicao 1.4,
podemos concluir que (¢F — ¢;)ieny € €L.(X*). Todavia, como (p;)neny € £1.(X*) e
¢L.(X*) é um espago vetorial, segue que p € (L. (X*). Logo, £L.(X*) é um espaco de
Banach.

[ ]

Definigao 1.3. Dizemos que uma sequéncia x = (x,)neny é incondicionalmente
o]

somavel se a série E Ty(n) € convergente para qualquer permutagao o : N — N.
i=1

O conjunto formado por todas as sequéncias incondicionalmente somaveis de X sera

denotado por UC(X).

Observe que mediante as propriedades de sequéncias e séries, podemos dizer que
UC(X) define um espago vetorial. A seguir iremos mostrar alguns resultados que ca-
racterizam este espaco, com o intuito de estabelecer uma cadeia crescente de espacos
de sequéncias que nos dara motivagao para estudarmos o Classico Teorema de Orlicz-

Pettis.

10



1. Conceitos Preliminares

Proposicao 1.7. Seja (z,)nen uma sequéncia em X. Entao as sequintes sentengas

sao equivalentes:
1. (p)nen € uma sequéncia incondicionalmente somavel;
2. Para cada € > 0, existe n. € N tal que, quando M € um subconjunto finito de N

="

com min M > n., tem-se

neM
[o.¢]
3. Zmnk ¢ convergente para qualquer (ny)ren C N;
k=1
o0
4. A série Zenxn ¢ convergente com €, € {—1,1} para todo n € N.
k=1

Demonstracao: (1 = 2) Suponhamos por absurdo que (z,)n,eny é uma sequéncia
incondicionalmente somavel mas podemos encontrar 6 > 0 de modo que, para todo

m € N, existe M C N finito tal que

min M >m e Zmn > 4.
neM
Sendo m = 1, existira M; C N finito tal que
min M; >1e an > 0.

neM

Para m = max M, existira My C N finito tal que

>

neMs

min My > max M; e > ).

Analogamente, sendo m = max M;_, existira M; C N finito tal que

>

neM,;

min M; > max M,_; e > 0.

Desta forma, podemos considerar (M;);cny uma sequéncia de subconjuntos finitos de N

de modo que

> 0.

>

neM;

min M; > max M;_; e

Assim, defina uma permutacao o : N — N que leva elemento inteiros positivos de

intervalos da forma [min M;, min M;+|M;|] em M;, cujo |M;| representa a quantidade de

11
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elementos do conjunto M;. Veja que a quantidade de elementos em [min M;, min M; +
|M;|] é dada por
min M; + |M;| — min M; = | M|

Além disso, sabemos por constru¢ao que M; N M; 1 = & e que |M;| < max M,; —
min M;, para qualquer i € N. Logo, |M;| + min M; < max M; + 1. Mas por hipétese,
max M; < min M;, 1, logo max M;+1 < min M, . Portanto, |M;|+min M; < min M;, ;.
Concluindo assim que os intervalos [min M;, min M; + |M;|] s@o disjuntos para todo

1 € N. Portanto, temos que o esta bem definida.

Afirmacao 1.4. S, = Z To(k) nao € de Cauchy.
k=1

De fato, tome € = § > 0. Entao, pelo que provamos, para todo m € N, existe um

M, elemento da sequéncia (M;);en de modo que

an > 4.

neM;

min M, > m e

Dai, tomando p = min M,, — 1 e ¢ = min M,, + |M,,|, teremos que ¢ > p+ 1 > m com

= >0 =c¢e.

q
Z Lo (k)

k=p+1

g>p+1>mellS;— 5, =

>

keMy,

Logo, (Zs(n))nen na0 é somavel, o que é um absurdo, pois (2,)nen ¢ incondicionalmente
somavel.

(2= 1) Seja 0 : N — N permutagao e considere S,, como a soma parcial com
n
relacao a sequéncia (T4(;))ien, isto é, S, = ng(i). Dado € > 0, por hipétese, existe

i=1
n. € N satisfazendo as condigoes de 2. Deste modo, existe m. € N suficientemente
grande de forma que {1,...,n.} C {o(1),...,0(n)}. Com isso, segue que para p,q € N
com g >p+12>m,, temos que o(p+ 1),0(q) > n,, e assim

q
Z Lo (k)

k=p+1

15g = Spll =

= Z Trl|| < €.

ke{o(p+1),....0(q)}

Logo, (S,)nen é uma sequéncia de Cauchy e portanto é convergente.

(2 = 3) Dado € > 0, podemos escolher n. € N de forma que < € para

> @
neM
todo qualquer subconjunto de finito M C N de modo que min M > n.. Com isso, seja

(kn)nen uma sequéncia de crescente. Logo k,, > n, para qualquer n € N. Para p,q € N

comq>p+1>n, temos que k;, > g > n. e kypg > p+1 > n. e assim, (T),)nen,

12
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n
com T, = Z Ty,, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, sendo My = {kpi1, ..., kq},

J=1
segue que

q
T, = Tol = || > @[ = || D 2| <€
Jj=p+1 neMy
Sendo assim, (z,);en ¢ somavel.
(8 = /) Considere a sequéncia (€,)neny com €, € {—1,1} para qualquer n € N
e seja (z,)neny uma sequéncia se satisfaz 3. Considerando ST = {n € N;¢, = 1} e

S~ ={n € N;¢, = —1} com a ordem natural de N, temos por hipitese que Z Ty €

nesS+t
n n
Z T, sao convergentes. Tome R, = Z eV, = Z xk. Logo, dado € > 0, como
nes- i
as séries Z Ty € Z x, sado convergentes, existe m € N de modo que
neSt nes—
q
+ €
g>p>mS =Ry =Ryl =1 > <3
k=p+1
kes+t
Analogamente, existe m_ € N de modo que
d €
¢>p>me = Vo=Vl =| X wl| < 5

k=p+1
keS—

Escolhendo m, = max{m7', m_}, temos que, para ¢ > p > m,, a sequéncia dada por
n

S, = Z €,T) satisfaz

k=1

q q q
15 = Spll = Z CLlE|| = Z T — Z Tk
k=p+1 k=p+1 k=p+1
kesSt kes—
q q
€ €
< E Tkl + E | £ =+ - =€
2 2
k=p+1 k=p+1
kest kesS—

Assim, a sequéncia (S,)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy, logo é convergente.
(4 = 2) Suponhamos por absurdo que 2 nao é vilida, isto é, existe 6 > 0, uma

sequéncia (My)gen com M, C N finito para todo k& € N, max M, < min My, e

Z ZTn|| > 0 para todo k. Dai, defina

ne My,

13
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1, se n € Upe, My
-1, sen ¢ Upe, My

Agora considere a sequéncia S,, = E (1 + €x)xg. Sendo m um numero natural

k=1
qualquer, podemos escolher um £ > 0 de modo que m < min M. Com isso,

€p —

max My,
So=1 > (Iteza| =D 2wl >25
n=min M}, neMy,

Sendo assim, a sequéncia (S, nao é de Cauchy, logo nao é convergente, o que é
3 n)neN ; )
o0 o0

uma contradicao pois E T, ou E €T, NAO sera convergente.
k=1 k=1

Proposicao 1.8. As afirmacoes abaizo sio todas equivalentes:

1. Toda série absolutamente convergente em X € incondicionalmente convergente.
2. Toda série absolutamente convergente em X é convergente.

3. X € um espaco de Banach.

Demonstragao:

(1 = 2) Segue direto da hipétese.

(2 = 3) Seja (x,)neny uma sequéncia de Cauchy em FE. Assim, dado k € N,
existe n(()k) € N tal que ||z, — x| < 27%, sempre que n,m > n(()k). Logo, existem

ny < ng < ---, tais que
| Tny = Ty || < 2% para todo k € N,

e deste modo,

o0 o0
Z Hxnk - Ink+1H < ZQik =1
k=1 k=1

o0

Assim, a série E (Tn, — Tn,,,) ¢ absolutamente convergente e, por hipétese, é conver-
k=1
gente. Por outro lado, observe que

k
Trgpy = Tny + Xj(xnj+1 — Ty;), para todo k € N,
=1

e dai, fazendo k — oo, segue que a sequéncia (x,)n,en é convergente, pois mostramos

uma subsequéncia convergente de uma sequéncia de Cauchy.

14
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(3 = 1) Seja (x,)neny uma sequéncia absolutamente convergente em F. Sabemos

que, para séries de ntumeros reais, convergencia absoluta e incondicional coincidem.
o

Deste modo, para qualquer bijecao o dos naturais, a série Z ||| converge. Logo,

k=1
dado € > 0, existe ng € N tal que

n m n n o
Z%(k) — Z%(k) = Z Tom)|| < Z |Zomw | < Z |zomw | < e
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 k=no
(o]
Isso sempre que n > m > ng. Dai, temos que a série ng(n) é convergente pelo
k=1

critério de Cauchy, o qual pode ser encontrado em livros de Célculo.

Defini¢ao 1.4. Uma sequéncia (x,,)n,en em X é chamada de fracamente incondici-
o

onalmente somavel se a série E To(n) ¢ fracamente convergente, com o : N — N

n=1
00
uma permuta(;éo qualquer, ou seja, se Z gO(C(}U(n)) é Convergente para qualquer Y2 e X*

n=1
e qualquer permutagao o : N — N. Denotaremos o conjunto de todas as sequéncias

fracamente incondicionalmente somaveis de X por wUC(X).

Proposigao 1.9. Se (z,),en € wUC(X), entdo (xp)nen € (L (X) € dado M C N,

eriste xpr € X tal que

Z o(x,) = p(xpr), para todo p € X*.
neM

Demonstragao: Sendo (z,),eny € wUC(X), temos que Zxa(n) ¢ fracamente con-

n=1
)

vergente, com ¢ : N — N uma permutacao qualquer. Deste modo, Zgo(xg(n)) é

n=1
convergente para todo ¢ € X* e qualquer permutacao ¢ : N — N. Em particular,

tomando o(n) = n, temos que Z ¢(x,) é convergente para todo ¢ € X*. Portanto,
n=1

(Tp)nen € €L (X). Agora considere M = {n; < ny < nz < ---}. Se M for finito, entao

Y elra) = (Z %) .

neM neM

Mas como ¢ é sobrejetivo, podemos dizer que g rn, = Ty € X, como queriamos

neM
demostrar. Por outro lado, sendo M infinito, como (z,)neny € wUC(X), dado ¢ € X*

15
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e uma permutacao o : N — N, temos

ng(xa(n)) < 00,
n=1

e assim, a sequéncia (¢(x,))nen € UC(K). Pela Proposicao 1.7, temos que
Z o(xn) = Z p(n,) < 0o,
neM i=1
e deste modo
o k k k
) =1 ) =1 | = li .
00 > le(wnz) k;rgozw(xnz) lim ¢ (Zl wn> @ <kggo2%>
k

Como E x, é convergente, segue que kh_)rn E T, = Tpz, € COM iSSO
o0
neM i=1

Y elan) = plrm).

neM

Lema 1.10. Sendo X um espaco de Banach, temos que
(M(X) CUCX) CwUC(X).

Demonstragao: Seja (7,)nen € £1(X). Com isso, dada uma sequéncia (€, )neny com

en € {—1,1}, para todo n € N, temos que

o o
D entn <Y ]l < oo
n=1 n=1

Portanto, pela Proposi¢ao 1.7, (z,)neny € UC(X). Agora dado (x,)nen € UC(X),

temos que Zxo(n) é convergente para qualquer permutacao o : N — N. Dai, dado
n=1

p € X*, temos

) k k [e'S)
S bl = i 3 langy) = (,gggo zw) — (z xa(n)) <o
i=1 i=1 i=1 n=l

Logo, (Zn)nen € wUC(X)

16
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Mediante ao Lema 1.10 e a Proposicao 1.9, podemos estabelecer a seguinte cadeia:
(M(X) CUC(X) CwUC(X) C L (X).

A seguir, iremos enunciar dois teoremas importantes no estudo de espacos de
sequéncias que nos ajudarao a relacionar alguns espacos envolvidos na cadeia ante-

rior. As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [5, Theorem 1.2 e
2.18].

Teorema 1.11. (Dvoretzky-Rogers) Se X é Banach com dimensao infinita e (Ap)nen €
(%, entao existe uma sequéncia incondicionalmente somadvel (z,)nen em X, com ||x,|| =

|An| para todo n € N.

Teorema 1.12. (Versdao fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers) Seja X Banach com
dimensao infinita. Entao X contém uma sequéncia fracamente somdvel que nao €

absolutamente somdavel.

Observagao 1.1. Em geral, ¢! (X) = ¢} (X) nao ocorre. Na verdade, a versao fraca do

Teorema de Dvoretzky-Rogers nos dard auxilio para garantir a seguinte caracterizacao:
dim(X) < 0o & (1(X) = £, (X).

Com efeito, suponhamos que dim(X) = m < oco. Com isso, sabemos que X serd
isomorfo a £ = K™ munido com a norma p = 1, pois, como E tem dimensao finita,
as normas sao todas equivalentes. Sendo assim, dado (z,)nen € €% (X), podemos dizer
que T, = (Tp1, - ,Tnm) € que 7; denota a projecdo na j-ésima entrada sobre K™.
Note que |7;(z,)| < |[(€n)nenl|1.0, Para qualquer j € N, pois 7; é um funcional linear

limitado de norma igual a 1. Deste modo, temos

oo o0 m m
Z [z = ZZ [ = ZZ |7 ()]l < Z Tn)nen |10 < 00
n=1 j=1

n=1 j=1 7j=1 n=1

Logo, (Tn)nen € 1(X). Mas ja sabemos que ¢*(X) C ¢} (X). Portanto, ¢*(X) = ¢} (X)
como queriamos demonstrar. Por outro lado, o Teorema 1.12 nos garante que se X
é Banach com dimensao infinita, entdao ¢1(X) C £L(X). Logo, como ¢*(X) = (L (X),
segue que X tem dimensao finita.

Com isso, podemos verificar resultado a seguir.
Proposigao 1.13. X tem dimensdo finita se, e somente se, ('(X) = UC(X).

Demonstragao: Se a dimensao de X é finita, entao pela observagao anterior ¢! (X) =

0 (X). Dai, como (}(X) CUC(X) C £} (X), segue que /(X)) = UC(X). Agora vamos

17
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provar a reciproca. Por contrapositiva, é suficiente mostrarmos que
dim(X) = co = (1(X) C UC(X).

Dai, seja (Ap)neny € €2 — . Pelo Teorema 1.11, existe (z,),eny € UC(X) tal que
|znll = |A\n|, para todo n € N. Logo,

Do lzall =) Al
n=1 n

=1

oo
Mas como (A, )nen € ¢*, segue que Z |lz,|| é divergente, ou seja, (2, )nen ¢ £1(X).

n=1

Logo, (1(X) CUC(X).
m

O exemplo a seguir nos mostrara que a inclusao £. (X) C UC(X) é estrita em geral.

Exemplo 1.1. Seja X = ¢y e X = (€,)nen, CUjo €, é a sequéncia com o n-ésimo termo

igual a 1 e os restantes iguais a zero. Entao, x € £ (co) — UC(cy).

Com efeito, dado ¢ € (cp)*, queremos mostrar que

> llelen)l < co.

Mas sabemos que (cg)* ¢ isomorfo a ¢! pela aplicagao

Voo — o
¢ — (plen))nen

Desta forma (¢(e,))nen € ¢!, portanto a série e convergente. Agora veja que se
o0

oo
x € UC(c) entao, pela Proposicao 1.7, Zen ¢ convergente em cy. Mas Zen =
n=1 n=1

(1,---,1,-++) & ¢y, 0 que é um contradi¢ao. Logo, = € £ (co) — UC(cy).

Embora a inclusao UC(X) C ¢} (X) seja estrita em geral, C. Bessaga e A. Pelczyriski
mostram que

UC(X) = (L (X) & X nao contém cépia de co.

w

A demostragao desse resultado pode ser visto em [5], pag. 22].
Enunciaremos importantes teoremas da analise funcional, cuja demonstragoes po-
dem ser encontradas em [2, Teoremas 6.2.11, 6.2.12 e 6.3.9], que irdo nos auxiliar na

demonstracao do classico teorema de Orlicz-Pettis e na versao bilinear.
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Teorema 1.14. (Teorema de Mazur) Sejam E um espago normado e K um subcon-
jgunto convexo de E. Entao o fecho de K na topologia da norma coincide com o fecho
de K na topologia fraca. Em particular, um conjunto convexo € fechado na topologia

fraca se, e somente se, € fechado na topologia da norma.

Teorema 1.15. (Teorema de Schur) Em (* uma sequéncia converge fracamente se, e

somente se, converge na topologia da norma.

Teorema 1.16. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espa¢o normado

X, a bola Bx~ € compacta na topologia fraca estrela de X*.

O classico teorema de Orlicz-Pettis garante que os conceitos de sequéncia fra-
camente incondicionalmente somavel e incondicionalmente somavel sao equivalentes

em espacos de Banach, ou seja, para qualquer espaco de Banach X, segue que
wUC(X) =UC(X).

Esse teorema é um famoso resultado na teoria de espacos de sequéncias e é usado
em diversas situagoes na analise funcional. O objetivo deste trabalho é conseguir
uma versao mais generalizada do teorema de Orlicz-Pettis usando aplicagoes bilineares
limitadas. Com isso, no proximo capitulo iremos estabelecer algumas notagoes para
a somabilidade de fungoes bilineares limitadas B : X x Y — Z, onde X,Y e Z sao
espacos de Banach. Mas antes, vamos apresentar conceitos que irao nos auxiliar na

demonstracao do Teorema de Orlicz-Pettis.

Lema 1.17. Sejam X um espago de Banach, (x,)nen uma sequéncia limitada em X
e A um conjunto denso em X*. Se p(x,) — @(x), para todo ¢ € A, entio (x,)nen

converge fraco para x € X.

Demonstracao: Como (x,)nen é limitada, existe ¢ > 0 tal que ||z,| + ||z| < ¢, para
todo n € N. Além disso, dado ¢ € X*, existe (¢, )nen em A tal que , — . Deste
modo, dado € > 0, existe ky € N de forma que

lor —ll <
Pko ' 2
Mas como ¢y, € A, entao existe ny € N de modo que

n > ng = ’(,Ok()(In) - Soko(x)l <

N
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Sendo assim,

[o(xn) = o(@)] < lo(en) = @ro(@n)] + |ko (Tn) = ho (2)] + [0k () — ()]
1 = @rollll (@) |l + [ero (2n) = @ro ()] + llons = llll]
1 = @ [l )]+ 12]) + [omo (2n) = oo ()]

€.

IN

IN

Portanto, ¢(z,) — ¢(z), ou seja, (x,),n converge fraco para x.

Definigao 1.5. Um elemento x = (x,)neny que pertence a ¢ é chamado de fungao

simples quando o conjunto {z, ; n € N} é finito.
Lema 1.18. O conjunto das funcoes simples é denso em €.

Demonstragao: Seja f € (*°. Sabemos que as sequéncias sao fungoes dos naturais no

corpo, logo podemos dizer que f : N — K. Como f € ¢, segue que f(N) é limitada.

Sendo assim, f(N) ¢ limitado e fechado em K e dai como a dimensao de K ¢ finita,

segue que f(N) é compacto. Por outro lado, dado € > 0, temos

fN)c | Blae).

a€ f(N)

Dali, pela compacidade de f(N), existem a',--- ,a" € f(N) tais que
FN) | B(a',e)
i=1

e deste modo,

com ji € {a',--- ,a"}, para todo k € K. Com isso, podemos definir a seguinte fungao:
f:N =K, tal que f(k) = a’*,com j, € {j1, - ,Jjn}, ¥k € N.
E claro que f é uma funcdo simples. Além disso,
If = flloo = f};g'f(”) —f(n)] <e
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Portanto, o conjunto das fungoes simples é denso em £°°. ]
Defini¢ao 1.6. Um conjunto X é dito pré-compacto, se X é compacto.

Definicao 1.7. Sendo X e Y espacos de Banach. Dizemos que 7' : X — Y é um

operador compacto se dado A C X limitado, entdo T'(A) é pré-compacto.

Observacao 1.2. Sendo X e Y espacos de Banach. Dizemos que 7' : X — Y ¢
um operador sequéncialmente compacto se para toda sequéncia limitada (z,,),en
de X, a sequéncia (T'(z,))nen tem subsequéncia convergente em Y. Mediante a [2]
Proposigao 7.2.3], temos que os conceitos de operadores compactos e sequéncialmente

compactos sao equivalentes.

Lema 1.19. Seja K C (*. Se K € pré-compacto, entio K € limitado e para qualquer
e > 0, existe n. € N tal que

sup (Z |xn|) <

(Tn)nen€K n>ne

Demonstracgao: Dado € > 0, temos

7 2
beK
Mas por hipétese, K é pré-compacto, ou seja, K é compacto. Logo, existem b',--- b €
K tais que
— m €
KcKc UB(b’,§>

Assim, K é limitado. Por outro lado, seja x = (2,,)neny € K. Entao x € U B (bi, %) .
i=1

Logo, existe jo € {1,--- ,m} de modo que

€
B(b“,—)
X € 5

e assim,

o
I — bo[| 2 < % = |z, — b < %
n=1

Por outro lado, ¥° € K C ¢'. Entéao existe n. € N, de modo que

> lbel <

n>ne

N
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Portanto,
j - ; - € €
D fal = >l bR BII < 3 foa bR DRI <5 g =
n2ne n2>ne n>ne n>ne

e consequentemente,
sup E lz,| | <e.
(z’ﬂ)nENeK n>ne

Teorema 1.20. (Teorema de Orlicz-Pettis) Se X € um espago de Banach, entio uma
sequéncia € fracamente incondicionalmente somdvel se, e somente se, ela € incondici-

onalmente somduvel.

Demonstragio: Seja X = (,)ney em X. E claro que se uma sequéncia x € UC(X),
entao x € wUC(X), pois convergéncia forte implica em convergéncia fraca. Reci-

procamente, suponhamos que x ¢ fracamente incondicionalmente soméavel. Com isso,

considere Xog = < oy, -+, Tp, - > . Note que X é, por definicdo, um subespaco con-
vexo de X. Além disso, sabemos por [2] Lema,1.6.3] que X, também é separavel, pois

possui um subconjunto enumeravel e denso. Sendo assim, pelo Teorema de Mazur,

Xo=<x1, - ,&y, - >. Deste modo, defina o aplicacao

v Xp — 5

g (g(xn»neN

Veja que a aplicagao estda bem definida pois como x é fracamente incondicionalmente
o

somavel, temos que Z 9(To(n)) é convergente para qualquer permutacao o : N — N.

Logo, (9(zn))nen € UC(K), o que implica em (g(z,))neny € €', pois o corpo K tem

dimensao finita. Além disso, note que v é linear, pois

(Ag + g1)(zn) = Ag(zn) + g1(z0),

para qualquer A € K e g,g1 € X.
Afirmagao 1.5. v ¢é limitado.

Usaremos o Teorema do Grafico Fechado para mostrarmos esta afirmagao. Com

efeito, sejam (g;)ien em X§ e ¥y = (Yn)nen em £', de modo que

gi—g e v(g) =y
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Note que
U(gi) = (gz(xn))nEN —Z> (yn)nEN

logo, dado € > 0, existe ig € N tal que
i > o = ||(9i(#n) Jnew — (Yn)nenller <€,
isto é, N
i >ig =Y lgian) = wull <e.

n=1

Assim, para todo n € N, temos
i 2 = ||gi(wn) = ynll <e,

para todo n € N, o que implica em

9i(2n) = Y. (12)
Por outro lado, como ¢g; — g em X, entao para cada n € N, temos

gi(wn) = glwn). (1.3)

Assim, por (1.2), (1.3) e pela unicidade do limite, segue que g(z,) = y, para qualquer
n € N, ou seja,

U(g) = (g(mn))neN = (Yn)nn = ¥

Com isso, o grafico de v é fechado, e portanto, v é limitado.
Afirmagao 1.6. v é compacto.

Devido a Observagao 1.2, é suficiente mostrarmos que v é sequéncialmente com-
pacto. Com efeito, seja (2, )nen em Bx:. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki,
Bx: ¢ compacto na topologia fraca estrela. Logo, existe uma subsequéncia (a:flk) kEN
convergente para um certo x5 € Bx; na topologia fraca estrela. Para garantirmos que

v é sequéncialmente compacto ¢é suficiente mostrarmos que, na topologia forte tem-se
v(z) ) LN v(x})
Nk 0/

Mas pelo Teorema de Schur, basta mostrarmos que (v(}, ))ren converge fracamente
para v(xg), ou seja,

p(o(as ) = plu(zy),
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para qualquer ¢ € £*°. Mais ainda, da convergéncia fraca juntamente com os Lemas

1.17 e 1.18, é suficiente mostrarmos que para todo ¢ € A, temos

p(v(ey,)) = ev(zg)), (1.4)

onde A é o conjunto de todas as funcgoes simples. Mas a linearidade nos permite
restringir as fungoes caracteristicas sobre os subconjuntos M de N, isto é, devemos

mostrar que dado M C N,

L (v(ay,)) = L (v(g)),

onde 1, sao as sequéncias (z, )nen tal que z,, = 1 quandon € M ex, = 0sen € N—M.

Mas da relacao de dualidade, a qual pode ser verificada em [2] 4.2], temos que

Lu(v(z3) = Y w5(n)-

neM

Dai, para algum finito M C N, temos

i) = 3 o) =i () < i ()

neM neM neM
= Jim 3 o, (o) = Jim 1uo(5,)
neM

Agora se M for infinito, temos

* _ * * *
Ly(v(zg)) = E zy(r,) = lim E xy(zy,) = lim zj E T,
r—00 —00
neM i=1 i=1
n; €M n; €M
I '
= z lim E T = lim % lim E T
0 r—00 i koo r—00 i
=1 i=1
nlEJM niel\/f
r
= lim | lim z* E T = lim E ¥ (x
Eooo | o0 T i k—o00 nk( n)
=1 neM
nieM

= Jim 1y (e(s],).

Com isso, concluimos que v ¢ compacto. Deste modo, como By ¢ limitado e v ¢ um
operador compacto, segue que v(B Xg) é pré-compacto em £*. Assim, pelo Lema 1.19,

dado € > 0, existe n. € N de modo que, para qualquer M finito de N com min M > n,,
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1. Conceitos Preliminares

temos

Hahn-Banach
= sup

lgll<1

>

neM

()

Com isso, pela Proposicao 1.7, segue que (2, )nen é incondicionalmente soméavel.

< sw <Z lg(a:n>|> <e

gl<t \ 5o
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Capitulo 2

Sequéncias B-absolutamente

somaveis

Agora iremos estudar o espaco das sequéncias B-absolutamente somaveis. Inicial-
mente abordaremos definicoes e exemplos com aplicacoes bilineares particulares para
que posteriormente possamos analisar em quais condigoes podemos relacionar este

espaco com espacos estudados no capitulo 1. Todo este capitulo esta baseado em

[9].

2.1 Somabilidade absoluta com respeito a funcoes

bilineares

Definicao 2.1. Sejam X, Y, Z espacos de Banach e B: X x Y — Z uma aplicagao
bilinear limitada. Dizemos que uma sequéncia (z,),cy é B-absolutamente somavel

se a sequéncia (B(z,,y))nen € (*(Z), para todo y € Y, isto é,
Y 1B, y)ll < 00, Wy €Y.
n=1

Denotaremos o espaco de todas as sequéncias B-absolutamente somaveis de X por
(5(X).

Analogamente, poderiamos pensar em definir é}ﬁu(X ) que seria o espago de todas as
sequéencias fracamente B-absolutamente somaveis de X, ou seja, seriam as sequéncias

(1) nen de modo que (B(Zn,y))nen € 01, (Z) para todo y € Y, isto é,

S 12 (Bl y))| < o0, ¥y € V.
n=1
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Porém, esta nocao é na verdade um caso particular das sequéncias B-absolutamente

somaveis. Com efeito, dada B : X x Y — Z bilinear e limitada, podemos definir

B:X x (Y&,Z*) = K, com B(z,y ® z*) = 2*(B(x,y)),

onde Y&, Z* representa o produto tensorial projetivo. E possivel mostrar que B é

bilinear. Além disso, é limitada pois
1B(z,y @ 2%)|| = [[2"(B(x, y)) | < [Bllllz"[lllz[[l|y]] = B[y ® ="

Caso o leitor queira verificar a bilinearidade da aplicacao ou se aprofundar no tensorial

projetivo, consulte [8]. Com isso, sendo x = (2,)nen € para qualquer z* € Z*, temos

x € lg (X <:>Z]z (T, Y) \<oo<:>Z\B:Uy®z)]<oo<:>X€€1( ).

n=1

Portanto, podemos concluir que £ ,,(X) = K%(X).

Agora, para que possamos desenvolver a teoria, iremos impor algumas condigoes
para as fungoes bilineares limitadas B : X x Y — Z. Com isso, considere a seguinte
funcao

o X — L(Y,Z), com ¢g(z) = B(x,-) = B,.

Vamos dizer que B é admissivel se a funcao ¢z for injetiva, isto é,
B(z,y) =0,YyeY =z =0.
Assumindo isto, poderemos provar mais adiante que, para X = (&, )nen,

HXHZ}S(X) = sup H(B(ﬂﬂmy))neNHel(Z)
yEBy
define uma norma sobre (5(X).
Outra importante definigao é a de espagos (Y, Z, B)—normados. Dizemos que X é
(Y, Z, B)—normado com relagdo a uma funcao bilinear limitada B: X x Y — Z ou

simplesmente B-normado, se existir uma constante £ > 0 tal que
l|lzl|x < k||Ballzev,z), para todo z € X.

O conceito de espago B-normado nos ajudara provar que £5(X) é completo com
relagdo a norma || - || (L(x)- Essas notacoes foram recentemente consideradas em proble-

mas de integracao com relacao a funcoes bilineares limitadas, desenvolvendo a Teoria
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

da Anélise de Fourier com respeito a fungoes bilineares limitadas.

Definig¢ao 2.2. Uma sequéncia (z,),eny de X é dita B-incondicionalmente soméavel
se (@(B(2n,y)))nen € €' para todo y € Y, ¢ € Z*, e para qualquer M C N, existir
xy € X tal que

Z o(B(zn,y)) = o(B(xar,y)), paratodoy € Y e p € Z*.
neM

Usaremos a notagao B-UC/(X) para indicar o espaco de todas as sequéncias B-incondicionalmente

somaveis de X.

Proposicao 2.1. Defina as sequintes aplicagoes bilineares:

Z: XxK—= X, com Z(z,a) = za,
D: XxX"—=K, comD(z,p)=p(x),
Dy: X*x X =K, com Di(p,x) = p(z).

Com 1isso, temos
C2(X) = 01(X), (p(X) =6,(X) e lp, (X7) = Ly (X7).

Demonstragao: Seja (x,),eny € X. Entao, para todo a € K, temos

D x|l = lal Y llzall < 0o D flzal| < oo,
n=1 n=1 n=1
Logo,
(Z (@, @))nery € £1(X) & Y ||zl < o0
n=1
Portando, (4 (X) = (*(X).

Agora, veja que para todo ¢ € X*, temos

(#n)nen € Ip(X) & (D(2n, 9))nen € O & Z p(25)] < oo

n=1

Logo, (H(X) = (1 (X).

Por fim, observe que para qualquer z € X temos

(¢nnen € €p, (X7) & (D1, 7))nen € €' & Y [pa(2)] < 0.

n=1
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Daf, 4 (X*) = £1.(X*). -

Proposicao 2.2. As sequéncias em 6%)1 (X*) sdo sempre equivalentes as sequéncias

D; -incondicionalmente somdveis, isto €, {p (X*) = Dy-UC(X*).

Demonstragao: Sabemos que, para qualquer x € X, tem-se

(Qpn)neN € EDl <:> Z |§0n | < 00,

e (¢n)nen € D1-UC(X™) se, e somente se, para qualquer ¢ € K* e todo z € X, tem-se

(Y(D1(#n, ) Jners € £,

e para todo M C N, existe ¢y € X* tal que para qualquer v € K* e todo z € X,

tem-se

Z Qb(pl((pn’x)) = ¢(D1(90M7x))

neM
Mas como K* = K, temos que (p,)nen € D1-UC(X™) se, e somente se, para qualquer
A€ Ketodox € X, tem-se

(ADl(SOnv ))nEN el's )\Z ’QDn ’ < 00,
n=1

e para todo M C N existe @) € X* tal que para qualquer A € K e todo z € X, tem-se

Z AD1(on, x) = AD1(onr, ) < Z on(T) = (x).

neM neM

Com isso, é claro que Dy-UC(X*) C £ (X*). Agora seja (@n)nen € €p, (X*). Assim,
para todo A € K, temos

leon |<oo:WZ\son )| < oo.

n=1

Por outro lado,

(¢n)nen € €1D1 (X*) = (on(T))nen € o,

e como a dimensao de K é finita, pela Proposigao 1.13, segue que

(on(2))nen € €1 = (¢ (2))nen € UC(K).
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Como K é Banach,

(¢n(7))nen € UC(K) = (¢n(2))nen € wUC(K).

Assim, pela Proposicao 1.9, para cada =z € X, existe ay, € K tal que

Z §0n<x> = OMz-

neM

Assim, tomep,s : X — K dado por ¢ (z) = ap,. Com isso, temos que (¢n)nen €
D,-UC(X™).

[

Apesar da Proposicao 2.2 nos garantir que ¢ (X*) = D;-UC(X*), se tomarmos

X* = (> ou seja, X = (| e considerar a sequéncia candnica x = (€, )nen, entao x é

o0
D;-incondicionalmente somével, pois dado = € ¢, Z llen(z)]| é finito. Logo,

n=1

Y llea(@)ll < 00 & Y [1D1(en, (@)l < 00 4 (en)nen € bp, (£7).

n=1

Dai, pela Proposicao 2.2, x € D;-UC(¢*°). Porém, sabemos que x nao é incondi-
cionalmente somavel. Desta forma, concluimos que a versao bilinear do teorema de

Orlicz-Pettis nao é valido para B = Dy, isto é, existe X espaco de Banach tal que
D, —UC(X)#UC(X).
Proposicao 2.3. Para qualquer espaco de Banach X, temos que
D-UC(X)=Z-UC(X)=wUC(X).

Demonstracao: Sendo x = (x,),eny uma sequéncia de X, sabemos que dado ¢ € X*
e A € K* =K, temos

x € D-UC(X) & > [MD(z,9)| <00 > [Ap(xa)| < o0,

n=1 n=1

e para qualquer M C N existe x); € X tal que

> AD(2n, ¢) = AD(z1, ©).

neM
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Mas isto é equivalente a

> Mp(xa) = Mp(r),

neM

para todo ¢ € X* e A € K* = K. Por outro lado,

x € ZUC(X) & ) |0(Z(xn, V)| <00 & > [p(Azy)| < 00 & Y |Ap(z,)| < o0,
n=1 n=1 n=1

e para qualquer M C N existe x;; € X tal que

D e Z(@n, V) = p(Z(za, V) & D Ap(xa) = Ap(wu).

neM neM
Sendo assim, podemos concluir que D-UC(X) = Z-UC(X). Agora, observe que para
qualquer permutacao o : N — N e ¢ € X*, temos

x € wUC(X) & > [@(2om)| < 00 & (@(2n)nen € UC(X).

n=1

Com isso, se x € wUC(X), usando a permutacao identidade, segue que Z lo(xy,)] é

n=1

o

convergente para qualquer ¢ € X*, e portanto, Z | A¢p(x,)| < oo para todo ¢ € X* e
n=1

A € K. Com isso, juntamente com a Proposigao 1.9, concluimos que x € Z-UC(X).

Agora suponhamos que x € Z-UC(X). Dai, para qualquer ¢ € X*, temos

D plan)| <00 =Y e(an)] < oo
n=1 n=1

Mas sabemos que para qualquer (€,),eny com €, € {1, —1}, tem-se

D ep(an) <Y lo(ea)l < oo

Logo, (¢(xn))nen € UC(X), e pela Proposi¢ao 1.7 concluimos que x € wUC(X).
|
Com isso, podemos concluir que sequéncias Z-incondicionalmente soméaveis e D-
incondicionalmente somaveis corresponde a fracamente incondicionalmente somaveis.

Desta forma, podemos reescrever o Teorema de Orlicz-Pettis da seguinte maneira:

D-UC(X)=UC(X) ou Z-UC(X) =UC(X), para todo X de Banach.
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

O que nos leva a pensar na seguinte questao: Em quais condigoes B-UC(X) = UC(X),
sendo B : X XY — Z uma funcao bilinear limitada admissivel?

Para entender o porqué do teorema de Orlicz-Pettis ser valido para D e nao ser para
D1, podemos notar primeiramente que nao s6 X C X**, mas na verdade os funcionais de
X*, com relagao aos elementos de X sao fraco estrela norma continuos em X**. Tendo
isso em mente, precisamos considerar o espago de Banach W*(X*Y) que consiste em
todas as funcoes lineares limitadas de X* em Y que sao fraca estrela-norma-continuas.
Caso o leitor queira se aprofundar mais este espago consulte [6].

Sempre denotaremos X, Y e Z como espacgos de Banach e B: X XY — Z uma
aplicagao bilinear limitada. Iremos também usar, até o fim do trabalho, as seguintes
notacoes:

Vs Y — L(X,Z), com ¢5(y) = B(,y) = BY

B*: X xZ"—=Y" com B*(z,z")(y) = 2*(B(x,y)).

Em outras palavras, B = (B,)*. Além disso, usualmente iremos escrever % + 1% =1,
para 1 < p < oc.
Veja no exemplo a seguir que, em geral, ||- Hzg( x) Nao ¢ uma norma sobre X. Porém,

a Proposigao 2.4 ird nos fornecer uma caracterizacao para que [|- || x) seja uma norma.

Exemplo 2.1. Seja X um espaco de dimensao infinita e ¢y € X* — {0} que nao é

injetiva. Com isso, defina a aplicacao
B: X x X = K, com B(x',2?) = po(x")po(z?).

Entdo || - [|g,(x) ndo é norma.

Demonstragao: Com efeito, como ¢q nao é injetiva, podemos considerar x = (z,,)nen €

Ker(gpg), com x # 0. Sendo assim, B(z,,z) = 0, para todo z € X e n € N. Logo,

[x[[ey,x) = 0. Mas x # 0, entao || - [[»(x) néo é norma.

[ ]
Proposigao 2.4. O espago ((5(X), || - [la,x)) € normado se, e somente se, B ¢ ad-
missivel.
Demonstragao: Suponhamos que (¢5(X), ] - Hng(X)) é normado. Dai, seja x1,20 € X

de modo que ¢p(x1) = ¢g(xs). Porém, observe que

65(21) = é5(w2) = Bla1,y) = Blas,y) = Blas — 22,y) = 0, para todo y € V.
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Com isso, sendo x = (2, )neny cOM T, = 21 — x9 para qualquer n € N, segue que,
B(z,,y) =0= ||X||e}3(X) =0,

para todo y € Y e n € N. Mas, por hipétese, || - [|s,x) é norma, entdo x = 0, ou seja,
x1 = xo. Portanto ¢g € injetivo, isto é, B é admissivel.
Reciprocamente, vamos supor que B é admissivel. Logo, sendo x = (z,)nen €

(5(X), podemos definir o seguinte operador linear:
TB,x Y — EI(Z)a com TB,x(?/) = (B(mmg/))neN-

Mostraremos que o gréfico de T, é fechado para garantir que sup [[(B(Zn, y))nen||er(x)
lyll<1

seja finito. Com efeito, seja (yx)ren convergente paray € Y e (Tx(yxk))ren convergente

para (p,)nen € £1(Z). Note que, para cada k € N, temos
Tsx(yk) = (B(n, Y) Jnen-
Logo, fazendo k — oo, segue que
(B(xn, yi))nen = (B(Zn, ¥))nen

e entao, (pn)neny = (B(Zn,Y))nen = Tx(y). Assim, o grafico de T« ¢ fechado e T €

continuo, ou seja,

sup [[T(y)l| < oo = sup [[(B(#n,y))nenllerx) < 00,
lyll<1 lyll<1

Agora, dados x = (Z,,)nen, Z = (2n)nen Sequéncias em X, y € Y e A € K, temos

[Ax + 2zl x) = ”ilnlglll(w(%,y))neNJr (B(zn, y))nenller(x)
< A sup [[(B(@n, y))nenllexy + A sup [[(B(zn, y))nenllerx),
lull<1 llyl<1
e assim,
||)\X+Z|’eg(X) = >\HXHeg(X) + ||ZHelB(X)-

Por fim, sabemos que se x = 0, entao ||x||[é(X) = 0. Agora veja que

||x||g%3(X) =0= ”81”151 |(B(zn,Y))nenllex)y = 0 = [|[(B(xn, y))nenller(x) = 0, para todoy € Y.
ylI<

Assim, (B(zp,y))neny = 0 para todo y € Y o que implica em ¢p(x,) = 0 para todo
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

n € Ney €Y. Mas como ¢p é admissivel, isto é, injetiva, temos que x,, = 0 para todo
n € N e assim, x = 0.

|

Analisaremos agora a completude do espago /5(X). O exemplo a seguir nos mos-

trara que, em geral, esse espaco nao é completo.

Exemplo 2.2. Seja T': X — Z uma aplicagao linear limitada de modo que 7'(X) nao

¢ um subespago fechado de Z. Com isso, defina a seguinte aplicagao bilinear limitada
F: X xK— Z, de modo que F(z,a) = oT(z).

Entdo ¢%(X) ndo é completo.

Demonstragao: Se x = (2, )nen € (x(X), entao

Ixllex) = sup laT (@a)nenllozy = IT(@nenllaz = Y I1T(xa)llz.

laf<1

0

Agora, como T'(X) nao é fechado em Z, podemos tomar x° = (29),,cy em X de modo

que (T(x2)),en seja convergente para z € Z — T(X). Agora defina, para cada m € N,

O / A . ~ Ve
X™ = (3% )nen. Mostraremos que (x™)men ¢ uma sequéncia de Cauchy que nao é

convergente em (%(X). Com efeito, note que para todo m,k € K, temos que

[e.9] o0

m Kk Ty, _932 0 0
=ty =S| (- 5 )| =S| ()| et - b
d n=1 n=1 Z

Com iss0, (X™)men ¢ uma sequéncia de Cauchy pois T'(22,)men é convergente em Z.

Ty,
Com isso, se (X™)men convergir para X, a desigualdade anterior nos diz que z =
T(2x1) € T(X). Mas isso é uma contradigdo pois z € Z — T'(X).

Por outro lado, se x € (%(X), entao

z = ||Xm—X||e;(X)

1 0 )
Sirat) -t = 1 (% -

00
<2
Z n=1

Todavia, o Teorema 2.5 nos dard condigoes para que esse espaco seja completo.

Teorema 2.5. Seja B : X XY — Z uma aplicacao bilinear limitada e admissivel,

sendo X um espago B-normado. Entao ({5(X), || - lex,(x)) € um espago de Banach.

Demonstracao: Seja (x™)men, com x™ = (207),en, uma sequéncia de Cauchy em
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

(5(X). Deste modo, dado € > 0, existe ko € N tal que, para todo m, k > ky tem-se

o0
™ = x|y < €= sup YO[By —ahy)lz < e

yEBY’n:l

Em particular, para todo y € By e m, k > kg, temos

Y By —aby)llz < e
n=1

e por maior razao, para todon € N e m, k > ky, temos
HliﬂffxﬁHﬂﬁﬂZ)fg €.
Assim, como X é B-normado, existe ¢ > 0 tal que
' =yl < ce.

para todo n € N e m,k > k. Assim, podemos concluir que (z%),cn é uma sequéncia
de Cauchy no espaco de Banach X e entdo, (%),cy converge para algum x,, € X, para

todo n € N. Com isso, considere x = (x,),en. Deste modo, fazendo m — oo, temos
oo oo
Y IBay — b y)lz < e= ) 1B, - y)llz < ¢
n=1 n=1

para todo y € By e k > ko. Logo, podemos concluir que x —x* € ¢5(X) e que x* — x
em (5(X). Mas veja que x = (x — x¥) + x* € (5(X) e portanto a sequéncia (x¥)yey ¢
convergente para x em (5(X).

m
E um fato que podemos identificar ¢1(X) como o espaco L(co, X) ou L(X* ).

Vamos estudar este mesmo tipo de identificagao com relagao a £5(X).

Proposicao 2.6. Seja B: X XY — Z uma aplicagao bilinear admissivel e limitada.

Entao,
1. (5(X) é isometricamente isomorfo a um subespago do L(Y,(*(Z)).

2. U5(X) € isometricamente isomorfo a um subespaco do (L(L(Y, Z)), onde defini-
mos o : (LY, Z))xY — Z, como(T,y) =T(y).

3. (5(X) € isometricamente isomorfo a um subespago do L(co(Z*),Y™).
4. U5(X) € isometricamente isomorfo a um subespago do L({®(Z*), L. (Y™)).
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Demonstragao:
1. Sendo x = (Zp)nen € (5(X), y €Y e Tpx(y) = (B(xn, y))nen, podemos definir a
aplicacao
0 l5(X) — LY, 01(Z)), com p(x) = Tsx.

Observe que ¢ estda bem definida e é linear, pois B é bilinear, e ainda,

le()leverzy = sup 1Tsx@)llerz) = sup [(B(@n, Y)nen)llerz) = 1%l 0

yEBy yEBy

Com isso, temos uma aplicagao isométrica entre (5(X) e L(Y,01(Z)).

2. Sabemos que ¢g(z) = B(z,-), para cada z € X. Assim, podemos definir:

o Lp(X) = Lo(L(Y, Z)), com ¢((zn)nen) = (65(2n))nen-

Observe que ¢ estd bem definida pois (x,)nen € £5(X), e é linear pelo fato de ¢p ser

linear. Com isso, sendo x = (x,,)nen € {5(X), temos

lo)ercvizy = B(wn,))nenllencevizy = sup [[o((B(@n, )nen, ¥)) ez

yEBy

= sup [[(B(zn, Y)new)lez) = [1%lley )
yEBy

Sendo assim, temos uma aplicagao isométrica entre (5(X) e £L(L(Y, Z)).

3. Sendo x = (T)pey em X, y € Y e N, M € N, temos pelo Teorema de Hahn-

Banach que

M
> 1B, y)l = sup leon (@ ).
n=N

Pn€B A

Por outro lado, usando as mesmas notacoes e sendo €, € Bk, temos

M M M
Z B*(Inu €n¢n)(y) < Z ’B*(Inu Gngpn Z |€n||8ik l‘n, 90n>(y)|
n=N n=N n—
M
= Z ’B* xm@n = Z xmy |
Com isso, temos
M M
sup | B (2, €npn) (y)| < sup on(B(2n, )|
enelze | TN Pen€Bz [ TN
en€By
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Em particular, para o caso real, podemos tomar €, € {—1, 1} de modo que

B* (2, €npn)(y) = |B* (2, €non) (y)]-

De modo analogo pode-se fazer para o caso complexo. Sendo assim,

M M M
sup Z B*($n,€n@n)(y) = sup Z |B*(xnaen50n)(y)| = sup Z |B*($’n, SOn)(y)‘
pn€EBZx NN PnEBZx n=N PnE€EBgx n=N
Logo,
M
sup Z B*(xp, €x0n)(y)| = sup Z |on (B(2n, )|
pn€B g« n=N LPnEBz* —

Assim, pela propriedade de supremo segue que

M M
sup Z B (y, €ntpn)(y)| = sup Z [n(B(2n, y))|-
PnEBZx =N SDnEBZ* n=N
en € B
De modo anélogo,
M M M
sup Z B* (2, €n0n)(y)| = sup e, Z B* (2, €npn)(y)| < sup Z B* (2, 00)(y)| -
pnEB Zx =N PYn€B Zx =N pn€EBZ* =N
en €Bg en €BK
Em particular, se tomarmos €, = 1, para todo n € N, temos
M M
sup Z B* (2, €ntpn)(y)| = sup Z B*(xp, on)(y)] -
pnE€EBZx — pn€EByx n=N
Com isso,
M M
sup | B (@n, eapn)(y)| = sup | B (@, 00)(y)] -
PnE€BZx n=N PnE€Bzx n=N
en €By
Deste modo, podemos concluir que
M M
D IB@a,y) = sup | B (wn,00)(v)|-
n=N Pn€Bzx n=N

Dai, como a igualdade anterior é valida para qualquer N, M € N, podemos concluir

que
M
HXHzg(X) = sup E B* (2, on)(y)
<Pn€BZ* 1 N
MeN n Y
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Deste modo, sendo x = (,)nen € (5(X), podemos definir

W lp(X) = L{co(Z7),Y™), com 1)(x) = &,

onde & : co(Z*) = Y™, com & ((0n)nen) = ZB*(mn, ©n) € Y*. Note que 1 é linear,
n=1
pois B* é bilinear. Com isso, temos

1 2teotzy =) = &l ceozey=y) = sup [|&((@n)nen)|

Pn€EBZx
o0
*
= sup ZB(l’n,QOn) :HXH%(X)‘
en€Bz || Y*

Portanto, temos uma aplicagao isométrica entre (5(X) e L(co(Z*),Y™).

4. Seja x = (Tn)nen € {5(X) e defina a seguinte aplicagao:

€ lp(X) = L((Z7), £, (Y™)), com &(x) = tx

)y Yw*

onde Uy ((©n)nen) = B*(Zn, Pn)nen, com (o )nen € €2°(Z*). Dali, usando argumentos

analogos aos do item anteiros e sabendo que (¢}(2))* = £>°(Z*), temos que

1€ 2o (zy2, vy = IIUxl = sup > 1IB (@, 00) (W)
(‘Pn)nGNEBBZOO(Z*) n=1
yEBy

- sup D llpa(Blan, )|

(pr)nen€Beoo(z+) | 7

yEBy
oo
= sup Z Engon(B(fL‘na y)) ‘
(pr)nen€Bpoo(z) ||,

YEBy,|en|=1

= Ssup Z 1B(@n, y)llz = HX”%(X)

YyEBy o
Com isso, temos uma aplicagao isométrica entre 5(X) e L(£>2(Z*), 0L (Y™*)).

)y Yw*

Iremos agora expor algumas aplicagoes bilineares limitadas e admissiveis definidas

em um espaco de Banach X.

Exemplo 2.3. Defina a aplicacao

7: X XY = X®,Y, com Ty(z,y) =r®y,
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onde X®,Y é a produto tensorial projetivo. Veja que my ¢é bilinear, pois o tensor é

uma aplicacao bilinear. Além disso, é limitada, pois

Iy (2, 9) [l = llz @ yll = llz|[lly]-

Por fim, é admissivel. Com efeito, suponhamos que ¢, (1) = ¢r, (2), com 1,29 € X.

Dai, para todo y € Y, temos

Gy (21) = by (22) = Ty (21,Y) = Ty (T2,y) = 21 QY =22 @Y

= (11 = 2) @y = 0= |(21 = 22) @yl| = 0= |21 = 22|l lyll = 0= [Jz1 — 25 = 0.

Logo, 1 = 5.

Lema 2.7. Sejam X e Y espagos de Banach. Deste modo, se T'(xg) = 0 para qualquer
T e L(X,Y), entio xo = 0.

Demonstracgao: Defina a aplicacao
S [xo] = K, com S(Azg) = Al|zol|-
E fato que S é um funcional linear. Dai, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
S:X =K, com §|[x0] = 9.
Assim, dado yy # 0 em Y, podemos definir
R:X =Y, com R(z) = 5(z)yo.

E facil notar que R € £(X,Y) e temos

R(rp) =0 & g(330)?40 =0« ||zol|yo =0 29 = 0.

Exemplo 2.4. Considere a aplicacao
oy : X X L(X,Y) =Y, com oy (z,T) =T(x).

Note que oy é bilinear porque T' é uma aplicacao linear e é também limitada, pois para

qualquer x € X e T € L(X,Y) temos,

loy (=, D) = [T ()| < [T][]]]-
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Além disso, oy é admissivel. Com efeito, sejam x1, x5 € X de modo que
D5y (1) = bz, (72).
Logo, para qualquer T' € L£(X,Y), temos
T(x1) =T(xg) = T(xy —x2) =0
Assim, pelo Lema 2.7, segue que 1 = x9. Veja que se tomarmos Y = K, temos ox = D.

Proposicao 2.8. Seja X um espago de Banach. Entdo, (% (X) C £,,(X).

Demonstragao: Seja X = (zn)nen € % (X). Podemos fixar y € Y e 2* € X* de

modo que [|y|| = ||z*|| = 1 e definir a aplicagao linear limitada

yRz": X =»Y, comy®z*(zr) =a2"(z)y.

Dai,

sup |[[(y@*(zn))nenllovy = sup [y(@™(@n))nenllo )y < sup [[(@"(@n) nenllerx)-
Z*EBx* I*EBx* x*GBX*

yeBy yEBy
Mas,

sup [(2" (@) nenllay = sup Y |27 (@) = lIxlla,x)-
T*EBx* z*EBx* n=1
Por outro lado, para y € Y e 2* € X* com ||y|| = ||z*|| = 1, temos
Ity @ 2% (zn)Jnenlle vy = [ly(@" (@n) nenller ) = [[(&" (@n) Jnenller ()-

Com isso,

sup [[(y @ 2% (xn) )nenller vy = 1%, (x)-
:C*EBX*
yEBy

Porém, como y ® 2* € L(X,Y), temos

sup |[(y @ 2" (zn))nenlleopy < sup [[(T(@n)nen) le vy = lIxllex)
IZEgX* TGBL(X,y> 7Y
YyEBy

Assim, [|x||o (x) < HXH%Y(X)’ isto é, féy(X) C L (X).
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Exemplo 2.5. Com relacao ao espacos de operadores, podemos considerar a seguinte
aplicacgao:

o L(X,)Y)x X =Y, como(T,z) =T(x).

E fato que o é linear e limitada, pois T € £(X,Y) e ||T(z)|| < ||T|/||z||, para qualquer
TeL(X,Y)exe X. Além disso, o é admissivel. Com efeito, dado T7, T3 € L(X,Y).
Dali,

0o(Th) = ¢o(Tn) = T (z) = To(x), para todo z € X

Assim, T7 = T5. Note também que se tomarmos Y = K, temos 0 = D; e

(L(X,Y)) = {T = (Th)nen C L(X,Y); sup Z T, (2)| < oo}

mex

Este espaco foi estudado em [7] e 14 é denotado por £§(X,Y"). Neste mesmo trabalho

é apresentado a seguinte relacao:
PIL(X,Y)) S AL(X,Y)) € OL(L(X,Y)).

Proposicao 2.9. Seja B : X XY — Z uma aplicacao bilinear limitada, Y1, Z1 espacos

de Banach e R: Z — Z1, S : Y1 =Y, duas aplicagoes lineares e limitadas. Considere
Brs: X x Y1 — Zy, com Brs(v,y1) = R(B(x,S(y1)))-

Entao, (3(X) estd continuamente incluso em lg (X) e sendo & = (Tn)nen € (5(X),
temos
lally, o) < RIS 2l

Demonstragao: Sendo x = (z,)nen € 5(X), para que £5(X) esteja continuamente

incluso em %R, . (X), devemos mostrar que a aplicagao identidade, dada por
Id: (5(X) — GSR,S(X) com [d(x) = x,
é continua, isto é, deve existir ¢ > 0 de modo que, para todo x € (}(X), tem-se
1746y, o0 < el
Com efeito, sendo x = (z,,)nen € {5(X), temos

A, )= sup [Brs(xy)lla) = sup [RB,S5y1)lle ).

y1€By, y1€By;
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Mas como R é limitada, temos que

sup || R(B(x, S(y)ller(zy < sup [ R[IB(x, S(y1)ller(z0)-

y1€By; Yy1€By;

Por outro lado, para qualquer y; € Y7, veja que

S(y1)
<yl <1
151
Logo,
S
y1 € By, = II(g|1I) € By.
Dai, considere o seguinte conjunto
S(y1)

Logo, H C By. Sendo assim,

sup || B(x, y)|ln(z) < sup [|B(x,9)lle(z)-
yeH yEBy

(< i)

Com isso,

sup
y1€By;

< sup [|B(x,9)|e(z)
0(z) YEBy

O que implica em

sup B (%, S(yi))llz) < IS1 sup 1B y)lle2)-

y1€By; yEBy

Multiplicando ambos os lados por ||R||, temos

1]l sup [|B (%, S(y))llez < IRIIS] sup 1B, y)llez)-

y1€By; yEBy

Assim, concluimos que

sup [|[R(B(X, S(y1))lle(z) < sup [RIIB(x, S(y)llerz) < (RIS sup 1B, y)ller(2)-
ycby

y1€By; y1€By;

Portanto,

11dGly, 0 = Il oo < IRNIS Ky
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Se B : X xY; = Zye By : X XYy, = Zy sao aplicagoes bilineares limitadas, nds
dizemos que By < Bj se existem uma aplicagoes lineares limitadas R : Zy — Z; e
S 1Y) = Y, tais que Bi(z,y1) = R(Ba(z, S(y1))), ou seja, (B2)rs = Bi. Note que a
Proposicao 2.9 nos diz que By < B, implica em {3 (X) C {3 (X) e que existe C' > 0
tal que ||XH5181(X) < CHXH%Q(X), para qualquer x € (i (X).

2.2 Relagao entre os espagos (5(X), £ (X) e (}(X)

Inicialmente vamos observar que ¢'(X) C (5(X) para qualquer aplicagao bilinear

B:X xY — Z. Com efeito, considere x = (x,,)nen € £1(X), assim

> 1B@n, )l < 1Byl D Nl
n=1 n=1

Dai, aplicando o supremo com relagao a y € By, temos
1% /en, ) < IBIIxlerx)-

Em geral a inclusao é prépria. De fato, podemos usar como exemplo a aplicacao bilinear
limitada D, que ja definimos na segao anterior. Se tomarmos X de dimensao infinita,
entdo pela versao fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers, temos ¢(X) C £L(X). Por
outro lado, vimos na Proposicao 2.1 que (L(X) = ¢.(X). Com isso, concluimos que
£1(X) € h(X).

Antes de abordarmos a relagao entre (5(X) e £} (X), vamos analisar alguns casos

particulares.

Exemplo 2.6. As aplicacoes Z,D e D;, definidas na Proposicao 2.1, sao exemplos de

aplicagoes bilineares com o operador inclusdo id : £(X) — £} (X) continuo.

Demonstragao: Para que a inclusao id : {5(X) — (L (X) seja continua, é suficiente

mostrar para qualquer x = (z,,)nen € £5(X), que

lid () lex, ) = [1lles, ) < 1%l (x)-

Sendo assim, para a aplicagdo Z, sendo X = (&, )nen € EIZ(X), temos

1%z, x) = Sup D () < Sup D llelli@a)l <> @)l
¥ ¥ n=1

B« Bx«

n=1 n=1
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%l

oo oo [ee]
= sup > || Z(wn, )| = sup Y [lenal = sup |a] Y [l
Z2(X) a€ By n=1 a€ Bg n=1 a€Bg n—=1
Logo,
Il < s

De modo andlogo, para D, sendo X = (&, )nen € @)(X), temos

[x[[e1,(x) = sup Z [ (zn)]

pEB X* p—1

Ly = Sup ZHD T, )l = sup ZH@O )|

1]l 2
PEBx~ =4 n=1

Em particular,

Por fim, para Dy, seja (@5 )nen € £ (X*). Dai,

) < [xlley

D(X)’

1(@n)nenlle,x+) = sup ZIISE** wn)ll < S IISU**HZII wn)|l < ZII%II

r**EB X** —

H(Son)nGNHﬂ (x*) = Sup kan

r€Bx n=1

Mas pela norma do espaco,

:EGX

sup Z"Pn )l :ZHSDTLH
n=1

Logo,

[1x[lez, ) < [Ix]] 2
D(X)

Proposicao 2.10. Sejam T € L(Y,X*) e Br : X xY — K wuma aplicagcio bilinear
limitada dada por Br(z,y) = T(y)(z). Entdo £,,(X) C (5 _(X).

Demonstragao: Seja T € L(Y, X*). Temos,

X = (Tn)nen € g, (X) & sup Z IT(y)(x)] < co
yeby
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X = (Tn)nen € £y, (X) & sup Z‘gpxn‘<oo

PEBx 1

Com isso, sendo x = (T, )ney em X e y € Y, temos

Z|T (@)l = 1T ||Z(HT N < ity ||Z(HT .

Aplicando o supremo com relacao a y € By, temos

el < s 171 3 (sl ) < 3 (Fslt).

Mas como HTE gll € Bx- para qualquer y € Y, segue que

||THZ( W) <) sup 3 ot = Il

pEBx+ 1

Assim, podemos concluir que [[x|[p, (x) < [|T[|1x/le1,x) € que 0 (X) C Ly (X).
T

Exemplo 2.7. Sendo T : * — % com T(x) = (&) nen, X = (@n)nen € Y = (Yn)nen,

podemos definir

=1
Ay 2 x 2 5 R, Ay (x,y) = — T Yn,
: com As(x.y) = 3 Ly

n=1
que é uma aplicagao bilinear limitada admissivel e £},(¢%) C ¢%, (¢?).

Demonstragao: De fato, usando a desigualdade de Holder para sequéncias, temos que
a aplicacao Ay estd bem definida. Além disso, sua limitacao e bilinearidade seguem
mediante as propriedades de sequéncias e séries. Agora iremos mostrar que ela é
admissivel. Com efeito, suponhamos que Ay(x,y) = 0, para qualquer y € (2. Assim,

tomando x =y, temos
As(x,x) =0 = Z—Jcn =0= 1z, =0, para todon € N.
—'n

Logo, x = 0. Com isso, Ay é admissivel. Por fim, seja x = (e,)nen a sequéncia dos

vetores canonicos no £2 e y = (Y, )nen € £2. Deste modo, temos

||X||e1 L) = sup ZH-A en,y)|| = sup <Z )
yeBgz

YE€Bp2 y€Bp2 \ 5

o0

1
PIELHT

j J
j=1

yk
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Usando novamente a desigualdade de Holder, obtermos

o 3 /o ) 3 < 3
< sup lyk|? — = sup [|yle | -
B (1;:: = K yeB2 ; k

1 1
o 1 2 [e.e] 1 2 T
su 2 —_— = _ = —,
sw Iyl (;1: k) (E k) ;

Logo, x € £y (¢?). Por outro lado, seja ¢ = (¢n)nen € (£%)* — €1 = £> — (', Observe

o0

1
sup Eyk
YyE€B2

Mas veja que

que
D lelea)l =D 1 enlel)] = lenl
k=1 k=1 | j=1 k=1

e como ¢ € (* — (', segue que > -, |p,| = 0o. Portanto, x ¢ £} (¢?) e concluimos que
0 (0) G L4, (€7).

Observagao 2.1. Veja que o Exemplo 2.7 nos diz que, em geral, (5(X) ndo estd

continuamente condido em £} (X).

Proposigao 2.11. Dados X,Y espagos de Banach, sempre teremos que (5(X) C
L (LY, Z)).

Demonstragao: Usando o fato de que (L (L(Y, Z)) = L(cy, L(Y, 7)), para cada x =

(%) nen € €5(X), podemos considerar a aplicagao linear
Spx : co = L(Y, Z), com Spx(a)(y) =Y Blwn, y)an,
n=1

onde a = (ay, )nen € ¢o. Portanto,

198x[ = sup [[Spx(a)l = sup (Sup HSB,x(Oé)(y)\O
a€Be, a€B., \yEBy
= sup | sup B(x,, y)a,| | < sup [ sup B(xn, y)|||an
s (s 1B ) < s (s 3 e

< sup Y |IB(@n, )l =[xy x)-

YyEBy n=1

Sendo assim, podemos concluir que (5(X) C 0L (L(Y, Z)).
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Observacao 2.2. Note que a Proposicao 2.10 nos proporciona uma inclusao geral dada

por (5(X) C Ellgz* (X) para qualquer 2* € Z* onde
B.: X xY =K, com B.«(z,y) = 2" (B(z,y)).

Além disso, sendo x = (2, )neny em £5(X), observe que
||X||€1 (X) - Sup Z |Z Inay | < ”Z H Sup Z |B :En7y)|
n=1

e assim,

el < 127l

Portanto, mediante a todos essas analises podemos nos perguntar em que condigoes
os espagos (5(X) estao continuamente contidos em £) (X)? A resposta desta pergunta

estd na propriedade de X ser B-normado.

Teorema 2.12. Seja B : X xY — Z uma aplicacao bilinear limitada admissivel.

Entao, as sequintes sentencas sao equivalentes:
1. 05(X) C 0L (X) de modo continuo;
2. X € B-normado;

3. Exziste uma constante k > 0 tal que para qualquer x* € X*, existe um funcional
oo € LY, Z)*, com

*I|, que satisfaz

x*(x) = pu(By), para todo x € X.

Demonstragao: (1 = 2) Dado x € (}(X), por hipétese, existe ¢ > 0 tal que
[1x[lez,x) = A [let, x) < ellxlleg x)

Com isso, tome x = (z,0,0,---). Assim,
1xl[e,x) = sup Z [p(zn)| = sup [p(z)] = ||z/x.

$EBxx pEB X«

Por outro lado,

1l x) = = sup ZIIB Tn, y)|l = sup 1B(z, y)[| = [1Bellcv.2)-

47



2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Sendo assim, para todo r € X, temos
lzllx < cllBallewiz)-
(2= 3) Defina o seguinte espago:
X ={B,; 1€ X} C LY, Z).

Usando um argumente de sequéncias, podemos observar que X é um subespaco fechado

de L(Y, Z). Por outro lado, como X é B-normado, para qualquer =z € X, temos
[z (@) < [l [zl < Ell<*[[[|Be |-

Com isso, defina
7 X > K, com 7*(B,) = 2% ().

Logo, T* é linear pelo fato de z* ser linear, e é limitada pois
[ ()| < Klla™[[[|Bs]| = [|z*[| < klj«7[].

Deste modo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensao ¢, € L(Y, Z)* de
< kl|z*|| que satisfaz x*(z) = @+ (B,) Vo € X.

T* com ||,

(8 = 1) Para cada x = (z,)nen € (5(X), (@n)neny = @ e usando o argumento

analogo ao que fizermos no item 3 da Proposicao 2.6, temos

N N
Xl ) = sup Y [a(2)| = sup > a(z)an
TN =1 oreBagn N 171

Mas por hipétese,

N
* p—
sup (r)a,| = sup D BZN: anen || < Kk sup ||BZN: anmn(y)HZ
n=1 n=1
aEBzoo(N> n=1 aeBZOO(N) DéEBgoo(N)
z*€Bxx,NEN z*€B x*,NEN yEBy ,NEN

N N
< koswp Y JanllBleny)lz < ksup Y [1B(en, )2
Yy Y

aEBeoo(N)

yeBy Nen "1 Nen n=1

= kHXHeg(X)

Portanto, £}(X) esté contido continuamente em £} (X).
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Corolério 2.13. Se X ¢ um espago B-normado, entdo || - ||x e ||B.||zv,z) sdo equiva-

lente.

Demonstragao: Dado x € X, temos

1Bl z(v.zy = sup [Bz(y)ll = sup [[B(z,y)l| < sup |Bl|[z[[[lyl] < [IB]]|z]x-

yEBy yEBy yEBy

Por outro lado, por Hahn-Banach, temos

lzlx = sup |2*(2)|
Z*eBx*

e pelo Teorema 2.12, item 3, segue que,

sup |z7(7)| = sup |- (Be)] < sup |[@g-

ac*EBX* Z‘*EBX* LIJ*EBX*

Bo|| < sup Kl[z*|[[|Bo]| < K[B.|l.
z*eB

X*

Portanto as normas sao equivalentes.

Corolario 2.14. Seja B: X x Y — K uma aplicagao bilinear limitada em X. Entao,

as sequintes sentencas sao equivalentes:
1. X é(Y,K,B)—normado;
2. Eziste uma constate Cy > 0 tal que Cy[|z|| < ||ps(x)| < [|Bl[||z| para todo x € X;
3. Ly(X) = €5(X) e as normas || - |la,x) € || - [l x) sdo equivalentes.

Demonstragao:
(1 = 2) Pelo Teorema de Hahn-Banach, dado = € X,

|zl = sup [|z7(x)]
l?*eBx*

e por hipétese, X é (Y, K, B)—normado, logo, pelo Teorema 2.12, existe uma constante

k > 0 tal que para qualquer z* € X*, existe um funcional ¢, € L(Y, Z)* com

|z || < E||z*]] e 2*(x) = @ (B:), para todo x € X.

Sendo assim,

sup [z7(z)] = sup |@a(Bo)[ < sup o [|Boll < sup Ellz" (|| Bof| < Kl[¢s ()]

T*EBx* T*EBx* T*EBx* T*EBx*
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Logo, basta tomar C = % Por outro lado,
los(@)|| = [|B:|| = sup [|B(z,y)|| < sup B[yl < [IB]l]l]],
yGBY yEBy

como queriamos demonstrar.

(2= 3) Sendo x = (x,,)nen temos

Ixlley ) = sup > [1B(@n, )l < sup > [1Blllzallllyll < Y 1Bl [l
yeBy ,—, yEBy ;. n=1

Mas, pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos concluir que

S ABlllzall =Y 1Bl sup |2 (wn)]-
—1 n—1 T*EBx*

Logo, se x € (! (X), entao

1x[leyx) = sup ZHB (@n, y) | < IB]| sup le (@) = IBI[[[x]]ez,x)

er ex*nl

Por outro lado,

00
1lles,x) = sup le Tn)| < sup ZHSL’ Hzall < llal-
n=1

zr€Bx+ zr€Bx+

Mas por hipdtese, segue que

oo 0 1
Dl < Za\l%(ﬂﬁn c Z sup 1B(2n, y)|| < —1 sup Z 1B, y)||-
n=1 n=1

n= ly

Logo, podemos concluir que £} (X) = ¢5(X). Como também,

x) < —HXHel x) € [Xlleycx) < I1BIIxllex

(8= 1) Por hipétese, £,,(X) = (5(X) e as normas || - [l x) e || - [l x) 580 equiva-
lentes. Logo, (5(X) C £L(X) e a inclusao é continua. Sendo assim, pelo Teorema 2.12,
X é (Y, K, B)—normado.

u

Agora iremos exibir alguns exemplos em que podemos identificar o funcional @,

definido no item 3 do Teorema 2.12.
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Exemplo 2.8. Para Z : X x K — X, definida na Proposicao 2.1, e z* € X*. Podemos
definir
o+ LK, X) 5 K, com e (T) = 2" (T(1)).

Com isso, X é (K, X, Z)—normado, pois
[ (D) || = " (T W) < [l [[[[T (LI,

sendo k = ||T'(1)]|, e temos

[0 | < Kf|2"]].

Exemplo 2.9. Para D definida no Proposicao 2.1 e sendo z* € X*, podemos definir
o L(XK) = K, com @, (z™) = ™ (z7).
Logo, X é um espaco (X*, K, D)—normado, pois
[a= (™) || = Nlz™* (@) | < [l [|]]"]].

Aplicando o supremo com relacao a z** € B+, temos

[ | < fl27]]-

Exemplo 2.10. Para D; definida no Proposicao 2.1 e sendo z** € X**, podemos
definir
O L(X,K) = K, com g (2%) = 2™ (7).

Logo, X é um espago (X, K, D;)—normado, pois
[aes (@) = lz™ (&™) < [l [[[]=*]]-

Aplicando o supremo com relagao a x* € Bx«, temos

[[a== | < [l2™]].

Agora podemos nos questionar: Em quais condigoes o £} (X) estd incluso continu-
amente em (5(X)? Para responder a esta pergunta precisaremos definir alguns con-
ceitos. Vamos dizer que uma aplicacao linear limitada 7" : X — Y é absolutamente

somante se existir uma contaste k£ > 0 de modo que, para quaisquer xy,--- ,, em
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

X, temos
ZHT m)llx <k sup S (a0
X* =1

O espago de todas essas aplicagdes serd denotado por II(X,Y) ou II;(X,Y). O lema
a seguir nos fornecera uma norma para o espago II1(X,Y’) mediante a constante k > 0

da definicao.

Proposicao 2.15. Seja T € TI(X,Y). Entao, existe uma contaste k > 0 de modo que,

para quaisquer Ty, --- , T, em X, tem-se

ZHT (ellx <k _sup Zw (z,)]
X* =1

Assim, tome w(T), como o infimo sobre os k que satisfazem a desigualdade anterior.

Com isso, 7(-) define uma norma em I1(X,Y).

Demonstragao: Seja T, H € II(X,Y) e A € K. Dai , temos
m(T)=0< Z |T(x;)|| <0, para quaisquer xy,--- , 2, € X
i=1
& || T(z)]] =0 para todo z € X < T =0.

Note também que para o operador AT', temos

ZH)\T )||x <7 (AT) - sup Z\x x;)|

i=1 er€Bx+ i

mas multiplicando por |A| a propriedade que torna 7' absolutamente somante, segue

que

|/\|Z||T z)|lx = ZH/\T 2i)llx < [Alm(T) - sup Z|x ()]

Dai, por propriedade de infimo concluimos que 7(AT") < |A|x(T"). Por outro lado,

()| < s 3 o ()]

r*EB x* i=1

n

D

=1

Logo,

€Bx+ 5

ZHT Azl < A7 (T) - sup Z|x ()]
=1
Novamente pela propriedade de infimo temos que |A|7(T) < 7(AT"). Portanto,
[Allw(T) = w(AT).
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Por fim, observe que

ZHT+H z,) ||X<Z||T (: ||X+Z\|sz lx < (R(T)+m(H))- sup Z!x 2l

Logo, 7(H +T) < w(H) 4+ n(T).

Proposicao 2.16. TI(X,Y") € um subespaco de Banach de L(X,Y).

Demonstracao: Seja (T},),eny uma sequéncia em II(X,Y) que converge para T €
L(X,Y). Inicialmente veja que se (T5,)nen converge na norma m(7"), entao converge na

norma do £(X,Y’). Com efeito, sabemos que

Hahn-Banach

[T (@)l < 7(T) - sup [z7(x)]

T*EBx*

m(Tn) - ||
Com isso, temos que
(T, = T) ()| <7(T = T) - |-

Aplicando o supremo com relagao a x € By, temos
| T, =T < n(T,, = T),

como queriamos demonstrar. Agora é suficiente mostrarmos que 7" € II(X,Y), pois
assim I1(X,Y) serd fechado e, como L£(X,Y") é Banach, podemos concluir que II(X,Y)
também ¢é Banach. Note que, como (7},),en é uma sequéncia convergente, segue que
(T,.(x) ) nen € convergente para todo z € X. Além disso, como (T, ),en estd em II( X, Y),
podemos dizer que

(Tn = To) ()| < 7(T = Tn) - ||

Mas como (7}, (z))nen é convergente, entao é de Cauchy. Com isso, pela propriedade do
infimo, (7(7,))nen também serd de Cauchy. Dali, segue que (7(7,))nen é convergente

para um certo k > 0. Sendo assim, dados =1, ,x,,, em X, temos que

Z 1T () < Z 1T (i) = Tl + Z 1T ()

Mas como T;, € II(X,Y), segue

ZHT el < (T swp 3 ()

er€Bx+
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Logo,

ZHT z;)| §Z To(z;)|| +7(T,) sup Z|x ;)|

xeBX*i 1

m

Com isso, fazendo n — oo, temos que Z |T(z;) — Tn(x;)|| converge para zero, pois
i=1

T,, — T na topologia de L(X,Y)

71 n sup E €T SL’Z converge para k sup x* €Z; .
| g
1

*€Bx+ ;T z*eBxx

Sendo assim,

ZHT ]<k sup Z]:c x;)|

"€Bx+
Logo, T € TI(X,Y"), como queriamos demonstrar.
|
Em [5, pdg. 15] temos a garantia que, pelo Teorema de Grothendieck, qualquer
operador linear limitado de L'(p) em um espago H de Hilbert é absolutamente somante,

isto é,

Sendo assim, dizemos que X é um GT-espago se L£(X, H) = II(X, H), para qualquer
espago de Hilbert H. O leitor pode encontrar mais informagoes em [5] sobre GT-espagos
e propriedades relativas e eles.

O proximo resultado nos darda condigoes para garantir a inclusao continua entre

£(X) € p(X).

Proposicao 2.17. Seja B : X XY — Z uma aplicagao bilinear limitada e admissivel.

Entao sao equivalentes:
1. L1 (X) estd continuamente contido em (i(X);

2. Yp(Y) CII(X, Z) e existe uma constante C > 0 tal que m(BY) < Cly|| para todo
yey.

Demonstragao: (1 = 2) Sabemos que {BY ; y € Y} C L(X,Z). Com isso, para cada

(1)
o)l

y €Y ex = (zy)nen € LL(X), temos

> 1BV (xa)llz =
n=1 n=1

< [lylllixlle, x)
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Mas por hipétese, existe C' > 0 tal que

lylllixlley x) < Cllyllixlle, x)-

Assim,

SO 1B @llz < Clyllixle o

n=1
Com isso, aplicando somas finitas segue que BY € II(X, Z) e n(BY) < C||ly|| para qual-
quer y € Y.

(2= 1) Seja (T )nen € L1 (X). Como por hipétese BY € TI(X,Y), temos

o0
sup Y [|BY(w) |1z < sup 7(BY)|[xley ) < Cllxlley )
yEBy n=1 yEBy

Portanto,

1%/l x) < Clixlles, (x)-

Corolario 2.18. Seja X um espaco de Banach. Entao
1 1
U5, (X) =L, (X) & L(X,Y) =1I(X,Y).

. 1 _ 1 Ve
Em particular, (5 (X) =10,(X) se, e somente se, X é um GT-espago.

Demonstragao: Sabemos que oy : X X L(X,Y) = Y, com oy (z,T) = T(x) é uma
aplicagao bilinear limitada e admissivel. Com isso, suponhamos que (3 (X) = £}, (X).

Assim, pelo Proposicao 2.17, segue que
sy (L£(X,Y)) C II(X,Y).
Por outro lado,
Yoy (L(X,Y) = {5, (T); T € LIX,Y)} ={ov (- T); T € LIX,Y)} ={T; T € L(X,Y)}

e assim,

Uy (L(X,Y)) = L(X,Y).

Com isso, temos

L(X,Y) CTI(X,Y)
e L(X,Y)=1I(X,Y), pois a outra inclusao é sempre vélida.
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2. Sequéncias B-absolutamente soméveis

Reciprocamente, vamos supor que £(X,Y) =II(X,Y). Sabemos que

para qualquer T' € L(X,Y"). Com isso,

DolE )l =D 1T @) < 170 il
i=1 =1 i=1

e pelo Teorema de Hahn-Banach, temos

ZHUY z)| <|IT| sup lex ()]

z*eB X* i1

Disso podemos concluir que

m(@y) < ||

e pela Proposicao 2.17, temos
((X) C 6, (X).

A Proposigao 2.8, nos diz que (3 (X) = £,,(X).

Por fim, como ¢* é um espago de Hilbert temos que £ , (X) = £,,(X) se, e somente

w

se, X é um GT-espaco.
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Capitulo 3

Versao Bilinear do Teorema de

Orlicz-Pettis e Aplicacoes

Para deixarmos este capitulo mais autossuficiente, optamos por citar alguns fatos
ja mencionados. Sendo B : X x Y — Z uma aplicacao bilinear limitada, pela De-
finigao 2.2, sabemos que uma sequéncia x = (x,,),ey em X é dita B-incondicionalmente
soméavel se (2*(B(xn,y)))n € (', para todo y € Y e 2* € Z* e para qualquer M C N

existe x); € X tal que

Z 2*(B(xn,y)) = 2" (B(za,y)), paratodoy € Y e 2* € Z*.

neM
Assim, podemos dizer que (B(x,, y))nen € fracamente incondicionalmente somavel para

qualquer y € Y e, pelo Teorema de Orlicz-Pettis, (B(z,,V))nen é incondicionalmente

soméavel para qualquer y € Y. Com isso, dado M = {n; < --- <np <---} CN,

Z B(z,,y) < oo

neM

e assim,
k

k
00 > Z B(x,,y) = kh_}IIOlOZB(ZEnL,y) =B (;L%anl,y)
i=1

neM =1
k

o que implica em, Z T, ser convergente. Logo, existe ), € X tal que
i=1

Z B(x,,y) = Z B(xa,y).

neM neM

Apresentemos agora o principal resultado do trabalho.
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3. Versao Bilinear do Teorema de Orlicz-Pettis e Aplicagoes

Teorema Bilinear de Orlicz-Pettis 3.1. [0, Theorem 24] Seja B : X x Y* — Z

uma aplicacao bilinear limitada tal que

1. X € B-normado;
2.Y éw*-sqcu, isto €, By € fraco estrela sequencialmente compacto;
5. 65(X) CWH(Y*, 2).
Entao, toda sequéncia B-incondicionalmente somavel em X € incondicionalmente somduvel.

Demonstragao: Sejax = (z,),eny em X uma sequéncia B-incondicionalmente soméavel.

Com isso, defina a aplicacao:
Opx: Y X ZF = 01 com Qp.(y*,2%) = (25 (B(Tn, ¥*)))nen.

Afirmacao 3.1. Qi estd bem definido e é continuo.

De fato, como x € B-UC(X), entao para todo y* € Y* e 2* € Z*, temos

S 1 (Blaa, )] < ox.

Sendo assim, {1z« estd bem definida. Por outro lado, para cada y* € Y™ e 2* € Z*,

podemos definir as seguintes aplicagoes:
QU - Z* — (Y, com QY (2") = Qpx(y*, 2%),
Q7 Y* = 01 com Q7 (y*) = Qp.(y*, 2%).
Veja que Q¥ é limitada. Com efeito, suponhamos que (2;)gen converge para z* em Z*
e que (Y (2}))ken converge para h em ¢*. Mas sabemos que
zp — 2" = zi(p) — 2" (p), para todo p € Z.
Em particular, como B(z,,y*) € Z para todo n € N e y* € Y*, temos

2n(B(xn,y")) — 2" (B(zn,y")), paratodon € Ney* € Y™

Mas,

[e.9]

1927 () = Q7 ()l = D 156 (Blan, y)) = 2" (Bl y7))].

n=1
Dai, se fizermos k — oo, segue que Q¥ (z) — Q¥ (2*). Assim, pela unicidade do

limite, ¥ (2*) = h. Deste modo, concluimos que o grafico de Q¥ é fechado, ou seja,
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3. Versao Bilinear do Teorema de Orlicz-Pettis e Aplicagoes

Q" ¢ limitada. Analogamente podemos concluir que %" também é limitado. Logo,
(g x € separadamente limitada. Mas como Y™* e Z* sao espagos de Banach, segue que

(A x € limitada.
Afirmacao 3.2. {1z ¢ um operador compacto.

Iremos mostrar que 23 x € um operador compacto via caracterizacao por sequéncias,
isto é, dada uma sequéncia ((y}, z}))nen € By+ X Bz, mostremos a existéncia de uma
A : * * * * 4 1 :
subsequeéncia ((y;; , 2z ))ren tal que (Qsx(yy,, 25, ))ken € convergente em £'. Veja que
(Y )nen estd em By« mas por hipdtese By« é fraco estrela sequencialmente compacto,
logo, existe (y; )ren convergente para um certo y; na topologia fraca estrela em Y.
Ou seja,

yn (y) = yo(y), para todo y €Y.

Como, por hipétese, ¢p(X) C W*(Y*, Z) temos que, para cada z € X, ¢p(x) = Bz, )

¢ fraco estrela norma continuo. Logo, para cada x € X,

ye Sy = B,y ) — Blx,yp) (3.1)

Por outro lado, considere o espaco separavel D em Z dado por

D= Span{8($17y8)78(x27y6>7 e JB(xnayS)a e }

Pelo Teorema de Alaoglu, Bp« é compacto na topologia fraco estrela. Assim, para
cada k € N, tome 2 como a restricdo de z; sobre D. Como |z || < 1, segue que

2z} € Bp+. Logo, existe uma subsequéncia de z;; que ¢ convergente. Para simplificar a

notagao, digamos que z; converge para z; € D* na topologia fraca estrela. Dai, para

qualquer z € D,
7 (2) = 2 (2). (3.2)

Mas como 2z € D*, usando o Teorema de Hahn-Banach, existe 2z extensao continua
0 ) ) 0
de z* para Z*. Mas veja também que, como x é B—incondicionalmente somavel, existe
0 ) )

xo € X de modo que, para qualquer z* € Z*, tem-se

N
]\}l_rgo _1Z (B(n, y5)) Z’Z (#n, 40)) = 2" (B(@o, 45))-
N
Isto significa que B(xo, %) € D", pois a sequéncia <Z B(l’n,yS)> estd em D.
n=1 NeN

, —w — )
Como D é convexo, pelo Teorema de Mazur, D = D, e como D ¢é fechado, segue que
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B(zo,y5) € D. Por esse motivo, podemos trocar z por B(zo, yg) em (3.2), logo

2 (B0, 5)) = 25 (B(wo, 7)) (3.3)

* * * * 1
Agora queremos mostrar que (€25 (v, , 25, ))ken converge para Qg (45, 25) em £'. Pelo
Teorema de Schur, é suficiente mostrarmos que (Q25x (v, , 2, ))Jxen ¢ fracamente con-

vergente em /!, ou seja, para qualquer o € £°°, temos

(8 x(Yny s 2n ) — x40, 7))

Mas note que, pela continuidade de 2z, ¢ suficiente mostrarmos essa convergéncia
para um subconjunto denso de ¢>°. Com efeito, digamos que F' = (*°. Dali, suponhamos

que para todo A € F', tem-se

A28.x (Y, 20, ) — M0, 20))- (3.4)

Com isso, seja « € £*°. Dai, existe (ay,)men convergindo para a. Logo,

(i, 20)) = i o (Qox(y5, %)) = lim (1 an(Qsx(;,20,))

m—00 m—o0 \k—00

Ainda temos,

lim (hm am(QBx(y:Lk,z:Lk))> = lim (hm Oém(QBx(ka,ZZk))> = lim a(Qsx(yn,:2n,))

m—o00 \k—00 k—o0 \m— k—o0

Tome F' como o conjunto das funcoes simples de £*° e pelo Lema 1.18, temos que F' é
denso em ¢*°. Assim, para qualquer M C N, fixando k& € N e pela dualidade do ¢! |

tem-se

neM

Por outro lado,

Lar (95, 25)) = D % (Blan, 45)) = 25 (Blaar, 45))- (3.6)

neM

Sendo assim, por (3.5), (3.6) e (3.4), para provamos a afirmagcao é suficiente que para

qualquer M C N, tem-se

*

T (B(@ar, 95, ) = 20 (B(2ar, 45))-

Mas veja que, para cada k € N e M C N, temos
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3. Versao Bilinear do Teorema de Orlicz-Pettis e Aplicagoes

|2, B(@ar, yn, ) — 25 (B(oar, yo))| < |z, (Blar, yn,) — 20 (B(war, 45))|
+ |2n, (B2, 45)) — 20 (Bzar, y5))|

< |B(zar, yn,) — Bl yo)llllzn,
+ |25, (B(zar, ) — 25 (B, v5))|-

Assim, usando (3.1) e (3.3), temos o (s (¥}, , 2y, ) ren € fracamente convergente

em (! e pelo Teorema de Schur temos a convergéncia em ¢*. Portanto, (5 x é compacto.
Afirmagao 3.3. x = (Z,)nen é incondicionalmente somével.
De fato, do Lema 1.19 sabemos que se K é pré-compacto em ¢! entdo,
Ji_)rgosup {Z lax| 5 (ar)ren C K} = 0.
k>n
Em particular, como o operador Qg é compacto, tem-se {2z x(By~ X Bz+) é relativa-

mente compacto em ¢!. Entao,

lim sup E |2*(B(x,y"))| = 0. (3.7)
n—oo y* €Byx o,
2*€Byx T
Considere y = (z,,)seny uma subsequéncia de x. Usando o fato de que X ¢é B-normado

e x € B-UC(X), existe uma constate k > 0 e x)sy tal que, para todo N € N,

N-1
Zl‘n —CUMy < kHB - wns_$luy||ﬁ(Y*:Z)‘
s=1
Mas note que,
N—1

Por Hahn-Banach e B ser bilinear,

N-1
B (Z T, — xM’y,y*> H = sup
s=1

y*EBy x
2*E€B 7

sup
y* eBy*
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Assim,
N-1 N—-1
sup ||z* (ZB(:B,L — Ty, Y )) H = sup |[" ( ZB(xns,y*) - B(:rMyy,y*)> H :
y*EBy« — y*€EBy x -1
2*€B % s z*€B % s
Dali,
N—-1 )
sup || 2" ( > Bz, y)| — Blzay.y )> H = sup Y _|z"(B(zn,.y"))]
y*EByx — y*EByx
2*€B s=1 2*eByy =N
Com isso, podemos concluir que
N-1 00
Z Tn, — Tyl < k sup |2*(B(xn,,y™))|-
s=1 yieBY* N
z*€EB Zx

Logo, fazendo N — oo, usando (3.7) e a Proposigao 1.7, concluimos que x é incondi-
cionalmente somavel.

Observacao 3.1. Sendo X e Y espacos de Banach, um operador 7' : X — Y ¢
dito completamente continuo se ele leva sequéncias fracamente convergentes de X
em sequéncias convergentes na norma de Y. Considere W(X,Y) o espago de todas
as aplicagoes completamente continuas de X em Y. A seguir, iremos apresentar uma
outra versao bilinear Orliz-Pettis que envolve o conceito de operadores completamente
continuos.

(Bilinear Orliz-Pettis) Seja B : X XY — Z uma aplicaca@o bilinear limitada tal que
1. X é B-normado;

2. Y é reflexivo;

3. ¢5(X) S W(Y, 2).

Entao, toda sequéncia B-incondicionalmente soméavel em X ¢é incondicionalmente somavel.
A prova é uma adaptagao do que ja fizemos no Teorema 3.1 e pode ser encontrada
em [I, Teoremas 2.5.1 e 2.5.2, Corolario 2.5.1].

Mediante a Observacao 3.1 e sabendo que B, : Y — Z sao aplicagoes comple-
tamente continuas para qualquer z € X, seque que a préxima proposicao ja esta

demonstrada.
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Proposicao 3.1. Seja B : X x Y — (' uma aplicacdo bilinear limitada com X B-
normado e Y reflexivo. Entao, toda sequéncia B-incondicionalmente somdvel é uma

sequéncia incondicionalmente somdvel.

Seja X um espago de Banach e (€2, %, u) um espago mensurdavel finito. Denote-
mos por PP(u, X) a colecao de todas as fungoes simples mensurdveis Pettis p-
integraveis, isto é, o espaco de todas as fungoes fortemente mensuraveis f : Q — X
de modo que z*(f) € LP(u) para todo z* € X* e para qualquer E € ¥, existe zp € X
tal que

/ x*(f)dp = z*(zg), para todo z* € X™.
B

Assim, podemos definir a seguinte norma:

T F— (/ 2 (f \pdu>
$€BX*

Corolario 3.2. Sejam X um espago reflexivo, 1 < p < 0o, (2,3, 1) um espago men-
surdvel de medida finita e (fn)nen em PP(u, X). Vamos assumir também que para

qualquer x* € X*, ¢ € LP (i) tem-se
> [ et adel du< o
n=1 Q

e que existe f € PP(u, X) de modo que

i/gx*(fnw dp = /Qx*(f)qﬁ dy,

para qualquer x* € X*, ¢ € L¥ (). Entdo, > | Jn converge incondicionalmente em
PP(p, X).

Demonstragao: Defina Xg = < fi,---, fu,- -+ >. Sabemos que X, é separavel e que
também é reflexivo, pois X ¢é reflexivo. Com isso, defina uma aplicacao bilinear da

seguinte forma:
B i PP, Xo) x Xo — LP()

(f, %) — 2°(f)

Veja que X é B-normado pois,

(1 = s 1507001 = s ( [ 18070 |pdu)1

fz*]I<1 fz*]I<1
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s (]er%f>wdu>pzznfupamxy

flz*]I<1

Além disso, PP(u, Xo) C (X, LP(u)), onde K(Xg, LP(u)) é o conjunto dos operadores

compactos de X§ em LP(u). De fato, defina a aplicagao:

I' o PP(u,Xo) — K(X(, LP(1))
f — T(f) =gy

onde g¢(z*) = z*(f) € LP(p). Observe que a aplicacao estd bem definida, pois digamos

W . 7 ~
que z} — z* em X, isto é, (2} )nen converge fraco para z* em X, entdo
xi(a) = z*(a), Va € X,

e em particular, para cada f € Xg, temos

2, (f) = 2 (f) = gp(z;,) = gs(z").
Assim, por [2, Proposicdo 7.2.8], segue que gy é compacto. Note também que a

aplicagao é injetiva, porque sendo f, g € PP(u, Xy), temos
* * * * * % + Hahn-Banach
I(f) =T(9) = 2" (f) =2"(9), Va* € Xg = 2"(f—g) =0, Va" € Xg 7 =" [|f—gl = 0.

Logo, f = g, ou seja, a inclusdo estd provada. Por outro lado, ainda pela [2, Proposigao
7.2.8], temos que
K(Xg, LP(n)) € W (Xg, LP(w)).

Mas, por hipétese, (f,,)nen é B-incondicionalmente somavel e pelo Teorema bilinear de
Orlicz-Pettis segue que (f,)nen € incondicionalmente somavel.
]
Seja m : ¥ — X um vetor mensurdvel aditivo (contdvel) definido em uma o-
algebra > de subespagos nao vazios de (). Dizemos que um funcional f : @ — R
é fracamente integravel (com respeito a m) se f € L'(|z*(m)|) para qualquer
x* € X*. Denotaremos por L. (m) o espaco de todas as funcoes fracamente integrdveis
(com respeito a m), que se tornard um espago de Banach quando agregado a seguinte

norma:

I/

Lmzam/WMﬂﬂm»
z*eX* JQ

Além disso, vamos dizer que um funcional fracamente integravel (com respeito a m) é
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integravel (com respeito a m) se para qualquer £ € ¥ existir zp € X de modo que

/E F d(z*(m) = " (zg), Vi* € X°.

Vamos denotar por L'(m) o espago de todas as funcoes integraveis (com respeito a m).
Note que o vetor xg € tnico, pois se existir yg € X satisfazendo as mesmas condicoes

de xg, entao
|z*(zg)| = |2"(yg)|, V2™ € X* = |2"(xg —yg)| = 0,V2" € X".

Dali, por Hahn-Banach,

lee —yell = 0= 25 = yp.
Proposigao 3.3. L'(m) é um subespaco fechado de L% (m).

Demonstragao: Seja (f,)neny em L'(m), de modo que f, — f em LL(m). Entao,
dado € > 0, existe ng € N tal que

an - f“l,m <€, Vn > ny,

ou seja,

n>ng= sup /ann—fn dja* (m)).

r*eX*
Porém, sabemos que para cadan € N, f,, € L'(m), isto é, dado E € X, existe 27 € X

de modo que

/E Fod(z*(m)) = o (&™), Va* € X* (3.8)

Por outro lado,

o= T sup ot (@) < sup / | o= Faulld(@ () < Nl fumfinlla.o-
z*E€Byx z*EBxx
Dai, como (f,,)nen € convergente, entdo é de Cauchy e entdo, (27 )nen € de Cauchy em
X. Como X ¢ Banach, segue que existe z € X de modo que z% — x e fazendo n — oo
m (3.8), podemos concluir que f € L'(m). Portanto, L'(m) é um subespago fechado
de L (m). ]

Definicao 3.1. Sendo X um espaco de Banach, definiremos o operador integral da

seguinte forma:

I L'(m) = X, com I} (f) = / f dm.
Q
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Veja que I' é um operador limitado, pois se f € By-, temos

n&umzwéfwﬂs[ﬂmdemm>

Seja 1 < p < oco. Um funcional f é dito p-integravel com respeito a m, se

e assim,

m(ﬁ@Hsajwaqwsmmw

| f|[P € L*(m). Denotaremos o espago de todos os funcionais p-integraveis por L?(m).
Analogamente, um funcional f é dito fracamente p-integravel com respeito a m se
IfI|* € LL(m). O espago dos funcionais fracamente p-integrdveis serd denotado por

LP (m). Estes espagos sao de Banach quando munidos da seguinte norma:

£ = sw ([ 1717 disrml)”

Corolario 3.4. Sejam X um espaco de Banach sequéncialmente completo em : X — X
uma vetor aditivo mensurdvel (contdvel) de modo que a aplicagdo integracao L(nl) :

LY(m) — X ¢é completamente continua. Sendo 1 < p < 00, (fn)neny em LP(m),

g /ang dm

e que existe algum funcional f € LP(m) de modo que

assumindo

< 0o, para todo g € LP' (m)

Z/ fng dm = / fg dm, para todo g € Lp/(m),
n=1"% Q

seque que, » | fn converge incondicionalmente em LP(m).

Demonstragao: Sendo p’ o conjugado de p, vamos considerar a seguinte aplicagao
MP 2 LP(m) x LP (m) — X, com MP,(f,g) = / fg dm.
Q

Pelas propriedades da integral, é fato que MZ? ¢é uma aplicacao bilinear. Além disso,

do mesmo modo que o operador integral é limitado, temos que M? também sera.

/Qfg dm

Afirmacao 3.4. || f||pm = sup
geL¥' (m)

X

Com efeito, por Hahn-Banach,

e

= Sup
X T*EBx*

téfgﬂfOWW- (39)
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Mas pela desigualdade de Holder, temos

[ fa | < (p [ d|x*<m>|\”)-<;egg* [l e ”')

e dai, aplicando supremo com relacao a g € By (m) €M (3.9) e usando a desigualdade

/Qfg am b'e

fr
(L llpm )P

s (1707 aga ol )

sup
r*EBx*

anterior, segue que

sup

IEB L ()

< £ llpm-

Por outro lado, considere
g =
Como p—1= p , segue que

1
I

ngp’m = L, =1.
sp ([ 177 diarml )
Z‘*EBX*
Mas veja que
sup /fhde > /fgdez sup (/|f| ’f’pl/ |:v*(m>|)
heLP (m) Q z*E€Bxx* ”f”pm p/p!
_ fIP! \
= | L o o)
(. (o)
T*EBx* Q
p—1
= sup /|f| f] +— d|z*(m)|
T*EBx* Q . Y
sup ([ 1917 o))
Q

.’E*GBx*

— swp / 7 i/d|g;*(m)|

sup \f| lz*(m
acEBX*
~ ( [isvae m) — 1l
x*EBX* (9]
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Logo, temos a igualdade desejada e consequentemente que LP(m) é MP -normado.
Além disso, pelo [3, Corollary 3.10], se X é fracamente sequéncialmente completo,

entao LP(m) é reflexivo. Fixando f € LP(m), podemos definir o seguinte operador
(MB)g : LY (m) = L'(m), com (M});(g) = fg

e por 4 Theorem 7], (M,’,’; ) ¢ fracamente compacto. Mas sabemos que o operador

integral I} : L'(m) — X é completamente continuo e que
(ME)(f) = I, 0 (MB)y,
ou seja, pre (f) é compacto para qualquer f € LP(m). Portanto,
Gz, (LF(m)) C K(LP (m), X) € W(L (m), X)

e o resultado é consequéncia do Teorema Bilinear de Orliz-Pettis.
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