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Resumo

Estudamos um novo estado do campo eletromagnético quantizado, em modo unico,
obtido pela superposicdo de estados coerentes sobre uma semi-reta no espaco de fase.
Avaliamos sua nao-classicalidade através de alguns indicadores, por exemplo, a Funcao
de Wigner, W (x, p), pelo efeito squeezing e/ou pela estatistica sub-Poissoniana que essa
superposicao possa exibir. Na Fun¢do de Wigner o carater ndo cldssico do estado costuma
se revelar quando ela assume valores negativos em certas regioes do espaco de fase, caso
em que ela se comporta mais como uma ‘quase-distribui¢do’ de probabilidades. A nega-
tividade dessa fungdo indica o cardter quantico do estado que ela representa. Esta funcao
€ determinada inicialmente em termos do nimero de estados coerentes superpostos ali-
nhados na semi-reta, o conjunto todo expandido em componentes de Fock. Em seguida,
incluimos no sistema a influéncia de reservatérios de ganho e/ou perda, na aproximacao
Markoviana. Também estudamos a evolucdo temporal do sistema, para obter uma equacao
mestra envolvendo a fun¢ido de Wigner, W (x, p,t), a partir da qual obtemos a evolugdo
temporal das propriedades ndo-cldssicas mencionadas. Ilustramos possiveis esquemas de
geracdo da mencionada superposi¢ado, tanto no caso de campos em cavidades microondas

quanto de campos viajantes em guias de onda.

Palavras-chave: Estado coerente, Funcdo de Wigner, Squeezing, Efeito sub-Poissoniano.



Abstract

We study a new state of a (single mode) quantized electromagnetic field, obtained
from the superposition of coherent states over a semi-straight line in phase space. We
evaluate its non-classicality through some indicators, for example, by the Wigner Func-
tion, W (x, p), the squeezing effect, and/or the sub-Poissonian statistic that this superpo-
sition may exhibit. In Wigner’s function the nonclassical character of the state usually
reveals itself when it assumes less than zero values in certain regions of phase space, in
which case it behaves more like a quasi-distribution of probabilities. The negativity of
this function indicates the quantum character of the state it represents. This function is
determined initially in terms of the number of superimposed coherent states aligned in
the semi-straight line, the whole set expanded in Fock components. Then we include in
the system the influence of gain and/or loss reservoirs in the Markovian approximation.
Following, we study the evolution in time of the system to obtain a master equation in-
volving the Wigner function, W (x, p,t), from which we obtain the temporal evolution of
the mentioned non-classical properties. We illustrate possible schemes for the generation
of such superposition, both in the case of trapped fields in microwave cavities and fields

in traveling waveguides.

Keywords: Coherent State, Wigner Function, Squeezing, sub-Poissonian effect.



Lista de Siglas e Abreviagcoes

g Parte imaginaria.

R Parte real.

BEC Condensado de Bose-Einstein, do inglés Bose-Einstein Condensate.
CQED Cavity Quantum Electrodynamics.

ENC Estado nao-cléssico.

ESP Estatistica sub-poissoniana.

FW  Funcao de Wigner.

MJC Modelo de Jaynes-Cummings.

MZI1 Interferometro de Mach-Zehnder, do inglés Mack-Zehnder interferometer.
QDP Quasi distribui¢ao de probabilidade.

SECR Superposicao de estados coerentes em uma reta.

PM Parametro de Mandel.
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1 Introducao

Desde o advento da sua inveng¢do, o laser ganhou inimeras aplicagdes tanto na indudstria
tecnoldgica como no meio académico-cientifico. Uma das principais aplicagdes do laser
no meio cientifico € a capacidade de excitar &tomos entre niveis especificados, bem como
a capacidade de manipular 4tomos e moléculas por meio de pingas Opticas, inventadas
por Arthur Ashkin [1]. O resfriamento a laser, usado para gerar e aprisionar dtomos ultra-
frios (~ 107°K), garantiu aos fisicos Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e William D.
Phillips o Prémio Nobel de Fisica no ano de 1997 [2]. Essa mesma técnica permitiu a
observagao do condensado de Bose-Einstein (BEC), em 1995, por Eric Cornell, Carl Wi-
eman e Wolfgang Ketterle, laureados com o Prémio Nobel de Fisica no ano de 2001 [3].
Mais recentemente, em 2018, os fisicos Arthur Ashkin, Gérard Mourou e Donna Stric-
kland receberam o Prémio Nobel de Fisica por suas “invencdes inovadoras no campo
da fisica do laser” [4]'. Em todos esses casos de aplicacdes do laser, e até mesmo em
seu principio de funcionamento, € necessario que sejam considerados os vdrios tipos de

interacao radiacdo-matéria (campo-atomo, por exemplo).

Historicamente, o tratamento dessa interacdo passou por varios estagios, acompa-
nhando a transicdo entre a Fisica Classica e a Fisica Quantica. Transi¢do essa que teve
inicio nos primeiros anos do século XX com as contribui¢des de Max Planck e de Albert
Einstein. Assim como na hipétese de Planck para explicar a radiacdo do corpo negro
(1901), na explicacdo de Einstein para o efeito fotoelétrico (1905) € sugerido que algo é
quantizado (a troca de energia), estabelecendo que a luz apresentava em certas situacoes
seu aspecto corpuscular, quantizado [5]. Mesmo assim, comecga-se a tracar o caminho
para uma teoria completa para o campo luminoso, o que se tornou imprescindivel apos a

producdo da luz laser. Apenas por volta de 1925 € que o termo quantizagdo adquire seu

'Metade do prémio foi concedido a Arthur Ashkin pela invengio das pincas Gpticas e sua aplicagio
em Biologia. A outra mcirados para gerar pulsos Opticos ultra-curtos e de alta intensidade, subjacentes a
aplicagdes como cirurgia ocular a laser, fusdo a laser e acelerag@o de particulas a laser.
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real significado, ja que quantizacdo também se estendia ao espectro continuo, ndo apenas
ao espectro discreto, onde ocorria a troca de fétons. O termo féton (excitagdo elementar
do campo eletromagnético quantizado) foi usado pela primeira vez em 1926 pelo quimico
Gilbert Lewis. Neste ano estava completa a teoria que quantizava a matéria (atomos,
moléculas), devido a Erwin Schrodinger e Werner Heisenberg. No ano seguinte Werner
Heisenberg, Max Born e Pascual Jordan quantizaram também o campo de radiacdo ele-
tromagnético e, em 1928, Paul M. Dirac foi o precursor no uso da quantizagao do campo
para desenvolver uma teoria quantica dos processos de emissdo e absor¢do de radiagdo
atdmica [6]. Ele usou a estatistica quantica de Bose- Einstein para um ensemble’ de

atomos flutuando entre dois niveis de energia.

Antes disso, mesmo em meados do século XX, a interag¢do radiagao-matéria ainda era
considerada via tratamento cldssico, tanto para o &tomo como para o campo. Tal interacao
era usualmente entendida em termos de dipolo-dipolo. Em seguida, passaram a usar o for-
malismo semicldssico (veja, por exemplo, a referéncia [7]), onde o campo era tratado de
forma cldssica e o dtomo era tratado de forma quantizada. No entanto, esses formalismos
nao explicavam a emissdo espontdnea e, futuramente, outros efeitos ndo-classicos que
surgiram a partir de 1977, tais como o efeito photon antibunching (anti-agrupamento de
fétons) [8,9]°. Esses eram dois fendmenos 6pticos sem explicacio cldssica que acaba-
ram por criar uma nova drea de pesquisa, a Optica Quéntica. Posteriormente, outros novos
fendmenos quanticos foram observados: por exemplo, superposi¢des de estados quanticos
(exemplo, caso do “gato” de Schrodinger, emaranhamento de estados quénticos, o efeito
squeezing, etc.) Em resumo, os fendmenos Opticos que sdo explicados de forma ade-
quada apenas quando a luz for tratada como sendo composta por fétons, em vez de ondas

eletromagnéticas (cldssicas), compdem os objetos de estudo da Optica Quéntica.

Ap6s a producdo do primeiro raio laser em 1960, por Theodore H. Maiman [11],
surgiu a proposta de dar um tratamento completo ao campo luminoso, que levasse em
consideracdo a nao-classicalidade do campo. O conceito de estado ndo- classico (ENC)

do campo luminoso foi apresentado por R. Glauber em 1963 [12, 13]*, bem como um

2E um conjunto estatistico, isto é, é uma distribui¢io de probabilidade para o estado do sistema. Trata-se
de uma idealizag@o que consiste em considerar um grande nimero de cépias virtuais do sistema, cada uma
representando um estado fisico possivel em que o sistema pode estar.

3Esse efeito foi previsto por Carmichael e Walls em 1976 [10].

4Para mais detalhes veja por exemplo o excelente trabalho de revisdo desenvolvido por R. Loudon
(1980) [14].

UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARATBA 17 UFPB



1 Introdugdo

trabalho sobre a “teoria quantica da coeréncia dptica” [15]. Por suas contribuicdes, Glau-
ber recebeu o Prémio Nobel de Fisica no ano de 2005 [16] e € considerado por muitos
o “pai” da Optica Quantica. Os ENC do campo luminoso possuem uma distribuicao de
Glauber-Sudarshan P (o) negativa e/ou bastante concentrada (mais singular que a fungéo

delta de Dirac-68) [13,17]°.

Assim como ocorre com a distribui¢do P(c), quando a fungdo de Wigner (FW)
[19] representando um dado estado do campo luminoso assume valores negativos, esse
estado ¢ um caso de ENC [20-22]). Entretanto a reciproca nem sempre é verdadeira.
Um estado pode apresentar caracteristicas ndo-classicas € mesmo assim possuir uma FW
nao negativa em alguma regido do espago de fase. Esse é o caso do estado comprimido,
abaixo mencionado, que ocorre em distribui¢des gaussianas com certas assimetrias. Nesse
sentido, é conveniente investigarmos também outros indicadores de nado-classicalidade,
tais como: o pardmetro de Mandel (PM) [23,24], cujo valor negativo no intervalo [—1,0)
indica que o sistema possui uma distribuicdo de probabilidade sub-poissoniana (ESP)
caracterizada pela distribuicdo de probabilidade mais estreita que uma distribuicdo de
Poisson. A distribui¢do poissoniana ocorre quando ndo ha correlagcdo entre as particulas
do sistema. Por outro lado, o desvio da estatistica poissoniana ocorre quando o sistema
possui correlagio quantica, como indica o efeito Hanbury-Brown-Twiss® [12,25-27]; ¢ o
efeito squeezing, isto é, o efeito de compressao de estados nas componentes de quadratura
(X1,X3) ou, igualmente, nas componentes (%, 5) do espaco de fase [28,29]. Uma ESP nio
implica o efeito antibunching, mas ha uma relacdo entre eles que foi estabelecida por
Mandel [30,31], obtida via transformada de Poisson. Neste trabalho, nos restringimos a

investigagdo do PM bem como da ESP.

Pelo fato das fungdes de Glauber-Sudarshan e de Wigner poderem assumir valores
negativos elas sdo chamadas pseudo ou quasi distribui¢des de probabilidade (QDP) [32]
que, definidas a partir do operador densidade de estados, podem descrever o sistema com-
pletamente, permitindo o cdlculo das fun¢des de correlacao dos operadores como integrais
do tipo classicas, sendo uteis na anélise da conexdo entre os dominios cldssico e quantico,
pela representacdo da dindmica de um sistema quantico no espago de fase [33]. Dessa

forma, a FW consegue exibir efeitos de interferéncia associados a natureza quantica de

>Essa representacio foi introduzida de forma independente por Sudarshan [18].
®Na fisica, o efeito Hanbury Brown e Twiss é um dos virios efeitos de correlagdo e anti-correlagio nas
intensidades recebidas por dois detectores de um feixe de particulas.
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um estado [34]. Neste trabalho, optamos por investigar a ndo-classicalidade do novo es-
tado por meio da FW, dado o enorme ndmero de resultados tedricos [35—42] e de suas
possibilidades de observacdo experimental [43-49] que lhe garantem o status de ferra-

menta bastante apropriada.

O formalismo quantico pioneiro para descrever a interacdo atomo-campo, proposto
por E.T. Jaynes e EW. Cummings [50] e suas variedades [51], considera o 4&tomo como
um sistema quantico de dois niveis e o campo eletromagnético quantizado onde um tnico
modo participa da interacdo com o dtomo. Os componentes 4tomo e campo podem estar
ressonantes, ou proximo da ressonancia ou ainda mesmo relativamente longe dela. Nesse
ultimo se diz que a interacao € “dispersiva”. Adaptagdes matemdticas conseguem tratar
os trés casos. O modelo de Jaynes-Cummings (MJC) baseia-se no cardter discreto do
féton e, portanto, ndo possui andlogo cldssico. Esse modelo de interacdo € capaz de ge-
rar diversos ENC do campo luminoso, tanto através da interacao dtomo-campo na faixa
da luz visivel, quanto na interacdo que substitui o &tomo por dtomos gigantes de Ryd-
berg [52], o caso de campos na banda microondas em CQED. O par dtomo-campo pode
também ser substituido pelo conjunto par de Cooper interagindo com membrana vibrante

(nanoressonador [53]), com zonas Ramsey e detectores atdmicos [54].

O estudo sobre como preparar estados tendo propriedades ndo cldssicas avancou e
um grupo de pesquisadores (Austria, Inglaterra e Austrdlia) gerou estados tipo “gato” de
Schrodinger a partir de um unico féton e um minudsculo cilindro mecénico [55]. Tais
estados, assim como o novo estado apresentado neste trabalho, possuem caracteristicas
cada vez mais refinadas no espaco de fase, exibindo propriedades com valores muito
menores que a constante de Planck e altos valores de negatividade da FW, tornando-os
mais poderosos para aplicacdes quanticas, tais como explorar propriedades quanticas para
medir em escalas muito abaixo do que é classicamente possivel, elevando ainda mais a

precisdo dos sensores quanticos, os mais sensiveis que se conhece.

No capitulo 2 apresentamos uma breve revisao sobre a teoria do oscilador harmonico
quantico unidimensional (adaptdvel a linha reta da propagacdo da onda eletromagnética),
bem como sobre seu estado predileto em aplicagdes e teoria: o estado coerente e suas prin-
cipais propriedades. No capitulo 3 definimos o novo estado que consiste na superposi¢ao

de estados coerentes sobre uma semirreta no espaco de fase, onde fizemos uma aproximacao
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para o estado de fase ideal e discutimos sua criacdo em cavidades e em modo de onda via-
jante. Nessa parte fizemos uma breve descri¢do do MJC. Exploramos entdo alguns indica-
dores de nao-classicalidade de estados, tanto na forma convencional como via funcao de
Wigner. No capitulo 4 apresentamos as propriedades e indicadores de nao-classicalidade,

incluindo suas evolugdes temporais frente a variadas situacdes. No capitulo 5 apresenta-

mos 0s comentarios e conclusao.
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2  Propriedades gerais do estado
coerente do oscilador harmonico
quantizado

Quando nos referimos a coeréncia, podemos considera-la de forma espacial ou tem-
poral, sendo casos independentes um do outro. Neste capitulo, focalizamos o conceito
formal de estado coerente do oscilador harmonico (OH) quantizado e algumas de suas
propriedades gerais. O tdpico se estende naturalmente ao caso do campo de radiagdo
eletromagnética quantizada, tanto na banda 6ptica (~ 10'*Hz) quanto na banda de micro-
ondas (~ 10°Hz — 10'2Hz) e vizinhancas. Este estado é totalmente coerente, espacial e
temporalmente, quando associado a vibragdes de modo tnico, isto é, quando apenas um
dos modos do OH, ou do campo eletromagnético participa da operacdo considerada. A
compreensao dessas propriedades € o primeiro passo para a constru¢do de um pano de

fundo para o estudo da C)ptica Quantica, bem como do laser.

2.1 O oscilador harmonico simples

Considerando o OH unidimensional e utilizando a notacdo de bra-ket de Dirac, com
as unidades atdmicas (i = @ = m = 1) e na base de Fock! {|n)}, podemos diagonalizar o
operador hamiltoniano A obtendo os seguintes resultados para os niveis de energia desse

sistema
N 1
H|n) = E,|n), En:n—{—E, n=0,1,2,.. (2.1)

Podemos gerar os autoestados do operador hamiltoniano que descreve esse sistema, re-

presentados na base de Fock. Para isso fazemos uso dos operadores “escada”, isto €, dos

'Também chamada base de nimero {|1),]2),|3),...}.



2.2 Estados coerentes: defini¢do

operadores de aniquilacio e criacio?, respectivamente d e d', da seguinte forma

aln) = Vnln—1), 22)
a'ln) = Vnt1n+1). (2.3)

Os operadores escada, no espago das configuragdes, sao escritos como

1

a = —2(£+iﬁ), (2.4)
1

at = —2()€—ip). (2.5)

a,a"1=1, a'=(a)", (2.6)

1A,a"1=a", [A, a4 =-a 2.7)

H = -{aa"}

(2.8)

Essas equacdes constituem a algebra de Heisenberg-Weyl e esse método algébrico é co-

mum em muitos livros textos de Mecanica Quantica [56,57].

2.2 [Estados coerentes: definicao

O modo do campo esta associado a uma fun¢do complexa normalizada e de quadrado
integravel, juntamente com dois parametros livres (reais), ou seja, a uma amplitude com-
plexa A. O modo unico de vibrar, qualquer que seja o escolhido, pode fazé-lo em varias
frequéncias (como uma particula na caixa-1D), mas consideramos apenas uma delas, a
que ressoa com o atomo. O campo elétrico cldssico corresponderia a parte real dessa

fun¢do. Pode-se ter o caso de uma tunica excitacdo (1 foton) nesse modo. Em um ex-

2Também chamados operadores de abaixamento e levantamento.
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perimento interferométrico que mede A, x = R{A} e p = S{A} sdo varidveis que ndo
comutam. Se este modo Unico possuir um Unico féton, havera uma distribuicao de proba-
bilidade bimodal quando medimos x ou p, assim como a distribui¢do de probabilidade de
um oscilador harmonico no primeiro estado excitado. Quando medimos a energia, a qual
é proporcional a A% = x? + p?, medimos quantos fétons ocupam esse modo. Um detector
que cubra esse modo clicard exatamente uma vez (se for 100% eficiente). Por outro lado,
no caso da excitacdo em multimodo, temos um estado onde os fétons podem estar em
diferentes modos, alguns modos com maior ou menor probabilidades de ocupacdo. No
presente caso, usando modo unico, este possui também uma distribui¢do de probabilida-

des, P(n) = (n|p|n), onde p é o operador densidade do estado quintico [58].

O estado geral de um oscilador harmonico ou de um campo eletromagnético, quan-
tizados, pode ser expresso como superposicao de outros estados conhecidos (tal é o caso
do “gato” de Schrodinger) e pode também ser expresso como superposi¢ao na base de
Fock, que é usualmente a base de energia |n). Se o estado é puro, existe uma relagdo de
fase definida entre as componentes da superposi¢cdo. Uma classe de estados que possui
importancia particular é formada pelos autoestados do operador de aniquilacdo a (abaixa-
mento), o qual € ndo hermitiano, logo tendo autovalores complexos ¢, entre outros reais
(veja, por exemplo, [59-63]). A seguir, apresentamos as principais propriedades desses

estados, denominados estados coerentes.
Uma das quatro defini¢cdes equivalentes do estado coerente € de ele ser autoestado do
operador aniquilagdo @ com autovalor complexo «,
ala) = ala). (2.9)

Uma solugo trivial para essa equagdo é o estado fundamental |0) para o = 0. O desloca-

mento unitario ou, simplesmente, operador deslocamento [13, 18]
JS JEIPUPN
Do = e* —* 4 (2.10)

produz um deslocamento no operador d, o que fisicamente representa a acdo de uma

corrente cldssica no campo. Uma vez que se [A, B| = {1, com { = constante, temos

SApeSA =By, 2.11)
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entdo vemos que
9tad, — —ad'toras ad—ata _ 4 i 212
AP0 = e de =a+oal, (2.12)

para um niimero complexo arbitrdrio ¢t. Deduzimos das equagdes (2.10) e (2.12) que Zq

possui as seguintes propriedades

Jo=94' =9 a, (2.13)
4D4|0) = aDy|0). (2.14)

Esse resultado mostra que a solug@o da equacdo de autovalores (2.9) possui a forma
&) = Za0), (2.15)

e que fodo niimero complexo € autovalor do operador d. Uma vez que ¥, é um operador

unitdrio, o autoestado | o) na equagio (2.15) é normalizado,
(a|a) =(0]0) = 1. (2.16)

Usando o fato que @|0) = 0 e a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

A A

Ab — eA+B+[A,B}/2 2.17)
temos que esses autoestados sao dados por

) = ed' —0a|0y = o~lal?/20d" (2.18)

Esses autoestados do operador de aniquilacao (abaixamento) d sdo os estados coeren-
tes [12]. A fun¢do de onda do estado coerente é um pacote de onda Gaussiano de incerteza
minima, o qual propaga-se (oscila) sem sofrer deformacdo. Esse pacote de ondas oscila
para trds e para frente na coordenada espacial com uma frequéncia cléssica e, embora se
espalhe e se contraia um pouco com o tempo, no final de cada periodo, ele tem sua forma
e localizacdo iniciais. Para alguns propdsitos € instrutivo descrever o autovalor () de
um estado coerente como um vetor no plano complexo (ver diagrama de Argand, figura
(2.1)). E interessante notar que os estados coerentes sdo normalizados para a unidade,

mesmo que o espectro do autovalor do operador a seja continuo [64].
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(c]pley)

R{a} = @ )

Fig. 2.1: Espaco de fase bidimensional (diagrama de Argand) representando um estado
coerente |o¢) em termos do autovalor o do operador de aniquilagdo 4. A figura mostra o
efeito de um deslocamento 9 e uma rotagdo R, sobre o estado coerente |a).

Como exemplo, usando as propriedades (2.17) e (2.18), podemos mostrar que para

qualquer estado coerente | ),
9gla)y =Clo+B), (2.19)

onde, novamente, | + ) é um estado coerente e C é um fator de fase.

Demonstracao:

@B|O‘> _ eﬁm—ﬁ*aeaata*&lm
= eiS{aﬁ*}e(Hﬁ)ﬁT*(a*+B*)&|()>

2o+ B), (2.20)

onde,

o = 2iaplsen (are (5 ) ).

C = %2,
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2.3 Expansao na base de Fock

Ultilizando a relagdo de completeza na base de Fock (¥ |n)(n| = 1), podemos escre-

ver que
@) = i|n><n|oc>
_ Zln or&"\a>
= Z|
f|oc| /2 Z ’n O|eaaT’0>
2 at
= el /anorm%«n (Z (“k ) ) 0)

—|af?/2 - a_n 221
e n;)m!n% 2.21)

0|06"|06>

onde,
In) = —(a")"0). (2.22)

Podemos também fazer o caminho inverso e escrever [12, 13]

oo /\T n )
o) = e3P Y (ad ') 10) = ¢~ 219 2" |y (2.23)

n=0 n.

Agora, utilizando a equacdo (2.17), reescrevemos
) = %4 =40y = J, [0), (2.24)

onde chegamos a equacao (2.15), bem como a defini¢do do operador deslocamento mos-
trado na equagdo (2.10). A soma sobre a base de Fock na equacdo (2.21) mostra que o

numero de foétons no estado coerente nao € bem definido.

Um outro operador unitario bastante usual € o operador desvio de fase

Ry =it (2.25)
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com um parimetro real A. Uma vez que [dd, 4] = —a e usando a identidade a seguir,

SABe5A — o5l (2.26)

A

e ,E] = (B, com ¢ = constante, entdo encontramos
AL A _aaata . iaata R
R;aR;L — o MagiRdla _ iy (2.27)

Agora podemos ver entio que R; |at) = C'|e* &), onde |e* &) é novamente um estado
coerente e C' € apenas um fator de fase.
Demonstracao:

Fazendo uso das equagdes (2.21) e (2.22), temos

A PNPEIN
R?L’O‘> _ ezlaa f|oc| /2 ’n
g
f\(x\ /22 z?Ln|

LR ﬂ@
n=0 !
67\06\2/26«2’%0651+ |O>

= |e*a). (2.28)

A partir do que foi mostrado acima podemos ver que a evolucdo temporal do estado

coerente € dada por
e—il—?t|a> _ e_i’/2|oce_i’>, (2.29)

onde H é o operador hamiltoniano do oscilador harmdnico. Esse resultado corresponde
a estabilidade temporal dos estados coerentes [65—-69], o que significa que uma evolugao
temporal preserva a sua amplitude acrescentando apenas um fator de fase, ou seja, o
estado coerente permanece coerente € a dependéncia das partes real e imaginaria de o
com o tempo obedecem as equacdes de Hamilton para um oscilador classico (veja, por

exemplo, a referéncia [70]).
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2.4 Estatistica de fotons

No laser, atuando acima do limiar3, apesar de serem bosons, os fotons nao seguem a
estatistica de Bose-Einstein. Isso ocorre porque o laser nao é um sistema em equilibrio
térmico (veja, por exemplo, [58,71]). Se o estado do campo quantizado for coerente, sua
estatistica serd poissoniana. Por outro lado, quando o estado do campo apresentar uma
estatistica super-poissoniana, o laser estard funcionando abaixo do limiar de operagdo
(threshold) e essa estatistica € de Bose-Einstein. Acontece que, quando o laser ultrapassa
o limiar de operagdo, sua estatistica vai mudando até que, muito acima do limiar, esta vai

se tornando poissoniana, correspondendo ao estado coerente.

Uma das caracteristicas necessdrias para o funcionamento de um laser é a ocorréncia
de inversdo de populacdo atdmica. Isso ocorre quando se tem um nivel superior mais
populado por 4tomos no estado excitado que no nivel inferior 4. Denomina-se “inversio”
pelo fato de, nos sistemas fisicos comumente encontrados, o contrario acontece natural-
mente. Em um sistema em banho térmico, quanto mais a temperatura aumenta, mais
excitados ficam os dois niveis atdmicos que interagem com o campo, Ni € N>. Entre-
tanto, N, nunca excede Nj. Em vez disso, em uma temperatura infinita, a populagcdo N, e
N tornam-se iguais. Em outras palavras, ndo ocorre inversdo de populagdo (N, /Ny > 1)
em um sistema em equilibrio térmico. Para atingir a inversdo de populacdo, portanto, é

necessario conduzir o sistema ao mencionado estado de ndo-equilibrio.

A probabilidade P, () de se obter um particular nivel de energia n quando o sistema

estd em um estado coerente | o) é dada por [13]

2n
Bi(@) = [(nfa)? = 1o 19 (2.30)

Essa é uma distribuigio de Poisson centrada na média |&|?, que é também o nimero médio
de fétons (/1) = 7i. Tem-se também que (A7)? = |e|?. Quando fora do equilibrio térmico,
os fotons podem exibir diferentes distribui¢des de probabilidade [24]. Para detalhes sobre
contagem e estatistica de fotons veja o capitulo 5 da referéncia [S]. Sempre que o PM
assume valores negativos’, tem-se entdo um ENC do campo fotdnico. A distribui¢iio

do ndmero de fétons de um estado coerente é uma poissoniana, logo o seu PM € zero.

30 limiar do laser é o menor nivel de excitagio no qual a producio de um laser é dominada por emissido
estimulada e ndo por emissdo espontinea. Abaixo do limite, a poténcia de saida do laser aumenta lenta-
mente com o aumento da excitagao.

“4Considerando um sistema com apenas dois nivesis.

>0 PM é definido na secio 3.4.
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Portanto, os estados coerentes podem ser considerados como a fronteira entre os estados

classicos e os ENC do campo (cf. secdo 2.2).

No6s podemos representar qualquer operador densidade p na base coerente da seguinte

forma
p = /P(a)\a><a|d2a, (2.31)

onde [P(a)d*>a = 1. A fungdo de Glauber-Sudarshan para um estado coerente é apenas
uma fungdo & de Dirac, ou seja, P(at) = 8@ (a — ap), 0 que o qualifica como o estado
quantico mais cldssico de todos, estando na interface separando os dominios quantico e
classico [13, 18]. Por outro lado, foi mostrado por M. Hillery [72] que a fungdo P(ct) de
qualquer outro estado puro possui um pico ainda mair que a fungio 8. Por sua vez, para

o estado de Fock a funcdo de Glauber-Sudarshan € dada por

elof?  g2n

D A 3 )
e 0 (@), (2.32)

P(a) =

Essa categoria de funcdo € chamada de distribuicao temperada, sendo ainda mais concen-

trada que a funcédo 6 de Dirac.

2.5 Nao-ortogonalidade

O produto interno entre dois estados coerentes | ) e |8) é dado por

(alB) = e |HP/2-IBP/20)0% 4 B4 )

_ laP-ipr |y )" - (B
(Eo e )(Zo—m' >)
o-lal2/2-1BP /22 (a"B

n!

\_/
N

— o lalP/2-IB) /2+06*B, (2.33)

e similarmente

(Bla) = ol /2=1BI* /2+aB* (2.34)
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Portanto, podemos escrever

_ 2_[RI2 * * Uy RI2
[(at|B) > = e~ 10 —IBI +aB +ap — —la—pl" (2.35)

Os estados coerentes também possuem incerteza minima, ou seja, a relagdo de incer-

teza de Heisenberg € satisfeita com a igualdade
(A%)(Ap) = = (2.36)

e é também uma varidvel de acdo, isto &, estd relacionado diretamente com a energia do

sistema

(alAla) = (al(@a+ p)la) =|af + @.37)

57
onde o primeiro termo do lado direito representa a intensidade da onda cléssica e o se-

gundo termo representa a energia do estado de vicuo.

Az

Fig. 2.2: Estrutura em forma de estrela que contém todas as células de Planck. Trés delas
sao desenhadas na estrutura. A célula de Planck central € desenhada em vermelho.

E possivel determinar uma particio do espaco de fase em células de tamanho 1 /2,
onde a incerteza em X vezes a incerteza em p seja minima [73]. Considere o caso em que
se queira indicar a posicdo x € o momento p de uma particula no plano x — p. Suponha
que a incerteza na posi¢ao seja conhecida, por exemplo, AX = 1. Portanto, Ap deve ser
1/2. Desse modo, podemos desenhar um retdngulo no plano x — p com lados A% = 1

e Ap = 1/2. Como ndo conhecemos a incerteza precisa da posi¢do ou do momento,
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obtemos uma colec¢do de retangulos para cada combinacao de incertezas em X e p. Todas
as células obtidas possuem drea 1/2 e estardo em uma estrutura em forma de estrela, como
ilustrado na figura (2.2). Os retangulos sdo chamados células de Planck. A célula com a
mesma incerteza na posicao e no momento € chamada célula de Planck central, a qual é
desenhada em vermelho na figura (2.2). Uma célula de Planck central possui lados: A% =
Ap=1/ V2. Existem infinitas células de Planck, mas hd apenas uma célula de Planck
central. Para criar a parti¢do do plano x — p pelas células de Planck, € necessario usar
funcdes de onda de incerteza minimas. Dessa forma, os estados coerentes caracterizam

matematicamente as células de Planck.

2.6 Base super completa

Diferentemente da base de Fock, a base coerente € super completa. Isso permite
diagonalizar, na mesma base, operadores que ndo comutam entre si. Vemos na equagao
(2.35) que se um sistema estd em um estado |@), a possibilidade de que o sistema esteja
no estado |B) é diferente de zero porque |(c|B)|*> # O para a # B. H4, portanto, um
overlap entre as componentes da base coerente. Em outras palavras, o conjunto de todos
os estados coerentes nao é linearmente independente. Portanto, uma vez que (a|f) # 0
para a # f3, diz-se que os estados coerentes formam uma base super completa. Isso pode

ser demonstrado como segue.

ana*n’
Oc d*a / e ~laf? n\ (' |d*a
/all| | Z \/n!n’!’ )

onde a = re'® e d?>o = rdrd@. Entio temos

2m
a)(aldia = e g [ e0ge
/all| Mol Z\/n‘n” 0

N J/

-~

218

n,n

— 271,'Z|n’>1<‘n’/0 P2l o gy
n * N

-

1

Fazendo a mudanca de varidvel r? = x (com dr = dx /2r), temos

* 1 [ r 1 !
I:/O (rz)"e_rzrdr: 5/0 xetdx = # = %
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Segue entdo que

[ Jaaiia=x Y Inl.

n=0
Y
i
Portanto, temos

1

~ | JaVald’a =1,
n/au| )l

onde a integracdo deve ser feita em todo o espaco de fase [12, 13].

Para um estado arbitrario |y), podemos escrever

1 Sl *\n
(aly) = e (5laP) L vl
— exp (3o ) wie"
onde v, = (1) ¢
-
y(z) = ;O Vo (2.38)

é sempre convergente sobre todo o plano complexo z, ou seja, ¥(z) é uma fun¢do com-
pleta, uma vez que (y|y) = Yn|(n|w)|?> = 1. As fungdes y(z) constituem o espaco
Segal-Bargmann [74,75] de fungdes completas. Se |y) € um estado de nimero, entdo

y(z) = l//n\j—%. Essas fun¢des formam uma base ortonormal no espaco de Segal-Bargmann.

Se quisermos transformar uma equagio contendo operadores (digamos @ e @) em
uma equacdo equivalente contendo fungdes classicas isso € possivel porque, na base co-
erente, embora d e 4’ nio comutem, eles podem ser diagonalizados simultaneamente.
Essa facanha ndo € possivel na base de Fock, pois nesta base os operadores que nao co-
mutam nao podem ser simultaneamente diagonalizados (veja, por exemplo, [76]). Para
mais detalhes sobre essas e outras propriedades notaveis dos estados coerentes veja, por
exemplo, [77,78].
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2.7 Operadores na forma normal ordenada

Nao se trata exatamente de uma propriedade dos estados coerentes, mas por vezes é
conveniente escrevermos os operadores de forma que todos os operadores de aniquilagdo
fiquem a direita e os operadores de criagdo fiquem a esquerda dos de aniquilagido. Por

exemplo,

A=a*a"=a(aa") =a(l+a'a)=a+(1+a'a)a=24a+a'a* (2.39)

(alA@a’, a)|a) =A(a*, a) =A((a"),(a)). (2.40)
Como exemplo temos,
(a)(@)"a"| o) = o ™ = (o]’ | o) (ox|d| o)™ (2.41)

A expansao normal-ordenada de uma poténcia do operador de numero 7 em termos dos
operadores d e d', que satisfazem a relacdo de comutacio (2.6), pode ser escrita na forma

[79-81]
@am=Y eprahd, (2.42)
=0

onde &}" € o nimero de Stirling do segundo tipo (veja, por exemplo, [82]).
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3  Superposicdo de estados coerentes
sobre uma semirreta

Superposicdes exibem propriedades distintas das mostradas por suas componentes,
por exemplo, enquanto os estados coerentes sempre mostram estatistica poissoniana, suas
superposicoes podem mostrar estatisticas sub-poissonianas ou super-poissonianas [83—
85]. Um estado sub-poissoniano refere-se ao campo eletromagnético quantizado onde a
forma de linha da distribuicdo de fétons é mais estreita que aquela do estado coerente. O

Inverso ocorre para a estatistica super-poissoniana.

3.1 Obtendo um estado de fase otimizado

Dentre os varios estados de interesse a serem gerados estd o estado de fase. Contudo,
sua obtencao experimental permanence um problema em aberto, uma vez que se trata de
um estado ideal, ndo-normalizdvel e tendo valor esperado do nimero de f6étons infinito, o
mesmo valendo para a incerteza de nimero [86—89]. Podemos obter apenas aproximagdes
do estado de fase ideal. Dai surge a questdo: como gerar um estado de fase melhor
otimizado? Por exemplo, podemos dizer que um estado |y) tende para um estado de Fock
IN) se a sua distribui¢do de nimero B, tende para uma delta de Kronecker, P, — 8(n,N).
Semelhantemente, um requisito estabelecido na literatura afirma que um estado |y) tende
para um estado de fase otimizado |@) quando sua distribui¢do de fase P(0) tende para
uma delta de Dirac, P(6) — 8(6 — ¢).

A distribuicdo de fase de um dado estado |y) do campo eletromagnético de modo
unico pode ser obtida pelas definigdes de Susskind-Glogover [90] e Pegg-Barnett [91],
como Py (0) = [(0]y) 2, onde |@) é o estado de fase ideal definida por Pegg-Vaccaro-



3.1 Obtendo um estado de fase otimizado

Barnett [92]

im6
10) _A}linw_\/ﬁ Z ™% \m). (3.1

O estado |0) ¢ dito ideal no sentido que esse ndo pode ser alcancado experimentalmente,
uma vez que deveria ter um nimero médio de f6tons (6]/]0) ~ limy_e 5= Y0 m € isso
despenderia uma energia infinita. Tendo em vista que a distribui¢do Py, € correta [93],
torna-se importante a obtencao de estados que possam ser implementados experimental-
mente e que se aproximam do estado de fase ideal |¢), este que tem distribuigdo de fase
dada por Py (8) = 6(6 — ¢). Uma tentativa para aproximar um estado de fase para um
estado de fase ideal |¢) foi construida usando um estado fortemente comprimido, para o
qual a elipse de erro no espago de fase toca a origem e possui um eixo muito longo na
direcdo de ¢ [94].

Estados de niimero em modo tinico munidos de 2" fétons (|2V)) podem ser escritos,
em uma boa aproximacdo, como uma superposicio de 2V estados coerentes, simetrica-
mente distribuidos sobre um circulo centrado na origem do espaco de fase, através do
ajuste em suas intensidades. Uma proposta para sua produgdo experimental foi apresen-
tada por Malbouisson e Baseia [95] e Maia e coautores [96]. Uma vez que os estados de
numero e de fase sdo estados conjugados, isso sugere a aproximag¢do do estado de fase
pela superposi¢do de estados coerentes dispostos sobre uma linha semirreta (SECR), com
uma das extremidades na origem do espaco de fase. Consideramos a superposicdo de
estados coerentes sobre uma reta, a partir de 2V estados coerentes, para aproximar para o
estado de fase |¢), na forma

2N

1 .
9% (@) = 2= X 12— Dav), (3:2)
j=1
onde a constante de normalizacdo € dada por
2N—1 )
M)y =2V + ¥ 22N — j)e el (3.3)

Jj=1

Tem-se que, para & = rexp(i¢), a constante de normalizagio dependera apenas de r?> =

lot ]2. Esse estado pode ser representado no espago de fase como mostrado na figura (3.1).

O estado de fase [¢"V(a)) pode ser expandido na base de Fock. Aqui ele resulta na
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seguinte forma

N =S 1 0lep 2F =Dl g
0" () = Z<|¢ zoze — ), (G4
n=0 N p= J :

enquanto o nimero médio de fétons é dado por

Z (2j— 1)(21 — 1)e 2laP=D? (3.5)

N N_
<¢‘|¢> ‘/szll

o qual aumenta infinitamente quando N — oo. Por outro lado, a distribuicao de fase asso-
ciada ao estado |pV), P(8) = Py(0;¢), é dada por

2
(RS —_inf
P . — _ in
N(0:9) (6]o") o n;)
2
_ Loj12lal (27 = D)"e]" o0
27rJV2 r;);e e (3.6)
p

Fig. 3.1: Representagio pictérica da superposicio de estados coerentes |¢3) sobre uma
reta no espaco de fase.

7z

Essa distribuicdo de fase € simétrica em torno de ¢, dependendo unicamente da
diferenca 6 — ¢. Dessa forma, para simplificar e sem perder a generalidade, nds assu-
mimos ¢ = 0 daqui em diante. A figura (3.2) apresenta o perfil de Py(0) = Py(6;¢ = 0)
em funcdo de 0, para diversos valores de N. A distribui¢do Py(6) torna-se um pico muito
alto e muito estreito em torno de ¢ = 0 quando aumentamos o valor de N. Verificamos

entdo que o estado |¢") tem alcangado o estado de fase ideal |¢) no limite N — co. Porém,
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reiteramos que alcangar esse limite ndo € possivel, pois requer energia infinita. Para saber-

1504 — "~ T T T T T T T T T T T T T T T T T T

100+

o) 4
A ]
()
2500 ———@¥ ™ ——————————————————————————
2000+ A
1500 E
@ i
= 1 ]
1000 - A
500 E
0~ == : T T T - ==
-0.0050 -0.0025 0 0.0025 0.0050
)
(b)

Fig. 3.2: Distribuigdo de fase Py(6) = Py(0; ¢ =0) para (a) N=3,4,5e (b) N =6,7,
tomando |ot| = 0.5. Para N = 7 a SECR € uma boa aproximacio do estado de fase ideal.

mos qudo perto um dado estado |y) estd de um outro estado |&) é necessdrio e suficiente

determinarmos a fidelidade entre eles, F = |(£|y)|?. Por exemplo, se |E) = |n) é um es-
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1.568 1.57 1.572 1.574

Fig. 3.3: Distribuicao de fase adaptada de Aragdo e coautores [94].

tado de nimero qualquer, a fidelidade entre |y) e |n) nos da a distribui¢do do nimero de
fétons do estado |y), Py, = [(n|y) 2. Entretanto, o conceito de fidelidade atribui-se ape-
nas a estados normalizados, com 0 < F < 1, e portanto nao pode ser usado para o estado
de fase ideal, que é ndo-normalizado. A quantidade P(0) = |(8|w)|? nos d4 a distribui¢io
de fase do estado |y), mas essa quantidade é nao-limitada (seu valor maximo pode ser

muito grande).

Podemos entdao comparar o estado SECR com outro estado que € uma boa aproximacgao
do estado de fase ideal. Trata-se do estado fortemente comprimido, |f,z) = .@[3 S.|0), onde
@B é o operador deslocamento (cf. secio 2.2) e S, = exp[(z*a> —za'?)/2] é o operador
squeezing, com 3 = Rexp(if) e z = sexp(i¢). Fixando ¢ =260 —m e s = In(R), a elipse
de erro iniciando na origem do espacgo de fase e o eixo maior estando na direcao ¢, como
mostrado por Aragdo e coautores [94]. Na figura (3.2), escolhemos parametros tais que
a distribuigdo de fase do estado |¢" («t)), para || = 0.5 e N = 5, relembra a distribui¢io
de fase do estado apresentada na figura (3.3), com R = 15. Ambos os estados possuem
excitagoes similares, (n) ~ 300, e possuem o0 mesmo valor maximo da distribui¢ao de fase
Pax(0) ~ 150. Uma vez que o tempo de descoeréncia depende da intensidade do campo,
7y ~ 1/{n), uma comparacéo relevante entre esses estados é a eficiéncia de prepara-los
em laboratério. Essa ndo € a intencdo aqui. A proposta mostra na se¢do 3.3 como o estado

SECR pode ser produzido usando uma CQED padrao.
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3.2 MJC: caso dispersivo e ressonante

Como mencionado anteriormente (cf. Cap.1), o MJC [50] possui grande importancia
na literatura, com aplicagdes em ()ptica Quantica, em nanocircuitos quanticos hibridos,
em pontos quanticos (quantum dots), etc. A evolucao temporal do sistema total (dtomo+campo)

¢ descrita pela equacdo de Schrodinger (com /2 = 1), com hamiltoniano
N 1
H:a)a’f&+Ewoaz+x(a++a,)(d+d*), (3.7)

A interpretagdo dos termos da interacdo acima € a seguinte:

6..d: um féton € absorvido e o dtomo € excitado, g — e;

6_a": um féton é emitido e o 4tomo decai, e — g

&jﬁ: um féton € emitido e o dtomo € excitado, g — e;

6_d: um féton € absorvido e o dtomo decai, ¢ — g.

Notemos que os dois ultimos casos sdo processos que nao obdecem as leis de conservacao
de energia. Isso pode ser contornado fazendo uso da aproximacdo de onda girante. A
aproximacdo de onda girante (RWA) consiste basicamente em desprezar os termos que

oscilam rapidamente com o tempo. Entao, obtemos

n 1
Hjc = a)a*ajuiwo&ﬁx(mmé,af), (3.8)
com os operadores @ e a' definidos na se¢io 2.1, 6 = |g){e| (o} = |e){g|) é o operador

abaixamento (levantamento) do elétron entre os niveis atdbmicos inferior e superior, o ope-
rador inversdo de populacdo atdmica 6; = |e)(e| — |g)(g| € uma das matrizes de Pauli (6,
6y, 6, i), o (@) é a frequéncia do campo (4tomo), e A define o acoplamento dtomo-
campo. Identificamos Hy = wa'a + %(0062, como o “hamiltoniano livre”, enquanto V =
A(6.a4+ 6_a") é ainteracdo de Jaynes-Cummings no caso ressonante. Quando @ = @),
0 4tomo e o campo estio em ressonancia e temos entio [Hy, V] = 0. Como consequéncia,
o hamiltoniano total torna-se facilmente solucionavel, na forma exata. Quando os sub-
sistemas (digamos adtomo e campo) estao defasados, com A®w = @y — @ # 0, podem ocor-
rer duas possibilidades: eles podem estar proximos da ressonancia, o que significa AT‘" ~ 1,
ou distante da ressonancia, quando AT‘" > 1. No primeiro caso, pela adicdo e subtracdo
do termo %w@ na equacao (3.8), o hamiltoniano descrevendo a evolugdo da particula as-
sume a forma H' = o(a'a+ 36;) + 3Aw6; + A(6,a+ 6_a"), onde A) = w(a'a+ 16;)
é 0 novo “hamiltoniano livre” e V/ = JAw6; + A (64d+ 6_4") é o novo hamiltoniano de

interagdo. Dessa forma temos [H)),V'] =0, e o sistema dtomo-campo torna-se facilmente
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solucionavel de forma exata.

Por outro lado, se a defasagem A® € grande (AA—“’ > 1), a solug@o do problema torna-
se mais complicada. Nesse caso uma boa aproximacgado € obtida a partir do hamiltoniano
efetivo de interagdo V" [97,98]. Nesse procedimento os dtomos devem ser gerados de
tal forma que o nivel excitado |e) esteja acoplado a um terceiro estado mais excitado |i)
pela frequéncia de transi¢ao @, = @, + 0, onde @, define a frequéncia da cavidade e &
representa a defasagem entre os estados |e) e |i). Essa deve ser apropriadamente ajustada
de modo que apenas a transicdo virtual ocorra entre esses niveis. Esse tratamento foi
usado por Ferreira e coautores [99] para calibrar as velocidades de dtomos a fim de obter
uma lista de estados do campo tendo propriedades pré-selecionadas. O hamiltoniano de

interagdo modificado € escrito na forma,
Hep = weypd' 463 = werra'a(|i) (il — le) e]), (39

onde werr = 2%2 e d ¢ momento de dipolo atdomico (ge) [100]. O termo de interacdo
da equacdo (3.9) é vilido assumindo que d’n >> 8% + ¥ onde n é o nimero de fétons
e 7 é a taxa de emissdo espontanea [101]. Por sua vez, um 4tomo excitado colocado
numa cavidade no estado de vacuo do campo (n = 0) sofre, periodicamente, decaimentos
espontaneos reversiveis. Através da evolucdo temporal do estado do sistema é possivel

explicar, sob a luz do MJC, a emissdo espontanea.

3.2.1 Exemplificando o0 MJC ressonante

Considerando um cendrio mais realistico, onde o sistema sofre perdas e portanto

perde coeréncia, nds escrevemos um hamiltoniano mais geral dado por,

N 1
Ajc = 0d'a+ a6, +A(61d+6-a") - i%/\e> (e|- (3.10)

A expressdao acima difere da equacdo (3.8) pela adicdo de um quarto termo correspon-
dendo as perdas, onde y é a taxa de decaimento do estado excitado |e) para o estado

fundamental |g).

N6s usamos uma abordagem fenomenolégica via uso de um hamiltoniano ndo-hermitiano,
muito em voga ultimamente, por exemplo, como o usado por Baker e Singleton [102] para

determinar os valores esperados de observaveis arbitrarios. Lee e I'Yi [103] usaram um
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hamiltoniano similar para estudar transformacdes candnicas em mecanica quantica. O
mesmo foi feito por Longhi [104] para mostrar uma técnica laboratorial que visualiza
propriedades espectrais em Optica. A funcdo de onda que descreve a evolugdo temporal

do hamiltoniano do sistema descrito na equacdo (3.10) pode ser escrita como
[®(1)) =} [Coun(t)lg,n) + Cen(t) e )], (3.11)
n

onde C,,(t) e Cgn(t) sdo, respectivamente, as amplitudes de probabilidade para |e,n) e

|g,n). Esse é um estado do atomo vestido pelo estado do campo.

Assumimos o dtomo inicialmente preparado no nivel excitado |e) e o campo no estado

coerente

o) =Y "G ln) = Y "ex _lof? ) (3.12)

Consideramos também a seguinte condigdo inicial: Cg,(0) =0 e Y7 |Ce ,(0)> = 1. As-
sumindo que os sub-sitemas estdo inicialmente desacoplados (r = 0), isto €, ainda ndo

interagindo, entdo o estado inicial do sistema pode ser escrito como,

[¥(0)) = Y Cule,n). (3.13)
n=0

A evolugdo do sistema (equag@o de Schrodinger) |¥(¢)) € dada por (com /i = 1),

A¥() 4
==t = A¥(1), (3.14)

onde, para este caso em particular, H é o hamiltoniano dado na equacdo (3.10). Podemos

encontrar um conjunto de equacdes de movimento na forma,

an:(t) = —inwC,(t) — %woce,n(t) —iAVn+1Cgpi1 — %’Cm(t), (3.15)
an n+l (l) . I )
5= it 1DOC, ()45 00C i1 (1)=iAVn+1Cen (). (3.16)

A solugdo desse sistema de equacdes fornece C,,(t) e Cg,+1(t). NO obtivemos a
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solu¢do numericamente usando o método de Runge-Kutta-Fehlberg (rk45). A inversdo
de populacgdo atdomica, responsavel pela ocorréncia do laser, também pode ser escrita em

termos dos coeficientes acima como,

(o)

1=y [|Ce7n(t)|2— ’Cg7n+1(l‘)’2} . (3.17)

n=0
Os resultados encontrados sdo mostrados nas figuras 3.4(a), 3.4(b), e 3.4(c)). A figura
3.4(a) apresenta decaimento lento e reproduz os dados encontrados por Banacloche [105].
As figuras 3.4(b) e 3.4 (c) mostram decaimento. O efeito de decaimento no dtomo leva
a redugdo da amplitude de oscilagdo da inversdo de populacdo. Quanto maior a taxa de
decaimento, maior a redugdo da amplitude de oscilagdo, como esperado. O decaimento

na cavidade afeta a transicao de fotons entre os niveis |e) e |g).

1.0

0.5 a) y=0.01A |
O . O W W "‘v‘u‘y‘vwvw
05 ]
-1.05 | 20 | 40 | 60 | 30
1.0 . . . | . . |
0.5 b) y=0.03A |
< 0.0 WWWWWW
~ ]
05 ]
105 | 20 | 40 | 60 | 30
1.0 - . . | . , |
0.5 ¢) y=0.05n |
0.0 ‘W\MMMAWWWWM
0.5 ]
109 | 20 | 40 | 60 | 30

At

Fig. 3.4: Evolucao temporal da inversdo de populacio atdbmica com diferentes coeficientes
de decaimento y para (i) =49, 0 = @y = 8. (a) y=0.011; (b) y=0.031; (c) y=0.05A.
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A ocorréncia de “colapso de Cummings” e resurgimento das oscilagdes da inversao
da populagdo atomica ocorre quando o dtomo interage com certos tipos de estados do
campo luminoso quantizado. O efeito € atribuido a granularidade do campo (f6tons). A
regido de colapso sendo onde ocorre interferéncia destrutiva, enquanto o “revival” das
oscilagdes sendo atribuido a interferéncia construtiva. Uma surpreentente observacao ini-
cial do efeito foi que ele ndo ocorria se o campo inicial fosse um estado de nimero |n),
arbitrario, o mais quantico de todos, mas ocorria se o campo inicial fosse um estado coe-
rente, o mais cldssico dentre os campos quantizados. O efeito ocorre no &tomo mas exige
que o campo de radiacdo esteja quantizado. Para mais detalhes sobre essa discussao, veja

Ferreira e coautores [106].

3.3 Criacao da SECR em cavidades

Para produzir o estado SECR que se aproxima do estado de fase ideal em cavidade
microonda seguimos um protocolo que € uma generalizacao do procedimento utilizado
para criar superposicoes de estados coerentes, tais como o “gato” de Schrodinger [107,
108]. Um esquema similar foi proposto como mecanismo para gerar estado de nimero
como superposicao de estados coerentes sobre um circulo [95,96] e para produzir estados
comprimidos como superposic¢ao de estados coerentes sobre uma semirreta no espaco de
fase [109].

A figura 3.5 ilustra o aparato esquematicamente. Um forno produz 4tomos alta-

mente excitados (dtomos de Rydberg) com niveis atdmicos |g), |e) e |i) (com os nimeros
quanticos principais N = 49, 50, 51, respectivamente). Os dtomos, previamente excita-
dos, passam através de um seletor de velocidades para o nivel |e). Entdo cada dtomo
atravessa sequencialmente, um por vez, uma primeira zona de Ramsey, depois uma cavi-
dade microonda de alta qualidade—baixa perda—, contendo campo de radiacao com o qual
o 4tomo vai interagir, e depois uma segunda zona de Ramsey sendo finalmente detectado.
As duas zonas Ramsey sdo cavidades de baixa qualidade alimentadas pelo gerador de mi-
croonda. Essas duas zonas de Ramsey tém funcdes diferentes: a primeira prepara o estado
do campo, a segunda torna o estado dtomo-campo uma superposi¢ao. O campo interage
de forma ressonante com a transi¢éo entre os niveis atdmicos |g) <+ |e) e possui intensi-

dade ajustada para produzir uma rotagio 7/2 no espago atémico: |g) — (|g) —|e))/v2 e

le) = (Ig) +1e))/ V2.
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Fig. 3.5: Representacdo do esquema de uma cavidade QED para producdo de estados
\(])N ). Na sequéncia temos uma fonte de dtomos (S), uma zona de Ramsey (R), uma cavi-
dade geradora de microondas (MG), uma segunda zona de Ramsey (R) e dois detectores
dos niveis excitado |e) e fundamental |g), nessa ordem.

Por outro lado, a frequéncia da radiacdo na cavidade de alta qualidade-Q € ajustada
proximo da ressonancia da transi¢ao |e) — |i), com uma pequena defasagem 8, mas para
longe da transicdo |g) <> |e). A interacdo dtomo-campo de forma dispersiva pode ser
descrita pelo hamiltoniano efetivo dado na equacdo (3.9). A interacao dispersiva produz
um desvio de fase 6 = w, st no campo da cavidade, . sendo o tempo que o dtomo leva
para atravessar a cavidade, caso o dtomo passe no estado |e) mas ndo sofre esse efeito
quando o estado atomico é |g). Fixamos a velocidade atdmica de tal modo que o desvio
de fase seja 0 = w. Além disso, esses sdo também detectores atdmicos que identificam o

estado do atomo de prova.

Inicialmente um modo dnico pode ser preparado em um estado coerente |@) na ca-
vidade de alta qualidade-Q deslocando o estado de vidcuo com uma corrente cldssica.
Dessa forma, um primeiro dtomo € enviado através da cavidade, com uma velocidade
pré-selecionada e no nivel excitado |e¢). Dessa forma, o estado emaranhado dtomo-campo
evolui seguindo a sequéncia: para a primeira zona de Ramsey, para a cavidade de alta
qualidade-Q e para a segunda zonda de Ramsey (estado ainda ndo-normalizado), ou
seja [yo) = le)la) — [wg,) = (Ig) +le)) () — |we) = (Ig)|e) + le)| — @) — [y,) =
lg) (|la)+|—a))+|e) (| —a) —|or)). Se o dtomo for detectado no estado |g) entdo o
campo na cavidade é projetado no estado (|ot) +|—c)). Agora, imediatamente apés
a deteccdo, liga-se o gerador de microonda alimentando a cavidade com uma corrente

classica com o dobro de intensidade para produzir um deslocamento 2¢, e o estado na
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cavidade resulta na forma

0! (a)) = 7115(206) (lo) +[ =) = %1 (loe) +[3)). (3.18)

A interacdo dispersiva entre &tomo-campo na cavidade de alta qualidade-Q produz um

emaranhamento entre o &tomo e o campo quando o 4tomo atravessa a cavidade.

Agora, se um segundo dtomo € enviado através do aparato com a mesma velocidade,
quando o estado do campo na cavidade é |¢! (), o estado dtomo-campo evolui seguindo
0s Mesmos passos com o antes mas com |c) substituido por [¢!()). Entdo, se o dtomo
for detectado no estado |g) e um deslocamento de 4o for aplicado na cavidade, o campo

na cavidade torna-se

(0% (a)) = %215(405) (loe) +[3a) +] =) +[ = o) +[3a) +|50) +[7ax)).

(3.19)

@)=

Prosseguindo com esse procedimento, vé-se que a passagem do k-ésimo dtomo, com
.. _ k=1 o ~ .
o campo na cavividade no estado |¢*~!(ax)) ~ 2321 |(2j—1)a), a detecgdo do dtomo no

estado |g) seguido por um deslocamento 2% do campo na cavidade, leva ao estado

1 2kl 2k1 2k
|¢"(O¢)>=702" (Z\ 2j—1a +Z|— 2j—1a > J/Z\Zj—l a).
(3.20)

Dessa forma, o estado SECR da equacdo (3.2) pode ser produzido na cavidade de alta
qualidade-Q pela passagem de N atomos de Rydberg, todos eles detectados no estado
fundamental |g), com o campo na cavidade sendo deslocado 2¥a apenas apds a deteccio

do k-th 4tomo. Para mais detalhes sobre esse processo, veja Ferreira e coautores [110].

A viabilidade da geracio do estado |¢" (o)) depende naturalmente da eficiéncia dos
varios componentes do arranjo experimental, mas também da probabilidade de sucesso

de detectar todos os N dtomos no estado fundamental |g). Esse critério é dado por [109]

N 1 N
[(slwk, )] —(Z) M (). (3.:21)
k=1

A figura (3.6) mostra que o arranjo € vidvel experimentalmente para pequenos e modera-
dos valores de N, o nimero de d&tomos envolvidos no processo de gera¢do, mas ndo para

grandes valores de r = |a|. Isso ocorre devido aos inevitdveis efeitos de descoeréncia,
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3.3 Criagdo da SECR em cavidades

que consiste na deteriorizacdo do estado quantico com o passar do tempo: a causa vem do
sistema considerado interagir com o reservatério (as paredes da cavidade, por exemplo).
Numero grande de particulas (f6tons) piora a situagdo, aumenta o estrago do estado que

foi preparado.

Fig. 3.6: Probabilidade de sucesso de criar a superposicdo de estados coerentes com uma
distribui¢do de fase bastante concentrada. A chance de obter o estado é inversamente
proporcional a N e r = |a|.

O procedimento utilizado para gerar o estado |¢"V(a)) em uma cavidade é similar
ao que foi descrito nas referéncias [95, 109], mas difere da proposta anterior apresentada
na referéncia [111], a qual também utiliza a interagdo atomo-campo dispersiva. Nessa
abordagem, o nimero de estados coerentes na superposicdo aumenta linearmente com
o numero de dtomos detectados, N. A vantagem do nosso esquema € que o nimero de
estados coerentes compondo a superposicdo cresce exponencialmente com o numero de

atomos detectados.

O procedimento descrito acima pode ser mapeado em um esquema para gerar o estado
SECR em modo de onda viajante. Para tal finalidade, o arranjo na figura (3.5) € mapeado
em um interferometro de Mach-Zehnder (MZI), como mostra a figura (3.7), alimentado
com estados de Fock |1) e |0) nos modos internos, contendo um meio Kerr ndo-linear que
acopla dispersivamente um dos modos internos com um campo externo em um estado
coerente |@), incluindo dois divisores de feixe 50/50 fazendo o papel das zonas de Ram-
sey [112] do arranjo na figura (3.5). Um conjunto de MZI bem alinhados ir4 corresponder

a sequéncia de atomos atravessando o arranjo que usa a cavidade [113].
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D1 @3
M1 |:| D2
BS2
phase 0
shifter%
BS1
1) a — mode
kerr M2
medium
b — mode
) 10)

Fig. 3.7: Esquema para o método proposto de geracao do estado SECR usando um inter-
ferdmetro de Mach-Zehnder com um meio Kerr em um brago. BS1 e BS2 sdo divisores
de feixe. O caminho no sentido hordrio do interferdometro contém um atraso dando ori-
gem a uma mudanga de fase indicada como 6. O modo a é o braco do interferometro
que contém o meio Kerr, enquanto o modo b, também passando pelo meio Kerr, contém
inicialmente um estado coerente. D1 e D2 sdo os detectores de fotons nas portas de saida

do interferbmetro.

3.4 Propriedades nao-classicas do estado SECR

Aqui investigamos a ocorréncia de propriedades ndo-clssicas do estado |¢), tra-
tando inicialmente a natureza da estatistica de fotons e depois avaliando o efeito de com-

pressdo de quadratura (squeezing), antes mencionado.

3.4.1 Estatistica de fotons da SECR

Para avaliarmos a natureza da distribui¢do estatistica do nimero de f6tons do estado
|¢™ (ax)), devemos comparar a variancia do operador nimero de fétons, {(A)?) = (A%) —
()% com o niimero médio de fétons. Para esse fim, calculamos o PM definido por [77]

A2 7\2
()~ ()

3.22
) o
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3.4 Propriedades nao-cldssicas do estado SECR

O estado do campo da radiagdo € dito super-poissoniano, poissoniano € sub-poissoniano
quando Q >0, Q =0 e Q < 0, respectivamente. A diferenca entre os trés tipos de es-
tatistica € ilustrada na figura (3.8), onde compara-se uma distribuicdo super-poissoniana
do namero de fétons e uma sub-poissoniana a uma distribui¢do de Poisson com 0 mesmo
nimero médio de fétons. Vemos que as distribui¢des super-poissoniana e sub-poissoniana
sdo, respectivamente, mais larga e mais estreita que a distribui¢ao de Poisson. A ocorréncia
de estatistica sub-poissoniana garante que o estado é ndo-classico. Isso ocorre quando a
distribui¢cdo do numero de fotons possui variancia menor que a média. A distribui¢do
do ndmero de fétons de um estado coerente é uma poissoniana, logo o seu PM ¢é zero.
Entretanto, alguns estados quanticos do campo podem exibir um PM positivo e a sua

nao-classicalidade pode aparecer na forma de outros efeitos quanticos.

P (n)

0.08! 7 =la>=100

.~ Sub-Poissonian
0.04} Poisson

‘__,-Super -Poissonian

0.00 <

. >n
50 100 150

Fig. 3.8: Comparacdo da estatistica de fotons da luz com distribuicdo de Poisson com
a luz sub-poissoniana e a luz super-poissoniana. As distribuicdes foram tomadas para o
mesmo nimero médio de fétons 77 = |ot|? = 100.

Uma vez que o estado |¢" (a)) é uma superposicdo de estados coerentes, o célculo
de médias de poténcias do operador ndmero torna-se facil ao expressarmos AY na forma
nornal ordenada (cf. se¢do 2.7), que é escrever i¥ = (a'a)¥ =Y-1 ( ATHGH), onde

6&,” ) 6 0 niimero de Stirling de segundo tipo [82]. Dessa modo, temos

(9N ]2 |oN) Z S| al Z (27— DM@ — 1M 2aP0-02 (323)

J,l=1
Para calcularmos Q, tomamos v = 1,2 e usamos o fato que (‘5(11) = Ggl) = 6&2) =1.
O PM do estado SECR com distribuicdo de fase altamente concentrada é mostrado na

figura (3.9) a seguir. Os cdlculos mostraram que o estado SECR, na forma |V (), é

super-poissoniano, com Q > 0, para todos r = |c&t|. Por sua vez, a fun¢do de Glauber-
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3.4 Propriedades nao-cldssicas do estado SECR

Fig. 3.9: Parametro de Mandel da mesma superposicdo de estados coerentes com uma
distribui¢do de fase bastante concentrada.

Sudarshan do estado SECR € dado por

2 N
Pla) = 2 lz Z ol PR (=1)+21(1~ 1+1]/ e et RN g2y, (3.04)
TN N =

A equagdo acima ndo pode ser resolvida nessa forma, mas podemos avalid-la através de

algumas consideracdes. Para o caso de j = [ podemos reescrevé-la como

2 9N
Pla) = el Y oo PIIG=+] / g 1o @il —ulat=2j=Da"] 2, (3 95)

P(a) === Y e 1@FWU-D415 (g — (2 — 1)) (3.26)

3.4.2 Compressao do ruido quantico

Conforme ja mencionado, uma outra caracteristica ndo-cldssica importante do campo
eletromagnético quantizado de modo Unico é a ocorréncia de compressdo em uma das
componentes de quadratura no espaco de fase. Os operadores de quadratura do campo,

que correspondem aos operadores posi¢do € momento no caso de particulas, sdo definidos
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3.4 Propriedades nao-cldssicas do estado SECR

como
t=-—=(a+a"), p=——=(@a—a"). (3.27)

Considerando a relacdo dada em (2.6), temos [£, p] = i. Isso implica que as varidncias
nas quadraturas satisfazem a relagio de incerteza de Heisenberg, (A£)?(Ap)? > }l, onde
(AO)? = (6?) — (6)? é o desvio quadrético médio do operador &. Os estados com incer-
teza minima (como o coerente), assim como o estado comprimido, satisfazem a igualdade
na relacdo de incerteza, sendo os estados coerentes (incluindo o estado de vacuo) aqueles
que possuem a mesma varidncia em ambas as quadraturas, (A%)? = (Ap)?> = 1/2. Por
outro lado, superposicoes de estados coerentes nao sao estados de incerteza minima, mas
o efeito de compressdo ocorre sempre que o quadrado de uma das variancias, (Af)z ou
(Ap)?, torna-se menor que o limite minimo 1/2, com o quadrado da varidncia da outra

quadratura aumentando, garantindo assim que a relacdo de incerteza de Heisenberg esta
sendo obedecida [15,21,114-117].

Agora, escrevendo o = %(xo +1ipy), os valores esperados dos operadores £, p, £* e

p?, no estado |¢"V(«)), sdo dados por

2N
(OVIl0N) = =% Y (25— 1 ST, (3.28)
N jik=1
2N
WVplo™) = 5 Y (-1 U (3.29)
N jk=1
N
(o"1%%9") = 1+%{x§ 22 (2= D)(j+1— 1)] e @G0
2 2‘/%\] j,l=1
2N 2 2 2
—po Y [(2j=1)(j—D]e ot } (3.30)
ji=1
N
(o"1p?leY) = 1+%{—x3 22 (2= 1)(j— )] e~ O HPDIG-1)
2 24y Ji=1
2N 2 2 2
+p5 Y [2j—1)(j+1-1)]e ot } (3.31)
ji=1
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3.4 Propriedades nao-cldssicas do estado SECR

A partir dessas equagdes, podemos determinar as varidcias das quadraturas (A%£)? = (£?) —
(£)2 e (Ap)? = (p*) — (p)?, para o estado |¢" (ax)). Sem perda de generalidade, considera-
mos o real e positivo (¢ =0), @ =xo/ V2> 0com po = 0. Através de rotagdes no espaco
de fase podemos obter os resultados para o caso em que o possui valores complexos.
Como vemos na figura 3.10(a), a componente de quadratura p é comprimida enquanto a
varincia da componente £ aumenta bastante quando r = | ¢| cresce, garantindo assim que
(A%)2(Ap)? > 1/4, ¥ r. Observe que enquanto || varia no intervalo entre valores muito
pequenos até valores considerdveis, e quando N aumenta, o estado |¢™ (c)) torna-se alta-
mente comprimido, com (Ap)? tendendo a zero. Esse resultado concorda com os valores
obtidos por Davidovich e coautores [109], o qual considera uma superposicdo estados
coerentes distribuidos simetricamente em relacdo a origem. A figura 3.10(b) mostra o
produto das variancias das quadraturas como fun¢do de r para alguns valores de N. Po-
demos ver que para pequenos valores de r = |a| o estado |¢"V(a)) se aproxima de um
estado de incerteza minima. Entretanto o produto das variancias das quadraturas cresce
rapidamente quando r cresce. O comportamento assint6tico das variancias das quadratu-

ras, considerando apenas correcdo de primeira ordem, isto &, xo > 1, € dado por

2

(22N — 1) G +4(2N — 1)2VxGe ™ (3.32)

1
(1 - 2_N) 267 (3.33)

_|_

—
£
[\S)
1
N WA

S
<
2

| = N =

e mostra que a partir do limite da incerteza minima aumenta quadraticamente com |a|?.
Observe que, no limite assintdtico, a primeira ordem do valor médio é (£) ~ xo + 2xoe*"6,
a qual aumenta linearmente com |¢t|. De posse das equagdes (3.28)—(3.31), vemos que se
o =ipp/2 com pg > 0, correspondendo ao valor ¢ = /2, a situagdo é revertida, onde a
componente de quadratura £ sendo altamente comprimida enquanto a componente p fica

muito acima do valor limite, como esperado pela simetria.

3.4.3 Representacao de Wigner

A representacdo do operador densidade (densidade de estados) no espago de fase
[21,58,117,118], para descrever estados puros ou mistos, € de grande importancia na
discussdo da evolugdo temporal dos estados em diversas situagdes e também para es-
tudar os aspectos semicldssicos na fronteira cldssico-quantico. A constatacdo de ruido

sub-poissoniano leva a correlagdes de alta ordem no sistema que podem estar contidas
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Fig. 3.10: Na figura (a) sdo mostradas as variancias nas quadraturas, (A%)> e (Ap)? (nas
linhas tracejadas e sélidas, respectivamente), do mesmo SECR com a = x¢/2 > 0, isto &,
¢ = 0, como uma fungdo de r = |¢|; onde a linha horizontal pontilhada € o limite minimo.
A figura (b) mostra o produto das variancias das quadraturas x e p, onde a linha horizontal
pontilhada indica o limite de incerteza minima.

na funcao geratriz de cumulantes. Nesse sentido, empregamos a quase distribuicdo de

probabilidade introduzida por Wigner [19], comumente chamada de fun¢ao de Wigner.

Entdo, consideramos a FW descrevendo o estado SECR |¢" (o)) dada por

W(x,p) = /a’ze’.pZ <x— %)ﬁN(a)‘qu §>, (3.34)

¢ amatriz densidade correspondente enquanto as variaveis

onde py () = |9" ()) (9" (cx)
cldssicas adimensionais x e p correspondem as componentes de quadratura X e p. A FW

pode ser definida em outras formas, por exemplo, como uma transformada de Fourier da

funcdo caracteristica simétrica do operador densidade [93].

Para o estado |¢"(c)) definido na equagdo (3.2), tomando & = (xo+ipo)/v/2, a FW

¢ dada pela expressao

2N
Wy(x,p) = JVLNZ{ lexp{—[x—(2j—1)xo]2—[p—(2j—1)po]2}
=
2N
+2 Y exp{—[x—(j+I—1)xo]* = [p— (j+I—1)po]*}
j>I=1
><c0s[2(j—l)(x0p—xp0)]}. (3.35)

A partir daqui, por questdo de simplicidade mas sem perda de generalidade, assumimos
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po=0¢exy>0,ousejad =0, e fixamos o = xo/\/i. Dessa forma, a FW torna-se

Ze_p

Wy (x,p) = ZeXp —(2j—1)x0)’]
2N
+2 Z exp[—(x—(j~|—l—l)xo)z]cos(Z(j—l)xop)}. (3.36)
j>1=1

A FW possui trés caracteristicas que coincidem com as de uma distribui¢do classica no
espaco de fase. Primeiramente, como ela € derivada de um operador hermitiano, ela

assume apenas valores reais. Segundo, a integracdao sobre os momentos da a distribui¢ao

de probabilidade das posicdes, isto é, |y(x)|2. Por tltimo, a integracdo sobre as posicdes

d4 a distribuico de probalilidade dos momentos, ou seja | y(p)|?, conforme seguem,
1 oo
v = vl =52 [ dpWixp) =0, (337)
1 oo
PP = v =5 [ dxW(xp)=o0, (337b)

A figura (3.11) mostra que, para N =2 e N = 3, os minimos da FW sdo os mesmos,
mas os pontos de maximo se deslocam na direcdo da componente de quadratura x. Como

exemplificado na figura (3.12), para o caso de N = 3 e para pequenos valores de

funcdao de Wigner do estado SECR se assemelha a funcdo de Wigner do estado compri-
mido. No entanto, para grandes valores de |a|, a fun¢do de Wigner mostra explicitamente
caracteristicas ndo-cldssicas, como as grandes oscilacdes entre valores positivos e nega-
tivos de W (x, p). Observe que, quando || é aumentado, a regido ndo-nula da funcéo de
Wigner torna-se menor no espago de fase. Agora, no capitulo 4, obteremos um importante
ponto da evolugio temporal do SECR [¢"V(a)) em contato com um reservatério, o qual
pode ser descrito por reservatorio dissipativo ou pela interagdo com um reservatorio de

ganho, ingredientes que encontramos no laser.
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(b)

Fig. 3.11: Curvas de nivel da fun¢do de Wigner mostrando os pontos de minimo (regides
claras) e de maximo (regides azuis) para xo = 3.57 (@ ~ 2.5), fazendo py = 0: Na figura
(a) para N = 2; Na figura (b) para N = 3.
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(b)

Fig. 3.12: Funcio de Wigner do SECR |¢"), para N = 3 e fazendo py = 0: (a) xo = 0.3 e
(b) xo = 3.0.
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4 Equacdo de Fokker-Planck e FW
dependente do tempo

Neste capitulo, investigamos como as propriedades do estado SECR sdo afetadas pela
influéncia de um oscilador quantico parametricamente excitado. Para sermos mais realis-
tas, consideramos que o sistema quantizado € aberto e sofre influéncia também de um
meio externo que pode ser modelado por um reservatério amplificador ou dissipador,
sensivel a fase. Nesse sentido temos a equacdo mestra geral na representacdo da interagdo
para o operador densidade p em um amplificador degenerado paramétrico linear. A in-

clusdo de um reservatério sensivel a fase € escrita na forma (comiai=m=wm = 1)

2

dr 4

dp k
6" —a,p)+ T (24" pa—aa'p — paa’) + Ty (2apa’ —a'ap — pata)
1

+T3(2apa— aap — paa)+ 1524 pa* —a'a’p —pa‘a’), (4.

onde o primeiro termo do lado direito corresponde a amplificagdo paramétrica e a cons-
tante k € real e indepentente do tempo, havendo ressonancia entre o oscilador e a perturbacao
externa, enquanto os outros termos correspondem aos efeitos mais fracos do reservatorio
na forma bilinear dos operadores de aniquilagio @ e criacdo d' (com [a,4'] = 1) que
preservam a hermiticidade e o traco do operador densidade [119-126]. Essa ultima pro-
priedade requerida implica que os coeficientes I'; e I'; sdo reais e positivos e o coeficiente

complexo '3 deve satisfazer a desigualdade [119-126]

T3] < /T (4.2)

Em seguida, para resolver a equacdo (4.1), a reescrevemos na representacdo de Wigner

para entdo chegamos a conhecida equacao de Fokker-Planck

oW 1 9*wW W 1 W
7 _p D °p,, 2
FTI R T F P e

0
(pW), (4.3)

() W)+ (=) 5



4 Equagdo de Fokker-Planck e FW dependente do tempo

onde os parametros constantes sdo definidos da seguinte forma:

Dy I'o— I,

D,, Iy,

Dy, o+ g,
Lo I +17,
[r I3+T13,
I i(I'3 —I3),

y = I'i—Ia.

(4.4a)
(4.4b)
(4.4c)
(4.4d)
(4.4e)
(4.4f)
(4.4g)

A condi¢do dada na equacdo (4.2) implica que |I'g| < 24/T|I'; <Tj. Dessa forma, os

coeficientes de difusdo Dy, € D, sdo sempre positivos. Além disso, a equagdo (4.2)

acarreta na desigualdade [127, 128]

DDy, — D3, > 7. (4.5)
A solucao formal da equacdo (4.3) € bem conhecida [119] e é dada por
W(x, p,1) = / Glx, p; X, pli)W(X', p, 0)dx'dp', (4.6)
em que G(x, p;x’, p'; r) é a fungéo de Green dada por,
~1
G(x,p;x', plit) = <271'\/Z> exp{—(2A) " 'z_x* +z, p* — 2zpxp
_|_Z_82(Y+k)txl2 +Z+6,2(}/—k)tp/2 _ 2Z()€2ytx,p,
12T (z0p — 2 x)d + 2R (z0x — 2 p)p']}, (4.7)
onde,
1
) = 56 (ez(yi"ﬂ - 1) , (4.82)
1
w() = S -1), (4.8b)
At) = 242 -7, (4.8¢)
I'otIr
= 4.8d
Gt yik (4.8d)
Iy
o = —. (4.8¢)
Y
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Agora, substituindo a FW (3.36) na equagao (4.6), obtem-se a FW em funcdo do tempo

associada ao estado [¢" (a))

2 1 2" 1
Wx,p;t) = ———————=exp|— ——C(x,p,t exp | ——=A(x,p,t;],Jj
(pit) = T exp | =y Clp >]{j21 P lyAteptiii)]
27 1 1
2 Y ep | psAlopit i) cos Bl o @9)
j>I=1
onde,
Y =¥ 27 (224 + 20N 427, LR 422 (4.10)
Clx,p,t) = (22 4+ 70N 2 4 (224 + 210N p2 _4z0xp, (4.11)

B(x, p,1; j,1) = 2x0 220V~ — 7R (27, 4 2N 2x020e2 (j+-1—1)](j—1),

(4.12)
Ax,pitijl) = =2z 4+ 20 NNG(j+1—1)2
+2€(7+k)z[(zz_ 2y 2oplroli+1—1)
—2[z- 2R L 2A1G(j — 1) (4.13)
Desse ponto em diante usaremos a seguinte notagao,
k= Tox (4.14a)
v = Lo, (4.14b)
Iy
I = 70+ (4.14¢)
I
L = S(-0), (4.14d)
I'r = ToxV1-oc%cos(B), (4.14e)
I; = ToxV1—o0o2sin(B), (4.14f)
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4.1 Indicadores de ndo-classicalidade:
Evolugdo temporal

onde 0 = (I'} —=I'2) /(') + 1), de forma que —1 <6 <1e0 <y < 1. O parimetro
o estd associado a temperatura efetiva do reservatério por 6 = —tanh[(2I")~!]. Quando
o parametro ¢ € negativo (positivo) o reservatorio € atenuador (amplificador). Desse
modo, o valor ¢ = —1 corresponde a absor¢do maxima pelo reservatdrio, que ocorreria
na temperatura zero absoluto. Em contrapartida, o = 0 corresponde ao reservatério com
temperatura “infinita” e 6 = +1 corresponde a amplificacdo maxima com ruido minimo
(formalmente, isso pode ser interpretado como quando consideramos o sistema com tem-
peratura negativa), no limite de temperatura nula. J4 o parametro y esta associado a inten-
sidade da interacdo mais fraca entre o reservatorio e a fase, o valor y = 0 correspondendo
2 auséncia de interacdo na forma bilinear dos operadores d e @', o reverso ocorrendo
quando ) # 0. A partir da parametrizagao definida em 4.14(a—f), podemos trabalhar com
pardmetros adimensionais por meio do ajuste da medida do tempo em unidades de 'y Lo

que € feito simplesmente fixando [ = 1.

4.1 Indicadores de nao-classicalidade:
Evolucao temporal

A partir da FW dependente do tempo, podemos determinar a evolucao temporal dos
observaveis relativos ao sistema devido a interagao do sistema com o meio externo. Nesse
caso o estado inicialmente puro |¢"(c)) vai evoluir com o passar do tempo, tornando-se
pouco a pouco um estado de mistura, descrito pelo operador densidade py(@;t), obtido a
partir de Wy (x, p;t). Esse comportamento € descrito pela “impureza” do estado modifi-

cado temporalmente,
1
I(0) = 1-Tripf (o) = 15— / dxdp [Wy (x, p:1)]2, (4.15)

a qual € ilustrada na figura (4.1) para xo fixo e para alguns valores de parametros do
reservatorio. Notemos que, para um reservatorio sensivel a fase (seja atenuador ou am-
plificador), o grau de impureza aumenta com o tempo. Isso também ocorre para o caso
de reservatdrios nao afetados pela fase. Em seguida, estudamos como os indicadores de
nao-classicalidade se alteram com o tempo quando o estado SECR sofre a influéncia de
amplificacdo paramétrica linear e ainda em contato com um outro agente externo ampli-

ficador ou atenuador sensivel a fase, iniciando com efeito de compressao de quadratura.
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Fig. 4.1: Grau de impureza da SECR |¢"V(a)) como fungdo do tempo, para N = 3, xo =
\/5/2, x =05 B=00e a) o=-0.09, k =—0.5 (linha pontilhada); b) o = 0.2,
k = 0.1 (linha tracejada); ¢) 0 = 0.9, k¥ = 0.7 (linha s6lida). Aqui e nas figuras que

seguem a escala de tempo é dada em ms.

4.1.1 Efeito de compressao

Como foi mostrado na se¢io 3.4.2, o estado |¢"V(ax)) apresenta compressdo (ndo si-
multaneas) nas quadraturas e a evolucdo temporal desse efeito € um ponto importante
para ser estudado sob influéncia de um meio externo. Para analisarmos a evolu¢do da
compressao das quadraturas do SECR, determinamos o valor esperado temporalmente
dos operadores £, £2, p e p> usando esse estado como base. Na representacio de Wigner
tem-se (f(%,p)) = infdxdpfw(x,p)W(x,p), onde fi(x,p) € a tranformada de Weyl
do operador f (%,p) [39,40, 129, 130]. Se o operador f é a soma de operadores depen-
dendo apenas de £ ou p, na forma 7 (%, p) = f1(£) + f2(p), entdo a transformada de Weyl
é dada simplesmente por fiy (x,p) = fi1(x) + f2(p). Assim, usando as equacdes (3.37),

nds obtemos

B () = % /alleN(x,p,t)dxdp, (4.16a)
(#F)@1) = % /allszN(x,p,t)dxdp, (4.16b)
) = o [ pWalp.nddp, @160
P () = % /a” P2 Wi (x, p,1) dxdp. (4.16d)
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As integracdes em todo o espago de fase, com os integrandos envolvendo mondmios e

exponenciais gaussianas, podem ser realizadas e obtemos seguintes resultados

() = el)(0), (4.172)
(p)t) = 0, (4.17b)
2 ! % [ 2otk
@) = 274 +HOFK
2‘/%\/2 jl=1
+2x3(2j — 1) (j+1— 1)e2<6+x)r} e 4.17¢)
2 1 % [ 2( Ve
(PHt) = — 27 +eXoK
2'/%\72 ji=1
—|—2x(2)(2j— 1)(]'— l)gz(G—K)l] e—x%(j—l)27 (4.17d)
onde,
_ 1+ xV1=0%cos(B) [ 2oty
2 (t:0,%, %, B) ot (e 1) , (4.18)
v/ 1 _ 2
(oK gB) = - %2(16 _GK;OS(m (e2o=r—1). (4.19)

Notamos que a simetria da FW dependente do tempo, em relagdo as varidveis x e p,
¢ preservada assegurando que (p) permanece nulo enquanto (£) adquire um fator ex-
ponencial temporal. Por outro lado, os valores esperados do quadrado dos operadores
de quadratura variam significativamente, e também as variancias das quadraturas devem
variar com o tempo. Na figura (4.2) apresentamos a variincia da quadratura p, como
funcao do tempo, para a SECR considerando a evolu¢do na presenga de amplifica¢do pa-
ramétrica e reservatorio, em diversas circunstancias: (a) fixando k, } e variando o, isso
mostra que aumentando a intensidade da atenuacdo do reservatdrio insensivel a fase pro-
duz um rapido desaparecimento da compressdo na quadratura p; (b) para um reservatorio
amplificador insensivel a fase, com o fixo, a compressdo € favorecida pelo aumento da
intensidade do acoplamento paramétrico k; por outro lado, em (c), fixando K e ¢ para
um reservatorio atenuador, a compressao ¢ modificada pela variagao da sensibilidade do
reservatorio a fase; enquanto, em (d), para um reservatorio atenuador sensivel a fase, o
aumento da fase do parametro complexo I'3 leva a redu¢do da compressao. Observamos
também que, independentemente dos valores dos outros parametros, tomando kK > 1, a

variancia da quadratura p decresce rapidamente, sendo mantida em valores muito baixos
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ao longo do tempo. Resultado oposto ocorre se consideramos k < 0 com valor absoluto
muito elevado. Isso é mostrado na figura (4.3) onde tracamos a curva de (Ap)? x ¢ para

valores crescentes de | K.

(Ap)

0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

(a) (b)

(Ap)
Ap)

0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
© (d)

Fig. 4.2: Variancia da quadratura p do estado |[¢" (o)), em fungdo do tempo, para N = 3
e xo = V2/2~0.70711 (¢ = 0): (a) k = 1.0, x = 0.0, e 6 = —0.2, 0.1, 0.3 (linhas
pontilhada, tracejada, e s6lida, respectivamente); (b) o = —0.2, ¥y =0.0,e k¥ = 0.5, 0.7,
1.2 (linhas pontilhada, tracejada e sélida, respectivamente); (c) 6 = —0.2, k = 0.5, B =
0.0, e x =0.1, 0.2, 0.4 (linhas pontilhada, tracejada e solida, respectivamente); (d) o =
—-02, xk=0.5, y =04, e B =0.5, 1.0, 1.571 (linhas pontilhada, tracejada e sélida,
respectivamente). A linha pontilhada horizontal corresponde ao valor limite estabelecido

pela relacdo de incerteza.
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—_ ) — ——_— ]

Fig. 4.3: Dependéncia temporal da variancia da quadratura p no estado |¢3()), com xg =
V2/2 e ¢ =0 tomando 6 = 0.9 e y = 0. Os valores de | x| sdo 4.0 (linhas pontilhadas),
7.0 (linhas tracejadas) e 15.0 (linhas sélidas). A curvas inferiores sdo para os valores

kK > 0 enquanto as curvas superiores correspondem aos valores K < 0.

4.2 Parametro de Mandel (PM): Evolucao temporal

Nesta secao calculamos a evolucao temporal do PM para invertigarmos alguma even-
tual alteracao na natureza da estatistica do estado SECR em contato com um reservatorio.
Fazendo uso do formalismo da FW, obtemos os valores médios dos operadores 7i e A2 a

partir de suas transformacgoes de Weyl como

1 1

@) =5 [ 5 (45 = 1) Wit put)dxdp. (4.20)
1 1

)0 = 5= [ [0+ =1) = 1] Wl oy, @21)

Resolvendo as integrais, obtemos entdao

2N
<ﬁ>(t)=2%ﬂ Y (24 1= D)2 (- 2G| U, 4.22)
N ji=1
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1 2N 2 2

0 = o ¥ e
43 j;l
Y

x{x+ S+ (= D8t (112 (= 1) g
_2(]+ | — 1)2x362(a+1<)t +2(] . Z)ZX%EZ(G_K)t + (] - l)4x364(6—1<)[
+[(j+ ] — 1)2X%€2(6+K)t _ 3(] _ l)ZX%eZ(O'fK)t _ 1](227 _|_62(67K)t)

FB(+1— 12T — (- 2GeA T — 1)(2z, + X)L

(4.23)
onde Y € dado na equacdo (4.10) e
Z =z, +7_+e* cosh(2kt) — 1, (4.24)
3
X =322 4322 + 623437, 200 £ 37 HomR 4 Ee‘“’f cosh(4xt). (4.25)

Era de se esperar que o estado |¢" (o)) mantivesse sua estatistica super-poissoniana com
o passar do tempo. Isso realmente ocorre quando assumimos ¢ > 0 e k¥ > 0. O compor-
tamento de Q(¢) também pode ser insensivel para alguns valores dos pardmetros y e f3.
Entretanto, se considerarmos um reservatario altamente atenuador (o0 =~ —1.0) e k¥ < 0,
podemos encontrar PM decrescendo em um tempo curto, tornando-se sub-poissoniana
rapidamente e, em seguida cresce até alcancar valores pasitivos no decorrer do tempo.
Como podemos ver na figura 4.4(a), a reducdo da intensidade da atenuacdo do reser-
vatorio (o < 0) elimina a ocorréncia de estatistica sub-poissoniana. Na figura 4.4(b),
mesmo para um reservatdrio altamente atenuador, com o = —1 (o menor valor possivel),
aumentando o parametro amplificador k, de valores negativos até valores positivos, leva
a redugdo do intervalo de tempo em que Q(f) < 0. Um comportamneto similar é obtido
quando fixamos 0 = —1, kK = —0.9 e aumentamos x(, a amplitude inicial do estado co-
erente definindo o SECR, como visto na figura 4.4(c). Também observamos que (veja
figura 4.4(d)), se fixarmos todos os parametros com valores favorecendo a existéncia de
um intervalo de tempo em que dura o efeito sub-poissoniano, o aumento do nimero de

componentes da superposi¢ao leva a redugdo do intervalo onde Q(z) < 0.
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04 — : 0.6
k ' 05
03
. _ 0.4
0.2 0.3
5 ' G
0.1 02
0.1
0.0
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-0.1 -01L . . . .
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t
(a) (b)
06 1.0
05 f 0.8
04
06
03 _
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0.0 . :
0.0
~0.1
00 02 04 06 08 10 12 14 00 05 10 15 20
t t
(c) (d

Fig. 4.4: PM do estado |¢"(a)) como fungdo do tempo, para y = f = 0.0, N =3 e: (a)
x0 =02, k=-08¢e 0=-1.0, —0.9, —0.7 (nas linhas pontilhada, tracejada e sdlida,
respectivamente); (b) xo = 0.2, 6 = —1.0 e kK = —0.6, 0.0, 0.05 (nas linhas pontilhada,
tracejada e solida, respectivamente); (¢) 6 = —1.0, Kk = —0.9 e xo = 0.3, 0.4, 0.5 (nas
linhas pontilhada, tracejada e sélida, respectivamente); e (d) xo = 0.3, 6 = —1.0, Kk =
—0.8 para N = 3,4, 5, nas linhas pontilhada, tracejada e s6lida, respectivamente.

4.2.1 Negatividade da FW

Uma outra alternativa de investigar a degradac@o das caracteristicas ndo-classicas do
estado |9V (a)) se faz analisando o desaparecimento da parte negativa da FW. Apresentar
uma FW positiva sobre todo o espago de fase é uma condi¢do necessdria para que um
estado seja considerado cldssico ou guasi-classico (coerente). Porém, essa condicdo nao
¢ suficiente, exemplificado pelo estado coerente comprimido. Em geral, devemos esperar
que superposicdes de estados coerentes tenham FW que apresentem sub-Planck estruturas

[131-133] associadas ao padrdo de interferéncia das componentes do estado.
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A sub-estrutura de Planck € um efeito marcante de interferéncia no espaco de fase.
Explica a distribui¢cdo do nimero de fétons oscilantes dos estados compactados em um
plano de fase. A distribuicdo de Wigner captura idealmente esses fendmenos de inter-
feréncia nao cldssicos, pois pode ser negativa em uma regido do espago de fase. Zurek
demonstrou pela primeira vez que tais estruturas oscilatorias resultantes de interferéncia
quantica podem levar a uma area fundamental no espaco de fase, menor que a constante
de Planck. A sensibilidade limitada por Heisenberg foi demonstrada para superposi¢do de
dois estados coerentes e um andlogo clédssico de Optica de ondas foi testado experimental-
mente [131]. A evolugdo temporal na presenca do meio externo leva a positivacao da FW
destruindo essas estruturas. Entretanto, em muitos casos a evolu¢do indo até a positivacao
completa da FW é acompanhada pelo desaparecimento das propriedades ndo-classicas do
estado e isso é importante para avaliarmos o comportamento de Wy (x, p;¢) em detalhes.
Aqui, seguimos a referéncia [120] e estudamos o tempo de positivacdo da FW. Nas fi-
guras que seguem, primeiro mostramos como a FW evolui no tempo, no ponto onde ela
alcanca o valor minimo global em ¢ = 0. Dessa forma, nds estudamos como o tempo de

positivacdo se altera quando mudamos os parametros do reservatorio.

A equagdo (4.9), juntamente com as equagoes (4.8), (4.10)—(4.14), nos da a evolugao
temporal exata do valor da FW em qualquer ponto no espaco de fase. Aqui, especifica-
mente, avaliamos Wy (Xin, Pmins?), onde (Xmin, Pmin) € um ponto no espaco de fase onde a
FW, no instante inicial = 0, possui seu valor minimo. Por definicdo (conveniéncia), nds
escolhemos analisar o caso de N =2, tomando xo = 3.57 e ¢ =0. O valor de xp minimiza a
FW (W,) quando variamos a intensidade do estado coerente inicial, |ot|> = x% /2. Para essa
escolha, nés encontramos X, ~ 14.28 € pyin ~ 0.44, com W,(14.28,0.44;0) ~ —1.65.
A figura (4.5) mostra alguns perfis da FW (para xo = 3.57 e pg = 0) nas dire¢des x e p, fi-
xando x ou p em torno X,in € Pmin, para ilustrar o comportamento de W, nas proximidades

do ponto de minimo.

Na figura (4.6) mostramos a dependéncia temporal da FW no ponto em que ela
atinge seu valor minimo em ¢ = 0, no caso de um reservatorio amplificador sensivel a
fase, para diversos valores de ¢ e f3, fixando o valor de |k|. O resultado é que, para
pequenos valores de o, como mostrado no quadro (a), os pares de curvas sdo diferentes
para diferentes valores da fase B mas sao bem préximos quando trocamos o sinal de «,

embora uma das curvas de cada par passe sobre a outra antes de Wa (Xpin, Pmin;t) tornar-
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T T T
-1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1

(b)

Fig. 4.5: Perfis da FW (W,), em t = 0, para xo = 3.57 ¢ po = 0. Em (a), o perfil-x
corresponde aos valores p = 0.44; 0.0; 1.0. Em (b) tem-se o perfil-p para x = 14.28;
10.0.

se positiva. O quadro (b) da figura (4.6) mostra as curvas de Wa (Xpin, Pmin3t) para um
valor muito alto do pardmetro de ganho do reservatério ¢ (= 0.9) e um pequeno valor
de k¥ (= 0.1). Isso aponta uma distin¢do entre os pares de curvas (com o mesmo |k|)
fornecido pelo pardmetro de fase 8 é muito menos acentuado que quando para pequenos
valores de ¢. Além disso, as curvas de cada par ndo se cruzam durante o tempo em que

Wa (Xmin, Pminst) permanece negativa.
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Fig. 4.6: FW W,, no ponto (Xuin, Pmin) == (14.28,0.44), como fun¢do do tempo para o
reservatorio amplificador sensivel a fase com ¥ = 0.5: no quadro (a) o = 0.01, enquanto
o quadro (b) é para 6 = 0.9. Quando | k| é pequeno o tempo de positivacdo é maior.

Na figura (4.7) mostramos a influéncia de um reservatdrio insensivel a fase (y = 0)
no comportamento de Wa(Xpin, Pminst). Alguns aspectos devem ser ressaltados: pri-
meiro, para grandes valores de || (= 0.9, correspondendo a uma grande atenuagdo ou
amplificacdo) e moderados valores de |k| (= 1.0), as curvas s3o muito proximas nesse
intervalo, mostrando que a natureza do reservatdrio ndo interfere nesse regime. As outras
curvas possuem comportamento similares, mas observa-se que pequenos valores de |k|
levam a um rapido aumento de W5 (xpin, Pmin3t) quando comparado com grandes valores.
O quadro geral é que Wa(Xin, Pminst) cresce monotonicamente, até o instante em que

W>(14.28,0.44,1) = 0 e a FW torna-se positiva em todo o espago de fase. Esse instante
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define o tempo que a FW se torna positiva, e € conhecido como tempo de positivagdo. Sua

dependéncia com os parametros do reservatério sao explorados a seguir.

0.0 T
o—e 0=0.9, xk=—1.0 7
— 06=-0.9, k=10
-0.1 —= 6=0.9, k=0.1 N
6=0.9, x=—0.1
= +— 6=-0.9, x=0.1 ]
< -— 0=0.09, k=—0.1
< -0.2 -
<
e} -1.0 T : |
N
< |
~ -0.3 .
= -1.21 -
2 . I
1.4+ -
-04 i .
-1.6 . l . ] 1
| 0.000 0.003 0.005
-0.5 ! . !

I I | I I |
0.05 0.10 0.15t 0.20 0.25 0.30

Fig. 4.7: FW W,(14.28,0.44;t) para o caso de um reservatdrio insensivel a fase (y = 0).

Na figura (4.8) € mostrado o comportamento do tempo de positivagdo na presenga de
um reservatorio sensivel a fase (y > 0). Fixando o pardmetro de fase (= ), notamos
que o aumento de ¢ > 0 leva a uma rdpida diminuicdo do tempo de positivacdo para
todo k¥ > 0, como apresentado no quadro (a). No entanto, se o < 0, entdo o tempo de
positivagdo aumenta enquanto K cresce a partir do zero, enquanto ¢ + kK < 0, alcangando
um médximo quando o + K = 0 e entdo decresce para todos os valores de kK > —o. Na
figura 4.8(b), o tempo de positivagdo € mostrado como uma fungdo de o, para alguns
valores de B ¢ Kk > 0. O comportamento é 0 mesmo que ocorre em (a), com o tempo
de positivagdo aumentando para —1 < 0 < —k e decrescendo para —k < 0 < 1. Além
disso, o tempo de positiva¢ao para f = 0 é maior do que quando 3 = &, para todos os
valores de ¢, com excecdo do volor limite ¢ = £1, onde eles coincidem. Em todos os

casos 0 aumento de x reduz o tempo de positivacio para todos os valores o > 0.

Um comportamento similar é encontrado para um reservatorio insensivel a fase. A
figura 4.9(a) and (b) mostram os tempos de positivacdo como fun¢do de k € 0, no caso
de xy = 0 para o qual B desaparece na parametrizagdo (4.14). Mais uma vez, o tempo de
positivacdo aumenta com k enquanto 0 < k¥ < —0 e decresce para K > —6. A mesma

forma de pico aparece nas curvas do quadro (b) quando k < 1, o valor mdximo permitido
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Fig. 4.8: Tempo de positivacdao de W, (para xo = 3.57, pp = 0) na presenca de um re-
servatério sensivel a fase, com ¥ = 0.5: No quadro (a) B = &, enquato em (b) mostra a
dependéncia do tempo de positivagdo com o, para alguns valores de f e .

de |o|. Além disso, em todos os casos, 0 aumento ¢ > 0 ou k > 0 leva a diminui¢do do
tempo de positivacdo. Uma vez que o parametro K nao possui limite, a questao que surge

¢ como (k) tende assimtoticamente para um valor finito, inclusive ser nulo.
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Fig. 4.9: Tempo de positivacido de W, (para xo = 3.57, po = 0) na presenca de um reser-
vatorio insensivel a fase, ¥ = 0. Os quadros (a) e (b) exibem a dependéncia do tempo de
positiva¢do com os parametros K e ¢, tomando um deles como varidvel independente em

cada caso.
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Fig. 4.10: Grafico Log-Log de t(x) x k.

Como mostra o grafico Log-log da figura (4.10), o decaimento de (k) para o valor
zero quando kK — oo segue uma lei de inverso de poténcia: #(x) ~ bk~ T comn ~1.0e
b ~ 0.13 para o reservatdrio insensivel a fase com o = 0.5, enquanto b ~ 0.14 quando
x=05B=nrec=-10.
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5 Conclusoes

Neste trabalho de tese, apresentamos um modo diferente de gerar o estado de fase,
conjugado do estado de numero. O estado que propusemos exibe uma distribui¢ao de fase
altamente concentrada, o que o aproxima do estado de fase ideal, este que na verdade €
inatingivel em laboratdrios pelo fato de requerer energia infinita. Certas superposicoes de
estados coerentes tém sido tentadas como um caminho de se aproximar do estado de fase
ideal. Estados coerentes distribuidos regularmente sobre uma semirreta (abreviada como
SECR) com vértice na origem do espago de fase quantico é uma alternativa dentre outras.

A superposigio tem a forma, |¢V () = A5 Z?ZTI |(2j — D), com a = re?.

Descrevemos um esquema experimental para gerar esse estado em um unico modo
de cavidade microondas e também em um tnico modo de onda viajante. A distribui¢ao
de fase do estado SECR, Py(6;¢), possui um pico em torno de 6 = ¢ o qual torna-se
mais elevado e estreito quando N e/ou |¢| cresce. Porém, quando Py(6;¢) — 6(0 —
@), a energia do estado SECR tende ao infinito quando N — . Decerto, tal limite ndo
pode ser alcancado experimentalmente e a melhor aproximacdo deve ser definida pela
limitagdo experimental para gerar o SECR, considerando a probabilidade de sucesso e a
limitag¢do de energia, como antes mencionado. Estudamos também as propriedades nao-
classicas da SECR mostrando que eles sdo estados super-poissonianos, onde o PM € uma
fungdo crescente de || e N. Mas a SECR apresenta compressdo em uma ou outra das
quadraturas, com (Aﬁ)2 < 1/2, e diminuindo & medida que N aumenta, para « real e

positivo. Esses resultados sdo obtidos para quaisquer & complexo.

Apresentamos também a representacdo de Wigner da SECR, a qual, por ser uma
superposicao finita de estados coerentes, possui a FW mostrando regides com valores ne-
gativos, com grandes amplitudes de oscilagdaos no espago de fase, as quais correspondem
as estruturas sub-Planck devido a interferéncia entre suas componentes. Consideramos
a evolugdo temporal do estado SECR em contato com um reservatorio, considerando os

casos de processo dissipativo ou amplificador em uma aproximagdo Markoviana, com o



5 Conclusoes

reservatorio mais geral representado pela forma bilinear em termos dos operadores d e @',
caracterizado pelos parimetros ¢, ¥ e . N6s também consideramos, simultaneamente,
o sistema interagindo com um meio de susceptibilidade de segunda ordem que se com-
porta como um amplificador paramétrico, quantificado pelo pardmetro k. Entretanto, o
sistema como um todo responde linearmente e assim pode ser resolvido exatamente para
um estado inicial genérico. Nesse sentido, usamos a func¢do de Green representando a
equagdo mestra no espago de fase, para discutir a evolucao temporal do estado SECR. Tal
tipo de estudo tem sido iniciado por Dodonov e coautores [119], onde o propagador, dado
pela equacdo (4.7), foi calculado para o sistema em contato com um reservatorio € um

amplificador paramétrico, permitindo a determinacgdo de W (x, p;¢) exatamente.

A partir da FW dependente do tempo, encontramos que, na presenga de um reser-
vatério, quaisquer que sejam os parametros envolvidos, a SECR evolui para um estado
de mistura com grau de impureza aumentando com o tempo. Analisamos a evolugdo
temporal das varidncias das quadraturas e encontramos que, em geral, o aumento da in-
tensidade do parametro (o) do reservatério insensivel a fase leva a reduc@o da compressao
das quadraturas. Por outro lado, o aumento do parametro do amplificador paramétrico (k)
estimula a compressdo. Fixando o, x e f = 0, e aumentando o pardmetro sensivel a fase
x leva ao aumento da compressdo das quadraturas. Isso € o reverso do comportamento
em que aumentamos o pardmetro 8 no caso de um reservatério sensivel a fase. Mas em
todo caso, independente do valor dos outros parametros, tomando kK > 1 nos leva, ao
longo do tempo, a estados que mantém forte compressdo na quadratura p, para ¢ real.
No caso contrario, quando k¥ < 0 com alto valor absoluto, a variincia da quadratura p
aumenta rapidamente com o tempo e a compressao € ocorre apenas em um intervalo de
tempo muito curto. Investigamos o comportamento do PM do estado SECR evoluindo
no tempo. Foi observado que, mesmo que o estado inicial seja super-poissoniano, pode
existir um curto intervalo de tempo, em certas circunstancias, durante o qual o estado
evoluido torna-se sub-poissoniano. Um intervalo de tempo tdo curto, no qual Q(¢) < 0,
acontece quando o reservatdrio € altamente atenuandor (0 ~ —1.0) e k¥ < 0, com valo-
res moderados. Aumentando o, K, xo ou N, anula-se quase totalmente a ocorréncia de

intervalos com estatistica sub-poissoniana.

A negatividade da FW foi analisada através da evolugao temporal Wy (x, p;¢) no ponto
(Xmin, Pmin) DO espago de fase, onde ela adquire seu valor minimo absoluto em ¢ = 0 com
xo = V20t = 3.57. Fixamos especificamente N = 2. Observamos que, para um reser-

vatorio amplificador sensivel a fase, com um pequeno valor de o, as curvas sio bastante
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préximas independente do sinal do parametro amplificador k, enquanto que sao bem dis-
tintas para diferentes valores do pardmetro de fase 3. Isso nao acontece quando consi-
deramos ¢ ~ 1 e pequeno valores de |k|. No caso de reservatdrio insensivel a fase, as
curvas de Wy (Xmin, Pmin;t) s30 quase indistinguiveis quando consideramos grandes valo-
res de |o| e valores moderados de | k|, indicando que a natureza atenuante/amplificadora

do reservatdrio ndo possui papel importante nesse regime.

Também encontramos que, para pequenos | k|, 0 aumento de Wy (Xpin, Pmin;t) Ocorre
mais lentamente quando comparado com o caso de grandes valores de |k|. Nesse caso,
concluimos que, de modo geral, com a evolucdo temporal o valor minimo da FW de-
saparece em algum instante. Foi observado que o tempo de positivagdo diminui mais
rapidamente quando aumentamos ¢ > 0, independente do valor de k¥ > 0, no caso de um
reservatorio sensivel a fase. Por outro lado, vimos que um aumento de k > (0 acarreta
uma reducio do tempo de positivacdo para todo o > 0. Resultados similares sao obtidos
para o caso de um reservatorio insensivel a fase, com o tempo de positiva¢do sendo re-
duzido quando aumentamos ¢ > 0 ou k¥ > 0. Entretanto, para —1 < ¢ < 0, o tempo de
positivagdo aumenta quando K > 0 cresce, enquanto ¢ + kK > 0, exibe um pico quando
o0 + k =0 e entdo decresce para todos Kk > —o. No caso de um reservatorio sensivel a fase,
o tempo positivagdo decresce quando B aumenta, para todos valores de ¢ para ¢ = +1,
onde eles coincidem. Em todos esses casos notamos que quando K — oo, 0 tempo de
positivagdo decai para zero segundo uma lei do inverso de poténcia, #(K) ~ x~!. Como
citado acima, o uso do método da fungdo de Green nos fornece a solucio da equacio de
Fokker-Planck, dando-nos a evolugdo de qualquer estado na presenca de um reservatorio

e/ou amplificador paramétrico.

Como perspectiva, pretendemos estudar como outros estados do campo de modo
unico evoluem no tempo nessas circunstancias, em particular as superposi¢des de es-
tados coerentes sobre um circulo no espaco de fase. Para determinados valores dos
parametros envolvidos, essa superposi¢ao pode gerar certos estados de nimero, em muito

boa aproximacao [95].
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APENDICE A - Evolugdo temporal

A.1 Calculo explicito da evolucao temporal da Funcao de
Wigner com N =2

A funcdo W (x,p;t) estd relacionada com a fungdo inicial W (x', p’;0) por meio da

transformacao linear
W (x, pst) =/G(x,p;X’,p’;t)W(X’,p’;O)dX’dp’, (A1)

onde G(x, p;x, p';t) é o propagador que é dado por

G(x,p;x,p'st) = (2rvA) lexp{—(2A)7! [zfx2 +z4p* —2z20xp
_|_Z_e2t('y—i—k)x/2_|_Z e 2t(y— k) —27 eZzyxp

+2e79 (zop — z_x)x + 267 P (z9x — 21.p) P']}, (A.2)

onde A=z z_ — z%. Podemos agora reescrever a equacgdo (A.1) como

_ /2
Wipi0) = 2617 ([ @30 L= (=300 4 o~ (0=50)" | ~(¢-Tn0))

(e (x'—2x0)? + e—(x’—4x0)2 + e—(x’—6x0)2)(62ip’x0 + e—Zip'xO)
(x'=3x0)? —(x'—=5x0)%\ ( 4ip'xg —4ip'x
+(e” +e )(e +e )

L@ —4xp)? (eéip’xo + efﬁip’xo)}. (A.3)

Podemos reescrever a equagao (A.3) como

2
W', ph0) = W(El+E2+E3+E4+E5+E6+E7+E8+E9+E10
+Ei1+En+EB3+Es+Eis+Eq), (A.4)



A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

onde

2

exp(—x"* — x% + 2x0x" — Plz)»

exp(—x'? — 9x§ + 6x0x" — p'?),

exp(—x'2 — 25x3 + 10xox’ — p’?),

Y

exp(—xlz — 49)6% + 14'-)COX/ - p/2)

exp(—x'2 — 4x<2) +4xox' +2ip'xo — p /2)’

exp(—x" — 16x5 + 8xox’ +2ip'xo — p'?)

Y

exp(—x' — 36x5 + 12x0x’ + 2ip'xo — p*)

Y

exp(—x — 4x 4 dxox’ — 2ip'xo — p'?),

exp(—x"> — 16x3 + 8xox’ — 2ip'x — p'?),

exp(—x"> — 36x3 + 12x0x — 2ip'xg — p’?)

?

exp(—x"% — 9x5 + 6x0x’ +4ip'xg — p'?),

exp(—x"> —25x3 + 10xox’ +4ip'xg — p'?)

Y

exp(—x'> — 9x5 + 6x0x’ — 4ip'xg — p’?),

exp(—x"> —25x5 + 10xpx’ — 4ip'xo — p°)

)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

E;s = exp(—x"—16xj+ 8x0x’ +6ip'xg — p'?)

)

Eig = exp(—x?—16x3+ 8xox’ — 6ip'xg — p'?).

Assim, a fun¢dao de Wigner evoluida no tempo €

2(2m)~!
W(x,p;t) = ;—JZ/EX (Ey +Ex+E3+Ey+Es+E¢+E7+Eg+Eg+Ejg

+E\1 +Ein+Ei3+Es+Eis+E)dx dp’
2(27[«.)_1 / / / / / / /
_ 2 ) [ ExEavd +/E><E dx'd +/E><E dx'd
r[z\/Z { 1 p 2 p 3 p
4 / E x Eyd'dp + / E x Esddp + / E x Egdxdp/
+ / E x E7dx'dp’ + / E x Egdx'dp’ + / E x Eodx'dp’
—|—/E X Elodx'dp/+/E X Elldx'dp'—l—/E x Eppdx'dp’

+/E X E13dx/dp/+/E x Epadx'dp’

+ / E x Eysd¥dp + / E x E16dx’dp’}, (A.5)

onde escrevemos E no lugar de G(x, p;x’, p’;t). Resolvendo a integral [E x Ejdx'dp’,

encontramos

/exp(—x’2 — x5+ 2xox’ — p'?) x exp{ — (2A) [z x?
+Z+p2 —2z0xp + Z_621()/+k))c/2 + Z+€2t(y—k)p/2 N 2Z0€2tyx/p/

12T (z0p — z_x)x + 2T (z9x — 24 p)p/] dX dp. (A.6)

A solucdo da integral € do tipo
1
/ exp(—zGz' +Fz! )dx'dp’ = ZFGIFT) : (A7)

onde
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G— 811 812 ’
812 822
F=(fi, f»)

2z e FT sido as transpostas de z e F, respectivamente. Fazendo entdao o desenvolvimento

do integrando da equagao (A.7) temos,

/ /
811 812 q q

corsnt = (22 ) (D)acs o (7)
812 822 p )4

/ /
— (4. ) 8119 +812p +Ad + hp
’ 8214 +gnp'

= —(g11q? +2812d' P + 8024 + fid + o1 (A.3)

Uma vez que

Gl 1 82 —812
det(G) \ —g1n g1 /)

entao,

g —2f1frg12+ fig11

FG'FT = 5
811822 — 81>

Y

logo, podemos reescrever a equagdo (A.7) como

/ exp(—g114” —28124'p' — g22p” + f1q' + fop')dq dp’
_ T (1f12g22—2f1f2g12+f22811)
exp | — .

= — 2
\/gngzz—g%z 4 811822~ 812

Assim, comparando o lado esquerdo da equacdo (A.9) com a equacdo (A.6) podemos

(A.9)
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obter imediatamente os seguintes indices:

. z,ezt(w'k)
811 = +T’
2t(y—k)
i€
= Q4=
822 + A )
e
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x—2zop) + 2x0,
g(y_k)t
2 = A (z4-p — 20X).

Agora obtemos imediatamente que

e4t7+2z_ (2Z+ +62t(7+k)) +2Z+62t(7/fk) —4Z(2)

det(G) =

4A
Portanto, podemos concluir que
/g1 A 2 2 2
/E x E\dxX'dp’ = 2m ?exp{ — ?[Gppx + O p” — 20xxp)]
4x.
+70(Gppx — prp)e’(Hk) —x%a(t)}. (A.10)

Resolvendo a integral [ E x E>dx'dp’, encontramos

/exp(—x’2 —9x3 + 6xox’ — p'?) x exp{—(2A) ! [z_x*
+Z+p2 —2z0xp —I—Z,eZZ(yH{)xlz +Z+€21(yfk)p/2 _ 2Z0€2tyx/p/

+26(7+k)f (ZOP _ Z_X)X/ + 26(7’_]‘)’ (ZOX — Z+p)p/] }dx/dp/7 (A.11)
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Agora podemos obter os seguintes indices

. z,ezt(w'k)
811 = +T’
2t(y—k)
i€
= Q4=
822 + A )
e
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x—2zop) + 60,
g(y_k)t
2 = A (z4-p — 20X).

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Eydx'dp! = 27r\/;exp{ ~7 [Gppx2 + crxxp2 — Zprxp]
12
+%( X — Gpp)e! T — 0324 (1) } (A.12)

Resolvendo a integral [ E x E3dx'dp’, encontramos

/exp(—x’2 —25x3 4+ 10x0x" — p'?) x exp{—(2A) ! [z_x?
tzyp? = 2z0xp+ 7z X VTR 7 2R B2 070 21N

+2e79 (z0p — z_x)x + 267 (zgx — 2. p) p']}dN'dp (A.13)

Agora podemos obter os seguintes indices

_ Z_eZI(}H—k)
g1 = +T’
21(y—k)
i€
= Q4=
822 + A )
B Zoezty
812 = oA
e(YHh)1
= — (z—x —zop) + 10xp,
e(’y_k)t
= A (z4p — 20%).

UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARABA 81 UFPB
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Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Ezdx'dp’ = 2%\/;exp{ —y [6ppx* + O p? — 26, pxP)]
20x,
—I—To (Gppx — Opp)e' TR —25x2a(r) } (A.14)
Resolvendo a integral [ E x E4dx'dp’, encontramos
/exp(—x’2 — 49x3 + 14xox’ — p'?) x exp{—(2A) ! [z_x*
+Z+p2 —2z0xp +Z_eZt(yﬂLk)xlz +Z+ezt(y—k)plz i ZZOezwx/p/
+2 R (z0p — z_x)x + 2R (zox — 2, p) p'|}dX dp, (A.15)
Agora podemos obter os seguintes indices
s z,ezt(w'k)
811 = A
21(y—k)
i4€
= 1++—-—
822 + A )
e
812 = oA
(Y Hh)t
fi = =5 (@x—z20p) + l4xo,
g(y_k)t
o= —5 (P —209).
Portanto, podemos concluir que
’ g A 2 2 2
/E x EqdX'dp’ = 21 ?exp{ — ?[Gppx + Oup” — 20x,xp)
28x
-I-To(cppx— prp)e’(7+k) —49x(2)a(t)}. (A.16)
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Resolvendo a integral [ E x Esdx'dp’, encontramos

/exp(—x’2 — 4x3 + 4xox’ + 2ixop’ — p'?) x exp{—(2A) ' [z_x?
+Z+p2 —2z0xp + Z_€2t(Y+k)X/2 + Z+€2t(y—k)p/2 N ZZOethx’p’

+2e79 (z0p — z_x)x 4+ 267 (zgx — 2. p) p']}dNdp (A.17)

Agora podemos obter os seguintes indices

| 7 @2 (r+k)
g1l = +T’
2t(y—k)
i+€
- 4=
822 + A 5
_ e
812 = oA
e(YHh)t
fi = — (z—x—2zop) + 4x0,
g(y_k)l .
Hh = X (z4+p — z0x) + 2ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Esdx'dp’ = 27r\/;exp{ —y [6ppx* + O p? — 26, pxP)]
8x 4ix, _
+70(Gppx - prp)et(y—i—k) + Yo (Oxxp — O'xpx)et(y b
i 2 2 2
%oxp 2y % (5z_e (0 4 247 | 2A) } . (A.18)

Resolvendo a integral [ E x E¢dx’'dp’, encontramos

/exp(—x’2 — 1653 + 8x0x” + 2ixgp’ — p'?) x exp{—(2A) "'[z_*
—|—Z+p2 —2z0xp —|—Z7621(Y+k)x/2 +Z+e2t(yfk)p/2 _ 2Z()€2Wx/p/

+2eT0 (z0p — z_x)x' 4+ 2V (zox — 2 p) p']}dxX'dp (A.19)
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Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 ezz(y+k)
811 = + T’
2t(y—k)
i€
= Q4=
822 + A 3
B 2 o217
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x—2zop) + 8x0,
g(y_k)t .
HL = A (z4+p — z0x) + 2ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Egdx'dp’ = 2%\/;exp{ - ?[Gppxz + O p* — 203pxp)
16x, 4ix, _
‘f’To( ppX — prp)ez(Y+k) + YO (Oxxp — prx)ez(y b
16ix3 23
%prezw_ %(WZ,eZZ(YHC) 4864 1 ZA)}. (A.20)

Resolvendo a integral [ E x E7dx'dp’, encontramos

/exp(—x'2 — 3603 + 12x0x 4 2ixpp’ — p'?) x exp{—(2A) ' [z_x?
+Z+p2 —2z0xp +Z_821(y+k)x/2 +Z+€21(y—k)p/2 _ 2Z0€2lepl

+2el7 0 (z0p —z ) +2e7 9 (zx — 21 p) p')}dX'dp, (A-21)
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Agora podemos obter os seguintes indices

. z,ezt(w'k)
g1 = +T’
21(y—k)
i€
S (R —
822 + A )
B 20¢Y
812 = oA
(Y k)t
= — (z—x—2z0p) + 12x0,
g(y_k)t .
HL = A (z4+p — z0x) + 2ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x E7dX'dp) = ZE\/;exp{ — ?[O'M,x2 + Op’ — 20,pxp]

24x 4ix, _
+TO(O-PPX - prp)et(y+k) + Yo (Cup — O-xpx)et(y b
24ix2 2x3
;xo Gpe?T — %(3%_&“%") 18eM 2A)}. (A.22)

Resolvendo a integral [ E x Egdx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 — 4x3 + doxox’ —2ixpp’ — p'?) x exp{—(2A) ! [z_x?
+Z+p2 —2z0xp _|_Z7621(y+k)x/2 _‘_Z+eZz(yfk)p/2 _ QZOeztyx/p/

+2el7 ! (z0p — 2 ) +267 7 (zx — 21 p) p' YN dp, (A.23)
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Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 ezz(y+k)
811 = + ToA
21(y—k)
i+€
= 14—
822 + A 3
B 2 o217
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x—2zop) + 4x0,
g(y_k)t .
Hh = X (z4p — 20%) — 2ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Egdx'dp’ = 2%\/;exp{ —y [Gppxz +Oup’ — 20, pxp)]
8x, 4ix _
+70(Gppx - prp)et(erk) - YO (Cuxep — prx)et(y ©
i 2 2 2
- %oxpew - % (52_eX(rH0) 241 | 9A) } . (A24)

Resolvendo a integral [ E X Eqdx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 — 16x3 + 8xox’ — 2ixgp’ — p'?) x exp{—(2A) " [z_x*

+Z+p2 —2z0xp + Z_621()/+k))c/2 + Z+eZz(y—k)plz N 2Z0€2tyx/p/

+2e79 (z0p — z_x)x + 267 (zgx — 21 p) p']}dN'dp (A.25)
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Agora podemos obter os seguintes indices

. z,ezt(w'k)
gn = 1+ ToA
21(y—k)
i€
- 14
822 + A )
B Zoezty
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x —zop) + 8xo,
g(y_k)t .
HL = A (z4p — 20%) — 2ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Egdx'dp’ = ZE\/;exp{ - ?[O'M,x2 + G p” — 203pXP]

16x 4ix, »
+To( ppX — prp)et(y+k) - YO (Gxxp - prx)et(y g
16ix3

2 2
Gepe? — %(1%432“”") 18647 1 2A) } (A.26)

Resolvendo a integral [ E x Ejgdx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 —36x3 + 12x0x" — 2ixop’ — p'?) x exp{—(2A) '[z_x*
+Z+p2 —2z0xp + Z_eZt(y—Hc)x/z + Z+€2t(y—k)p/2 N 2Z0€2tyx/p/

+2e79 (z0p — z_x)x + 267 (zgx — 2. p) p']}dNdp (A.27)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. z,ezt(w'k)
811 = + T’
2t(y—k)
i€
= Q4=
822 + A )
e
812 = oA
(Y k)t
fi = X (z—x—zop) + 12x0,
g(y_k)t .
HL = A (z4p — 20%) — 2ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x EyodX'dp’ = ZE\/;exp { — ?[O'M,x2 + Op’ — 20,pxp]

24x 4ix, _
+TO(GPPX - prp)et(y+k) - Yo (Oup — o-xpx)et(y g

24ix2 2x3
- ;xo Gype?T — %(37z_e2f<7+’<> 8™ +2A)}. (A.28)

Resolvendo a integral [ E x Ej1dx'dp’, encontramos:

/ exp(—x"2 — 9x3 + 6x0x’ + 4ixop’ — p'?) x exp{—(2A) "[z_x*

+Z+p2 —2z0xp + Z_621()/+k))c/2 + Z+eZz(y—k)plz N 2Z0€2tyx/p/

+2e79 (z0p — z_x)x 4+ 267 (zgx — 2. p) p']}dNdp (A.29)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 ezz(y+k)
811 = + T’
2t(y—k)
i€
= Q4=
822 + A 3
B 2 o217
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x—2zop) + 60,
g(y_k)t .
HL = A (z4+p — z0x) + 4ix.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Enndx'dp’ = ZE\/;exp{ — ?[Gpl,xz—i-cxxpz — 20y pxp]

12x

8ix
+To(6ppx —oypp)e! TR + 22

245 5y 26
y ¢ Ty

(1372 (r+H) ¢ ge‘W’ + SA)}. (A.30)

Resolvendo a integral [E x Ejydx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 —25x3 + 10xox’ 4 4ixop’ — p'?) x exp{—(2A) " [z_x?
+Z+p2 —2z0xp _|_Z7621(y+k)x/2 _‘_Z+eZz(yfk)p/2 _ QZOeztyx/p/

+2el7 ! (z0p — 2 ) +267 9 (zx — 21 p) p'}dX' dp, (A.31)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 ezz(y+k)
gn = 1+ T oA
21(y—k)
i+€
= ]+
822 + A 3
B 20 o2V
812 = oA
(Y k)t
fi = X (z—x—zop) + 10xo,
g(y_k)t .
Hh = X (z4+p — z0x) + 4ix.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Eppdx'dp’ = ZE\/;exp { — ?[O'M,x2 + Op’ — 20,pxp]

20x

8ix
+To(6ppx —oypp)e! TR + 22

4005 5y 265
y ¢ Ty

2
(297_2(1rH0) 4 ;e“yf + 8A)}. (A.32)

Resolvendo a integral [ E x Ej3dx'dp’, encontramos:

/ exp(—x"2 — 9x3 + 6xox’ — 4ixgp’ — p'?) x exp{—(2A) [z_x*

tzyp? = 2z0xp+ 7z X VTR 7 20 o2 070 210N

+2e79 (z0p — z_x)x 4+ 267 (zgx — 2. p) p']}dNdp (A.33)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 o2t (v+k)
gn = 1+ T oA
21(y—k)
i€
= ]+
822 + A 3
B 20 o2V
812 = oA
(Y k)t
fi = X (z—x—zop) + 60,
g(y_k)t .
Hh = A (z4p — 20x) — 4ixo.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Eyzdx'dp’ = ZE\/;exp{ — ?[O'M,x2 + Op’ — 20,pxp]

12x 8ix _
+TO(GPPX - prp)et(y+k) - Yo (Cxxp — o-xpx)et(y g

245 5y 26
Ty Ty

(1372 (r+H) ¢ ge‘W’ + SA)}. (A.34)

Resolvendo a integral [E x Ej4dx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 —25x3 + 10xox” — 4ixpp’ — p'?) x exp{—(2A) " [z_x?
+Z+p2 —2z0xp _|_Z7621(y+k)x/2 _‘_Z+eZz(yfk)p/2 _ QZOeztyx/p/

+2el7 ! (z0p — 2 ) +267 9 (zx — 21 p) p'}dX' dp, (A.35)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. 7. @2 (r+k)
811 = +T’
2t(y—k)
i+€
= 14+
822 + A 3
e
812 = oA
e()/+k)z
i = — (z-x—zop) + 10x0,
g(y_k)t .
o= S (ep =200 —dix,

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x Eygdx'dp’ = ZE\/;exp { — ?[O'M,x2 + Op’ — 20,pxp]

20x 8ix, _
+TO(GPPX - prp)et(y+k) - Yo (Gxxp - o-xpx)et(y g

4005 5y 265
Ty Ty

2
(297_2(1rH0) 4 ;e“yf + 8A)}. (A.36)

Resolvendo a integral [ E x Eysdx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 — 16x3 + 8xox” + 6ixgp’ — p'?) x exp{—(2A) " [z_x*

tzyp? = 2z0xp+ 7z X VTR 7 20 o2 070 21X

+2e79 (z0p — z_x)x + 267 (zgx — 21 p) p']}dNdp (A.37)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 ezz(y+k)
gn = 1+ T oA
21(y—k)
i€
= ]+
822 + A 3
B 20 o2V
812 = oA
(Y k)t
fi = X (z—x—zop) + 8xo,
g(y_k)t .
Hh = X (z4+p — z0x) + 6ix.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x EisdxX'dp’ = ZE\/;exp { - ?[O'M,x2 + G p® — 263pXP]

16x 12ix, »
+To( ppX — prp)et(7+k) + Y ” (Gxxp - prx)et(y g
48ix3

2 2
00T — %(25@%(”") + 864 4 18A)}. (A.38)

Resolvendo a integral [ E x Ej¢dx'dp’, encontramos:

/exp(—x’2 — 16x3 + 8xox’ — 6ixgp’ — p'?) x exp{—(2A) " [z_x*
+Z+p2 —2z0xp + Z_eZt(y—Hc)x/z + Z+€2t(y—k)p/2 N 2Z0€2tyx/p/

+2e79 (z0p — z_x)x + 267 (zgx — 2. p) p']}dN'dp (A.39)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

Agora podemos obter os seguintes indices

. 7 ezz(y+k)
811 = + T’
2t(y—k)
i€
= Q4=
822 + A 3
B 2 o217
812 = oA
(Y k)t
i = — (z—x—2zop) + 8x0,
g(y_k)t .
Hh = X (z4+p — z0x) — 6ixg.

Portanto, podemos concluir que

A 2
/E x EygdX'dp’ = ZE\/;exp { - ?[O'M,x2 + G p® — 263pXP]

16x 12ix, »
+To( ppX — prp)el(7+k) Ty 2 (Gxxp - prx)et(y g
48ix3

2 2
Gepe?T — %(25@%(”") 4864 4 18A)}. (A.40)

Por fim, a fun¢do de Wigner dependente do tempo €
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

2

2 2 2
W(x,p,t) = 172—\/?6Xp [—?(Gppx + O p —Zprxp)}

X { exp (—x3) exp {%(Gppx — prp)et(w“k)]
+exp (—9x5) exp [% (Oppx — prp)et(Y+k)]

+exp (—25x(2)) exp [% (Oppx — prp)el(Y+k)]

+exp (—49x5) exp {% (Oppx — o'xpp)et(Hk)]

-1—2{ exp {? <4(0'ppx — Gpp)e T — xo(57_ X TR 2647 4 2A)>]

4
X COS (ﬂ ((Gxxp — prx)e’(y_k) + 2prxoe27”>>

+exp

B
/N

8(0ppx — Opp)e! THH) — (1722 VTR 4 M1 1 2A)>]

N
=
()

~|
TN TN

X COS (Cup — prx)e’(yfk) + 4prx0e27”)>

)
s

+exp 12(0ppx — Gopp)e T — x (37220 118647 4 2A)> ]

£~
()

X COS

~|

~<‘§<’°
o

(Cup — prx)e’(yfk) + 6prxoez7”) >

+exp

~|

9
6(0ppx — prp)e[(Y+k) — x0(13z_e¥ " Th) 1 Ee‘m + 8A)> ]

X COS (Cup — prx)e’(y_k) + SprxerYt)>

)
S

2
+exp 10(6,px — Gpp)e T — x (297 (10 1 75647” - SA)) }

2~
o

X COS (Crxp — prx)e’(y_k) + SprxerY’>>

~|

l—|/_\l—|/_\l—[\)|/\l—|/\l—|
=
()

[\]
~|5
VRS

+exp

(1
X COS

Simplificando, podemos escrever que

8(Oppx — prp)et(Hk) — x0(257_ 2R 1 841 4 18A)>}

[\
=
=

((Gxxp - prx)e’(y_k) + 40'xpxoez7’t)) } } (A.41)

|
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

2
W(x,p;t) = 2\/_exp[ (GPPX + Oxxp _2GXPXP)}
4 12
X {exp(—xé)exp( 0 751) +exp(—9x3)exp (%xl)

20 28
+ exp(—25x%) exp (%Xl) +exp(—49x3)exp <%Xl)

2 4
+ 2{exw (ﬂ@xl —xo(5%2 +2e4’Y+2A)>> cos (?m - 2x4>)

+ exp

+ exp

+ exp

+ exp

+ exp

[2 4

0 ~ (8x1 —xo(17x2+ 8¢ + ZA))} cos (%(%3 - 4%4))
2x0 4ty 4X0

(12}(1 —x0(37x2 4+ 18e™"+2A)) | cos 7(}(3 —6X4)

2 9 8

0 ~ (611 —xo(13x2 + 2€4W+ SA))] cos (%(%3 - 3%4))
[2x, 25 8x

YO (101 — x0(29x2 + ?e‘m’%— SA))] cos (70(%3 - 5)(4))
2x

12
70(8)(1 —X0(25xz + 864”/—1- 18A)):| cos (%(%3 - 4%4)) }}7

(A.42)
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A.l Cdlculo explicito da evolugcdo temporal da Fungdo de Wigner com N =2

onde,
Oxp = X0,
o2t (v+k)
Oxx = 24 + D) ;
- B N 2t (v—k)
pp = - 7
X = (Gppx - prp)et(w_k)»
X = z_ezl(y+k),
B = (Cup— prx)et(yfk)’
_ 2y
X4 = Oxpxpe™’,
Y = 42z (24 ) 4272 TH — 4§ = 4(00,, - 07),
A = (z42-—2),

n? = 4+6exp(—2|06\2) +4exp(—8\a!2) +2exp(—18]o¢]2).
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APENDICE B - Producdo cientifica
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* FERREIRA, C.J.S.; VALVERDE, C.; BASEIA, B., Atom-field interaction in opti-
cal cavities: Calibration of the atomic velocities to obtain a list of field states with
preselected properties. INTERNATIONAL JOURNAL OF MODERN PHYSICS
B, v. 32, p. 1850222, 2018.
https://doi.org/10.1142/50217979218502223

+x FERREIRA, C.J.S.; VALVERDE, C.; BASEIA, B., Evolution of Statistical Pro-
perties of Hybrid System Starting from Binary Field States Constructed in Ex-
periments. BRAZILIAN JOURNAL OF PHYSICS, v. 49, p. 173-182, 2019.
https://doi.org/10.1007/s13538-019-00646-9

* FERREIRA, C.J.S.; VALVERDE, C.; AVELAR, A.T.; BASEIA, B.; MALBOUIS-
SON, J.M.C., Obtaining phase-optimized states from superpositions of coherent
states in phase-sensitive attenuating/amplifying reservoirs. ANNALS OF PHY-
SICS, v. 406, p. 86-107,2019. https://doi.org/10.1016/j.a0p.2019.
03.027

* FERREIRA, C.J.S.; SILVA, T.M.; BASEIA, B., Time evolution of statistical pro-
perties of a radiation field described by a density operator that interpolates between
pure and mixing states. EUROPEAN PHYSICAL JOURNAL B, v. 92, p. 257,
2019. https://doi.org/10.1140/epjb/e2019-100335-3
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* CUSTODIO, JEAN M.F.; TERNAVISK, RICARDO R.; FERREIRA, CRISTINO
J.S.; FIGUEREDO, ANDREZA S.; AQUINO, GILBERTO L.B.; NAPOLITANO,
HAMILTON B.; VALVERDE, CLODOALDO; BASEIA, BASILIO. Using the Su-
permolecule Approach To Predict the Nonlinear Optics Potential of a Novel Asym-
metric Azine. JOURNAL OF PHYSICAL CHEMISTRY A, v. 123, p. 153-162,
2019. https://doi.org/10.1021/acs.jpca.8b07872

x BASEIA, BASILIO; FERREIRA, CRISTINO JOSE DOS SANTOS; VALVERDE,
CLODOALDO; VAZ, GABRIELA RODRIGUES. Classical and Quantum Optics
and Their Influences on Science and Society. Fronteiras: Journal of Social, Tech-
nological and Environmental Science, v. 8, p. 104-131, 2019. https://doi.
0rg/10.21664/2238-8869.2019v812.p104-131
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* VALVERDE, C.; BASEIA, B.; FERREIRA, C.J.S.; MALBOUISSON, J.M.C,,
The influence of reservoir in the Wigner function for coherent states on a straight
line in the phase space. 2016. (Apresentacdo de Trabalho/Congresso).
http://wwwl.sbfisica.org.br/eventos/enf/2016/sys/resumos/
R0221-1.pdf
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