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PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA

TESE DE DOUTORADO

Sobre Estados Não-Clássicos do Campo
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Resumo

Estudamos um novo estado do campo eletromagnético quantizado, em modo único,

obtido pela superposição de estados coerentes sobre uma semi-reta no espaço de fase.

Avaliamos sua não-classicalidade através de alguns indicadores, por exemplo, a Função

de Wigner, W (x, p), pelo efeito squeezing e/ou pela estatı́stica sub-Poissoniana que essa

superposição possa exibir. Na Função de Wigner o caráter não clássico do estado costuma

se revelar quando ela assume valores negativos em certas regiões do espaço de fase, caso

em que ela se comporta mais como uma ‘quase-distribuição’ de probabilidades. A nega-

tividade dessa função indica o caráter quântico do estado que ela representa. Esta função

é determinada inicialmente em termos do número de estados coerentes superpostos ali-

nhados na semi-reta, o conjunto todo expandido em componentes de Fock. Em seguida,

incluı́mos no sistema a influência de reservatórios de ganho e/ou perda, na aproximação

Markoviana. Também estudamos a evolução temporal do sistema, para obter uma equação

mestra envolvendo a função de Wigner, W (x, p, t), a partir da qual obtemos a evolução

temporal das propriedades não-clássicas mencionadas. Ilustramos possı́veis esquemas de

geração da mencionada superposição, tanto no caso de campos em cavidades microondas

quanto de campos viajantes em guias de onda.

Palavras-chave: Estado coerente, Função de Wigner, Squeezing, Efeito sub-Poissoniano.



Abstract

We study a new state of a (single mode) quantized electromagnetic field, obtained

from the superposition of coherent states over a semi-straight line in phase space. We

evaluate its non-classicality through some indicators, for example, by the Wigner Func-

tion, W (x, p), the squeezing effect, and/or the sub-Poissonian statistic that this superpo-

sition may exhibit. In Wigner’s function the nonclassical character of the state usually

reveals itself when it assumes less than zero values in certain regions of phase space, in

which case it behaves more like a quasi-distribution of probabilities. The negativity of

this function indicates the quantum character of the state it represents. This function is

determined initially in terms of the number of superimposed coherent states aligned in

the semi-straight line, the whole set expanded in Fock components. Then we include in

the system the influence of gain and/or loss reservoirs in the Markovian approximation.

Following, we study the evolution in time of the system to obtain a master equation in-

volving the Wigner function, W (x, p, t), from which we obtain the temporal evolution of

the mentioned non-classical properties. We illustrate possible schemes for the generation

of such superposition, both in the case of trapped fields in microwave cavities and fields

in traveling waveguides.

Keywords: Coherent State, Wigner Function, Squeezing, sub-Poissonian effect.
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ℜ Parte real.

BEC Condensado de Bose-Einstein, do inglês Bose-Einstein Condensate.

CQED Cavity Quantum Electrodynamics.

ENC Estado não-clássico.
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(a) σ = 0.01, enquanto o quadro (b) é para σ = 0.9. Quando |κ| é
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1 Introdução

Desde o advento da sua invenção, o laser ganhou inúmeras aplicações tanto na indústria

tecnológica como no meio acadêmico-cientı́fico. Uma das principais aplicações do laser

no meio cientı́fico é a capacidade de excitar átomos entre nı́veis especificados, bem como

a capacidade de manipular átomos e moléculas por meio de pinças ópticas, inventadas

por Arthur Ashkin [1]. O resfriamento a laser, usado para gerar e aprisionar átomos ultra-

frios (∼ 10−9K), garantiu aos fı́sicos Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e William D.

Phillips o Prêmio Nobel de Fı́sica no ano de 1997 [2]. Essa mesma técnica permitiu a

observação do condensado de Bose-Einstein (BEC), em 1995, por Eric Cornell, Carl Wi-

eman e Wolfgang Ketterle, laureados com o Prêmio Nobel de Fı́sica no ano de 2001 [3].

Mais recentemente, em 2018, os fı́sicos Arthur Ashkin, Gérard Mourou e Donna Stric-

kland receberam o Prêmio Nobel de Fı́sica por suas “invenções inovadoras no campo

da fı́sica do laser” [4]1. Em todos esses casos de aplicações do laser, e até mesmo em

seu princı́pio de funcionamento, é necessário que sejam considerados os vários tipos de

interação radiação-matéria (campo-átomo, por exemplo).

Historicamente, o tratamento dessa interação passou por vários estágios, acompa-

nhando a transição entre a Fı́sica Clássica e a Fı́sica Quântica. Transição essa que teve

inı́cio nos primeiros anos do século XX com as contribuições de Max Planck e de Albert

Einstein. Assim como na hipótese de Planck para explicar a radiação do corpo negro

(1901), na explicação de Einstein para o efeito fotoelétrico (1905) é sugerido que algo é

quantizado (a troca de energia), estabelecendo que a luz apresentava em certas situações

seu aspecto corpuscular, quantizado [5]. Mesmo assim, começa-se a traçar o caminho

para uma teoria completa para o campo luminoso, o que se tornou imprescindı́vel após a

produção da luz laser. Apenas por volta de 1925 é que o termo quantização adquire seu

1Metade do prêmio foi concedido a Arthur Ashkin pela invenção das pinças ópticas e sua aplicação
em Biologia. A outra mcirados para gerar pulsos ópticos ultra-curtos e de alta intensidade, subjacentes a
aplicações como cirurgia ocular a laser, fusão a laser e aceleração de partı́culas a laser.



1 Introdução

real significado, já que quantização também se estendia ao espectro contı́nuo, não apenas

ao espectro discreto, onde ocorria a troca de fótons. O termo fóton (excitação elementar

do campo eletromagnético quantizado) foi usado pela primeira vez em 1926 pelo quı́mico

Gilbert Lewis. Neste ano estava completa a teoria que quantizava a matéria (átomos,

moléculas), devido a Erwin Schrödinger e Werner Heisenberg. No ano seguinte Werner

Heisenberg, Max Born e Pascual Jordan quantizaram também o campo de radiação ele-

tromagnético e, em 1928, Paul M. Dirac foi o precursor no uso da quantização do campo

para desenvolver uma teoria quântica dos processos de emissão e absorção de radiação

atômica [6]. Ele usou a estatı́stica quântica de Bose- Einstein para um ensemble2 de

átomos flutuando entre dois nı́veis de energia.

Antes disso, mesmo em meados do século XX, a interação radiação-matéria ainda era

considerada via tratamento clássico, tanto para o átomo como para o campo. Tal interação

era usualmente entendida em termos de dipolo-dipolo. Em seguida, passaram a usar o for-

malismo semiclássico (veja, por exemplo, a referência [7]), onde o campo era tratado de

forma clássica e o átomo era tratado de forma quantizada. No entanto, esses formalismos

não explicavam a emissão espontânea e, futuramente, outros efeitos não-clássicos que

surgiram a partir de 1977, tais como o efeito photon antibunching (anti-agrupamento de

fótons) [8, 9]3. Esses eram dois fenômenos ópticos sem explicação clássica que acaba-

ram por criar uma nova área de pesquisa, a Óptica Quântica. Posteriormente, outros novos

fenômenos quânticos foram observados: por exemplo, superposições de estados quânticos

(exemplo, caso do “gato” de Schrödinger, emaranhamento de estados quânticos, o efeito

squeezing, etc.) Em resumo, os fenômenos ópticos que são explicados de forma ade-

quada apenas quando a luz for tratada como sendo composta por fótons, em vez de ondas

eletromagnéticas (clássicas), compõem os objetos de estudo da Óptica Quântica.

Após a produção do primeiro raio laser em 1960, por Theodore H. Maiman [11],

surgiu a proposta de dar um tratamento completo ao campo luminoso, que levasse em

consideração a não-classicalidade do campo. O conceito de estado não- clássico (ENC)

do campo luminoso foi apresentado por R. Glauber em 1963 [12, 13]4, bem como um

2É um conjunto estatı́stico, isto é, é uma distribuição de probabilidade para o estado do sistema. Trata-se
de uma idealização que consiste em considerar um grande número de cópias virtuais do sistema, cada uma
representando um estado fı́sico possı́vel em que o sistema pode estar.

3Esse efeito foi previsto por Carmichael e Walls em 1976 [10].
4Para mais detalhes veja por exemplo o excelente trabalho de revisão desenvolvido por R. Loudon

(1980) [14].

UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAÍBA 17 UFPB
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trabalho sobre a “teoria quântica da coerência óptica” [15]. Por suas contribuições, Glau-

ber recebeu o Prêmio Nobel de Fı́sica no ano de 2005 [16] e é considerado por muitos

o “pai” da Óptica Quântica. Os ENC do campo luminoso possuem uma distribuição de

Glauber-Sudarshan P(α) negativa e/ou bastante concentrada (mais singular que a função

delta de Dirac-δ ) [13, 17]5.

Assim como ocorre com a distribuição P(α), quando a função de Wigner (FW)

[19] representando um dado estado do campo luminoso assume valores negativos, esse

estado é um caso de ENC [20–22]). Entretanto a recı́proca nem sempre é verdadeira.

Um estado pode apresentar caracterı́sticas não-clássicas e mesmo assim possuir uma FW

não negativa em alguma região do espaço de fase. Esse é o caso do estado comprimido,

abaixo mencionado, que ocorre em distribuições gaussianas com certas assimetrias. Nesse

sentido, é conveniente investigarmos também outros indicadores de não-classicalidade,

tais como: o parâmetro de Mandel (PM) [23,24], cujo valor negativo no intervalo [−1,0)

indica que o sistema possui uma distribuição de probabilidade sub-poissoniana (ESP)

caracterizada pela distribuição de probabilidade mais estreita que uma distribuição de

Poisson. A distribuição poissoniana ocorre quando não há correlação entre as partı́culas

do sistema. Por outro lado, o desvio da estatı́stica poissoniana ocorre quando o sistema

possui correlação quântica, como indica o efeito Hanbury-Brown-Twiss6 [12,25–27]; e o

efeito squeezing, isto é, o efeito de compressão de estados nas componentes de quadratura

(X̂1, X̂2) ou, igualmente, nas componentes (x̂, p̂) do espaço de fase [28,29]. Uma ESP não

implica o efeito antibunching, mas há uma relação entre eles que foi estabelecida por

Mandel [30, 31], obtida via transformada de Poisson. Neste trabalho, nos restringimos à

investigação do PM bem como da ESP.

Pelo fato das funções de Glauber-Sudarshan e de Wigner poderem assumir valores

negativos elas são chamadas pseudo ou quasi distribuições de probabilidade (QDP) [32]

que, definidas a partir do operador densidade de estados, podem descrever o sistema com-

pletamente, permitindo o cálculo das funções de correlação dos operadores como integrais

do tipo clássicas, sendo úteis na análise da conexão entre os domı́nios clássico e quântico,

pela representação da dinâmica de um sistema quântico no espaço de fase [33]. Dessa

forma, a FW consegue exibir efeitos de interferência associados à natureza quântica de
5Essa representação foi introduzida de forma independente por Sudarshan [18].
6Na fı́sica, o efeito Hanbury Brown e Twiss é um dos vários efeitos de correlação e anti-correlação nas

intensidades recebidas por dois detectores de um feixe de partı́culas.
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um estado [34]. Neste trabalho, optamos por investigar a não-classicalidade do novo es-

tado por meio da FW, dado o enorme número de resultados teóricos [35–42] e de suas

possibilidades de observação experimental [43–49] que lhe garantem o status de ferra-

menta bastante apropriada.

O formalismo quântico pioneiro para descrever a interação átomo-campo, proposto

por E.T. Jaynes e F.W. Cummings [50] e suas variedades [51], considera o átomo como

um sistema quântico de dois nı́veis e o campo eletromagnético quantizado onde um único

modo participa da interação com o átomo. Os componentes átomo e campo podem estar

ressonantes, ou próximo da ressonância ou ainda mesmo relativamente longe dela. Nesse

último se diz que a interação é “dispersiva”. Adaptações matemáticas conseguem tratar

os três casos. O modelo de Jaynes-Cummings (MJC) baseia-se no caráter discreto do

fóton e, portanto, não possui análogo clássico. Esse modelo de interação é capaz de ge-

rar diversos ENC do campo luminoso, tanto através da interação átomo-campo na faixa

da luz visı́vel, quanto na interação que substitui o átomo por átomos gigantes de Ryd-

berg [52], o caso de campos na banda microondas em CQED. O par átomo-campo pode

também ser substituı́do pelo conjunto par de Cooper interagindo com membrana vibrante

(nanoressonador [53]), com zonas Ramsey e detectores atômicos [54].

O estudo sobre como preparar estados tendo propriedades não clássicas avançou e

um grupo de pesquisadores (Áustria, Inglaterra e Austrália) gerou estados tipo “gato” de

Schrödinger a partir de um único fóton e um minúsculo cilindro mecânico [55]. Tais

estados, assim como o novo estado apresentado neste trabalho, possuem caracterı́sticas

cada vez mais refinadas no espaço de fase, exibindo propriedades com valores muito

menores que a constante de Planck e altos valores de negatividade da FW, tornando-os

mais poderosos para aplicações quânticas, tais como explorar propriedades quânticas para

medir em escalas muito abaixo do que é classicamente possı́vel, elevando ainda mais a

precisão dos sensores quânticos, os mais sensı́veis que se conhece.

No capı́tulo 2 apresentamos uma breve revisão sobre a teoria do oscilador harmônico

quântico unidimensional (adaptável à linha reta da propagação da onda eletromagnética),

bem como sobre seu estado predileto em aplicações e teoria: o estado coerente e suas prin-

cipais propriedades. No capı́tulo 3 definimos o novo estado que consiste na superposição

de estados coerentes sobre uma semirreta no espaço de fase, onde fizemos uma aproximação
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para o estado de fase ideal e discutimos sua criação em cavidades e em modo de onda via-

jante. Nessa parte fizemos uma breve descrição do MJC. Exploramos então alguns indica-

dores de não-classicalidade de estados, tanto na forma convencional como via função de

Wigner. No capı́tulo 4 apresentamos as propriedades e indicadores de não-classicalidade,

incluindo suas evoluções temporais frente à variadas situações. No capı́tulo 5 apresenta-

mos os comentários e conclusão.
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2 Propriedades gerais do estado
coerente do oscilador harmônico
quantizado

Quando nos referimos à coerência, podemos considerá-la de forma espacial ou tem-

poral, sendo casos independentes um do outro. Neste capı́tulo, focalizamos o conceito

formal de estado coerente do oscilador harmônico (OH) quantizado e algumas de suas

propriedades gerais. O tópico se estende naturalmente ao caso do campo de radiação

eletromagnética quantizada, tanto na banda óptica (∼ 1014Hz) quanto na banda de micro-

ondas (∼ 109Hz− 1012Hz) e vizinhanças. Este estado é totalmente coerente, espacial e

temporalmente, quando associado à vibrações de modo único, isto é, quando apenas um

dos modos do OH, ou do campo eletromagnético participa da operação considerada. A

compreensão dessas propriedades é o primeiro passo para a construção de um pano de

fundo para o estudo da Óptica Quântica, bem como do laser.

2.1 O oscilador harmônico simples

Considerando o OH unidimensional e utilizando a notação de bra-ket de Dirac, com

as unidades atômicas (h̄ = ω = m = 1) e na base de Fock1 {|n〉}, podemos diagonalizar o

operador hamiltoniano Ĥ obtendo os seguintes resultados para os nı́veis de energia desse

sistema

Ĥ|n〉= En|n〉, En = n+
1
2
, n = 0, 1, 2, ... (2.1)

Podemos gerar os autoestados do operador hamiltoniano que descreve esse sistema, re-

presentados na base de Fock. Para isso fazemos uso dos operadores “escada”, isto é, dos

1Também chamada base de número {|1〉, |2〉, |3〉, ...}.



2.2 Estados coerentes: definição

operadores de aniquilação e criação2, respectivamente â e â†, da seguinte forma

â|n〉 =
√

n|n−1〉, (2.2)

â†|n〉 =
√

n+1|n+1〉. (2.3)

Os operadores escada, no espaço das configurações, são escritos como

â =
1√
2
(x̂+ ip̂), (2.4)

â† =
1√
2
(x̂− ip̂). (2.5)

[â, â†] = 1̂1, â† = (â)†, (2.6)

[Ĥ, â†] = â†, [Ĥ, â] =−â. (2.7)

Então podemos escrever

Ĥ =
1
2
{â, â†}

=
1
2
(ââ† + â†â) = â†â+

1
2
≡ n̂+

1
2
. (2.8)

Essas equações constituem a álgebra de Heisenberg-Weyl e esse método algébrico é co-

mum em muitos livros textos de Mecânica Quântica [56, 57].

2.2 Estados coerentes: definição

O modo do campo está associado a uma função complexa normalizada e de quadrado

integrável, juntamente com dois parâmetros livres (reais), ou seja, a uma amplitude com-

plexa A. O modo único de vibrar, qualquer que seja o escolhido, pode fazê-lo em várias

frequências (como uma partı́cula na caixa-1D), mas consideramos apenas uma delas, a

que ressoa com o átomo. O campo elétrico clássico corresponderia à parte real dessa

função. Pode-se ter o caso de uma única excitação (1 fóton) nesse modo. Em um ex-

2Também chamados operadores de abaixamento e levantamento.

UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAÍBA 22 UFPB
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perimento interferométrico que mede A, x = ℜ{A} e p = ℑ{A} são variáveis que não

comutam. Se este modo único possuir um único fóton, haverá uma distribuição de proba-

bilidade bimodal quando medimos x ou p, assim como a distribuição de probabilidade de

um oscilador harmônico no primeiro estado excitado. Quando medimos a energia, a qual

é proporcional a A2 = x2 + p2, medimos quantos fótons ocupam esse modo. Um detector

que cubra esse modo clicará exatamente uma vez (se for 100% eficiente). Por outro lado,

no caso da excitação em multimodo, temos um estado onde os fótons podem estar em

diferentes modos, alguns modos com maior ou menor probabilidades de ocupação. No

presente caso, usando modo único, este possui também uma distribuição de probabilida-

des, P(n) = 〈n|ρ̂|n〉, onde ρ̂ é o operador densidade do estado quântico [58].

O estado geral de um oscilador harmônico ou de um campo eletromagnético, quan-

tizados, pode ser expresso como superposição de outros estados conhecidos (tal é o caso

do “gato” de Schrödinger) e pode também ser expresso como superposição na base de

Fock, que é usualmente a base de energia |n〉. Se o estado é puro, existe uma relação de

fase definida entre as componentes da superposição. Uma classe de estados que possui

importância particular é formada pelos autoestados do operador de aniquilação â (abaixa-

mento), o qual é não hermitiano, logo tendo autovalores complexos α , entre outros reais

(veja, por exemplo, [59–63]). A seguir, apresentamos as principais propriedades desses

estados, denominados estados coerentes.

Uma das quatro definições equivalentes do estado coerente é de ele ser autoestado do

operador aniquilação â com autovalor complexo α ,

â|α〉= α|α〉. (2.9)

Uma solução trivial para essa equação é o estado fundamental |0〉 para α = 0. O desloca-

mento unitário ou, simplesmente, operador deslocamento [13, 18]

D̂α = eα â†−α∗â, (2.10)

produz um deslocamento no operador â, o que fisicamente representa a ação de uma

corrente clássica no campo. Uma vez que se [Â, B̂] = ζ 1̂1, com ζ = constante, temos

eξ ÂB̂e−ξ Â = B̂+ξ ζ 1̂1, (2.11)

UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAÍBA 23 UFPB
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então vemos que

D̂†
α âD̂α = e−α â†+α∗ââeα â†−α∗â = â+α 1̂1, (2.12)

para um número complexo arbitrário α . Deduzimos das equações (2.10) e (2.12) que D̂α

possui as seguintes propriedades

D̂†
α = D̂−1

α = D̂−α , (2.13)

âD̂α |0〉= αD̂α |0〉. (2.14)

Esse resultado mostra que a solução da equação de autovalores (2.9) possui a forma

|α〉= D̂α |0〉, (2.15)

e que todo número complexo é autovalor do operador â. Uma vez que D̂α é um operador

unitário, o autoestado |α〉 na equação (2.15) é normalizado,

〈α|α〉= 〈0|0〉= 1. (2.16)

Usando o fato que â|0〉= 0 e a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

eÂeB̂ = eÂ+B̂+[Â, B̂]/2, (2.17)

temos que esses autoestados são dados por

|α〉= eα â†−α∗â|0〉= e−|α|
2/2eα â†

|0〉. (2.18)

Esses autoestados do operador de aniquilação (abaixamento) â são os estados coeren-

tes [12]. A função de onda do estado coerente é um pacote de onda Gaussiano de incerteza

mı́nima, o qual propaga-se (oscila) sem sofrer deformação. Esse pacote de ondas oscila

para trás e para frente na coordenada espacial com uma frequência clássica e, embora se

espalhe e se contraia um pouco com o tempo, no final de cada perı́odo, ele tem sua forma

e localização iniciais. Para alguns propósitos é instrutivo descrever o autovalor (α) de

um estado coerente como um vetor no plano complexo (ver diagrama de Argand, figura

(2.1)). É interessante notar que os estados coerentes são normalizados para a unidade,

mesmo que o espectro do autovalor do operador â seja contı́nuo [64].
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Fig. 2.1: Espaço de fase bidimensional (diagrama de Argand) representando um estado
coerente |α〉 em termos do autovalor α do operador de aniquilação â. A figura mostra o
efeito de um deslocamento D̂β e uma rotação R̂λ sobre o estado coerente |α〉.

Como exemplo, usando as propriedades (2.17) e (2.18), podemos mostrar que para

qualquer estado coerente |α〉,

D̂β |α〉=C|α +β 〉, (2.19)

onde, novamente, |α +β 〉 é um estado coerente e C é um fator de fase.

Demonstração:

D̂β |α〉 = eβ â†−β ∗âeα â†−α∗â|0〉

= eiℑ{αβ ∗}e(α+β )â†−(α∗+β ∗)â|0〉

= eφ/2|α +β 〉, (2.20)

onde,

φ = 2i|αβ |sen
(

arg
(

α

β

))
,

C ≡ eφ/2.
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2.3 Expansão na base de Fock

Ultilizando a relação de completeza na base de Fock (∑∞
0 |n〉〈n|= 1̂1), podemos escre-

ver que

|α〉 =
∞

∑
n=0
|n〉〈n|α〉

=
∞

∑
n=0
|n〉〈0|â

n|α〉√
n!

=
∞

∑
n=0
|n〉〈0|α

n|α〉√
n!

= e−|α|
2/2

∞

∑
n=0
|n〉 αn
√

n!
〈0|eα â†

|0〉

= e−|α|
2/2

∞

∑
n=0
|n〉 αn
√

n!
〈0|

(
∞

∑
k=0

(α â†)k

k!

)
|0〉

= e−|α|
2/2

∞

∑
n=0

αn
√

n!
|n〉, (2.21)

onde,

|n〉= 1√
n!
(â†)n|0〉. (2.22)

Podemos também fazer o caminho inverso e escrever [12, 13]

|α〉= e−
1
2 |α|

2
∞

∑
n=0

(α â†)n
√

n!
|0〉= e−

1
2 |α|

2
eα â†
|0〉. (2.23)

Agora, utilizando a equação (2.17), reescrevemos

|α〉= eα â†−α∗â|0〉 ≡ D̂α |0〉, (2.24)

onde chegamos à equação (2.15), bem como à definição do operador deslocamento mos-

trado na equação (2.10). A soma sobre a base de Fock na equação (2.21) mostra que o

número de fótons no estado coerente não é bem definido.

Um outro operador unitário bastante usual é o operador desvio de fase

R̂λ = eiλ â†â, (2.25)
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com um parâmetro real λ . Uma vez que [â†â, â] =−â e usando a identidade a seguir,

eξ ÂB̂e−ξ Â = eξ ζ B̂, (2.26)

se [Â, B̂] = ζ B̂, com ζ = constante, então encontramos

R̂†
λ

âR̂λ = e−iλ â†ââeiλ â†â = eiλ â. (2.27)

Agora podemos ver então que R̂λ |α〉 = C′|eiλ α〉, onde |eiλ α〉 é novamente um estado

coerente e C′ é apenas um fator de fase.

Demonstração:

Fazendo uso das equações (2.21) e (2.22), temos

R̂λ |α〉 = eiλ â†â

(
e−|α|

2/2
∞

∑
n=0

(α)n
√

n!
|n〉

)

= e−|α|
2/2

∞

∑
n=0

(α)n
√

n!
eiλ n̂|n〉

= e−|α|
2/2

∞

∑
n=0

(eiλ α â†)n

n!
|0〉

= e−|α|
2/2eeiλ α â†

|0〉

= |eiλ
α〉. (2.28)

A partir do que foi mostrado acima podemos ver que a evolução temporal do estado

coerente é dada por

e−iĤt |α〉= e−it/2|αe−it〉, (2.29)

onde Ĥ é o operador hamiltoniano do oscilador harmônico. Esse resultado corresponde

à estabilidade temporal dos estados coerentes [65–69], o que significa que uma evolução

temporal preserva a sua amplitude acrescentando apenas um fator de fase, ou seja, o

estado coerente permanece coerente e a dependência das partes real e imaginária de α

com o tempo obedecem às equações de Hamilton para um oscilador clássico (veja, por

exemplo, a referência [70]).
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2.4 Estatı́stica de fótons

No laser, atuando acima do limiar3, apesar de serem bósons, os fótons não seguem a

estatı́stica de Bose-Einstein. Isso ocorre porque o laser não é um sistema em equilı́brio

térmico (veja, por exemplo, [58, 71]). Se o estado do campo quantizado for coerente, sua

estatı́stica será poissoniana. Por outro lado, quando o estado do campo apresentar uma

estatı́stica super-poissoniana, o laser estará funcionando abaixo do limiar de operação

(threshold) e essa estatı́stica é de Bose-Einstein. Acontece que, quando o laser ultrapassa

o limiar de operação, sua estatı́stica vai mudando até que, muito acima do limiar, esta vai

se tornando poissoniana, correspondendo ao estado coerente.

Uma das caracterı́sticas necessárias para o funcionamento de um laser é a ocorrência

de inversão de população atômica. Isso ocorre quando se tem um nı́vel superior mais

populado por átomos no estado excitado que no nı́vel inferior 4. Denomina-se “inversão”

pelo fato de, nos sistemas fı́sicos comumente encontrados, o contrário acontece natural-

mente. Em um sistema em banho térmico, quanto mais a temperatura aumenta, mais

excitados ficam os dois nı́veis atômicos que interagem com o campo, N1 e N2. Entre-

tanto, N2 nunca excede N1. Em vez disso, em uma temperatura infinita, a população N2 e

N1 tornam-se iguais. Em outras palavras, não ocorre inversão de população (N2/N1 > 1)

em um sistema em equilı́brio térmico. Para atingir a inversão de população, portanto, é

necessário conduzir o sistema ao mencionado estado de não-equilı́brio.

A probabilidade Pn(α) de se obter um particular nı́vel de energia n quando o sistema

está em um estado coerente |α〉 é dada por [13]

Pn(α) = |〈n|α〉|2 = e−|α|
2 |α|2n

n!
. (2.30)

Essa é uma distribuição de Poisson centrada na média |α|2, que é também o número médio

de fótons 〈n̂〉= n̄. Tem-se também que (∆n̂)2 = |α|2. Quando fora do equilı́brio térmico,

os fótons podem exibir diferentes distribuições de probabilidade [24]. Para detalhes sobre

contagem e estatı́stica de fótons veja o capı́tulo 5 da referência [5]. Sempre que o PM

assume valores negativos5, tem-se então um ENC do campo fotônico. A distribuição

do número de fótons de um estado coerente é uma poissoniana, logo o seu PM é zero.

3O limiar do laser é o menor nı́vel de excitação no qual a produção de um laser é dominada por emissão
estimulada e não por emissão espontânea. Abaixo do limite, a potência de saı́da do laser aumenta lenta-
mente com o aumento da excitação.

4Considerando um sistema com apenas dois nı́veis.
5O PM é definido na seção 3.4.
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Portanto, os estados coerentes podem ser considerados como a fronteira entre os estados

clássicos e os ENC do campo (cf. seção 2.2).

Nós podemos representar qualquer operador densidade ρ̂ na base coerente da seguinte

forma

ρ̂ =
∫

P(α)|α〉〈α|d2
α, (2.31)

onde
∫

P(α)d2α = 1. A função de Glauber-Sudarshan para um estado coerente é apenas

uma função δ de Dirac, ou seja, P(α) = δ (2)(α −α0), o que o qualifica como o estado

quântico mais clássico de todos, estando na interface separando os domı́nios quântico e

clássico [13, 18]. Por outro lado, foi mostrado por M. Hillery [72] que a função P(α) de

qualquer outro estado puro possui um pico ainda mair que a função δ . Por sua vez, para

o estado de Fock a função de Glauber-Sudarshan é dada por

P(α) =
e|α|

2

n!
∂ 2n

∂αn∂α∗n
δ
(2)(α). (2.32)

Essa categoria de função é chamada de distribuição temperada, sendo ainda mais concen-

trada que a função δ de Dirac.

2.5 Não-ortogonalidade

O produto interno entre dois estados coerentes |α〉 e |β 〉 é dado por

〈α|β 〉 = e−|α|
2/2−|β |2/2〈0|eα∗âeβ â†

|0〉

= e−|α|
2/2−|β |2/2

(
∞

∑
n=0

(α∗)n
√

n!
〈n|

)(
∞

∑
m=0

(β )m
√

m!
|m〉

)

= e−|α|
2/2−|β |2/2

∞

∑
n=0

(α∗β )n

n!

= e−|α|
2/2−|β |2/2+α∗β , (2.33)

e similarmente

〈β |α〉= e−|α|
2/2−|β |2/2+αβ ∗. (2.34)
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Portanto, podemos escrever

|〈α|β 〉|2 = e−|α|
2−|β |2+αβ ∗+α∗β = e−|α−β |2. (2.35)

Os estados coerentes também possuem incerteza mı́nima, ou seja, a relação de incer-

teza de Heisenberg é satisfeita com a igualdade

(∆x̂)(∆p̂) =
1
2
, (2.36)

e é também uma variável de ação, isto é, está relacionado diretamente com a energia do

sistema

〈α|Ĥ|α〉= 〈α|(â†â+
1
2
)|α〉= |α|2 + 1

2
, (2.37)

onde o primeiro termo do lado direito representa a intensidade da onda clássica e o se-

gundo termo representa a energia do estado de vácuo.

Fig. 2.2: Estrutura em forma de estrela que contém todas as células de Planck. Três delas
são desenhadas na estrutura. A célula de Planck central é desenhada em vermelho.

É possı́vel determinar uma partição do espaço de fase em células de tamanho 1/2,

onde a incerteza em x̂ vezes a incerteza em p̂ seja mı́nima [73]. Considere o caso em que

se queira indicar a posição x e o momento p de uma partı́cula no plano x− p. Suponha

que a incerteza na posição seja conhecida, por exemplo, ∆x̂ = 1. Portanto, ∆p̂ deve ser

1/2. Desse modo, podemos desenhar um retângulo no plano x− p com lados ∆x̂ = 1

e ∆p̂ = 1/2. Como não conhecemos a incerteza precisa da posição ou do momento,
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obtemos uma coleção de retângulos para cada combinação de incertezas em x̂ e p̂. Todas

as células obtidas possuem área 1/2 e estarão em uma estrutura em forma de estrela, como

ilustrado na figura (2.2). Os retângulos são chamados células de Planck. A célula com a

mesma incerteza na posição e no momento é chamada célula de Planck central, a qual é

desenhada em vermelho na figura (2.2). Uma célula de Planck central possui lados: ∆x̂ =

∆ p̂ = 1/
√

2. Existem infinitas células de Planck, mas há apenas uma célula de Planck

central. Para criar a partição do plano x− p pelas células de Planck, é necessário usar

funções de onda de incerteza mı́nimas. Dessa forma, os estados coerentes caracterizam

matematicamente as células de Planck.

2.6 Base super completa

Diferentemente da base de Fock, a base coerente é super completa. Isso permite

diagonalizar, na mesma base, operadores que não comutam entre si. Vemos na equação

(2.35) que se um sistema está em um estado |α〉, a possibilidade de que o sistema esteja

no estado |β 〉 é diferente de zero porque |〈α|β 〉|2 6= 0 para α 6= β . Há, portanto, um

overlap entre as componentes da base coerente. Em outras palavras, o conjunto de todos

os estados coerentes não é linearmente independente. Portanto, uma vez que 〈α|β 〉 6= 0

para α 6= β , diz-se que os estados coerentes formam uma base super completa. Isso pode

ser demonstrado como segue.

∫
all
|α〉〈α|d2

α =
∫

all
∑
n,n′

e−|α|
2 αnα∗n

′

√
n!n′!

|n〉〈n′|d2
α,

onde α = reiθ e d2α = rdr dθ . Então temos

∫
all
|α〉〈α|d2

α = ∑
n,n′

|n〉〈n′|√
n!n′!

∫ ∞

0
rn+n′+1 e−r2

dr
∫ 2π

0
eiθ(n−n′)dθ︸ ︷︷ ︸
2πδn,n′

= 2π ∑
n

|n〉〈n|
n!

∫ ∞

0
r2n+1 e−r2

dr︸ ︷︷ ︸
I

.

Fazendo a mudança de variável r2 = x (com dr = dx/2r), temos

I =
∫ ∞

0
(r2)n e−r2

rdr =
1
2

∫ ∞

0
xne−xdx =

Γ(n+1)
2

=
n!
2
.
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2.6 Base super completa

Segue então que∫
all
|α〉〈α|d2

α = π

∞

∑
n=0
|n〉〈n|︸ ︷︷ ︸
1̂1

.

Portanto, temos

1
π

∫
all
|α〉〈α|d2

α = 1̂1,

onde a integração deve ser feita em todo o espaço de fase [12, 13].

Para um estado arbitrário |ψ〉, podemos escrever

〈α|ψ〉 = exp
(
−1

2
|α|2

) ∞

∑
n=0

ψn
(α∗)n
√

n!

= exp
(
−1

2
|α|2

)
ψ(α∗)n

onde ψn = 〈n|ψ〉 e

ψ(z) =
∞

∑
n=0

ψn
zn
√

n!
(2.38)

é sempre convergente sobre todo o plano complexo z, ou seja, ψ(z) é uma função com-

pleta, uma vez que 〈ψ|ψ〉 = ∑n|〈n|ψ〉|2 = 1. As funções ψ(z) constituem o espaço

Segal–Bargmann [74, 75] de funções completas. Se |ψ〉 é um estado de número, então

ψ(z)=ψn
zn
√

n!
. Essas funções formam uma base ortonormal no espaço de Segal-Bargmann.

Se quisermos transformar uma equação contendo operadores (digamos â e â†) em

uma equação equivalente contendo funções clássicas isso é possı́vel porque, na base co-

erente, embora â e â† não comutem, eles podem ser diagonalizados simultaneamente.

Essa façanha não é possı́vel na base de Fock, pois nesta base os operadores que não co-

mutam não podem ser simultaneamente diagonalizados (veja, por exemplo, [76]). Para

mais detalhes sobre essas e outras propriedades notáveis dos estados coerentes veja, por

exemplo, [77, 78].
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2.7 Operadores na forma normal ordenada

Não se trata exatamente de uma propriedade dos estados coerentes, mas por vezes é

conveniente escrevermos os operadores de forma que todos os operadores de aniquilação

fiquem à direita e os operadores de criação fiquem à esquerda dos de aniquilação. Por

exemplo,

Â = â2â† = â(ââ†) = â(1+ â†â) = â+(1+ â†â)â = 2â+ â†â2. (2.39)

Assim, o valor esperado de um operador normal ordenado é obtido na forma

〈α|Â(â†, â)|α〉= Â(α∗, α) = Â(〈â†〉,〈â〉). (2.40)

Como exemplo temos,

〈α|(â†)nâm|α〉= α
∗n

α
m = 〈α|â†|α〉n〈α|â|α〉m. (2.41)

A expansão normal-ordenada de uma potência do operador de número n̂ em termos dos

operadores â e â†, que satisfazem a relação de comutação (2.6), pode ser escrita na forma

[79–81]

(â†â)m =
m

∑
l=0

Sm
l (â

†)l âl, (2.42)

onde Sm
l é o número de Stirling do segundo tipo (veja, por exemplo, [82]).
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3 Superposição de estados coerentes
sobre uma semirreta

Superposições exibem propriedades distintas das mostradas por suas componentes,

por exemplo, enquanto os estados coerentes sempre mostram estatı́stica poissoniana, suas

superposições podem mostrar estatı́sticas sub-poissonianas ou super-poissonianas [83–

85]. Um estado sub-poissoniano refere-se ao campo eletromagnético quantizado onde a

forma de linha da distribuição de fótons é mais estreita que aquela do estado coerente. O

inverso ocorre para a estatistica super-poissoniana.

3.1 Obtendo um estado de fase otimizado

Dentre os vários estados de interesse a serem gerados está o estado de fase. Contudo,

sua obtenção experimental permanence um problema em aberto, uma vez que se trata de

um estado ideal, não-normalizável e tendo valor esperado do número de fótons infinito, o

mesmo valendo para a incerteza de número [86–89]. Podemos obter apenas aproximações

do estado de fase ideal. Dai surge a questão: como gerar um estado de fase melhor

otimizado? Por exemplo, podemos dizer que um estado |ψ〉 tende para um estado de Fock

|N〉 se a sua distribuição de número Pn tende para uma delta de Kronecker, Pn→ δ (n,N).

Semelhantemente, um requisito estabelecido na literatura afirma que um estado |ψ〉 tende

para um estado de fase otimizado |ϕ〉 quando sua distribuição de fase P(θ) tende para

uma delta de Dirac, P(θ)→ δ (θ −ϕ).

A distribuição de fase de um dado estado |ψ〉 do campo eletromagnético de modo

único pode ser obtida pelas definições de Susskind-Glogover [90] e Pegg-Barnett [91],

como P|ψ〉(θ) = |〈θ |ψ〉|2, onde |θ〉 é o estado de fase ideal definida por Pegg-Vaccaro-
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Barnett [92]

|θ〉= lim
M→∞

1√
2π

M

∑
m=0

eimθ |m〉. (3.1)

O estado |θ〉 é dito ideal no sentido que esse não pode ser alcançado experimentalmente,

uma vez que deveria ter um número médio de fótons 〈θ |n̂|θ〉 ∼ limM→∞
1

2π ∑M
m=0 m e isso

despenderia uma energia infinita. Tendo em vista que a distribuição P|ψ〉 é correta [93],

torna-se importante a obtenção de estados que possam ser implementados experimental-

mente e que se aproximam do estado de fase ideal |φ〉, este que tem distribuição de fase

dada por P|φ〉(θ) = δ (θ −φ). Uma tentativa para aproximar um estado de fase para um

estado de fase ideal |φ〉 foi construı́da usando um estado fortemente comprimido, para o

qual a elı́pse de erro no espaço de fase toca a origem e possui um eixo muito longo na

direção de φ [94].

Estados de número em modo único munidos de 2N fótons (|2N〉) podem ser escritos,

em uma boa aproximação, como uma superposição de 2N estados coerentes, simetrica-

mente distribuı́dos sobre um cı́rculo centrado na origem do espaço de fase, através do

ajuste em suas intensidades. Uma proposta para sua produção experimental foi apresen-

tada por Malbouisson e Baseia [95] e Maia e coautores [96]. Uma vez que os estados de

número e de fase são estados conjugados, isso sugere a aproximação do estado de fase

pela superposição de estados coerentes dispostos sobre uma linha semirreta (SECR), com

uma das extremidades na origem do espaço de fase. Consideramos a superposição de

estados coerentes sobre uma reta, a partir de 2N estados coerentes, para aproximar para o

estado de fase |φ〉, na forma

|φ N(α)〉= 1
NN

2N

∑
j=1
|(2 j−1)α〉, (3.2)

onde a constante de normalização é dada por

N 2
N (α) = 2N +

2N−1

∑
j=1

2(2N− j)e−2|α|2 j2. (3.3)

Tem-se que, para α = r exp(iφ), a constante de normalização dependerá apenas de r2 =

|α|2. Esse estado pode ser representado no espaço de fase como mostrado na figura (3.1).

O estado de fase |φ N(α)〉 pode ser expandido na base de Fock. Aqui ele resulta na
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seguinte forma

∣∣φ N(α)
〉
=

∞

∑
n=0
〈n|φ N〉|n〉= 1

NN

∞

∑
n=0

2N

∑
j=1

e−
1
2 (2 j−1)2|α|2 (2 j−1)n|α|n√

n!
einφ |n〉 , (3.4)

enquanto o número médio de fótons é dado por

〈
φ

N∣∣ n̂ ∣∣φ N〉= |α|2
N 2

N

2N

∑
j,l=1

(2 j−1)(2l−1)e−2|α|2( j−l)2
, (3.5)

o qual aumenta infinitamente quando N→ ∞. Por outro lado, a distribuição de fase asso-

ciada ao estado |φ N〉, P(θ) = PN(θ ;φ), é dada por

PN(θ ;φ) = |〈θ |φ N〉|2 =
1

2π

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0
〈n|φ N〉e−inθ

∣∣∣∣∣
2

=
1

2πN 2
N

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

2N

∑
j=1

e−
1
2 (2 j−1)2|α|2 (2 j−1)n|α|n√

n!
ein(φ−θ)

∣∣∣∣∣
2

. (3.6)

Fig. 3.1: Representação pictórica da superposição de estados coerentes |φ 3〉 sobre uma
reta no espaço de fase.

Essa distribuição de fase é simétrica em torno de φ , dependendo unicamente da

diferença θ − φ . Dessa forma, para simplificar e sem perder a generalidade, nós assu-

mimos φ = 0 daqui em diante. A figura (3.2) apresenta o perfil de PN(θ) = PN(θ ;φ = 0)

em função de θ , para diversos valores de N. A distribuição PN(θ) torna-se um pico muito

alto e muito estreito em torno de φ = 0 quando aumentamos o valor de N. Verificamos

então que o estado |φ N〉 tem alcançado o estado de fase ideal |φ〉 no limite N→∞. Porém,
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reiteramos que alcançar esse limite não é possı́vel, pois requer energia infinita. Para saber-

(a)

(b)

Fig. 3.2: Distribuição de fase PN(θ) = PN(θ ; φ = 0) para (a) N = 3, 4, 5 e (b) N = 6, 7,
tomando |α|= 0.5. Para N = 7 a SECR é uma boa aproximação do estado de fase ideal.

mos quão perto um dado estado |ψ〉 está de um outro estado |ξ 〉 é necessário e suficiente

determinarmos a fidelidade entre eles, F = |〈ξ |ψ〉|2. Por exemplo, se |ξ 〉= |n〉 é um es-
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Fig. 3.3: Distribuição de fase adaptada de Aragão e coautores [94].

tado de número qualquer, a fidelidade entre |ψ〉 e |n〉 nos dá a distribuição do número de

fótons do estado |ψ〉, P|ψ〉 = |〈n|ψ〉|2. Entretanto, o conceito de fidelidade atribui-se ape-

nas a estados normalizados, com 0≤ F ≤ 1, e portanto não pode ser usado para o estado

de fase ideal, que é não-normalizado. A quantidade P(θ) = |〈θ |ψ〉|2 nos dá a distribuição

de fase do estado |ψ〉, mas essa quantidade é não-limitada (seu valor máximo pode ser

muito grande).

Podemos então comparar o estado SECR com outro estado que é uma boa aproximação

do estado de fase ideal. Trata-se do estado fortemente comprimido, |β ,z〉= D̂β Ŝz|0〉, onde

D̂β é o operador deslocamento (cf. seção 2.2) e Ŝz = exp[(z∗â2− zâ†2)/2] é o operador

squeezing, com β = Rexp(iθ) e z = sexp(iφ). Fixando φ = 2θ −π e s = ln(R), a elı́pse

de erro iniciando na origem do espaço de fase e o eixo maior estando na direção φ , como

mostrado por Aragão e coautores [94]. Na figura (3.2), escolhemos parâmetros tais que

a distribuição de fase do estado |φ N(α)〉, para |α|= 0.5 e N = 5, relembra a distribuição

de fase do estado apresentada na figura (3.3), com R = 15. Ambos os estados possuem

excitações similares, 〈n〉 ' 300, e possuem o mesmo valor máximo da distribuição de fase

Pmax(θ)' 150. Uma vez que o tempo de descoerência depende da intensidade do campo,

τd ∼ 1/〈n〉, uma comparação relevante entre esses estados é a eficiência de prepará-los

em laboratório. Essa não é a intenção aqui. A proposta mostra na seção 3.3 como o estado

SECR pode ser produzido usando uma CQED padrão.
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3.2 MJC: caso dispersivo e ressonante

Como mencionado anteriormente (cf. Cap.1), o MJC [50] possui grande importância

na literatura, com aplicações em Óptica Quântica, em nanocircuitos quânticos hı́bridos,

em pontos quânticos (quantum dots), etc. A evolução temporal do sistema total (átomo+campo)

é descrita pela equação de Schrödinger (com h̄ = 1), com hamiltoniano

Ĥ = ω â†â+
1
2

ω0σ̂z +λ (σ̂++ σ̂−)(â+ â†), (3.7)

A interpretação dos termos da interação acima é a seguinte:

σ̂+â: um fóton é absorvido e o átomo é excitado, g→ e;

σ̂−â†: um fóton é emitido e o átomo decai, e→ g;

σ̂+â†: um fóton é emitido e o átomo é excitado, g→ e;

σ̂−â: um fóton é absorvido e o átomo decai, e→ g.

Notemos que os dois últimos casos são processos que não obdecem às leis de conservação

de energia. Isso pode ser contornado fazendo uso da aproximação de onda girante. A

aproximação de onda girante (RWA) consiste basicamente em desprezar os termos que

oscilam rapidamente com o tempo. Então, obtemos

ĤJC = ω â†â+
1
2

ω0σ̂z +λ (σ̂+â+ σ̂−â†), (3.8)

com os operadores â e â† definidos na seção 2.1, σ− = |g〉〈e| (σ+ = |e〉〈g|) é o operador

abaixamento (levantamento) do elétron entre os nı́veis atômicos inferior e superior, o ope-

rador inversão de população atômica σ̂z = |e〉〈e|− |g〉〈g| é uma das matrizes de Pauli (σ̂x,

σ̂y, σ̂z, 1̂1), ω (ω0) é a frequência do campo (átomo), e λ define o acoplamento átomo-

campo. Identificamos Ĥ0 = ω â†â+ 1
2ω0σ̂z como o “hamiltoniano livre”, enquanto V̂ =

λ (σ̂+â+ σ̂−â†) é a interação de Jaynes-Cummings no caso ressonante. Quando ω = ω0,

o átomo e o campo estão em ressonância e temos então [Ĥ0,V̂ ] = 0. Como consequência,

o hamiltoniano total torna-se facilmente solucionável, na forma exata. Quando os sub-

sistemas (digamos átomo e campo) estão defasados, com ∆ω = ω0−ω 6= 0, podem ocor-

rer duas possibilidades: eles podem estar próximos da ressonância, o que significa ∆ω

λ
≈ 1,

ou distante da ressonância, quando ∆ω

λ
� 1. No primeiro caso, pela adição e subtração

do termo 1
2ωσ̂z na equação (3.8), o hamiltoniano descrevendo a evolução da partı́cula as-

sume a forma Ĥ ′ = ω(â†â+ 1
2 σ̂z)+

1
2∆ωσ̂z +λ (σ̂+â+ σ̂−â†), onde Ĥ ′0 = ω(â†â+ 1

2 σ̂z)

é o novo “hamiltoniano livre” e V̂ ′ = 1
2∆ωσ̂z +λ (σ̂+â+ σ̂−â†) é o novo hamiltoniano de

interação. Dessa forma temos [Ĥ ′0,V̂
′] = 0, e o sistema átomo-campo torna-se facilmente
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solucionável de forma exata.

Por outro lado, se a defasagem ∆ω é grande (∆ω

λ
� 1), a solução do problema torna-

se mais complicada. Nesse caso uma boa aproximação é obtida a partir do hamiltoniano

efetivo de interação V̂ ′′ [97, 98]. Nesse procedimento os átomos devem ser gerados de

tal forma que o nı́vel excitado |e〉 esteja acoplado a um terceiro estado mais excitado |i〉
pela frequência de transição ωo = ωc + δ , onde ωc define a frequência da cavidade e δ

representa a defasagem entre os estados |e〉 e |i〉. Essa deve ser apropriadamente ajustada

de modo que apenas a transição virtual ocorra entre esses nı́veis. Esse tratamento foi

usado por Ferreira e coautores [99] para calibrar as velocidades de átomos a fim de obter

uma lista de estados do campo tendo propriedades pré-selecionadas. O hamiltoniano de

interação modificado é escrito na forma,

Ĥe f = we f f â†âσ̂3 = we f f â†â(|i〉〈i|− |e〉〈e|), (3.9)

onde we f f =
2d2

δ
e d é momento de dipolo atômico (ge) [100]. O termo de interação

da equação (3.9) é válido assumindo que d2n >> δ 2 + γ onde n é o número de fótons

e γ é a taxa de emissão espontânea [101]. Por sua vez, um átomo excitado colocado

numa cavidade no estado de vácuo do campo (n = 0) sofre, periodicamente, decaimentos

espontâneos reversı́veis. Através da evolução temporal do estado do sistema é possı́vel

explicar, sob a luz do MJC, a emissão espontânea.

3.2.1 Exemplificando o MJC ressonante

Considerando um cenário mais realı́stico, onde o sistema sofre perdas e portanto

perde coerência, nós escrevemos um hamiltoniano mais geral dado por,

Ĥ ′JC = ω â†â+
1
2

ω0σ̂z +λ (σ̂+â+ σ̂−â†)− i
γ

2
|e〉〈e|. (3.10)

A expressão acima difere da equação (3.8) pela adição de um quarto termo correspon-

dendo às perdas, onde γ é a taxa de decaimento do estado excitado |e〉 para o estado

fundamental |g〉.

Nós usamos uma abordagem fenomenológica via uso de um hamiltoniano não-hermitiano,

muito em voga ultimamente, por exemplo, como o usado por Baker e Singleton [102] para

determinar os valores esperados de observáveis arbitrários. Lee e I’Yi [103] usaram um
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hamiltoniano similar para estudar transformações canônicas em mecânica quântica. O

mesmo foi feito por Longhi [104] para mostrar uma técnica laboratorial que visualiza

propriedades espectrais em óptica. A função de onda que descreve a evolução temporal

do hamiltoniano do sistema descrito na equação (3.10) pode ser escrita como

|Ψ(t)〉=
∞

∑
n
[Cg,n(t)|g,n〉+Ce,n(t)|e,n〉] , (3.11)

onde Ce,n(t) e Cg,n(t) são, respectivamente, as amplitudes de probabilidade para |e,n〉 e

|g,n〉. Esse é um estado do átomo vestido pelo estado do campo.

Assumimos o átomo inicialmente preparado no nı́vel excitado |e〉 e o campo no estado

coerente

|α〉= ∑∞
n Cn |n〉= ∑∞

n exp

(
−|α|

2

2

)
αn
√

n!
|n〉 . (3.12)

Consideramos também a seguinte condição inicial: Cg,n(0) = 0 e ∑∞
n |Ce,n(0)|2 = 1. As-

sumindo que os sub-sitemas estão inicialmente desacoplados (t = 0), isto é, ainda não

interagindo, então o estado inicial do sistema pode ser escrito como,

|Ψ(0)〉=
∞

∑
n=0

Cn|e,n〉. (3.13)

A evolução do sistema (equação de Schrödinger) |Ψ(t)〉 é dada por (com h̄ = 1),

i
d|Ψ(t)〉

dt
= Ĥ|Ψ(t)〉, (3.14)

onde, para este caso em particular, Ĥ é o hamiltoniano dado na equação (3.10). Podemos

encontrar um conjunto de equações de movimento na forma,

∂Ce,n(t)
∂ t

=−inωCe,n(t)−
i
2

ω0Ce,n(t)− iλ
√

n+1Cg,n+1−
γ

2
Ce,n(t), (3.15)

∂Cg,n+1(t)
∂ t

=−i(n+1)ωCg,n+1(t)+
i
2

ω0Cg,n+1(t)−iλ
√

n+1Ce,n(t). (3.16)

A solução desse sistema de equações fornece Ce,n(t) e Cg,n+1(t). Nó obtivemos a
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3.2 MJC: caso dispersivo e ressonante

solução numericamente usando o método de Runge-Kutta-Fehlberg (rk45). A inversão

de população atômica, responsável pela ocorrência do laser, também pode ser escrita em

termos dos coeficientes acima como,

I(t) =
∞

∑
n=0

[
|Ce,n(t)|2−

∣∣Cg,n+1(t)
∣∣2] . (3.17)

Os resultados encontrados são mostrados nas figuras 3.4(a), 3.4(b), e 3.4(c)). A figura

3.4(a) apresenta decaimento lento e reproduz os dados encontrados por Banacloche [105].

As figuras 3.4(b) e 3.4 (c) mostram decaimento. O efeito de decaimento no átomo leva

à redução da amplitude de oscilação da inversão de população. Quanto maior a taxa de

decaimento, maior a redução da amplitude de oscilação, como esperado. O decaimento

na cavidade afeta a transição de fótons entre os nı́veis |e〉 e |g〉.
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a)  γ = 0.01λ
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 t
)

b)  γ = 0.03λ
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c)  γ = 0.05λ

Fig. 3.4: Evolução temporal da inversão de população atômica com diferentes coeficientes
de decaimento γ para 〈n̂〉= 49, ω =ω0 = 8λ . (a) γ = 0.01λ ; (b) γ = 0.03λ ; (c) γ = 0.05λ .
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3.3 Criação da SECR em cavidades

A ocorrência de “colapso de Cummings” e resurgimento das oscilações da inversão

da população atômica ocorre quando o átomo interage com certos tipos de estados do

campo luminoso quantizado. O efeito é atribuı́do à granularidade do campo (fótons). A

região de colapso sendo onde ocorre interferência destrutiva, enquanto o “revival” das

oscilações sendo atribuı́do a interferência construtiva. Uma surpreentente observação ini-

cial do efeito foi que ele não ocorria se o campo inicial fosse um estado de número |n〉,
arbitrário, o mais quântico de todos, mas ocorria se o campo inicial fosse um estado coe-

rente, o mais clássico dentre os campos quantizados. O efeito ocorre no átomo mas exige

que o campo de radiação esteja quantizado. Para mais detalhes sobre essa discussão, veja

Ferreira e coautores [106].

3.3 Criação da SECR em cavidades

Para produzir o estado SECR que se aproxima do estado de fase ideal em cavidade

microonda seguimos um protocolo que é uma generalização do procedimento utilizado

para criar superposições de estados coerentes, tais como o “gato” de Schrödinger [107,

108]. Um esquema similar foi proposto como mecanismo para gerar estado de número

como superposição de estados coerentes sobre um cı́rculo [95,96] e para produzir estados

comprimidos como superposição de estados coerentes sobre uma semirreta no espaço de

fase [109].

A figura 3.5 ilustra o aparato esquematicamente. Um forno produz átomos alta-

mente excitados (átomos de Rydberg) com nı́veis atômicos |g〉, |e〉 e |i〉 (com os números

quânticos principais N = 49, 50, 51, respectivamente). Os átomos, previamente excita-

dos, passam através de um seletor de velocidades para o nı́vel |e〉. Então cada átomo

atravessa sequencialmente, um por vez, uma primeira zona de Ramsey, depois uma cavi-

dade microonda de alta qualidade–baixa perda–, contendo campo de radiação com o qual

o átomo vai interagir, e depois uma segunda zona de Ramsey sendo finalmente detectado.

As duas zonas Ramsey são cavidades de baixa qualidade alimentadas pelo gerador de mi-

croonda. Essas duas zonas de Ramsey têm funções diferentes: a primeira prepara o estado

do campo, a segunda torna o estado átomo-campo uma superposição. O campo interage

de forma ressonante com a transição entre os nı́veis atômicos |g〉 ↔ |e〉 e possui intensi-

dade ajustada para produzir uma rotação π/2 no espaço atômico: |g〉 → (|g〉− |e〉)/
√

2 e

|e〉 → (|g〉+ |e〉)/
√

2.
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3.3 Criação da SECR em cavidades

Fig. 3.5: Representação do esquema de uma cavidade QED para produção de estados
|φ N〉. Na sequência temos uma fonte de átomos (S), uma zona de Ramsey (R), uma cavi-
dade geradora de microondas (MG), uma segunda zona de Ramsey (R) e dois detectores
dos nı́veis excitado |e〉 e fundamental |g〉, nessa ordem.

Por outro lado, a frequência da radiação na cavidade de alta qualidade-Q é ajustada

próximo da ressonância da transição |e〉 → |i〉, com uma pequena defasagem δ , mas para

longe da transição |g〉 ↔ |e〉. A interação átomo-campo de forma dispersiva pode ser

descrita pelo hamiltoniano efetivo dado na equação (3.9). A interação dispersiva produz

um desvio de fase θ = we f f tc no campo da cavidade, tc sendo o tempo que o átomo leva

para atravessar a cavidade, caso o átomo passe no estado |e〉 mas não sofre esse efeito

quando o estado atômico é |g〉. Fixamos a velocidade atômica de tal modo que o desvio

de fase seja θ = π . Além disso, esses são também detectores atômicos que identificam o

estado do átomo de prova.

Inicialmente um modo único pode ser preparado em um estado coerente |α〉 na ca-

vidade de alta qualidade-Q deslocando o estado de vácuo com uma corrente clássica.

Dessa forma, um primeiro átomo é enviado através da cavidade, com uma velocidade

pré-selecionada e no nı́vel excitado |e〉. Dessa forma, o estado emaranhado átomo-campo

evolui seguindo a sequência: para a primeira zona de Ramsey, para a cavidade de alta

qualidade-Q e para a segunda zonda de Ramsey (estado ainda não-normalizado), ou

seja |ψ0〉 = |e〉|α〉 → |ψ1
R1
〉 = (|g〉+ |e〉) |α〉 → |ψ1

C〉 = (|g〉|α〉+ |e〉|−α〉)→ |ψ1
R2
〉 =

|g〉(|α〉+ |−α〉) + |e〉(|−α〉− |α〉). Se o átomo for detectado no estado |g〉 então o

campo na cavidade é projetado no estado (|α〉+ |−α〉). Agora, imediatamente após

à detecção, liga-se o gerador de microonda alimentando a cavidade com uma corrente

clássica com o dobro de intensidade para produzir um deslocamento 2α , e o estado na
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3.3 Criação da SECR em cavidades

cavidade resulta na forma

|φ 1(α)〉= 1
N1

D̂(2α)(|α〉+ |−α〉) = 1
N1

(|α〉+ |3α〉) . (3.18)

A interação dispersiva entre átomo-campo na cavidade de alta qualidade-Q produz um

emaranhamento entre o átomo e o campo quando o átomo atravessa a cavidade.

Agora, se um segundo átomo é enviado através do aparato com a mesma velocidade,

quando o estado do campo na cavidade é |φ 1(α)〉, o estado átomo-campo evolui seguindo

os mesmos passos com o antes mas com |α〉 substituido por |φ 1(α)〉. Então, se o átomo

for detectado no estado |g〉 e um deslocamento de 4α for aplicado na cavidade, o campo

na cavidade torna-se

|φ 2(α)〉= 1
N2

D̂(4α)(|α〉+ |3α〉+ |−α〉+ |−3α〉)= 1
N2

(|α〉+ |3α〉+ |5α〉+ |7α〉) .

(3.19)

Prosseguindo com esse procedimento, vê-se que a passagem do k-ésimo átomo, com

o campo na cavividade no estado |φ k−1(α)〉 ∼∑2k−1

j=1 |(2 j−1)α〉, a detecção do átomo no

estado |g〉 seguido por um deslocamento 2kα do campo na cavidade, leva ao estado

|φ k(α)〉= 1
Nk

D̂(2k
α)

(
2k−1

∑
j=1
|(2 j−1)α〉+

2k−1

∑
j=1
|− (2 j−1)α〉

)
=

1
Nk

2k

∑
j=1
|(2 j−1)α〉.

(3.20)

Dessa forma, o estado SECR da equação (3.2) pode ser produzido na cavidade de alta

qualidade-Q pela passagem de N átomos de Rydberg, todos eles detectados no estado

fundamental |g〉, com o campo na cavidade sendo deslocado 2kα apenas após a detecção

do k-th átomo. Para mais detalhes sobre esse processo, veja Ferreira e coautores [110].

A viabilidade da geração do estado |φ N(α)〉 depende naturalmente da eficiência dos

vários componentes do arranjo experimental, mas também da probabilidade de sucesso

de detectar todos os N átomos no estado fundamental |g〉. Esse critério é dado por [109]

pN(α) =
N

∏
k=1
|〈g|ψk

R2
〉|2 =

(
1
4

)N

N 2
N (α). (3.21)

A figura (3.6) mostra que o arranjo é viável experimentalmente para pequenos e modera-

dos valores de N, o número de átomos envolvidos no processo de geração, mas não para

grandes valores de r = |α|. Isso ocorre devido aos inevitáveis efeitos de descoerência,
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que consiste na deteriorização do estado quântico com o passar do tempo: a causa vem do

sistema considerado interagir com o reservatório (as paredes da cavidade, por exemplo).

Número grande de partı́culas (fótons) piora a situação, aumenta o estrago do estado que

foi preparado.

Fig. 3.6: Probabilidade de sucesso de criar a superposição de estados coerentes com uma
distribuição de fase bastante concentrada. A chance de obter o estado é inversamente
proporcional à N e r = |α|.

O procedimento utilizado para gerar o estado |φ N(α)〉 em uma cavidade é similar

ao que foi descrito nas referências [95, 109], mas difere da proposta anterior apresentada

na referência [111], a qual também utiliza a interação átomo-campo dispersiva. Nessa

abordagem, o número de estados coerentes na superposição aumenta linearmente com

o número de átomos detectados, N. A vantagem do nosso esquema é que o número de

estados coerentes compondo a superposição cresce exponencialmente com o número de

átomos detectados.

O procedimento descrito acima pode ser mapeado em um esquema para gerar o estado

SECR em modo de onda viajante. Para tal finalidade, o arranjo na figura (3.5) é mapeado

em um interferômetro de Mach-Zehnder (MZI), como mostra a figura (3.7), alimentado

com estados de Fock |1〉 e |0〉 nos modos internos, contendo um meio Kerr não-linear que

acopla dispersivamente um dos modos internos com um campo externo em um estado

coerente |α〉, incluindo dois divisores de feixe 50/50 fazendo o papel das zonas de Ram-

sey [112] do arranjo na figura (3.5). Um conjunto de MZI bem alinhados irá corresponder

à sequência de átomos atravessando o arranjo que usa a cavidade [113].
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Fig. 3.7: Esquema para o método proposto de geração do estado SECR usando um inter-

ferômetro de Mach-Zehnder com um meio Kerr em um braço. BS1 e BS2 são divisores

de feixe. O caminho no sentido horário do interferômetro contém um atraso dando ori-

gem a uma mudança de fase indicada como θ . O modo a é o braço do interferômetro

que contém o meio Kerr, enquanto o modo b, também passando pelo meio Kerr, contém

inicialmente um estado coerente. D1 e D2 são os detectores de fótons nas portas de saı́da

do interferômetro.

3.4 Propriedades não-clássicas do estado SECR

Aqui investigamos a ocorrência de propriedades não-clássicas do estado |φ N〉, tra-

tando inicialmente a natureza da estatı́stica de fótons e depois avaliando o efeito de com-

pressão de quadratura (squeezing), antes mencionado.

3.4.1 Estatı́stica de fótons da SECR

Para avaliarmos a natureza da distribuição estatı́stica do número de fótons do estado

|φ N(α)〉, devemos comparar a variância do operador número de fótons, 〈(∆n̂)2〉= 〈n̂2〉−
〈n̂〉2 com o número médio de fótons. Para esse fim, calculamos o PM definido por [77]

Q =
〈n̂2〉−〈n̂〉2

〈n̂〉
−1. (3.22)
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O estado do campo da radiação é dito super-poissoniano, poissoniano e sub-poissoniano

quando Q > 0, Q = 0 e Q < 0, respectivamente. A diferença entre os três tipos de es-

tatı́stica é ilustrada na figura (3.8), onde compara-se uma distribuição super-poissoniana

do número de fótons e uma sub-poissoniana a uma distribuição de Poisson com o mesmo

número médio de fótons. Vemos que as distribuições super-poissoniana e sub-poissoniana

são, respectivamente, mais larga e mais estreita que a distribuição de Poisson. A ocorrência

de estatı́stica sub-poissoniana garante que o estado é não-clássico. Isso ocorre quando a

distribuição do número de fótons possui variância menor que a média. A distribuição

do número de fótons de um estado coerente é uma poissoniana, logo o seu PM é zero.

Entretanto, alguns estados quânticos do campo podem exibir um PM positivo e a sua

não-classicalidade pode aparecer na forma de outros efeitos quânticos.

Fig. 3.8: Comparação da estatı́stica de fótons da luz com distribuição de Poisson com
a luz sub-poissoniana e a luz super-poissoniana. As distribuições foram tomadas para o
mesmo número médio de fótons n̄ = |α|2 = 100.

Uma vez que o estado |φ N(α)〉 é uma superposição de estados coerentes, o cálculo

de médias de potências do operador número torna-se fácil ao expressarmos n̂ν na forma

nornal ordenada (cf. seção 2.7), que é escrever n̂ν = (â†â)ν = ∑ν
µ=1S

(µ)
ν (â†µ âµ), onde

S
(µ)
ν é o número de Stirling de segundo tipo [82]. Dessa modo, temos

〈φ N |n̂ν |φ N〉= 1
N 2

N

ν

∑
µ=1

S
(µ)
ν |α|2µ

2N

∑
j,l=1

(2 j−1)µ(2l−1)µ e−2|α|2( j−l)2
. (3.23)

Para calcularmos Q, tomamos ν = 1, 2 e usamos o fato que S
(1)
1 = S

(1)
2 = S

(2)
2 = 1.

O PM do estado SECR com distribuição de fase altamente concentrada é mostrado na

figura (3.9) a seguir. Os cálculos mostraram que o estado SECR, na forma |φ N(α)〉, é

super-poissoniano, com Q > 0, para todos r = |α|. Por sua vez, a função de Glauber-
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Fig. 3.9: Parâmetro de Mandel da mesma superposição de estados coerentes com uma
distribuição de fase bastante concentrada.

Sudarshan do estado SECR é dado por

P(α) =
e|α|

2

π2N 2
N

2N

∑
j,l=1

e−|α
′|2[2 j( j−1)+2l(l−1)+1]

∫
eu∗[α−(2l−1)α ′]−u[α∗−(2 j−1)α ′∗]d2u. (3.24)

A equação acima não pode ser resolvida nessa forma, mas podemos avaliá-la através de

algumas considerações. Para o caso de j = l podemos reescrevê-la como

P(α) =
e|α|

2

π2N 2
N

2N

∑
j=1

e−|α
′|2[4 j( j−1)+1]

∫
eu∗[α−(2 j−1)α ′]−u[α∗−(2 j−1)α ′∗]d2u, (3.25)

então obtemos

P(α) =
e|α|

2

N 2
N

2N

∑
j=1

e−|α
′|2[4 j( j−1)+1]

δ
(
α− (2 j−1)α ′

)
. (3.26)

3.4.2 Compressão do ruı́do quântico

Conforme já mencionado, uma outra caracterı́stica não-clássica importante do campo

eletromagnético quantizado de modo único é a ocorrência de compressão em uma das

componentes de quadratura no espaço de fase. Os operadores de quadratura do campo,

que correspondem aos operadores posição e momento no caso de partı́culas, são definidos
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como

x̂ =
1√
2
(â+ â†) , p̂ =

−i√
2
(â− â†). (3.27)

Considerando a relação dada em (2.6), temos [x̂, p̂] = i. Isso implica que as variâncias

nas quadraturas satisfazem a relação de incerteza de Heisenberg, (∆x̂)2(∆p̂)2 ≥ 1
4 , onde

(∆Ô)2 = 〈Ô2〉−〈Ô〉2 é o desvio quadrático médio do operador Ô . Os estados com incer-

teza mı́nima (como o coerente), assim como o estado comprimido, satisfazem a igualdade

na relação de incerteza, sendo os estados coerentes (incluindo o estado de vácuo) aqueles

que possuem a mesma variância em ambas as quadraturas, (∆x̂)2 = (∆p̂)2 = 1/2. Por

outro lado, superposições de estados coerentes não são estados de incerteza mı́nima, mas

o efeito de compressão ocorre sempre que o quadrado de uma das variâncias, (∆x̂)2 ou

(∆p̂)2, torna-se menor que o limite mı́nimo 1/2, com o quadrado da variância da outra

quadratura aumentando, garantindo assim que a relação de incerteza de Heisenberg está

sendo obedecida [15, 21, 114–117].

Agora, escrevendo α = 1√
2
(x0 + ip0), os valores esperados dos operadores x̂, p̂, x̂2 e

p̂2, no estado |φ N(α)〉, são dados por

〈φ N |x̂|φ N〉 =
x0

N 2
N

2N

∑
j,k=1

(2 j−1)e−(x
2
0+p2

0)( j−l)2
, (3.28)

〈φ N |p̂|φ N〉 =
p0

N 2
N

2N

∑
j,k=1

(2 j−1)e−(x
2
0+p2

0)( j−l)2
, (3.29)

〈φ N |x̂2|φ N〉 =
1
2
+

1
2N 2

N

{
x2

0

2N

∑
j,l=1

[(2 j−1)( j+ l−1)]e−(x
2
0+p2

0)( j−l)2

− p2
0

2N

∑
j,l=1

[(2 j−1)( j− l)]e−(x
2
0+p2

0)( j−l)2

}
, (3.30)

〈φ N |p̂2|φ N〉 =
1
2
+

1
2N 2

N

{
−x2

0

2N

∑
j,l=1

[(2 j−1)( j− l)]e−(x
2
0+p2

0)( j−l)2

+ p2
0

2N

∑
j,l=1

[(2 j−1)( j+ l−1)]e−(x
2
0+p2

0)( j−l)2

}
. (3.31)
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A partir dessas equações, podemos determinar as variâcias das quadraturas (∆x̂)2 = 〈x̂2〉−
〈x̂〉2 e (∆p̂)2 = 〈p̂2〉−〈p̂〉2, para o estado |φ N(α)〉. Sem perda de generalidade, considera-

mos α real e positivo (φ = 0), α = x0/
√

2 > 0 com p0 = 0. Através de rotações no espaço

de fase podemos obter os resultados para o caso em que α possui valores complexos.

Como vemos na figura 3.10(a), a componente de quadratura p̂ é comprimida enquanto a

variância da componente x̂ aumenta bastante quando r = |α| cresce, garantindo assim que

(∆x̂)2(∆ p̂)2 ≥ 1/4, ∀ r. Observe que enquanto |α| varia no intervalo entre valores muito

pequenos até valores consideráveis, e quando N aumenta, o estado |φ N(α)〉 torna-se alta-

mente comprimido, com (∆p̂)2 tendendo a zero. Esse resultado concorda com os valores

obtidos por Davidovich e coautores [109], o qual considera uma superposição estados

coerentes distribuidos simetricamente em relação a origem. A figura 3.10(b) mostra o

produto das variâncias das quadraturas como função de r para alguns valores de N. Po-

demos ver que para pequenos valores de r = |α| o estado |φ N(α)〉 se aproxima de um

estado de incerteza mı́nima. Entretanto o produto das variâncias das quadraturas cresce

rapidamente quando r cresce. O comportamento assintótico das variâncias das quadratu-

ras, considerando apenas correção de primeira ordem, isto é, x0� 1, é dado por

(∆x̂)2 ' 1
2
+

4
3
(
22N−1

)
x2

0 +4(2N−1)2Nx2
0e−x2

0 (3.32)

(∆p̂)2 ' 1
2
−2
(

1− 1
2N

)
x2

0e−x2
0 (3.33)

e mostra que a partir do limite da incerteza mı́nima aumenta quadraticamente com |α|2.

Observe que, no limite assintótico, a primeira ordem do valor médio é 〈x̂〉 ' x0+2x0e−x2
0 ,

a qual aumenta linearmente com |α|. De posse das equações (3.28)–(3.31), vemos que se

α = ip0/2 com p0 > 0, correspondendo ao valor φ = π/2, a situação é revertida, onde a

componente de quadratura x̂ sendo altamente comprimida enquanto a componente p̂ fica

muito acima do valor limite, como esperado pela simetria.

3.4.3 Representação de Wigner

A representação do operador densidade (densidade de estados) no espaço de fase

[21, 58, 117, 118], para descrever estados puros ou mistos, é de grande importância na

discussão da evolução temporal dos estados em diversas situações e também para es-

tudar os aspectos semiclássicos na fronteira clássico-quântico. A constatação de ruı́do

sub-poissoniano leva a correlações de alta ordem no sistema que podem estar contidas
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(a) (b)

Fig. 3.10: Na figura (a) são mostradas as variâncias nas quadraturas, (∆x̂)2 e (∆p̂)2 (nas
linhas tracejadas e sólidas, respectivamente), do mesmo SECR com α = x0/2 > 0, isto é,
φ = 0, como uma função de r = |α|; onde a linha horizontal pontilhada é o limite mı́nimo.
A figura (b) mostra o produto das variâncias das quadraturas x e p, onde a linha horizontal
pontilhada indica o limite de incerteza mı́nima.

na função geratriz de cumulantes. Nesse sentido, empregamos a quase distribuição de

probabilidade introduzida por Wigner [19], comumente chamada de função de Wigner.

Então, consideramos a FW descrevendo o estado SECR |φ N(α)〉 dada por

W (x, p) =
∫

dzeipz
〈

x− z
2

∣∣∣ρ̂N(α)
∣∣∣x+ z

2

〉
, (3.34)

onde ρ̂N(α)= |φ N(α)〉〈φ N(α)| é a matriz densidade correspondente enquanto as variáveis

clássicas adimensionais x e p correspondem às componentes de quadratura x̂ e p̂. A FW

pode ser definida em outras formas, por exemplo, como uma transformada de Fourier da

função caracterı́stica simétrica do operador densidade [93].

Para o estado |φ N(α)〉 definido na equação (3.2), tomando α = (x0 + ip0)/
√

2, a FW

é dada pela expressão

WN(x, p) =
2

N 2
N

{
2N

∑
j=1

exp{−[x− (2 j−1)x0]
2− [p− (2 j−1)p0]

2}

+2
2N

∑
j>l=1

exp{−[x− ( j+ l−1)x0]
2− [p− ( j+ l−1)p0]

2}

× cos[2( j− l)(x0 p− xp0)]

}
. (3.35)

A partir daqui, por questão de simplicidade mas sem perda de generalidade, assumimos
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p0 = 0 e x0 > 0, ou seja φ = 0, e fixamos α = x0/
√

2. Dessa forma, a FW torna-se

WN(x, p) =
2e−p2

N 2
N

{
2N

∑
j=1

exp[−(x− (2 j−1)x0)
2]

+ 2
2N

∑
j>l=1

exp[−(x− ( j+ l−1)x0)
2]cos(2( j− l)x0 p)

}
. (3.36)

A FW possui três caracterı́sticas que coincidem com as de uma distribuição clássica no

espaço de fase. Primeiramente, como ela é derivada de um operador hermitiano, ela

assume apenas valores reais. Segundo, a integração sobre os momentos dá a distribuição

de probabilidade das posições, isto é, |ψ(x)|2. Por último, a integração sobre as posições

dá a distribuição de probalilidade dos momentos, ou seja |ψ(p)|2, conforme seguem,

|〈x|ψ〉|2 = |ψ(x)|2 = 1
2π

∫ ∞

−∞
d pW (x, p)≥ 0, (3.37a)

|〈p|ψ〉|2 = |ψ(p)|2 = 1
2π

∫ ∞

−∞
dxW (x, p)≥ 0. (3.37b)

A figura (3.11) mostra que, para N = 2 e N = 3, os mı́nimos da FW são os mesmos,

mas os pontos de máximo se deslocam na direção da componente de quadratura x. Como

exemplificado na figura (3.12), para o caso de N = 3 e para pequenos valores de |α|, a

função de Wigner do estado SECR se assemelha à função de Wigner do estado compri-

mido. No entanto, para grandes valores de |α|, a função de Wigner mostra explicitamente

caracterı́sticas não-clássicas, como as grandes oscilações entre valores positivos e nega-

tivos de W (x, p). Observe que, quando |α| é aumentado, a região não-nula da função de

Wigner torna-se menor no espaço de fase. Agora, no capı́tulo 4, obteremos um importante

ponto da evolução temporal do SECR |φ N(α)〉 em contato com um reservatório, o qual

pode ser descrito por reservatório dissipativo ou pela interação com um reservatório de

ganho, ingredientes que encontramos no laser.
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(a)

(b)

Fig. 3.11: Curvas de nı́vel da função de Wigner mostrando os pontos de mı́nimo (regiões
claras) e de máximo (regiões azuis) para x0 = 3.57 (α ∼ 2.5), fazendo p0 = 0: Na figura
(a) para N = 2; Na figura (b) para N = 3.
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(a)

(b)

Fig. 3.12: Função de Wigner do SECR |φ N〉, para N = 3 e fazendo p0 = 0: (a) x0 = 0.3 e
(b) x0 = 3.0.
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4 Equação de Fokker-Planck e FW
dependente do tempo

Neste capı́tulo, investigamos como as propriedades do estado SECR são afetadas pela

influência de um oscilador quântico parametricamente excitado. Para sermos mais realis-

tas, consideramos que o sistema quantizado é aberto e sofre influência também de um

meio externo que pode ser modelado por um reservatório amplificador ou dissipador,

sensı́vel à fase. Nesse sentido temos a equação mestra geral na representação da interação

para o operador densidade ρ̂ em um amplificador degenerado paramétrico linear. A in-

clusão de um reservatório sensı́vel à fase é escrita na forma (com h̄ = m = ω = 1)

dρ̂

dt
=

k
2
[â†2− â2, ρ̂]+Γ1(2â†

ρ̂ â− ââ†
ρ̂− ρ̂ ââ†)+Γ2(2âρ̂ â†− â†âρ̂− ρ̂ â†â)

+Γ3(2âρ̂ â− ââρ̂− ρ̂ ââ)+Γ∗3(2â†
ρ̂ â†− â†â†

ρ̂− ρ̂ â†â†), (4.1)

onde o primeiro termo do lado direito corresponde à amplificação paramétrica e a cons-

tante k é real e indepentente do tempo, havendo ressonância entre o oscilador e a perturbação

externa, enquanto os outros termos correspondem aos efeitos mais fracos do reservatório

na forma bilinear dos operadores de aniquilação â e criação â† (com [â, â†] = 1̂1) que

preservam a hermiticidade e o traço do operador densidade [119–126]. Essa última pro-

priedade requerida implica que os coeficientes Γ1 e Γ2 são reais e positivos e o coeficiente

complexo Γ3 deve satisfazer a desigualdade [119–126]

|Γ3| ≤
√

Γ1Γ2. (4.2)

Em seguida, para resolver a equação (4.1), a reescrevemos na representação de Wigner

para então chegamos à conhecida equação de Fokker-Planck

∂W
∂ t

=
1
2

Dxx
∂ 2W
∂x2 +Dxp

∂ 2W
∂x∂ p

+
1
2

Dpp
∂ 2W
∂ p2 −(k+γ)

∂

∂x
(xW )+(k−γ)

∂

∂ p
(pW ), (4.3)



4 Equação de Fokker-Planck e FW dependente do tempo

onde os parâmetros constantes são definidos da seguinte forma:

Dxx = Γ0−ΓR, (4.4a)

Dxp = ΓI, (4.4b)

Dpp = Γ0 +ΓR, (4.4c)

Γ0 = Γ1 +Γ2, (4.4d)

ΓR = Γ3 +Γ∗3, (4.4e)

ΓI = i(Γ∗3−Γ3), (4.4f)

γ = Γ1−Γ2. (4.4g)

A condição dada na equação (4.2) implica que |ΓR| ≤ 2
√

Γ1Γ2 ≤ Γ0. Dessa forma, os

coeficientes de difusão Dxx e Dpp são sempre positivos. Além disso, a equação (4.2)

acarreta na desigualdade [127, 128]

DxxDpp−D2
xp ≥ γ

2. (4.5)

A solução formal da equação (4.3) é bem conhecida [119] e é dada por

W (x, p, t) =
∫

G(x, p; x′, p′; t)W (x′, p′, 0)dx′d p′, (4.6)

em que G(x, p;x′, p′; t) é a função de Green dada por,

G(x, p;x′, p′; t) =
(

2π
√

∆
)−1

exp{−(2∆)−1[z−x2 + z+p2−2z0xp

+z−e2(γ+k)tx′2 + z+e2(γ−k)t p′2−2z0e2γtx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}, (4.7)

onde,

z±(t) =
1
2

ζ±
(

e2(γ±k)t−1
)
, (4.8a)

z0(t) =
1
2

ζ0
(
e2γt−1

)
, (4.8b)

∆(t) = z+z−− z2
0, (4.8c)

ζ± =
Γ0±ΓR

γ± k
, (4.8d)

ζ0 =
ΓI

γ
. (4.8e)
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Agora, substituindo a FW (3.36) na equação (4.6), obtem-se a FW em função do tempo

associada ao estado |φ N(α)〉

W (x, p; t) =
2

|NN |2
√

Y (t)
exp
[
− 1

Y (t)
C(x, p, t)

]{ 2N

∑
j=1

exp
[ 1

Y (t)
A(x, p, t; j, j)

]
+2

2N

∑
j>l=1

exp
[ 1

Y (t)
A(x, p, t; j, l)

]
cos
[ 1

Y (t)
B(x, p, t; j, l)

]}
, (4.9)

onde,

Y = e4γt +2z−(2z++ e2(γ+k)t)+2z+e2(γ−k)t−4z2
0, (4.10)

C(x, p, t) = (2z−+ e2(γ−k)t)x2 +(2z++ e2(γ+k)t)p2−4z0xp, (4.11)

B(x, p, t; j, l) = 2x0[2z0xe(γ−k)t−e(γ−k)t(2z++e2(γ+k)t)p−2x0z0e2γt( j+ l−1)]( j− l),

(4.12)

A(x, p, t; j, l) = −e2(γ+k)t(2z−+ e2(γ−k)t)x2
0( j+ l−1)2

+2e(γ+k)t [(2z−+ e2(γ−k)t)x−2z0 p]x0( j+ l−1)

−2[z−e2(γ+k)t +2∆]x2
0( j− l)2. (4.13)

Desse ponto em diante usaremos a seguinte notação,

k = Γ0κ (4.14a)

γ = Γ0σ , (4.14b)

Γ1 =
Γ0

2
(1+σ), (4.14c)

Γ2 =
Γ0

2
(1−σ), (4.14d)

ΓR = Γ0χ

√
1−σ2 cos(β ), (4.14e)

ΓI = Γ0χ

√
1−σ2 sin(β ), (4.14f)
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4.1 Indicadores de não-classicalidade:
Evolução temporal

onde σ = (Γ1−Γ2)/(Γ1 +Γ2), de forma que −1 ≤ σ ≤ 1 e 0 ≤ χ ≤ 1. O parâmetro

σ está associado à temperatura efetiva do reservatório por σ = − tanh[(2Γ)−1]. Quando

o parâmetro σ é negativo (positivo) o reservatório é atenuador (amplificador). Desse

modo, o valor σ = −1 corresponde à absorção máxima pelo reservatório, que ocorreria

na temperatura zero absoluto. Em contrapartida, σ = 0 corresponde ao reservatório com

temperatura “infinita” e σ = +1 corresponde à amplificação máxima com ruı́do mı́nimo

(formalmente, isso pode ser interpretado como quando consideramos o sistema com tem-

peratura negativa), no limite de temperatura nula. Já o parâmetro χ está associado à inten-

sidade da interação mais fraca entre o reservatório e a fase, o valor χ = 0 correspondendo

à ausência de interação na forma bilinear dos operadores â e â†, o reverso ocorrendo

quando χ 6= 0. A partir da parametrização definida em 4.14(a–f), podemos trabalhar com

parâmetros adimensionais por meio do ajuste da medida do tempo em unidades de Γ−1
0 , o

que é feito simplesmente fixando Γ0 = 1.

4.1 Indicadores de não-classicalidade:
Evolução temporal

A partir da FW dependente do tempo, podemos determinar a evolução temporal dos

observáveis relativos ao sistema devido à interação do sistema com o meio externo. Nesse

caso o estado inicialmente puro |φ N(α)〉 vai evoluir com o passar do tempo, tornando-se

pouco a pouco um estado de mistura, descrito pelo operador densidade ρN(α; t), obtido a

partir de WN(x, p; t). Esse comportamento é descrito pela “impureza” do estado modifi-

cado temporalmente,

I(t) = 1−Tr[ρ2
N(α; t)] = 1− 1

2π

∫
dxd p [WN(x, p; t)]2 , (4.15)

a qual é ilustrada na figura (4.1) para x0 fixo e para alguns valores de parâmetros do

reservatório. Notemos que, para um reservatório sensı́vel à fase (seja atenuador ou am-

plificador), o grau de impureza aumenta com o tempo. Isso também ocorre para o caso

de reservatórios não afetados pela fase. Em seguida, estudamos como os indicadores de

não-classicalidade se alteram com o tempo quando o estado SECR sofre a influência de

amplificação paramétrica linear e ainda em contato com um outro agente externo ampli-

ficador ou atenuador sensı́vel à fase, iniciando com efeito de compressão de quadratura.
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Fig. 4.1: Grau de impureza da SECR |φ N(α)〉 como função do tempo, para N = 3, x0 =√
2/2, χ = 0.5, β = 0.0 e: a) σ = −0.09, κ = −0.5 (linha pontilhada); b) σ = 0.2,

κ = 0.1 (linha tracejada); c) σ = 0.9, κ = 0.7 (linha sólida). Aqui e nas figuras que

seguem a escala de tempo é dada em ms.

4.1.1 Efeito de compressão

Como foi mostrado na seção 3.4.2, o estado |φ N(α)〉 apresenta compressão (não si-

multâneas) nas quadraturas e a evolução temporal desse efeito é um ponto importante

para ser estudado sob influência de um meio externo. Para analisarmos a evolução da

compressão das quadraturas do SECR, determinamos o valor esperado temporalmente

dos operadores x̂, x̂2, p̂ e p̂2 usando esse estado como base. Na representação de Wigner

tem-se 〈 f̂ (x̂, p̂)〉 = 1
2π

∫
dxd p fW (x, p)W (x, p), onde fW (x, p) é a tranformada de Weyl

do operador f̂ (x̂, p̂) [39, 40, 129, 130]. Se o operador f̂ é a soma de operadores depen-

dendo apenas de x̂ ou p̂, na forma f̂ (x̂, p̂) = f̂1(x̂)+ f̂2(p̂), então a transformada de Weyl

é dada simplesmente por fW (x, p) = f1(x)+ f2(p). Assim, usando as equações (3.37),

nós obtemos

〈x̂〉(t) =
1

2π

∫
all

xWN(x, p, t)dxd p, (4.16a)〈
x̂2〉(t) =

1
2π

∫
all

x2WN(x, p, t)dxd p, (4.16b)

〈p̂〉(t) =
1

2π

∫
all

pWN(x, p, t)dxd p, (4.16c)

〈p̂2〉(t) =
1

2π

∫
all

p2WN(x, p, t)dxd p. (4.16d)
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As integrações em todo o espaço de fase, com os integrandos envolvendo monômios e

exponenciais gaussianas, podem ser realizadas e obtemos seguintes resultados

〈x̂〉(t) = e(σ+κ)t〈x̂〉(0), (4.17a)

〈p̂〉(t) = 0, (4.17b)

〈x̂2〉(t) =
1

2N 2
N

2N

∑
j,l=1

[
2z++ e2(σ+κ)t

+2x2
0(2 j−1)( j+ l−1)e2(σ+κ)t

]
e−x2

0( j−l)2
, (4.17c)

〈p̂2〉(t) =
1

2N 2
N

2N

∑
j,l=1

[
2z−+ e2(σ−κ)t

+2x2
0(2 j−1)( j− l)e2(σ−κ)t

]
e−x2

0( j−l)2
, (4.17d)

onde,

z+(t;σ ,κ,χ,β ) =
1+χ

√
1−σ2 cos(β )

2(σ +κ)

(
e2(σ+κ)t−1

)
, (4.18)

z−(t;σ ,κ,χ,β ) =
1−χ

√
1−σ2 cos(β )

2(σ −κ)

(
e2(σ−κ)t−1

)
. (4.19)

Notamos que a simetria da FW dependente do tempo, em relação às variáveis x e p,

é preservada assegurando que 〈p̂〉 permanece nulo enquanto 〈x̂〉 adquire um fator ex-

ponencial temporal. Por outro lado, os valores esperados do quadrado dos operadores

de quadratura variam significativamente, e também as variâncias das quadraturas devem

variar com o tempo. Na figura (4.2) apresentamos a variância da quadratura p̂, como

função do tempo, para a SECR considerando a evolução na presença de amplificação pa-

ramétrica e reservatório, em diversas circunstâncias: (a) fixando κ , χ e variando σ , isso

mostra que aumentando a intensidade da atenuação do reservatório insensı́vel à fase pro-

duz um rápido desaparecimento da compressão na quadratura p̂; (b) para um reservatório

amplificador insensı́vel à fase, com σ fixo, a compressão é favorecida pelo aumento da

intensidade do acoplamento paramétrico κ; por outro lado, em (c), fixando κ e σ para

um reservatório atenuador, a compressão é modificada pela variação da sensibilidade do

reservatório à fase; enquanto, em (d), para um reservatório atenuador sensı́vel à fase, o

aumento da fase do parâmetro complexo Γ3 leva à redução da compressão. Observamos

também que, independentemente dos valores dos outros parâmetros, tomando κ � 1, a

variância da quadratura p̂ decresce rapidamente, sendo mantida em valores muito baixos
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ao longo do tempo. Resultado oposto ocorre se consideramos κ < 0 com valor absoluto

muito elevado. Isso é mostrado na figura (4.3) onde traçamos a curva de (∆p̂)2× t para

valores crescentes de |κ|.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.2: Variância da quadratura p̂ do estado |φ N(α)〉, em função do tempo, para N = 3

e x0 =
√

2/2 ≈ 0.70711 (φ = 0): (a) κ = 1.0, χ = 0.0, e σ = −0.2, 0.1, 0.3 (linhas

pontilhada, tracejada, e sólida, respectivamente); (b) σ = −0.2, χ = 0.0, e κ = 0.5, 0.7,

1.2 (linhas pontilhada, tracejada e sólida, respectivamente); (c) σ = −0.2, κ = 0.5, β =

0.0, e χ = 0.1, 0.2, 0.4 (linhas pontilhada, tracejada e sólida, respectivamente); (d) σ =

−0.2, κ = 0.5, χ = 0.4, e β = 0.5, 1.0, 1.571 (linhas pontilhada, tracejada e sólida,

respectivamente). A linha pontilhada horizontal corresponde ao valor limite estabelecido

pela relação de incerteza.
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Fig. 4.3: Dependência temporal da variância da quadratura p̂ no estado |φ 3(α)〉, com x0 =√
2/2 e φ = 0 tomando σ = 0.9 e χ = 0. Os valores de |κ| são 4.0 (linhas pontilhadas),

7.0 (linhas tracejadas) e 15.0 (linhas sólidas). A curvas inferiores são para os valores

κ > 0 enquanto as curvas superiores correspondem aos valores κ < 0.

4.2 Parâmetro de Mandel (PM): Evolução temporal

Nesta seção calculamos a evolução temporal do PM para invertigarmos alguma even-

tual alteração na natureza da estatı́stica do estado SECR em contato com um reservatório.

Fazendo uso do formalismo da FW, obtemos os valores médios dos operadores n̂ e n̂2 a

partir de suas transformações de Weyl como

〈n̂〉(t) = 1
2π

∫
all

1
2
(
x2 + p2−1

)
WN(x, p, t)dxd p, (4.20)

〈n̂2〉(t) = 1
2π

∫
all

1
4

[(
x2 + p2−1

)2−1
]

WN(x, p, t)dxd p. (4.21)

Resolvendo as integrais, obtemos então

〈n̂〉(t) = 1
2N 2

N

2N

∑
j,l=1

[
Z +( j+ l−1)2x2

0e2(σ+κ)t− ( j− l)2x2
0e2(σ−κ)t

]
e−x2

0( j−l)2
, (4.22)
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〈n̂2〉(t) =
1

4N 2
N

2N

∑
j,l=1

e−x2
0( j−l)2

×
{

X +
Y
2
+( j+ l−1)4x4

0e4(σ+κ)t−2( j+ l−1)2( j− l)2x4
0e4σt

−2( j+ l−1)2x2
0e2(σ+κ)t +2( j− l)2x2

0e2(σ−κ)t +( j− l)4x4
0e4(σ−κ)t

+[( j+ l−1)2x2
0e2(σ+κ)t−3( j− l)2x2

0e2(σ−κ)t−1](2z−+ e2(σ−κ)t)

+[3( j+ l−1)2x2
0e2(σ+κ)t− ( j− l)2x2

0e2(σ−κ)t−1](2z++ e2(σ+κ)t)
}
,

(4.23)

onde Y é dado na equação (4.10) e

Z = z++ z−+ e2σt cosh(2κt)−1, (4.24)

X = 3z2
++3z2

−+6z2
0 +3z+e2(σ+κ)t +3z−e2(σ−κ)t +

3
2

e4σt cosh(4κt). (4.25)

Era de se esperar que o estado |φ N(α)〉 mantivesse sua estatı́stica super-poissoniana com

o passar do tempo. Isso realmente ocorre quando assumimos σ > 0 e κ > 0. O compor-

tamento de Q(t) também pode ser insensı́vel para alguns valores dos parâmetros χ e β .

Entretanto, se considerarmos um reservatário altamente atenuador (σ ≈ −1.0) e κ < 0,

podemos encontrar PM decrescendo em um tempo curto, tornando-se sub-poissoniana

rapidamente e, em seguida cresce até alcançar valores pasitivos no decorrer do tempo.

Como podemos ver na figura 4.4(a), a redução da intensidade da atenuação do reser-

vatório (σ < 0) elimina a ocorrência de estatı́stica sub-poissoniana. Na figura 4.4(b),

mesmo para um reservatário altamente atenuador, com σ =−1 (o menor valor possı́vel),

aumentando o parâmetro amplificador κ , de valores negativos até valores positivos, leva

à redução do intervalo de tempo em que Q(t) < 0. Um comportamneto similar é obtido

quando fixamos σ = −1, κ = −0.9 e aumentamos x0, a amplitude inicial do estado co-

erente definindo o SECR, como visto na figura 4.4(c). Também observamos que (veja

figura 4.4(d)), se fixarmos todos os parâmetros com valores favorecendo a existência de

um intervalo de tempo em que dura o efeito sub-poissoniano, o aumento do número de

componentes da superposição leva à redução do intervalo onde Q(t)< 0.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.4: PM do estado |φ N(α)〉 como função do tempo, para χ = β = 0.0, N = 3 e: (a)
x0 = 0.2, κ = −0.8 e σ = −1.0, −0.9, −0.7 (nas linhas pontilhada, tracejada e sólida,
respectivamente); (b) x0 = 0.2, σ = −1.0 e κ = −0.6, 0.0, 0.05 (nas linhas pontilhada,
tracejada e sólida, respectivamente); (c) σ = −1.0, κ = −0.9 e x0 = 0.3, 0.4, 0.5 (nas
linhas pontilhada, tracejada e sólida, respectivamente); e (d) x0 = 0.3, σ = −1.0, κ =
−0.8 para N = 3, 4, 5, nas linhas pontilhada, tracejada e sólida, respectivamente.

4.2.1 Negatividade da FW

Uma outra alternativa de investigar a degradação das caracterı́sticas não-clássicas do

estado |φ N(α)〉 se faz analisando o desaparecimento da parte negativa da FW. Apresentar

uma FW positiva sobre todo o espaço de fase é uma condição necessária para que um

estado seja considerado clássico ou quasi-clássico (coerente). Porém, essa condição não

é suficiente, exemplificado pelo estado coerente comprimido. Em geral, devemos esperar

que superposições de estados coerentes tenham FW que apresentem sub-Planck estruturas

[131–133] associadas ao padrão de interferência das componentes do estado.
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A sub-estrutura de Planck é um efeito marcante de interferência no espaço de fase.

Explica a distribuição do número de fótons oscilantes dos estados compactados em um

plano de fase. A distribuição de Wigner captura idealmente esses fenômenos de inter-

ferência não clássicos, pois pode ser negativa em uma região do espaço de fase. Zurek

demonstrou pela primeira vez que tais estruturas oscilatórias resultantes de interferência

quântica podem levar a uma área fundamental no espaço de fase, menor que a constante

de Planck. A sensibilidade limitada por Heisenberg foi demonstrada para superposição de

dois estados coerentes e um análogo clássico de óptica de ondas foi testado experimental-

mente [131]. A evolução temporal na presença do meio externo leva à positivação da FW

destruindo essas estruturas. Entretanto, em muitos casos a evolução indo até a positivação

completa da FW é acompanhada pelo desaparecimento das propriedades não-clássicas do

estado e isso é importante para avaliarmos o comportamento de WN(x, p; t) em detalhes.

Aqui, seguimos a referência [120] e estudamos o tempo de positivação da FW. Nas fi-

guras que seguem, primeiro mostramos como a FW evolui no tempo, no ponto onde ela

alcança o valor mı́nimo global em t = 0. Dessa forma, nós estudamos como o tempo de

positivação se altera quando mudamos os parâmetros do reservatório.

A equação (4.9), juntamente com as equações (4.8), (4.10)–(4.14), nos dá a evolução

temporal exata do valor da FW em qualquer ponto no espaço de fase. Aqui, especifica-

mente, avaliamos WN(xmin, pmin; t), onde (xmin, pmin) é um ponto no espaço de fase onde a

FW, no instante inicial t = 0, possui seu valor mı́nimo. Por definição (conveniência), nós

escolhemos analisar o caso de N = 2, tomando x0 = 3.57 e φ = 0. O valor de x0 minimiza a

FW (W2) quando variamos a intensidade do estado coerente inicial, |α|2 = x2
0/2. Para essa

escolha, nós encontramos xmin ' 14.28 e pmin ' 0.44, com W2(14.28,0.44;0) ' −1.65.

A figura (4.5) mostra alguns perfis da FW (para x0 = 3.57 e p0 = 0) nas direções x e p, fi-

xando x ou p em torno xmin e pmin, para ilustrar o comportamento de W2 nas proximidades

do ponto de mı́nimo.

Na figura (4.6) mostramos a dependência temporal da FW no ponto em que ela

atinge seu valor mı́nimo em t = 0, no caso de um reservatório amplificador sensı́vel à

fase, para diversos valores de σ e β , fixando o valor de |κ|. O resultado é que, para

pequenos valores de σ , como mostrado no quadro (a), os pares de curvas são diferentes

para diferentes valores da fase β mas são bem próximos quando trocamos o sinal de κ ,

embora uma das curvas de cada par passe sobre a outra antes de W2(xmin, pmin; t) tornar-
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4.2 Parâmetro de Mandel (PM): Evolução temporal

(a)

(b)

Fig. 4.5: Perfis da FW (W2), em t = 0, para x0 = 3.57 e p0 = 0. Em (a), o perfil-x
corresponde aos valores p = 0.44; 0.0; 1.0. Em (b) tem-se o perfil-p para x = 14.28;
10.0.

se positiva. O quadro (b) da figura (4.6) mostra as curvas de W2(xmin, pmin; t) para um

valor muito alto do parâmetro de ganho do reservatório σ (= 0.9) e um pequeno valor

de κ (= 0.1). Isso aponta uma distinção entre os pares de curvas (com o mesmo |κ|)
fornecido pelo parâmetro de fase β é muito menos acentuado que quando para pequenos

valores de σ . Além disso, as curvas de cada par não se cruzam durante o tempo em que

W2(xmin, pmin; t) permanece negativa.
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Fig. 4.6: FW W2, no ponto (xmin, pmin) ' (14.28,0.44), como função do tempo para o
reservatório amplificador sensı́vel à fase com χ = 0.5: no quadro (a) σ = 0.01, enquanto
o quadro (b) é para σ = 0.9. Quando |κ| é pequeno o tempo de positivação é maior.

Na figura (4.7) mostramos a influência de um reservatório insensı́vel à fase (χ = 0)

no comportamento de W2(xmin, pmin; t). Alguns aspectos devem ser ressaltados: pri-

meiro, para grandes valores de |σ | (= 0.9, correspondendo a uma grande atenuação ou

amplificação) e moderados valores de |κ| (≈ 1.0), as curvas são muito próximas nesse

intervalo, mostrando que a natureza do reservatório não interfere nesse regime. As outras

curvas possuem comportamento similares, mas observa-se que pequenos valores de |κ|
levam a um rápido aumento de W2(xmin, pmin; t) quando comparado com grandes valores.

O quadro geral é que W2(xmin, pmin; t) cresce monotonicamente, até o instante em que

W2(14.28,0.44, t) = 0 e a FW torna-se positiva em todo o espaço de fase. Esse instante
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define o tempo que a FW se torna positiva, e é conhecido como tempo de positivação. Sua

dependência com os parâmetros do reservatório são explorados a seguir.
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Fig. 4.7: FW W2(14.28,0.44; t) para o caso de um reservatório insensı́vel à fase (χ = 0).

Na figura (4.8) é mostrado o comportamento do tempo de positivação na presença de

um reservatório sensı́vel à fase (χ > 0). Fixando o parâmetro de fase β (= π), notamos

que o aumento de σ > 0 leva a uma rápida diminuição do tempo de positivação para

todo κ > 0, como apresentado no quadro (a). No entanto, se σ < 0, então o tempo de

positivação aumenta enquanto κ cresce a partir do zero, enquanto σ +κ < 0, alcançando

um máximo quando σ +κ = 0 e então decresce para todos os valores de κ > −σ . Na

figura 4.8(b), o tempo de positivação é mostrado como uma função de σ , para alguns

valores de β e κ > 0. O comportamento é o mesmo que ocorre em (a), com o tempo

de positivação aumentando para −1 ≤ σ < −κ e decrescendo para −κ < σ ≤ 1. Além

disso, o tempo de positivação para β = 0 é maior do que quando β = π , para todos os

valores de σ , com exceção do volor limite σ = ±1, onde eles coincidem. Em todos os

casos o aumento de κ reduz o tempo de positivação para todos os valores σ > 0.

Um comportamento similar é encontrado para um reservatório insensı́vel à fase. A

figura 4.9(a) and (b) mostram os tempos de positivação como função de κ e σ , no caso

de χ = 0 para o qual β desaparece na parametrização (4.14). Mais uma vez, o tempo de

positivação aumenta com κ enquanto 0 ≤ κ < −σ e decresce para κ > −σ . A mesma

forma de pico aparece nas curvas do quadro (b) quando κ < 1, o valor máximo permitido
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Fig. 4.8: Tempo de positivação de W2 (para x0 = 3.57, p0 = 0) na presença de um re-
servatório sensı́vel à fase, com χ = 0.5: No quadro (a) β = π , enquato em (b) mostra a
dependência do tempo de positivação com σ , para alguns valores de β e κ .

de |σ |. Além disso, em todos os casos, o aumento σ > 0 ou κ > 0 leva à diminuição do

tempo de positivação. Uma vez que o parâmetro κ não possui limite, a questão que surge

é como t(κ) tende assimtoticamente para um valor finito, inclusive ser nulo.
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Fig. 4.9: Tempo de positivação de W2 (para x0 = 3.57, p0 = 0) na presença de um reser-

vatório insensı́vel à fase, χ = 0. Os quadros (a) e (b) exibem a dependência do tempo de

positivação com os parâmetros κ e σ , tomando um deles como variável independente em

cada caso.
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Fig. 4.10: Gráfico Log–Log de t(κ)×κ .

Como mostra o gráfico Log–log da figura (4.10), o decaimento de t(κ) para o valor

zero quando κ → ∞ segue uma lei de inverso de potência: t(κ) ∼ bκ−η com η ≈ 1.0 e

b ≈ 0.13 para o reservatório insensı́vel à fase com σ = 0.5, enquanto b ≈ 0.14 quando

χ = 0.5, β = π e σ =−1.0.
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5 Conclusões

Neste trabalho de tese, apresentamos um modo diferente de gerar o estado de fase,

conjugado do estado de número. O estado que propusemos exibe uma distribuição de fase

altamente concentrada, o que o aproxima do estado de fase ideal, este que na verdade é

inatingı́vel em laboratórios pelo fato de requerer energia infinita. Certas superposições de

estados coerentes têm sido tentadas como um caminho de se aproximar do estado de fase

ideal. Estados coerentes distribuı́dos regularmente sobre uma semirreta (abreviada como

SECR) com vértice na origem do espaço de fase quântico é uma alternativa dentre outras.

A superposição tem a forma, |φ N(α)〉= N −1
N ∑2N−1

j=1 |(2 j−1)α〉, com α = reφ .

Descrevemos um esquema experimental para gerar esse estado em um único modo

de cavidade microondas e também em um único modo de onda viajante. A distribuição

de fase do estado SECR, PN(θ ;φ), possui um pico em torno de θ = φ o qual torna-se

mais elevado e estreito quando N e/ou |α| cresce. Porém, quando PN(θ ;φ)→ δ (θ −
φ), a energia do estado SECR tende ao infinito quando N → ∞. Decerto, tal limite não

pode ser alcançado experimentalmente e a melhor aproximação deve ser definida pela

limitação experimental para gerar o SECR, considerando a probabilidade de sucesso e a

limitação de energia, como antes mencionado. Estudamos também as propriedades não-

clássicas da SECR mostrando que eles são estados super-poissonianos, onde o PM é uma

função crescente de |α| e N. Mas a SECR apresenta compressão em uma ou outra das

quadraturas, com (∆p̂)2 < 1/2, e diminuindo à medida que N aumenta, para α real e

positivo. Esses resultados são obtidos para quaisquer α complexo.

Apresentamos também a representação de Wigner da SECR, a qual, por ser uma

superposição finita de estados coerentes, possui a FW mostrando regiões com valores ne-

gativos, com grandes amplitudes de oscilaçãos no espaço de fase, as quais correspondem

às estruturas sub-Planck devido à interferência entre suas componentes. Consideramos

a evolução temporal do estado SECR em contato com um reservatório, considerando os

casos de processo dissipativo ou amplificador em uma aproximação Markoviana, com o
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reservatório mais geral representado pela forma bilinear em termos dos operadores â e â†,

caracterizado pelos parâmetros σ , χ e β . Nós também consideramos, simultaneamente,

o sistema interagindo com um meio de susceptibilidade de segunda ordem que se com-

porta como um amplificador paramétrico, quantificado pelo parâmetro κ . Entretanto, o

sistema como um todo responde linearmente e assim pode ser resolvido exatamente para

um estado inicial genérico. Nesse sentido, usamos a função de Green representando a

equação mestra no espaço de fase, para discutir a evolução temporal do estado SECR. Tal

tipo de estudo tem sido iniciado por Dodonov e coautores [119], onde o propagador, dado

pela equação (4.7), foi calculado para o sistema em contato com um reservatório e um

amplificador paramétrico, permitindo a determinação de W (x, p; t) exatamente.

A partir da FW dependente do tempo, encontramos que, na presença de um reser-

vatório, quaisquer que sejam os parâmetros envolvidos, a SECR evolui para um estado

de mistura com grau de impureza aumentando com o tempo. Analisamos a evolução

temporal das variâncias das quadraturas e encontramos que, em geral, o aumento da in-

tensidade do parâmetro (σ ) do reservatório insensı́vel à fase leva à redução da compressão

das quadraturas. Por outro lado, o aumento do parâmetro do amplificador paramétrico (κ)

estimula a compressão. Fixando σ , κ e β = 0, e aumentando o parâmetro sensı́vel à fase

χ leva ao aumento da compressão das quadraturas. Isso é o reverso do comportamento

em que aumentamos o parâmetro β no caso de um reservatório sensı́vel à fase. Mas em

todo caso, independente do valor dos outros parâmetros, tomando κ > 1 nos leva, ao

longo do tempo, à estados que mantém forte compressão na quadratura p̂, para α real.

No caso contrário, quando κ < 0 com alto valor absoluto, a variância da quadratura p̂

aumenta rapidamente com o tempo e a compressão é ocorre apenas em um intervalo de

tempo muito curto. Investigamos o comportamento do PM do estado SECR evoluindo

no tempo. Foi observado que, mesmo que o estado inicial seja super-poissoniano, pode

existir um curto intervalo de tempo, em certas circunstâncias, durante o qual o estado

evoluı́do torna-se sub-poissoniano. Um intervalo de tempo tão curto, no qual Q(t) < 0,

acontece quando o reservatório é altamente atenuandor (σ ≈ −1.0) e κ < 0, com valo-

res moderados. Aumentando σ , κ , x0 ou N, anula-se quase totalmente a ocorrência de

intervalos com estatı́stica sub-poissoniana.

A negatividade da FW foi analisada através da evolução temporal WN(x, p; t) no ponto

(xmin, pmin) no espaço de fase, onde ela adquire seu valor mı́nimo absoluto em t = 0 com

x0 =
√

2α = 3.57. Fixamos especificamente N = 2. Observamos que, para um reser-

vatório amplificador sensı́vel à fase, com um pequeno valor de σ , as curvas são bastante
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próximas independente do sinal do parâmetro amplificador κ , enquanto que são bem dis-

tintas para diferentes valores do parâmetro de fase β . Isso não acontece quando consi-

deramos σ ∼ 1 e pequeno valores de |κ|. No caso de reservatório insensı́vel à fase, as

curvas de WN(xmin, pmin; t) são quase indistinguı́veis quando consideramos grandes valo-

res de |σ | e valores moderados de |κ|, indicando que a natureza atenuante/amplificadora

do reservatório não possui papel importante nesse regime.

Também encontramos que, para pequenos |κ|, o aumento de WN(xmin, pmin; t) ocorre

mais lentamente quando comparado com o caso de grandes valores de |κ|. Nesse caso,

concluimos que, de modo geral, com a evolução temporal o valor mı́nimo da FW de-

saparece em algum instante. Foi observado que o tempo de positivação diminui mais

rapidamente quando aumentamos σ > 0, independente do valor de κ > 0, no caso de um

reservatório sensı́vel à fase. Por outro lado, vimos que um aumento de κ > 0 acarreta

uma redução do tempo de positivação para todo σ > 0. Resultados similares são obtidos

para o caso de um reservatório insensı́vel à fase, com o tempo de positivação sendo re-

duzido quando aumentamos σ > 0 ou κ > 0. Entretanto, para −1 ≤ σ < 0, o tempo de

positivação aumenta quando κ > 0 cresce, enquanto σ + κ > 0, exibe um pico quando

σ +κ = 0 e então decresce para todos κ >−σ . No caso de um reservatório sensı́vel à fase,

o tempo positivação decresce quando β aumenta, para todos valores de σ para σ = ±1,

onde eles coincidem. Em todos esses casos notamos que quando κ → ∞, o tempo de

positivação decai para zero segundo uma lei do inverso de potência, t(κ) ∼ κ−1. Como

citado acima, o uso do método da função de Green nos fornece a solução da equação de

Fokker-Planck, dando-nos a evolução de qualquer estado na presença de um reservatório

e/ou amplificador paramétrico.

Como perspectiva, pretendemos estudar como outros estados do campo de modo

único evoluem no tempo nessas circunstâncias, em particular as superposições de es-

tados coerentes sobre um cı́rculo no espaço de fase. Para determinados valores dos

parâmetros envolvidos, essa superposição pode gerar certos estados de número, em muito

boa aproximação [95].
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APÊNDICE A -- Evolução temporal

A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de
Wigner com N = 2

A função W (x, p; t) está relacionada com a função inicial W (x′, p′;0) por meio da

transformação linear

W (x, p; t) =
∫

G(x, p;x′, p′; t)W (x′, p′;0)dx′ d p′, (A.1)

onde G(x, p;x′, p′; t) é o propagador que é dado por

G(x, p;x′, p′; t) = (2π
√

∆)−1 exp{−(2∆)−1[z−x2 + z+p2−2z0xp

+z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}, (A.2)

onde ∆ = z+z−− z2
0. Podemos agora reescrever a equação (A.1) como

W (x′, p′;0) =
2e−p′2

η2 {[e
−(x′−x0)

2
+ e−(x

′−3x0)
2
+ e−(x

′−5x0)
2
+ e−(x

′−7x0)
2
]

+(e−(x
′−2x0)

2
+ e−(x

′−4x0)
2
+ e−(x

′−6x0)
2
)(e2ip′x0 + e−2ip′x0)

+(e−(x
′−3x0)

2
+ e−(x

′−5x0)
2
)(e4ip′x0 + e−4ip′x0)

+e−(x
′−4x0)

2
(e6ip′x0 + e−6ip′x0)}. (A.3)

Podemos reescrever a equação (A.3) como

W (x′, p′;0) =
2

η2 (E1 +E2 +E3 +E4 +E5 +E6 +E7 +E8 +E9 +E10

+E11 +E12 +E13 +E14 +E15 +E16), (A.4)
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onde

E1 = exp(−x′2− x2
0 +2x0x′− p′2),

E2 = exp(−x′2−9x2
0 +6x0x′− p′2),

E3 = exp(−x′2−25x2
0 +10x0x′− p′2),

E4 = exp(−x′2−49x2
0 +14x0x′− p′2),

E5 = exp(−x′2−4x2
0 +4x0x′+2ip′x0− p′2),

E6 = exp(−x′2−16x2
0 +8x0x′+2ip′x0− p′2),

E7 = exp(−x′2−36x2
0 +12x0x′+2ip′x0− p′2),

E8 = exp(−x′2−4x2
0 +4x0x′−2ip′x0− p′2),

E9 = exp(−x′2−16x2
0 +8x0x′−2ip′x0− p′2),

E10 = exp(−x′2−36x2
0 +12x0x′−2ip′x0− p′2),

E11 = exp(−x′2−9x2
0 +6x0x′+4ip′x0− p′2),

E12 = exp(−x′2−25x2
0 +10x0x′+4ip′x0− p′2),

E13 = exp(−x′2−9x2
0 +6x0x′−4ip′x0− p′2),

E14 = exp(−x′2−25x2
0 +10x0x′−4ip′x0− p′2),
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E15 = exp(−x′2−16x2
0 +8x0x′+6ip′x0− p′2),

E16 = exp(−x′2−16x2
0 +8x0x′−6ip′x0− p′2).

Assim, a função de Wigner evoluı́da no tempo é

W (x, p; t) =
2(2π)−1

η2
√

∆

∫
E× (E1 +E2 +E3 +E4 +E5 +E6 +E7 +E8 +E9 +E10

+E11 +E12 +E13 +E14 +E15 +E16)dx′ d p′

=
2(2π)−1

η2
√

∆

{∫
E×E1dx′d p′+

∫
E×E2dx′d p′+

∫
E×E3dx′d p′

+
∫

E×E4dx′d p′+
∫

E×E5dx′d p′+
∫

E×E6dx′d p′

+
∫

E×E7dx′d p′+
∫

E×E8dx′d p′+
∫

E×E9dx′d p′

+
∫

E×E10dx′d p′+
∫

E×E11dx′d p′+
∫

E×E12dx′d p′

+
∫

E×E13dx′d p′+
∫

E×E14dx′d p′

+
∫

E×E15dx′d p′+
∫

E×E16dx′d p′
}
, (A.5)

onde escrevemos E no lugar de G(x, p;x′, p′; t). Resolvendo a integral
∫

E ×E1dx′d p′,

encontramos

∫
exp(−x′2− x2

0 +2x0x′− p′2)× exp
{
− (2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]
}

dx′d p′. (A.6)

A solução da integral é do tipo∫
exp(−zGzT +FzT )dx′d p′ =

π√
det(G)

exp
(

1
4

FG−1FT
)
, (A.7)

onde

z = ( q′, p′ ),
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G =

(
g11 g12

g12 g22

)
,

F = ( f1, f2 ),

zT e FT são as transpostas de z e F, respectivamente. Fazendo então o desenvolvimento

do integrando da equação (A.7) temos,

−zGzT +FzT = −( q′, p′ )

(
g11 g12

g12 g22

)(
q′

p′

)
+( f1, f2 )

(
q′

p′

)

= −( q′, p′ )

(
g11q′+g12 p′

g21q′+g22 p′

)
+ f1q′+ f2 p′

= −(g11q′2 +2g12q′p′+g22q′2)+ f1q′+ f2 p′. (A.8)

Uma vez que

G−1 =
1

det(G)

(
g22 −g12

−g12 g11

)
,

então,

FG−1FT =
f 2
1 g22−2 f1 f2g12 + f 2

2 g11

g11g22−g2
12

,

logo, podemos reescrever a equação (A.7) como

∫
exp(−g11q′2−2g12q′p′−g22 p′2 + f1q′+ f2 p′)dq′d p′

=
π√

g11g22−g2
12

exp
(

1
4

f 2
1 g22−2 f1 f2g12 + f 2

2 g11

g11g22−g2
12

)
. (A.9)

Assim, comparando o lado esquerdo da equação (A.9) com a equação (A.6) podemos
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obter imediatamente os seguintes ı́ndices:

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+2x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x).

Agora obtemos imediatamente que

det(G) =
e4tγ +2z−(2z++ e2t(γ+k))+2z+e2t(γ−k)−4z2

0
4∆

.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E1dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
4xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− x2

0a(t)
}
. (A.10)

Resolvendo a integral
∫

E×E2dx′d p′, encontramos

∫
exp(−x′2−9x2

0 +6x0x′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.11)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+6x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x).

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E2dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
12xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)−9x2

0a(t)
}
. (A.12)

Resolvendo a integral
∫

E×E3dx′d p′, encontramos

∫
exp(−x′2−25x2

0 +10x0x′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.13)

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+10x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x).
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E3dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
20xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)−25x2

0a(t)
}
. (A.14)

Resolvendo a integral
∫

E×E4dx′d p′, encontramos

∫
exp(−x′2−49x2

0 +14x0x′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.15)

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+14x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x).

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E4dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
28xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)−49x2

0a(t)
}
. (A.16)
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Resolvendo a integral
∫

E×E5dx′d p′, encontramos

∫
exp(−x′2−4x2

0 +4x0x′+2ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.17)

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+4x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)+2ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E5dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
8xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)+

4ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

+
8ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(5z−e2t(γ+k)+2e4γt +2∆)
}
. (A.18)

Resolvendo a integral
∫

E×E6dx′d p′, encontramos

∫
exp(−x′2−16x2

0 +8x0x′+2ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.19)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+8x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)+2ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E6dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
16xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)+

4ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

+
16ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(17z−e2t(γ+k)+8e4γt +2∆)
}
. (A.20)

Resolvendo a integral
∫

E×E7dx′d p′, encontramos

∫
exp(−x′2−36x2

0 +12x0x′+2ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.21)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+12x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)+2ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E7dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
24xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)+

4ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

+
24ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(37z−e2t(γ+k)+18e4γt +2∆)
}
. (A.22)

Resolvendo a integral
∫

E×E8dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−4x2

0 +4x0x′−2ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.23)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+4x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)−2ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E8dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
8xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− 4ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

−
8ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(5z−e2t(γ+k)+2e4γt +2∆)
}
. (A.24)

Resolvendo a integral
∫

E×E9dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−16x2

0 +8x0x′−2ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.25)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+8x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)−2ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E9dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
16xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− 4ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

−
16ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(17z−e2t(γ+k)+8e4γt +2∆)
}
. (A.26)

Resolvendo a integral
∫

E×E10dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−36x2

0 +12x0x′−2ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.27)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+12x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)−2ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E10dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
24xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− 4ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

−
24ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(37z−e2t(γ+k)+18e4γt +2∆)
}
. (A.28)

Resolvendo a integral
∫

E×E11dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−9x2

0 +6x0x′+4ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.29)
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Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+6x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)+4ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E11dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
12xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)+

8ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

+
24ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(13z−e2t(γ+k)+
9
2

e4γt +8∆)
}
. (A.30)

Resolvendo a integral
∫

E×E12dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−25x2

0 +10x0x′+4ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.31)
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+10x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)+4ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E12dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
20xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)+

8ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

+
40ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(29z−e2t(γ+k)+
25
2

e4γt +8∆)
}
. (A.32)

Resolvendo a integral
∫

E×E13dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−9x2

0 +6x0x′−4ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.33)
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+6x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)−4ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E13dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
12xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− 8ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

−
24ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(13z−e2t(γ+k)+
9
2

e4γt +8∆)
}
. (A.34)

Resolvendo a integral
∫

E×E14dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−25x2

0 +10x0x′−4ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.35)
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+10x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)−4ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E14dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
20xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− 8ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

−
40ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(29z−e2t(γ+k)+
25
2

e4γt +8∆)
}
. (A.36)

Resolvendo a integral
∫

E×E15dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−16x2

0 +8x0x′+6ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.37)
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+8x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)+6ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E15dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
16xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)+

12ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

+
48ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(25z−e2t(γ+k)+8e4γt +18∆)
}
. (A.38)

Resolvendo a integral
∫

E×E16dx′d p′, encontramos:

∫
exp(−x′2−16x2

0 +8x0x′−6ix0 p′− p′2)× exp{−(2∆)−1[z−x2

+z+p2−2z0xp+ z−e2t(γ+k)x′2 + z+e2t(γ−k)p′2−2z0e2tγx′p′

+2e(γ+k)t(z0 p− z−x)x′+2e(γ−k)t(z0x− z+p)p′]}dx′d p′, (A.39)
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

Agora podemos obter os seguintes ı́ndices

g11 = 1+
z−e2t(γ+k)

2∆
,

g22 = 1+
z+e2t(γ−k)

2∆
,

g12 = −z0e2tγ

2∆
,

f1 =
e(γ+k)t

∆
(z−x− z0 p)+8x0,

f2 =
e(γ−k)t

∆
(z+p− z0x)−6ix0.

Portanto, podemos concluir que

∫
E×E16dx′d p′ = 2π

√
∆
Y

exp
{
− 2

Y
[σppx2 +σxx p2−2σxpxp]

+
16xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)− 12ixo

Y
(σxx p−σxpx)et(γ−k)

−
48ix2

0
Y

σxpe2tγ −
2x2

0
Y

(25z−e2t(γ+k)+8e4γt +18∆)
}
. (A.40)

Por fim, a função de Wigner dependente do tempo é
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

W (x, p, t) =
2

η2
√

Y
exp
[
− 2

Y
(σppx2 +σxx p2−2σxpxp)

]
×

{
exp
(
−x2

0
)

exp
[

4xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)

]
+exp

(
−9x2

0
)

exp
[

12xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)

]
+exp

(
−25x2

0
)

exp
[

20xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)

]
+exp

(
−49x2

0
)

exp
[

28xo

Y
(σppx−σxp p)et(γ+k)

]
+2
{

exp
[

2x0

Y

(
4(σppx−σxp p)et(γ+k)− x0(5z−e2t(γ+k)+2e4γt +2∆)

)]
×cos

(
4x0

Y

(
(σxx p−σxpx)et(γ−k)+2σxpx0e2γt

))
+exp

[
2x0

Y

(
8(σppx−σxp p)et(γ+k)− x0(17z−e2t(γ+k)+8e4γt +2∆)

)]
×cos

(
4x0

Y

(
(σxx p−σxpx)et(γ−k)+4σxpx0e2γt

))
+exp

[
2x0

Y

(
12(σppx−σxp p)et(γ+k)− x0(37z−e2t(γ+k)+18e4γt +2∆)

)]
×cos

(
4x0

Y

(
(σxx p−σxpx)et(γ−k)+6σxpx0e2γt

))
+exp

[
2x0

Y

(
6(σppx−σxp p)et(γ+k)− x0(13z−e2t(γ+k)+

9
2

e4γt +8∆)
)]

×cos
(

8x0

Y

(
(σxx p−σxpx)et(γ−k)+3σxpx0e2γt

))
+exp

[
2x0

Y

(
10(σppx−σxp p)et(γ+k)− x0(29z−e2t(γ+k)+

25
2

e4γt +8∆)
)]

×cos
(

8x0

Y

(
(σxx p−σxpx)et(γ−k)+5σxpx0e2γt

))
+exp

[
2x0

Y

(
8(σppx−σxp p)et(γ+k)− x0(25z−e2t(γ+k)+8e4γt +18∆)

)]
×cos

(
12x0

Y

(
(σxx p−σxpx)et(γ−k)+4σxpx0e2γt

))}}
. (A.41)

Simplificando, podemos escrever que
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

W (x, p; t) =
2

η2
√

Y
exp
[
− 2

Y
(σppx2 +σxx p2−2σxpxp)

]
×

{
exp(−x2

0)exp
(

4x0

Y
χ1

)
+ exp(−9x2

0)exp
(

12x0

Y
χ1

)
+ exp(−25x2

0)exp
(

20x0

Y
χ1

)
+ exp(−49x2

0)exp
(

28x0

Y
χ1

)
+ 2

{
exp
(

2x0

Y
(4χ1− x0(5x2 +2e4tγ +2∆))

)
cos
(

4x0

Y
(χ3−2χ4)

)
+ exp

[
2x0

Y
(8χ1− x0(17x2 +8e4tγ +2∆))

]
cos
(

4x0

Y
(χ3−4χ4)

)
+ exp

[
2x0

Y
(12χ1− x0(37x2 +18e4tγ +2∆))

]
cos
(

4x0

Y
(χ3−6χ4)

)
+ exp

[
2x0

Y
(6χ1− x0(13x2 +

9
2

e4tγ +8∆))
]

cos
(

8x0

Y
(χ3−3χ4)

)
+ exp

[
2x0

Y
(10χ1− x0(29x2 +

25
2

e4tγ +8∆))
]

cos
(

8x0

Y
(χ3−5χ4)

)
+ exp

[
2x0

Y
(8χ1− x0(25x2 +8e4tγ +18∆))

]
cos
(

12x0

Y
(χ3−4χ4)

)}}
,

(A.42)
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A.1 Cálculo explı́cito da evolução temporal da Função de Wigner com N = 2

onde,

σxp = z0,

σxx = z++
e2t(γ+k)

2
,

σpp = z−+
e2t(γ−k)

2
,

χ1 = (σppx−σxp p)et(γ+k),

χ2 = z−e2t(γ+k),

χ3 = (σxx p−σxpx)et(γ−k),

χ4 = σxpx0e2tγ ,

Y = e4tγ +2z−(2z++ e2t(γ+k))+2z+e2t(γ−k)−4z2
0 = 4(σxxσpp−σ

2
xp),

∆ = (z+z−− z2
0),

η
2 = 4+6exp(−2|α|2)+4exp(−8|α|2)+2exp(−18|α|2).
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APÊNDICE B -- Produção cientı́fica

B.1 Artigos publicados

? FERREIRA, C.J.S.; VALVERDE, C.; BASEIA, B., Atom-field interaction in opti-

cal cavities: Calibration of the atomic velocities to obtain a list of field states with

preselected properties. INTERNATIONAL JOURNAL OF MODERN PHYSICS

B, v. 32, p. 1850222, 2018.

https://doi.org/10.1142/S0217979218502223

? FERREIRA, C.J.S.; VALVERDE, C.; BASEIA, B., Evolution of Statistical Pro-

perties of Hybrid System Starting from Binary Field States Constructed in Ex-

periments. BRAZILIAN JOURNAL OF PHYSICS, v. 49, p. 173-182, 2019.

https://doi.org/10.1007/s13538-019-00646-9

? FERREIRA, C.J.S.; VALVERDE, C.; AVELAR, A.T.; BASEIA, B.; MALBOUIS-

SON, J.M.C., Obtaining phase-optimized states from superpositions of coherent

states in phase-sensitive attenuating/amplifying reservoirs. ANNALS OF PHY-

SICS, v. 406, p. 86-107, 2019. https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.

03.027

? FERREIRA, C.J.S.; SILVA, T.M.; BASEIA, B., Time evolution of statistical pro-

perties of a radiation field described by a density operator that interpolates between

pure and mixing states. EUROPEAN PHYSICAL JOURNAL B, v. 92, p. 257,

2019. https://doi.org/10.1140/epjb/e2019-100335-3

https://doi.org/10.1142/S0217979218502223
https://doi.org/10.1007/s13538-019-00646-9
https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.03.027
https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.03.027
https://doi.org/10.1140/epjb/e2019-100335-3


B.2 Apresentação de trabalho

? CUSTODIO, JEAN M.F.; TERNAVISK, RICARDO R.; FERREIRA, CRISTINO

J.S.; FIGUEREDO, ANDREZA S.; AQUINO, GILBERTO L.B.; NAPOLITANO,

HAMILTON B.; VALVERDE, CLODOALDO; BASEIA, BASÍLIO. Using the Su-

permolecule Approach To Predict the Nonlinear Optics Potential of a Novel Asym-

metric Azine. JOURNAL OF PHYSICAL CHEMISTRY A, v. 123, p. 153-162,

2019. https://doi.org/10.1021/acs.jpca.8b07872

? BASEIA, BASÍLIO; FERREIRA, CRISTINO JOSE DOS SANTOS; VALVERDE,

CLODOALDO; VAZ, GABRIELA RODRIGUES. Classical and Quantum Optics

and Their Influences on Science and Society. Fronteiras: Journal of Social, Tech-

nological and Environmental Science, v. 8, p. 104-131, 2019. https://doi.

org/10.21664/2238-8869.2019v8i2.p104-131

B.2 Apresentação de trabalho

? VALVERDE, C.; BASEIA, B.; FERREIRA, C.J.S.; MALBOUISSON, J.M.C.,

The influence of reservoir in the Wigner function for coherent states on a straight

line in the phase space. 2016. (Apresentação de Trabalho/Congresso).

http://www1.sbfisica.org.br/eventos/enf/2016/sys/resumos/

R0221-1.pdf
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