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Resumo

Neste trabalho, demonstramos a existéncia de solucao radial para uma classe de
problemas de Dirichlet relativos a equacao de Hénon. Apresentamos problemas tanto
envolvendo o caso subcritico quanto o critico. Na obtencao de nossos resultados usamos
essencialmente o Lema Radial, o Lema da compacidade, o Principio da Criticalidade
Simétrica de Palais, o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do Multiplicador

de Lagrange.

Palavras-chave: Equacao de Hénon, solucao radial, expoente subcritico, expoente

critico.



Abstract

In this work, we demonstrate the existence of radial solution for a class of problems
related to Dirichlet Hénon equation. We present problems involving both the subcritical
case as critical. To obtain our results, we use essentially the Radial Lemma, the
Compactness Lemma, the Principle of Symmetric Criticality of Palais, the Mountain

Pass Theorem and the Lagrange Multiplier Theorem.

Keywords: Hénon equation, radially solution, subcritical exponent, critical exponent.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e X denota um espacgo de Banach;

e X’ denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;

o (', (1, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
e [ 1 denota o final de uma demonstracao;

e | - | denota a norma euclidiana do RY;

e — denota convergéncia fraca em um espago normado;

o Vu = ( u Ou Ou > denota o gradiente da funcao u : R® — R;

Oxy Oxy’ 7 Ox,,
n A2

o Au = 1:21 9.2 denota o laplaciano de u;

e f(s) =o0(g(s)) quando s — 0 significa que lim /(s) = 0;
s—0 g(s) ’

B . f(s)

e f(s) = O(g(s)) quando s — 0 significa que hn% 75) é limitado;

S— g S

o (5°(€2) denota o conjunto de fungdes continuas com suporte compacto;
L

o Jlull, = (Jo lul” dz)?;

o [P(Q) = {u:Q— R; uémensurdvel e ||ul|, < co};

o |lul| ,=inf{C>0; [{x € Q; |u(z)] > C} =0}



e L>*(Q) ={u:Q—=R; ué mensurdvel e |ul| < co};

o WP (Q) = { u € LP(Q);3g1, 92, -, gn € LP (Q) tais que } ;
n

WUDE = — [ gip, Vo € O (Q) eVi=1,2,...,

1
P\ P
)

p

o W, ?(Q) denota o fecho de Cg°(€2) sob a norma || - [[wir(q);

e (29>

ou
ox;

o H(Q2) = WH(Q);
e H} () denota o fecho de C§°(2) sob a norma || - || g1();

e ||ul| = ||Vul|, denota a norma do espago H();

1
i Hu”p,o(:ﬁ) = (fQ U($)|U’|p dﬂf); ;

o LP(Q0(x)) = {u:Q— R; uémensurdvel e [|ull, ) < oo};

X1



Introducao

Nessa dissertacao, baseados nos artigos de Wei-Ming Ni [I4] e Henrik Egnell [0],
estudamos a solucao de problemas inspirados por equacao eliptica apresentada por

Michel Hénon em um trabalho publicado em 1973. A equacao em questao é
— Au = |z|*u""! em B(1,0), (1)

onde o > 0 e p > 2. Problemas desse tipo podem ser comparados a identidade de

Pohozaev, que em seu trabalho toma como expoente critico o valor 2* = % e garante

nao existéncia de solucao para o problema
—Au=u""1em O,

onde ; C RY ¢ um dominio limitado e estrelado e p = 2*. Pelo ponto de vista de
existéncia de solucao para o problema , ¢é interessante questionar se o expoente «
tem alguma influéncia sobre o intervalo o qual p pertence para que tenha solucao.
De fato, no capitulo 2 mostraremos que tal influéncia existe e, nesse caso, a solucao
para 1) ¢é encontrada quando p estd no intervalo (2, 2" + %)

Estudamos questoes relacionadas a existéncia de solugao radial para o problema de
Dirichlet (casos subcriticos e critico) relativo a (1)) sempre com §2 sendo a bola unitaria

no RY. No caso subcritico analisamos so seguinte problema, que chamaremos de (P1]):

~Au = |z/'u" em Q
u > 0 em
u = 0 em Of)

onde  é a bola unitdria no RV.
No artigo de Wei-Ming Ni [14] ele se propde a resolver um problema subcritico mais
geral que ([P1)) e, fazendo as devidas indicagdes, garante solugao radial positiva para o

seguinte problema, que chamaremos de (P2)):



Au = b(|z])f(u) em Q
u > 0 em ()
u = 0 em Of)

onde €2 é a bola unitéria no RY, b(r) e f(z) satisfazem satisfazem uma série de hipdteses,
dentre elas as que mostram que b e f se comportam assintoticamente como funcoes
polinomiais, outra sobre o comportamento subcritico referente ao problema de Hénon
e a hipdtese de Ambrosetti-Rabinowitz. Ou seja, o problema é um caso mais geral
do problema ([P1I]).

Em especial, nos capitulos 2 e 3, utilizando-se do Lema Radial, Lema da Compaci-

dade e a aplicacao do Teorema do Passo da Montanha é possivel se encontrar solucao

radial positiva para os problemas (P1]) e (P2)).

Para se trabalhar o problema critico de Dirichlet relativo a utilizamos o artigo
de Egnell [6] que, por utilizar o Teorema do Multiplicador de Lagrange para se obter
solucao, enriquece o trabalho e prepara para estudar um ambito maior de problemas.

Em [§], Egnell estuda uma solugao positiva para problema
—Au = bu? + Ahu em

que foi de grande importancia durante o trabalho com as sequéncias minimizantes
(Egnell também observa o problema em [7] sendo que no caso m-Laplaciano). Como o
objetivo inicial do trabalho é o caso Laplaciano, tomamos como base Egnell [6], com

m = 2, para resolver o seguinte problema eliptico, que chamaremos de (P3)):

—Au = |z['uP+ A u  em €,
u > 0 em (2,
u = 0 em 0f),

onde p+1=2*+ NQZQ, A é uma constante real, N > 3, v > —2 e 2 é a bola unitaria
no RV.
A solugao do problema

—Au = uP + \u em €

pode ser encontrada em Brezis-Nirenberg [3]. Isso juntamente com Egnell [6] é re-
feréncia para solucao do problema .

O Capitulo 1 é dedicado aos estudo de alguns resultados que serao utilizados ao
longo do trabalho, sendo que alguns serao enunciados sem demonstracao e com as

devidas referéncias para possiveis consultas. O Lema Radial o Lema da Compacidade



sao pecas chaves na procura da solucao radial em uma nao linearidade que nao tem
compacidade garantida pelas imersoes de Sobolev.

No Capitulo 2 estudaremos o Problema (P1]) no caso em que a nao linearidade tem
crescimento subcritico polinomial. Para garantir a existéncia de uma solucao fraca nao
negativa e nao trivial, associaremos ao problema um funcional energia e mostraremos
que este tem a geometria do passo da montanha e satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.
Entao utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha que nos garante a existéncia de
um ponto critico para o funcional no nivel minimax do passo da montanha, o qual sera a
nossa solucao fraca nao trivial. Em seguida, no Capitulo 3 detalhamos a demonstragao
do problema do artigo [14] utilizando as hipdteses do problema de Wei-Ming Ni.

No Capitulo 4 estudaremos o problema quando a nao linearidade tem cres-
cimento polinomial critico. Primeiramente mostraremos que o funcional minimizante
associado ao problema atinge minimo para certos intervalos de A. Algo interessante a
se acrescentar é que o problema apresenta conclusoes diferentes para os casos em que
N =3 e N > 4 de modo que o problema terd solugao para todo A € (0, \g)
onde \g = inf,cp1(q) V)3 / |ull3 quando N > 4 e terd solugio para todo A € (%,71’2)
quando N = 3 e Q é a bola unitaria no RY. Além disso, faremos uma estimativa para
Ao e utilizaremos o Teorema do Multiplicador de Lagrange para encontrar um ponto

critico para o funcional energia associado ao Problema (P3]).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e definigoes que serao utilizados
em capitulos posteriores. Mais precisamente, enunciaremos o Principio de Criticalidade
Simétrica de Palais, o qual sera utilizado nos Capitulos 2 e 3, o Lema Radial que sera
utilizado no capitulo 2 e um Lema de Compacidade que sera utilizado em todos os
capitulos. A principal referéncia utilizada neste capitulo foi o artigo de Wei-Ming Ni
[14].

1.1 O Principio da Criticalidade Simétrica de Pa-
lais

O Teorema apresentado nessa secao é utilizado para garantir que, se uma funcao
é ponto critico de um funcional restrito a um subespacgo que satisfaz certas condicoes
de simetria entao esse também serd ponto critico no funcional todo. Para demonstrar
o Principio da Criticalidade Simétrica de Palais precisamos inicialmente estudar as

seguintes defini¢oes algébricas:

Defini¢ao 1.1. Um grupo topolégico é um espago topologico (G, 7, +), munido de

uma operacao ”+”que torna G um grupo ("7”denota a topologia de G), tal que:
i) A aplicagdo + : G x G — G definida por +(g,h) = g + h é continua;
ii) A fungao I™': G — G definida por I7!(g) = g~ ! é continua.
Observacao 1.1. O conjunto dos operadores lineares A : RY — RY denotado por

O(N) = {A € LRY,RY) ; (A(2), A(y)) = (z,y),Va,y € RV},

munido com a operagao produto de matrizes é um grupo topolégico chamado de grupo
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de rotagoes em RY e serd denotado por SO(N).

Observagao 1.2. O conjunto
SO(N) = {A € LIRY,RY) ; (A(x), Aly)) = (r,y)  det A= 1}

é um grupo topoldgico e é subgrupo de O(N). A demonstracao desse fato foge ao
objetivo da dissertacao e pode ser encontrada em Lima [13].
Definicao 1.2. Uma acao de um grupo topolégico G sobre um espago vetorial £

¢ uma aplicacao continua

p: GxFEF — FE
(g,u) = plg,u) = g-u

(1.1)

que satisfaz:
i) 1-u = u para todo u € E;
ii) (9g+h) - u=g-(h-u) para todos g,h € G e u € E;
iii) u — g -u é linear, para todo g € G.
Observacao 1.3. A aplicacao
p: SO(N)x Hj () — Hj ()

(g,u) — plg,u) = g-u: Q@ — R
z = g-u(r) = u(g(e))

é uma agao de SO(N) sobre H}(Q) onde §2 é a bola unitdria no RY.

Para as definigoes [1.3], [1.4] [L.5 e tomaremos p como na Defini¢ao [I.2]

Definicao 1.3. Definimos o conjunto dos pontos p-invariantes como sendo
Fiz(G) ={u € FE; g-u=u, para todo g € G}.

Pelo item iii) da Definigao [1.2] é facil ver que Fiz(G) é subespaco de G. Para mostrar
que é fechado tome {u,} C Fiz(G) e u € E tal que u, — u. Fixado g € G, temos pela

continuidade da acao que

v = lim w, = lim ¢g-u, = ¢g-u, para todo g € G.
n—oo n—oo

Logo, u € Fiz(G) o que mostra que Fiz(G) é um subespago fechado de G.

5



1. Preliminares

Definicao 1.4. Seja W um subconjunto de E. Dizemos que W é um conjunto p-
invariante se

g-u=u, para todo (g,u) € G x W.

Definicao 1.5. Dizemos que o funcional ¢ : E — R é um funcional p-invariante
se

(g -u) = p(u), para todo (g,u) € G x E.

Definicao 1.6. Se £ é um espago normado, dizemos que p é uma agao isométrica
se

lg - u| = |ul], para todo (g,u) € G x E.

Teorema 1.1 (Principio da Criticalidade Simétrica de Palais). Seja p uma agdo
isométrica do grupo topolégico G sobre um espago de Hilbert H. Se ¢ € C'(H,R)
¢ p-invariante, e u € um ponto critico de p restrito a Fiz(G), entao u é ponto critico

de ¢ em H.

Demonstragao. Dado ¢ € C'(H,R), para cada g € G e u € H, como ¢ ¢ invariante,

temos

p(g-u+tv) —p(g-u)

O'(g-u)-v = lim

t—0 t
71 . . —_— 71 . .
_ o P (g uttv)) — (g (g0 w)
t—0 t
_1 . J——
_ iy Pt tgT o) —o(u)
t—0 t
= ¢W)(g™" v)
de onde segue que
(V(g-u),v) = (Ve(u),g~' - v) para todo v € H. (1.2)

Dado u,v € H, pelo fato de que p é uma agao isométrica, temos

(w,v) = S(lutol* = |uf® —[vf)

5
1

= ;m'W+UW—WwUP—w'M%
1

= llg-utg-ol ~lg-ul* ~ lo-of?)

= (g-u,g-v).
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Logo, por (|1.2)), temos

(Veolg-u),v) = (Vo(u),g"-v)

de onde segue que
Vo(g-u)=g-Ve(u), para todo u € H. (1.3)
Dado u € Fiz(G) como na hipétese, por (1.3), temos
Vp(u) = V(g -u) =g Ve(u), para todo u € H,

ou seja, Vp(u) € Fiz(G). Por outro lado, como u é ponto critico de ¢ restrito a
Fiz(G), temos

(Vip(u),v) = ¢'(u) - v =0 para todo v € Fiz(G),

ou seja, Vo(u) € Fiz(G)*. Como foi mostrado na Definicdo [L.3] temos que Fiz(G) é
um subespaco fechado de FE, logo

Fiz(G) N Fiz(G)* = {0}

o que implica
V(u) =0

¢'(u) v ={(Vp(u),v) =0, para todo v € H.

Portanto, u é ponto critico de H. O

1.2 Lema Radial

O resultado apresentado anterior nos da ferramentas suficientes para que possamos
nos restringir a fungoes pertencentes Hj . 4(€2), que é um subespago com condigao de
simetria, e para isso definimos um funcional radialmente simétrico e demonstramos o

lema radial, uma ferramente que relaciona o moédulo de v pontualmente com a norma

de u em H}(Q).



1. Preliminares

Definicao 1.7. Denotaremos por Hy () o seguinte espaco:
1L, 0d(©) = Fis(SO(N)) = {u € HY(Q) 5 u(x) = u(g(x)), Yg € SO(N) ¢ Vi € ).

Chamaremos as fungoes u € Hj,,,(2) de fungdes radiais.

rad
Proposigao 1.2. Seja u € Hy(2). Temos que u € Hj,,4() se, e somente se, u(z) =

u(]z|), para todo = € .

Demonstracao. Suponha que u € H&, (Q). Logo,

rad

u(g(x)) = u(z), para todo g € SO(N) e x € Q. (1.4)

Mostraremos que é possivel definir uma fungao 4 de modo que, u(r) = u(z) para todo
xz € Q com |z| = r. Com efeito, seja zo € S[0,7], com 0 < < 1 (no nosso caso §2 é a
bola unitdria no RY). Entao, dado y € S[0,r], considere uma rotagao g, € SO(N) tal

que

gy(y) = To- (1'5)
Usando as igualdades (1.4)) e (|1.5)), obtemos
u(y) = u(gy(y)) = u(xo),

o que implica em u(y) = u(xy) para todo y € S[0,r]. Isso mostra que u é constante em
cada esfera de raio r € (0,1). Portanto, podemos definir u(r) := u(z), onde r = |z|.

Por outro lado, suponha que
u(z) = u(|z|), para todo = € Q. (1.6)
Tomando g € SO(N), temos
l9(@)I” = {9(2), g(2)) = (@, 2) = |2f*

o que implica

lg(z)| = |z|, para todo x € €. (1.7)
Por e (1.7), temos
u(r) = u(lz|) = u(|g(z)]) = u(g(z)), Ve € Q, e Vg € SO(N).

Ou seja, u € Hy,,q(). O

Vale ressaltar que a definicao de funcao radial nao necessita que 2 seja a bola

8



1. Preliminares

unitaria. No caso da bola de raio R a demonstragao da proposicao acima segue analo-

gamente.

Lema 1.3 (Radial). Seja u uma funcao radialmente simétrica de €2 (bola unitaria no
RY com N > 3). Entao
1 [Vully

u(x)] < . —= . para todo x € )
[u(@) wn(N —2) |x|¥

onde wy é a drea da superficie da bola unitaria no R¥.

Demonstragao. Seja x € Q com |z| = r, temos entao

—u(z) = —u(|z])

= u(l) —u(r)

= /Tlu'(t) dt.

Que em médulo, usando a Desigualdade de Hélder (Proposicao |A.8)), temos

1
u(@)| < / (1)) dt
1 N—1 N—1
- /\u’(t)\-t2-t2 dt

< (/1 |/ (#)|? - V! aht)é : (/:HNU dt)é. (1.8)

Note que, para N > 3:

1 1 1
/ o dt = /t<N1> dt

IN

(1.9)

Para podermos estimar o outro termo em (L.8), observe que u € Hj ,4(€) entdo
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u(z) = u(r), para todo x € 2 com |z| = r. Desse modo

ou _Ou Or _Ou m;
or; Or Ox; Or |z

o que implica
|Vu(z)| = |u'(r)]. (1.10)

Para finalizar a demonstracao precisamos da seguinte afirmagao:

Afirmagao 1.1. Seja Q a bola unitaria do RN, N > 3. Se u € Hj,,4(Q), entdo

1
Jull? = wn / ()P dr,
0

onde 1 < p < 0o e wy é a drea da esfera unitdria no RV.

De fato, seja ¢ : U C R¥~! — SV~ uma parametrizacao da esfera unitdria do RY,

onde U é um subconjunto aberto do RV~!. Defina

¢:(0,1)xU — Q
(r,z) — ri(x)

Observe que o jacobiano de ¢ é tal que

(0 (0
) oY
" By dx1
. O %
|| = det Ol =N et |2 | =N det(Myy)
Y oY
r OxN_2 Oz N _2
r- 8_7,[) 8_¢
0T N_1 OxN_1
(0
oY
Ox1
oY
onde My = Or2 e que |p(r,x)| =|r-Y@)|=r-|YE)|=r-1=r.
oY
Orn_2
oY
Orn_1

Desse modo, pelo Teorema de Fubini (Teorema [A.6)) e pelo Teorema de Mudanca

10
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de Varidveis (Teorema [A.7)), temos

/ u(@)|P do = / lu(p(r,z)) [P - vVt - det(Myy) dr
$((0,1)xT) 0,1)xU

_ /( | ()P N det(Myy) dr
0,1)x

_ / (7 ()P - PN - det(M,) da:) dr
— (/ lu(r)|P - N1 dr) : (/Udet(MM)) d:c)

= wN-/ lu(r)|P - Nt dr.
0

Desde que ¢((0,1) x U) = /0, temos

/Q|u(x)|p dx:wN/O lu(t) [Pt dt (1.11)

e assim a afirmacao esta demonstrada.
Por (1.10) e pela Afirmacao tomando p = 2, temos:

2 2
[ull™ = [1Vull;

= /|Vu\2 dz
Q

_ / W (@)|? da
Q

1
— oy / (1) 2Lt (1.12)
0

Substituindo ([1.9)) e (1.12) na desigualdade (|1.8]) se chega ao resultado esperado. [

1.3 Lema de Compacidade

Um resultado que decorre diretamente do Lema Radial é o Lema da Compacidade.
Ele é uma ferramente importante na hora de mostrar que as condigoes referentes a
compacidade pedidas pelo Teorema do Passo da Montanha sao satisfeitas. De certo
modo, esse lema estd diretamente ligado a imersao do Hj,4(Q2) em LPYH(Q,[z'), de
fato, essa imersao é compacta para o caso subcritico de Hénon e é mostrada no final

do capitulo 2.

Lema 1.4. A aplicagao u — |z|™-u de Hy,,4(€2) em LP(Q) é compacta, para p € [1,1m)

11



1. Preliminares

onde

2N N —2
— ,sem< 2

o0 , caso contrario

e ) é a bola unitdria no RN (N > 3).

Demonstracao. Como sé precisamos do resultado para m < %, a demonstragao para
0 caso em que m > % serd omitida, mas pode ser encontrada em [5].
Pelo Lema Radial pela Afirmagao 1.1 e tomando r = |z| temos

™ ull? = / 2™ - Ju(a) P da

/|m|mp ( ”Vi&ﬂf) dx
Von(N=2) |z

p
< v ku /W_p .

p
< ( ”7;\;” ) (wN/ pm=252)p  pN-1 dr)
wn (VN —2))P 0

w 1 N2
= (( ~ (]\A; 2))p./0 rm )P N 1d7") ”VUHZQ’ (1‘13)
N _

Verifica-se que (m — 22)p+ N —1 > —1, desse modo (1.13) acarreta em |||z|™ - u
WN < WN(N — 2))71}
(m—252)p+ N

€|l 2N
PP N=2=2m )

Para provar a compacidade usemos a Desigualdade de Holder (Proposicao A.8) para

IN

[

C'||ul| onde C = . Ou seja, essa aplicagao é continua para todo

p==1eq=—ondeac (0,1)

il ully = [ ol do
Q
= [ Jallapelup do
Q

< ([utas) ([ 1a

m —a
Note que para m* = p ep = b temos
pD—a 1—a

™ -ul, < ( Xt da:) - (
Q 9]

12

l1—a
=i d:zc) |

a

1-a
dx) .




1. Preliminares

2N N -2
Afirmagao 1.2. Existe a € (0, 1) tal que p* € |1, —————— ], onde m* < :
N —2—2m*
— 2N
De fato, suponha por contradicao que p* = p—a -~ bara todo

l—a = N-2-222
2N

0,1). F d — 0"t >
a € (0,1). Fazendo a emOSp_N—Z—Qm

o que é um absurdo, validando a
afirmacgao.

Desse modo, por ([1.13) existe C; constante tal que

i

m*p*

P dr < Oy ||Vaulh

u

o que implica que

1—a

2 p=a
7= Oy flullf fJull 7 (1.14)

1-a a .
™ - all, < G flullf [lu]l”

onde Cy = 011% .

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema temos Hj,,q(€2) — L'(€2) com-
pactamente. Assim, dado (u,) uma sequéncia limitada em Hg,,,(€) existe uma sub-
(Q), tal que

sequencia (uy,) C (un) € u € H&md

Up, — wem L'(Q), quando j — oo
Por (1.14)) temos

H|x|m Un; — jz[™ - qu - H|x|m ' <u”j N u)Hp

a p—a
< C2H“”j_u 1 unj—uH :

de modo que |[|z|™ - u,, — |z[™ - qu — 0 quando j — oco. Ou seja, dada uma sequen-
cia (up) € Hy,,q(Q), existe (un;) C (un) tal que |z[™ - u,; é convergente em LP(Q).

Portanto, se m < %, u — |z|™ - u é uma aplica¢do compacta. ]
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Capitulo 2

O Problema Critico com a nao

Linearidade Polinomial

Neste capitulo, baseado em um trabalho publicado em 1982, por Wei-Ming Ni [14],
demonstraremos a existéncia de solugao radial positiva para o problema .

A demonstracao da existéncia de solucao para o problema consiste em apli-
car o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz (1973), ao
funcional energia associado ao problema , definido sobre o espago Hj,,4(€2). Di-
vidimos a demonstracao em tres etapas. Na primeira etapa usamos o lema radial para
mostrar que o funcional energia satisfaz a hipdteses geométricas do Teorema do Passo
da Montanha. Na segunda etapa usamos o lema de compacidade para mostrar que o
funcional energia satisfaz a condicao de Palais-Smale. Finalmente, na terceira etapa,
aplicamos o Teorema do Passo da Montanha, mostramos que o ponto critico obtido é
solugdo de restrito a Hy ,q(€) e usamos o Principio da Criticalidade Simétrica de

Palais para mostrar que é solugao nao nula de (P1)).

2.1 A Geometria do Passo da Montanha

Nosso objetivo é encontrar solugao fraca u € H}(f2) para o seguinte problema

—~Au = |z|'u” em Q
u > 0 em (2 (P1)
u = 0 em Of)

20l .. 2N
02 =

de Q é a bol itaria do R N> 21 1 2" —1
onde €2 ¢ a bola unitariado R, com N >2,[ > 0,1 <7 < +N—2 N —2

é o expoente critico de Sobolev.

A motivagao para a escolha desse expoente é consequéncia imediata do lema abaixo:

14



2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

Lema 2.1. Seja Q um dominio limitado com fronteira suave e g : 2 x R — R uma

fungdo continua. Se u € C?%(Q) satisfaz

—Au = g(z,u(r)) em Q
u > 0 em (2 (2.1)
u = em Of)

entao
|Vu(x))?x -n(z) de = ZN/QG(x,u(x)) dx — (N — 2) /Qg(x,u)u dx

N
+ ZZ/xiG’%(x,u) dx
i=1 79

o

onde n(z) denota o vetor normal unitario exterior a 92 no ponto = e G(z,s) =
fosg(x,t) dt.

Demonstracao. Multiplicando por (x - Vu) e integrando em € obtemos
- /Q Au(x - Vu) do = /Qg(x,u(x))(x -Vu) dx. (2.2)
Pela identidade de Pohozaev temos
—/QAu(x -Vu) de = % /Q Vul? dx +%/ag |Vul?x - n(x) dx

e pelo fato de u ser solugao de ({2.1)), temos

/|Vu|2 dx :/g(x,u)u dx,
Q Q

logo

- / Au(z - Vu) de = N=2 / g(x,u)u dr + 1/ \Vul?z - n(z) dr. (2.3)
0 2 Ja 2 Joa

Observe que

9C (1 u(a)) = o~ 0G 0u; | OG Ou
ox; N p Odxj Ox;  Ou dx;
N
ou
= > 0iyGia, (wu(x)) + gz, u(x)) 5 (2.4)

j=1

15



2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

e pelo Teorema de Integracao por Partes, temos

9% (o, u(x)) dw = — /Q Gz, u(x)) de. (2.5)

/Qg(a:,u(:v))(:t -Vu) dx = /Q (:1 x,g;i) g(x,u(x)) dz

- Z/ngzg(yc,u(av))aagZ
— Z/ﬂxl (g—g(x,u(az)) — Zéi,ijj(a:,u(x))> dx
— Z (/Q xig—z(:v,u(x)) dx — /QxiZ&-JGIj (z,u(z)) d:v)

- i (/Q —G(z, u(z)) dv - /Qxiil@,szj (z,u(x)) dx>
- ;/ —G(z,u(x)) dm—é/gﬂfié&,jG%(x,u(x)) dx

Q

Q

= —N [ G(z,u(z)) do — Z/szsz(x,u(x)) dx (2.6)

Usando (2.3, (2.2) e (2.6) o resultado ¢é imediato. O

Suponha que u € C?() é solucao de (P1)), logo vale
/ |Vu(2)|?x -n(z) dov = 2N/ G(z,u(x)) do — (N — 2) / g(x,u)u dz
o0 Q Q
N
+ 2Z/$iGIi(x,u) dx
i=1 /8

com g(z,u(z)) = |x['|u|”. Como Q = B(0,1) é estrelado temos z - n(z) > 0 e, pelo

Teorema da Divergéncia, temos

/89 Vu(z)n(x) de = —/QAu = /Q Fakrd

que nos diz que nao podemos ter Au = 0, pois caso contrario teriamos u = 0 o que

16



2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

contradiz o fato de u ser solugao de ([2.1)). Desse modo

0 < / \Vu(x)|?x - n(z) do

— QN/( |luT“) dx—(N—2)/ (Jz|'w™") do
Q
1

9 ; l l72i7+1 d
+ ;/Qx<7_+1|x| U > x
_ 2N Il -2 T+
_ (T+1—(N—2))/]x| dm+—/| | sz )

2N

_ — (N — lT+1

(2 e [

que implica

2N + 21

—(N=2)>0
T+1 ( )
que é equivalente a l
2
<2P—14—
T + N_2o
Ou seja, se 7 > 2* — 1 + 1= o problema 1} nao possui solugao.

Uma solugao fraca para o problema é uma fungao uy € HJ () satisfazendo
/ Vuo Vo dx — / |z|*|uo|"v dz = 0 para todo v € Hg(Q).
Q Q

Para encontrar essa solucao fraca, definimos o seguinte funcional associado ao pro-

blema restrito a Hj ,q(Q), J : Hj,.q(2) — R dado por:

J(u) :%/Q|Vu\2 d:c—/Q|:z:|lF(u) iz

onde
1
u lul™" Ju>0
Flu) _/ o de = T+
0 —?|U|T+l ,u < 0
-
ou seja,
ulul”
F(u) = :
(v) T+1

Encontraremos ponto critico uy para J e em seguida aplicaremos o Principio da Criti-

calidade Simétrica de Palais afim de concluir que ug é solugao de (P1]).

17



2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

Pelo Lema Radial temos

’/|x|l|u|7u iz < /mlwﬂ dz
Q Q

1 T+1
Q wn(N — 2) || 2"
u 2N,
- ( ) ) [ e
CUN(

1
< 1 Wy - (/ P2 ()N -1 dr) HUHTH
CUN<N — 2) 0
= Cllu)™
onde
1 T+1 1
C=| —— CWN - (/ rl+ 3 (T+1)+N 1 d,r) (27)
WN(N — 2) 0
é constante visto que 7 < 222 o que implica que [ + X (1 4+ 1)+ N — 1> —1, ou

2—N
seja, fo plt = CHDEN=1 g converge.

Desse modo,
Jo, 2l ul™u d

2
i

<Ol

o que implica
Jo, 2]t ul"u da B

2
Il

[[ul| =0

Logo, existe § > 0 tal que

Jo ||| u dx

2
[l

T+ 1
4 b

Vu € B(0,6)/{0} C Hy,44(€), 0 que implica

1
5/uwwum>—7+|mﬁ
Q 4

18



2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

Vu € B(0,0)/{0} C Hj,.q(Q). Logo

1 1
I = 5l = = [ lelferuda

]_ 2 1 7—+1 2
> — — .
il = - (S )

1 1
= 5l = ll?

1
= Ll 28)

Vu € B(0,0)/{0} C Hj,q4(Q). Por outro lado, sejam ug € Hy,,4(2) positivo e r > 0.

Assim sendo,

J(rug) = 11”2 l|uo||* — i /|x|l|u |™t da
0 5 0 1/, 0
= Ar?— Br !,
_ 1 2 _ L, |7+1
onde A = = |lugl|” e B = —— [, ||'|uo|™™" dz. Como 74 1 > 2, temos
2 T+1
J(rug) — —oo quando r — oo (2.9)

De (2.8) e (2.9) é garantida a existéncia de e € Hy,,4(2), p € (0, |le]]) fixo e a > 0
tais que J(u) > « se ||ul| = p o que mostra que J satisfaz as hipdteses geométricas do

Teorema do Passo da Montanha (Teorema |A.2). Resta entao provar que J satisfaz a

condicao de Palais-Smale.

2.2 A Condicao de Palais-Smale

Como as hipdteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha sao satisfeitas,
a fim de mostrar que o funcional J possui ponto critico, basta mostrar que as hipoteses
referentes a compacidade também sao satisfeitas. Para isso, vamos mostrar que toda
sequéncia quase-critica {u,} possui subsequéncia convergente, ou seja, J satisfaz a
condicao de Palais-Smale.
(Q) tal que

. A . 1
Seja {u,} uma sequéncia em Hy, .,

(i) Existe C' > 0 tal que |J(u,)| < C,Vn € N
(ii) J'(un) — 0 quando n — oo.

A derivada de J é dada por
J' (u)(v) = / VuVu dx —/ ||'|u|"v dz, para u,v € Hy,q(Q).
Q Q
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

Tomando u = v = u,,, obtemos
() ) =l = [ Jeflua " d
Q

Por (ii) existe ng suficientemente grande tal que

Ilun\l2—/glﬁc\llun|7un dr| = |J (un)(un)l
< () |
< lunll, (2.10)

para todo n > ng. Pela limitacao de {J(u,)} temos

1
‘—/ IVu,|? dx—/|x|l|un|Tun de| < C
2 Ja Q

que é equivalente a

2
= 2 [Jafluolru ao| < 2,
T Q

ou seja,

2
el = =2 | [ fefluntrun as| < 2c. )
7 Q

De ([2.10)), temos
~lu | [ ol s
Q

‘/ ]x|l|un|7un dx
Q

Por (2.10) e (211) segue que

< Jlunll

donde
2
< Junll + flun|”-

2
HunH2 < 204+ —— ’/ ]x\l|un\7un dx
T+1|/g
2 2

IN

20 + [

[[nl +

T+ 1

(1 _ L) lun|® < 20 +

T+ 1

e dai

] -

T+ 1 T+ 1

2

T+
. A . 1 .
Para mostrar que {u,} possui subsequéncia convergente em Hy,,,(€2) vamos definir

Como 7 > 1, temos (1 — 1) > 0 o que implica {u,} ser limitada.
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

um operador:
T: H&,rad(Q) — H&,rad“))

que satisfaz
(Tu, U>Hé, (@) = /Q ||t |u|™v da.

e mostremos que, se T'(u,,) convergir a menos de subsequéncia, entao u, também con-

verge a menos de subsequéncia. Primeiramente seja

(=A)™": HT(Q) — Hg,oa(Q)
p = (FA)THp) = w

onde (w,v) = f,(Vw)(Vo) de = @(v) e H-() = (H},0u(2))'

Note que (—A)~! estd bem definido pela Teorema de representacio de Riesz. No caso,
dado w € H;
v € H o
Se (—A)7(p) = w entao

existe ¢ € H~1(Q) tal que (w,v) = [, VwVv dx = ¢(w) para todo

,rad?

|wm{mnzﬁ$f=<“w>:H@Ar%@H. (2.12)

devido ao Teorema de representacao de Riesz. Fixado u € Hy,,4(?), defina

:/|m|l|u|TU dx.
Q

Afirmagao 2.1. ¢, € H1(Q).

Temos ¢, linear e limitada. De fato,

oulav +w) = /|x|l|u|7(av+w) dx

= / ||| v dx—l—/ 2" u|"w dx

= O‘SOu + Sou
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

e, usando o Lema Radial [I.3] temos

ulv)] = \ [lelure dz

. 1 NS 1 el
< [ || e =
Q wy(N =2) |z won(N'=2) ol =
) T+1
- (=) ([ @)

1
“x ( ey dr) ll” [l
(Ver=2)) Mo

= Clull" vl (2.13)

Vo € Hy,,q(2), onde, como em (2.1]),

C— WN . (/1rl_(1\’;2).(7+1)+N—1 dr) :
( U.)N(N — 2)) 0

é constante, o que conclui a prova da afirmacao.
Desse modo T fica bem definido por T'(u) = (—=A)™ () e além disso

ﬂ%wztbwmwmm—ém%wmm
= (un,v) = (T'(un),v)
= (u, — T'(up),v).

Logo,

[ — T(“ﬂ)HQ = (up — T(up), up — T(uy))
= J'(un)(un — T(uy))
< [ (wa) [l {[un = T'(un) |

o que implica ||u, — T'(u,)| < ||J'(u,)||. Usando o fato de que ||J'(u,)|| — 0 quando
n — 00, temos

|lun, — T'(uy)|| — 0 quando n — oo. (2.14)

Resta entdo mostrar que existe uma subsequéncia {u,, } de {u,} tal que {T'(un,)}

seja convergente. Para isso mostremos que T é uma aplicacao compacta. Tomemos
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

T:T5OT4OT3OTQOT1 onde

T H(},rad(Q) — L%(Q)

Y

2NT 2NT

Ty: LN+2(Q2) — LN+2(Q)

z]7u 2]yl

b

Ty: L¥2(Q) — L¥+2(Q)

l 1 T
ol flul > (Jal 7 Ju)

Ty: L¥e(Q) — HYQ)
T (§
(el lul)” —

Ts: H'(Q) —  Hj,()
Pu — (_A>71(90u) .

Afirmacao 2.2. O operador T} é compacto e os operadores Ty, T3, Ty e T5 sao

continuos.
. l l N —2 .
De fato, pelo Lema de Compacidade , para m = = se ~ < , entao por
T < w temos que 2NT < 2N ou seja, 11 é compacto.
N-2 7~ N+2 N-—2-2 ’
Observe que a aplicacao T» é definida por TQT(u) = |u|, ou seja, HTQ(u)HL]zV]iT2 o =

||u]|12VL+T2 Portando T3 é continuo.

O operador T3 é continuo devido a sua defini¢ao
Ti(u) =u",7>1

Para mostrar que aplicagao T} definida por (Ty(w),v) = [,wv dz é continuo usemos
2N 2N

N+2 N_-2°

a Desigualdade de Holder (Proposigao [A.8]) para o par de dualidade
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

a imersao continua Hy,,,(Q) < L*'(Q):

(Tu(w),v)| < / jwl o] dz

A
N\
o)

=

Z‘M

=

QL

8
~_

m‘z
A5
VRS
2
=
2w

b

QL

)
~_

(V]
Z

= lwll2x_f[oll,
< Cllwll g, ol
o que implica que
T.
(T 0 Gy
o]
ou seja,
[(Ta(w), v)]
ITa@llg-r@y = sup === < Cjw] 2
verd @0y IVl Nz

e isto prova a continuidade pois 7} ¢ linear. Como a continuidade do operador 7} ja foi
mostrada durante a definicao do operador T', em , temos que, por 1" ser composicao
de operadores continuos com um compacto, 1" é compacto e assim a afirmacgao esta
demonstrada.

Logo, por (2.14)), existe uma subsequéncia {u,, } de {u,} tal que J(u,,) ¢ conver-

gente, ou seja, J satisfaz a condicao de Palais-Smale.

2.3 Existéncia de Solucao Radial Positiva para a
Equacao de Hénon

Como J satisfaz as hip6teses do Teorema do Passo da Montanha (Apéndice [A.2))
existe u € Hy,,4(22)/{0} que é ponto critico de J em Hg,4(9).

Lema 2.2. u é uma solucao fraca positiva para o problema [P1]

Demonstracao. Para mostrar que v é uma solucao para o problema usaremos a
Teoria de Regularizacao e o Principio do Méximo (Apéndice [A.4]).

Defina g : Q@ x R — R por g(z,s) = |z|'|s|” que, por definicao, é uma fungio de
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

Carathéodory. Pelo fato de u ser radial, temos

g(z, )| = [a]ul”
= ol ul 3 fu] 7
= %3
< ot 1 Il o B3
a wy (N —2) 2|5
Fo_Nt2
[ ull - I—(r—Ne2). N2 N42
AW TN v, (2.15)
WN —
N+2+2l
Pela hipétese 7 < L7 temos

N =2

l_(T_N+2)_N—2 - l_<N+2+21_N+2).N—2
N -2 2 N -2 N -2 2
_ 20 N -2
- UN—2 2
= 1-1

= 0

e portanto |:1c|lf(77m)'T € L>(R2). Logo, existe M > 0 tal que

N2
(&) . ’ﬂ”(“%)'% < M q.t.p. em €.

Substituindo na desigualdade (2.15)), obtemos

N+2

lg(x,u)] < Mlu|v—2
= M|u|~72 ]yl

= a(@)[ul,

onde a(x) = M|ulﬁ q.t.p. em €. Pela imersao continua HE(Q) < L?, segue que
[ta)ar = [ (a7 as
Q 0

= Mg]/|u|13N2 dx
Q
2
N

N—
= M*|u

2
2

< oQ.
Ou seja, |g(z,u)| < a(z)|u| < a(x)(1+ |u|) q.t-p. em Q com a € L= (). Pelo Teorema
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2. O Problema Critico com a ndo Linearidade Polinomial

[A.11] (veja Apéndice) temos que u € L*(2) o que implica u € C?(12) e pelo Principio
do Méaximo Classico (Teorema [A.4)) temos u > 0. Pelo Principio da Criticalidade

Simétrica de Palais (Teorema , temos que u é solugao fraca positiva do problema

em H} (). O
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Capitulo 3

Problema Subcritico com a nao
Linearidade Assintoticamente

Polinomial

Assim como no capitulo anterior, iremos aplicar o Teorema do Passo da Montanha
ao funcional energia associado ao problema[P2] A demonstragao seguird com as mesmas
trés etapas: hipdteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha, a condi¢ao de
Palais-Smale, a aplicacao o Teorema do Passo da Montanha para encontrar um ponto
critico que é solugao de {D restrito a H&rad(Q) e finalmente usamos o Principio da

Criticalidade Simétrica de Palais para mostrar que o ponto critico é solucao fraca

de(P2).

3.1 A Geometria do Passo da Montanha

Nosso objetivo é encontrar solugao fraca u € HJ(f2) para o seguinte problema

—Au = b(|z|)f(u) em Q
u > 0 em ) (P2)
u = 0 em 02

onde ) é a bola unitéria no RY e b(r) e f(s) satisfazem as seguintes hipéteses:
(b1) b(r) é uma funcao localmente Hélder continua positiva (para r # 0) com b(0) = 0.
(b2) b(r) = O(r') em r = 0, para algum [ > 0.

(f1) f é uma fungao localmente Holder continua, f(s) > 0, para todo s > 0, f(s) =

f(s)

o(s) para s =0 e —= — 0o quando s — 0.
s
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

N +2 2l

(f2) |f(s)| < C(1+ |s|)?, onde p < + + , para s suficientemente grande.
N—-2 N-=2

(f3) Existem constantes 6 € (0,3) e M > 0 tal que F(s) = [ f(t) dt <0 -s- f(s),

para s > M.

Uma solugao fraca para o problema ¢ uma fungao uy € H}(Q) satisfazendo
/ VuoVo dx — / b(|z]) f(uo)v dx = 0 para todo v € Hy(2).
Q Q

Para encontrar essa solugao fraca, vamos definir o seguinte funcional associado ao
problema ([P2)) restrito a Hj ,q(€2) com f truncado, J : Hj .4(2) — R dado por:

Iw) =5 el = [ Bz P(w) da

onde

Fu) = /0 £(t) dt.

e f: R —s R é dada por:

A {f(t) >0

0 ,t<0

encontraremos ponto critico ug para J e em seguida aplicaremos o Principio da Criti-
calidade Simétrica de Palais afim de concluir que ug é solugao de (P2)).

A derivada de J é dada por
J'(u)(v) = / VuVu dz — / b(|z)) f(u)v de,
Q Q

para u,v € H,q4(Q).

Primeiro mostremos que J(u) e J'(u)(v) estao bem definidos. Para isso, seja

v Hg,rad(Q) — R
u — U(u) = [,b(jz])F(u) dzv

Desse modo

U(u+ hv) — ¥(u) Jo b(|z|)F(u+ hv) dx — s b(|z))F(u) da

h A e
_ /b(|xy)F(“+h2)_F(“) dz
Q A A
_ /Qb(|$|)F(u+h;;)}—F(u) v da



3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

Pelo Teorema do Valor Médio existe uy pertencente ao intervalo fechado de extremos

u e u+ hv tal que A R
F(u+ hv) — F(u)
hv

Fazendo h — 0 temos ug — u q.t.p. em 2 e, para h € (0, 1], temos os seguintes casos:

= F’(Uo) = f(u()).

para u < u + hv
|uo| < [u+ hv| < |ul + hlv| < [ul + |v].

e para u + hv < u
hv < 0

o que implica

u— hv > u > uyg,

logo
|uo| < Ju— ho| < fuf + hlv] < fuf +[v].

O que implica

Fu+hv) — F(u)

b(|]) o ~v = b(|z) f(uo)v = b(||) f (u)v (3.1)

q.t.p. em 2 quando h — 0.

Afirmagao 3.1. Existem constantes A e B tais que
f(u) < A+ Blul” para todo u > 0.

De fato, pela hipétese (f1) dado € > 0 existe 0 < 6 < 1 tal que |f(2)| < ¢|z| para

todo z € (=9, 0) e pela hipétese (f2) existe M > 1 tal que f(z) < C(1+ |z|)P para todo
N +2+21

>Mondel <p<
z > onde p N _2

, de onde obtemos a desigualdade
lf(2)] < C(+1z])? < C(Jz] + |z])P = 2PC|z|P para todo z > M.

Ainda por (f1) existe C. > 0 tal que |f(2)| < C. para z € [§, M] que implica

"B

§—|z|p para todo z € [d, M].

Logo, pelas desigualdades anteriores e a Desigualdade de Young (Apéndice [A.9)) para
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

1 1
pep com -+ — =1 temos
b p
C
fz) < elzl + 2= + Sl

1 ., 1 C.
< =P+ — 2P+ 2°C 2P + —|2|F
P p oP

1 1 C.
= —eP [ -+2°C+ | |2]f
P P op
= A+ Bz, (3.2)

1, 1 C. ) - ,
pata todo z > 0, onde A = —e? e B = — + 2°C + T E assim a afirmacao estd
p
demonstrada.

Pela hipétese (b2), para o € > 0 escolhido, existe § > 0 tal que
b(|z]) < elz|' se |z| < 4.

Por outro lado temos que b é continua logo existe C > 0 tal que

Como b é nao negativa, temos b(|z|) < C|z|' para § < |z| < 1. Logo, existe C- > 0 tal

que
b(|z|) < C.|z|' para todo = € Q (3.3)
Por (3.1)) e (3.3)), temos
Fu+ hv) — F(u) .
e L
< Cla|'(A+ Bluol")v

IN

Celz|'TA+ B(Ju| + [v])*]v
Celz{A+ B2°([uf’ + |[v[")]}v
C.Alz|'|v| + C.2° Blz| |ul?|v| + C.2° B|z|'|v|P*.

IA

IN

Por (2.13)) é facil ver que |z|'|v] € LY(Q), |z||u|P|v| € LY(Q) e |z'|v[PTt € LY(Q). Logo,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [A.12]), temos

ov 5
G = [ Wahfw) v da.
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

Por (3.2)) e (3.3)), temos

C.
/b(|x!) {5|u\ + (2PC+ —) ]u\p] :
; o
8/ b(|z|)|ulv dx + 2”0—1— / b(|x|)|ulPv dx
Q 5p
I C. !
< ¢ C’€|x| |ul|v| dz+ | 2PC' + 5 C’Elx| |ulPlv| dx

_ gc/m ful[o] dz + C. <2pc+ )/m (o] da.

Note que, pelo Lema Radial [1.3] temos

1 1
ECS/|$|l|u|p|U| dr < gca/ ' lull . Il ) e
Q Q wn(N =2) |z|= wn(N —2) |z| 7z

— <C.- ”“” /|x|l+2 N da - o

ov
BN (u)

IN

IN

HuH / !
< eC.-—— dr - o]
N -2/,
e também que
p
C. [ latlolel do < €.l [ 50 dr e
Q (Vwn(N —2))rtt Jq
1
< (.. Jull” - wy PSS DN g l|v]]
T (Ven(N =2y 7
. C.

onde C. = C, [ 2°C' + —

op
Pelas desigualdades acima, temos

oV

S5 W] < Coe vl + Cic Il = Cue 1ol (3.4)
onde )

Cy.=eC.- ]\’f|u—”2/0 r'ttdr
e, como em (2.1)),
c? =C.. lul” - wy /1 H25N ()N -1 g,
T (Vun(N=2)p

sao constantes.
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

Portanto ¥ € C'(Hj,,4(2),R) e

V' (u)(v) = /Qb(|x|)f(u)v dx para todo u,v € Hy,q(),

o que implica a boa definicao de J. Agora, para mostrar que J satisfaz as hipoteses

geométricas do Teorema do Passo da Montanha (Teorema [A.2)), observemos que por

(13.2), dado ¢ > 0

f(z) <elz| + (2”0 + %) |z|P, para todo z > 0,

o que implica

IN

2 AP 2rC C: pt+1
) 2’”2’ - (p+ 1 oP(p+1) 12

£
= §|Z’2+d5|2’p+1,

2rC C.
para todo z > 0, onde d. = + . Por 1' Lema Radial e a
p+1  (p+1)

Desigualdade de Poincaré (Teorema [A.10)), temos

£

/Q e Ew) do < / b(])uf? de + d. / b(ja]) u* da

< E/C€|x\l|u|2 dx+d5/C€|:c|l|u|p“ dz
2 Q Q

O
< © /|x|l|u|2 dx+d€-Ca/ 2| Pt da
2 Q Q

O
< SNl dC [ Jolup da
2 Q
pt1
-C. 1
< S v [ ol )
2- M 0 wy(N —2) |z| "z
E'Os 2
<
< S5t
1
+ |d.-c. R / A e
< WN(N—Q)) 0
N +2+ 2]

N —2
Note que, pela hipdtese p < temos [ — T(p—I— 1)+ N—1> —1, ou seja,

N =2

1
_N-2 _
/ A2 DN g o
0
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

de onde obtemos

1 05‘5 2
> Z_
s = (3-550)

1
WN 2-N, -
_ d.-C. - / P )N g

P+l
( WN(N—2>) 0
= Allul* = B Juf""

para € > 0 suficientemente pequeno, onde

1 C.-e
A== =
2 2-)\
e
WN ! 2—-N
B=d.-C.- / ptt e rDEN =L gy
0

(Ve - 2))”+1

Afirmacao 3.2. Existem constantes A e B positivas tais que

F(z) > Az — B para todo z > 0.

1
De fato, por (f3) existem 6 € (0, 5) e M > 0 tais que

F(z):/ozf(t) dt <0-z- f(z) para todo z > M

que é equivalente a
f(z)
F(z)

Integrando ambos os lados obtemos

‘ -

para todo z > M.

>

>

* Z

2 () / 1
= dt > — dt tod > M
/MF<t) = Jy 0o CPHRIOCOF=

o que implica

z z

In(F(t)) para todo z > M

1
= —1In(t
gn()

M

que ¢ equivalente a

In(F(2)) — In(F(M)) >

|
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

ou seja,

In (%) > In ((%) é) para todo z > M

que, pelo crescimento estrito de In(+),

F(z) 20
> ara todo z > M

FOM) = s P =

e entao P
F(z) > ( 1) -2 = A- 2% para todo z > M,
Me
onde A = —. Por outro lado, pela continuidade de F, existe B; > 0 tal que
7
|F(2)] < By, para todo z € [0, M] (3.7)

o que implica F(z) > — By, para todo z € [0, M]. Tome B > 0 tal que B > AM?d + B;.
Note que, se z > M:
F(z) > Azt > Azo — B,

esez € [0, M]
F(z)>—By > AM¢ — B> Azt — B.

O que conclui a prova da afirmacao.

Note que

/Qb(\xy)ﬁ(u) de = /[ b(|z|) F(u) dw+/[<0} b(|z))F(u) da

visto que F(u) = fou f(t) dt = 0 quando u < 0. Logo, pela afirmagao acima, temos

Iw) = 5l = | Wle)Fw) da

1 .
= Sl = [ e Fw do
[u>0]

VAN

1 1
sl =a [ wahlult do—B [ b(la) do
[u>0]

[u>0]

Fixando ug € Hj,q(22)/{0} positivo com suporte compacto onde b nao se anula e

r > 0, temos:

J(rug) = Ar? — Bri —C

34



3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

1 _ _
onde A = 3 l|uol|®, B = A«f[u>0] b(|z])|uol da e C = Bf[u>0} b(|x|) dx.

1 1 L
Como 0 € (0, 3 temos ] > 2, 0 que implica

J(rug) — —oo quando r — +o0. (3.8)

Agora, por (3.6) e (3.8) ¢ possivel escolher ry > 0 de modo a definir e = roug €
Hj 10a(Q2) — {0} tal que [le]| > p e J(e) < 0 satisfazendo assim as hipSteses geométricas
do Teorema do Passo da Montanha (Teorema [A.2]).

3.2 A Condicao de Palais-Smale

Como as hipdteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha sao satisfeitas,
a fim de mostrar que o funcional J possui ponto critico, basta mostrar que as hipéteses
referentes a compacidade também sao satisfeitas. Para isso, vamos mostrar que toda
sequéncia quase-critica {u,} possui subsequéncia convergente, ou seja, J satisfaz a
condicao de Palais-Smale.

Seja {uy} uma sequéncia em Hj ,4(Q) que
(i) existe D > 0 tal que |J(u,)| < DVneNe
(i) J'(un) — 0 quando n — oo.

Pelas hipoteses acima, existe ng > 0 tal que
|J (up)un| < JJuy|| para todo n > ng,
o que implica que

< |Juy,|| para todo n > ny. (3.9)

a2 / (1) f (1)t

Pela limitagao de J(u,) dada em (i) temos

1 .
‘5 [ tn || — /Qb(\x])F(un)un dx| < D para todo n € N.
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

Por (3.7) e (3.3) temos

lun |

2. (%|]un|]2—/gb(|x])ﬁ’(un) da:) +2-/Qb(yx\)ﬁ(un) dz
< 2D+2-/b(|x|)f7(un) dx
Q
= 2D+ 2. bxﬁundx 2- bxﬁundx
¥ /[O%M] (Jal) F ) d+ /W% (Jal) P 1)

< 2D +2 / C.|z|'By dx + 2 / b(|x) F(uy,) dx
[0<un,<M] [un>M]

1
< 2. (D+C’€-B1-WN/ Nl dr) +2- b(|z|)F(uy) da
0 [un>M]

= ﬁ+2~/ b(|z) F(uy) dz,
[un>M]

onde D = 2 - <D+C’<E - By -waolr”N*l dr).
Por (f1) e (3.9) temos

lul> < D42 /[ M) ) da
Up >

IN

D+2-/ b)) 0w, - fluy) da
[un>M]

IN

ﬁ+2-/b(]m|)-8-un-f(un) dx
Q

< D+ 20 ||Jun||* + 20 ||un]| ,
para todo z > 0, o que implica

(1 —20) ||un||” < D + 20 |jun||, para n > nq.

1
Como # € (0, 5) temos 20 < 1 e portanto {u,} é uma sequéncia limitada (seja W tal
limitante). E entdo, pelo Teorema de Kakutani (Proposicao |A.5)), existe u € Hj ,4(€)

e uma subsequéncia {u, }nenvcn, tal que
u, = u em Hy,,4(Q) quando n — oco.

Por (ii) temos

= [ b))t -+ 00(1)
(U, 1) —/Qb(\xpf(un)u dz + 0,(1).
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

Pelo fato de (u,-) ser continua, por (3.3)), pela Afirmagao e o Lema Radial [1.3]

temos

||, — u||2 = (U — u, U, — u)
= HUHHQ - <un,u) - <U’7 Up — u>

- / (1)) f (), iz — / (1)) f () iz + 0,(1)
- / (1)) f () (1 — 1 ) + 0,(1)
< Ca/ﬂ|az\l(A+B\un|p)|un—u| dz + 0,(1)

_ A-CE/\x|l|un—u| dx+B-C€/\x|l|un|p|un—u| dz + o, (1)
(9]

p
n 1
B-C. \:c|l ||u H v | |un —u| dz+0,(1)
Veon(N=2) |3

- B. | / 2= Oy, — | da + 0n(1)
( WN( —2

IN

- B-c-||un||p/|x| ()P, — uf da + on(L),
9]

Ce

(Vwn(N =2)
H} () estd imerso compactamente em L9(Q) para 1 < ¢ < 2*. Ou seja, a convergéncia

onde C' =

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema |A.1)),

fraca u, — u em Hj,4(Q) implica que u,(z) — u(z) q.t.p. em Q a menos de sub-
sequéncia e

N—-2

2= C22) P (u, (2) — u(z)) — 0 q.t.p. em Q.

Pelo Lema Radial ([1.3)), temos

_ [[tn — ul] |x|z_¥.(p+1)
wN(N — 2)
S N S
o WN(N — 2)
W+ ||U|| | ’l 2.(p+1)
- WN(N )
= Wh(x),
W IELESL YA
_ — A(p41
onde W = Wl e h(z) = |x| 2 " Como h(x) € L (Q), pelo Teorema
(JJN(N — 2)
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3. Problema Subcritico com a nao Linearidade Assintoticamente Polinomial

da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [A.12)), temos
/ |$|l7(¥>'p|un — u| dv — 0 quando n — oco.
Q

Desse modo u, — u em Hj () e J satisfaz a condiao de Palais-Smale.

3.3 Existéncia de Solucao Radial Positiva para o

Problema Generalizado

Pelo Teorema do Passo da Montanha (Teorema |A.2)) existe ug € Hg,,q(2)/{0}

ponto critico de J que é solucao fraca do problema

{—Au = b(z))f(u) , em (3.10)

u = 0 , em 0f2

sob as hipoteses dadas no problema . Pelo Principio da Criticalidade Simétrica
de Palais (Teorema , temos que ug é solucao de em HJ (). Argumentando
como no Lema podemos mostrar que u € C?(2,R) e, pelo Principio do Maximo
Forte (Teorema, temos o > 0 que mostra que f(ug) = f(uo), ou seja, ug é solugao
para o problema ([P2)).
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Capitulo 4

Problema Critico com Pertubacao

Linear

Neste capitulo, baseado em um trabalho publicado em 1989, por Henrik Egnell [6],
demonstraremos a existéncia de solugao radial positiva para o problema .

A demonstragao da existéncia de solugao para o problema critico consiste em
aplicar o Teorema do Multiplicador de Lagrange, mesmo método utilizado em Brezis-
Nirenberg [3], de modo a encontrar um ponto critico para funcional energia associado
ao problema restrito ao espaco Hj,, (). Dividimos a demonstragio em trés
etapas. Na primeira etapa mostramos um lema referente a imersao continua no nivel
critico referente a nao linearidade trabalhada, definimos e mostramos que o funcional
minimizante atinge infimo sobre certas condi¢oes impostas a A\. Na segunda estimamos
o funcional minimizante utilizando fungoes apresentadas por Talenti em 1975 [I7] de
modo a definir o intervalo em que o funcional minimizante atinge o infimo. Finalmente,
na terceira etapa aplicamos o Teorema do Multiplicador de Lagrange para obter um
ponto critico de uma expressao referente ao funcional energia associado ao problema
(P3) e mostramos que o ponto critico obtido é solugao de através do Principio da

criticalidade simétrica de Palais.

4.1 O Funcional Minimizante

No nosso problema procuraremos solucao fraca para o problema

—Au = |z['uP+Au  em Q
u > 0 em ) (P3)
u = 0 em Of)
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4. Problema Critico com Pertubacao Linear

onde p+1=2*+ A é uma constante real, N > 3, v > —2 e () é a bola unitaria

N =T
no RY. Mais especificamente, mostrar que é posswel encontrar solugao fraca para o

problema quando 0 < A < A\g onde A\g = ( : IVull3 /w3
ueH, Orad Q2

Uma solugao fraca para o problema ¢ uma fungao uy € H}(Q) satisfazendo
/ Vuo Vo dr — / |z upPv do — )\/ ugv dx = 0 para todo v € Hj ().
Q Q Q

Vale notar que se Q é estrelado entdo, pelo lema ([2.1)) usando g(z, u(x)) = |z|"u? +

Au, temos

0 < /asz \Vu(z)|"x - v(z) dx
= 2N/QG(.7:,U(:E)) dx — (N — 2)/Qg(a:,u)u dx

N
+ QZ/miGmi(x,u) dx
A
= N/( ]a:\”upﬂ §|u|2) daz—(N—Q)/ (\a:|”up+1+)\|u|2) dx
Q

— (ﬂ_(N_Q))/‘g;’Vup“ dx + 2v /’33|V_2 ix,Z \u]’”rl dz
p+1 a p+1Jg "

+ (NA— (N — 2))\)/ lu|? dx

2N
= (p—i—l (N — p+1)/|$|uup+l dx+2)\/|u|2 dz.

Dividindo por (N — 2) obtemos

2N42 2)\
0< ( ) / |z uPtt dx + —/ lul* do = / lu|? dx

que implica 0 < A, ou seja, (P3)) ndo possui solu¢do quando A < 0. Para observar a nao

V|x|”_2xiup+1> dx

existéncia de solucao quando A > )\ basta supor que ug € H&,rad(Q) é solugao de (P3)).

Seja vy a autofuncao associada a g, ou seja fQ VuoVou dxr = g fQ vov dx para todo v €
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4. Problema Critico com Pertubacao Linear

H(Q) e assim

)\0/UOU0 = /VUOVUO dx
Q Q
= /|x|”uopvo d$+)\/uovo dx
Q Q

> )\/ugvo dx,
Q

que implica Ag > A, ou seja, (P3]) ndo possui solu¢do quando Ay < A.
Para encontrar essa solucao fraca, vamos definir o seguinte funcional minimizante
associado ao problema (P3) restrito a H,4(), Ja : Hj,q(2) — R, definido por:

IVl = Allul

pt+1,|z[”
Y

Ja(u)

2
el

encontraremos o infimo uy de 74, aplicaremos o Teorema do Multiplicador de Lagrange
para mostrar que ug é ponto critico do funcional energia associado ao problema e em
seguida aplicaremos o Principio da Criticalidade Simétrica de Palais afim de concluir
que ug € solucao de . O funcional escolhido difere do usado no artigo de Brezis-
Nirenberg [3], uma vez que no nosso funcional aparece o termo A. Essa diferenca
nao altera o resultado em si, visto que serd provado que dado A € (0, \) existird A
dependente de A tal que J4 atinge infimo, porém torna certas estimativas mais faceis.
Como em (L.4), teremos um lema referente a imersao de Hy () em LPH (€, |z]"),

porem continua, que é dada pelo seguinte lema.

Lema 4.1. Sen>3ep+1= 2(]{[\/1—21/) entao a seguinte desigualdade
2 2
[l oy < C IV ull;

vale para todo u € H&rad(Q) se v > —2. Alem disso, se v > —2, entao por Talenti
em [I7] temos que a melhor constante na desigualdade (e o infimo de J,4) é atingido

quando © = RY pelas fung¢oes que sao dilatacoes e translagoes (v = 0) de
U) = (1+ |o*) 5.

Usanndo o Lema Radial 1) e o Teorema de Mudanga de Varidveis (r — rz e
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4. Problema Critico com Pertubacao Linear

tomando v(r) = u(r%v)) , temos

2
c = el o1
o 2
UEHé,rad(RN) ||u||
(J fulP e dT)P%
= sup
UEH] 0 q(RY) Jan [ [PrN+1 dr
2
B . (fRN ’U|p+1(r2jy>u+N+1 (2%) r(g%uq) dr) bl
weHy o @) [on [u(rEe Y 2(rse )N (22) plsF Y dr
2
<fRN |U|p+1(r2+%)u+N+1 (2%”) r(u%*l) dr) P
= sup

2

R (rv'<r>|2 (%) (r@v-l))‘?) (35 () st ar

9 \patl (fm !v|p+1r2(2ﬁv)_1 dr) o
= sup — (4.1)
(2 * ”) W B fyn [P dr

O Lema 2 em Talenti [I7] garante que o supremo em (4.1)) é atingido pela fungao U(z)
citada acima e suas dilatagoes e translagoes.

Mostremos agora que o funcional 74 atinge minimo:
Lema 4.2. Se existe § > 0 tal que As.s > —00, entao J4 atinge minimo.

Demonstragdo. Seja {un} C Hy ,,4(€2) um sequéncia minimizante tal que [[u,[l, =1 e
/ Vu,|* — A/ [un [P 2] = A4 + o(1) quando n — oo
Q Q

onde \y = inf ){jA(u)}. Usando o fato de que |z| < 1 temos Q limitado e
ueHO,Tad(Q

p+ 1> 2 ou seja, temos a seguinte imersdao continua LFT1(Q) — L?(Q), logo existe
C > 0 tal que
2 2
[unll® = [[Vunll;

Q

_ )\A—l—A/ P 2] da + o(1)
Q

< )\A+A/ 511 da + o(1)
Q
< )\A+AC’/|un|2 dx + o(1)
Q
< A+ AC +o(1).
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Desse modo temos {u,, } limitada em Hy,,4(Q2). Como Hy,,4(€2) é um espaco de Hilbert

reflexivo, existe u € Hy,,4(?) tal que (u,) converge fracamente para algum u em

1 N . ~
Hj,,q4(€2) a menos de subsequéncia. Segue por imersao compacta que (u,) converge

forte para u em L%*(€) a menos de subsequéncia e

U, — u q.t.p. em €.

Tomando v,, = u — u,, podemos utilizar o resultado apresentado por Brezis & Lieb

[2] garantindo que

1 1 1
el it o = Nl it o + ol iy o +o0(1)

Temos v, — 0 em Hy,,,(Q) e portanto v, — 0 em L*(Q), assim obtemos

2
L=
— o+l
— ol +2 / vt do + [Jull?
Q

= o(1) + ull;

2 1
Aato(l) = [IVuall; = Alluallpiy o

= V242 / Vo[V de + [Vul2 = A Jun |2

p+1,|z|v

2 2 1
= [[Vuall; + o(0) + [Vull; = Allually iy o

Note que a aplicacao x € RT — 2P com p < 1 é concava, logo

2
2 1 P
[ (e
2

1 1 p+1
= (Il e + ol + (1))

2
1 1 p+1

2 2
HUHP-FLIJJIV + ||/Un||p+17‘x|u + o(1)

IN

2

, =1, logo vale A4 < HV <m> HZ - A‘

Observe que ﬁ ﬁ
2 2 llp+1,fa|

2 2 2
Aallully = IVully + A ffull <0

p+1,|zlv
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Logo, usando (4.3 - (4.5)), obtemos

Aallully +o0(1) = Aa(llull3) + o(1)
= )\A+0(1)
= [[Voalls + [IVull; = Allua,

p+1,|zlv

2 2 2 2
> [ Vel [Vul A (ulZ o+ ol )
E assim, por (4.6) temos

1V0all; = Allvall, < Aallully = IVullz + Alullyyy o0 +o(1) So(1)  (47)

p+17‘$|u -

Observe que, por hipotese, existe § > 0 tal que

2 2 2
A [ally < 1Vonlly = (A =6) lvall, o

que, junto com ({4.7]), implica

2 2 2 2
O vnllprajep < IVORlly = Alloallpyy e = Aats llonllz
2 2 2 2
< Aallully + Al e = [Vully) +0(1) = Aays [|vall;
< o(1).

Portanto v, — 0 em LP™(Q,|z|") e u, — u em LPTH(Q, |z|"), ou seja, o infimo de
Ja(u) é atingido e
jA(u) = )\A-

Defina os seguintes ntimeros:
A =sup{A; Ay > —o0},

)\* - )\A*.

Uma vez que, dado A, Js atinge minimo. Se A* = oo a imersio Hj,4(Q) —
LPH(Q, |z|”) seria compacta, o que nao é verdade devido a (2.1). Logo devemos ter
A* < oo. Por outro lado, devido a , ¢ possivel mostrar que )% > —00 € as-
sim obter 0 < A*. Para concluir, vamos mostrar que para cada A € (\*, ) existe
algum A € (0, A*) tal que A\ = A4. Para isso mostremos que a seguinte aplicagao
T : [0,A*] — [\, Ao] é continua, e assim pelo Teorema do Valor Intermedidrio a
existéncia desse A é garantido.

T ¢é claramente definida por A — T(A) = inf (Q){jA(u)} com A € (0,A4"),
ueH{%,rud
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T(0) = Ao e T(A*) = A\.. Uma vez que Jy4 é continua, temos 7" semicontinua superior-
mente. Basta mostrar entao que 1" é semicontinua inferiormente. Para isso tome uma
sequéncia {A,} de modo que A,, \, A € [0, A*] com A, < A*. Seja AT = 7}13)10 Aa, < A
e para cada n € N tome u, € Hj,4(Q) tal que Ja, (un) = Ay, com |uy|l, = 1. Dai

temos,

2 2 2
Ay < Ty (un) = Nlunlly = An lunlly o = (A = An) llunlly oy

2 Adp—AAg
p+1,|.’E‘V — A1—A,

Por outro lado, como A,, converge, temos

, ou seja, existe C' > 0 tal que ||u,| < C.

o que implica ||u,|| p+1, ]

Ta(un) = Aa, — (A= Ay) ||Un||;+1,\x|v < Aa, — (A= A)C = Ay, +0(1),

e aplicando o limite, obtemos lim J4(u,) < A™. Umavezque Ay =  inf {Ja(u)} <
n—00 U’EHO,rad(Q)

Ja(uy,) para todo n € N temos Ay < lim Ja(u,) < AT e portanto T(A,) = \a, —
n—oo
Aa = T(A). Logo, T é continua e segue que para cada A € (A*,)\g) existe algum
A € (0, A*) tal que Ja(u) atinge infimo e A = inf ){jA(u)}.
uEH} Q

0,rad

]

4.2 Estimativas

Para provar a existéncia de minimo para J4 referente a todo A € (0, A\g) quando

N > 4, basta entao provar que A\* = 0. Para isso seja {u.} C H&md(Q) definida por
SN
ue(x) = p(x) (e + |2*) 7+

onde ¢ € C§°(R2) é uma fungao radial ndo negativa que é igual a 1 em uma vizinhanca

de zero. Ou seja, 0 < p(z) <le

1 ,sexe B(0,r)
ple) =
0 ,sexeQ/B(0,2r)

onde B(0,2r) C Q.

Agora vamos estimar algumas normas de u. de modo a mostrar que, para o caso
N > 4, Ja(ue) — 0 quando ¢ — 0. Como citado anteriormente, o calculo das
estimativas é diferente para os casos em que N =3, N =4 e N > 5 e serao trabalhadas
separadamente.

O caso em que N = 3 (que pode ser encontrado em [6] no Teorema 3 para m = 2)
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2
T
estima J4« de modo a encontrar \* = L e solugao do problema existe quando

2

T
AE <Z’ 7T2>. Para que o trabalho pudesse ser finalizado, as estimativas para N = 3

nao serao feitas, mas podem ser obtidas argumentando como em [3].

Quando N > 4 temos as seguintes estimativas:

|Vuc|? = Kie 7o + O(1) (4.8)
2-N
[tell? 4y o = Ko7 4 O(1) (4.9)

H H2> K36% ,se N >5
Ue
? Ks|Ine| ,se N =4

com ¢ — 0 e Ky, Ky e K3 sao constantes positivas.

Verificacao de (4.8)):

Observe que

24v % N—-2 24v % v
Oue (@) (e + [2[TT) 20 — 922 (e + [2]*) (24 v)z;|z["o(z)
o, o 24w 9. N=2
: (e + e 55
= N2 Ntv -
(e+ [zHv)z (e + [a[r) 2

De onde obtemos

Vo) | (V= 2e@)lal’s

N=-2 N+v
(€4 [z+)zm (et [af>) =+

Vue(x) =

O que implica
IVuli = [ [VuP d
Q

= / Vu(x))? dx +/ |Vu(x)|* dx +/ |Vu ()| dx.
B(0,r) B(0,2r)/B(0,r) Q/B(0,2r)

Note que [, g9, | Vte(®)[* dz = 0 visto que ¢ = 0 quando restrito a Q/B(0, 2r).

Observe que | B( ) |Vuc(z)]* dr é limitado devido a limitagdo do gradiente de

0,2r)/B(0,r
¢(z). De fato, para U = B(0,2r)/B(0,r), temos

[1vuopar = [ AL gy [ TADE-BR

€+ |x|7TV)" 2y €+ |x|7 T
U 2+ 2+
N —2 2 2 2+2v
/ (N =22 (a) ol 1)
U (e + ‘x’2+u)2' 2+

46



4. Problema Critico com Pertubacao Linear

Para o primeiro termo na soma (4.11]), temos

2
1
[T <o o
U e+ faf2+)* 5 U e+ [af2+) 5

1
< C | —5v
= /U |2 [2N—4
0.

<

Para o segundo termo na soma (4.11]), temos

/Vgp(x)(N—Q)gp(x)\x]”x de < /|V90 — 2)p(x) |z dr
. = (€ + |z [+

(E + |I|2+V)2N2tuuf2 )2]\]24;,,,2

< CO(N -2 i d
- ( ) 2N+4v—2 x
U (e + af?+) "5
‘iL"H_V
< C(N_Q)/ 2Ntv—2 dx
’x‘ 24v
1
= C(N -2 d
( )/ |$|2N2J:;2 (1+4v) X
< 0Q.

Para o terceiro termo na soma (4.11]), temos

N —92 2 2| | 2420 2+4+2v
v (et e v (e foferr R
|I|2+2V

< C(N —2)? dx

TR

1

— 2

= C(N-2) /Umdﬂf
Q.

Ou seja, como a soma é limitada, temos fB 0.20)/ B(0.1) Vu|? de = O(1).
Como ¢ =1 quando restrito a B(0,r), temos

N — 2)2 2(1+v)
/ |V'U/6‘2 d.f(?:/ ( ) |ZL'| — dr
B(0,r) BOr) (€4 |z|2Hv)* 2

desse modo

2(14v)
V|2 = (N—2)2/ il > dr +O(1).
B(Or) (€ + |z|2v)* 2

jo 20+ _
) w dx sendo Yy =
(et|z[>+¥)™ 2V €2+v

temos

Fazendo uma mudanca de varidavel em f B
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dy = ——— de onde segue:

‘:17’2(1+”) |62+%y|2(1+z/)62%
2.N+l/ dm = 2.N+u dy
B(0r) (€ + |a|2tv)* 2 B(0,r) (6 i |62+%y!2+”> 2

1 |y|2(1+y)
= N2/ 1 9. Ntv dy-
€2tv JB(0,r/eZH7) (1 + |y|2+r/) pre

Note que

|y|2(1+z/) |y|2(1+u)
/ 1 . Ntv dy = / o5 Ntv dy
B /TH7) (14 [y[24) 5 B (L [y 5

’y|2(1+1/
- / 1 2.N+V y
RN/B(0r/e7) (1 4 |y[>Hv)™ 23

Onde o ultimo termo ¢ limitado devido a argumentos utilizados na limitacao de (4.11)).

Logo
2 K,
[Vucl|; = = +0(1)
€2+u
onde

|x|2(1+u)

K, =(N-2 2/ dx.
1= ) RN <1+’x‘2+u)2’%

Verificagao de (4.9):

Observe que
v p+1
/‘x|u‘ue|p+1 dl‘—/ |’I| (90(1"))21\“_” dr
Q Q (€+ ‘$’2+V) 2+v

e note que, pela limitacao de ¢, temos

/ EIHCIE) e / )" N
U (e + |a]2) o U (e + mw

_ / el

= |x|2(N+1/)

= /U|x|2N+y) dx

< 0oQ.

|z]” (p(x))PH!
Note que fQ/B(ogr) HI\;TFT

Como ¢ = 1 quando restrito a B(0,r), temos

v p+1 v
[ ettt .
B(0,r) (6 + |:L‘|2+”) 21 B(0,r) (6 + |J}|2+”) 27w
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e, repetindo a mudanga de variavel utilizada na estimativa anterior, obtemos

|ezivy|” (6%?;)

x|”
/ ’2 e dr = / : e dy
B(OvT) (E + ’JI| +l/> 2+v B(O,’f‘) (€+ ‘Emy|2+l/> 2+v
1 ly|”
= <= / ) 5 dy.
B(Osr/eF7) (1 4 |y[>Hv)™ 2+

Por outro lado, temos

y|” yl”
‘ ’ +v dy = / ‘ ’ 2.N+l/ dy
(1 )

/ Pl 2.N
BOr/e7) (1 4 |y|2tY)7 2+ RN
lyl”
- / 1 2'N+1/ dy
RN /B(0,r/e2¥v) (1 + |y|2+1/> oy

Onde o ultimo termo ¢é limitado devido a argumentos utilizados na limitacao de (4.11))

Desse modo
A eep—— / =I” dz +O(1)
ellp+1,|x|v ngl',’ RN (1 + |x|2+y)2‘g’+;’
2 N-2
Elevando ambos os membros a ST N obtemos
) 1 2] =
e = 5= [ ) von)
€ 2Fv RN (1_|_ ’l’|2+”) 2%
Ko
= —— +0(1)
€2+V
onde
Y
'T v
Ky = / 12 SN dx )
R (1-+ [of2+) 5

Repetindo os mesmos argumentos usados para provar (4.8) (4.9) é facil mostrar que

K, = HVUH% e Ky = HUH;LMV e alem disso A* = % De fato, temos
2 2
[Vuelly = A" el gy oy

0< N <L
e

I
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o que implica

2
) [l |
A* < 5
||U€Hp+1,|m|”
N-2
Kl + 0(1)8 24v

N —

K2 + 0(1)5 24v
N—2
Kl +K1+O(1)82+7u K1
Ko K, + 0(1)5% e
N—2 N—2

Kl X KlKQ + K20(1)62+7” — K1K2 — KlO(l)Sm
K, K2 + Ko0(1)e 250

N-2
K (K2 —Kl)O(l)S 2ty
-+ N-2
Ky K2+ K,0(1)e2w

M

K
Ko

Por outro lado, (4.1]) implica

ou seja, A* <

=0> -0

[y TP
“ HUHZQ,JFL‘MV u p+1,|z|¥
Ay = inf {TJk (u)} > inf

Ko

Ki o well,,,(9) weH /() 13

e assim % < A*. Unindo as duas desigualdades obtemos A* = %

Verificacao de (4.10)):

Notemos que

ol = [ ()" 4

(e+ laf++)*

x))? )2
g L (),
B(0,r) (6+ |q;|2+u) 27v B(0,2r)/B(0,r) (€+ |JI|2+”) 2T
2
- @
Q/B(0.2r) (e + |:z;|2+”)2' pERy

Por argumentos ja utilizados temos

2
1

/ (SO(I)) e dx:/ i dx’

B(0r) (€ + |z|2+v)* 2 B (€ + |z|2tv)? 2
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/B(0,2r) /B(0

/Q/B(O,ZT) (e + ]91;\2”)2' 2+

2
= [
B(0,r) (

Logo

Para N > 5, temos

(p(x))*

7r) (

~ dr < ooe
€+ |x|2+")2'2+7”

CC)

N-2

1

€+ |x|2+”)2' 2+

9 1
ol = .
RY (e [a[2+)

N —
24v

[

-/ 1
2 (e [ )

N—
2+v

M

~ dx + O(1).

1

dx —/
RN/B(0r) (
dz 4+ O(1).

Repetindo a mudanca de variavel obtemos

€+ |x|2+u)2'

N-—2
24v

1 1
2
fulf = = [ s dy+ O(1)
B S (1 e B
K
S =y
€ 2+4v
onde
1
K3 = 5 N=2 dy
R (14 [y B
Para N = 4 utilizaremos a formula da Coarea:
9 1
luelly; = —— dz + O(1)
B(O,r) (€ + |x|?>tV)z

" 1
0 Ss (€4 s2tv)=+v

_/Or

A

(E + 82+V) Py

Como em R* temos |S,| = 3|5, logo

1
‘émw&+uwwwﬁ

Note que

— ds+ O(1).

53
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4

(e + s2H) T < 275 (e3v + (s7) 70
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4. Problema Critico com Pertubacao Linear

, Ou seja,
$3

r 3 S r
\51|/ ——ds> | 4 1 ds.
0 (€4 s*v)zy 2707 Jo (et + s%)

L e
Fazendo uma mudanca de varidvel tomando t = €2+ + s* e dt = 4s® ds, obtemos

r 3
ful > BT g
22tv Jo (2t + s)
151 S
= — dt
o5ts Joots 4ts3
4
|51 Tty
= - | . —dt
4 .27 Jeriv t
S
_ 15 (m(ez% o) - 1n(62%)) .
4 . 22+u
4
Syl In(ezv + S
Sabendo que [ In(e - +r) = O(1) e tomando K3 = 4‘—1|, temos
4.2 274 (2 + v)

luelly > Ks(—1n(e)) +O(1).
Pelo fato de 0 < € < 1 temos In(e) < 0 o que implica (—In(¢)) = |In(€)[, logo
luelly > K| In(e)| > Ks|In(e)| + O(L).

Aplicando as estimativas em Ja«(u,), obtemos:
Quando N > 5, temos

2 2
[Vuelly = A [lucl]

pt+1,jzl”

jA* (ue) =

[[ue]]
KﬂE% — A*KQE% + 0(1)
< 4—N
KgE 2+v

K16% — (%) ng% +0(1)

4—N
K3€ 24v

que converge para zero quando € — 0.
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Quando N = 4, temos

2 2
[Vuelly = A [lucl]

1,|x|¥
jA*(ug) — Hu H p+1,|z|
2-N 2-N
_ Kie2v — A*Kye2vv 4+ O(1)
K| In(e)|
Kle% = (%) KQG% +0(1)
a K| In(e))|
_ o
K| In(e)|

que converge para zero quando € — 0.
Portanto
A =inf{Ja-} =0 (4.12)

4.3 Existéncia de Solucao Radial Positiva para o

Problema Critico

Iremos obter solugao radial positiva para o problema fazendo uso do Teorema
do Multiplicador de Lagrange (Apéndice . Para isso, tomemos u € Hg,,4(£2) como
no lema [£.2

Defina F,G : H,,4(Q2) — R tais que

1 A
F(v) = 5 /Q |Vo|? do — m/ﬂ|v|p+1|x|” dx e

Glv) = % (/Q o2 d:v—l)

e defina M = {v € Hj,4(Q) ; |lv]l, = 1}. Pelo lema Ja atinge minimo quando
restrito a M. Assumimos sem perda de generalidade que u > 0 em 2 (Caso contrario
tome |u| no lugar de u). Logo, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange existe

€ R tal que
F'u)w = pG' (u)w,Yw € Hy ,q.4().

Em particular para w = u, temos

F'(u)u = pG'(u)u
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/ |Vul? do — A/ JulPt x| do = u/ lu|? dx.
Q Q Q

Temos entdao p = Aq e A > 0 visto que A € (A*,; \g) e \* = 0 por (4.12) . Assim u é

solugao de

que implica

—Au — AlulP|z|” = A au.

Mostremos que wy = (Ap%l)u é ponto critico do funcional energia associado ao
problema (P3) restrito a Hy,4(€2). Observe que, dado w € Hy,,4(€), temos

/|Vw0||Vw| da:—/ wol?|wl|z]” dz = Apil/\vuuvw da
Q Q Q
1 p
= [ () aolel ds
Q
_ v (/ V|| Vo] dx—A/|u]p|w||x|” dx)
Q Q
= A ()\A/ |l |w] da:)
Q
= A /‘ Aril u’ w| dx
a [ (47wl

= )\A/|w0||w| dzx.
Q

Fazendo w = wy, obtemos

/ V|2 da —/ wol?Ha]? da = )\A/ lwol? dz.
Q Q Q

Pelo Principio da Criticalidade Simétrica de Palais (Teorema [1.1) temos que wy
¢ solucao do funcional energia associado a problema . Alem disso wy > 0, pois
u > 0. Argumentando como no lema podemos mostrar que wy € C?(Q,R) e, Pelo
Principio do Méximo (Apéndice , temos wy > 0 e assim ¢é solugao para .
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados que foram utilizados no decorrer
dos capitulos anteriores. Usamos a letra F para denotar um espaco vetorial normado,

exceto especificagoes.

A.1 Primeiros Resultados

Teorema A.1 (Rellich-Kondrachov). Se Q é um dominio limitado de classe C', entao

as imersoes sequintes

1

Y

1
i) Se p < N, entao WHP(Q) — L4(Q), Vq € [1,p*) onde i

SR

ii) Se p= N, entao W'P(Q) — L(Q), Vq € [1, +00);

ii) Se p> N, entio WHP(Q) — C1(Q).
sa0 compactas.
Demonstragao. Ver [10], p. 103. O

Definigao A.1 (Condigao de Palais-Smale). Dizemos que um funcional J € C'(E,R)

satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale se qualquer sequéncia {u,} C E que satisfaz:
i) J(u,) ¢ limitada,;
ii) J'(un) — 0 quando n — 0,

possui uma subsequéncia convergente.
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Teorema A.2 (Passo da montanha). Sejam X um espago de Banach e ¢ € C'(X,R)
um funcional satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale (PS). See € X e 0 <1 < |le||
¢ tal que

a = max{p(0),p(e)} < inf @(u):=0,

[|ull=r
entao

¢ = inf sup (+(t))
€L te(0,1]

¢ um valor critico de ¢ com ¢ > b. (Onde, I' € o conjunto dos caminhos que ligam 0 e
e, ou seja, T = {7 € C(0,1], X) ; 7(0) = 0, (1) = e}.)

Demonstragao. Ver [], p. 31. O

Teorema A.3 (Multiplicador de Lagrange). Sejam X um espac¢o de Banach, F' e G

fungoes de Classe C'(X,R), e zg € X um ponto critico de F restrito ao conjunto
M={ze X ; G(z) =0}.
Se G'(xg) # 0 entdo existe u € R tal que
F'(x) = pG' (o).

Isto é

F'(zo)w = puG' (xo)w,Vw € X.
Demonstragao. Ver [4], p. 51. ]

Teorema A.4 (Principio do Maximo Forte). Considere o sequinte problema

—Av = f |, emQ
v = 0 , em 90N

onde Q é um dominio limitado do RN e f >0 em Q. Entdo, se u € H}(Q2)/{0} é uma

solucao fraca para o problema, temos u > 0 em €.

Demonstragao. Ver [I], p. 507. ]

A.2 Definicoes e Outros Resultados

Proposicao A.5. Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia
limitada em E. Entao existe uma subsequéncia (xn]) que converge fracamente em

o (E,E') para algum = € E, ou seja, T,;, — .
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Demonstra¢do. Sem perda de generalidade, suponha que ||z, || < 1. Seja M = span {z,},
um subespaco fechado de E. Portanto M é reflexivo e separdvel. Logo M’ é separavel o
que implica que B, é metrizavel na topologia fraca o (M, M'). Como B); é compacta
na topologia fraca o (M, M') e metrizével, existe uma subsequéncia (xnj) que converge

fracamente o (M, M’) para algum = € By, ou seja,

<f,xnj> — (f,x), Vfe M = <f,acn].>—> (f,x), Vf e B = x,, — .

Teorema A.6 (Fubini). Se F' € L*(Q; x Q). Entdo para cada x € Qy,

N%weLﬂm)e/ﬁF@w)weLﬂm)

Q2

De modo andlogo, para cada y € Qs

Fle,y) € LA Q) e /Q F(e,y) dr € LM(Qy).

Além disso,

// F(x,y)dmdy:/ dx/ F(z,y) dy:/ dy/ F(z,y) dx.
Q1 xQo Q1 Qo Qo 951

Demonstragao. Ver [15], p. 58. ]

Teorema A.7 (Mudanga de Varidveis). Sejam A um subconjunto aberto do RY e
g: A— RY uma funcao injetiva e continuamente diferencidvel, tal que det ¢’ # 0 para

todo x € A. Se f: g(A) = R € integravel, entao

(@) dz = [ (fog)(@)]detg] da.

g(A)

Demonstragao. Ver [15], p. 67. H

A.3 Desigualdades e Resultados de Convergéncia

Proposigao A.8 (Desigualdade de Holder). Sejam © um dominio em RY, 1 < p < 400
1 1

el<g<+oocom —+—=1.Se feLP(Q)ege LYNQ), entao
p q

Fge i) e / £ gl da < £, - 9l ogey.
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Demonstragao. Ver [1], p. 92. ]

Teorema A.9 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p < +o00 e 1 < ¢ < +00 com

1 1
-+ —-=1. Sea,beR, entao

P q
po|ple
T Gl Uy
b q
Demonstragao. Ver demonstracao da Desigualdade de Holder em [I], p. 92. ]

Teorema A.10 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q C RY um dominio com medida

finita e 1 < p < 00, entdo existe uma constante K = K(p) tal que

||90||Lp(ﬂ) <K ||v<)0||LP(Q) )
para toda funcao ¢ € C3°(£2).
Demonstragao. Ver [I], p. 290. ]

Teorema A.11. Seja Q um dominio em RY e seja g : 2 x R — R uma funcdo de

Caratheodory tal que
l9(u, z)| < a(z)(1 + [u]) ¢-t.p. em

N
onde a € L2 () e u satisfaz —Au = g(-,u). Seu € H(Q) ea € L= (Q) entdo
u € L) para todo 1 < q < +00.

Demonstragao. Ver [16], p. 269. H

Teorema A.12 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f.} uma

sequéncia de fungoes em LY(Q). Suponha que

i) fo(z) = f(x) q.t.p. em Q,

ii) Existe uma fungdo h € L*(Q) tal que para todo n € N, verifica-se: |f,(x)| < h(x)
q.t.p. em §.
Entao,

feL' () e fo— fllpiq — 0.

Demonstragao. Ver [1], p. 90. O
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