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Resumo

Neste trabalho, estudamos o primeiro médulo de cohomologia local nao nulo e seu
anel de endomorfismos e o anel de endomorfismos de seu dual. Mostramos condicoes

suficientes para que esses aneis sejam naturalmente isomorfos.

Palavras-chave: Cohomologia local, Endomorfismos, Dual de Matlis



Abstract

In this work, we study the first no-zero local cohomology module of a local Noethe-
rian ring, its ring of endomorphisms and the ring of endomorphism of the dual of such

module. We show sufficiency conditions in order to these rings being isomorphic.

Keywords: Local Cohomology, Endomorphisms, Matlis Duality.
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Introducao

Neste trabalho consideraremos R um anel Noetheriano e I C R um ideal de R de
I-profundidade ¢. No caso em que (R, m, k) seja um anel local, denotamos por R o
completamento m-ddico de R e por E := Eg(k) a envoltéria injetiva do corpo residual
k. Considere D(—) = Hom(—, E) o funtor dual de Matlis.

Recentes pesquisas([Sch09][Sch10]) demonstraram o interesse na estrutura do médulo
de cohomologia local Hf := H§(R), em particular para o anel de endomorfismos de Hf e
de D(HY). Através da aplicagao natural Hf® D(H§) — Er(k) podemos nos perguntar
sob quais condigdes o anel de endomorfismos de D(H¢) é isomorfo a R.

Para um R-moédulo M, existe um homomorfismo natural:
R — Hom(M, M) 7w+ m,

de R no anel de endomorfismos de M. Aqui, m, denota o homomorfismo de multi-
plicagao por r. Este homomorfismo em geral nao é nem injetivo e nem sobrejetivo.
Neste trabalho, estamos interessados no estudo desse homomorfismo para o médulo de
cohomologia local H{(R) := Hf e seu dual de matlis D(H§). Mostraremos condigoes
suficientes para que tais homomorfismos sejam isomorfismos, como por exemplo no
caso de H: = () para todo i # c.

No capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares que serao lteis ao longo deste
trabalho como: o funtor tor¢ao, o médulo de cohomologia local e o Dual de Matlis bem
como algumas de suas propriedades.

No capitulo 2, apresentamos alguns resultados que envolvem os funtores Ext’, (M, R)
e Torf (M, Er(k)) com i < c. Além disso apresentamos uma caracterizacio da I-
profundidade de R utilizando o funtor Tor.

No capitulo 3, encontramos algumas condigoes suficientes para que os homomorfis-
mos R — Homp(D(H¢), D(H$)) e R — Hompg(HS, HE) sejam isomorfismos.

Finalmente, nos apéndices A e B, sao apresentados os modulos injetivos e os funtores

derivados, que permitem definir os médulos de cohomologia local.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentamos o funtor torcao, que nos permite calcular o objeto
principal de estudo deste trabalho, o mddulo de cohomologia local. Por fim, apresenta-
mos algumas propriedades do funtor dual de Matlis que serao importantes nos préximos

capitulos.

1.1 Funtor Torcao

Definicao 1.1. Para cada R-médulo M, a [-tor¢ao é definida por:

Ly(M):={meM:I"m =0 para algum n € N} = U(O v 1)
neN

Observe que I'f(M) é um submédulo de M. Além disso,
I'y(M)={me M/V(Ann M) C V(I)}.

De fato, se m € I';(M), entao I"m = 0 para algum n € N, ou seja, I C Ann(m).
Dai, V(Ann(m)) € V(I™) = V(I). Reciprocamente, se V(Ann(m)) C V(I), entdo
ICVIC \/W(m) Como R é Noetheriano , segue que I"m = 0 para algum n € N.

Cada homomorfismo de R-médulos f : M — N induz um homomorfismo de R-

modulos:

Lr(f) : Tr(M) — T'r(N),

definido por I';(f)(m) = f(m), ou seja I';(f) = f |r, (). Notemos que I';(f) estd bem
definida pois Ann f(m) 2 Ann(m) = V(Ann f(m)) C V(Ann(m)).
Isto define um funtor linear I';(—) sobre a categoria dos R-mddulos, chamado funtor

I-torgao.
Lema 1.2. O funtor /-torcao é exato a esquerda.

3



1. Preliminares

Demonstracao. Seja 0 — L I M % N = 0 uma sequéncia exata de R-modulos.

Queremos mostrar que

0= (L) 292 pyry B9 py(N) ¢ exato.

Como f é um homomorfismo injetivo, entao I';(f) claramente é injetivo. Por outro
lado, I';(g) o I';s(f) = 0, pois g o f = 0. Portanto im(I';(f)) C ker(I';(g)). Para provar
a inclusao contraria, seja m € ker(I';(g)), isto é, g(m) =0 e m € I';(M), entdo existe
n € N tal que I"m = 0. Como ker g = im f, entdo f(l) = m para algum [ € L. Note
que [ € I';(L), de fato, para cada r € I™ temos f(rl) =rf(l) =rm =0 = rl =0 pois

f ¢ um homomorfismo injetor. Assim /"] = 0. O]

Observacao 1.3 (Propriedades do Funtor Tor¢ao). Sejam M um R-médulo e I, J
ideais de R.

1) To(M) =M e Tr(M) =0

2) Se J C I entdo I';(M) C T';(M)

3) Se I =+/J entdo I';(M) =T (M)

4) Tpyy(M) =T (M) 0Ty (M) = Ty (T (M))

Definigao 1.4. Um R-médulo M é chamado [-tor¢ao se I'/(M) = M e é chamado
livre de I-tor¢ao se I'f/(M) =0

Observagao 1.5. (i) Na propriedade 5, tomando I = J, temos I'/(I'f(M)) = I';(M).
Logo, I';(M) é I-torgao.

(ii) Se M é de I-torgao e N um submédulo de M, entao N e M/N sdo de I-tor¢ao.
Reciprocamente se N é um submddulo de M tal que N e M/N sao I-tor¢ao, entao M
¢ de I-torcao.

(iii) Sejam 7 € I e M um R-médulo I-torcdo, entdo M > M é injetivo < M = 0.

Exemplo 1.6. Seja p ideal primo de R. O R-médulo R/p é I-tor¢ao quando [ C p e
é livre de I-tor¢ao quando I € p.

Observacao 1.7. (i) Seja N extensao essencial de M, entao I';(N) é uma extensao
essencial de I';(M)(ver [A.2). De fato, seja 0 # H < I';(N), em particular,
0 # H < N, logo existe 0 # h € HN M, entao existe n € N tal que I"h = 0,
portanto h € H N I';(M)

(ii) Seja F um R-mdédulo injetivo, entao I';(F) é um R-médulo injetivo. [BS98,

Proposigao 2.1.4]
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(iii) Se E(M) denota a envoltéria injetiva de um R-mddulo M, entao:
Fi(E(M)) = E(T'1(M))

De fato, por (i), I';/(E(M)) é extensao essencial de I';(M). Além disso, por (ii),
T (E(M)) é injetivo. Logo, T'j(E((M)) é a envoltéria injetiva de T';(M).

Exemplo 1.8. Seja p ideal primo de R. O R-médulo Eg(R/p) é I-tor¢ao quando

I Cpeélivre de I-torgao quando I ¢ p. De fato, a partir da observacao anterior e do
exemplo [1.6] temos:

E(R/p) ;p21

Ui(Er(R/p)) = Er(T1(R/p)) = { 0 sp2I

A seguir apresentamos alguns resultados sobre médulos de I-torcao e médulos livres

de I-torcao.
Lema 1.9. Sejam M um R-médulo e I um ideal de R.
a) Se I contém um nao divisor de zero de M, entdao M é livre de I-torgao.

b) Assuma agora que M ¢ finitamente gerado. Entao M é livre de I-torgao se e

somente se I contém um nao divisor de zero de M

Demonstragao.  a) Seja r € I um nao divisor de zero de M, e seja m € I'/(M). Isto
significa que existe n € N com [™m = 0. Isto é r™m = 0 no qual deduz-se que

m = 0.

b) Uma implicagao segue de a). Agora assuma que I consiste inteiramente de divi-

sores de zero de M. Entao I C U p e, desde que M seja finitamente gerado,

peAss M
Ass M é finito. Assim, pelo lema da esquiva, I C p para algum p € Ass M.

Assim, M possui um submoédulo cujo anulador é exatamente p dai segue que
(0 :p 1) # 0, portanto I'y (M) # 0
O

Lema 1.10. Seja M um R-médulo, o médulo M/T'j(M) é livre de I-torgao.

Demonstragao. Seja m € M tal que o elemento m+1';(M) € M /T (M) é anulado por
I"™ para algum n € N. Queremos mostrar que m + I';(M) = 0, ou seja, m € I';(M).
Assim I"(m + ['j(M)) = 0 = I"m C I';y(M). Desde que I"m é um submdédulo
finitamente gerado de I'j(M) e cada elemento de I"m é anulado por alguma poténcia
de I segue que existe t € N tal que I'I"m = 0. Portanto m € (0 :p, I'™) C Ty(M). O

5
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Proposicao 1.11. Seja M um R-médulo. Entao AssT'j(M) = AssM NV (I). Em
particular, I'/(M) #0 < AssM NV (I) # @.

Demonstracao. Seja p € AssI'j(M), entao p = Ann(z) para algum x € I';(M) C M.
Como T'j(M) é um R-médulo I-tor¢ao (Obs[L.5), existe n € N tal que I" C Ann(z) =
p=p € V(I). Reciprocamente seja p € Ass(M) NV (I), entdo existe 0 # x € M com
p = Ann(z) e n € N tal que I" C p, isto é, I C Ann(z). Assim, z € I';(M). Desde
que p = Ann(x), temos p € AssT';(M). O

1.2 Modbdulo de Cohomologia Local

Definicao 1.12. Seja ¢ > 0, o i-ésimo funtor derivado a direita de I';(—) é denotado
por Hi(—) e é chamado i-ésimo funtor de cohomologia local com respeito ao ideal I.

Isto é, para cada R-médulo M,
H(M) = H'(I'1(E*)),

onde E* é uma resolucao injetiva de M.

Para calcular H:(M) procedemos da seguinte forma: Tome uma resolugao injetiva
de M:
a 0 m
0-MSE S E & s St

Aplique o funtor I';(—) para obter:

I'r(d%)

0 y(E%) 219 o py ey B,

F](EnJrl) ...
Tomando a i-ésima cohomologia deste complexo, obtemos:
Hj(M) = ker(T;(d'))/ im(T'r(d™")).

Quando M = R, escreveremos apenas H(R) := H}.
Proposicao 1.13. Seja M um R-moédulo e a e b ideais de R.
a) HY (M) ~T;(M) e H{(M) é I-tor¢ao para cada i.
b) Se va = /b, entdo H!(M) = Hi(M) para cada i.

¢) Seja {M,} uma familia de R-médulos. Para cada inteiro i, temos

Hy(P M) = D Hi(M))

6
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d) Uma sequéncia exata de R-médulos 0 — M’ — M — M"” — 0 induz uma

sequéncia exata em cohomologia local

s HYM') — HY (M) — HP(M") — HP Y (M) — - -

Demonstragao. Ver [ILLT07, Proposigao 7.3]. O]

Lembremos que se M é um R-médulo, um elemento x € R é dito M-reqular se
xm # 0 para todo 0 # m € M. Uma sequéncia z1,...,z, de elementos de R é uma

M-sequéncia (de comprimento n) se:
n—1

1)xy é M-regular, xo é (M /x1M)-regular,... x, é (M/ inM)—regular

i=1
2)(M/ZI1M) #0
i=1
Dizemos que uma M-sequéncia z,---x, € I é mdzrima (em 1) se para qualquer

Tni1 € I a sequéncia xy, - -x,11 € I nao é uma M-sequéncia.

O seguinte enunciado encontra-se demonstrado em [BH9S8, Teorema 1.2.5]

Teorema 1.14 (Rees). Seja R um anel Noetheriano, M um R-mddulo finitamente
gerado, e I um ideal de R tal que IM # M. Entdao toda M -sequéncia reqular mdxima

em I tem o mesmo comprimento n dado por
n = min{i : Exth(R/I, M) # 0}.

Definigao 1.15. Sejam M um R-moédulo e I um ideal de R tal que IM # M. Defi-
nimos a I-profundidade de M como sendo o maior comprimento de uma M-sequéncia
com elementos em /. Denotamos a I-profundidade de M como grade(I, M). No caso

em que M = R, escrevemos a [-profundidade de R como grade I.

Defini¢ao 1.16. Seja (R, m) anel Noetheriano local e M um R-médulo finitamente
gerado entao a m-profundidade de M é chamado profundidade de M, denotado por
depthM .

Proposigao 1.17. Seja R um anel Noetheriano, [ ideais de R e M um R-mddulo

finitamente gerado. Entao:
a) grade(I, M) = inf{depthM, : p € V(I)}
b) grade(I, M) = grade(v/I, M)
c) Sex =y, -z, é uma M-sequéncia em I, entao
grade(I, M /xM) = grade(l, M) — n.

7
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Demonstragao. Ver [BHI8| Proposigao 1.2.10]. ]

Teorema 1.18. Seja M um R-mddulo finitamente gerado tal que IM # M. FEntao
grade(I, M) é o menor inteiro i tal que Hi(M) # 0.

Demonstragao. Seja ¢ = grade(I, M). Usaremos induc¢ao em c. Quando ¢ = 0, todo
elemento de I deve ser um divisor de zero de M e entdao I';(M) # 0 pelo lema [1.9
Agora suponha que ¢ > 0 e que este resultado vale para cada R-moédulo N finitamente
gerado e com IN # N e grade(I, N) < c.

Existe 1 € I tal que x; é um nao divisor de zero de M. Seja My := M/x1M.
Observe que x1M; # M, e grade(I, M;) = ¢ — 1. Portanto, pela hipétese de indugao,
Hi(M,) = 0 para todo i < ¢ — 1, enquanto Hy ' (M;) # 0. A sequéncia exata

0> M5 M- M —0
induz uma sequéncia exata longa
Hy' (M) — Hy (M) — Hi(M) = H;(M)

Isto mostra que para i < ¢, o elemento x; é um nao divisor de zero em H%(M), como
este médulo é I-torgao, ele deve ser zero (Observagao iii)). Temos portanto a

sequéncia exata
0 — H{ (M) — H(M)

E desde que H{ ' (M;) # 0, segue que H§(M;) # 0. O
Definicao 1.19. Seja x um elemento de R e seja R, a localizagdo de R em z. O
complexo de Cech em x é o complexo:

C*:0 RS R, —0,

com o médulo R de grau 1 e R, de grau -1, onde «(r) = r/1 é a aplicagdo canonica.
Para uma sequéncia = 1, . . ., x, de elementos em R. Definimos o Complezo de Cech
em x como sendo:

s =Cs ®r---QrCy,

Explicitamente

-

1
:O—>R—>@Rmi%@Rxma---%}%m...xnao
1

1<J

8
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Para um R-modulo M, seja

Co(M)=Cs@r M

O R-moédulo
Hy(M) = H'(C3(M))

é a i-éstma cohomologia de Cech de x em M.

Teorema 1.20. Sejam M um R-modulo, I ideal de R e x = x1,...x, sistema de
elementos tais que /(z) = V1. Entdo:

H}(M) = H'(C, @ M) = H'(Cy(M))

Para demonstragao deste teorema, ver [ILL707, Teorema 7.13]

Proposi¢ao 1.21. O funtor Hi(—),i > 0, comuta com limites diretos, isto é, se

{M, : XA € A} é um sistema direto de R-mdédulos, entao existe isomorfismo natural:
Hj(lig M) = lig H(M))
A A

para qualquer ¢ > 0.

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema [1.20] e do fato que o limite direto co-

muta com produto tensorial. O

Agora vamos descrever um método para calcular a cohomologia local a partir do

limite direto de certo sistema direto de R-moddulos.

Teorema 1.22. Seja I ideal de R. Para cada R-mddulo M e para cada j > 0, existe
isomorfismo natural:
liny Exti(R/I', M) =~ H{(M).
t

Demonstracao. Para cada R-modulo M e inteiro nao negativo t, temos uma identi-

ficagao funtorial

Homp(R/I', M) — {x € M :I'z =0} CT';(M)
fo—fQ)

Com esta identificagao, temos o sistema direto:

Homp(R/I', M) --- C Homg(R/I', M) C Homg(R/I'"™, M) - -
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de submédulos de I';(M) é evidente que o limite direto, isto é, a unidao desses sistemas

diretos é igual a I';(M), em outras palavras temos:
lim Homg(R/I', M) = T;(M)
>
Seja M*® resolucao injetiva de M. Entao:

limy Hom p(R/ 1", M*) = T'1(M*)

Desde que H’(—) comuta com limite direto, a identificagio anterior resulta num iso-

morfismo natural:
ling Ext(R/I', M) = liy H (Homg(R/I', M*)) =~ H(T;(M*)) = H{(M)
t t

]

Proposicao 1.23. Seja(R, m) um anel local e M um R-médulo finitamente gerado.
Entao:

Hiy (M) ~ H,(M) @p R ~ Hi(M),
onde M denota o completamento m-adico de M.

Demonstragdo. Como HE (M) é Artiniano [BS98, Teorema 7.1.3], podemos escrevé-lo
como limite direto de submddulos N; de comprimento finito e para cada NN; temos
N; ®r R~ Nj. Assim,

~

Hyy (M) = lim N; > lim(N; ©p ) =~ (lim N;) @p R > Hy (M) ©p R.
Usando o Teorema anterior e a platitude de R, temos:

Hyy(M) @ R = lim Extp(R/w', M) @p R = lim Ext}y(R/@', M) ~ H(M).
t t

1.3 Dualidade de Matlis

Seja (R, m) anel local, E = Eg(R/m) a envoltéria injetiva do corpo residual k =

R/m. Usaremos R para denotar o completamento m-adico im R/m" e D(—) o funtor
neN
R-linear, exato e contravariante Hom(—, ). Para cada R-médulo M, chamaremos

D(M) o Dual de Matlis de M. Note que D(R) = Hom(R, F) ~ E.

10
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Para cada R-médulo M, seja

pw:M — DD(M)
m +—— pu(m)=py,: Hom(M,F) — FE
f — f(m)

Dizemos que um R-médulo qualquer N é um cogerador injetivo, se para todo M, R-
modulo, dado 0 # x € M existe homomorfismo f : M — N; f(z) # 0. Em particular,
se N é um cogerador injetivo o funtor Hom(—, N) satisfaz Hom(M,N) =0< M =0
para todo R-moédulo M.

Observe que F é um cogerador injetivo, de fato, dado 0 # x € M considere o
homomorfismo sobrejetor ¢ : R — Rz, ker¢p = Ann(z) C m. Pelo Teorema de

isomorfismo tem-se R/ Ann(z) ~ Rx C M. Com isso,

Rr % R/Anmn(x) SN R/m EN E
r +— 1+ Am(z) — 14+m — 14+m

onde 7 e j sao aplicagoes naturais. Tome f como sendo a composicao destas aplicacoes,
assim temos: f(x) =¢@oioj(z)#0.

Sabendo disso, temos que o homomorfismo pu citado anteriormente é injetivo, com
efeito dados m,n € M p(m) = pu(n) implica que f(m) = f(n) paratodo f € Hom(M, E),
logo f(m—n) = 0 paratodo f € Hom(M, E). Se m # n entao existiria f € Hom(M, E)
tal que f(m —n) # 0, absurdo.

Observagao 1.24. Suponha (R,m) anel local e A um R-médulo Artiniano. Seja
0 # a € A como o R-médulo Ra é Artiniano, R/ Ann(a) é um anel local Artiniano,
entao seu ideal maximal é nilpotente. Logo existe t € N tal que m‘a = 0. Considere a
aplicagao

p:RxA— A

(7,a) = 1a

para cada a € Aecadar = (r,+m") € R. Note que a aplicagao esta bem definida,

pois dados 7 = (r, +m") = (r, + m") € lim R/m" = R, entdo r, — !, € m" para todo
neN
n € Ner,, —r, € m" para todo n, h € N. Logo, ryypa = 1:a = 1,0 = 1, ,a para todo

h € N. Com isso temos que A admite uma estrutura de R-médulo. Em particular,
sendo F um R-mdédulo Artiniano ([BS98, Teorema 10.2.5]), admite uma estrutura de

R-médulo.

Proposi¢io 1.25. O homomorfismo natural R — D(E) = Hom(E, E) é um isomor-

fismo.
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1. Preliminares

Demonstragao. Considere E,, = {x € £ : m"z = 0}. Entao E = U E, = thn
neN neN
Note que R/m™ é Noetheriano, pois R também o é. Além disso dim R/m" = 0,

logo, pelo Teorema de Akizuki R/m"™ é Artiniano. Por [BH98| Proposigao 3.2.12 e) ii)]
R/m" — Homp/mn(E,, E,) é um isomorfismo. Por outro lado, observe que para cada

n € N podemos identificar F,, = Hom(R/m", F)). Com isso,

Hompmn (Ey, En) = Homp/mn (Ey,, Hom(R/m", E))
~ Hompg(E, @p/m R/m", E)
~ HOIIIR(En, E) = DR(En)

Assim, R/m™ — D(E,). Isto implica que
lim R/m" —= lim D(E,,)

Logo, R — D(hg E,) = D(F) é um isomorfismo. O

Teorema 1.26. Sejam (R, m) anel Noetheriano local completo, N um R-mddulo Ar-

tiniano e M um R-mddulo finitamente gerado. Entdo
a) D(R)=F e D(E)=R
b) D(M) € Artiniano e D(N) é finitamente gerado
b) DD(N)~ N e DD(M) ~ M
Para demonstracao deste Teorema, ver [BHIS, Teorema 3.2.13].
Proposicao 1.27. Sejam M um R-mdédulo injetivo e N um R-mddulo plano. Entao:
a) D(M) é um R-médulo plano
b) D(N) é um R-médulo injetivo

Demonstragao.  a) Pelo critério de platitude [Mat86, Teorema 7.7], basta analisar-
mos D(M) para um ideal finitamente gerado a C R. Considere a sequéncia exata
0 — a — R aplicando o funtor contravariante Hom(—, M), exato pois M é inje-
tivo, temos Hom(R, M) — Hom(a, M) — 0 que aplicando o funtor contravariante
D(—) tem-se

0 — Hom(Hom(a, M), F) — Hom(Hom(R, M), E)
Sendo que

Hom(Hom(a, M), F) ~ a@Hom (M, E) e Hom(Hom(R, M), E) ~ R®Hom(M, E)

12
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Com isso tem-se portanto que
0 — a® Hom(M, E) - R ® Hom(M, E)

ou seja, D(M) é um R-médulo plano.

b) Considere uma sequéncia exata de R-médulos 0 — L — P, Sendo N é R-médulo
plano, temos:
0 +LON—-PRN

Aplicando o funtor contravariante D(—) tem-se
Hom(P ® N, E) — Hom(L ® N, E) — 0
Pelo isomorfismo de adjuncao:
Hom(P ® N, E) ~ Hom(P, D(N)) e Hom(L ® N, E) ~ Hom(L, D(N))

Logo,
Hom(P, D(N)) — Hom(L, D(N)) — 0

ou seja, Hom(—, D(N)) é exato dai segue que D(N) é injetivo.

Proposicao 1.28. Seja f: M — N um homomorfismo de R-médulos. Entao:
f é um isomorfismo < D(f) : D(N) — D(M) ¢ um isomorfismo.

Demonstragao. Como D(—) é um funtor,
f: M — N éisomorfismo = D(f): D(N) — D(M) é um isomorfismo.

Reciprocamente, o homomorfismo de R-médulos f : M — N induz a sequéncia
exata:

0—kerf— M — N — coker f — 0
Aplicando o funtor exato contravariante D(—):

0 — D(coker f) — D(N) 22 D(M) — D(ker f) — 0

Assim, D(coker f) = ker D(f) e D(ker f) = coker D(f). Sendo D(f) um isomorfismo,
ker D(f) = 0 = coker D(f) Isto implica que ker f = 0 = coker f, ouseja f: M — N é

13
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um isomorfismo.

Proposicao 1.29. Sejam M e N dois R-moédulos. Entao:

a) D(Torl(M, N)) ~ Exth(M, D(N))

b) Assumindo que M seja finitamente gerado, D(Exth (M, N)) ~ Tor®(M, D(N)).

Demonstracio.  a) Seja F resolucdo livre de M. Entao Tor(M,N) = H;(F ® N).
Com isso, D(Tor®(M,N)) = D(H;(F® N)) ~ H(D(F ® N))

Por outro lado,

D(F® N)= Hom

R(F@)N?E)

~ Hompg(F, Hom(N, £))
~ Homg(F, D(N))
Tomando as cohomologias obtemos: H'(D(F ® N)) ~ H'(Hompg(F, D(N)).

Assim, D(Tor?(M, N)) ~ H(D(F®N)) ~ H(Homg(F, D(N)) ~ Extb (M, D(N)).

b) Seja F resolucao livre de M. Como M ¢ finitamente gerado, cada termo de F

pode ser escolhido de posto finito. Entao

Torf (M, D(N)) =

H;(F ® D(N))

H;(F ® Hom(N, E))
H;(Homg(Hompg(F, N), E))
H;(D(Hom(F, N)))
D(H*(Hom(F, N)))
D(Ext’ (M, N)).

14



Capitulo 2

Uma Caracterizacao da

I-profundidade

No capitulo anterior, introduzimos a nogao de I-profundidade de um ideal I C R
assim como uma caracterizagao bem conhecida da I-profundidade utilizando o fun-
tor Ext. Neste capitulo, apresentamos alguns resultados que envolvem os funtores
Extt (M, R) e Tor®(M, Ex(k)) com i < gradel. Além disso apresentamos uma ca-
racterizacao do grade I utilizando o funtor Tor aplicado em certos R-modulos. Por
vezes escreveremos simplesmente E := Fr(k) denotando a envoltéria injetiva do corpo
residual £ = R/m de um anel local (R, m).

Comecamos por alguns resultados técnicos:

Lema 2.1. Seja M um R-médulo. Suponha que Suppgz(M) C V(m). Entao M admite
uma estrutura tnica de R-médulo compativel com sua estrutura de R-moédulo tal que

a aplicacao natural M ® R —» M é um isomorfismo.

Demonstracao. Primeiro suponhamos que exista um nimero r € N tal que m"M = 0.
Seja
w: M®pg R — M
m® (a; + m') — a,m
Note que ¢ é um homomorfismo e esta bem definida, pois provém de uma aplicagao
bilinear.

Mostremos que ¢ ¢ um isomorfismo, de fato, defina:

Vv:M — M®grR
m — m® (1+mf)

Note que ¢ o ¥ = idy;, pois:

15



2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

M M &g R M

E Yo =1idy,p, pois:

o ) ~
M ®r R M M®r R
m® (a; + m') —— &M —— q,m ® (1 +m')
=m® (a, +m")
Seja i € Z, para i < r,a; —a, € m' e para i > r a; —a, € m’". Portanto
(a; + m) — (a, + m)) € m" = m"R. Com isso existem a; € m",b; € R tais que

(a; + m") — (a, + m") = a1b; + - - - + a,sbs. Logo,
m® ((a; +m") — (a, +m")) =m ® (b + -+ asby) = aym @by + - agm @ by = 0

Pois a;m = 0 para todo 1 <17 < s.
No caso geral, note que, por hipotése, temos Suppgz(M) C V(m), entao:

M =T (M) =[J(0:y m") = lim(0 ;5 m")

reN reN

~

Para cada r € N temos pelo caso anterior que (0 :py m") @z R ~ (0 :3y m"). Tomando

o limite direto temos:
hg(o M mr) KRR R ~ hﬂ(o M m’"),

logo, M®rR~M

Lema 2.2. Seja M um R-médulo e N um R-médulo. Entao:

a) O médulo Exth,(M,N),i € Z, pode ser considerado como um R-médulo tal que
existe um isomorfismo natural Ext},(M, N) ~ Ext’.(M ®g R,N).

b) O dual de Matlis D(M) admite uma estrutura natural de R-médulo

Demonstracao.  a) Seja P.(M) uma resolugao livre de M.
Extl(M,N) = H'(Hompg(P.(M),N))
Hi(Homp(P.(M),Hom (R, N))) pois N é um R-médulo.
Hi(Homz(P.(M) ®g R, N))
~ Exti(M ® R, N)

12
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2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

O ltimo isomorfismo acontece pois P.(M)® R é uma resolucao livre de R-médulo
M® R.

b) Basta tomar i = 0 e N = Eg(k), que possui estrutura de R-médulo, no item
anterior. Assim, Ext%(M, Er(k)) = Hom(M, Er(k)) = D(M) possui estrutura
de R-médulo.

[

Lema 2.3. Seja I um ideal de um anel local (R, m). Sejam M, N dois R-médulos.

Suponha que Suppyz(M) C V(I). Entao existem os seguintes isomorfismos naturais:
a) Homg(M,T';(N)) ~ Homg(M, N)
b) M ®@p Hompg(T;(N), Er(k)) =~ M @ Hompg(N, Er(k))

Demonstracao.  a) 1° caso: M um R-médulo finitamente gerado.

Dado um R médulo N, considere a sequéncia exata:

N
I'y(N N — ——
0—TI/(N)— %FI(N)%O

Aplicando o funtor covariante Hompg(M, —), obtemos:
0— HOIHR(M, F](N)) — HOIHR(M, N) — HOHlR(M, m
I

Com isso, temos

Ass(Hompg(M, =25=)) = Suppp(M) N Ass(+2+=)  ([Bou89, Proosicao 10]

T (V) 7 (V)
N
C V(I)HASS(FI(N))
= Ass(T';(N/T;(N)))
= O
pois %N) é um R-modulo livre de I-torgao. Logo, Hom(M, FI](VN)) = 0. Com

isso, a partir da sequéncia exata (2.1) temos:
0— HOI’HR(M, F[(N)) — HOI’HR(M, N) —0

Portanto, Hom(M,T';(N)) ~ Hom(M, N)
2° Caso: M um R-médulo qualquer Neste caso podemos escrever M = ligMa;

Onde {M, }aen,(A conjunto de indices) é uma familia de submédulos finitamente
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2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

gerados de M. Entao

Hompg(M, N)

12

Hom(lig M,, N)

~ @Hom(Ma,N)

@Hom(Ma, I';/(N)) Pelo caso anterior
Hom(lim M, I'/(N))

~ Hom(M,';(N)).

O segundo e o terceiro isomorfismo acontece pois um funtor contravariante trans-
forma limites diretos em limites inversos e reciprocamente. ([Rot09, paginas
239-240))

b) Por [Rot09, Lema 9.71], existe transformagao natural Hom(N,P) @ M —
Hom(Hom (M, N), P)

Tal transformacao natural é um isomorfismo quando M é finitamente gerado e P

¢ um R-moédulo injetivo. Supondo M finitamente gerado, temos:

Hom(N, Er(k)) @ M =~ Hom(Hom(M, N), Eg(k))
Hom(Hom (M, T';(N)), Er(k)) (item a)
~ Hom(I';(N), Eg(k)) @ M

12

Para o caso geral, escrevemos M = tha; Onde {M,}aen,(A  conjunto de

indices) é uma familia de submdédulos finitamente gerados de M. Assim,

12

Hom(N, Er(k)) @ M Hom(N, Er(k)) © lim M,

lim(Hom(N, Er(k)) ® M) ([Rot09, Pagina 239-240])
lim (Hom(I';(N), Er(k)) ® Mo (Caso anterior)

~ Hom(T's(N), Ex(k)) ®lig M,  ([Rof09, Pagina 239-240])

~ Hom(['[(N), Er(k)) ® M

12

12

O lema [2.3| estende-se a funtores derivados da seguinte maneira:

Teorema 2.4. Seja I um ideal de um anel local (R, m). Seja ¢ = grade I. Seja M um
R-médulo com Suppg(M) C V(1)

a) Exth(M,R) =0 para i < ¢ e Ext%(M, R) ~ Homg(M, Hf)
b) Tor (M, Er(k)) =0 para i < ¢ e Tor®(M, Eg(k)) ~ M ®g Homg(H¢, Eg(k))
Demonstracao. :

18



2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

a) Seja R — Ej uma resolugao injetiva minimal de R. Entdo, pelo Teorema estru-
tural de Matlis,

Ep~ D (Er(R/p)"®)

pESpec R

Para cada p € Spec R, temos que p;(p) = dim Ext”ép(k:(p), R,). Assim,

p) # 0 & Exctly (k(p), By) 0.

Por outro lado, sabemos que:
c=grade/ = min{depthR,:p D I}
— min{min{i € Z: Exty, (k(p), Ry) # 0}}
p2
— minfi € Z: up) 0}
poI

Logo, pi(p) =0 Vi <ec.
Lembre que:
T(ER) =T @@ ER/p®)= € Ti(ER/p)»®)
peESpec R peSpec R

mas, temos que:

E(R/p) :pDI
L/ (En(Re)) = { i)
0 p2l
Logo, I'1(E%) = @ E(R/p)*® EcomoV p2D1I,u(p)=0 VY i<ec,entdo :
pESpec R
p2I

T/(EL) =0V i<c

Por hip6tese, Supp M C V/(I). Pelo lema[2.3|a), temos Hom(M, EY) ~ Hom(M,T'[(EY)),
portanto Hom(M, E%) = 0 para todo ¢ < ¢, e portanto, tomando as cohomologias,
temos Exth (M, R) = 0 para todo i < c.

Seja
0 R—>E 5B — ... 5 p 5 pett

resolugao injetiva minimal de R, aplicando o funtor covariante I';(—) temos:

/(09
—

0— T (E° = TH(EY) — - —T1(E L (BT — -

19



2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

Como
[/(EL) =0V i<c,
tem-se:
00— =0 Dp(E) 29 py(petty & ..
Tome a sequéncia exata:
(0°)

0 — ker(T';(9°)) — T';(E°) ), L(EH)

Aplicando o funtor covariante Hom(M, —), obtemos:
0 — ker 17(9°). — Hom(M, T1(E°)) 2% Hom (M, E=+)

Sabemos que pelo lema ) temos os seguintes isomorfismos: Hom(M, EY,) ~
Hom(M,T(E%)) e Hom(M, ES™) ~ Hom(M,T;(ES)) Com isso temos o se-

guinte diagrama comutativo:

I'7(0%«
Hom(M, T (E°)) =1 Hom(M,T;(E“))

(2.2)

Hom(M, E) - Hom(M, E“T1)

Onde as flechas verticais sao isomorfismos portato temos um isomorfismo entre os
nicleos: ker(I';(0°).) =~ ker(9¢). Observe que: ker(I';(0°).) = Hom(M, H{(R)) e
ker(0¢) = Ext% (M, R). Logo, Hom(M, Hf(R)) = Ext% (M, R), como queriamos.

Lembre que o funtor Dual de Matlis transforma maddulos injetivos em modulos
planos (Proposigao . Com isso, R = Ej, resolugao injetiva minimal de R,
induz D(ER) = D(R) ~ Eg(k) resolucao plana de FEgr(k). Pelo Lema ),
M ® D(ER) ~ M ® D(T';(Ey)), como visto anteriormente, I';(E%) = 0 para
todo i < ¢, logo, M ® D(E%) = 0 V i < ¢. Tomando as homologias, temos:
Hi{(M @ D(E3y)) = Torf(M, Eg(k)) = 0 para todo i < c.

As inclusoes naturais T';(E¢) — E¢ e T';(Et!) — E“T! induzem as sobrejegoes:
D(E®) - D(T';(E°)) e D(E“T') — D(T';(E°t!)). Assim temos o diagrama co-

mutativo:
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2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

D(Iy(EY)) — D(I'1(E*))

D(Ec+1) D(EC)

Tensorizando por M obtemos:
M ® DT (E“Y)) —— M & D(I';(E°))

(2.3)

M ® D(E“™) M @ D(E°)

Onde as flechas verticais sao isomorfismos (lema b)), logo temos um isomor-
fismo entre os contcleos: coker(1, ® D(I'1(0°))) ~ coker(1y; ® D(0)). Por outro
lado, coker(1,;@D(I';(9%))) = M@H§(R) e coker(1,,@D(9°) = Tor® (M, Ex(k)).

Portanto, M ® H¢(R) ~ Tor®(M, Er(k)) como querfamos.
[l

A parte a) do Teorema é uma leve generalizacdo de [Gro66, Proposigao 3.1].
Existe uma generalizacao direta para um R-médulo M ao invés de R. Para este
caso, o item a) foi feito por Khashyarmanesh,ver[Khaar|, para um diferente método da

demonstracgao.

Corolario 2.5. Seja I C R ideal de um anel local (R, m). Entao:
grade I = inf{n € Z : Tor®(R/I, E) # 0}
Demonstragdo. Seja ¢ = grade I. Pelo Teorema[2.4b) com M = R/I, temos

Tor®(R/I,E) ~ R/I @z Homg(H¢, E)
~ Hompg(Hompg(R/I, Hf), E)
= D(Hom(R/I, HY))
~ D(Exth(R/I,R)) (Teorema [2.4] a))

Note que

c=gradel = inf{i € Z : Exth%(R/I, R) # 0}([BH98, Teorema 1.2.5))
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Logo, D(Ext%(R/I, R)) # 0 e portanto
c=gradel = inf{n € Z: Tor®(R/I, E) # 0}.

]

Proposicao 2.6. Seja x = x1,..., 2z, um sistema de elementos de R e a = zR o ideal

gerado por z. Para um complexo X de R-mdédulos, existe uma aplicagao de cadeias:

(X)) =0, X

e A demonstracao desta proposigao encontra-se em [Sch03l, Proposigao 3.1]. Desde
que R seja Noetheriano, o morfismo da proposicao anterior induz um isomorfismo de

cohomologias.

Lema 2.7. Seja I um ideal de um anel local (R,m) tal que HX(R) =0 V i # c.
Entdo: Torf(Hi, Eg(k)) = 0 V i # c e Tor(H§, Er(k)) ~ Eg(k). Mais ainda,
Er(k) =~ Hi ® D(Hy) ~ Hi(D(HY))

Demonstragdo. Seja R — Ej, resolucio injetiva minimal de R.
0—R—E"—E'"— ...
Aplicando o funtor I';(—):
0 — T(E%) — T[(BY) — - — T(E°) — Ty (B — -

Na demonstracao do Teorema vimos que I'7(E') = 0 para todo i < c e H¢ =
ker(T';(E¢) — T;(E°™)). Por hipétese, Hi(R) = 0 V 4 # ¢, com isso temos a

seguinte sequéncia exata:
0 — Hf — T'1(E°) — T[(ET) — Ty(ET?) — -+

Com isso, Hf — I';(E(R)[c]) é uma resolucio injetiva de H¢. Seja C,, o complexo

de Cech com respeito a z = xq, To, . . ., x, tal que VI = /(z1,...,2,)R.
De R -~ Ej, tensorizando por C, temos:
(I) C,®@ R~C, = C,® Ep,

pois tensorizar por um complexo limitado a direita de R-mddulos planos preserva quasi-
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2. Uma Caracterizagao da I-profundidade

isomorfismos. Pela Proposicao [2.6] existe quasi-isomorfismo
I'1(Ep) — Cp ® Ej.

Seja
(II) F. — Eg(k)

resolucao livre de Eg(k)
Tensorizando (I) por F temos C, @ F. == C, ® B @ F.
Tensorizando (II) por C, temos: C, ® F =+ C, ® Fr(k) ~ Eg(k), este tltimo

isomorfismo se deve ao fato de que:
(Cp ® Eg(k))° = Eg(k) e (C, ® Er(k))" =0, para todo n # 0

pois ;, - x;, € m implica que Ry, .oy ® Er(k) = ER(k)xil...% =0. (Lema
Observe que
Torf, (Hf, Er(k)) = Hio(Hf @F)
~ Hi o(T'1(ERlc]) @ F.)
~ H,(I'1(ER) ®F)
~ H;(C,® B, ®F)

Logo,
Tor.'(Hf, Er(k)) = Ho(Cp® Ep ®F.)
~ Hy( v£®]F.)
~ Ho(Eg(k))
~ FEg(k).

Portanto, Er(k) ~ Tor®(H¢, Er(k)) ~ Hf ® D(H$) Este tltimo isomorfismo segue do

Teorema [2.4) b).
[l
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Capitulo 3

Sobre o Anel de Endomorfismos do

Moddulo de Cohomologia Local

Seja I C Rideal de I-profundidade c. Estamos interessados no estudo do homomor-
fismo natural R — Hom(M, M) no caso em que o R-médulo M = Hf e M = D(HY).
Neste capitulo encontramos algumas condicoes suficientes para que tais homomorfis-
mos sejam isomorfismos e finalizamos estudando um pouco dessa estrutura num anel

de Goreinstein.

3.1 Sobre o homomorfismo natural

Seja (R, m) um anel local. Para um ideal I C R com ¢ = grade I, estamos interes-
sados na estrutura de D(H¢). O estudo deste mdédulo comegou com Hellus [Hel07] e

[Kha(7]. Para um R-médulo M consideramos o homomorfismo natural

M®D(M) — Eg(k)
m® f —  f(m)

)

em geral este homomorfismo nao é nem injetivo nem sobrejetivo. No caso de um anel

completo, tomando o dual deste homomorfismo natural obtemos:
D(Egr(k)) — D(M ® D(M)) = R — Hom(D(M), D(M)).

Estamos interessado sob que condicoes esta aplicacao se torna um isomorfismo para

o caso em que M = Hf.

Teorema 3.1. Seja (R, m) anel local. Seja I C R um ideal. Entao eziste um isomor-

fismo natural: Homp(HS 5, H ) ~ Hompg(D(Hf), D(HY)) onde ¢ = grade

IR’

Demonstracao. Observe que:
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1) Por adjungao,
Homg(D(H), D(HS)) =~ Homp(D(HS), Hom(H¢, Er(k)))
~ D(H{ ® D(HY)).

2) Pelo teorema 2.4b), Tor®(H¢, Eg(k)) ~ Hf@rHompg(H§, Er(k)) = Hi@rD(HY).

3) Pela Proposicio|1.29|a), Tomando M = H§e N = Eg(k), tem-se D(Tor*(H¢, Eg(k))) ~
Exts,(Hg, D(En(k) = Bxti(H;, B)

4) Pelo Teorema de Mudanca de Base Plana, H¢(R)Qxr R ~ H;R(RQ{)RR) = H]CR(}A%)

Pelo lema 2.2a) Extf(Hf, R) ~ Ext}(Hf @ R, R) = Extg(H¢,, R)
Portanto,
Homp(D(HF), D(Hy)) =~ D(Hf ® D(Hy)) (1)

~ D(Tor;(Hf, Er(k))) (2)

~ Ext%(H¢, R) (3)

~ Ext;(H,, R) (4)

~ Homp(HS,, HY ) Teorema 2.4 a)

[]

Corolario 3.2. Seja (R, m) um anel local com Eg(k) a envoltéria injetiva do corpo
residual k. Seja I C R ideal com ¢ = gradel. Entao as seguintes condigoes sao

equivalentes:
i) Hf ® D(H§) — Egr(k) é um isomorfismo.

.o - R C C 7’ .
ii) R — Homp(HS,, Hy,) ¢ um isomorfismo.

iii) R — Hompg(D(H¢), D(HS)) é um isomorfismo.
Demonstragao. ii) < iii) Segue do Teorema [3.1]
i) & iii)
Lembre que :

~

(1) D(Eg(k)) ~ R

(2) D(H{®D(Hf)) = Hom(Hf®D(Hf), Er(k)) ~ Hom(D(H¢),Hom(H¢, Er(k))
~ Hom(D(HS), D(HY))

(3) M I, N 6 isomorfismo < D(N) Ly), D(M) é um isomorfismo.
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3. Sobre o Anel de Endomorfismos do Médulo de Cohomologia Local

Entao, por (3), Hi® D(H§) — Eg(k) é um isomorfismo se e somente se D(Eg(k)) —
D(H$ @ D(H¢)) é um isomorfismo, ou seja, R — Hom(D(H¢), D(H$)) é um isomor-
fismo. O

No corolario anterior se considerarmos o anel completo, entao temos algumas condig¢oes
para que o homomorfismo
C (&
R — Hompg(H7, HY)

seja um isomorfismo.

Teorema 3.3. Seja I C R um ideal com ¢ = grade I. Seja CV’£ o complezo de Cech com

respeito a x = x1,xy,- - , X, um sistema de elementos tais que ﬂ:\/(xl, To, -+, 2, )R.

Entao:
a) O morfismo Cp @ D(Cy) — Eg(k) induz um isomorfismo em cohomologias.
b) Eziste uma aplica¢do natural Tor®(H§, Er(k)) ~ Hf @ D(H§) — Eg(k)

Demonstra¢ao. b)) Pelo Teorema b) tem-se Tor?(H$, Eg(k)) ~ Hf @ D(HS).
Dado m € Hf e f € D(HY) tome a aplica¢do natural

Hf ® D(Hf) — Eg(k)
m® f —  f(m)

e assim tem-se o desejado.

a) uma vez que C, é um complexo de R-médulos planos, temos que D(C,) é um

complexo de R-modulos injetivos.

Sabemos que

(1) T(M) = lig Hom(R/I*, M)

(2) T'1(D(Cy)) = lig Hom(R/I%, D(Cy)) = lim Hom(R/I*, Hom(Cy, Er(k))
o~ @Hom(R/[“@C’Q,ER(k))

Tensorizar o morfismo de complexos C, — R por R/I® induz um quasi-isomorfismo
R/I*®Cy, — R/
Aplicando o funtor D(—) tem-se:

Hom(R/I%, Eg(k)) =+ Hom(R/I* ® Cy, Egr(k)).
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Tomando o limite direto temos:
lim Hom(R/I%, E(k)) — lim Hom(R/I* ® Cy, Er(k)).

Logo, de (1) e (2), obtemos o quasi-isomorfismo:

Egr(k) =T1(Er(k)) — T1(D(Cy)).

Portanto,

H*(Eg(k)) ~ H"(T'1(D(Cy)))
Pela Proposicao 2.6, existe um quasi-isomorfismo de complexos
FI(D( g)) — 2 ® D(C’E)

Logo,

H"(T'1(D(Cy))) =~ H"(Cp ® D(Cy))

Com isso temos o isomorfismo em cohomologias H"(C, ® D(C,)) ~ H"(Eg(k)).
[

Observacao 3.4. Seja J C [ dois ideais de gradec de um anel local (R, m). Entao

existe os seguintes diagramas comutativos:

JH%—> Homp(HS, HS)  Hf @ D(H) —>]‘T
R —— Hompg(HS, HY) HS® D(HS)——FE

Os homomorfismos verticais sao construidos a partir do homomorfismo natural
Hi — H e os resultados do Teorema para M = Hf, e respectivamente M = HY.
Isto é, para dois ideias J C I de grade ¢ o homomorfismo natural Hf ® D(H§) — E se
fatora através da aplicacao correspondente por J. Mais ainda, o homomorfismo natural

R — Hompg(HY§, Hf) se fatora através da aplica¢ao correspondente por J.

3.2 0O Caso de Aneis de Gorenstein

A seguir, daremos uma certa variagao do Teorema de Dualidade Local [BS98|, Te-
orema 11.2.6] para um anel de Gorenstein n-dimensional, mas antes de continuar-

mos, facamos algumas consideragoes. (R, m). Seja y = y1,¥2, -+ ,¥Yn Um sistema de
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3. Sobre o Anel de Endomorfismos do Médulo de Cohomologia Local

parametros. Entéo o complexo de Clech Cv’E fornece uma resolugao plana de Eg(k). De
fato, C,® R:0 - R— R, &+ ® Ry, — -+ — Ry, — 0.

Como R um anel de Gorenstein, entao existe uma resolucao injetiva de R com:

0— E°(R) = E'Y(R) = --- — E"(R) = Eg(R/m) =0

onde F'(R) = @ Er(R/p). Aplicando I'y(—) temos:

htp=i

0= In(E°(R)) = T'n(EYR)) = -+ —= T'n(E™"(R)) = Eg(R/m) =0

Note que I'y(E'(R)) =0 V i < c, pois E'(R) = @D Er(R/p)ep 2mV i<c
htp=i
Portanto Hy(R) = Er(k). Sendo y um sistema de parametros Hi(CV'g ® R) ~ H.(R),

entdo: H'(C, ® R) ~ Eg(k)[—n]

Proposicao 3.5. Seja (R,m) um anel de Gorenstein n-dimensional. Entao existe
isomorfismo

Tor® (M, Eg(k)) ~ H:(M),i € Z
para um R-moédulo qualquer M.

Demonstracao. Seja M um R-mdédulo qualquer. Observe que

Tor} (M, Ep(k)) = H,—i(M ® Cy[n]) ~ H_;(M ® C,)) ~ H'(M ® C,) ~ H;,(M)

]

No caso de M na proposicao anterior ser finitamente gerado, implica no isomorfismo
natural HE (M) ~ Homp(Ext} "(M, R), Er(k)) o Teorema de Dualidade Local usual.

Teorema 3.6. Sejam (R, m) em um anel local Gorenstein. Seja J C I dois ideais de

altura c.

a) Existe um homomorfismo natural

HOHlR(Hg, H?) — HOIHR(HIC, H;:)

b) Suponha que \/JR, = /IR, para todo p € V(I) com dim R, < ¢+ 1. Entdo o

homomorfismo em a) é um isomorfismo.
Para demonstracao do teorema acima ver [Sch09, Teorema 1.2]

Lema 3.7. Sejam J C I dois ideias de mesmo [-profundidade em um anel local (R, m).

Seja Ro completamento de R. Entao:
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3. Sobre o Anel de Endomorfismos do Médulo de Cohomologia Local

a) grade I = grade IR

) Se \/JR, = /IR, para todo p € V(I) entao \/JRq = \/IRq para todo q €
V(IR)

Demonstra¢ao.  a) Sabemos que para dois R-médulos M, N, com M sendo finita-
mente gerado, tem-se: Exts (M, N)® R ~ Ext’é(M@f{, N ® R) [Mat86, Teorema

7.11]. Com isso temos:

w(R/IR, R) # 0}

— min{i : Exts(R/I ® R,R® R) # 0}
— min{i : Exti(R/I,R) ® R # 0}

= min{i : Ext,(R/I, R) # 0}

= grade [

grade IR = min{i : Ext’.

b) Pelo [Mat86, Teorema 7.3|, para todo todo primo p € R, existe um primo q € R
tal que p = q N R. Por hipétese /J R, = \/IR,, entao:

V JRqﬂR = \/IquR = \/JRqﬁRReq = 4/ IRqﬁRRq = \/qu = \/fﬁq

Sabemos que IRq C \/TRq - \/I}?q e JRq - \/7Rq - JRq, tomando o radical
e sabendo que v/.J Ii’q =1 Ii’q, temos portanto:

\/—’Tf%q: \ \/IRq:\/‘/TRq: \/\/qu: \/\/TRL]:\/TRq

Como queriamos.

O

Teorema 3.8. Sejam J C I dois ideais de altura ¢ em um anel local Gorenstein (R, m)

com n = dim R.

a) Suponha que \/JR, = \/IR, para todo p € V(I) com dim R, < ¢+ 1. Entdo o

homomorfismo
Homp(D(Hj), D(Hj)) — Homp(D(H}), D(H))

€ um isomorfismo.

b) Suponha também que o anel seja completo e que HY(R) = 0 para todo i # c.
Entio R — Hompg(D(HS), D(HS)) é um isomorfismo.
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Demonstragao.  a) Pelo lema , ¢ = grade I = grade IR e \/inq = I}A%q para
todo q € V(I R) Assim podemos utilizar o teorema considerando o anel R.

Portanto temos:

Hom(D(HS), D(H$)) =~ Homp(HS,, HS ) Teorema B.1]
~ Homp(HS 5, HY ) Teorema (3.6| a)
~ Hom(D(H§), D(H¢)) Teorema B3]

b) Por hipétese, Hi(R) = 0 para todo i # c. Pelo lema 2.7, temos o isomorfismo:
Er(k) ~ Hf @ D(HY), que pelo corlario |3.2f implica no isomorfismo:

R~ Homg(D(HS), D(HS))
~ Hompg(D(H§), D(Hf)) pelo item anterior.

O corolario 3 implica no isomorfismo R ~ HomR(HICR,

como o anel é completo temos o isomorfismo desejado: R ~ Hompg(H§, Hf)

c
H{.). Por sua vez,

]
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Apeéendice A
Modulos Injetivos

Neste apéndice, R denotara um anel comutativo. Se M e N sao R-médulos, “M é
um submédulo de N7 (notada M C N) e “existe um homomorfismo injetor ¢ : M — N”
sao equivalentes e serao usadas neste texto de maneira indistinta, identificando-se assim

o médulo M com sua imagem ¢(M) em N.

A.1 Modulos injetivos

Um R-mdédulo E é dito injetivo se para cada homomorfismo injetivo oo : M’ — M
e cada homomorfismo f : M’ — E, existe um levantamento g : M — E (isto é,
ga = f). Equivalentemente, o R-médulo E é injetivo quando o funtor contravariante
Hompg(—, F) : R-méd — R-mdd ¢é ezato, isto é, Hompg(—, F) transforma seqiiéncias
exatas curtas em seqiiéncias exatas curtas (observe que Hompg(a, E)(g) = ga para
quaisquer morfismos av: M’ — M e g: M — E).

Se £ = HEZ" entao, F é injetivo se, e somente se, cada F; for injetivo. Isto vem
ieA
do fato de que todo homomorfismo M’ — E é determinado de maneira 1nica pelas

projecoes M' — Ej;.
Na pratica, nao é necesséario testar todos os homomorfismos possiveis entre R-

modulos para comprovar injetividade.

Lema A.1 (Critério de Baer). Um R-médulo E é injetivo se, e somente se, todo

homomorfismo b — E estende a um homomorfismo R — F para todo ideal b de R.

Demonstracao. Se E é injetivo, entao, todo homomorfismo b — E estende a um ho-
momorfismo R — FE para todo ideal b de R: faca M’ =b, M = R e a = ¢ a inclusao.
Reciprocamente, considere um homomorfismo injetivo « : M’ — M e um homo-

morfismo f: M’ — E. Considere também a familia de pares

F ={(N,gn):a(M'YCNCMegy:N— E étal que gya = f}.
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Esta familia satisfaz as hip6teses do Lema de Zorn com a ordem (N, gn) < (N', gn)
quando N C N’ e gn/|nv = gn. Entao, existe um elemento maximal (H, g). Se H # M,

considere z € M — H e b = (H :g x). Existe uma aplicacao

Ha g

p:b H E.

Logo, esta aplicagao estende a ¢ : R — E. Defina ¢ : H+ Rx — FE como ¢(h+rz) =
g(h) + @(r). Observemos que 1 estd bem definida: se h + rx = h' + r'z, entdo,
h—h = (" —=r)x e gh) —gh') = g((r" —r)x). Por outro lado, ' —r € b e
B() = 3(r) = $(' — 1) = g((r" — r)a). Logo, g(h) + $(r) = (') + $(r"). Além
disso, 1 é um homomorfismo, H C H + Rz e |y = g, o que é uma contradi¢ao com

a maximalidade do par (H, g). O

Agora provaremos que existem “suficiente” médulos injetivos. Mais precisamente,
Teorema A.2. Todo modulo € submaodulo de um mddulo injetivo.

Demonstragao. Defina ¢ : M — Homgy(R, M) como m +— ¢, onde ¢, : R — M ¢é
definida como r — ¢,,(r) = rm. Observe que ¢ é um homomorfismo injetor de grupos.
Também, existe um grupo abeliano injetivo D e um homomorfismo injetor de grupos
t: M — D. Agora, Homz(R,t) : Homz(R, M) — Homgz(R, D) é um homomorfismo
injetor. Mais ainda, Homy(R,t)¢ : M — Homg(R, D) é um homomorfismo de R-
modulos: de fato, Homgz (R, t)p(rm) = Homg (R, t)(@rm) = t@rm = a — t(arm). Por
outro lado, r Homgz(R, t)p(m) = ripm, e ripy(a) = tpy(ar) = t(arm) para cada a € R,

concluindo o requerido. O

Uma seqiiéncia exata curta

L s

0 M M M 0

é dita “cindida” (splits ou is split) se existe um homomorfismo j : M” — M tal que
w7 = idym.

Equivalentemente, tal seqiiéncia cinde se, e somente se, existe um homomorfismo
q: M — M’ tal que qu = idyy. De fato, defina g(m) = =1 (m — jn(m)) para cada m €

M, expressao que faz sentido pois 7(m — jm(m)) = m(m) —m(m) = 0. Reciprocamente,

defina j(m”) = m — 1g(m) onde m € 7=~ '(m”). O homomorfismo j é bem definido
pois se m(m) = m” = 7w(n), entdo, m — n € ker(m) e existe um unico m’ € M’
com t(m') = m —n. Logo, m" = g(m) —q(n) e m —n = wg(m) — 1q(n), donde

m —1q(m) =n — 1q(n).
Observe também que se dita seqiiéncia cinde, entao, M = M’ @& M" via os isomor-
fismos M — M' @& M", m — (q¢(m),m(m)), e M' & M" — M, (a,b) — v(a) + 5(b).
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Existe mais uma caracterizagao de médulos injetivos via seqiiéncias cindidas.

Lema A.3. Um moédulo F é injetivo se, e somente se, toda seqiiéncia exata curta
0—FE— M — M"— 0 cinde.

Demonstracao. Se E é injetivo e ¢ : E — M é um homomorfismo injetor, entao, existe
um homomorfismo ¢ : M — E tal que qt = idg.

Reciprocamente, existem um modulo injetivo E’ e um homomorfismo injetor ¢ :
E — E' pelo Teorema . Logo, ' = E & %, donde F é injetivo. O

O anterior lema permite-nos concluir que um modulo injetivo E é somando direto

de qualquer médulo que o contém.

A.2 Extensoes essenciais

Sejam M C N moédulos. N é uma extensdo essencial de M se todo submédulo
nao-nulo H de N satisfaz H N M # 0. Tal extensao essencial é dita propria se M C N
(trivialmente, M sempre é extensdo essencial de si mesmo, inclusive quando M = 0).

Existem outras formas de verificar se uma extensao é essencial.
Lema A.4. Sejam M C N moédulos. As condigoes sao equivalentes:
1. N é uma extensao essencial de M.
2. Todo elemento nao-nulo n € N possui um multiplo nao-nulo rn € M.

3. Se ¢ : N — M’ é um homomorfismo tal que ¢|y; := @t é injetivo, entdo, ¢ é

injetivo.

Demonstracao. Suponha que N é uma extensao essencial de M e seja n um elemento
nao-nulo de N. Logo, Rn é um submoddulo nao-nulo de N e existe r € R tal que
0#rne M.

Se a condicao 2 é satisfeita e ¢ : N — M’ é um homomorfismo tal que |y é injetor,
considere um elemento nao-nulo h € ker¢. Entao, rh € M — {0} para algum r € R.
Assim, 0 = rp(h) = ¢(rh) # 0, o que é absurdo.

Agora, se a condigao 3 é satisfeita e H é um submodulo de N, considere a projegao
7m: N — % Entao, kerw|yy = HN M. Se HN M = 0, entao, 7|y € injetor, donde 7 é

injetor e 0 = kerm = H. Logo, N é uma extensao essencial de M. O

Se M é um submodulo de N, a existéncia de extensoes essenciais maximais de M em
N fica garantida gracas ao Lema de Zorn. Os moédulos injetivos ficam caracterizados

pela nao existéncia de extensoes essenciais proprias.
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Lema A.5. Um médulo € injetivo se, e somente se, nao possui extensoes essenciais

préprias.

Demonstra¢ao. Se E é injetivo e E C M, entdo, M = E & M" para algum submddulo
M" de M pelo Lema[A.3] Se E # M, entdo, M” # 0 e M nao é uma extensio essencial
de E.

Reciprocamente, se I/ nao possui extensoes essenciais préprias, considere £ C M,
onde M é injetivo. Entao, existe um submédulo nao-nulo H de M tal que H N E = 0.

Pelo Lema de Zorn, existe um submdédulo maximal N de M talque H C Ne NNE = 0.

Agora, existe um homomorfismo injetor natural £ — % que, de fato, define uma
extensao essencial £ C % pelo Lema . Deste modo, E = % Portanto, E4+N = M,
donde M = E & N e E é injetivo. O]

Deste modo, se M é submdédulo de um médulo injetivo F, entao, todas as extensoes
essenciais possiveis de M devem estar contidas em E. Assim, nao é mais necessario

especificar “o contexto” de M estar contido em mddulo algum gragas ao Teoremal[A.2]
Proposicao A.6. Se N é uma extensao essencial maximal de M, entao, N ¢ injetivo.

Demonstracdao. Suponha que N possui uma extensao essencial (). Entao, ) é uma
extensao essencial de M. Logo, N = @, pois N é extensao essencial maximal de

M. Deste modo, N nao possui extensoes essenciais préprias, logo, N ¢é injetivo pelo
Lema [A5] ]

Mais ainda, quaisquer duas extensoes essenciais maximais de um maédulo M devem

ser isomorfas.

Teorema A.7. Se N e N’ sio duas extensdes essenciais mazimais de M, entdo,
N =N’

Demonstracao. Sejam o : M — N e 5 : M — N’ homomorfismo injetors. Logo, a es-
tende para um homomorfismo injetor ¢ : N’ — N pelo Lemal[A.4]e pela Proposigao[A.6]
isto é, « = . Logo, N’ é um submddulo de N, donde N = N. H

Chamamos de envoltdria injetiva (injective hull) de M qualquer extensao essencial
maximal de M a qual é denotada por Ex(M).

Recolhemos a seguir uma série de exemplos elementares de extensoes essenciais e
envoltorias injetivas:

Exemplo 1. Todo anel comutativo é extensao essencial de cada um de seus ideais
que contém pelo menos um elemento regular.

Exemplo 2. Se R é um anel comutativo, denote por S o conjunto de todos os

elementos regulares de R. Verifica-se que S™'R ¢ uma extensao essencial de R.
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Exemplo 3. Mais ainda, se R ¢ um dominio de integridade, entao, seu corpo
de fragdes é um R-mdédulo injetivo: de fato, se b é um ideal (ndo-nulo) de R e ¢ :
b — Frac(R) ¢ um homomorfismo, fixe i € b — {0} e defina ¢ : R — Frac(R) como
P(r) = @ Observa-se que 1) é um homomorfismo que estende . Concluimos assim
que Er(R) = Frac(R) quando R é um dominio de integridade.

Exemplo 4. Se N C M, entdo, Er(N) C Er(M): de fato, a composi¢ao injetora
N — M — Egr(M) e a injegdo N — Eg(N) induzem um homomorfismo injetor
Er(N) — Egr(M). Por outro lado, obtemos também um homomorfismo nao-nulo
Er(M) — Egr(N). Além disso, se M é uma extensao essencial de N, entao, Fr(M) =
Er(N).

Exemplo 5. De maneira similar ao exemplo anterior, pode-se concluir que se
MCM &--- @ M, entdo, EgR(M) C Er(M;) ® --- & Er(Mjy).

A.3 Resolucoes injetivas

Seja M um R-moédulo. Entao, é possivel construir uma seqiiéncia exata de R-
moédulos 0 — M — E° — E' — ... onde cada E' ¢ injetivo gracas ao Teorema .

Toda esta situacao motiva algumas defini¢oes.

Definicao A.8. Seja X uma classe de médulos. Dizemos que existem X -mddulos su-
ficientes quando, para cada médulo M, existem um médulo X da classe X' (doravante,
X é um X-mddulo) e um homomorfismo injetor M — X. Uma X-resolucao de M é

um cocomplexo X(M) de X-mdbdulos

d® dl

X2

Xl

0 X0

tal que HY(X(M)) =kerd’ = M e H(X(M)) = 0 para cada i > 1.

Para cada i > 0, o quociente V* = kéXT é chamado de i-ésima cosizigia de X(M).
Assim, o homomorfismo d* : X* — X**! fica fatorado como d; = d'n* onde d' : V* —
X1 ¢ um homomorfismo injetor e 7 : X* — V* é um epimorfismo para cada i > 0.

Neste texto, consideraremos de maneira exclusiva a classe X dos médulos injetivos.
Se f: M — N é um homomorfismo de médulos e X (M) e X(N) s@o, respectivamente,

resolucoes injetivas
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de M e N, entao, pode-se construir uma aplicacao de cadeias

B eV el
0 N EO El EQ
! 10 ft 12
0 M a DO d’ Dl d! D2

que sera chamada de resolucdo de f. Aqui, a e 8 sdo os homomorfismo injetors que
fazem que as linhas do diagrama sejam exatas. De fato, f° é um levantamento de Bf
via 0 homomorfismo injetor «, pois E° é injetivo. Supondo que foram encontradas
todos os homomorfismos até f* : D" — E™, temos um homomorfismo injetor d, :
Vi — D" induzido por d”, mais exatamente, d"7" = d" onde 7" : D" — V% é a
projegao candnica. Define-se, também, um homomorfismo (é, de fato, bem definido!)
A" Vi — E™ como \'(a + ker d”) = €™ f"(a). Portanto, existe f"*!: Dt — prtl
tal que f*T1d» = A", Assim, f"Hid® = P = At = et f

Observe, também, que se fora construida outra resolugao (g*);>o de f, entdo, ambas
aplicagoes de cadeias sdo homotdpicas, isto é, existe uma aplicacdo t = (t" : D" —

E™ 1) de grau 1 (ou cograu —1) tal que f* — ¢g" = "~ 1" + ¢"F1d".

De fato, observe que M = ima C ker(f° — ¢%) e defina \° : V), — E° como \°(a +
ker d®) = (f° — ¢%)(a), isto é, \o70 = f0 — g% onde 7° : D° — V} é a projecao natural.
Mas d’7°(z) = d°(z) para todo z € E°. Por ser E° injetivo, defina t! : D' — E°
estendendo \°, ou seja, \° = t'd’. Logo, f* — ¢° = \o7% = e 140 + t'd".

Supondo que j4 foram encontrados todos os homomorfismos até t* : D* — E"~1,
considere, andlogo ao primeiro passo, o homomorfismo A" : VJ; — E™ definido por
Nt = f — g™ — " 1t". Define-se um levantamento ¢"*! : D"t — E™ de \* via d"
(isto é, t""'d, = \") e verifica-se que f" — g" = "1 + t" ",

Fica, entao, demonstrado o seguinte resultado.

Proposicao A.9. Quaisquer duas resolucgoes injetivas de um mesmo médulo sao ho-
motopicamente equivalentes, isto é, se E(M) e D(M) sao resolugoes injetivas de M,
entdo, existem aplicagdes de cadeias f: E(M) — D(M) e g : D(M) — E(M) tais que
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fg é homotdpica a idp() e gf é homotdpica a idg(xy).

Uma resolucio injetiva E(M) = (E/(M),d") > de M é minimal se o termo de
cograu n ¢ extensao essencial da (n — 1)-ésima cosizigia para cada n > 0 (convenimos
V-l =M).

Existem muitas razoes para as resolugoes injetivas minimais terem este nome. Uma

delas é a seguinte.

Proposicao A.10. Sejam D(M) e E(M) duas resolugoes injetivas de M, sendo a
segunda delas minimal. Entao, para cada n > 0, cada termo de E(M) de cograu
n é somando direto do termo de D(M) do mesmo cograu. Em particular, para cada
n > 0, os termos de cograu n de quaisquer duas resolugoes injetivas minimais do mesmo

modulo sao isomorfos.

Demonstragio. Construiremos uma aplicacio de cadeias (id’,)iso : (E(M),e) — (D(M), d)
induzida pelo isomorfismo identidade idy; : M — M e injetora. De fato, id}, satisfaz
id); o = Bidys, sendo o lado direito um homomorfismo injetor. Logo, id}, é injetora
pelo Lema [A.4]e E° ¢ somando direto de D°.

Suponha, agora, que id’M é injetora para cada i € {0,...,n}. Observe que z € ker ¢’
se, e somente se, id},(z) € kerd’. Defina A" : V@ — D"*! como \"(a + kere®) =
d"id"};(a). Verifica-se que A" é injetora: de fato, id}j,;(a) € kerd” se, e somente se, a €
ker e”. Deste modo, A" estende-se a um homomorfismo injetor id};* : En+! — D+l

pois e" : Vi — E™! ¢ uma extensdo essencial. Portanto, E" é somando direto de D"
para cada n > 0 pelo Lema [A.3] O

A.4 Mobdulos injetivos sobre um anel comutativo

noetheriano

Antes de continuarmos com o estudo de modulos injetivos, lembremos algumas pro-
priedades dos médulos de homomorfismos. Para qualquer conjunto de indices I, existe
um homomorfismo injetor de grupos ¢ : @ Hompg(M, N;) — Hompg (M, @ Ni)

iel iel
dado por o(fi, +---+ fi.) =fi, +- -+ fi. : M — @Ni quando f;; € Hompg(M, N;;).

iel
Observa-se que ¢ é um isomorfismo quando M ¢é finitamente gerado: de fato, a ima-

gem de f € Homp | M ,@Ni> estd contida numa quantidade finita de N; neste

iel

caso, logo, f € Hompg | M, @NZ> onde F' é um subconjunto finito de I. Mas neste
i€l
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ultimo caso, o homomorfismo injetor |p : @HomR(M, N;) — Hompg <M, @NZ>
ieF ieF
é, de fato, um isomorfismo (independente de M ser finitamente gerado). Assim, existe

g€ @HomR(M, N;) C @HomR(M, N;) tal que p(g) = ¢|r(g) = f.
i€k icl
Os aneis noetherianos ficam caracterizados pelo comportamento dos mddulos inje-

tivos.

Proposicao A.11. Um anel é noetheriano se, e somente se, toda soma direta de

modulos injetivos € injetiva.

Demonstracao. Seja F = @EZ uma soma direta de moddulos injetivos e considere
iel
um ideal a de um anel noetheriano R. A inclusao a — R induz um homomorfismo
Hompg(R, E) — Homg(a, E). Como cada E; ¢ injetivo, temos também que cada ho-
momorfismo Hompg(R, F;) — Homg(a, E;) é sobrejetor. Logo, EBHomR(R, E;) —
iel

@ Hompg(a, E;) é sobrejetor. Como a é finitamente gerado, temos o isomorfismo natu-
el

ral EB Homg(a, £;) = Hompg (a, @ EZ> . Portanto, o homomorfismo Homg(R, E) —
iel iel
Hompg(a, E) é sobrejetor, donde E é um médulo injetivo pelo Critério de Baer.

Reciprocamente, suponha que R nao é noetheriano. Exibiremos uma soma direta

de médulos injetivos que nao é injetiva. Existe uma cadeia ascendente a; C ay C -+ de

- . . — . R

ideais de R. Seja a = | |ai. Existem projecoes naturais m; : @ — Eg (— para cada
. a;
i>1

: R .
¢ > 1, donde obtemos um homomorfismo 7 : a — HER (—) Se a € a, entao, a € a;
a;

i>1
para algum inteiro j > 1. Assim, 7m;(a) = 0 quando ¢ > j. Portanto, o contradominio
R
d bmaodul E d E .S isti R — Er| —
eweosumouo@ R( ) eH R( ) e existisse ¥ @ R<ai)

i>1 i>1 i>1
estendendo 7, entao, ¥ (1) = e; + -+ - + e5 para alguns e; € Eg <a§> e s> 1. Agora,
m(a) = ay(1) para cada a € a. Mas se a € az19 — 511, entao, ms11(a) # 0 e chegamos

a uma contradicao. O

Lembremos que um médulo é dito simples quando nao tem submaodulos nao-triviais.
Um modulo sera dito indecomponivel quando nao for uma soma direta de submédulos
nao-triviais. Um moédulo serd dito uniforme quando satisfizer alguma das condigoes

equivalentes:
1. Nao contém somas diretas nao-triviais.

2. Todo submédulo nao-nulo é indecomponivel.
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3. E extensao essencial de cada um de seus submoédulos nao-nulos.

Todo médulo simples é uniforme e todo médulo uniforme é indecomponivel. Agora

provaremos que todo moédulo injetivo indecomponivel é uniforme.
Teorema A.12. Seja E um modulo injetivo. As condig¢oes sao equivalentes:
1. E € indecomponivel.
2. E#0 e E = Er(M) para qualquer submddulo nao-nulo M de E.
3. E = Eg(U) para algum submddulo uniforme U de E.
4. E=FEp (%) onde a ¢ irredutivel, isto €, se bNb' = a, entdo, b =a ou b’ = a.
5. O anel Endg(E) dos endomorfismos do R-mddulo E ¢é local.

Demonstracao. Se E é um mddulo injetivoe 0 # M C E, entao, toda extensao essencial
de M esta contida em E. Em particular, Exr(M) C F, donde Er(M) = E, pois E é
indecomponivel. Deste modo, a condi¢ao 1 implica na condigao 2.

Se E = FEr(M) para qualquer submédulo nao-nulo M de FE| entao, E é uniforme.
Assim, U = E satisfaz a condicao 3 quando F satisfaz a condicao 2.

Suponha que E = E(U) para algum submddulo uniforme U de E e considere um
submédulo ciclico V de U, isto é, V = % para algum ideal a de R. Como U ¢é uniforme,
temos que U é uma extensao essencial de V. Portanto, Ex(U) é uma extensao essencial
de V. Finalmente, se b N b’ = a, considere os submédulos ciclicos W = % e W= %/ de
V CU. Se W #£ 0, entao, W' = 0, pois WNW’' =0 e U é uniforme. Fica demonstrado
deste modo que a condigao 3 implica na condicao 4.

Seja = Fg (%) onde a é irredutivel. Observe que o médulo U = % é uniforme.
Considere um elemento nao-invertivel « € Endg(F). Entao, kera # 0, pois caso
contrario, £ = ima C F, o que é absurdo, pois E ¢ injetivo. Assim, U Nkera # 0.

Considerando outro elemento nao-invertivel 5 € Endg(FE), obtemos igualmente que

Unkerp # 0. Logo, kera+ 5 2 keranker O (UNkera)N (UNkers) # 0.

Portanto, o conjunto dos elementos nao-invertiveis de Endg(F) é um ideal, concluindo
assim que a condicao 4 implica na condigao 5.

Finalmente, se Y = E; @ Es, entao, idg, ®0 e 0 @ idg, sao elementos idempotentes

de Endg(F). Assim, a condigao 5 implica na condigao 1 e o enunciado fica estabelecido.

O

Um médulo N ¢ dito primo se Ann(N') = Ann(NV) para todo submédulo nao-nulo
N’ de N. Pode-se demonstrar que o ideal Ann(/N) é primo sob esta condigao: de fato,

se ab € Ann(N) e a ¢ Ann(NV), considere n € N tal que na # 0. Assim, o submédulo
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N’ =naR de N deve satisfazer Ann(N’) = Ann(N). Como b € Ann(N’), a afirmagao
segue.

Um ideal primo p é dito associado ao médulo (a direita) M quando p = Ann(N)
para algum submodulo primo N de M e o conjunto de ideais primos associados de M
é denotado por Ass(M). Observe que a presente definigao de ideal primo associado
coincide com a usual no caso comutativo.

Uma das vantagens de considerarmos estas novas definicoes é a seguinte.

Lema A.13. Se E ¢é uma extensao essencial de M, entdo, Ass(E) = Ass(M). Em
particular, Ass(Fr(M)) = Ass(M).

Demonstracao. Seja H um submoédulo primo de E. Entao, H N M # 0, donde p =
Ann(H) = Ann(H N M). Agora, H N M é um submédulo primo de M. Assim,
p € Ass(M). A reciproca é trangiila. O

Se p é um ideal primo de um anel comutativo R, entao, o R-mddulo % ¢é uniforme,

donde Egr <%> é indecomponivel pelo Teorema [A.12, Observe que Assg (%) = {p}.

De fato, todos os moédulos uniformes satisfazem esta condicao.

Lema A.14. Todo médulo uniforme possui, no maximo, um ideal primo associado.

Demonstra¢ao. Suponha que Ann(H;) e Ann(Hy) sao ideais primos associados de um
moédulo uniforme U, onde H; e Hy sao submdédulos primos de U. Entao, Hy N Hy #£ 0
e Ann(H,) = Ann(H, N Hy) = Ann(H,). O

O objetivo agora é decompor todo moédulo injetivo em indecomponiveis. Isto pode
ser feito no contexto comutativo noetheriano e o anel base terd estas caracteristicas

daqui para frente.

Teorema A.15. Seja E um mddulo injetivo nao-nulo sobre um anel comutativo no-

etheriano R. Entao, E = @ER (p@) onde cada p; € um ideal primo de R.

2

Demonstracao. Observe que se E é um moédulo injetivo indecomponivel, entao, £ =
Er (%) onde a é um ideal irredutivel. Demonstraremos que se R é comutativo noethe-
riano, entdao, a pode ser escolhido como um ideal primo. Seja p € Ass(E). Entao,

existe um homomorfismo injetor % — FE. Como E é indecomponivel, temos que E é

uma extensao essencial de % pelo Teorema [A.12) donde F = Fg <§>

Em geral, seja e € E e considere a = Ann(e). Entdo, a = a; N--- N ay onde cada
a; ¢ um ideal irredutivel (veja [?, pagina 40]). Logo, Re = & C % &P a—f, donde
Re C Ep <u—1?> @b Eg <a§> Como cada a; é irredutivel, existem ideais primos
p; tais que Fg (%) = Fg (%) para cada ¢ pelo argumento anterior e concluimos o

enunciado. n
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Deste modo, o conjunto {E R <%> } fornece uma lista completa dos modulos
pESpec R
injetivos indecomponiveis sobre o anel comutativo noetheriano R. Assim, dados dois

ideais primos, p e q, de R, teremos que Eg (%) = Fp (%) se, e somente se, p = q: de

fato, se x € p — q, entao, a multiplicagdo por x é um automorfismo em Fgr (%) e nao

¢ um automorfismo em Eg (%).

Extensoes essenciais e injetividade sao preservadas via localizagao.
Lema A.16. Considere um conjunto multiplicativo S de um anel comutativo noethe-
riano R. Se E é um R-mdédulo injetivo, entao, S™1E é injetivo como S~ R-mddulo e

como R-médulo.

Demonstragao. Se a é um ideal de S7'R, entdao, a = S~'b para algum ideal b de
R. Temos a seqiiéncia exata Hompg(R, E) — Homg(b, E) — 0. Como S~!(—) é um
funtor exato da categoria dos R-mdédulos & categoria dos S~!R-mdédulos, obtemos a
seqiiéncia exata S~ Homp(R, E) — S~ Hompg(b, ) — 0. Agora, como R é noetheri-
ano, todos seus ideais sao de apresentacao finita e a seqiiéncia anterior transforma-se
em Homg-13(S7'R,S7'E) — Homg-15(S7'b,S7'F) — 0 via isomorfismos naturais
(veja [?, Proposition 12.21]). Deste modo, S™'E ¢ um S~!'R-médulo injetivo pelo
Critério de Baer.

Finalmente, considere dois R-moédulos M C N e um homomorfismo de R-moédulos
A: M — S7'E. O homomorfismo canoénico v : ST'E — S™'E é um isomorfismo
de ST'R-médulos. Deste modo, ¢~ t1S™IA : STIM — S™'E é um homomorfismo de
S~!R-médulos. Agora, existe um homomorfismo de S~ R-médulos p/ : STIN — S~1E
que estende ¥~1S7'X. Deste modo, o homomorfismo candnico § : N — SN induz
um homomorfismo de R-médulos /0 : N — S~'E que estende A concluindo que S™'E

¢ também R-injetivo. O]

Lema A.17. Seja S um conjunto multiplicativo de um anel comutativo noetheriano
R e considere um homomorfismo de R-médulos f : L — M tal que im f C M ¢é uma

extensao essencial. Entdao, S™'M é uma extensdo essencial de im S™!f.

Demonstragao. Seja £ um elemento nao-nulo de STIM. Logo, existe p € Ass(Rx) tal
que pN S =0. Assim, p = Ann(rz) para algum r € R, isto é, podemos escolher r € R
de maneira que Rrzx seja um R-médulo primo. Como M é uma extensao essencial de
im f, existe 7’ € R tal que 0 # r'rx = f(y) para algum y € L. Como Rrz é um R-
submédulo primo de Rz, temos que Ann(r'rx) = p, donde 0 # ”/Trf = %y) =S71f (%)

Conclui-se que S™'M é uma extensao essencial de im S~!f. m

Lema A.18. Considere um conjunto multiplicativo S de um anel comutativo noethe-
riano R. Entao, os S~ R-mdédulos injetivos indecomponiveis sao os médulos Er (%),

com p primo, tais que pN S = 0.
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Demonstracao. Pelo Teorema os S'R-médulos injetivos indecomponiveis sdo

os moédulos Eg-1p <§—1p> onde p é um ideal primo de R tal que pN S = (). Agora,

Egp (‘?_—if) = S 'FEp < ) pois ST1ER ( ) é S~ R-injetivo pelo Lema |A.16{e uma

R\ _ S°!R

y) = 5T pelo Lema|A.17] Afirmamos que,

extensdao essencial do S™!R-mdédulo S—1

quando pN S = ), o R-mdédulo ER< > possui estrutura de S~!'R-mdédulo e, além

disso, que é isomorfo ao S~!R-médulo Fg-1p (‘z 11p> de fato, a primeira afirmacao
segue porque a multiplicagao por qualquer elemento s € S é um automorfismo em
Er ( > ficando definido € = p ' (e) para cada e € Eg (%) e cada s € S. Quanto a

segunda afirmacao, note que a estrutura de S~!R-médulo em Ex ( ) é tnica (veja [?,

Proposition 12.1]). Deste modo, Eg (%) =S~ 'Fg (%) = Fg-1p <

o requerido.

) e conclui-se

Proposicao A.19. Seja p um ideal primo de um anel comutativo noetheriano R e

considere os médulos E = Ep <%> e k(p) = Frac (%) = pR Entao, Hompg, (k(p), £) =

r(p) e Homp, (Fa(p), Er (%)p) = 0 para todo ideal primo q # p.

Demonstragdo. Observe que Homp, (k(p), £) = (0 :p pRy). Afirmamos que (0 :g
pR,) = k(p): de fato, k(p) C (0:5 pR,) e (0 :5 pR,) é um x(p)-espago vetorial, donde
k(p) é somando direto de (0 :p pR,). Por outro lado, E é extensao essencial de todos
seus submoédulos nao-nulos pelo Lema Assim, (0 :g pR,) = K(p).

Para o segundo isomorfismo, consideremos primeiro um ideal primo q € p. Assim,

FEr(2) é uma extensao essencial de (£) = 0 pelo Lema |A.17] Se q C p, entdo,
9/ q

P
Hompg, (H(P),ER (%)p) = (0 o (E) pRy) = (0 (2 pR,), a tltima igualdade
q9/p q
vinda do Lema |A.18] Se (0 B (£) pR,) # 0, entdo, q = p, pois Ass <ER <§>> ={q}
pelo Lema [A.T3]

A.5 Numeros de Bass

Analogo aos numeros de Betti das resolugoes livres, encontramos invariantes no

contexto comutativo noetheriano.

R\
Teorema A.20. Seja E um mddulo injetivo. Entao, £ = EB Er (E) , onde

peSpec R
cada oy, depende somente de p.

R
Demonstracao. Lembremos que E = @ Er (p_) onde p; é um ideal primo de R para

cada i. Lembremos, também, que existe um isomorfismo natural @Hom([\/ , M;) =

i
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Hom | N, @Ml quando N ¢é finitamente gerado. Fixando o ideal primo p, a Pro-

posicao implica em Hompg, (k(p), ) = £(p)*, onde o, é o niimero (possivelmente

infinito) de vezes que aparece p numa decomposi¢ao de E em indecomponiveis. O]
Podemos definir os niimeros de Bass a seguir.

Definigao A.21. Seja M um mdédulo e considere uma resolugao injetiva minimal E(M)

de M. Assim, E'(M) = @ Er (E) e o numero p'(p, M) é o i-ésimo nimero

peSpec R
de Bass de M com respeito a p.

Como j& vimos na Proposigao [A.I0] estes nimeros estao bem definidos. O préximo

resultado d& uma férmula para calcula-los.

Teorema A.22. Para cada modulo M, cada primo p e cada nimero inteiro i > 0,
pi(p, M) = dimy, Extﬁ%p(ka(p), M,). Em particular, os nimeros de Bass com respeito

a p de um mddulo finitamente gerado sao finitos. (Veja [BS9S, Teorema 11.1.8])
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Apendice B

Funtores aditivos e funtores

derivados

Neste Apéndice é apresentado a ideia de funtor dentro da categoria dos R - mdédulos.
Para uma visao mais geral desse tema na Teoria de Categorias, ver [Rot09, se¢ao 6.2]

Um funtor (covariante) F' é uma correspondéncia entre R-médulos tal que:

i) Para cada R-médulo M associa um R-médulo F'(M).

F: R—mod — R-—mod

ii) Para cada homomorfismo de R-médulos f: M — N associa um homomorfismo
de R-médulos F(f) : F(M) — F(N) tal que:

1. Fidy) = idpan
2. Dados dois homomorfismos de R-médulos f, g, temos F/(fog) = F(f)oF(g)

Uma corespondéncia entre R-mdédulos satisfaz i) e a condi¢ao seguinte:

ii*) Para cada homomorfismo de R-médulos f : M — N associa um homomorfismo
de R-médulos F(f) : F(N) — F(M) tal que:

1%, F(idy) = idpan
2*. Dados dois homomorfismos de R-mddulos f, g, temos F(fog) = F(g)o F(f)

E chamado funtor contravariante.
Um funtor F' (de qualquer variancia) é dito aditivo quando F(f+g) = F(f)+ F(g)

para quaisquer dois homomorfismos de R-mddulos, f e ¢g. Estes funtores preservam
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complexos, ou os tornam cocomplexos no caso dos contravariantes. Mais explicita-
mente, se (C,d) é um complexo de R-médulos, entao, (F(C), F(d)) é um complexo
de R-médulos ou um cocomplexo se F' for contravariante. Mais ainda, estes funtores
também preservam homotopias: se f e g sao aplicagoes de cadeia homotodpicas, entao,
F(f) e F(g) também sao aplicagbes de cadeia homotépicas.

Observe que F(M & N) = F(M) & F(N) para quaisquer R-médulos, M e N, e
qualquer funtor aditivo (de qualquer variancia) F' gracas a cisaio 0 S M S M o N S
N = 0. Assim, tal cisdo transforma-se na cisao 0 = F(M) S F(M&N) S F(N) S0

no caso covariante e em 0 = F(N) S F(M@®N) S F(M) < 0 no caso contravariante.

Definicao B.1. Seja F' um funtor exato a esquerda f : M — N um homomorfismo
de R-médulos. Dadas quaisquer resolugoes injetivas, (E*(M),d*), (I*(N),0%) e f*, de
M, N e f respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado a direita de F por
R'F e define-se como (R'F)(M) = H'(F(E*(M)), F(d*)) e (R'F)(f) = H'(F(f*)).
Dualmente, seja F' um funtor exato a direita e seja f : M — N um homomorfismo de
R-médulos. Dadas quaisquer resolugoes projetivas, (Po(M),d,), (Q«(N), ) e fi, de
M, N e f respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado a esquerda de F por
L;F e define-se como (L;F)(M) = H;(F(P.(M)), F(d.)) e (L;F)(f) = Hi(F(f.)).

Esclarecemos que, para definirmos os funtores derivados, nao é necessaria a hipétese
de semiexatidao. Porém, é uma condicao comoda e significativa pois se F' é exato a
esquerda, entao, R°F é naturalmente isomorfo a F': de fato, (R°F)(M) = ker F(d°) =
F(kerd®) = F(M), (R°F)(N) = ker F(6°) = F(ker§°) = F(N) e o diagrama a seguir

comuta: Fla)
F(M) — ker F(d°)

F(f)\ \F(fo)kch(dO)

F(N) o ker F(8°).

As linhas do diagrama anterior sao isomorfismos. Similarmente, se I’ é exato a direita,
entao, LoF' é naturalmente isomorfo a F.

Exemplos imediatos de funtores derivados sao os funtores Ext’ (M, —) e Tor/(—, N).
O primeiro é derivado do funtor Homg(M, —) e o segundo é derivado de —®x N. Como
Homp(M, —) é exato & esquerda, temos que Ext%(M, —) é naturalmente isomorfo a
Homp(M, —). Também, Tor{(—, N) é naturalmente isomorfo a — ®p N.

Os funtores contravariantes também definem funtores derivados. Como este tipo
de funtores transforma complexos em cocomplexos, as homologias transformam-se em

cohomologias e viceversa.
Definicao B.2. Seja F' um funtor contravariante exato a esquerda e seja f: M — N
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um homomorfismo de R-mdédulos. Dadas quaisquer resolugoes projetivas, (P.(M), d,),
(Q«(N),64) e fi, de M, N e f respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado a
direita de F por R'F e define-se como (R'F)(M) = HY(F(P,(M)), F(d,)) e (R'F)(f) =
H(F(f.)). Dualmente, seja F' um funtor exato a direita e seja f : M — N um homo-
morfismo e entre objetos de A. Dadas quaisquer resolugoes injetivas, (E*(M),d"),
(I*(N),0*) e f*, de M, N e f respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor deri-
vado a esquerda de F por L;F e define-se como (L;F)(M) = H;(F(E*(M)), F(d*))
e (LF)(f) = H{(F(f*)).

Um exemplo de funtor contravariante exato a esquerda é o funtor Hompg(—, N) e
definem-se seus funtores derivados a direita Exty(—, N).
Os funtores derivados encontram-se conectados gracas ao seguinte teorema e as

propriedades de cisao dos objetos injetivos e projetivos.

Teorema B.3. Se 0 — (C",8) — (C,d) — (C",d) — 0 € uma seqiiéncia exata

de complexos, entao, existe uma seqiéncia exata

o Hil) Hi(m) m O /
e () M (0 D () B H ()

Demonstragdo. Define-se 0;(x + imd;y,) = ¢; ' dym; ' (2) + im §;. Demonstra-se que
esta aplicacdo estd bem definida: com efeito, se z/ € ker d;, entdo, d;(z;) € kerm;_; =
im;_ para cada z; € m; (7). Logo, existe um tnico }_, € ¢;,d;(x;). Além disso,
ti—20;i—1(xt_y) = di—1t;—1(2;_y) = 0, concluindo-se que §;_1(z;_;) =0 e z,_; € kerd;_;.
Se y; € m; '(x), chamemos v, , = 1;",d;(y;). Entdo, mi(x; —y;) = 0. Logo, existe
um tnico 2, € C! com v;(2]) = x; — y;. Deste modo, d;(z;) = d;(y;) + ti—10:(2]) e
viy = gdi(e) = g diy) + 0i(2) = iy + 0i(2]). Assim, @l +imd; = yi, +
im &;. Se 2/ € imd;yq, entdo, 27 = md; 1 (7;41) para algum 2,4, € Ciyy. Também,
z; — diy1(71) € kerm; para qualquer x; € 7; '(2/) e existe um tinico x; € C} tal que
(7)) = 2y — diy1(2441). Tome x; = diy1(ziy1). Logo, di(z;) =0 e xf_ | = ;1 di(x;) =
0 € im 6;. Finalmente, 0;(z +y! +imd;1) = ¢; ' dym; (2! +y!) +im ;. Se m;(x;) = o7
e m(y:) = vy, entdo, mi(x; +y;) = 2/ + y!. Deste modo, d;(z! + ¢! + imd;1) =
(2} +imdi1) + 0;(y! + imdip).

Devemos demonstrar exatidao em seis etapas para cada i € Z:

1. im H;(¢) C ker Hy(w): como H(—) é um funtor aditivo (ou seja, H(f + g) =

H(f)+ H(g) para quaisquer aplicagoes de cadeias f e g), temos que H(0) =0 e,
portanto, H(m)H (v) = H(mt) = H(0) = 0.

2. im H;(t) D ker H;(7): se x; € kerd; é tal que m;(x;) € imd;, entdo, m;(z;) =

dip1(x},,) para algum z7 , € C7,. Mais ainda, existe z;;; € Cj;; tal que
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7Tz'+1(%’+1) = l’ilﬂ Agora, CZz‘+17Tz‘+1($i+1) = Wz(ﬂfz) Mas Jz‘+17ﬁ;+1<$z’+1) = 7Tz'd1'+1($i+1).
Assim, m;(x; — diy1(xi11)) = 0 e existe (um tunico) z; € C! tal que (;(x}) =

x; —diy1(2i41). Portanto, x; +imd,; 1 = 1;(2}) +imd;1;. Finalmente, ¢;_10;(x}) =
dii(z}) = d;(x;) = 0. Como ¢ é injetora, temos que x; € kerd; e x; +imd; 1 =
H;(v)(x; +1im 6;41).

3. im Hy(7) C ker 0;: seja 2/ € kerd; tal que z/ +imd;,, = Hy(7)(x; +imd;, ) para

algim z; € kerd,. Logo, «} — mi(x;) = d;1 (2, ) para algum 27, € C7, ;. Como

Oi(z! 4+ imd;y1) = ¢; Y dim; N (2) + im 6;, podemos escolher 7;(z;) = z¥, isto é,

x; € m; Y(2!). Portanto, ¢;d;(z;) = 0 e 2/ +imd;y; € ker 0.

4. im Hy(m) D kerd;: se a € kerd; é tal que 1 " dim; *(z¥) C imd;, entdo, para
cada o, € 1 Y dim; H(2?) existe ) € C! tal que o, = &;(a}). Logo, t;_1(z} ;) =
Lio10s(x)) = diti(x}) = di(w;) para algum z; € m; ' (27) e d;(x; — 15(2})) = 0. Deste

IIlOdO, Hz(7T> (IZ — Ll(l‘;) +im di+1) = I;’ + im Czi—l-l-

5. im9; C ker H;_1(1): seja o}, € kerd;_; tal que =, — ¢; " dim; *(z) C im J; para
algum z/ € kerd;. Entdo, t;_1(z} ;) — dim; ' (z)) C imy;16; = imd;; € imd; e
isto implica que ¢;_1(x} ;) € imd;.

6. im0; O ker H;_1(¢): seja x_, € kerd;—y tal que ¢;—1(x)_,) = d;(z;) para al-

gum z; € C;. Considere 2/ = m;(x;). Entdo, d;j(2") = dim;(z;) = mi_1d;(z;) =

mi_1tio1(z)_,) = 0. Portanto, x € kerd; e 9;(x +imd; ) = x}_, +im ;.

Um corolario importante do teorema anterior é o Lema da Serpente.

Teorema B.4. Seja F' um funtor e considere uma seqiéncia exata 0 — M' — M —
M" — 0 de R-mddulos. Entdo, existe uma seqiéncia exata 0 — (RF)(M') —
(R°FY(M) — (R°F)(M") = (R*F)(M") — (R'F)(M) — (R*F)(M") — (R?F)(M') —

Demonstragdo. Observe que se (E*(M'),d*) = (E*,d");>o e (I*(M"),6*) = (I',8")i>0

sao resolugdes injetivas de M’ e M"” respectivamente, entao, (E'@1");>¢ ¢ uma resolugao
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injetiva de M. Mais ainda, o diagrama a seguir, com linhas exatas cindidas, comuta:

0 0 0
0 E° E'qI° I° 0
d° 80
0 E! Elol It 0
d! &t
0 E? E*oI? I? 0

Como cada E' é injetivo, as linhas continuam exatas ao aplicar o funtor F desta

maneira:
0 0 0
0 FEYY — F(E°® ") —— F(I") ———— 0
F(d") F(69)
0 FE'Y — F(EB'el") —— F(I") ——— 0
F(dY) F(5h)
0 F(E?) —— F(E*@I*) —— F(I*) ———— 0
O resultado segue, entao, do teorema anterior. O

De maneira totalmente analoga, obtém-se o mesmo resultado para funtores exatos
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a direita e seus funtores derivados a esquerda.

Teorema B.5. Seja F' um funtor considere uma seqiiéncia exata 0 — M' — M —
M" — 0 de R-mddulos. FEntao, existe uma seqiéncia exata --- — (LoF)(M") —
(LAF)(MY) = (LiF)(M) = (LiF)(M") = (LoF)(M') = (LyF)(M) — (LoF)(M") -
0.

Como corolério, temos que RVF (respectivamente, LoF') sempre é exato & esquerda
(respectivamente, exato a direita). Ou seja, de alguma forma, o 0-ésimo funtor derivado
indica como “deveria” ser definido o funtor para ter pelo menos uma semiexatidao.

O resultado é mantido nos funtores contravariantes.

Teorema B.6. Seja F' um funtor contravariante e considere uma Sequéncia exata
0> M — M — M" — 0 de R-mddulos. Entao, existe uma seqiiéncia exata
0 — (RREYM") — (R°F)Y(M) — (R'F)(M') — (R'FY(M") — (R'F)(M) —
(R'EY(M') — (R*F)(M") — ---

Se F' ¢ um funtor e 0 = M' — M — M" — 0 é uma seqiiéncia exata de R-mddulos,
entao, existe uma seqiéncia exata --- — (LoF)(M') — (L1 F)(M") = (L1 F)(M) —
(LiF)(M?) = (LyF)(M") = (LyF)(M) — (LoF)(M") = 0.

A seguir apresentamos alguns resultados a cerca dos funtores derivados mais utili-

zados neste trabalho: Tor e Ext.

Corolario B.7. O funtor derivado LoF'(—) é naturalmente isomorfo a — ® M para
algum R-médulo M. Além disso, L™ F(—) é naturalmente isomorfo a Tor”(—, M) para
todon >0

Teorema B.8. Os funtores Tor(A, =) e Tor®(—, B) pode ser calculado usando re-
solucao plana de quaisquer varidveis; mais precisamente para toda resolucao plana F e

G de A e B, respectivamente, e para todo n > 0,
H,(Fy® B) ~ Tor®(A,B) ~ H,(A® Gp)

Proposigao B.9. Seja {B, : A € A} um sistema direto de R-médulos sobre uma

familia de indices A, entdao para todo R-mddulo A e todo n > 0 existe um isomorfismo:
Torf{(A, lim B)) ~ lim Torf (A, By)
Demonstragao. Seja P4 resolucao livre do R-médulo A. Entao:

Tor?(A, lim By) = Hy (P4 ® lim B)))
= lig(Hn(]P’A ® B)))
= ligTorf(A, B))
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