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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes para a seguinte

classe de equagoes do tipo Yamabe

*__
2 QU,

—divy(a(z)Vu) + b(z)u = c(x)|u

onde (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta sem bordo de dimensdao m > 3,
a,b,c € C>*(M), com a e ¢ positivas, e 2* = % denota o expoente critico de Sobolev.
Assumindo que operador —div,(aV,)+b é coercivo e algumas hipéteses de simetria sobre
a variedade M, aplicando o principio de concentragao e compacidade e um método vari-
acional para solugoes nodais, provamos a existéncia de uma solucao positiva e multiplas

solucoes nodais.

Palavras-chave: Problema de Yamabe, Simetria, Principio de Concentracao e Compa-

cidade, Métodos Variacionais.



Abstract

In this work, we study the existence and multiplicity of solutions for the following

class of Yamabe-type equations

*__
2 2U,

—divy(a(z)Vu) + b(z)u = c(z)|u

where (M, g) is a compact Riemannian manifold without boundary of dimension m > 3,
a,b,c € C*(M), with a and ¢ positive functions, and 2* = % denotes the critical Sobolev
exponent. Assuming that the operator —div,(aV,) + b is coercive and some hypotheses
of symmetry on the manifold M, by applying the Concentration-Compactness Principle
and a variational method for nodal solutions, we prove the existence of a positive solution

and multiple nodal solutions.

Keywords: Yamabe problem, Symmetry, Concentration-Compactness Principle, Varia-
tional Methods.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e X’ denota o dual topoldgico de um espaco de Banach X;

e B(x,r) ou B,(x) denota a bola aberta de centro z e raio r;

e B,(p,r) denota a bola geodésica de centro p e raio r;

e — — indicam convergeéncias fraca e forte, respectivamente;

e — indica imersao continua;

o (' (1, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente deferentes;
e 0;(1) denota uma expressao que tende a zero quando k — oo;

e f(x) = O(g(x)) quando = — a, significa que existe C' > 0 tal que |f(x)| < C|g(x)| para

x suficientemente préximo de a;

e [ 1 denota o final de uma demonstracao;

e (,) denota produto interno;

e | - | denota a norma euclidiana;

e | - |, denota a norma no espago tangente a uma variedade Riemanniana (M, g);
e Vol,(M) denota o volume de uma variedade Riemanniana (M, g);

e supp(f) denota o suporte de um fungao f;

e (.t.p. denota quase todo ponto.



Introducao

Em diversas areas da Matematica encontramos o interesse em classificar objetos. Na
topologia, existe a classificacao de objetos que sao homeomorfos e na teoria de grupos,
podemos destacar a classificagao dos grupos simples finitos. Ainda referente a topologia,
na teoria das variedades diferenciaveis, existe o interesse em classificar variedades que
possuam certas propriedades topoldgicas. Em particular, no estudo de variedades Rie-
mannianas, as nogoes de curvatura existentes permitem identificar, sob certas hipéteses,
caracteristicas importantes sobre a variedade. Nesta direcao surgiu o famoso problema de
Yamabe, formulado por Hidehiko Yamabe em 1960, o qual pode ser enunciado da seguinte

forma:

Problema de Yamabe: Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) suave de

dimensao m > 3, existe uma métrica g conforme a g com curvatura escalar constante?

No intuito de obter uma forma analitica para resolver o problema de Yamabe muitos

. . L . . _4_ ,

autores consideram g uma métrica conforme a g da seguinte forma g = um-2g, onde u é
uma funcao de classe C>°(M) e positiva. E conhecido que as curvaturas escalares R, e

R; associadas a tais métricas sao relacionadas pela seguinte equacgao
_me2 (4(m —1)
Ry=u m2 | ——A,u+ Ryu | .
g ( m—2 7 g

Consequentemente, resolver o problema de Yamabe é equivalente a encontrar uma

solucdo positiva u € C°(M) para equagao

Agu+ ¢nRyu = klul* 2u em M, (1)
para alguma constante x € R, onde Ay, = —div,V, é o operador de Laplace-Beltrami,
Cm i = 4&—__21) e 2% = % é o expoente critico de Sobolev. O percusso estabelecido por

Yamabe [42] para encontrar uma soluc¢ao para a Equagao foi baseado na procura de

funcoes que realizem o infimo

AM.g) = inf Jus [cfnl|Vu|§ + Ryu?] dV,,

LT (f,, w2 dV,)>




conhecido na literatura como constante de Yamabe.

Inicialmente, o préprio Yamabe em [42] acreditou ter resolvido o problema através
de técnicas do cdlculo variacional e equacoes diferenciais parciais elipticas. Porém, em
sua demonstracao existia um erro que foi descoberto por Neil Sidney Trudinger em 1968.
No artigo [39], Trudinger adaptou os resultados estabelecidos por Yamabe ao introduzir
algumas hipoteses sobre a constante de Yamabe e mostrou que a ideia de Yamabe estava
correta, desde que A(M, g) < 0. Mais ainda, verificou que existe uma constante positiva
a(M) tal que se A(M, g) < a(M), entao o problema de Yamabe tem solucao.

Mais tarde, Thierry Aubin em 1976 no artigo [4] conseguiu estender o resultado de
Trudinger [39] mostrando que a(M) = A(S™) para qualquer variedade (M, g), onde S™ C
R™*! ¢ a esfera unitdria munida da métrica usual. Ainda no mesmo trabalho, Aubin
resolveu o problema de Yamabe para variedades nao localmente conformemente flat com
dimensdes m > 6. Oito anos depois, Schoen [35] finalizou a prova do problema de Yamabe
resolvendo os casos para dimensoes 3 < m < 5 e 0 caso em que a variedade é localmente
conformemente flat e m > 6. E importante destacar que os resultados obtidos por Schoen
foram devido ao uso do Teorema da Massa Positiva.

Assim, com os esforcos combinados desses quatros matematicos, o problema de Ya-
mabe foi completamente resolvido. A solucao desse problema foi uma conquista impor-
tante para a matematica, pois pela primeira vez foi estabelecida uma teoria de existéncia
para uma equacao diferencial parcial nao linear envolvendo o expoente critico de Sobolev.
Mais detalhes sobre o problema de Yamabe podem ser encontrados em [3], 28].

Ainda sobre o problema de Yamabe, vale ressaltar que Obata em 1971 provou no
artigo [31] que para uma métrica Einstein, a solugao é tinica. Em contra partida, Pollack
no artigo [33] mostrou que, quando a curvatura escalar R, ¢ positiva, existe um nimero
prescrito de solucoes para o problema de Yamabe, cujas as métricas com curvatura escalar
constante pertencem a uma classe de métricas conformes que é arbitrariamente proxima
de ¢ na topologia C°, mostrando assim um exemplo da nao unicidade do problema. Sob
outra perspectiva, Hebey e Vaugon em 1993 realizaram estudos sobre o problema de
Yamabe na presenca de grupos isométricos no artigo [23], provando que para qualquer
subgrupo I" do grupo das isometrias de (M, g), existe uma solugao I-invariante de energia
minima.

Com o problema de Yamabe totalmente resolvido, surgiram trabalhos na tentativa
de estender a Equagao e encontrar solugoes nodais (solugoes que mudam de sinal),

74 ~ 7 7 . . A~ ~ ’
m=-2¢g nao € uma metrlca, PoO1s g nao € suave € se anula no

consequentemente § = |u
conjunto dos zeros de u. Ammann e Humbert chamaram ¢ de métrica generalizada e
provaram no artigo [3] que, se (M, g) nao é localmente flat, a constante de Yamabe é

nao negativa, e dim M < 11, entao existe uma solucao nodal de energia minima para a



Equacdo (). Mais recentemente, El Sayed [2I] considerou o caso onde a constante de
Yamabe de (M, g) é estritamente negativa e mostrou a existéncia de solugoes nodais para
a Equacao quando k € {—1,0,1}. Vale destacar que solugoes nodais para a Equacao
em variedades produto também j4 foram obtidas por Henry [24] e Petean [32]. Temos
também o famoso trabalho [18], devido a Weiyue Ding, que provou a existéncia de infinitas
solugoes que mudam de sinal para este problema sobre a esfera unitaria (S™, gg). Um texto
agradavel e acessivel sobre esse trabalho é a dissertacao [12].

Também surgiram problemas na tentativa de generalizar a Equagao , conhecidos na
literatura como problemas do tipo Yamabe. Por exemplo, solucoes nodais para problemas
dessa natureza foram exibidas por Holcman [25] e Djadli e Jourdain [19]. E importante
mencionar que resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes positivas e nodais para
algumas perturbacoes do problema de Yamabe também estao disponiveis nos trabalhos
de Robert e Vétois [34], Morabito, Pistoia e Vaira [29] e as referéncias neles contidas.

A proposta desta dissertacao é estudar o efeito das isometrias em uma variedade
Riemanniana compacta (M, g) sem bordo de dimensao m > 3 em relagao a multiplicidade

de solugoes nodais para a seguinte classe de problemas do tipo Yamabe
—divy(a(x)Vgu) + b(x)u = c(@)|ul* "u, u e H;(M), (2)

onde a,b,c € C*°(M). Teremos ainda algumas hipéteses adicionais sobre as fungoes a, b, ¢
e o operador —div,(aV,) + b. Nosso principal objetivo nesta dissertacao é estudar os
resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes nodais para o problema obtidos
por M. Clapp e J. C. Fernandez no artigo [13] utilizando grupos de isometria.

E importante mencionar que a multiplicidade de solugoes para uma classe especial de

problemas do tipo Yamabe, foi tratada por Vétois [40] quandom >4, a=c=1e A, +b

m-+2

5~ solugoes, desde que

é coercivo. Ele provou que o problema possui pelo menos
b(po) < emBRy(po) para algum ponto py € M. Contudo, esta tltima suposi¢ao exclui o
problema de Yamabe . Além disso, nada é dito sobre o sinal das solucoes, exceto nos
casos em que a solugao positiva é conhecida por ser tnica.

Aqui estudaremos os resultados obtidos em [I3] que comprovam a existéncia de infi-

nitas solugoes nodais para o problema de Yamabe sob algumas condigoes de simetria.
Nosso trabalho esta estruturado da seguinte maneira.

No Capitulo 1, abordaremos os resultados preliminares que serao utilizadas no decorrer
da dissertacao, incluindo resultados de Geometria e Analise. Introduzimos os espagos
de Sobolev em variedades Riemmaniana e apresentamos algumas defini¢oes e resultados

cruciais para o desenvolvimento da dissertacao. Por fim, apresentamos o Principio da



Criticalidade Simétrica de Palais.

No Capitulo 2, o mais longo, declaramos as hipdteses e apresentamos os principais
resultados de existéncia e multiplicidade para o problema , segundo [13], que serdo
provados no Capitulo 3. Em seguida, apresentamos algumas definicbes importantes e
estabelecemos resultados auxiliares. A ultima parte deste capitulo é dedicada a prova de
um teorema de compacidade e um principio variacional para solugoes nodais.

O Capitulo 3 é dedicado a prova dos principais resultados que foram apresentados
no capitulo 2, que inclui a existéncia de um nimero prescrito de solugoes nodais para o
problema de Yamabe .

No Capitulo 4 e tdltimo, provaremos um resultado de nao existéncia de solucao de
energia minima, ou seja, uma solucao para o problema nem sempre pode ser obtida

por minimizagao.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, temos como objetivo estabelecer alguns conceitos e resultados basicos
que serao utilizados ao longo da dissertacao. Mais precisamente, a Secao 1.1 é destinada
aos operadores diferencidveis e a alguns resultados de geometria conforme. Na Secao 1.2
introduzimos uma breve discussao sobre os espacos de Sobolev em variedades Rieman-
nianas. Em seguida, na Secao 1.3, abordaremos alguns resultados sobre regularidade de
funcionais diferenciaveis. Na Secao 1.4 definimos acao de grupos topoldgicos e apresen-
tamos o Principio da Criticalidade Simétrica. Por fim, a Secao 1.5 é dedicada a alguns

resultados de andlise e EDO.

1.1 Aspectos de Geometria Riemanianna

Nesta secao, (M, g) denotara uma variedade C*° de dimensao n com uma métrica Ri-
emanniana g. Dado (z,U) um sistema de coordenadas locais, denotemos por (1, ...,0,)
os campos coordenados, g;;(p) = g,(9:(p), 0;(p)) a expressao local da métrica e g,(v, w) =
(v,w)y, para todo v,w € T,M. Indicamos por X(M) o conjunto de todos os campos

vetoriais de classe C*° em M.

1.1.1 Operadores Diferenciaveis

Uma prova detalhada dos resultados apresentados nesta subsecao podem ser encon-
tradas no trabalho [10].

Defini¢ao 1.1.1. O gradiente de uma fungao f € C°°(M) é o campo de vetores em M,
Vof : M — TM, definido por

(Vyof(p),v)g = dfp(v),

para todo v € T, M.



1.1 Aspectos de Geometria Riemanianna

Proposicao 1.1.2. Sejam f,h € C*(M). Entao,
(i) Vg(f + h) = Vyf +Vyh;
(i) Vy(f-h)=Ff-Vsh+h-V,f.

Proposigao 1.1.3. Sejam f € C°(M) e (U, z) um sistema de coordenadas locais em M.
Entao, em z(U), temos
ng = Z QJ%81

i,j=1 J

Consequentemente, V, f € X(M).

Observagao 1.1.4. Dadas u,v € C*°(M), pela Proposigao obtemos

" . 0u Ov
Vou.V § : ij
(Vgu, Vyuly g Ox; Ox;

ij=1

De fato, temos que

Vou = Z g”(9 Z gkla_mal

1,7=1 k,l=1
Assim,
ov
(Vgu,Vgv)y = Z g” or gjlgkl 02
1,7,k,l=1 ¢
u i Ou 82} u
ij,k=1

- Ou Ov " . Ou O
— — 1]
Z Ojkg” Oz; Oz Zg Ox; Oxj
1,5,k=1 i,j=1

Como consequéncia, temos

- au ou
2 __
Vuly = Z g ox; 0xj.

ij=1
Definigao 1.1.5. Sejam X € X(M) e, para cada p € M, considere o operador linear
VX : T,M — T,M definido por VX (v) = V,X(p). O divergente de X ¢é a funcao
div X : M — R dada por
div X(p) = Tr VX,

onde Tr denota o trago do operador em questao e V a conexao Riemanniana de M.
Proposigao 1.1.6. Sejam X,Y € X(M) e f € C>(M). Entao, valem

(i) div (X +Y) =div X +div Y;



1.1 Aspectos de Geometria Riemanianna

(ii) div (f - X) = f-div X + (Vf, X),.

Proposigao 1.1.7. Sejam X € X(M) e (z,U) um sistema de coordenadas locais em M

de modo que, em z(U), tenhamos X = > " | a;0;. Entao, em z(U), temos

div X = i gzz + i ajrzja
i=1 v

4,j=1

onde I'}; sao os stmbolos de Christoffell da métrica de M em z(U). Consequentemente,
div X € C=(M).

Proposigao 1.1.8. Sob as mesmas hipdteses da Proposicao [1.1.7] tem-se

n

div X = > i(ai\/det G),

onde G = (g;;) é a matriz da métrica.

Definicao 1.1.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O Laplaciano em M é o ope-
rador A, : C*(M) — C*(M), também conhecido por operador de Laplace-Beltrami,

definido por
Agu =div Vyu, ue™ (M).

Observacgao 1.1.10. Usando a Proposicao é facil verificar que em um sistema de

coordenadas locais em M, o operador Laplaciano assume a forma:

Aju = —— YVdet G— | = K —Tk—_—.
g vdet G ZJZ:1 Ox; (g ¢ 855]) Z I (&L‘l@x] K 8xk)

ij=1

Proposigao 1.1.11. Sejam (M, g) e (N, g) variedades Riemannianas. Dadas u € C*(N)

e f: M — N uma isometria, verifica-se

(1) Ag(uo f) = (Agu)o f;
(ii) [Vy(uo f)I7 =[Vgulgo f.

Demonstragao. Ver Teorema A.8.7 em [12]. O

1.1.2 Mudancas conformes da métrica

Definicao 1.1.12. Sejam g e g métricas Riemannianas numa variedade diferenciavel M.

Dizemos que tais métricas sao conformes se existe uma fungao ¢ € C°(M) positiva tal

que g = ¢g.



1.2 Espagos de Sobolev

Teorema 1.1.13. Se g e § sao duas métricas conformes em uma variedade Riemanniana
4 .

M tal que § = un—=2g, com u € C*°(M) e u > 0, entdo as curvaturas escalares R, e R,

associadas a tais métricas sao relacionadas pela sequinte equacao

_ 201
—Agu+ ¢, Ryu = ¢, Ryu™ ~.

Demonstracao. Veja o Teorema C.2 em [12]. O

Proposicao 1.1.14. Sejam M uma variedade diferencidvel m-dimensional, e g e g duas
métricas Riemannianas conformes em M com g = e*/g, onde f € C°°(M). Entao, vale a

seguinte transformacao
Agu=e 2 | Aju— (m —2)(V,f, Vou),|, Vue€ C™(M).

Demonstragao. Ver Lema 2.1 em [37]. O

1.2 Espacos de Sobolev

Nesta secao, iremos definir alguns espacos que utilizaremos no decorrer deste traba-
lho, incluindo alguns resultados de imersoes. As demonstracoes dos resultados que serao
apresentados e mais detalhes podem ser encontrados em [22].

Seja (M, g) uma variedade C*° de dimensao m com uma métrica Riemanniana g. Dado

um inteiro positivo k e p > 1 real, considere o espaco
CP(M) = {u € C(M); / Vv, < oo, Vi =0,....k},
M

onde V*u é a k-ésima derivada covariante de u (com a convengao Vou = u) e |Viu|, é a

norma de V¥u no campo de tensores covariantes associados a métrica g. Por exemplo, as
* Y

componentes de Vu numa vizinhanga coordenada sdo dadas por (Vu); = (0;u). Quando

M ¢é compacta, temos que C} (M) = C>*°(M). Para u € C} (M), a expressao

k 1
il =3 ([ (9ruzav,)
g = M

define uma norma no espaco C (M ). Definimos o espago de Sobolev H}*(M) como segue.

Definigao 1.2.1. Dada (M, g) uma variedade Riemanniana C*°, k um inteiro positivo e
p = 1, o espaco de Sobolev H g’p(]\/[ ) é o completamento de C} (M) em relagdo a norma
de Sobolev || -

H k.p.
Hy



1.2 Espagos de Sobolev

Em particular, se M é compacta e k = 1, temos H, ;p(M ) como sendo o completamento

do espago C°(M) referente a norma
||u||H;P = |ul, + [Vgulp, uw € C*(M),

em que | - |, é a norma no espaco de Lebesgue LP(M).
Proposicao 1.2.2. Hj’p(M) ¢ um espaco de Banach.

Trabalharemos nesta dissertacao com o espaco H ;’2(1\/[ ), também denotado por H, gl (M),
onde (M, g) ¢ uma variedade Riemanniana compacta sem bordo. Na Defini¢ao|l.2.1] pode-
se, naturalmente, substituir ||-|| e POT qualquer outra norma equivalente. Em particular,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3. Para qualquer inteiro positivo k, Hg’Q(M) ¢ um espaco de Hilbert,

equipado com a norma equivalente

k >
Jull = (3 [ 19, )
j=0 /M

cujo produto interno (-, -) associado a || - || é definido por

k
(u,v) = E / (VIu, V7v),dV,,
j=0 M
onde a expressao (-, -), ¢ o produto interno no campo de tensores 2-covariantes associados
a métrica g.

Ademais, estes espacos tem a propriedade de serem reflexivos, como mostra a seguinte

proposicao.
Proposicao 1.2.4. Se p > 1, entao H}P(M) é reflexivo.
A seguir, enunciaremos alguns resultados de imersao.

Teorema 1.2.5 (Imersao de Sobolev para variedade compacta). Seja (M, g) uma varie-
dade Riemanniana compacta m-dimensional. Valem as sequintes afirmacoes:
(i) Sel>1 L entdo H*P(M) estd imerso continuamente em LI(M).

¢Z p m 9

(ii) (Rellich-Kondrachov) Se % > i — & entdo a imersio no item (i) é compacta.
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1.3 Funcionais Diferenciaveis

Os resultados desta se¢ao seguem algumas ideias abordadas no livro do Willem [41].

Definicao 1.3.1. Considere o funcional I : £ — R, onde E é um espaco vetorial

normado. O funcional I tem derivada de Fréchet f € E' em u € E se
tn (w4 B) — () — F(R)] =0
im — |I(u —I(u) — =0.
Inli=o (A

Dizemos que o funcional I € C'(E,R) quando a derivada de Fréchet de I existir e for
continua sobre E. O funcional I tem derivada de Gateaux f € E' em u € E se, para cada
heFl,

.1

11_{%; [I(u+th) —I(u) — f(th)] = 0.
A derivada de Gateaux de I em u é denotada por I'(u).

Observacao 1.3.2.

(i) Se E é um espaco de Hilbert e I tem Derivada de Gateaux em u € E, pelo Teorema

da Representacao de Riesz, existe um tunico vetor up € E tal que
I'(u) - h = {up,h)g, Vh € E,
onde (-, -)p denota o produto interno em E. Além disso,
1)l = [lur e

Assim, para efeitos didaticos, denotamos uy por VI(u), o qual chamamos de gradiente
de I em wu.

(ii) A Derivada de Gateaux de I em u € E é dada por
r h =1 E 1 th) —1
()« b= lim = [+ 1h) — I(w)]

(iii) Todo funcional I : E — R Fréchet Diferencidvel ¢ também Gateaux Diferenciavel.
Proposigcao 1.3.3. Se o funcional I tem derivada de Gateaux continua sobre FE, entao
I € CYE,R).

Demonstragao. Ver Proposigao A.1 em [10]. O

Definigao 1.3.4. Seja I € C'(FE,R). O funcional I tem uma segunda derivada de Fréchet
LeL(E,F)emue€Ese
[I'(u+h) = I'(u) — L(h)]

1m = 0.
1Bl —0 |2

10
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Dizemos que o funcional I € C?*(E,R) se a derivada segunda de Fréchet existir e for
continua £. O funcional / tem uma segunda derivada de Gateaux L € L(E,E’) em

u € F se, para cada h,v € F,

P th) = I'(w) = L(th)] - v

t—0 t

=0.

A derivada segunda de Gateaux de I em u € E é denotada por I”(u).

Observacao 1.3.5. (i) A derivada segunda de Gateuax ¢ dada por

(I"(w) - h) - v = lim % F'(u+ th) — I'(w)] - v.

t—0

(ii) Toda derivada segunda de Fréchet é uma derivada segunda de Gateaux.

Proposicao 1.3.6. Se [ tem derivada segunda de Gateaux continua em FE, entao [ €
C?*(E,R).
A prova desta proposicao segue-se de modo semelhante a demonstracao da Proposicao

1.5.0l

A seguir, mostraremos que o funcional J; : H, gl (M) — R dado por

1

1 *
Jy(u) = §/M [alVgul? + bu?] dV, — > /Mc|u 2 dv,,

com a,b,c € C*(M) e a e ¢ positivas, estd bem definido e J, € C (H}(M),R), com
derivada de Fréchet dada por

Jo(u) v = /M [a(V gu, Vv), + buv] dV, — /Mc|u|2*2uvdVg, Yu,v € Hy(M).

Afirmacao 1. O funcional J, estd bem definido.

De fato, seja pp = max{|a|oo, || }. Entao,
/ [alV,uf + bu?] dV, < MO/ [1V,ul2 + 2] dV, = uollullZy < oo.
M M J

Por outro lado, temos que

/ clu
M

Portanto, o funcional J; estd bem definido.

AV = Jefoolu

2*
7= < 0C.

24V, < Jeloo / u
M

Afirmagao 2. O funcional J, € C' (H}(M),R).

Esta afirmacao serd provada através dos seguintes lemas.

11
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Lema 1.3.7. O funcional I, : H;(M) — R definido por I(u) = / a|Vgu\§dV;, é de
M
classe C'(H,(M),R) e

I(u) -v= 2/Ma(Vgu, V) gdVy, Yu,v € Hy(M).
Demonstra¢ao. Como a € C*°(M) é positiva, a aplicacao
(u,v), = /Ma<Vgu, V) ,dVy, u,v e H;(M)
define um produto interno em H ;(M ), cuja norma correspondente é dada por
fulle = | a9y, e ()
Portanto, ¢ facil verificar que I, € C*(H,(M),R) e
I(u)-v= 2/Ma<Vgu, V) gdVy, Yu,v € Hy(M).

(veja [10], p. 107). O

Lema 1.3.8. O funcional I, : Hj(M) — R definido por I5(u) = / bu*dV, é de classe
M
C'(H,;(M),R) e
Lu)-v= 2/ buvdV,, Yu,v € Hy(M).
M

Demonstracao. E evidente que I, esta bem definido.

(1) Existéncia da Derivada de Gateaux de Is:

Seja u € H, (M), entao para cada v € H, (M), temos

.1 o1 5 5
lg%g [L(u+tv) — I(u)] = 15%2 y [b(u + tv)? — bu?] dV,

= lim [ b(2uv + tv®)dV,

=0 Jar
= / 2buvdVy,.
M
Logo, existe a derivada de Gateaux de Iy e I5(u) - v = 2/ buvdV,.
M

(11) Continuidade da Derivada de Gateaux de Is:

12
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Seja (uy) uma sequéncia tal que uy — u em Hj(M). Para todo v € Hy(M)\ {0},

temos

(I (ur) = Iy(w)) -v| = '2/ bukvdVg—2/ buvdV,
M M

< 2l [l olav,
M

Pela desigualdade de Holder, obtemos

(I (uk) = I3(u)) - 0| 2|bloo|ur — ulz2|v]s

<
< Clblos|lur — ullmy vl
donde segue que

115(ur) — L (w)lzz aryy < Clbloo||ur — ullaz-

Assim, | I3(ug) — Iy(u)ll(mzany — 0, o que implica que a derivada de Gateaux de I ¢
continua. Portanto, I, € C*(Hj(M),R) com derivada de Fréchet dada por

Lu)-v= 2/ buvdV,
M
finalizando a prova. [
Lema 1.3.9. O funcional I3 : H;(M) — R definido por I3(u) = / clulPdV,, com

M
2 < p <2, édeclasse C*(Hy(M),R) e

L(u)-v= p/ clulPPuvdVy, Yu,v € H)(M).
M

*

Demonstragio. Usando as imersoes continuas de Hj(M) em LP(M) para 2 < p < 27,

temos que

/ luPdV, < el / uPdV, < Cleluellull?,, < oo.
M M g

Logo, I3 esta bem definido.

(1) Existéncia da derivada de Gateaux de I3:
Sejam u,v € Hy(M). Defina f : (0,1) — R por f(t) = clu + tv[’. Dado t € (0,1),
pelo Teorema do Valor Médio, existe to entre 0 e ¢ tal que f(¢) — f(0) = f'(t9)t. Podemos

escrever to = et, com ¢ € (0,1). Além disso, temos que

() = % (c ((u+ tv)Q)p/2> = pelu + tv|P 2 (u + tv)v.

13
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Assim,

clu + tolP — clul?
t

t)— f(0
‘f( ) ; f( )‘ _ :pc|u—|—€tv|p71’1)| < p!CIOO(!u\ + ‘U‘)pilw"

Desde que u,v € H; (M), temos que u,v € LP(M). Decorre disto que ([u| 4 [v])P~" é uma
funcao de LP%(M ). Entao, pela Desigualdade de Holder,

/ <ru|+\vr>p-1\v|<( | (ul+1eD pdv> ( / \v\pdV> <

Pelo Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, temos

I tv) — I tulP — p
lim 3(u + tv) 3(u) _ lim/ clu + tv|P — c|ul av,
M

t—0 t t—0 t

= lim/ pelu + etvP 72 (u + etv)vdV,
=0 Jar
= / pelulP2uvdV,.
M
Portanto, existe a derivada de Gateaux de I3 e vale
L(u)-v= p/ clulP *uvdV,.
M

(11) Continuidade da derivada de Gateaux de I3:
Seja (uy) uma sequéncia tal que u, — u em Hgl(M). Entao, uy — w em LP(M),
consequentemente, |uglP~2uy, — [u[P~2u em Ly-1(M). Assim, para todo v € H,(M)\ {0},

temos

[(I(ug) — I3(u)) -v|] = ’p/ c\uk|p_2uwdvg —p/ c|u|”_2uvdVg
M M
= ‘p/ c (]uk|p_2uk — |u|p_2u) vdV,
M

< les / oaglP~2us, — ulP~2u] [o]aV,.
M

Pela Desigualdade de Holder,
| (T3 (k) = T5(w)) - vl < pleloo [lunP" s, = [ul"ul ool
Usando as imersdes continuas de H, (M) em LP(M) para 2 < p < 2*, obtemos

(I (ux) = () - v] < pleloo [[unl”ue — [ul”2ul o]y,
2

14
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donde segue
125 (un) — Z3(w) g aryy < pleloo | Il — |UIHUIP% :

Assim, || I3(ux) — I3(w)|| (3 ary)y — 0, consequentemente, Iy é continua H (M ). Portanto,
pela Proposicao [1.3.3) Iy € C'(H,;(M),R) com derivada de Fréchet dada por

L(u)-v = p/ clulP~*uvdV,.
M

(111) Existéncia da segunda derivada de Gateaux de I3:
Sejam u, h,v € H,(M). Defina g : (0,1) — R por g(t) = pclu +th[P~*(u+th). Dado
t € (0,1), pelo Teorema do Valor Médio, existe ty € (0,t) tal que g(t) — g(0) = ¢'(to)t.

Podemos escrever ty = et, com ¢ € (0,1). Além disso,

(p—1)

=14 (pc ((u+ th>2>2) — p(p— V)clu+ thP2h,

Dali,

[pc|u + th|P~2(u + th) — pc|u|P~2u] v

: = |p(p — 1)clu + eth|P~2hv|

= pp— Dlelso|u + eth[P=[h]Jv]

/N

p(p = Dlelso(Jul + [A])7=[R][v]
< p(p = Dleloo ([l + [R)P~H o],

De modo andlogo ao feito para primeira derivada, temos que (|u| + |h|)P~2|v| € LY(M).
Assim, pelo Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue,
L3 (u+th) — Iz(u)] - v

lim = lim
t—0 t t—0

av,

/ [pc|u + th|P~2(u + th) — pclul|P~2u] v
t
M

. _ p—2
= 11_{% Mp(p Declu + eth|P~*hvdV,

= / p(p — Ve|ulP~2hvdV,.
M
Portanto, a segunda derivada de Gateaux de I3 existe e vale

(L(u) - h) -0 = p(p— 1) /M cluP2hodV,

(iv) Continuidade da segunda derivada de Gateaux de I3:

Seja (uy) uma sequéncia tal que u; — w em Hj(M). Entao, u, — u em LP(M),

15
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consequentemente, |uy[P2 — |u[P~2 em L 2 (M). Para todos h,v € H,(M)\ {0}, temos

(75 (u) — I5(w)) - B] - 0] = ‘p c]uk!p *hvdV, — p(p — )/ clulP"2hvdV,
M

- ‘p e (= o) hoay,

< plp - Dlel / [ e A
M
Como (|ug|P~2 — |u[P=2) € L7z (M), h,v € LP(M) ¢
1
P
—2
segue pela Desigualdade de Holder que
1075 (un) = I3 (w)) - ] - 0 < p(p = D)leloo [Juel”™ = JuP 72| o hlplvlpdV.
Novamente usando as imersées continuas de H, (M) em LP(M) para 2 < p < 2*, obtemos
(1075 (ur) = I3 (w) - ] - 0] < p(p = D)leloo [Jusl”™ = JulP 72| o Bllglloll -

Logo,
175 (ur) = I ()] < p(p = Dleloo |~ = [ul"~2| 5,
=

implicando que ||1} (ug) — I} (u)|| — 0. Assim, a segunda derivada de Gateaux de I3 é
continua em H}(M). Portanto, pela Proposicao [1.3.6, I3 € C* (Hj(M),R). O

Finalmente, pelos Lemas|1.3.7} [1.3.8/¢[1.3.9] concluimos que J, € C* (H}(M),R), com
derivada de Fréchet dada por

Jo(u) v = /M [a(V yu, Vv), + buv] dV, — /M clu|* "2uvdV,.

1.4 Acao de Grupos Topoldgicos

Nesta segao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados algébricos necessarios
para o desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3. O teorema que sera apresentado no final
desta secao é utilizado afim de garantir que, se uma funcao é ponto critico de um funcional
restrito a um subespaco que cumpre certas condicoes de simetria, entao essa também é

um ponto critico do funcional no espago em que esté definido.

Defini¢ao 1.4.1. Um grupo topolégico é um espaco (G, -, 7), munido de uma operagao

16



1.4 Ac¢ao de Grupos Topoldgicos

[43

- 7 que torna GG um grupo e de uma topologia 7 de modo que

(i) a operagao - : G x G — G é continua, onde consideramos em G X G a topologia

produto;
(ii) a aplicagao I™' : G — G definida por I"!(g) = ¢g~' é continua.

Quando G é um grupo com estrutura de variedade diferenciavel em que as operagoes

definidas em (i) e (ii) sao diferencidveis, dizemos que G é um grupo de Lie.

Exemplo 1.4.2. Seja M, (R) o conjunto das matrizes quadradas com entradas reais.

Considere em M, (R) a topologia da norma

[(@i)xall = [ a2

1,J

O conjunto GL,(R) das matrizes invertiveis de ordem n, munido com o produto usual
e com a topologia induzida de M, (R) é um grupo topolégico. Além disso, o conjunto
O(n) C GL,(R) das matrizes ortogonais ¢ um grupo topoldgico com a topologia induzida
de GL,(R). Mais ainda, O(n) é um Grupo de Lie compacto (veja [36], p. 4).

Exemplo 1.4.3. O circulo unitdrio S! dos nimeros complexos C é um grupo de Lie
compacto com respeito a multiplicacao e topologia de C. Em particular, é um grupo

topoldgico.

Exemplo 1.4.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O conjunto
Isom, (M) :={f: M — M; f éisometria},

munido da operagao composicao de fungoes e da topologia compacto-aberta é um grupo
Lie. Além disso, se M é compacta, o mesmo vale para Isom, (M) (veja Myers-Steenrod

[30]). Em particular, Isomy(M) é um grupo topoldgico.

Para um melhor estudo sobre grupos de Lie, indicamos os livros de Alexandrino e
Bettiol [1], Lee [27] e Sepanski [36].

Defini¢ao 1.4.5. Uma acao (a esquerda) de um grupo Lie G sobre uma variedade dife-

renciavel M é uma aplicacao diferenciavel ¢ : G x M — M tal que

(i) ¢(e,z) =z, para todo = € M, onde e é o elemento neutro de G;

(ii) @(g1,¢(g2: %)) = d(g192, %), para todo g1,9, € G e x € M.

17
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Quando (M, g) é uma variedade Riemanniana, dizemos que a agao ¢ é isométrica, quando
a aplicacdo ¢, : M — M, dada por ¢4(p) = ¢(g,p), é uma isometria para todo g €
G. Neste caso, podemos identificar o conjunto das aplicacoes ¢, com um subgrupo de
Isomgy(M).

Para efeitos didaticos, denotaremos ¢(g, ) como gx. Neste caso, o item (ii) descreve

uma espécie de associatividade, ou seja, g, (g,x) = (g,8,).

Exemplo 1.4.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entao, dado I' C Isom,(M)
subgrupo fechado, a fungdo ¢ : I' x M — M definida por ¢(v,p) = v(p) determina

naturalmente uma acao isométrica de I' em M.

Proposigao 1.4.7. Seja G um grupo de Lie compacto e (M, g) uma variedade Rieman-
niana. Se ¢ : G X M — M ¢é uma acgao isométrica, entao o conjunto formado pelas
aplicacoes ¢y : M — M pode ser identificado com um subgrupo fechado de Isom,(M).
(veja [1], p. 52-70)

Um conceito importante no estudo de agoes é o de orbita.

Definicao 1.4.8. Seja G um grupo de Lie que atua sobre uma variedade M. Dado z € M,
o conjunto
G(z) ={gr € M; g€ G}

¢ chamado de érbita de x por G (ou G-érbita). Mais geralmente, se A é subconjunto de
G, entao A(z) = {gr; g € A}.

Cada G-orbita é uma classe de equivaléncia definida pela seguinte relagao de equi-
valéncia: z se relaciona y se, e somente se, existe g € G tal que y = gr. Assim, duas

orbitas sao disjuntas ou coincidem.

Defini¢ao 1.4.9. Denotamos por M /G o conjunto das G-érbitas em M. Seja 7w : M —
M/G a projegdo candnica. Entdo, M/G munido da topologia quociente (U C M/G é
aberto se, e somente se, 71 (U) é aberto em M) é chamado de espago das érbitas de M

com respeito a G.

Definicao 1.4.10. Seja G um grupo de Lie que atua sobre uma variedade M. O conjunto

dos elementos de G que fixam xz € M é definido por
G, ={g€G; gz =rua}.

Proposigao 1.4.11. O conjunto G, é um subgrupo fechado de GG, chamado de subgrupo
G-isotrépico (ou subgrupo de isotropia). Além disso, esses subgrupos satisfazem Gy, =
gG.g™". (veja [6], p. 35)
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Assim, os subgrupos de isotropia correspondentes a pontos na 6rbita G(z) sdo sub-

grupos conjugados.

Proposigcao 1.4.12. Se G é um grupo de Lie compacto que atua sobre uma variedade
M, entdao G(z) é uma subvariedade de M e a agdo induz um difeomorfismo de G/G, em

G(x), para cada x € M. Assim, dizemos que G(x) é G-difeomérfica ao espago homogéneo
G/G,. (veja [1], p. 62)

Antes de enunciar o principio da criticalidade simétrica, veremos alguns resultados

sobre agoes de grupos topoldgicos sobre um espaco vetorial normado.

Definigao 1.4.13. Uma acao de um grupo topoldgico (G, -, 7) sobre um espago vetorial

normado H é uma aplicagao continua ¢ : G x H — H que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) ¢(e,u) = u para todo u € H, onde e é o elemento neutro em G;

(ii) (g1 - 82 u) = ¢(g1, P(g2, 1)), para todo g,,8, € G e u € H;

(iii) Dado g € G a aplicacao u —— ¢(g, u) ¢ linear;
(iv) Se ||o(g,u)|| = ||u||, para todo g € G e u € H, entdo, a agao ¢ dita isométrica.

Exemplo 1.4.14. Considere I' um subgrupo fechado de Isomy(M). E claro que T' é um

grupo topoldgico com a topologia induzida de Isom,(M). A aplicagao

O: T x H(M) — H(M) m
(ou)  ——u '

com yu : M — R dada por

yu(p) = u(y(p)). (1.2)

¢ uma acao isométrica de I' sobre H gl(M ). De fato, note que nao é dificil verificar que se
yeTleue H;(M), entao yu € Hj(M). Primeiro mostraremos que aplicacao definida
em e é continua. Para isso, seja (7, ux) uma sequéncia em I' x H}(M) tal
que (g, ur) = (v,u) em I' x H (M). Logo, ¢ — v em I' e up, — u em H,(M). Iremos
verificar que

[ vwur, — yullgy — 0. (1.3)

Afirmagao 1. <7u,7v>Hg1 = (u, U>Hgl para todo v € I' e u,v € H;(M).
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Com efeito,

(unhy = [ (Va0 vy + [ ey,
= [ T Tytwon), dvy+ [ @)eray,

M

= /(Vgu,vgmgd‘/;,—ir/ uvdV,
M M

= <uv U)H; )

onde usamos o Teorema da Mudanca de Varidveis e o fato que v : M — M ¢é uma
isometria, o que mostra a Afirmacao 1.

Em particular, a Afirmacao 1 implica que
lvullmy = lullm;, Yy €T, ue Hy(M),
isto ¢, vale o item (iv) da Defini¢ao|1.4.13]

Afirmagao 2. Para cada ¢ € C(M), temos que v, — Y.
De fato,

ke —vellin = {me =70, % = 1P
= |lneellly =2 e 1) + Ivellin

= 2l =2 e 70 my

Assim, basta mostrar que
(e, v — el = el (14)
Como v — yem I' e ¢ € CX(M), segue que

(Vg(me), Vg(re)), = IVe(r9)lg € e = 79 a.t.p em K = suppyp.

Além disso,
[ (Vo(mep): V(1)) | < Cr e [l < Co q.t.p em K.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue,

/M (Y, (), Vo(19)), AV, — /M 1V, (v0) 2V,
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/A4(7k<p)2d‘@—>/M(790)2d%7

o que mostra ([1.4) e conclui a prova da Afirmagao 2.
Para mostrarmos a convergéncia (1.3), dado € > 0, considere ¢ € C*(M) tal que
Ju—plluy < </2. D,

[vwur —yullm: = s — wu + W — e + e — 79 + 79 — YUl
< e = vullm + e = wellm + e —vellm + lve — yullm
= |lur — ullm + lu = ollm + e — vellm + llu— @l
< Nlug —ullgy + e — vl + .

Logo,

lim ||yeur — yul|m < e.
k—o0 g

Sendo ¢ > 0 arbitrario, a convergéncia ([1.3)) vale e a continuidade esta provada. Por fim,

temos:
(i) Seja I a identidade em I'. Entao,

Tu(p) = u(I(p)) = u(p) Vp € M,

o que implica Tu = u.

(ii) Sejam 71,72 € I'. Dai, dado p € M,

(71 072)ulp) = u (11 072)(p)) = u(71(72(p)))

Y1(72u)(p) = nu(ra(p)) = u(n(ra(p)))

implicam que (1 © y2)u = Y1 (72u).
(iii) Sejam vy €', « € R e u,v € Hy(M). Assim,

Y(au+v)(p) = (au+v)(v(p))
= au(y(p)) +v(v(p))
= ayu(p) +yv(p)
= (ayu +v)(p),

ou seja, para cada vy € I', a aplicagao u — ~yu ¢ linear. Donde concluimos que a aplicagao
definida em (L.1I) e (1.2) é uma acao isométrica de I" sobre H,(M).
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1.4 Ac¢ao de Grupos Topoldgicos

Definigao 1.4.15. Considere a agao de um grupo topoldgico G sobre um espago vetorial

normado H. O conjunto dos pontos G-invariantes de H é definido como sendo
Fiz(G) ={u € H; gu=u, Vg€ G}.

Proposicao 1.4.16. Fiz(G) é um subespago fechado de H.

Demonstracao. Pelo item (iii) da Defini¢ao|l.4.13|¢ fécil verificar que Fiz(G) é subespago
de H. Para mostrar que Fiz(G) é fechado, seja (uy) uma sequéncia em Fiz(G) tal que

ur — u em H. Dado g € GG, temos pela continuidade da agao que

w= lim u = lim guy = gu,
k—o0 k—o0

e, consequentemente, u € Fiz(G), o que mostra que Fiz(G) é subespago fechado de
H. ]

Exemplo 1.4.17. Sob as mesmas hipéteses do Exemplo [I.4.14] segue que o conjunto das

fungoes I-invariantes de H, (M) é dado por
Fiz(T) = {u € Hy(M); u(y(p)) = u(p), Vy €T, Vp € M}.

Definicao 1.4.18. Seja G um grupo topoldgico que atua sobre um espago vetorial nor-

mado H. Uma funcional J : H — R ¢ dito invariante por G (ou G-invariante), se
J(gu) =J(u), Vge G e Yu€H.

Exemplo 1.4.19. Seja I' um subgrupo fechado de Isomy(M) e considere agao de I' em
H,;(M) definida no Exemplo|1.4.14]. Entao, o funcional J, : H)(M) — R dado por

1

]. *
J,(u) = §/M [alVgul2 + bu?] dV, — > /Mc\u 2 av,,

onde a,b,c € C*(M) sao I'-invariantes, é invariante por I'. Com efeito, dadas v € I e
u € Hy(M), temos

1 1 "
B =3 [ (a9 + b dv, - 5 [ ey,

1

1 *
- 5/ [a|vg(uo’7)|3+b(uoy)2} dVg_g/ c|uo'y|2 av,.
M M

Por outro lado, como « é uma isometria e a,b,c € C*°(M) sao I'-invariantes, usando o

22



1.5 Resultados de andlise e EDO

Teorema da Mudanca de Varidveis e a Proposicao [1.1.11} obtemos

1 1
Jo(u) = 5 /M [a|Vgu|§ + buQ} v, — > /Mc|u

1 *
—5 [ MoVl or+ ool av, - o [ (conluoniay
M M

Q*thq

1 *
= 5/ [a|Vg(uo)[s +b(uory)?] dV, — 2—/ clu o~ |2 dv,.
M M

Portanto, J,(yu) = J,(u), isto é, J, é invariante por I'.

Teorema 1.4.20 (Principio da Criticalidade Simétrica). Suponha que uma agdo de um
grupo topoldgico G sobre um espaco de Hilbert H seja isométrica. Se I € CY(H,R) ¢
invariante e u € um ponto critico de I restrito a Fixz(G), entdo u é ponto critico de I em

H.

Demonstragao. Ver Teorema 1.28 em [41]. O

1.5 Resultados de analise e EDO

Neste se¢ao, apresentaremos outros teoremas e lemas que foram utilizados neste tra-

balho, alguns foram adaptados ao nosso estudo.

Teorema 1.5.1 (Teorema da Mudancga de Varidveis). Sejam (M, g) e (N, g) variedades

Riemannianas e f : M — N uma isometria. Se a fun¢do u : N — R € integrdvel,

/NudVg:/M(uof)dV;].

Demonstragao. Ver Teorema A.8.8 em [12]. O

entao

Lema 1.5.2 (Brézis-Lieb). Suponha que uma sequéncia (uy) seja limitada em LP(M) e

que up — u q.t.p em M, com 0 < p < co. Entao,
Tim (sl g — ul2) = [ul},

Demonstragao. Ver Teorema 1 em [§]. O

Teorema 1.5.3 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam E um espago de Banach real

e I € CY(E,R) um funcional satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) Emiste § > 0 tal que I satisfaz a condi¢ao (PS) para niveis no intervalo (0,0);

(ii) Existem constantes p, o > 0 tais que I|pp,0) = a;
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1.5 Resultados de andlise e EDO

(iii) 1(0) < v e existe v € E'\ B,(0) tal que I(v) < a.

Considere B:= {8 € C ([0,1], E); 5(0) =0 e B(1) =v} e seja

= inf max I(8(t)) > a,
¢= Inf max (B(t) = o

Entao, ¢ € (0,9) e € um valor critico de I.
Demonstracao. Ver Teorema 2.1 em [2]. O

Teorema 1.5.4 (Teorema de Separagcio de Mazur). Sejam X um espago de Banach,
C' C X um congunto aberto convero nao-vazio e xog € X \ C. Entao, eziste um funcional
linear continuo ¢ € X' tal que {(xq) < €(x) para todo x € C. Em particular, o hiperplano
[0 = {(x0)] separa {zo} e C.

Demonstragao. Ver Lema 1.3 em [7]. O

Teorema 1.5.5 (Teorema de Eztensdo de Tietze). Sejam X um espago métrico, A um
subconjunto fechado de X e'Y um espaco vetorial localmente convero. Se f: A —'Y

¢ uma aplicacao continua, entao existe uma aplicacao continua F' : X — Y tal que
Fla=Ff.

Demonstragao. Ver Teorema 4.1 em [20]. O

Teorema 1.5.6 (Teorema de Borsuk-Ulam). Seja 2 uma vizinhanca aberta simétrica de
0 em R™ e limitada. Entao, toda aplicacao impar continua f : 02 — R™, com m < n,

possui um zero, isto é, existe u € 052 tal que f(u) = 0.
Demonstragao. Ver Teorema 9.17-2 em [11]. O

Teorema 1.5.7 (Propriedades do Fluzo Local). Sejam X espa¢o de Banach, U C X

aberto e f : U — X um campo de vetores C*, com k > 1. Entdo:

(i) Para todo xy € U, o problema de Cauchy

tem uma unica solugao Uy, () := (-, xo) definida no intervalo mazimal I, (I_(xo), s (z0))

contendo 0.
(ii) O conjunto D := {(t,z0) e Rx U; t € I,,} € aberto.
(iii) A aplicacio 1., : D — X definida por 1., (t) = (t, z¢) € de Classe C*.
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1.5 Resultados de andlise e EDO

(iv) (Propriedade do fluzo). Se yo = (to,x0), com ty € I, entdo I, = I, —ty =
{t —to; tel,}e(s,y0) =(to+ s,x0) para todo s € L.

Consequentemente, os itens (iii) e (i) implicam que se (t,xq) € D, entao eziste uma
vizinhan¢a V' de xog em U tal que 1y - V. — 0 (V), definida por ¢y (x) = ¢(t,x), é um

difeomorfismo.

Demonstragao. Ver Teorema 4.0.4 e Observagao 4.0.5 em [9]. O
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Capitulo 2

Solucoes para uma classe de

equacoes do tipo Yamabe

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a existéncia e multiplicidade de solucoes

para seguinte classe de problemas:
— div,(a(z)V,u) + b(z)u = c(z)|ul* "*u, em M, (2.1)

em que (M,g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo de dimensao m > 3.
Precisamente, assumindo algumas condigoes de simetria sobre a variedade M, estabele-
ceremos a existéncia de uma solugao positiva e multiplas solugoes nodais para .

A fim de apresentar nossas hipoteses consideremos I' um subgrupo fechado do grupo

das isometrias Isom, (M) de (M, g), e denotemos por

L(p) ={v(p); v €T}

a I-6rbita do ponto p € M e por #I'(p) a sua cardinalidade. Um subconjunto X C M
é dito I-invariante quando I'(z) C X para todo x € X, e uma funcao f : X — R é
[-invariante quando é constante em cada ['-érbita ['(z) de X.

Ao longo deste trabalho, assumiremos que a, b, ¢ sdo fungdes de classe C*°(M) e I'-
invariantes, a e ¢ sao positivas e o operador —div(aVg(-)) + b é coercivo no espago de
Sobolev

Hy(M)" := {u € H)(M); u ¢ I-invariante}.

O objetivo principal deste trabalho é provar os seguintes resultados:

Teorema 2.0.1. Se —divg(aVy(-)) + b € coercivo em Hy(M)" e 1 < dim(T'(p)) < m
para todo p € M, entao o problema (2.1) tem pelo menos uma solugao positiva e infinitas

solucoes nodais I'-invariantes.
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Capitulo 2. Solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Como uma consequéencia imediata do Teorema temos o seguinte corolario para a

equacao de Yamabe:

Corolério 2.0.2. Se Ay( - )+c, Ry é coercivoem Hy (M)", c = k> 0e 1 < dim(I'(p)) <m
para todo p € M, entao a Equacao tem pelo menos uma solucao positiva e infinitas

solugoes nodais I'-invariantes.
Algumas aplicacoes do Teorema sao dadas nos exemplos a seguir.

Exemplo 2.0.3. (i) Seja (S™,go) a esfera padrao. Considere R™™! = R* x R™, com
k+n=m+1ek,n>2 Entao,

S™ = {(z,y); |z]°+ y]* =1, 2 e RF, y e R"}.

Seja I' = O(k) x O(n). Para v = (y,72) € I', onde 73 € O(k) e 72 € O(n), a acao

isométrica de I' sobre S™ é dada naturalmente por

v(@,y) = (@), %2(y), v €T, (z,y) € S™

Assim, I' pode ser identificado como um subgrupo fechado do grupo das isometrias
O(m + 1) em S™. Além disso, as drbitas determinadas por I' tem dimensao positiva,
ou seja, 1 < dim (I'(z,y)) < m para todo (z,y) € S™ (veja [27], p. 542). Portanto, se o
operador —divy, (aVg,(-)) + b é coercivo em H, (S™)", o problema possui infinitas

solucoes nodais I['-invariantes.

(ii) Seja S**! a esfera unitaria em C"™'. Considere a fungio ¢ : S! x §?+1 — §2n+!
definida por

d(z,x)=z-x=(2-T1,..., 2 Tpy1).

Esta aplicacdo define uma acdo suave de S' em S?"*!, chamada de acao de Hopf, pois
a multiplicacao complexa é suave. Além disso, esta agdo é por isometrias e cada Orbita
tem dimensdo um. De fato, dado z € S!, considere ¢, : S — §?*1 dada por

¢.(x) = ¢(z, 7). A esfera S*"™! tem a métrica Riemanniana gy induzida de R*"*2. Dalf,

n+1

<¢Z<$)7¢Z(y)>go - <Z "L, 2 y>go - ZZ 2 Z—yz

= ||Z||<l"y>go = <xvy>goa
para quaisquer z,y € C"*!. Neste caso, podemos identificar S' com um subgrupo com-
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Capitulo 2. Solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

pacto de Isom,, (S*"*1).

Agora, mostraremos que cada érbita tem dimensao um. Dado z € S?"*!, a aplicacao
F : C — C"™! definida por F(2) = (2 - 1,...,2 - Tpy1) € linear e injetiva. Assim, sua
imagem é um subespaco de C**! de dimensao real dois. Consequentemente, a 6érbita de
x ¢ intersecao da imagem de F' com S?"*!, ou seja, ela é a intersecao de um plano com
S+ que é um circulo unitdrio. Logo, cada érbita tem dimensao um. Portanto, pelo
Corolario , o problema de Yamabe tem infinitas solucoes nodais S'-invariantes

sobre S+t
Mais exemplos podem ser obtido da seguinte forma.

Exemplo 2.0.4. Sejam (S™, go) a esfera padrao, I' um subgrupo fechado do grupo das
isometrias de S™, (N, h) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo de dimensao
ne f e C®(N) um fungao positiva. Considere N X S™ o produto Warped. O produto
Warped N x;S™ ¢é a variedade produto N x S™ munida da métrica Riemanniana g =

h + f2go, definida por

I (01,02), (w1, w2)) = hy(vr,w1) + f(p)*(go)q(v2, wa),
onde (v, v2), (w1, ws) € T,N & T,S™. Observe que a aplicagao

Ar ' (N xpS™) — N x;8™
(v (p,q)) — (p,7(q)

define uma agdo isométrica em N x ¢ S™, ou seja, a aplicagao (p,q) — (p,7(q)) é uma
isometria, para cada v € I'. Portanto, se n +m > 3, Ay() + ¢, Ry é coercivo em
H ;(N X ¢ S™) e cada -érbita de S™ tem dimensao positiva, entao o problema de Yamabe

tem infinitas solucoes nodais I'-invariantes sobre N x ¢ S™.

Sendo dim(T'(p)) > 1, temos que #I'(p) = oo para todo p € M. A seguir, estudaremos
um caso em que M pode ter I'-6rbita finita. Para isso, consideraremos as seguintes
hipéteses: Fixe um conjunto aberto 2 de M, uma métrica Riemanniana h sobre {2 e um
subgrupo compacto A de Isom,(§2) tal que 0 < dim(A(p)) < m para todo p € 2. Além
disso, suponha que as restrigoes de a,b e ¢ ao conjunto ) sao fungdes A-invariantes e
que operador —div,(aVy(+)) + b é coercivo sobre o espaco C=°(Q)* das funcdes suaves
A-invariantes com suporte compacto em 2. Com essas hipoteses, provaremos o seguinte

resultado de multiplicidade.

Teorema 2.0.5. Existe uma sequéncia crescente ({y) de nimeros reais positivos, de-
pendendo apenas de (Q,h), a,b,c e A, com sequinte propriedade: para qualquer métrica

Riemanniana g em M e subgrupo fechado I' de Isomy,(M) que satisfaz
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(1) g=h em Q;
(2) T' € um subgrupo de A e a,b,c sao I'-invariantes;
(8) —divg(aVy(-))+b € coercivo sobre Hy(M)";

(4) min a(p)™?#I(p)

i ey

o problema (2.1)) possui pelo menos k pares de solugoes I'-invariantes tuy, . .., tuy tais

que uy € positiva, s, . .., ur mudam de sinal e
/ cluj|* dv, < ;8™ Yi=1,... .k, (2.2)
M

onde S € a melhor constante de Sobolev para a imersio DV*(R™) < L* (R™).

Observe que o Teorema [2.0.5| assegura a existéncia de um ntimero prescrito de solugoes
nodais para o problema , desde que exista uma métrica Riemanniana em M que es-
tende a métrica Riemanniana especificada em €2, para a qual algum grupo de isometrias
tenha orbitas suficientemente grandes. Em particular, o Teorema se aplica ao pro-
blema de Yamabe. Porém, a propriedade (4) requer que o grupo A tenha subgrupos
grandes o suficiente.

Os Teoremas e serao provados no Capitulo 3] A prova ¢ baseada em
um resultado de compacidade e um principio variacional para solucoes nodais que serao
provados, respectivamente, nas Secoes e deste capitulo. Para isto, precisamos de

algumas definigoes e resultados auxiliares.

2.1 Definicoes e Resultados Auxiliares

I' se, e somente se, u(y(p)) = u(p) para cada

Inicialmente, observe que u € Hj (M)
p € M e~y € I'. De fato, sejam u € H;(M)F e p € M. Entao, pela definigao do
conjunto, temos que u(y(p)) = u(l(p)) para todo v € I', onde I é a identidade em T,
assim, u(y(p)) = u(p). Reciprocamente, se u(y(p)) = u(p) para todo v € I', entdo u
é constante em cada I-6rbita I'(p), ou seja, u € Hj(M)". Portanto, temos a seguinte
caracterizacao:

Hgl(M)F ={u e H;(M); woy =u, para todo vy € I'}.

Portanto, a definicao de H, gl(M )I' pode ser naturalmente entendida sob o conceito de

funcoes invariantes pela a acao do subgrupo I' sobre o espago H, gl(M ), dada no Exemplo
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1.4.17, ou seja, H,(M)" = Fiz(I'). Consequentemente, pela Proposicao |1.4.16, Hj(M)"
é subespaco fechado de Hj(M).

Lema 2.1.1. A fungao | - [las : H)(M)" — R dada por

=

2

[ullap = (/ [alVgul? + bu?] dVg)
M

define uma norma em H,(M)".

Demonstragio. Considere em HJ(M)" a seguinte forma bilinear

(U, V) p = / [a(V gu, V4v) 4 + buv] dVj,.
M

Pela linearidade da integral e da métrica ( , ), valem as seguintes propriedades:

Lo (u+v,w)ap = (U, W)ap + (U, W)ap, Yu,v,w € HY (M)

2. (u,v)ap = (U, U)ap, Yu,v € Hy(M);

3. (o, v)ap = U, V)ap, Yu,v € Hy(M)" e a € R.

Agora, provaremos que valem:

4. (u,u)qp > 0,Yu € Hy(M)";

5. (u,u)qp = 0 se, e somente se, u = 0.

De fato, seja u € H,;(M)". Entao, como —div(aVyg(-)) + b é coercivo em u € H,(M)",
existe pu > 0 tal que

(o = [ [al ¥yl +007] dV, > plulfy > . (2.3
M

Além disso, se u € H'gl(M)F é tal que (u,u),p = 0, entao por (2.3), tem-se HUHH; =0o0que

implica u = 0. De (1)-(5), concluimos que (-, ), define um produto interno, portanto,
[ullap =/ (s t)ap

define uma norma em H,(M)". O
Lema 2.1.2. As normas |[| - [|o4 € || - |5 sdo equivalentes em H,(M)".

Demonstragio. Como —div(aVg(-)) + b é coercivo em Hj(M)", existe p > 0 tal que
llully < /M [alVgul? + bu?] AV, = [lul]2,, Y € H(M).

30
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Por outro lado, sendo a,b € C*(M), temos que
foll = [ ol Vil + 0] ¥y < o [ 19,05+ o] v, = ol
onde iy = max{|a|so, |b|s }. Portanto,
1 1
el < flullas < pgllullmg,

o que finaliza a prova. O

Definigao 2.1.3. Uma solugao fraca para o problema (2.1)) ¢ uma funcao v € H, (M)

satisfazendo

/ [a(Vyu, Vgv), + buv| dV, = / clul* "2uv dv,,
M M

1
para todo v € H,(M).
Dessa forma, pontos criticos para o funcional energia J, : H, ;(M ) — R definido por

1

1 *
J,(u) = §/M [a|Vgul? + bu?] dV, — g/McW dv,

sao solugbes para o problema (12.1)), e reciprocamente.
Note que a fungao | - |9 : L? (M) — R dada por

1
2%
oleae = ([ cluray )
M

* , .
define uma norma em L* (M) que é equivalente a norma usual | -

o«.  De fato, seja

cop = miny; c. Entao,
.
co/ || dl/g,é/ clu
M M

1
cd |u

Q*d‘/g,

24V, < |eloo / u
M

ou seja,

1
9v < |ufear < c]& |ul2s.

Portanto, deste fato e do Lema segue que J, restrito a H,(M)" é dado por

1

1
Jo(w) = 5l

Pelo Principio da Criticabilidade Simétrica (Teorema(1.4.20]) e o Exemplo [1.4.19] se u

¢ um ponto critico do funcional J, restrito ao subespago H, gl(]\/[ )'', entdao u é ponto critico
de J, em Hj(M), pois J, € C'(H,(M),R).
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2.2 A Variedade de Nehari

Esta se¢ao é dedicada a prova de alguns resultados relacionados a variedade de Nehari.

Definigao 2.2.1. A variedade de Nehari associada a Jg|H(}(M)r ¢ dada por
r._ 1 r : —
N, ={uve H,(M)" \{0}; J;(u) - u = 0}.
E f4cil de verificar que

Ny ={ue Hy(M)"\ {0} [|ullf, = |u

ea

Observe que se u # 0 é um ponto critico de ngH;(M)F, ou seja, J,(u) = 0, entao
u €N, 5 . Dessa forma, N, 5 é uma restricao natural para o problema de encontrar pontos
criticos nao triviais para J,. Além disso, a abordagem de um problema via variedade de
Nehari o transforma em um problema de minimizacao com vinculo.

A seguir, os resultados tém como referéncia o livro de David Costa [I5]. Mostraremos

que o conjunto N. gF ¢é de fato uma variedade, a qual é fechada e nao vazia.

Proposicao 2.2.2. A variedade de Nehari N gF ¢ nao vazia e é uma subvariedade de classe
C? fechada em H,(M)".

Demonstragio. Considere ¥ : H)(M)" — R definido por

U(u)=J (u)-u=1I(u) —G(u),

g

onde

2*
¢, 2%

I(u) =|ullz, e G(u)=|u

Por se tratar de uma norma proveniente de um produto interno é facil verificar que
IeC?*(H)M)",R) eI'(u)- v =2(u,v)q (veja a Proposicao A.3 em [10]). Assim, deste
fato e do Lema [1.3.9] verifica-se que ¥ é de classe C*. Seja v € H)(M)" \ {0} fixo e
considere a funcéo 0 < ¢t — U(tv). Entédo, pela imersdo continua de H}(M) em L* (M),
obtemos que

U(tv) = t2HU”2,b —t* 32
> P2, -
> 0

v

2%

v a,b

para t > 0 suficientemente pequeno, pois 2 < 2*. Além disso, note que

2*
v 672*] = —o0.

lim U(tv) = tlir+n (0], — ¢
——+o00 ’

t——+o0
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Assim, existe ty > 0 tal que J'(tov) - (tov) = 0, ou seja, tov € ./\ng. Donde concluimos que
T
NT A0,

Agora, vejamos que ¥ nao possui ponto critico em /\/'gF. De fato, seja u € ./\/'gr, entao

V(u)-u = I'(u)-u—G'(u) u
= 2||U||Z,b_2*|u 2*2*
= 2-2)ul2,

# 0.

Logo, ¥'(u) # 0 para todo u € N . Denotemos E = Hy(M)" \ {0}. Assim, 0 é o tinico
ponto critico em U1(0) e 0 ¢ E. Dessa forma, 0 € R é valor regular de ¥|g. Pelo
Teorema da Submersao, temos que U~ !z(0) = N, gF ¢ uma subvariedade de classe C? de
1A /\0
Hy(M)".
Por fim, mostraremos que N ¢é fechada em Hj(M)". Seja (ux) C Ny tal que up, — u

em H}(M)". Pela imersio continua de Sobolev, segue que u; — u em L*"(M). Dai,

oo — |lullzy —lu

C,

0= Jy(ug) - up = lullz, — Por = Jy(u) - u

Assim, Jy(u) - u = 0. Resta mostrar que u # 0. Sendo wuy, € ./\/'gF, pela imersao continua
de Hj(M) em L* (M), segue que

(2:2* < COllug

][z, =l b

o que implica em

1
1\ 72
s> (&) >0

Portanto, u # 0, mostrando assim que N é fechado em H,(M)". O

Proposigao 2.2.3. Dado u € Hj(M)" \ {0}, tem-se que u € N se, e somente se
Jy(u) = max Jy(tw).

Demonstragio. Seja. u € H, (M) \ {0}. Suponha que u € N . Consideremos a fungio
g :[0,00) — R definida por ¢(t) = J,(tu). Dali,

gt) = Jy(tu)-u
tlulz, = u

= (t =t DullZ,.

2*
c,2*

Como u # 0, entao se ¢'(t) = 0, temos que t = 0 ou t = 1. Uma vez que g(0) = 0 e

g(t) = (% — t;) [ullZ, é crescente em (0,1) e decrescente para todo ¢ > 1, conclufmos
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que J(u) = g(1) = max J(tu). Reciprocamente, suponha que Jy(u) = max J(tu). Entao,
g(1) = Jy(u) - u = 0/, pois 0 maximo de g(t) = J,(tu) é atingido em t=1. Portanto,
ueN,. O

Proposicao 2.2.4. O funcional J, restrito a variedade Nehari NgF ¢ limitado inferior-
mente e
r._ .
Ty = i\rfquf Jg > 0.

Demonstracao. De fato, note que se u € ./\/gF7 entao

1 1
5w = (5= 3) hulzs >0

Logo, J,| AT é limitado inferiormente. Vejamos agora que TgF > 0. Com efeito, suponha

que 7. = 0, entdo existiria uma sequéncia (uy) em N, gr tal que

g
1 1
Jg<uk) = (5 - ;) ||k

Assim, [|ugllap — 0 quando k — oo, implicando que uy — 0 em H,(M)". Uma vez que

1
2
ab < E

N, é fechada em H,(M)" terfamos que 0 € N, o que é uma contradigao. O

2.3 Um Resultado de Compacidade

Nesta secao, aplicaremos um método de concentracao e compacidade para provar um
resultado de compacidade (Teorema [2.3.4]), que garante que o funcional J; satisfaz a
condicao de Palais-Smale em H gl(M )¥' para determinados niveis. Primeiramente, apre-
sentaremos algumas defini¢oes e resultados técnicos. Ademais, nao assumiremos que o

operador —div(aVg(-)) 4 b é coercivo, exceto quando provarmos o Teorema [2.3.4]

Definigao 2.3.1. Seja (uy) uma sequéncia em Hy(M). Dizemos que (uy) é uma sequéncia
de Palais-Smale T-invariante (notagao: sequéncia (PS)L) para o funcional J, no nivel 7
quando

(up) C Hy(M)",  Jy(ue) =7 e J(ug) = 0 em (Hy(M)).

Dizemos que o funcional J, satisfaz a condigao Palais-Smale I'-invariante no nivel 7 em
H,(M) (condigao (PS)L) se toda sequéncia (PS)L para o funcional J; possui uma sub-

sequéncia convergente.

Lema 2.3.2. Toda sequéncia de Palais-Smale para o funcional J; ¢ limitada em H,(M).
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2.8 Um Resultado de Compacidade

Demonstragao. Seja (uy) uma sequéncia Palais-Smale para o funcional J, no nivel 7, isto

é, Jg(ur) = 7 e Jy(ur) — 0 em (H;(M))/. Uma vez que

1 1 .
Jy(u) = §/M [alVgul2 + bu?] dV, — ;/Md“’g dv,

e
Jo(u) v :/ [a(V gu, V4v), + buv] dV, —/ clu|* “2uvdV,,
M M
temos
1 1 1 .
() = 3 ayue) - = (5 = 5 ) -
Assim, como as normas || - [[2+ e | - |2+ 530 equivalente, segue que

As condigoes Jg(ux) — 7 e J;(ug) — 0 implicam em

1
< Walurdl + 15 Cue) gy Ny -

< O+ Cllugl gy

Logo,
|ug)3e < C + Cllu| ;- (2.4)

9« € |+]c2+, € a desigualdade (2.4)), obtemos
w)
c,2*

Por outro lado, como M é compacta e 2 < 2*, pela desigualdade de Holder, temos que

. b4 L2
[ wkav, < ([ qupyEan)” ([ )
M M M

2% -2 o 2%
= Vol,(M) lug|* dV, ) .
M

o+. Assim, pela desigualdade (2.4)), resulta

Usando novamente a equivaléncia das normas |-

1
[ Vot wz v, = 2 (gm0 +
M

< (2.5)
< C + CHukHH(}

Disto, segue que |ug|a < Cluy

urly” < €+ Clluglla;.-
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Dali,

2
=

sl < (C+ Cllunll )™ < C+ Clu

2
*

P (2.6)

Agora, seja ag = miny; a > 0. Entao, como b é limitada, temos

oy < [ g0l + aoluf] v,
: M
— / [a|V gui|? + blug|?] dV, +/ (=b+ ao)|ug|*dV, (2.7)
M M
< / [a|V gur|* + blug|?] dV, + Clul3.
M
Combinando (2.7) com (12.5)) e (2.6, obtemos

2
aollurllfyy < C + Cllurllmy + Cllurl -

Isto implica que (uy) é limitada. De fato, suponha que nao seja. Entdo, a menos de

subsequéncia [|uy|| gz — co. Dividindo a desigualdade anterior por [luy||3;, temos
g9

C C C

2 2
leaellzy Ml g,

ap <

o que ¢ um absurdo, pois o lado direito desta desigualdade tende a zero, enquanto que o

lado esquerdo é uma constante positiva. Portanto, (u;) ¢ limitada em Hj(M). O
A seguir, considere o problema

—Av = |[v]* %

v € DVYA(R™)

e o seu funcional energia associado J,, : D*(R™) — R definido por

1 1
ng:§é|wﬁm—§é|v

Proposicao 2.3.3. Assuma que b = 0. Seja (ug) uma sequéncia de Palais-Smale I'-

Y dx.

invariante para o funcional J; no nivel 7 > 0 tal que u; — 0 em H, gl(M ), mas nao
converge fortemente. Entao, a menos de subsequéncia, existe um ponto p € M e uma

solugao nao trivial v para o problema (2.8]) de modo que #I'(p) < 0o e

a(p)™*#T (p) s (g QO PHL@N 1
o> ("Gt ) = > (i )

Demonstragao. Fixemos ¢ > 0 tal que 39 € (0,1,), onde i4 é o raio de injetividade de M.

Para cada ¢ € M consideremos um sistema de coordenadas normais centrado em ¢ e uma
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bola geodésica By(q, p) com centro em ¢ e raio p € (0,36]. Assim, para cada p € C*(M)

e s € [1,00), podemos assumir que

J

/ VoV, = / 1V, (0o expy)|? (1+ 0 (j2f?)) de.
By(q,p) B(0,p)

lp|*dV, :/ | 0 exp, |° (1+O(\x!2)) dx
(a,p) B(0,p)

g

Denotemos ¢ = ¢ o exp,. Assim, fixando p > 0 suficientemente pequeno, obtemos

(1= Cop?) / P de < / o'V, < (1 + Cip?) / l°da
B(0,p) By(q,p)

B(0,p)

(1 - Cop?) / Vol < / V24V, < (14 Cop?) / Vol
B(O,p) Bg(q,p) B(O,p)

Tomemos 51, 62 > 1 tais que

Ci>1+Cp?% Cr'<1-Cip?

Cy =1+ Cop?, Oyt <1—Cop?.

Dai, considerando C = max{él, 62}, obtemos C; > 1 tal que

cy! / @[ da < / oV, < Oy / " do (2.9)
B(O,p) Bg(q7p) B(O,p)

011/ ywﬁmg/ Vgl dVgéCl/ V@] da. (2.10)
B(0,p) By(g,p) B(0,p)

Agora, lembremos que

1 1 1

2* 1 | 2*
= —lu .
2% kle,2*
© mC

Pelo Lema [2.3.2), temos que

. 1
|up, 3,2* =m (Jg(uk) - §J;<Uk) Uk) — m7 =: 3> 0. (2.11)

Afirmamos que, a menos de subsequéncia, existe go € M e A\g € (0, ) tal que

/ clug|* dV, = N0, Vk €N.
By (a0.)
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Provaremos esta afirmacao usando um argumento por contradigao, isto é, para cada

J € N, suponhamos que existe uy; de modo que
2* 1
0< c|ukj| d‘/g < -, V(] e M. (212)
Bg(qva) ‘7

Como M ¢é compacta, existem qi,...,q, € M tais que M = |J;_, By(¢gi,d). Assim, por

ET3), temos
Oé/ cluy,
M

Consequentemente, fM c|ukj|2*dVg — 0, o que é uma contradicao com (2.11)). Portanto,

n
Q*dvg < Z/ cluy,
i=1 7B

2qy, < =
9(qi,6) J
temos a afirmacao.
Agora, para cada k € N, consideremos a fungao concentracao de Levy Qy : [0, 00) —
[0, 00) dada por
2av,.

qEM

Qr(r) = max/ clug
Bg(qu)

Temos que @, é continua, nao-decrescente e satisfaz Qx(0) = 0 e Qx(d) = Ao. Fixemos
A € (0, ) tal que

A < oyt <rn]\}n c) BS (mj\}n a) (mﬁx c) _1] m/2. (2.13)

Entao, para cada k € N, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe r € (0, d] tal que
Qr(rr) = . Consequentemente, pelo de Teorema de Weierstrass, existe p, € M de modo

que
Qr(ri) = / clug* dVy = A, (2.14)
Bg(prsrk)

E, como M é compacta, a menos de subsequéncia, existe p tal que pp — p em M.

A seguir, fixemos uma funcao corte ( € C°(R™) tal que 0 < ( < 1le

() = 1, sey € B[0,2d],
Ve 0, sey¢ B(0,36).

Para cada k € N, definamos

v(z) = r,(gmd)/Q(uk o exp,, )(rz), Cr(z) == ((rex),

ap(r) := (aoexp, )(rgr) e cx() = (coexp, )(ryr).

Observe que supp((gvr) C B(0,30r;"). Dai, fazendo (pup(x) = 0 se x ¢ B(0,35r, 'x),
temos que (v, € DM?(R™), pois ¢, € C°(R™) e vy € DV*(R™), para todo k € N. Como
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¢ =1em B(0,7y), usando (2.14)), (2.9)) e fazendo a mudanca de varidvel y = rz, obtemos

O< A = / clug|* dv,
By (pk:Tk)

C / (co exppk) ¢ (uy, 0 exppk) \2*dy
B(0,rk)

N

= C’l/ ritcr|Cr(uy o exppk)\Q*d:c
B(0,1)

— C’l/ ck]r;nm*(k(uk oexppk)]de
B(0,1)

= Cl/ CkKkUk‘z*dl'.
B(0,1)

Como ¢ € C*, temos que |cx(x)| = [c(exp,, (1:2))| < [/¢[|es, Para todo z € B(0,1) e
k € N. Logo,

0< A< C/ |Cevr| de. (2.15)
B(0,1)

Além disso, temos que

/ |V(Ckvk)|2d37 =
B(0,35r; ")

2
dx

\Y4 (r,gm_2)/2§(uk o exppk)(rk:c)>

(0.30r. 1)
2
rkm/QV (¢(ug 0 exp, ) (riz)) ‘ dx

I
T~ —o

(0,30r; ")
= V(¢ (ur 0 exp,, )| dy.
(0,39)
Mas, note que
[V (C(ur 0 expy, ) = |¢V (ug 0 expy, ) + (ug, 0 exp, ) V([?

= (C3|V(uyo eprk)|2 + 2¢(ug 0 exp,, )(V(up o exp,, ), V()
+(uy, 0 eprk)2\V(]2.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

V(¢ (uy 0 exp,, ))I* < IV (ug o exp,, )|* + 2C|uy 0 exp,, | - [V (ug 0 exp,,)| - V(]
+(ug oexppk)2|VC|2.

Agora, usando a Desigualdade de Young,

1 1
Clu 0 exp,, |- [V 0 exp,, )| - [VC] < 5CIV (g 0 expy, )P+ 5 (g 0 exp, VI
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2.8 Um Resultado de Compacidade

Assim,
IV (¢(uy o0 eprk))|2 < 2%V (uy o exppk)|2 + 2(uy o exppk)2|V§|2.

Disto, obtemos que

/ IV (CGeow)|Pde < C [CIV (ug 0 exp,,, )[* + (ug 0 exp,, )| V(|?] dy
B(0,30; ") B(0,36)

< C/ [|V(uk o eprk)|2 + (uy, o exppk)2|} dy.
B(0,35)

Pelas desigualdades (2.9)) e (2.10)), concluimos que

[ VGl <O [ [Vl + ] vy < g,
B(0,30r; ") B(pk,30) ’

Sendo (uy) uma sequéncia (PS)L para o funcional J,, segue do Lema que (uy) é
limitada em Hj(M), donde concluimos que ((xvx) ¢ limitada em D'?(R™). Portanto, a

menos de subsequéncia, (yvr, — v em DY?(R™), consequentemente, (rvx — v em L (R™)

e Gy — v q.t.p em R™.
Afirmagao 1. v # 0.

Para provar esta afirmagao, primeiro note que existe C'y > 1 tal que, para cada ¢ € M,

tem-se
Cy 'y — 2| < dy (exp,(y), exp,(2)) < Caly — 2|, Vy,z € B(0,20), (2.16)

onde d, é a distancia em M induzida pela métrica g. De fato, dados y,z € B(0,20) e
q € M, considere a curva « : [0,1] — M definida por a(t) = exp,(r(t)), com r(t) =
y+1t(z—y). Sendo 2 < i, e desde que exp, : B(0,20) — By(g,26) é um difeomorfirmo,

obtemos
dg(equ(y),equ(z))<Lg(oz) = /(a’(t),o/(t))g%dt

= [d(exp,y(r(2)) - (2 = y)lgdt

0

1
< / d(expy ()= — yldt
< Clz—y|.

Para a desigualdade do lado esquerdo usamos um argumento semelhante para inversa da

funcao exponencial.
Seja Cy > 0 dado em (2.16)), e consideremos p := Cy* < 1. Entdo, rpp < 1 < 9§ e,
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para cada z € B(0, 1), temos que

By(exp,, (rx2),1kp) = exp,, (B(riz,1xp)) C By (exp,, (1iz),7%) - (2.17)

Assumiremos por contradigdo que v = 0. Seja ¥ € C®(R™) tal que supp(d) C

B(z,p) para algum z € B(0,1). Entao, supp(d) C B(0,2), pois p < 1. Considere
Dy = I(r; ! exp;kl(q)). Como (, =1em B (O, 257“,;1) e B(0,2) C B (0, 257“,;1), segue que

| wOGPa = [ V@)
m B(0,2)
= [Vt )Py
B(0,2ry,)
= [ ) Py
B(0,2ry,)

2

dy

— / r2—m ‘V <19(r,;1y)r,im_2)/2(uk o exppk)(y)>
B(0,2r)

B /B(O,Qrk)

Usando a desigualdade ([2.10)), obtemos

/ IV (9 Pdz < 01/
m B(pg,2r)

< 03/ a‘Vg(lgkuk)
B(pg,2r)

= Cg/ a|:
B(pk;,27’k)

onde C3 = Cy(miny; a)~!. Podemos escrever Ejj como

2
dy.

\V4 <(1§kuk) o exppk>

2
dVy

g

Vy (ﬁkuk)

2
vy

g

R .12
19nguk + Ukvgﬁk‘ :| d‘/g = El,k,
g
El,k = 03/ a |:’L§i|vguk|3 + 21§kuk(vgukvg§k>g + ui|V91§k|§} d‘/;;
B(pk,ZT‘k)
= 03/ [a(Vguk,Vg(ﬁiuk»g + auz|vg§k|ﬂ dv.
B(pk,ZT‘k)
A fim de estimar cada termo da integral

Bay = / [a(Vguk, Y, (02ur)), + auz|vgl§k|ﬂ dv,,
B(pk727’k)
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notemos que

T () (V) = /M 0V i, ¥y (D201) g 1V — /M clunl? 2 (02ur)dV,

_ / (¥ g1up, V(02}V, — / clul? 2 (Dyug)?dV,
B(pg,2rk)

B(pk,QT‘k)

Como J)(uy) — 0 em (Hj(M)) e 02wy, é limitada em H, (M), temos
[tV Vv, = [ ul G + o).
B(pk,2rr) B(pk,2rk)

Além disso, pela desigualdade ([2.9)), temos

/ auz|vg§k|§dvg < C/ (ukoexppk)2(x)|vgl9(r,;11')|2dx
B(py,2r1) B(0,2r)

- ¢ / P2y 0 exp, ) (riy) |V, 0(y) 2dy
B(0,2)

e / (Geon)2 V9P dy
B(0,2)

< C/ (Ckvk)2dy-
B(0,2)

2
loc

Assim, desde que (pvp — 0 em Lj (R™), segue que

/ aup |V 0| 2dVy = op(1).
B(p,2rk)
Combinando estas estimativas, obtemos

/ ’V(ﬁCkUk)|2d$ < 03/ c|uk|2*_2(1§kuk)2d‘/g + Ok(l)

B(pk72Tk)

Agora, usando a desigualdade (2.9)) e denotando Cy = C4(maxyy ¢)Cs, resulta em

. 2
lug 0 exp,, |* 72 ((fﬁkuk) o exppk> dx + o;(1)

/m |V (IGve)Pda < 04/

B(0,2r)

222 (9 x) (up 0 expy,, ) (x)) di + og(1)

= 04/ |(ug 0 exp,, )(x)
B(0,2ry)

= G [l o e, ) ) (90) e o expy, ) () dy -+ ou(1)
B(0,2)

m—2 m—2

me2 22 m—2 2
— af e ween 0w (20 o exp,)0w) dy + ()
B(0,2)
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— 04/ |vk|2**2(19vk)2dy + ok (1).
B(0,2)

Como supp(¥) C B(z,p) C B(0,2) e (, =1 em B(0,2), usando a Desigualdade de Hélder,

obtemos

/ ok > 72 (Pvp)*dae :/ [0k > 72 (Pvp)*dze
B(0,2) B(z,p)

2% 2 2
=

</ |vk\2*d:c) (/ [ Yy, 2*da:>
B(z,p) B(z,p)

2 2
B(z,p) B(0,2)

Entao, usando a imersao continua DV?(R™) < L?"(R™) , concluimos que

/ |V("L9<kvk)|2dl’ g 04 (/ |Uk Q*dl‘) " (/ |19Ck'llk|2*d$) —FOk(l)
m B(Z,p) B(0’2)

2

< 04571 </ ’Uk‘2*d$) " / IV(ﬁCkUk)FdLU + Ok(l) (218)
B(z,p) "

I
B(z,p)

N

Como

o* dr — / |T](€m—2)/2(uk o eprk>(Tk$> |2*dx
B(z,p)

_ / (g 0 exp, ) (1)
B(rgz,rip)
usando (29), [@17) e (1), obtemos

g (2.9) g
e *dz < G k| ™ dVy
B(z,p) Bg(exppk(rkz),rkp)

&17) .
< C’l(minMc)l/ clug|* dV, < C’l(mj\}nc)_l)\.

Bg(expy, (Tk2),Tk)

Zdy,

Mas, segue de (2.13) que

(6’1 (mj\}n c>_1 )\> < C’ﬁ%S (mj\}n a) (mj\z}x c) -
= %S (01 (mj&xc) Ch (mj\}na) _1)_1

1

3o
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Logo,
. m 1
2 d$> < 5504_1.

(e
B(z,p)

Assim, por (2.18)), obtemos

/ |V (9¢vp) Pda < %/ |V (9¢pvr) [P dx 4 0x(1).

Portanto,

k—o0 R™

Donde, pelo imersao continua DV2(R™) < L (R™), conclufmos que

lim |19Ckvk)|2*d:v =0

k—oo R™

para todo ¥ € C°(R™) tal que supp(¥) C B(z, p) para algum z € B(0,1). Como B(0,1)

pode ser coberta por um ndmero finito de bolas B(z;,p) com z; € B(0,1), tomando a
particao da unidade 3" subordinada a esta cobertura, temos que ) ;U5 (x) = 1 para
todo = € B(0,1) e supp(¥3*) C B(z;, p). Assim,

/ |Gronl* da = / (21932'*(@) |Grow|* da
B(0,1) B(0,1) j

J

_ / S 9;Gn de
B(0,1) 75

— Z/ |0 Ceor|* d
; /B01)

< Z/Rm ‘ﬁj(k’l)k‘z*dl’.
J

Portanto, lim |Cuk) ¥ dz = 0. Isto finaliza a prova da Afirmacao 1.
k—o0 B(O,l)

(m—2)/4
Afirmagao 2. v = (%)

v é uma solugao nao trivial para o problema ({2.8]).
Primeiro mostraremos que, a menos de subsequéncia, r, — 0. De fato, argumentando

por contradi¢ao, suponha que r, > 6 > 0 para todo k suficientemente grande. Entao,

como (v — v em L2 (R™), supp(Cyvr) C B(0,36r, ') e v # 0, fazendo a mudanca de

loc

variavel y = rpz, segue que
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0</ vdz = / |Growl*dz + ox(1)
B(0,360~1) B(0,356-1)

m—2
= / |C(rix)r, ® (ug o exppk)('r’k:r)|2dx + ox(1)
B(0,36r; ")

= / Clug o exp, )2y + ox(L).
B(0,35)

Usando o fato que 0 < ¢ < 1 e a desigualdade ([2.9)), temos para k suficientemente grande

que
0< / v’ dr < Tk_z/ |ug 0 exp,, |*dy + ox(1)
B(0,3501) B(0,33)
< omt [ qwpdy
By (pr,39)

< 019_2/M |uk|2qu +0k(1)

< 019_2|uk|§+0k(1).
Isto implica numa contradi¢ao, pois, como u; — 0 em H;(M), temos que up — 0 em
L*(M). Logo, rj, — 0.
Agora, observe que provar a Afirmagao 2 é equivalente mostrar que v é solugao fraca

do problema

Y

—a(p)Av = c(p)v]* v
v € DV2(R™)

isto é, precisamos mostrar que

/m a(p)(Vv,Vy)dr = /m c(p)|v]* Pvpdr, Yo € C°(R™). (2.19)

Para isto, tome ¢ € C°(R™) e seja R > 0 tal que supp(yp) C B(0,R). Como 7, — 0,
podemos tomar k£ € N tal que Rr, < 20. Para cada k satisfazendo esta condigao defina
¢r € Hy (M) por

oela) =717 @ (1 expy,(9) -

Como pr — p, 7 — 0 e a aplicacdo exponencial é continua, seque que exp,, (rxr) —
exp,(0) = p para todo x € B(0,3dr;,'). Logo, ay(z) = a(p) e cx(z) — c(p) em L5, (R™).

loc

Agora, observe que
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/ V(). Vi) — / a(p)(Vo, Vo) dz

m

+

/ a(p) (V(Gn), Vi) — (Y0, V) da

[ (= ae) V(G Vs

< o= alis [ (9G0), Vo) do +ap) | [ (T(Gan), T6) ~ (Vo Vil do

Porém, sendo ((yvy) limitada em D'?(R™), pelas Desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Holder, temos

[ it vaiar< ([ v@ope) ([ were) <

Por outro lado, como (v — v em DY2(R™) e a aplicagio
(-, DYR™) x D¥(R™) — R

(u,v) — (Vu, Vu)dx

]Rm

define um produto interno em D'?(R™), seque que

= [{Gkvr, )« = (v )] = 0 (1).

| (9600, 90) - (0. V) do

Assim,

/ alp)(Ve, Vip)dr = / (G, Vg + oy(1). (2.20)

Além disso, como supp(p) C B(0, R), temos

By =

/ Ck|Ckvk|2*_2(CkUk)90dx—/ c(p)|v]* Pvpda

< +

/ (cx — c(p))|Gevel* 2 (Covr) pda / c(p) (1Gvel 2 (Gror) — V¥ "%v) pda
B(0,R) B(0,R)

272 (Gpog) — v

v| dzx.

< Jer—c(p)lcl@los / Cvr

B(0,R)

2t e(p)] ol / ¢

B(0,R)

Sendo ((yvy) limitada em D2(R™) e DY2(R™) < L? (R™), pela desigualdade de Hélder,

1

2%
/ lckvk|2—1dx<(/ dw) (/ Gt
B(O,R) B(O,R) B(O,R)

*

2*
2*dx) <C.
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E, como (yvx — v em DY2(R™), temos que (yvp — v em L7 ~'(R™). Entdo,

/ HCk"Uk’Q*_Q(CkUk)‘ dr — / ||v|2*_21)| dz,
B(0,R) B(0,R)

)

ou seja,
[l ) = o2 de = ().
B(0,R)
Logo,
/m | CGeol* 2 (Grun) pda = /m c(p)|[v]* 2vpdx 4 ox(1). (2.21)
A seguir, observe que, se (gfj) ¢ a métrica g escrita em coordenadas normais em torno
de py, (g]') 6 a sua inversa, [g*| := det(g¥) e (07") é a matriz identidade, entdo, para cada
ij=1,,m,
lim gl'(y) =07 e lim |¢"|7(y) = 1. (2.22)
ly|—0 ly|—=0

uniformemente em k. Portanto, como supp(¢ o exp,, ) C B(0, Rry), re — 0, e ug 0 exp,,

e ¢r 0 exp,, sao limitadas em D"*(R™), usando (2.22), obtemos que

/ (aoexp,, )(V(ugoexp,, ), V(Pr oexp,, ))dy — / a(Vgug, V@) 4dV,

M
B / Z(CL © eprk)ai (uk © exppk)aj(‘ﬁk o eprk)ajidy
B(O,Rrk) ij

m

S D S ICACIEAY
By (pr,Rry) i,
- Z /B(o . )(a o exp,, )0;(uy, o exp,, )9;(¢r 0 exp,, )0 dy (2.23)
i,j ATk
m ) . .
- Z / (a oexp,, )0;(ux o exp,, )0;(Px © exppk)gi |gk|2dy
i B(0,Rry)
= Z/ (aoexp,,) (aji - |9k|1/29ii) 9i(ux, o exp,, )0;(¢r o exp,, )dy
’Lj B(O,RTk)

2*72(

U © eprk)(gﬁk e} exppk)dy — / C|uk|2*72uk¢kd‘/g

/ (co exppk)\uk 0 exp,,
m M

(2.24)

2*—2(

" 1
— / (co exppk)|u;C o exp,, U, O exppk)(cpk o exppk) (1 — |gk|2) dy
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Como J!(u) — 0 em (H}(M)), (¢x) ¢ limitada em H}(M) e

Tue) () = [

a(Vguzg,Vgsﬁk)ngq—/ C|Uk|2*_2uk@kd‘/g,
M

M

segue que

/ a(Vguk, vg¢k>gd‘/g = / c]uk|2**2ukg?3kdvg + Ok(l) (225)
M M

Uma vez que supp(p) C B(0,R), (x =1 em B (0, 257“,;1) e B(O,R) C B (0,257‘,;1) para k
suficientemente grande, por (2.20)), obtemos

/ V0.9t [ o (9(Gu), Vo) de -+ on(1)

= /B(O R)(a o exp,, ) (1xe) <V (rlim—z)/Z(Uk o exppk)(rkx)> , Vgo(x)> dx + o0g(1).

Fazendo a mudanca de variavel y = riz, temos

o
m\m\g

(a o exp,, )(ryx) <V (rlim_z)/z(uk o exppk)(rka:)> , Vgp($)> dx

on )(a ° expy, ) (y)r." <T?/2V(uk o expy, ) (1), Vs@(ﬂzly)> dy

@2 P ) @) (Va2 exp, ) (0), 2PV ol ) dy

(aoexp,) <V(uk o exp,, ), V(¢ o eprk)> dy.

m

I
T

Assim,

[ o)V Vede = [ (@oexn,) (Tlucoexp,,), Vgno ex, ) dy +ou(1)

Agora, usando (2.23)), (2.25)) e (2.24]), obtemos

o) (V0. V) = [ (aoex,) (Tlucoexp,,), V(6o exp,,)) dy +ou(1)

m

@%\
&l 3

||§
S~

a(V g, Vypr)gdVy + 0x(1)
clug|* " PugprdVy + og(1)

(C © eprk)luk © eprk |2*72(uk © eprk)(gék © eprk>dy + Ok(l)

m

||§
%\
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Novamente, fazendo a mudanca de variavel y = rpx, segue que

/ (co exppk)|uk o exp,, |2*_2(uk o exppk)(g&k o exppk)dy

= [ (oo, )l exmy ) ko e Y ot iy
B(0,Rry,

|2*—2T(m+2)/2

— /B(O R)(C o exp,, ) (rxx)|(uy o exp,, )(7xT) : (uy, 0 exp,, ) (rxz)p(z)dz

) |2*—2T]E:m—2)/2(

- / ck|r,(€m_2)/2(uk o exp,, ) (i uy o exp,, )(rex)(z)ds
B(0,R)

= / CHC}CU}C’T*Z(Q&’U}C)QOCLI.
E usando (2.21)), temos

/ (¢ 0 exp,, )|uk © exp,, |* 7 (uy 0 exp,, ) (@1 © exp,, )dy = / c(p)o]* ~Pvpdz + o(1),

m

Portanto,

/ a(p)(Vv,Vy)dzx :/ c(p)|v|* "vpda 4 op(1).
Disto, obtemos ([2.19)), o que prova a Afirmagao 2.
Afirmagao 3. #I'(p) < cc.

Sejam v1(p) - - 7»(p), n pontos distintos na I-6rbita I'(p) de p. Desde que ¢ e uy sdo
fungoes I'-invariantes e ; é uma isometria, pelo teorema da mudanca de variavel para

cada p € (0,0] C (0,1,), temos que

/ clug|* dV, = / (co)lug 0yl * dVy = / clug|* dV,.
By (pr,p) By (pk»p) 7i(Bg(Pk,p))

Mas, note que ~; (By(px, p)) C By(Vi(pk), p), para cada ¢ = 1,...,n. Assim,

/ clug
¥ (Bg (Pkp))

2, < / cluel? dV,,
Bg (’YZ (pk)»p)

o que implica em

n/ clug|* dV, < Z/ clug|* dV, é/ clug|* dV,. (2.26)
Bg(pk,p) i=1 v Bg(7i(pr):p) M
Uma vez que limj,_,o \gkﬁ(y) =1, dado £ > 0, existe p € (0,4] tal que

(1+e) < g (y) < (1 +e),
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para todo y € B(0, p) e k suficientemente grande. Dali,

/ c|uk|2*dVg = / (co exppk)|uk 0 exp,, |2*|gk|1/2dy
Bg(plwp) B(O,p) (2 27)

> (14¢)* / (coexp,, )|uy o exp,, [*"dy.
B(0,p)

Como B(0, pr;,') € B(0,26r. "), ¢ =1 em B(0,26r, '), e XB(0.or)Ck = €(p) € Gro = v
q.t.p em R™, pelo Lema de Fatou, (2.27)), (2.26]) e (2.11]), obtemos

n 2% . n . . 2%
) clp)lv|*dxe = ) klggo inf XB(prr;1)ck|Ckvk| dx
. . n «
< kh_g)lo 1nfE - XB(O,pr,gl)Ck|CkUk|2 dx
—  lim inf 2~ crlvk|? da
k—o00 m B(O,pr;l)
n *
—  lim inf — 2d 2.28
.
< (14¢) lim inf - clug|* dV,
koo By (k)
1 .
< (L+e) lim — [ clwl*dV,
k—ocom Jpr
(14 ¢e)T.
Isto implica que #I'(p) < co. Com efeito, se #['(p) = oo, entao lim L c(p)|v* dx =
n—+00 M Jrm
00, o que contradiz (2.28). Logo, #I'(p) < co. Pela Afirmacao 2, temos
(%) -a:/ yvm%zx—/ 9 dz = 0.
Rm m
Dai,
A o~ * A 1 o~ *
/ IVo|*dx :/ 0¥ de e Juo(D) = —/ 0% da. (2.29)
Rm m m m
Mas, como

/ |Vv|?dz

2/2* )
Q*dx)

S = inf

veDLZ(RM)\{0}
v
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segue que

1/2
(/ |Vﬂdw> 11
S1/2 < " T = (/ |§J\2*dm) = (/ v
(/ |@2*dx>

Logo, por ((2.29),
1 R
— 5™ < T (D).

m

Portanto, sendo & > 0 arbitrario, tomando n = #I'(p), concluimos por (2.28) que
- a(Q)PH(@)\ 1 gmyo a(p)"*#L(p) N
M) T < S LY
(o) ™ < (") 90
a(p)m/2#r(p) i |@\,2*dm
D)7 ) Ja
a()"P#T(p)\ 1 (elp)\™ / v
c(p)m=2/2 ) m \ a(p) m

_ #F(p> /m C(p)’l]‘rdﬂf

m

2*chu) " .

.
2 dx

228)
< T,

o que finaliza a prova da proposicao. O

Teorema 2.3.4 (Compacidade). O funcional J, satisfaz a condigio (PS)L em H}(M)
para cada P
a(q)™“#I' 1
Ts (lq?f} (cq()q)<m#2>/(2q)) S
onde S € a melhor constante de Sobolev para a imersio continua DV(R™) — L* (R™).
Em particular, se #I'(p) = oo para todo p € M, entdo J, satisfaz a condi¢io (PS)Y em
H, (M) para todo T € R.

Demonstragdo. Seja (uy) uma sequéncia (PS)L tal que

m/2
T< min—a(q) #I(q) i5"”/2.
qeM c(q)(m—Q)/Q m

Pelo Lema [2.3.2} (uy) é limitada em H, (M), assim, a menos de subsequéncia, u, — u em

H gl(M ) e, consequentemente, u € H gl(]\/[ )T, Além disso, como M é compacta,

up, —u em LI(M), Vqell,2*%)

(2.30)
up —u qt.pem M.
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2.8 Um Resultado de Compacidade

2%

Afirmagao 1. |ug|* 2up — [ul* 2w em L7(M), com r = ;2.

De fato, como (uy) ¢ limitada em L% (M), temos que (|ug|? ~2uy) é limitada em L™ (M).

Logo, |ug|* ~2up — w em L"(M), para alguma funcao w, ou seja,
/ |up|* 2ugvdV, —>/ wvdV,, Vv e L* (M).
M M

Daf, |ug|* ~2upv — wo q.t.p em M. Mas, por (2.30)) |ux|? 2upv — |ul? “2uv q.t.p em M.
Assim, w = |u|?> ~2u q.t.p em M, como queriamos.

Logo, pela Afirmacao 1,
lim / clug)® PupvdV, = / clul* “uvdV,, Vv e Hgl(M). (2.31)

Agora, usando que —divy(aV,y(-))+b é coercivo em H,(M)", pelo Lema temos que

1
§|U 2%

1
Jy(w) = Sl -

Assim,

Jo(u) v = (u, v)ap — /Mc]u\Q*QUUdV;, Vo € Hy(M).

Como wy, = wem H}(M)", temos que (ug, v)ap — (U, v)ap para todo v € H)(M)". Entéo,
usando este fato e (2.31)), obtemos que J;(ux) - v — Jy(u) - v. Porém, como J(ug) — 0,
resulta que J (uy) - v — 0. Logo, J)(u) - v = 0 para todo v € H,(M)", donde J;(u) = 0,

isto ¢, u ¢ ponto critico de J,. Em particular,

Jg(u) = Jlullfy — lul25 =0,

o que implica em |[u|2, = |u|25.. Dai, como u; — u, obtemos

1 1 |
0 < Tyfu) = Jyfw) = 5o Ty(u) - = —{ull2, < liminf — g2,

k—o0

— fim (Jg(uk) RN uk) (2.32)

=T.

Defina a sequéncia Uy, := up—u. Claramente, u, € H)(M)" e i, = 0 em H)(M). Observe
que, por (2.32)), temos

T=7—Jyu) <7< (min M) %Smﬂ. (2.33)

qeM C(q) (m—2)/2
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Afirmagao 2. (@) é uma sequéncia (PS)X para o funcional J, com b = 0.

Com efeito, denotando por Jy o funcional J, com b = 0, temos que

~ 1 - 1 ~ o
Jo(uk) = 5/ a]Vguk@dVg - 5/ C|uk|2 d‘/g
M M

1 1
=5 [ a1Vl = 2V, Ty, + Va2 @V, 4 5 [ wadav,
M g 2 M

2
2* 1
laVy— = [ clu
2% Jur

1 , 1
_Z d —
2/MbUk Vg+2*/Mc[|uk

= Jy(u) — I,

(2.34)
Q*d%

2y —

onde 1 1
I, = / a (Vguk,vgu>g vy, — 5/ a\Vgu\?]dVg + 5/ bu,%d‘/;,
M M M
_ 1
2%

¢ [lunl” = ux — ul*"] dV,.

Uma vez que (uy) é limitada em L* (M) e up — u q.t.p. em M, pelo Lema de Brézis -

Lieb [1.5.2,

Dali, como
‘/ ¢ [lunl = |up — ul*'] @V, —/ clul* dVy| < |efoo (Jurlse — Jur — ul3e — Jul3.),
M M
segue que
1 * * *
]}erolo§/Mc[|uk2 —|uk—u2]dVg:§ Mc|u2dVg. (2.35)
Além disso, como uy — u em HJ(M)", temos que (ug, u)q0 — (U, U)q0, OU S€]a,
lim [ a(Vgug, Vyu), dV, = / alVgul2dVy. (2.36)
k—oo [ s 9 M
E por (2.30)), u — u® em L'(M). Entao,
li ! buidV, = ! bu*dyV, (2.37)
ki%oQMuk 92 Mu v ‘

Assim, usando (2.35)), (2.36) e (2.37)), obtemos I, — J,(u). Portanto, como J,(ux) — T,
segue de (2.34) que Jy(uy) — 7. Mostraremos agora que J; () — 0. Dado v € H, (M),

53



2.8 Um Resultado de Compacidade

note que

Jy(ug) - v = / a Vg, Vgv), dVy — / clug)* ~*upvdV,
M M

Q

:/ [a (Vguk,vgv>g+bukv] dVg—/ c\uk\z*zukvdvg—/ a(Vgu, Vgv) dV,
M M M
—/ bukvdVg+/ c|uk|2*2ukvdvg—/ c|ﬁk|2*’2ﬂkvdVg
M M M

= Jy(ug) v — I — / clug)* " upvdVy,
M

onde
Eg::/ a(Vu, ng>ngg+/ bukvdVg—/ clug)® upvdV,.
M M M

Analogamente a Afirmagao 1, temos que |ux]* ~2u, — 0 em L227—1(M) Assim,

lim [ clu* uwdV, =0, Voe H)(M). (2.38)

k—o0 M

Por outro lado, usando (2.30) e (2.31]), segue que
I = Jo(u) - v + op(1).
Porém, sabemos que J/(u) = 0. Entao, I, = 0(1). Dai, usando (2.38), obtemos que

[ T5(@) - v] < [ Tg(ur) - v| + ox(1)

<
< g () [z amyy v 2y + or (1)

Consequentemente,

170z ayy < Mg (un) | ez anyy + on (1)

Logo, J{(u) — 0 em (Hgl(M))/. Com isto finalizamos a prova da Afirmagao 2.
Por fim, suponha que em (2.32)), tenha-se J,(u) < 7, ou seja, uy - u. Entdo, 7 > 0 e

ug — 0. Assim, pela Afirmacao 2 e Proposicao [2.3.3

m/2
min &(Q) #F<Q) lSm/Q < 7’*:’
qEM c(q)(m*Q)/Q m

o que contradiz (2.33)). Logo, Jy(u) = 7. Assim, usando ([2.32)), segue que |[ug||ap — |1/ ap-
Mas, como Hy (M) é uniformemente convexo e uy — u, concluimos que uy, — wem H, (M),

finalizando a prova. [
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2.4 Um Principio Variacional para Solucoes Nodais

Nesta secao, mostraremos inicialmente que existe uma vizinhanca do conjunto das
fungoes que nao mudam de sinal em H ;(M ' que ¢ invariante sob o fluxo gradiente
negativo de J,, com relacao a um produto interno escolhido em H 91 (M)T'. Por fim, iremos

relembrar o conceito de género relativo, para mostrar a existéncia de solugoes que mudam
de sinal para o problema ([2.1)).

Observagao 2.4.1. Uma vez que o operador —div(aVy(-)) + b é coercivo em Hj(M)",

existe pp > 0 tal que
[l ol vy > o [ [Vl + o]
M M
Desde que a > 0, temos

po [ [Vl P}V, > 120 | a9+ fof] Y,
M M

“ 1+ maxy a
Denotando g = po (1 4+ maxy; @), obtemos
/M [alVgul? + bluf?] dV, > IU/M [a|Vgul? + |ul*] dVy, Yu e Hy(M)". (2.39)
Fixe A > max{1, i, |b|s }. Analogamente ao Lema temos que a aplicagao

(11, Vo a ;:/ [alVyul? + Alul?] v, (2.40)
M

define um produto interno em H ;(M )¥', cuja norma correspondente é

1/2
ulla,a = (/M [a|Vgu|§ + Alu)?] qu) ‘

Similarmente ao Lema [2.1.2] verifica-se que || - |lo,4 é equivalente a norma usual em
Hy(M)".

Definicao 2.4.2. Dados um subconjunto D de H,(M)" e p > 0, definimos o conjunto
B,(D) := {u € H;(M)"; dista(u,D) < p},

onde dist4(u, D) := inf,ep ||u — v||a.a, como sendo uma vizinhanga de D.

Definigao 2.4.3. O gradiente do funcional J, : Hj(M)" — R em u € H;(M)", com
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2.4 Um Principio Variacional para Solugoes Nodais

respeito ao produto interno (2.40), é o tinico vetor V.Jy(u) em Hj(M)" que satisfaz
(Vg(u),v)y 4 = Jy(u) -v, Vo€ Hy(M)".
Observagao 2.4.4. Note que esta definicao faz sentido devido ao Teorema de Repre-
sentacdo da Riesz (veja em [7]), visto que J;(u) é linear e continuo.
Agora, observe que

(ViJg(u),v)gq = Jglu)-v
- <u,v)aﬁA—/ (A—b)uvdVg—/ clu)* “2uvdV,
M M
Assim, VJy(u) = v — L(u) — G(u), onde L(u),G(u) € H;(M)" sdo as tnicas solugdes

para as equacoes
—div(aV,L(u)) + A(L(u)) = (A — b)u,

—div(aV,G(u)) + A(G(u)) = clu|* "u.

Em outras palavras, para cada u € H(M)", L(u) e G(u) sdo unicamente determinados

pelas relacoes

(L(u),v), 4 = / (A —b)uvdV,, Yv e H;(M)F, (2.41)
(Gu),v), , = /M clul? 2uvdVy, o € H (M), (2.42)

Dessa forma, temos o seguinte resultado.
Lema 2.4.5. Seja i := ﬁ—;’j € (0,1). Entao, para cada u € H,(M)", temos
IL(w)]]a,a < Tlu]|a,a-
Demonstragio. Por (2.39), para cada u € H,(M)", segue que
/ (A—byu?dV, = / Au*dV, —/ [alVgul? + blu|?] dVg—i—/ a|Vgul2dV,
M M M M
< / Au?dV, — u/ [alVgul? + ul*] dV, +/ alVul2dV,
M M M
= /M [alVgul? + Alul*] dV, — ,u/M [alVgul? + [ul*] dV,.

Como A > 1, temos

0
—/ [a|Vgul? + Alul*] dV, < u/ [a|Vgul? + ul?] dV.
A Ju M
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Assim,
/(A—b)quVg < /[a|Vgu|3+A|u|2] d%—%/ [a|Vgu|§+A|u|2] av,
M M M
A—p
= A2,

para todo u € Hj(M)". Daf, usando (2.41)) e a desigualdade de Young, obtemos

1
L@l = [ (A=buL@av, <5 [ (A=) [+ Lw?] av,
M M
A—p
< S (el a+ L@
Consequentemente, y y
+ 2 — M 2
_— <
BN 0 < Sl
donde segue o resultado desejado. O

Seja uy € H gl(M )'' e considere o seguinte problema de valor inicial de Cauchy em
Hgy (M)
d

SU(l) =~V (). 120

(2.43)

Pela teoria de Equagoes Diferenciais Ordinérias em espago de Banach (ver em [I7]), visto
que J, é de classe C?, o problema tem uma unica solucao, denotada por (¢, ug),
com intervalo maximal de existéncia a direita [0, 7 (ug)). Observe que T'(ug) pode ser um
numero real ou +oo.

Agora, consideraremos o Fluxo Gradiente negativo ¢ : G — H ;<M )t de J, definido

pelo problema (2.43), onde
G:={(t,u); ue Hy(M)", 0<t<T(u)}.

Defini¢ao 2.4.6. Um subconjunto D de Hj(M)" é dito positivamente invariante com

respeito ao fluxo ¢, quando ¢ (¢,u) € D para cadau € D et € (0,T(u)).

Definicao 2.4.7. Dizemos que D é estritamente positivamente invariante com respeito

ao fluxo ¢ quando 1 (t,u) € int(D) para cadau € D et € (0,T(u)).

Proposicao 2.4.8. Se D C Hj(M)" é estritamente positivamente invariante pelo fluxo

Y, entao o conjunto

A(D) :={u € H;(M)"; (t,u) € D para algum t € (0,T(u))}
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é aberto em H,(M)" e a aplicagao tempo de entrada ep : A(D) — R, definida por
ep(u) = inf{t > 0; ¢(t,u) € D},

é continua.

Demonstra¢ao. Suponha que A(D) nao seja aberto. Entao, existe u € A(D) que nao
é ponto interior, assim, para todo § > 0, existe vs € Bs(u) tal que vs ¢ A(D), isto é,
Y(t,vs) ¢ D para todo t € I,, := (0,7 (vs)). Mas, pelas propriedades do fluxo local (veja
Teoremal[l.5.7)), dado ¢ € I, := (0,T(u)), existe dy > 0 tal que ¢ € I, para todo v € By, (u).
Dali,

V(t,vs,) ¢ D, Vt € I,. (2.44)

Por outro lado, como u € A(D), temos que ug := 1(ty,u) € D para algum ty € I,. Mas,

sendo D estritamente positivamente invariante, entao, pelas propriedades do fluxo,
(s +to,u) = P(s,up) € int(D), Vs € I, :== I, —to ={t —to; t € I,}.

Fixe sg € I, e seja ¢ := dista(¢(so + to,u),0D) > 0. Pela continuidade do fluxo,

diminuindo dy > 0 se necessario, segue que

1% (s0 + to, u) — ¥(so + to,v)||a,a < €/2,

para todo v € Bg,(u). Dessa forma, (s + to,vs,) € int(D), o que contradiz (2.44)).
Portanto, A(D) é aberto em Hj(M)".
Por fim, como o fluxo ¥(¢,u) depende continuamente do valor inicial u, concluimos

que ep é continua. |

Definicao 2.4.9. O conjunto das func¢oes em Hgl(M)F que nao muda de sinal é dado por
73}: UPL, onde

PL={ue H(M)"; u=>0} e PL:={ueH(M)"; u<0}

sao respectivamente os cones convexos das fungoes nao-negativas e nao-positivas.

Observagao 2.4.10. As solugoes nodais para o problema ([2.1)) estdo no conjunto
E ={ueN; vt u eN]},

em que u* = max{0,u}, v~ = min{0,u} e N é a Variedade de Nehari definida na Se¢do

22
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Lema 2.4.11. Sejam E um espago vetorial normado e D C F fechado. Suponha que

uma aplicacao f : E — FE satisfaz

lim A~'dist(z + Af(z),D) =0, Vo € D,

A—0t

onde dist(x, D) := infyep ||z — y||p. Se D é convexo com int(D) # 0 e f é localmente
Lipschitz, entao D é positivamente invariante com respeito ao fluxo ¢ determinado pelo

problema de Cauchy

%gp(t,m) = f(¢(t7x))7 t=0

0(0,z) =z €F

ou seja, ¢(t,z) € D para todo t € (0,T(x)) e x € D.

Demonstracao. Veja o Teorema 5.2 em [17]. O
Lema 2.4.12. Existe py > 0 tal que, para cada p € (0, py), verifica-se:

(a) [B,(PL)UB,(PL)] NeEL =0.

(b) B,(PL) e B,(PL) sao estritamente positivamente invariante pelo fluxo 9.

Demonstragao. (a) Inicialmente, note que

™ (p)] = [u(p) — u™(p)| < lu(p) = v(p)l,

para cada u,v : M — R, com v > 0, e p € M. Dai, como L? (M) é uniformemente

convexo, H}(M)" C L* (M) e P} é fechado e convexo, temos que

U™ |e2r = |u— ut|eor = min |u — v].2x,
UEPJl:

para todo u € H)(M)". Pela imersao continua de H)(M) em L* (M), existe C > 0 tal
que

U oo < C min [|u — vl|y4 = Cdista(u, PL), (2.45)
v€P£
para cada u € H;(M)F. Seja u € EgF, entdo u~ € /\/g. Assim, pela Proposicao ,

C;* =mdy(u~) > ngF > 0.

2

Portanto, desta desigualdade e de (2.45)), obtemos p; tal que dista(u,PL) > p; >

0, para todo u € 85 . Mas, como 55 ¢é simétrico com respeito a origem, temos que
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dist4(u, PL) = dist4(—u, PL) = p1. Com isso, concluimos que
[B,(PL)UB, (PO nE; =0, ¥p e (0,p).

(b) Primeiramente, mostraremos que se v € P, entao L(v), G(v) € PL. De fato, denote
L(v) = L(v)™ + L(v)~, entao por (2.41)) temos

L) 2 = (L), L00) ), = [ (A= DoL(w) a,

Sendowv > 0, (A—0b) > 0e L(v)~ <0, obtemos ||L(v) |[4,4 < 0, ou seja, L( )~ = 0. Logo,
L(v) = L(v)™ > 0 e segue que L(v) € PL. Analogamente, usando , mostramos que
G(v) € PL.

Agora, dado u € Hj (M), seja v € P} tal que dista(u, P}) = [[u — v[|qa. Pelo Lema

2.4 temos
dista(L(u),P}) < [|L(u) — L(v)||a,a < fillu — v]la,a = Fdist 4(u, PY). (2.46)
Por outro lado, como
dist4(G(u), PL) < |G(u) = G(u)* [laa = |G (1) [|a,a,
usando , a desigualdade de Holder e , obtemos

dista(G(u), POIG () laa < G@)7[7 4 = (G(w), G(u) )y 4
= /Mc\u]Q*QUG(u)dV:q

< /M el [ 2 (u”) G (w)~dV,

< U2 1G(W) fea
< Ju 22 ClG(u) 7 [la,a
E)

< CFdista(u, PL)> G (1) |[a,a-

Assim,
dist4(G(u), PL) < C¥dista(u, Py)* 1, Yue Hy(M)". (2.47)

Fixemos v € (@,1) e po > 0 tal que C*p2 2 < v — 7. Entdo, para p € (0,ps) e
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u € B,(PL), usando as desigualdades (2.46)) e (2.47), temos

N

dista(L(u) + G(u), P) dist4(L(u), P}) + dista(G(u), Py)

N

adista(u, PL) + C dista(u, PL)* !

N

N

dist 4 (u, PF

+)

dist 4 (u, PL) (1 + C* dista(u, PL)* 72)
) (7 + C% p22)
-

< wdista(u, PY

Como v < 1, concluimos que dist4(L(u) + G(u), PL) < p, para todo u € B,(PL). Por-
tanto, L(u) + G(u) € int (B,(PY)). Em particular, para cada nimero real A € (0,1] e
u € B,(PY),

dista (u — AVJ,(u), P}) = dista (u— Nu— L(u) — G(u)), PL)
< dista((1 = A)u, PY) + dista(ML(u) + G(u)), P)
< (1= A)dist(u, PY) + Adista(L(u) + G(u), PL)
< (1 — N)dista(u, PL) + Adista(u, PL)
<

Com isto, obtemos
dist4 (u — AV Jy(u), B,(P})) =0, VA € (0,1] e Vu € B,(P}).

Assim, como J, € C*(H} (M), R) e B,(PY) é fechado, convexo e seu interior é néo-vazio,

o Lema [2.4.11| implica que
Y(t,u) € B,(PL) para todo t € (0,7(u)) se u € B,(P?). (2.48)

Para concluir a prova, suponha por contradi¢do que existem ug € B,(PL) e ty €
(0,T(uo)) tal que ¥(to,ug) € OB,(PL). Como int (B,(PL)) é aberto e convexo, pelo
teorema de separagao de Mazur’s (Teorema|l.5.4)), existe um funcional linear continuo ¢ €
(H;(M))/ tal que £(¢(to, up)) < £(u) para todo u € int (B,(PY)). Dai, como V.J,(u) =
u— L(u) — G(u) e L(u) + G(u) € int (B,(P})) para todo u € B,(P}), segue que

0
5| {Wtu)) = L(=Vy(v(to, uo)))
= L(L(¥(to, uo)) + G(¥(to, uo))) — L(¥(to, uo)))

t=to
> 0.

61



2.4 Um Principio Variacional para Solugoes Nodais

Logo, existe € > 0 tal que a aplicagao t — £(1(t,ug)) é crescente em (to — €, to]. Assim,
(Y (t,up)) < L((to, up)) para todo t € (tg — &,tp). Entao, por continuidade, 1 (¢, uy) nao
pertence a B,(PL) para todo t € (ty — €,ty), 0 que contradiz ([2.48). Portanto, B,(P%) é
estritamente positivamente invariante.

Finalmente, considerando py = min{p1, p2}, obtemos o resultado desejado. O

Fixemos p > 0 como no Lema [2.4.12 Entao, B,(P}) U B,(PL) nao possui pontos

criticos que mudam de sinal. Para d € R, considere o conjunto
DY := B,(PY)U B,(PT) U J,

onde JI := {u e H)(M)"; Jy(u) < d}. Temos o seguinte resultado.

Corolario 2.4.13. Seja d € R. Se J, nao possui um ponto critico que muda de sinal
u € Hy(M)" com Jy(u) = d, entao o conjunto D} é estritamente positivamente invariante

pelo fluxo 1. Além disso, a aplicagao g4 : A(DY) — DY definida por

oa(u) = ¢ (epr(u), u)
é fmpar e continua, e satisfaz g4(u) = u para cada u € DY.

Demonstragdo. Seja uw € Dy. Se u € B,(PL) U B,(PL), entao, pelo Lema [2.4.12]
Y(t,u) € int (B,(PY)) Uint (B,(PL)), para todo ¢t € (0,T(u)). Consequentemente,
Y(t,u) € int(D}), para todo ¢t € (0,T(u)). Se u € D} \ [B,(PL) U B,(PL)]. Entao,

v muda de sinal e J,(u) < d. Observe que

%ng(t,u)) = <VJg(w(t,u)),%¢(t’u)>

— V(w2
< 0,

a,A

para todo ¢ € [0,7(u)). Logo, a aplicagao ¢t — J,(¢(t,u)) é nao-crescente em [0, T'(u)).
Assim,
Ty () < J,(0(0,0)) = Jy(w) < d, Vi € (0,7(w). (2.49)

Se Jy(u) < d, entao J,(¢(t,u)) < d, para todo t € (0,7(u)). Por outro lado, se J,(u) =
d, entao, como J, nao possui ponto critico que muda de sinal no nivel d, seque que
VJ,(¥(0,u)) = VJ,(u) # 0. Logo, existe ¢ > 0 tal que a aplicacdo t — J,(¢(t,u)) é
estritamente decrescente em [0, ¢). Assim, usando (2.49)), obtemos

T,(0(t,w)) < J,(u) = d, Yt € (0, T(u)).
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Portanto, em ambos os casos, ¥(t,u) € int(DY), para todo ¢ € (0,7 (u)).
A continuidade de g4 segue da Proposicao e da continuidade do fluxo ¥. O fato
de g4 ser impar segue usando que V.Jy(¢(¢, -)) é impar, uma vez que isto implica que o

fluxo é fmpar. Por fim, se u € DY temos ¥ (0,u) = u, o que implica g4(u) = u. ]

Corolério 2.4.14. Seja u € Hj(M)"\{0} um ponto critico de J;. Entao, u muda de sinal
se, e somente se, u € H, (M)"\ Dj. Consequentemente, Djj é estritamente positivamente

invariante pelo fluxo .

Demonstragio. Se uw € H,(M)" é um ponto critico que muda de sinal de .J,, entdo,
pelo item (a) do Lema [2.4.12] temos u ¢ B,(PL) U B,(PL). Além disso, temos que

lull?p = |ul25., assim,

1 1
(@ = (5= ) Iy >0,

ou seja, u ¢ Jg. Logo, u pertence ao complementar de Dj. Reciprocamente, se u €
H,(M)" \ Dy é um ponto critico de .Jy, entdo, u ¢ P} U PL, portanto, v muda de sinal.

Por fim, pelo que mostramos inicialmente, D{ nio possui ponto critico que muda de
sinal de J,. Consequentemente, .JJ, nao possui ponto critico que muda de sinal u em
H}(M)" com Jy(u) = 0. Ento, pelo Corolério 2.4.13) Df é estritamente positivamente

invariante pelo fluxo . m

A fim de encontrar pontos criticos de .J; no complementar de D, isto é, solugoes

nodais para o problema ({2.1)), usaremos as propriedades de género relativo.

Definig¢ao 2.4.15. Um subconjunto ) de Hgl(M)F ¢ dito simétrico quando —u € ) para
todo u € Y.

Observe que, desde que J, é par, DY é simétrico. Além disso, é fechado em H, ;(M )r.

Definigao 2.4.16. Sejam D e ) subconjuntos simétricos de Hy(M)". O género de Y
relativo a D, denotado por g(), D), é o menor nimero natural n tal que ) pode ser
coberto por n + 1 subconjuntos abertos simétricos Uy, Uy, ..., U, de Hgl(M)F com as

seguintes propriedades:

(i) YND C Uy e existe uma aplicagdo continua fmpar ¥y : Uy — D tal que Jy(u) = u
parau € Y ND.

(ii) existem aplicagdes continuas impares ¥, : U; — {1, —1} paracada j =1,...,n.

Se nao existe tal cobertura, definimos g(), D) := oco. Se D = (), entdo escrevemos
g(Y) = g(),0). Este é o género usual de Krasnoselskii, ou seja, g())) é o menor n € N
tal que existe uma aplica¢do fmpar continua ¥ : Y — R™\ {0} (veja [38], p. 94).
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Definigao 2.4.17. Um conjunto D C H,(M)" é chamado de retragio de vizinhanca
simétrica se existe uma vizinhanga simétrica ¢ de D em Hj(M)" e uma aplicacao impar

e continua ¢ : Y — D tal que p(u) = u para cada u € D.

Lema 2.4.18. Sejam D, e Z subconjuntos fechados e simétricos de Hj(M)". O género

relativo a D tem as seguintes propriedades:

(a) (Monotonicidade) Se D é uma retracao de vizinhanga simétrica e existe uma aplicagao

impar e continua f : Z — ) tal que f(u) = u para cada u € D, entao
9(2,D) <9(V, D).

Em particular, esta estimativa ¢ satisfeita quando D C Z C ).

(b) (Subaditividade) Se ZND = (), entao

g(YUZ,D)<g(V.D)+g(2).

Demonstragao. (a) Sejam Uy, U, ..., U, abertos simétricos de H'gl(M)F que cobrem ) e
Uy : Uy — D e ¥; : Uy — {—1,1} como na defini¢ao 2.4, Entdo, como f é {mpar
e continua, f~(U;) é simétrico e aberto em Z, isto é, existem V,,Vi,..., V), abertos

simétricos em Hgl(M)F tais que f~'(U;) = V; N Z. Diminuindo U; se necessdrio, pode-
mos assumir que ¥, estd definida em U;. Pelo teorema de extensdo de Tietze (Teorema
1.5.5)), existem func¢oes impares e continuas {9} e F' que estendem ¥; e f, respectiva-
mente. Considere as aplicagoes 19 : Vo — H ;(M ) en; : V; — R definidas por
no(u) = (500F|v0)(u) enj(u) = (;9; oFl|y,)(u),j =1,...,n. Assim, n; ¢ impar e continua
e satisfaz n;(u) = ¥;(f(u)) para todo u € f~'(U;) e j =0,1,...,n.

Por outro lado, como D é uma retracao de vizinhanga simétrica, existe uma vizinhanca
aberta e simétrica U de D e uma aplica¢ao impar e continua ¢ : Y — D tal que o(u) = u
para todo u € D. Considere os conjuntos Wy = ny ' (U) e W, = nj_l (R \ {O}) Logo, W,
¢ aberto simétrico, para todo j = 0,1,...,n, pois n; ¢ continua e impar. Agora, defina as

fungoes o : Wy — D por po(u) = (0o mo)(u), e pj : W; — {1, —1} por

1, senj(u)>0
pj(u) =
—1, sen;(u) <0.

Como pen;, j=0,1,...,n, sao iImpares e continuas, temos que ¢; também ¢, para todo
j=0,1,...,n. Temos ZND C Wj. De fato, sejau € ZND, entao u = f(u) € YND C Uy,

64



2.4 Um Principio Variacional para Solugoes Nodais

consequentemente, u € f~1(Uy). Assim, como D C U, temos que
no(u) = Jo(f(u)) = Jo(u) =uel, (2.50)

o que implica em u € W, assim, ZND C W,. Além disso, por (2.50), wo(u) = u
para todo u € Z ND. Por fim, observe que {Wj}}lzo ¢ uma cobertura de Z. Portanto,
9(Z,D) < n.

(b) Para subaditividade basta considerar familias como na Defini¢ao [2.4.17], isto é, para

Y temos:

(i) YND C Uy e existe uma aplicagdo continua fmpar vy : Uy — D tal que Jy(u) = u
parau € Y ND.

(ii) existem aplicacoes continuas impares ¥; : U; — {1,—1} paracada j =1,...,n.
E para Z, como Z N D = (), temos apenas:
(iii) existem aplicacdes continuas fmpares 9; : Uy — {1, —1} para cadai=1,..., ..

Entao para Y U Z, familia (19j,1§i,uj,l/~{i), j=0,1,....,n, 7 = 1,...,¢, cumpre as

condicoes da Definicao [2.4.17, assim a subaditividade segue de forma imediata. O

No que segue, consideremos Dy := B,(P}) U B,(PL) U JS e defina
c; :=inf{c > 0; g(DL,D}) > j},

para j € N. O seguinte resultado é baseado na Proposi¢ao 3.6 em [14].
Lema 2.4.19. Suponha que J, satisfaz (PS),, em Hy(M). Entdo, verifica-se:
(a) Jy tem um ponto critico que muda de sinal u € H, (M)" com Jy(u) = ¢;.

(b) Se existe j € N tal que ¢; = ¢;41, entdo J, possui infinitos pontos criticos que mudam
de sinal v € H)(M)" com Jy(u) = ¢;.

Consequentemente, se .J, satisfaz (PS){ em H,(M) para cada ¢ < d, entdo .J, tem

pelo menos g(DY, DY) pares de pontos criticos que mudam de sinal +u € H gl(M )T com
Jg(u) < d.

Demonstragao. (a) Suponha por contradicao que J, ndo possui ponto critico que muda de
sinal u € Hy(M)" com Jy(u) = ¢;. Entao, como J, satisfaz a condicao (PS);, em Hy (M),

existe £ € (0,¢;) e > 0 tal que [|[VJy(u)]lap = B para cada u € J, 7 ([¢; —e,¢;+¢]) \ Df.
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Consequentemente, D, . C A(D; _.). Com efeito, seja u € D, ... Se u € B,(PL)U
B,(PL), entdo, pelo item (b) do Lema [2.4.12, u € A(DY__). Por outro lado, se u € J;' ',

Cj—¢&

entdo, argumentando de forma semelhante ao lema de deformagao (veja [41]), mostra-se
que ¥(t,u) € Jy'~° para algum t € (0, T(u)). Portanto, D} .. C A(Df _,). Pelo Coroldrio

cjte

2.4.13, o conjunto D __ é estritamente positivamente invariante pelo fluxo 1 e, além

Cj—¢&

disso, a aplicacdo ¢,— : A(DL _.) — ng_

cj—¢
T

Cj—€&

. ¢ Impar e continua, e satisfaz gcj_g(u) =u

para todo u € D, __ . Considere a aplicagao f : DEJ_JFE — D};_a dada por f(u) = 0c;—<(u).
Consequentemente, f é fmpar e continua, satisfazendo f(u) = wu para todo u € D,
pois D} C ng,e C ij .. Assim, segue que Df é uma retragao de vizinhanca simétrica.

Portanto, como D} C ng C ng +e» Pela monotonicidade do género relativo a D}, obtemos

j <9(Dey. D) < (D5...DF) <o (DL_..Df).

Dal, ¢; < ¢; — ¢, 0 que é uma contradi¢@o. Isto prova o item (a).

(b) Seja ¢ := ¢; = ¢;+1. Suponha por contradigdo que J, possui uma quantidade finita
de pontos criticos que mudam de sinal +uy, ..., *u, com Jy(u;) = c¢. Fixe § > 0 menor
que a metade da distancia entre cada um desses pontos e menor que a distancia de cada
um deles ao conjunto Df. Denote U, = B,({%u;}), j = 1,...,n. Entdo, Us N Dy = 0.
Além disso, pelas propriedades do género de Krasnoselskii, g(Us) = 1 (veja [38], p. 95).
Desde que J, satisfaz a condicao (PS); em Hj(M), existe € € (0,¢) e § > 0 tal que
IV Jg(w)|lap = B para cada u € J; ' ([¢; —e,¢;+¢]) \ (D Ulds)2).

Afirmacao. DL, \ int(Us) C A(DL_,).

De fato, seja u € DL, \int(Us). Se u € B,(PL)UB,(PL), entao, pelo item (b) do Lema

2.4.12 u € A(D)_,). Suponha que u € JS. Se ¢(t,u) ¢ Uss, para todo t € (0,T(u)),
entdo u € A(D._,). Por outro lado, se ¢(t,u) € Uss» para algum ¢, entdo, tomando

to :=min{t € (0,T(u)); ¥(t,u) € Uspo} e e < &, temos

oY
E(tv U)

| Sa

dt

a,A

to
< ltonw) — ullas < /
0

N

I
E/o IV, (bt )2, dt

N

5[
£ |19 nwe o

_ 0 /to LU0 )

Ae ot
B %(Jg(u) — Jy(P(to, u))) -
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Dai, J,(¢(to,u)) < Jy(u) — 26 < ¢ — € e, consequentemente, u € A(DL_,), o que finaliza
a prova da Afirmacao.

Novamente pelo Corolario temos que a aplicagao g : Dr,, \ int(Us) — DL,
definida por g(u) = g._.(u) é impar e continua, e satisfaz g(u) = u para todo u € Df,
pois Dy C DI__N (DL, \ int(Us)). Assim, pela monotonicidade do género relativo a Df,
seque que

o (Di,. \ int(Us), D) < ¢ (D, Dy) -

Agora, como Us N Dy = B, pela subaditividade e monotonicidade, obtemos

j+1<9(D.,Df) < 6(Dete, D)
= g( ere \ int Ll(;)Umt(L{(;)D)
< g( ere \ int(Us), DF) + g (int(Us))
< g(D CE,DF)+9<M5>
< (D, D) +

o que implicaem j < g (DE ., D} ) Assim, ¢ < ¢ — ¢, 0 que é uma contradi¢ao, provando

assim o item (b). O

A seguir, mostraremos uma versao do “Teorema do Passo da Montanha” para solugoes

nodais.

Teorema 2.4.20 (Pontos criticos que mudam de sinal). Seja W um subespago de di-
mensdo finita nao trivial de H)(M)". Se J, satisfaz a condigio (PS)} em H}(M) para
cada T < supy, Jy, entdo J, tem pelo menos um ponto critico positivo uy e dim(W)—1 pa-

res de pontos criticos que mudam de sinal *us, ..., Tu, em Hgl(]W)F tais que Jy(uy) = Tgr

e Jy(u;) < supyy J, para todoi=1,... k.

Demonstracdo. Inicialmente, como estamos interessados em obter um ponto critico posi-

tivo, o funcional energia associado ao problema ([2.1)) pode ser dado por
L(u) = Sfull?, — = 2 av,
o(u) = Sllullay — o7 [ clu™)” dVg,
2 2% S
o qual esté bem definido e é de classe C! em H ;(M )T, Além disso, sua derivada é dada por

Ii(u) - v = (u,v)ap — /M c(ut)? "tudV,. (2.51)

Mostraremos que I, satisfaz as hipéteses do Teorema do Passo da Montanha. De fato,

usando que (u*)?" < |uf*" e a imersao continua H)(M) < L* (M), seque que
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1 1 "
I,(u) > §|ruuib - gfu

Sz, = ool =l (5 - S10l252)

1 C 5
Iy(u) = p? (5 - §P2 2) :

Logo, para p > 0 suficientemente pequeno, temos que

1 C
a::p2(§—§p2 2)>O.

Se [[ullay = p, entao

Assim, I,(u) > o > 0, para todo u € 9B,(0). Além disso, notemos que I,(0) = 0 < a.
Agora, se u € Hy(M)"\ {0}, (u™) #0 et >0, entao

N T
Iytt) = 2, — S 2
* 1 *
— " (gl - ol ).

Assim, podemos escolher v = tu, com ¢ > 0 suficientemente grande, tal que I;(v) < 0 < «
eve HN M)\ B,(0). Seja d := supy, J,. Como dim W < 00, as normas || - [[ap € | - |c2-

sao equivalentes em W. Entao, sendo 2* > 2, temos

lim  Jy(u) = —o0,
llulla,p—o0
comu € W, ou seja, existe s > 0 tal que Jy(u) < 0 para todow € W com ||ul/,, = s. Logo,
d € (0,00). Portanto, como I, satisfaz a condigao (PS)L para cada 7 < d, pelo Teorema do
Passo da Montanha [1.5.3 I, possui um ponto critico nao trivial u; € H)(M)". Notemos

que u; ¢ ponto critico nao negativo de J;,. Com efeito, considerando v = u; € H gl(M )

em ([2.51]), segue que
<u1,u1_>a,b—/ c(uf)* tuydv, =0,
M

donde obtemos que [Juy||2, = 0, isto é, uy = 0. Dessa forma, u; = uj” > 0 e de (2.51)
temos que wu; é aponto critico de J,. Por fim, pelo Principio do Méximo, u; ¢ positivo.

A seguir, mostraremos a existéncia dos pontos criticos que mudam de sinal. Como
Jy satisfaz (PS)}. em H,(M) e 7 < d, Pelo Lema precisamos apenas mostrar que
n = g(Dy,Dy) > dim(W) — 1. Sejam U, Uy, ..., U, de Hj(M)" abertos simétricos que
cobrem DY com D} C Uy e sejam ¥y : Uy — Df e ¥ : U; — {—1,1}, com j =1,...,n,

aplicagoes continuas e fmpares tal que ¥y(u) = u para todo v € D]. Diminuindo U
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se necessario, podemos assumir que ¥y estd definida em U,. Assim, pelo teorema de
extensao de Tietze, existe uma aplicagao impar e continua Dy : Hgl(]W)F — Hgl(]\/_l')F tal
que 50|go = 1y. Seja B a componente conexa do complementar da variedade Nehari /\/'gF
em H gl(M )T que contém a origem. Logo, B é aberto por ser conexo. Considere o conjunto
O :={ueW, 50(11) € B}. Note que O = Wﬂﬁal(lg). Entao, O é uma vizinhanga aberta
simétrica de 0 em W, pois 50 é continua e impar. Temos ainda que O é limitado. Com
efeito, suponha por contradicao que O nao ¢ limitado. Entao, para todo Ry > 0, existe
vy € O tal que |lvg]| = Ry e Jy4(vg) < 0. Consequentemente, Jo(vo) = Jo(vo) = vo € B.
Mas, como a variedade de Nehari é homeomorfa a esfera unitaria em H, ;(M )F, ela divide
o espaco H gl(M ) em duas componentes conexas. Entao, NgF desconecta a origem e
[B(0, R)]¢ para algum R > 0, assim como Ry é arbitrario podemos considerar Ry > R.
Assim, obtemos que vy € [B(0, R)|¢, 0 que é uma contradigao, pois B é conexo.

Agora, considere V; :=U; N 00, j =0,1,...,n. Entao, V; sao conjuntos simétricos e
abertos em JO. Além disso, usando a defini¢ao de Vy e o Corolério [2.4.14], temos

(Vo) € Dy NN, C N, \E,.

Observe que

N;\S;:N+ UN_,

onde Ny = {ueNj; u>0} e N_ ={ueN; u<0}, ouseja, N \ £ consiste de duas
componentes conexas. Entao, existe uma aplicagdo impar e continua 7 : ./\fgF \ 55 —
{1, —1}. Sejam n; : V; — {1, —1} definidas por

n;(u) = { (o Bo){u), se j=0

B Y;(u), sej=1,...,n.

Temos que 7n; ¢ impar e continua para todo j = 0,...,n. Considere a particao da unidade
{m; : 00 — [0,1]; j =0,...,n} subordinada a cobertura {Vy,V1,...,V,} que consiste
de fungoes pares e {ey, ..., €,11} a base canonica de R"™!. Assim, a aplicacao ¥ : 00 :—
R"*! definida por

U(u) = Zﬁj(u)ﬂj(u)%H

é impar e continua, satisfazendo ¥(u) # 0 para todo u € 9O.

Afirmamos que dim(W) < n + 1. De fato, suponha que dim(WW) > n + 1, entao,
como O C W é uma vizinhanca aberta simétrica de 0 em W e limitada, pelo teorema de
Borsuk-Ulam (Teorema , existe v € 00O tal que ¥(v) = 0, o que é uma contradigao.

Portanto, dim(WW) < n + 1, como desejavamos. ]
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Capitulo 3
Prova dos Principais resultados

Antes de provarmos os Teoremas que foram apresentados no capitulo anterior, enun-
ciaremos algumas defini¢oes e resultados necessarios. A prova e mais detalhes podem ser
encontrados nas referéncias [I], 6, 26]. Lembre-se que (M, ¢g) é uma variedade Riemanniana

compacta sem bordo de dimensao m > 3 e I' é um subgrupo fechado de Isom,(M).

Definicao 3.0.1. O espago das I'-érbitas de um subconjunto I'-invariante X de M é o
conjunto X/I" de todas as I'-6rbitas em X, munido da topologia quociente definida pela

seguinte relagao de equivaléncia em M: p se relaciona com ¢ se, e somente se, existe vy € I’

tal que v(p) = ¢.

Assim, cada I'-6rbita é uma classe de equivaléncia, ou seja, as I'-6rbitas de um conjunto

X o particionam em conjuntos disjuntos.

Definicao 3.0.2. Sejam p € M. O conjunto dos elementos de I" que deixam p fixo é
definido por

L,:={yeT; v(p) =p}.

Proposicao 3.0.3. O conjunto I', é um subgrupo fechado de I', chamado de subgrupo
[-isotrépico (ou subgrupo de isotropia de I' em p). Além disso, os subgrupos de isotropia

satisfazem Iy, = Lyt

Assim, os subgrupos de isotropia correspondentes a pontos na mesma 6rbita I'(p) sdo
conjugados, isto €, todo subgrupo que é conjugado de um subgrupo de isotropia também

¢ um subgrupo de isotropia.

Definicao 3.0.4. A classe de conjugacao de um subgrupo H de I' é o conjunto de sub-
grupos (H) := {yHy™Y; v € T}.

Proposigao 3.0.5. A T-orbita I'(p) de cada ponto p de uma variedade M é uma subva-

riedade de M I'-difeomorfa ao espago homogéneo I'/T,,.
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3.1 Prova do Teorema|2.0.1

Teorema 3.0.6. Seja M uma variedade conexa suave de dimensao m com uma a¢ao
suave de um grupo de Lie compacto I'. Entao, existe um subgrupo fechado H de I tal que
o conjunto My = {p € M; (I'y) = (H)} € aberto, I'-invariante e denso em M. Além
disso, o seu espago das orbitas My /T € uma variedade suave de dimensdao m—dim(I'/H)

e a aplicagio quociente 7 : Mgy — M) /T € um fibrado com fibra T'/H.

Demonstracao. A prova desse resultado segue dos Teoremas 3.1, 3.3 e 3.8 do capitulo IV
em [0]. O

3.1 Prova do Teorema 2.0.1]

Sendo M compacta, temos que Isom, (M) é um grupo de Lie compacto, consequen-
temente, I' é compacto. Pelo Teorema [3.0.6, existe um subgrupo fechado H de I' tal
que o conjunto €2 := Mg é aberto, I'-invariante e denso em M. Além disso, como a
projegao canonica 7 : Q@ — Q/I" é um fibrado com fibra I'/H, para cada I-6rbita I'(p)
em /I, existe um aberto U, que contém I'(p) em Q/I" tal que U, x I'/H ¢ homeomorfo
a Q, := 7' (U,). Entao, por definigao do espaco quociente /T, €, é aberto em ) e
I'(p) C ,. Temos ainda que €2, é I'-invariante. De fato, dado ¢ € I'(€2,,), temos ¢q € I'(z)
para algum z € €,. Como as I-érbita sao parti¢oes disjuntas de 2, segue que I'(¢) = I'(z).

Logo, 7(q) € ©(€,), isto é, ¢ € 71 (7(Q,)). Mas, como 7 é sobrejetiva, temos que

o que implica em I'(Q2,) C Q,, ou seja, €, é I'-invariante. Agora, como H ¢é conjugado
de T', para todo p € €2, pela Proposicao [3.0.5, a I'-6rbita I'(p) de cada ponto p € Q é I'-
difeomorfa ao espaco I'/H. Entéao, como dim(I'(p)) < m, pelo Teorema[3.0.6, dim(Q/I") =
m — dim(I'/H) > 1. Assim, para cada k € N, podemos escolher k diferentes I'-6rbitas
L(p1),...,T(pe) C Q e vizinhancas I'-invariantes €, de I'(p;) em €2, com Q,, N Q, =0
se 1 # j, pois argumentando como anteriormente, podemos considerar os abertos U, de
modo que Uy, NU,, = (), j& que o espago das drbitas Q/I" é Hausdorff. Dessa forma,
podemos escolher funcoes I'-invariantes w; € C2°(€2,,) \ {0}, para cada i =1,... k.

Seja W := [wy,...,wy| 0 subespago de H'gl(M)F gerado por {wy,...,wi}. Como as
fungoes w; e w; possuem suportes disjuntos para ¢ # j, segue que o conjunto {wy, ..., wx}
é ortogonal em H,(M)", ou seja, (w;,wj)ap = 0 para todo i # j. Entao, dim W = k. Por
outro lado, sendo dim(I'(p)) > 1, temos que #I'(p) = oo para todo p € M. Assim, pelo
Teorema |2.3.4, J, satisfaz (PS)L em H) (M) para todo 7 € R. Portanto, o Teorema

implica que o problema (2.1)) possui pelo menos uma solu¢ao positiva e k — 1 solugoes
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3.2 Prova do Teorema |2.0. 5]

nodais em Hj(M)". Por fim, como k € N ¢ arbitrdrio, concluimos que existem infinitas

solugoes nodais.

3.2 Prova do Teorema [2.0.5|

Inicialmente, mostraremos a existéncia da sequéncia (¢;). Pelo Teorema , subs-
tituindo €2 por um subconjunto aberto A-invariante dele, se necesséario, podemos assumir
que a A-érbita A(p) é A-difeomorfa a A/H para todo p € €2 e algum subgrupo fechado de
A fixado. Seja P1(Q2) a familia de todos os abertos nao-vazios A-invariantes de €2 e, para

cada Q € P1(R2), considere o conjunto

D(Q) = {p € CZ(Q); v é A-invariante,  # 0, [|o[[} .5 = |¢

}2:0,2* }

Para cada k € N, seja
Pk;(Q) = {(Ql, . ,Qk), Qz € Pl(Q), Qz N Qj = (Z) se 1 7& j}

Sendo dim(A(p)) < m, argumentando como na prova do Teorema [2.0.1], podemos ver que
Pe(Q) # 0 e D(Q) # 0. Agora, considere

k
. 1
T = mf{ZWmin,a,b; ©; € D(U), (Qu,..., %) ePk(Q)}

i=1
1 -1
Ek = (—Sm/2> Tk-
m

Estendendo ¢ € D(Q) por zero fora de Q, temos que ¢ € H}(Q)™. Por definicio de 7y,

e defina

temos
k k—1

1 2 1 9 1 )
izl E“QpiHh,a,b = Zzl EH(piHh,a,b + EH‘Pth,mb > Tp—1 + 171 > Tho1,

o que implica em 7, > 7,1 > 0, para todo k > 2. Portanto, ({;) ¢é estritamente crescente.

A seguir, mostraremos que a sequéncia (¢;) tem a propriedade desejada. De fato, fixe
k € N, e sejam (M, g) uma variedade Riemanniana fechada e I' um subgrupo fechado
de Isom, (M) que satisfaz (1)-(4). Como g = h em 2 e I é subgrupo de A, estendendo
¢ € D(Q) por zero fora de Q, temos que ¢ é T-invariante, isto é, ¢ € Hgl(M)F. Assim,
por definigao, temos ¢ € N . Logo, D(Q) N, para todo QePi(Q)e

1 i
Jy(p) = E“Qsz,ba Vo € D(12),
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consequentemente, pela Proposicao 2.2.4, 7 > 7, > 0. Desde que
V' =min ———_ 2 >
podemos tomar € € (0,71) tal que
r 1 m/2
T+ < fa c —S .
“\m

Entao, por definigao de 7, existem (€21, ..., Q) € Pp(Q) e w; € D(;) tais que

k
T < Jy(wi) < 13 + €. (3.1)

i=1
Paracadan =1,...,k, considere W, := [w;, ..., w,]. Como w; e w; tém suportes disjuntos
para i # j, o conjunto {wy, ...,wy} é ortogonal em Hgl(M)F. Portanto, dim W,, = n, além

disso, se u € W,,, tem-se
n
u = Ztiwi, tz eR
i=1

e, dai,
n n

1 - -
Jow) = Jy(tiws) =Y — [l willzy =D Jy(fiws).
M
=1

i=1 i=1 -
7 7 7,20

Mas, como w; € NgF, pela Proposigao [2.2.3, segue que J(w;) = max Jy(tw;). Assim, desse

fato e de (3.1]), obtemos :

n

J(w) > Jglwi) < 7 &, Vu € W, (3.2)
i=1
o que implica em

1
Oni=supJy, < T +e < L, (—Sm/2> .
“\m

n

Logo, pelo Teorema , Jy satisfaz a condigao (PS)} em H}(M), para todo 7 < oy,.
Portanto, aplicando o Teorema [2.4.20| para W,,, obtemos um ponto critico positivo u; e
n — 1 pares de pontos criticos que mudam de sinal +u,5 ..., *u, , de J, em H;(M)F tals
que Jy(uy) =715 <711 e

Jy(tni) < opy Vi=2,...,n.

Agora, para cada 2 < n < k, escolhemos indutivamente w, € {upo,..., U} tal
que u, # u; para todo 1 < j < n. Note que 73 < J,(w;) para todo i = 1,...,k,
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consequentemente, para cada 2 < n < k, obtemos

n n k k
D Jglw) + n—k)m <Y Jylwi) + D Ty(wi) = Jy(w)).
i=1 i=1 i=n+1 i=1
Entao, por e (3.2), resulta
n k
Ont =k <D Jylwi) + Y Jglws) < mite.
1=1 i=n+1

Sendo ¢ € (0, 7), entdo, para todo n < k, temos
on+(k—n)n <mp+e<Tp+ T,
donde concluimos que
Jo(up) < op <1, Y <k, e Jy(ug) <op <7 + €.

A prova de que os u;’s podem ser escolhidos para que a desigualdade ([2.2) seja satis-

feita segue das seguintes afirmacoes:

Afirmacao 1: J, possui k pares de pontos criticos vy, ..., £v, em Hgl(M)F tais que vy

é positivo, v, ..., vy mudam de sinal e
Jo(vp) <, Vn=1,... k.

Com efeito, sejae; > 0tal queg; € (0,77) e g, — 0 quando I — 0o. Pelo que mostramos

inicialmente, para cada [ € N, existem k pares de pontos criticos £wyy,...,fw;; de J,
em H)(M)" tais que wy; é positivo, wy, ..., wy, mudam de sinal,

Jg(wl,n) < Tk, Vn = 1, cee k — 1, e Jg(wlyk) < T + €. (33)

Se existir [y tal que Jy(wy,x) < 7%, entao as funcoes v, = wyyn, com n = 1,...k,

verificam o desejado. Por outro lado, se Jy(w,) > 7 para todo [, entdo, por (3.3),
Jy(wi k) — 7 quando | — oo. Mas, como J;(w;x) = 0 e, pelo Teorema , J, satisfaz
(PS)Ek, existe v € Hgl(M) tal que, a menos de subsequeéncia, w;; — vy quando [ — oo.
Assim, vy é ponto critico de J, com J,(vy) = 7. Observe que vy é positivo se k =1 e
muda de sinal se k& > 2. Além disso, como Jy(w;,) < 7 para todon = 1,...,k — 1,
tomando v, := wy, paran =1,...,k — 1, temos que v;, # v, paratodon =1,...,k —1,

o que prova a Afirmacao 1.
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3.2 Prova do Teorema |2.0. 5]

Afirmacgao 2: J,; possui k pares de pontos criticos uq, ..., Lu; em Hgl(]\/_l')F tais que uq

é positivo, us, ..., ur mudam de sinal e
J(U]> < Tj, VJ = 1,...,]{.

De fato, uma vez que f . > {y, temos (., > £, para todo n = 1,... k, pois £ é
crescente. Assim, aplicando a Afirmacao 1, para cada n = 1,...,k, obtemos n pares de
pontos criticos £vy 1, ..., £y, de Jy em H(M)" tais que v, é positivo, vna,. .., Unp
mudam de sinal e

J(Vni) <1y Vi=1,...,n.

Seja uy 1= vy e, para cada 2 < n < k, escolha indutivamente u,, € {v,2,...,v,,} tal
que u, # u; para todo i = 2,...,n — 1. Portanto, u, ..., u; sao pontos criticos de J,
em Hgl(M)F tais que uy é positivo, us,. .., u, mudam de sinal e

Jg(uj) <Tj, Vj: 1,‘..,]{7.

Finalmente, pela Afirmacao 2, concluimos que
2% 1 m/2 m/2
clu;|* dVy = mdy(u;) < mr; =ml; | —S =(;5™",
M m

para todo 5 =1,... k.
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Capitulo 4

Nao existéncia de solucoes de

energia minima

Neste capitulo, iremos mostrar que nem sempre uma solugao para Equagao (2.1 pode
ser obtida por minimizagao, ou seja, a Equacao (2.1) pode nao ter uma solucao de ener-
gia minima. Esse resultado sera provado na Proposicao Para tanto precisamos

inicialmente estudar os seguintes resultados.

Lema 4.0.1. Sejam h e g duas métricas em M tais que g = ¢* ~2h, com ¢ € C®(M) e

positiva. Se v = pu, com u € C*°(M), entao
Agu+ ¢ Rou = O (Apv + ¢ Rpv).
Demonstragao. Inicialmente, vejamos que

App = —divy (Vo)
—divi(Vi(pu))
—divp(pViau + uVip)
—divy (¢Viu) — divy,(uViye)
—(pdiva (Vi) + (Vip, Viu),,) — (udiviy(Vae) + (Vau, Vip),)
= eApu~+ulpp —2(Vup, Vyuy, .

Assim, multiplicando a ultima igualdade por ¢, obtemos
PARY — VARp = P*Apu — 20 (Vyp, Viu), .
Disto, segue que

@’2*(¢Ahv —vARp) = ©* T Apu — 207 (Vieo, Viu), . (4.1)
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Capitulo 4. Nao existéncia de solucoes de energia minima

Como g e h sdo métricas conformes com g = % ~2h, fazendo €2/ = ¥ =2, f € C*(M),
pela Proposicao vale a seguinte transformacao

* 2
Agu — @2—2 (Ahu — ; <vhg07 th>h) . (42)
Combinando (4.1)) e (4.2]), obtemos
Agu= 9 2 (0ARv — vARP). (4.3)

Por outro lado, sabemos que as curvaturas escalares I?j, e R, sao relacionadas pela seguinte
equacao
AhQO + CmRhQO = cngg02*_1. (44)

Assim, combinando (4.3 com (4.4), obtemos que

Aju+cnRyu = o Apv — T ulpo + ¢ Ryu
O T AR — 0 u(en Ry T = e Rie) 4 e Ryu

VT Ay — cmRgu — % e Ryv + cmRgu.

Portanto,

Agu+ e Ryu = @2 (Apv + ¢ Ryv),
finalizando a prova. O

A seguir, consideremos a esfera S com a métrica usual h = (d;;) e o : S"\{P} — R™

a projecao estereogréfica, onde P = (0,...,0,1). Tomemos f := o~ ! : R"* — S™\ {P},

f(x):( 20 2w, |x|2_1)‘

L[z 14 a7 1+ [af?

ou seja,

Temos que a funcao f também é uma parametrizagao para S™ e, pelo fato de f ser um
difeomorfismo conforme, podemos induzir em R™ uma métrica gq tal que suas coordenadas

dada pela parametrizagao f sdo (go)i; = p? ~28;;, onde

-2

o= (1)

Observacao 4.0.2. A curvatura escalar R, de S™ nesta parametrizagao é dada por
Ry, = m(m — 1) (Ver [12], p. 56).

ou seja, go € conforme a h.
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Capitulo 4. Nao existéncia de solucoes de energia minima

Lema 4.0.3. Seja b € C™(S™) tal que b > ¢, R, = m(”fm. Entao, definindo b =
(o f)>2(bo f—cnRy,) , temos que

/ [V goul2, + bu?] dVy, / [|Vv|2 + 51}2] dx
Sm . m

inf = in =: 5.
ueC>(S™)\{0}
lu
Sm

i 2/2* veDL2(RM)\ {0} . 2/2*
2 dV:qO> (/ [v]? dx)

Demonstracao. Primeiramente, observe que

dVg, = /det(go)ijdx
= det(<p2*—25,-j)da:

N T

= p¥dx.
Para cada u € C*°(S™), considere v = (¢ o f)(uo f). Pelo Lema [4.0.1] temos

Agu+ cpRpu = o2 (Apv + ¢, Ryv)
= 901_2* Ah(@“)?

pois R, = 0 por ser a curvatura escalar de R™. Multiplicando esta igualdade por u e

integrando em S™, obtemos
/ [ Vaotlg, + emRogu®] dVy, = / P! Ul (pu)dVy,
sm sm

= [ (eo T wo Na((we flue ) (o s da

:/ VALY dx
:/ |Vou|*dz. (4.5)

Agora, vejamos que

(bo f — cmBRy)(uo f)*(po f)* du

m

/S (b_cngo)UQdV;Jo -

m

bvidz.

m

/
= [ (o s T bo f— Ry (o Nlus £ ds (40
/
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Capitulo 4. Nao existéncia de solucoes de energia minima

Combinando e , obtemos
/Sm [V gotel?, + bu?] dVy, = /m [|W|2 + Bv} dz.
Por outro lado, temos
Lk av, = [ o s ieo
= [ Mo Do pds (4.7

_ /m|v

*
2 dx.

Dai, segue de (4.7) que

/[|Vg0u\30+bu2]d1/:qo / Vol +B07] d
Sm __ JRm

2/2* o 2/2%
([ kv ([ o)
Sm m

Além disso, por (4.5) e (4.7), temos que, para cada u € C*(S™),|Vv| € L*(R™) e v €
L¥ (R™), donde v € DY2(R™). Assim, pelas propriedades de infimo, segue o resultado. [

L Yu e C=(S™)\ {0} (4.8)

m(m—2)
4

a melhor constante de Sobolev para a imersao DV?(R™) < L2 (R™), isto &,

/ |Vuldx
S = inf - )
veD 2 (&) (0} A\
</ |v]? dac)

E conhecido na literatura que esta constante é atingida pela funcao

Observacao 4.0.4. Notemos que se b = ,entdao b= 0 e, assim, S, = S, onde S é

m—2

U(z) = [m(m — 2)"7 <#> 2

1+ |z)?

Lema 4.0.5. Se b > m(nz—2)7 entao Sy = S.

Demonstracao. Como b > m(ﬁ_” = cuRy,, temos que b= (po f)¥ 2(bo f — cuRy,) = 0.

Assim, pelo Lema {4.0.3, segue que S, > S. Por outro lado, consideremos a familia de
2—

fungdes U. = e 2 U(%), com ¢ € (0,1). Como S™ é compacta, b € C*(S™) e f é um
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difeomorfismo C*°, entao existe uma constante C' := C'(m) > 0 tal que

b(z)U(z) < C? ~2(z) (L)m:c« ! >2< c )M. (4.9)

e2 + |z|? 1+ |z|? e2 + |z|?

Sendo ¢ € (0,1), temos que
1 1

< .
1+ z|2 2+ |z]?

1 “ - 1 “
1+ |zf? 2+ z2)

Fixando o € (%, 1), segue que

1 2< 1 @
L+ |zf? L4 z2)

1 2 1 o
S R — 410
(1+|x|2) (auw) (4.10)

Combinando (4.9) com (4.10]), obtemos

Dali,

Consequentemente,

B B 1 m—2+a

Agora, observemos que

0< / b(x)U(z)de = I, + I

onde

L= / W@ e 1= / b(2)U2(x)dx.

|z|>e

Vamos estimar estas integrais. Com efeito, como be C*°(R™), temos que

|z|<e

onde C' é uma constante positiva. Dai, temos

I, < 0/ e2-m 2 (f) da.
|z|<e €
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. x
Fazendo a mudanca de variavel y = —, obtemos
€

I < Cerm / U (y)dy < O,

lyl<1

pois, para todo |y| < 1, tem-se

0 < V) = fmlm =2 (157) <l = )7

Agora, por (4.11)), segue que

m—2+a
L < Cem2 / (;) dz
wze \E2 + |z[?

C€m2/ ( 1 >m—2+a 0
|z|=e ’ZL’|2

—+00
— Cgm—Z/ Tm—lr—2m+4—2ad7,,
€

N

N r—m+4—2a +oo
= C&‘m_ _—
—m+4 = 2|,
87m+472a
= Cgm_2 e —
<m —4+ 2a>
— 062—2(1

pois o € (3,1) . Logo,
0< /m b(z)U2(z)dx < Ce® + Ce21=),
Uma vez que a < 1, concluimos que
lig(l] - b(z)U*(z)dz = 0.

Por outro lado, fazendo a mudanga de varidvel y = %, temos

[ = [ |0 ()
= /me_m’U(gﬂz*dx

- / e U ()] dy

2%

dz
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/m|VUE\2*dx - /m VU (g)
- L)
= /m€m€m|VU(y)\2dx

R ORS

Além disso,
2

dx

Portanto,
/ <|V£U|2 + BUg) dz / VU 2dz
?3% 2/2- 2/2v S.
(/ |U. Q*dx) (/ U 2*d:v)
Donde segue que S > S,. Portanto, S = .S,. n

Proposigao 4.0.6. Seja (S™, go) a esfera padrao. Se b € C*°(S™) é tal que b > ¢,, Ry, =

_m(ﬁ—Q) e b # ¢, Ry, entdo a equagao

Agyu+bu = |u|* "u, u € C(S™), (4.12)

nao admite uma solucao de energia minima, isto é,
2 2
/ [V goul2, 4+ bu?] dVy,
inf S

ueC>=(Sm)\{0} - 2/2*
|tk av,

nao ¢ atingido.

Demonstra¢ao. Suponha que existisse u € C*°(S™) tal que S, fosse atingido. Entao, pelo

Lema [£.0.5]
| ¥l + ) av,,

2/2*
(é|wvm)

Considerando v como no Lema [4.0.3} temos por (4.8) que
/ [|Vv|2 + Bvﬂ dx
2/27
( / |v|2*dm)
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Como b > ¢, Ry, € b # ¢, 1Ry, segue que b>0eb % 0. Entao, por |D obtemos

/ V|2
S = Sb > “

(/ lv 2*d:r>
Rm

que é uma contradicao. Assim completamos a prova.

)
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