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Resumo

Neste trabalho, damos contribuicoes a teoria de sequéncias em espacos de Banach e a
teoria de operadores definidos por transformacoes de sequéncias vetoriais. Estudamos
novos espacos de sequéncias associados a uma aplicacao bilinear. Investigamos a com-
pletude desses espacos, os relacionamos com os espacos das sequéncias absolutamente,
fracamente e Cohen fortemente p-soméaveis e estabelecemos condi¢oes de dualidade.
Além disso, estudamos novas classes de operadores lineares relacionados a estes espa-
¢os e obtemos novos resultados, tais como teoremas do tipo dominagao de Pietsch, de

composicao, de inclusdo e de coincidéncia.

Palavras-chave: Espacos de sequéncias; Sequéncias (B, p)-soméaveis; Espagos B-

normados; Teoria de operadores; Operadores (B, p)-somantes.
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Abstract

In this work, we give contributions to the theory of sequences in Banach spaces, and
to theory of operators defined by the transformation of vector-valued sequences. We
study new sequence spaces associated to a bilinear application and investigate the
completeness of these spaces. We also relate them with the spaces of absolutely, weakly
and Cohen strongly p-summable sequences and establish conditions of duality. In
addition, we study new classes of linear operators related to these spaces and obtain
new results, such as a Pietsch domination-type theorem and composition, inclusion

and coincidence theorems.

Keywords: Sequence spaces; (B, p)-summable Sequences; B-normed Spaces; Opera-

tor theory; (B, p)-summing Operators.
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Introducao

A teoria dos operadores definidos por meio de transformacoes de sequéncias ve-
toriais é um dos topicos da Analise Funcional que tem conquistado um notorio espago
nas pesquisas matematicas nas ultimas décadas. Iniciada nos anos 50, com o conceito
de operadores absolutamente somantes, introduzido por A. Grothendieck [12], esta teo-
ria ganhou maior destaque na década seguinte com as contribuicoes de Lindenstrauss e
Pelczynski [13], Mitjagin e Pelczynski [17] e Albrecht Pietsch [20]. Nos anos 80, Pietsch
fez com que esses estudo ganhassem mais notoriedade introduzindo uma abordagem
nao linear |21, 22|. Com o avango do estudos, novas classes de operadores foram conce-
bidas, e, consequentemente, varias vertentes para novas teorias foram criadas. Os livros
de A. Pietsch [22|, A. Defant e K. Floret [9] e J. Diestel, H. Jarchow, A. Tonge [10]
sao exemplos de obras consagradas sobre a teoria de operadores. Nesse contexto, nosso
trabalho tem como objetivo central estudar novos espagos de sequéncias e, com isso,
definir novas classes de operadores, dando assim uma nova contribuicao a literatura
existente.

Algumas referéncias foram essenciais para a construgao de nosso estudo, entre as
quais destacamos [1, 2| de O. Blasco e J. M. Calabuig, tendo na ultima a contribuigao
de T. Signes, e [6] de Calabuig. Todas elas tém como ponto de partida um espaco de
sequéncias construido a partir de uma aplicacao bilinear B : X x Y — Z, definida
entre espacos de Banach, denotado por ¢g,(X). De certa forma, o conceito desse
espacgo tem carater generalista, uma vez que, escolhendo adequadamente a aplicacao
bilinear B, ele recupera certos espacos de sequéncias conhecidos.

Um fato interessante e um tanto surpreendente, provado em [6, Teorema 2.4.3|,

¢ que, em geral, {5 ,(X) nao é completo. Para contornar esse percalgo, isto é, para



tornar ¢p,(X) completo, os autores estabeleceram uma propriedade para o espago X,
com a qual este serd dito B-normado. Em nosso trabalho, conseguimos dar mais uma
caracterizagao para os espagos B-normados (ver Teorema 1.3.6). Estudamos também
o espago de sequéncias fracamente (B, p)-soméveis, introduzido em [1, 6] apenas para
p = 1, e novos resultados foram obtidos para este espago quando 1 < p < co. Também
estabelecemos condigoes para determinar o dual de f%m(X ), para cada nimero natural
n, ¢ para isso fol necessério definirmos o espago das sequéncias Cohen (B, p)-somaveis.

A condicao de X ser B-normado desempenha um papel crucial em nosso traba-
lho. Ela garante que o espago {p,(X) fique (em termos de inclusao) entre os espagos
das sequéncias absolutamente e fracamente p-soméveis. Isso nos permite a criagao
de duas novas classes de operadores, a saber: a dos operadores que levam sequéncias
fracamente p-somaveis em sequéncias (B, p)-soméveis e a dos operadores que levam
sequéncias (B, p)-somaveis em sequéncias absolutamente p-somaveis. Também vamos
introduzir mais duas novas classes de operadores: os Cohen (B, p)-somantes e os (B, p)-
nucleares. Nesse sentido, a teoria dos operadores somantes se faz necessaria como base
para o desenvolvimento de nossos estudos. Caracterizamos essas classes através da pro-
priedade de somabilidade e apresentamos alguns resultados importantes para a teoria,
tais como teoremas do tipo dominagao de Pietsch, de composicao, de inclusao e de

coincidéncia.

Estrutura da tese

Para efeitos didéticos, nosso trabalho estd dividido em trés capitulos e tem a
seguinte estrutura:

O Capitulo 1 destina-se a um estudo detalhado sobre o espaco de sequéncias
(B, p)-soméaveis. Calabuig mostra que este recupera os espagos das sequéncias abso-
lutamente e fracamente p-somaveis. De forma semelhante, provamos o mesmo para o
espaco das sequéncias mid p-soméveis. Mostramos também que X ser B-normado é
equivalente a £ ,(X) estar imerso continuamente em /(X ). Esta propriedade sobre
X ¢é fundamental para o avanco da teoria estudada. Além disso, veremos que o fato

de X ser B-normado esta relacionado intrinsecamente com o Teorema de Lax-Milgran



para espagos de Banach.

No Capitulo 2 é definido e estudado o espaco das sequéncias Cohen (B, p)-
soméaveis, denotado por £,(X); este foi criado a fim de se tornar um “dual” de 5 ,(.X).
Um novo conceito de estabilidade linear foi necesséario para obtermos a dualidade de-
sejada. Uma consequéncia desse fato é que vamos determinar qual é o dual do espago
das sequéncias mid p-somaveis, algo que até entdo nao havia sido estudado. Esse novo
espago também serd essencial na parte da teoria de operadores.

Finalmente, o Capitulo 3 esta reservado ao estudo de classes de operadores, obje-
tivo principal de nosso trabalho. Com a criagao de novos espagos de sequéncias, surgem
naturalmente novas classes de operadores, e, consequentemente, um estudo categorico
torna-se necessario. Nesse contexto, para o avanco nessa linha de estudo, a recente
publicacao sobre classe de sequéncias, [5], de G. Botelho e J. R. Campos, foi essencial.
Com novos resultados e caracterizagoes, relativos a esses novos operadores, consegui-
mos versoes do teorema do tipo dominagao e composicao de Pietsch dentro de nosso
contexto. Ainda neste capitulo, fazendo uso dos conceitos de tipo e cotipo, obtemos
resultados de inclusao e coincidéncia. Novas classes de operadores, denominadas Cohen
e nucleares por envolverem o espago de sequéncias Cohen (B, p)-soméaveis, foram defi-
nidas. Finalizamos nosso trabalho mostrando a relagao entre essas classes por meio do

operador adjunto.



Notacao e terminologia

Neste trabalho, fazemos o uso desta simbologia:

e U V, X, Y, Z.. ,salvo mengao contraria, representam espacos de Banach.
o GG, T Ty, Ty, S... , denotam operadores lineares continuos.
e 10 .S denota a composicao entre os operadores 1" e S.

e Um operador linear 7" de X em Y é dito de posto finito se a dimensao de 7'(X)

for finita.
e B e B denotam aplicacoes bilineares definidas ao longo do texto.
e N denota o conjunto dos nimeros naturais e nao inclui o zero.
e K denota o corpo dos reais R ou dos complexos C.

e ||| denotara a norma de um espago normado; quando maior precisao de notagao
for necessaria, escreveremos ||-|| , para ressaltar que a norma esté sendo calculada

no espago X.
e By representa a bola unitaria fechada de um espaco de Banach X.

e L£(X;Y) indica o espago vetorial formado pelos operadores lineares continuos de

X emY.

e B(X x Y;Z) representa o espago das aplicagdes bilineares limitadas de X x

Y em Z. Quando Z = K, denotamos esse espago simplesmente por B(X X



Y;Z). A norma de uma aplicagao bilinear B nesse espago ¢ definida por ||B| =

sup sup || B(z, y)|| -
zeX yeY

X’ denota o dual (topologico) de um espaco de Banach X e a* denota um ele-

mento de X'.

1,sej =k

0,1 representa o delta de Kronecker, definido por d;, = .
0,sej#k

p* indica o conjugado do nimero p > 1, ou seja, p* = 1%'

£,(X) denota o espaco das sequéncias fortemente p-soméveis em X e || - ||, uma

norma neste espago. Para p € [1, 00).

6(X) = {(%)?’il e XN >yl < OO}, )32l = (Z H%H’%) )
j=1

J=1

para p = 00
(o (X) = {(a:j);il e X supla,x < oo} e ||zl = sup sl
JEN jeN

E;”(X ) representa o espago das sequéncias fracamente p-soméveis em X com a

norma

1

0 P

(@)l = sup (E :|x*<xj>|§> :
j=1

T*€Byr

£3(X) é o subespago de X" com a norma de £,(X), ou seja £;(X) = (X"; |- |,),
qualquer que sejan € N. O mesmo vale para os demais espagos: (" (X), (3 (X)),

%,p<X ), ... que sao subespagos de X” com as normas dos espagos correspondentes.

Sejam C' > 0, S;(X) e S3(X) espagos de sequéncias, e || - ||s, e || - ||s, suas
respectivas normas. Usamos a simbologia S(X) & S9(X') para dizer que o
espago S1(X) estd imerso continuamente em Sy(X), isto ¢, S1(X) é um subespago
de S3(X) e H(xj)j';IHSZ <C ||(a:j);-’°;1HSI, para todo (z;)52; € 91(X). Quando os

espagos coincidirem com igualdade de normas, isto é,

Si(X) = 5(X) e [(z)52]g, = ()],

para todo (z;)52, € S1(X), denotamos por S;(X) = Sy(X).



Capitulo 1

Espacos de sequéncias definidos a

partir de uma aplicacao bilinear

Espacos de sequéncias sao ambientes muito explorados em Analise Funcional e
suas propriedades possibilitam varias vertentes de estudos, entre os quais a de opera-
dores que melhoram convergéncia de séries. Nesse contexto, este capitulo tem como
objetivo apresentar um espago de sequéncias, a valores em um espago de Banach X,
definido a partir de uma aplicacao bilinear B : X x Y — Z, que em todo nosso

trabalho seré continua, definida entre espagos de Banach e com a seguinte propriedade

B(z,y)=0,Vy €Y = 2 =0. (1.1)

Neste caso, dizemos que a tripla (Y, Z, B) é admissivel para X ou, simplesmente, que
a aplicacao B é admissivel. A propriedade acima equivale a afirmar que o operador
definido por
bp: X — L(Y;2)
r — By,

¢ injetivo, onde B, ¢ a aplicagao B(x,) := B, : Y — Z, paracada z € X fixo, induzida
pela bilinear B. Outra caracteristica importante abordada neste capitulo, diz respeito
a uma propriedade intrinseca & aplicacao B e atribuida ao espago X, que devido a esta
seré4 chamado B-normado. A admissibilidade da aplicagao B é algo essencial, como

veremos, aos principais resultados apresentados ao longo de todo nosso trabalho.



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

O estudo presente neste capitulo tem como principais referéncias a tese de J. M.

Calabuig [6] e seu artigo [1] em conjunto com O. Blasco e T. Signes.

1.1 Sequéncias fortemente (B,p)-soméaveis

Destinamos esta secao para defini¢oes e resultados necessarios ao estudo dos es-
pagos de sequéncias anunciados. Muitos desses resultados foram extraidos de [1, 6]
e estdo devidamente referenciados. Nao obstante, também apresentamos resultados
inéditos que complementam os estudos iniciais propostos nos trabalhos ja citados.

Iniciemos com a definigao das sequéncias (B, p)-soméveis, apresentando uma im-

portante proposicao.

Definigao 1.1.1 [6, Definiciones 2.2.1 y 2.2.2]. Sejam B : X XY — Z uma aplicagio
bilinear, limitada e admissivel e 1 < p < co. Uma sequéncia ()52, em X ¢ dita (B, p)-

somdvel se a sequéncia (B(r;,y))52, € £,(Z), qualquer que seja y € Y.

Denotaremos por £ ,(X) o conjunto formado pelas sequéncias (B, p)-soméaveis

em X, isto é,

(pp(X) = {(l‘j)?’il € X" ) IIB(z;, 9y < oosVy € Y} -

J=1
Um célculo simples mostra que o conjunto acima é um espago vetorial com as
operagoes usuais de sequéncias e a proposi¢ao abaixo garante que este é um espago

normado.

Proposigao 1.1.2 [6, Definicion 2.2.2] Para 1 < p < oo, a aplicagao

H'”B,p: gB,p(X) — [0,00)

()52 — sup[[(B(z;, y))72
yEBy

define uma norma e, portanto, o espaco ({p,(X);|| - |B,) € um espaco vetorial nor-

mado.

Observagao 1.1.3 Uma informacéao relevante e de imediata verificacao é que, para

todo 1 < p < oo, 0 espago

coo(X) ={(z;)2, € X" : FkeN:z; =0,Vj >k}



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

é subespaco de {5 ,(X). Uma consequéncia, futuramente 1til, deste fato e da defini¢ao

da norma ||-|| 5 , € que uma sequéncia (z;);2; € {p,(X) se, e somente se,
sup [|(2)i [ 5, < o0

e, neste caso, temos
0o o k
H(%')j:lHB,p - iLElIN’ H(mj)jzlnB,p'
Isto &, o espago (g ,(X) goza da propriedade de ser finitamente determinado (ver defini-

¢ao em (2.8), Segao 2.1), embora néo possa ser caracterizado como classe de sequéncias,

fato que serd melhor esclarecido no Capitulo 2.
Observagao 1.1.4 Se 1 < p < ¢ < o0, entao
1
EBJ,(X) — EB,q(X), (12)

fato que segue diretamente da imersao £,(X) < ly(X).

Uma nova caracterizacdo para o espaco {p,(X) sera dada a seguir.

Proposigao 1.1.5 Sejam B : X x Y — Z uma aplicacao bilinear, limitada e admis-
sivel e 1 < p < co. Entao

(1)1 € Lop(X) & ((Blayu))2) €6 (6(2)), ¥ ()i € 6(Y).

k=1

Além disso,

sup {ZZ 1B, yi) I 5 (y)izs € szo/)} = sup > 1B, )l -

k=1 j=1
Demonstragao: Sejam (z;)52, € {p,(X) e (yr)i2, € £(Y). Agora, consideremos

J ={k € N;y, # 0} e, para cada k € J, 7, = —Z%_ Claro que, para cada k € .J,

lyselly
Y, € By e pela bilinearidade de B, temos

DD Byl = lwelly ZIIB 75, Ul

k=1 j=1 keJ
<> lluwly sup Z 1B (x5, 9)|%
keJ yEBY ;4
= [[(k)o 15 || (25) 52 1|| < 00,

qualquer que seja (y,)2, € ,(Y). Logo, ((B(;cj,yk));il)kzl € l,((,(Z)). Em parti-

cular, se (yx)72, € By, (v), da desigualdade acima, obtemos:

SHP{ZZHB Ly, Yk Hza(yk) —1 € BZ Y)} < sup ZHB Z5,Y )Hp

k=1 j=1 YE€By 4



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

Reciprocamente, suponhamos que ((B(xj, yk));';1>:; € (, (L,(Z)), qualquer que seja
(yi)72, € £,(Y). Para cada y € Y e para cada j € N, considerando a sequéncia
(0kjy)7, € £,(Y), temos
Z 1B(zj, y)lly = ZZ 1B, 09)||% < o0,
k=1 j=1
donde (z;)32, € £p,(X). Considerando y € By e (dy)il; € By,y), da tltima

desigualdade, temos

CONLTNIERN 3 WL ORIV NS A
YEPY k=1 j=1

Portanto, segue o resultado. [

Observagao 1.1.6 A proposicao anterior nos sugere uma defini¢do e uma norma al-

ternativas para (g ,(X), a saber:

(pp(X) = {( i)z € X ZZHBlpyk)Hz<OOV(yk) 165(Y)}

k=1 j=1

1
@3], =swp g ( DD 1Byl | 5 (e)its € Be)
D

k=1 j=1
Vejamos alguns casos interessantes apresentados em |6, Ejemplo 2.2.1]:

Exemplo 1.1.7 Considere as aplicagoes bilineares:

Bi: XxK — X e By: XxX' — K
(z,A) — A (z,2*) — z*(x).

E facil verificar que

Upp(X) = 6,(X) e Lp,,(X) = (4(X).

O exemplo seguinte exibe outro caso de espago de sequéncia (B, p)-somaveis.

Trata-se do espaco das sequéncias em X tais que

(@), € blb),

k=1

sempre que ()32, € £)(X’), isto &,

(X)) = {( )52, € XN ZZm )P < oo, ¥(z}) 166“’(X)}.

k=1 j=1



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

Definido em [14], o espago acima é denominado espago das sequéncias mid p-
somdveis. Uma norma definida neste espago é dada por
1

oo 00 P
125521 | 1= sUP (ZZIxZ(xj>Ip> (@)1 € By

k=1 j=1

Os trabalhos [4] e [14] apresentam estudos aprofundados acerca desses espagos onde,
inclusive, a norma acima foi definida.

Para apresentarmos o exemplo, necessitaremos também do conceito de conjunto
normante e de um resultado de continuidade para aplicagoes bilineares que serao apre-
sentados a seguir.

Sejam X um espago de Banach e Y, subconjunto de X’. Dizemos que Y é

normante para X se

|z|| = sup |z*(x)|, paratodo x € X. (1.3)
z*€By
Considerando o mergulho canénico Jx : X — X", o Teorema de Hahn-Banach

nos garante que Bxs é normante para X e, por (1.3), tem-se:

|lz*|| = sup |¢(z*)] = sup |Jx(z)(z*)] = sup |z*(x)|, para todo z* € X'. (1.4)
@EB z€Bx z€Bx
Lema 1.1.8 |3, Corolario 2.3.5] Sejam X,Y e Z espagos vetoriais normados, Y com-
pleto e B : X xY — Z uma aplicacao bilinear separadamente continua, isto €,
By Y — Z e By, : X — Z sao operadores lineares continuos para quaisquer v € X
ey €Y fizados. Entao B : X x Y — Z uma aplicacio continua.

Exemplo 1.1.9 Sejam 1 < p < oo e X Banach. Considerando a aplicagao

By: X x£)(X') — l,
(z. (@ )R2) — (@@l
mostraremos que os espagos de sequéncias (£p,,(X), || - |5sp) € (X)), || llmiap)
coincidem, ou seja

Uy p(X) = £ (X).

A aplicagdo Bj esta bem definida. De fato, por (1.4), Jx(Bx) é um subconjunto

de By~ normante em X', logo

1 1
o] I3 0 )
sup (Y [zi(@)" | = sup | D |[Jx(@)(=p))”
z€Bx k=1 r€Bx k=1
1
00 P
= sup > |r (@)
z**€Byn k=1



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

= [l llwy < 00,

quaisquer que sejam x € X e x* = (27)2, € £;/(X'). A aplicacdo B3 claramente ¢ bili-
near. Para mostrarmos a sua continuidade faremos uso do Lema 1.1.8. Consideremos
as seguintes aplicacoes:

Bs,: (X)) — 4, e Byx: X —

P
* * oo * oo
X (e, v o @),
em que, v € X e x* € ()(X') sao elementos fixados. E 6bvio que cada uma das
aplicacoes acima é linear. Provaremos, com o uso do Teorema do Grafico Fechado, que
Bs . € continua.

Suponhamos que

(0, By (x0)) 5 (007 (AR2) em €2(X") x 6.

Como, para cada j € N, By, (x*0)) = (a:,’;(j)(x)> , temos
k=1

Iim (@) " = (Wi €6
e assim
lim 29 () = Ay, Vk € N,

j—o0

o0 1

uma vez que ¢, < 0. Por outro lado, como x*V7) = (x?”) AN (pr)ez e (X') —

k=1
(oo (X"), temos
lim mz(j) = ¢, Vk e N,

Jj—o0

Logo, pela unicidade do limite,
gOk(IL‘) = A]ﬁ Vk € N

Bsa ((pr)izr) = (0(2)p2y = (A)iZs-

Dessa forma, Bs, tem grafico fechado, portanto, ¢ continua.

Usando o mesmo argumento de Gréafico Fechado, mostra-se a continuidade de
Bs x-. Como os operadores Bs, e B3y~ sao continuos, segue que a aplicacao Bz é
separadamente continua e, pelo Lema 1.1.8, segue que Bj é limitada.

Também ¢é fato que Bs satisfaz a propriedade (1.1), pois se

Bs (z, (23)i2) = (#3(2))72, = 0, V (2}),2, € 6/(X),

o

entdo, para 2* € By, se considerarmos (dy127);2, = (2%,0,0,--+) € Bpu(xr), temos

lx]|lx = sup [|z*(z)| = sup {||(5k1:c*(w))zozl||p ; (Op1z™)pe, € Be;v(x/)} =0=>2=0.

*€Bx/

11



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

Notemos agora que, para todo (z})p2; € £(X'),

(25)721 € pyp(X) & (Bs (x5, (1)) 2, = ((@h(2))ly) 2, € Gol6y)
& ()52 € OM(X).

Por fim,

a2l =50 { B o a2

D € B

1
o0 P
= sup (Z 1B (x5, (xz’i)iil)\\ﬁ) s (@R)ity € Beyx)
Jj=1
1

= sup (ZZ rw*,;(mj)rp) ()2 € B

k=1 j=1
= H(xj);ilumid,p'

Isso mostra que o espago normado E;nid(X ) é, de fato, um caso particular de um

{5 ,(X) cujas normas coincidem. Neste caso,
mi 1
(X)) = LB, p(X).

Com isso, obtemos as inclusoes £,(X) C £p,,(X) C £;(X), para i € {1,2,3}.

Isso nos remete a seguinte pergunta:
Qual a relagao entre os espagos £,(X), £p,(X) e £)(X)?

Ou, mais precisamente, dados um espago de Banach X e uma aplicagdo bilinear limi-

tada e admissivel I3, ambos arbitrarios, valem sempre as inclusoes
0,(X) C Ly (X)) C (X)? (1.5)

Estamos, por enquanto, nos referindo as inclusoes desses espagos simplesmente
observando-os como conjuntos. Em [6, Proposicion 2.3.1|, prova-se a primeira inclusao
acima e, no mesmo trabalho, precisamente na Proposicién 2.3.4, é mostrado que a
segunda inclusdo nem sempre é verificada.

Em nosso contexto, é natural procurar condi¢oes para obter coincidéncias ou, pelo
menos, inclusdes entre espacos de sequéncias. Ao longo de nosso trabalho, buscamos
tais condigoes a fim de compararmos o espaco {p,(X) a espagos ja conhecidos, como
0 espago (3"(X) e os classicos £,(X) e (¥(X).

O exemplo seguinte, usado na demonstragao de |6, Proposicion 2.3.4|, mostra que

a inclusdo £p,(X) C £7(X) nem sempre ocorre.

12



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

Exemplo 1.1.10 Dados = = (7;)32, e y = (y;);2,, ambos em /5, e a aplicacdo
B: ‘€2 X 82 — K

|
=17

Calabuig mostrou que a aplicacdo B estd bem definida, satisfaz a Definicao 1.1.1 e
que {p1(ly) nao esté contido em £y ({y). Mais adiante, mostraremos que, neste caso,
ocorrerd (¥ (ly) € lp1(f2) e, mais ainda, que este segundo espa¢o nao esta imerso

continuamente em /o (X).

Apresentaremos mais alguns resultados relacionados ao espago ¢ ,(X). Para isso
seréd necessério fazer uso de conceitos cléssicos da teoria de operadores absolutamente

somantes. Faremos uso da consagrada obra [10], de J. Diestel, H. Jarchow e A. Tonge.

Definicao 1.1.11 Sejam 1 < p,qg < oo e T : X — W um operador linear continuo.
Dizemos que T & absolutamente (p;q)-somante (ou simplesmente (p;q)-somante) se
(T(z5));2, € €,(W) sempre que (z;)52, € ;'(X), ou seja, T' & (p; )-somante se induz
a boa defini¢ao da aplicagao linear

T: 9(X) — £,(W)

q

()72 — (T(TJ));.;].

Uma caracterizacao de um operador absolutamente somante sera dada a seguir:
Um operador 7' : X — W linear continuo é (p;q)-somante se, e somente se,

existe uma constante C' > 0, tal que

|z,

» S C”(xj)?iluw,q’ (16)

sempre que ()52, € £;(X);

Denotaremos por II,, , (X; W) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-
somantes de X em W. Quando p = g, escreveremos II, (X; W) no lugar de II,, , (X; W).
O infimo das constantes que satisfazem (1.6) define uma norma para o operador 1" €
I, ,(X; W) que denotaremos por m,,(7T") ou simplesmente por 7,(7"), quando p = q.
Além disso, sabemos que m, ,(T) = [ieallp

A seguinte proposicao nos fornece uma condicédo necessaria e suficiente para que
a inclusao £;/(X) C £p,(X) ocorra. O caso particular p = 1 pode ser encontrado em

[1, Proposition 20].

13



1.1. Sequéncias fortemente (B,p)-somaveis

Proposigao 1.1.12 Sejam 1 < p < oo e B: X XY — Z uma aplicacao bilinear,

limitada e admissivel. Entao
E;f(X) Clp,(X)e{B(hy)=B,: X = ZyeY} CIL(X;Z).
Neste caso, tem-se
M
£(X) = lpp(X),

em que M = sup m,(By).
yEBy

Demonstragao: Suponha /(X)) C {5,(X). Entao,

(#5)721 € 4,(X) = (25)72, € lpp(X)
= (B, (), € ,(2),Vy €Y

= B, ell,(X;2),VyeY.

Reciprocamente, suponhamos que {B,: X — Z, y € Y} C II,(X;Z). Inicialmente,
usando o Teorema do Grafico Fechado, mostremos que M = sup m,(B,) < oo.

yEBy
De fato, para cada 1 < p < oo, consideremos a aplicagao:

G: Y — I(X;2)
y — By
A aplicacao G esté claramente bem definida e é linear. Agora suponha que a sequéncia

(Y G(Yr)) ey = (Uk» By, )y convirja para (y,7T) em Y x II(X;Z). Como o espaco
IL,(X;7) C L(X; Z), entao (By,),., converge para T em L£(X;Z), portanto

T = lim B, (1.7)

k—o0

Por outro lado, para todo z € X, temos

G (y) = Glyw)) (@)l 2 = 1(By = By,) (@)l
= 1Bz, y — i)l ,

< [1BIlll=llxly = ylly

e como (yx)72, converge para y em Y, tomando o limite em k na desigualdade acima

tem-se

B, = lim B,,. (1.8)

k—o00

14



1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

Pela unicidade do limite, segue de (1.7) e (1.8), que T" = B, = G(y), portanto G é

continua. Assim,
M = sup m,(B,) = sup 7, (G(y)) = |G| < oc.
yEBy yEBy

Agora, seja (z;)32, € £;(X). Sendo B, um operador p-somante, entao
(Blayu)) |

(By(e )|

[(2;)521 ]l = sup
yEBy

= sup
yEBy

< yselgi ™, (By) ||(9Cj)§°;1Hw,p
= M|z, < oo -

Seja T : X — W um operador linear e continuo. E bem conhecido que se 7" tem
posto finito, entdao 7" é p-somante (ver |10, Proposition 2.3]). Considerando esse fato e
as condigoes da proposi¢ao anterior, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.1.13 Se a aplica¢io B, possui posto finito, para todo y € Y, ou ainda,
se IL,(X: Z) = L(X; Z), entao
w M
ép (X) — €B7p(X)7

em que M ¢é a constante definida na proposicao anterior.

Encerremos a secdao com um fato um tanto surpreendente relativo aos espacos
de sequéncias (B, p)-somaveis, provado por Calabuig. O resultado diz que mesmo o
espaco X sendo Banach, em geral (g ,(X) nao é completo. A demonstracao desse fato

é um tanto técnica e por esta razao resolvemos omiti-la.

Teorema 1.1.14 |6, Teorema 2.4.3| O espaco ({p,(X);| - |lBp) nem sempre é com-

pleto.

1.2 Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-

somaveis

Esta secdo destina-se essencialmente ao estudo dos espagos das sequéncias fra-
camente (B, p)-somaveis, para 1 < p < oo. Este conceito foi introduzido em [1, 6],
apenas para p = 1. Aqui também introduziremos e estudaremos o conceito de (B, p)-

somabilidade incondicional.

15



1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

Definicao 1.2.1 Sejam B : X x Y — Z uma aplicacao bilinear limitada e admissivel
el < p < oo Uma sequéncia (v;)32, em X ¢ dita fracamente (B, p)-somdvel se
(B(zj,y));2, € £;(Z), para todo y € Y (equivalentemente, (2* (B(z;,9)));2, € £,
quaisquer que sejam y € Y e z* € 7).

o0
=1

O espago formado pelas sequéncias fracamente (B, p)-soméveis em X serd deno-

tado por £ (X), isto ¢,

(p (X)) = {(173] L€ XN Z!Z (z;,y))]F <oo;Vy €Y eVz* EZ’}
ou, equivalentemente,

05,(X) = { ()20 € X" (Blay.y))2, € G(2) vy e Y}

Observagao 1.2.2 No trabalho [1], Blasco e Calabuig afirmam que (3, (X) e £5,(X)
coincidem como conjuntos, em que B:X x Y®,2 — K é a aplicaco blhnear tal
que B (x,y ® 2*) = z* (B(z,y)). Apresentaremos mais adiante uma relagao de inclusao
entre esses espagos quando p > 1. Para isso, faremos uso da teoria de Produto Tensorial.
Alguns elementos e resultados bésicos desta importante teoria serdao necesséarios. Para

maiores detalhes, sugerimos [24].

Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K. O funcional dado pela avaliacao
de uma forma bilinear A, no ponto (z,y) € X x Y, serda denotado por z ® y. Em
simbolos:

rRy:BX xY)—K, (zxy)(A)=A(z,vy).

O funcional = ® y é chamado tensor elementar e o subespago gerado pelos ele-
mentos r ® y, com x € X e y € Y, do dual algébrico B(E x F)#, sera chamado de
produto tensorial de X por Y, denotado por X ® Y. Denominamos os elementos de

X ®Y de tensores. Em simbolos, temos

X®Y =span{z®y:z€ X, yeY},

n
assim, um tensor tipico em X ® Y tem uma representacio na forma u = E T R Y.

Jj=1
Para cada tensor u € X ® Y, a norma projetiva de u é definida pelo ntimero

:inf{anjn Iyl = = ij@»yj}-,
j=1 Jj=1

16



1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

em que o infimo é tomado sobre todas as representacoes de u. Denotamos por X ®, Y
o produto tensorial X ®Y munido da norma projetiva 7 e por X®,Y o completamento
de X ®,Y. O espaco de Banach X®,Y sera chamado produto tensorial projetivo.

A proposicao seguinte garante que um elemento u € X @)wY pode ser representado
o0

da forma Z Tj R Yj.
k=1

Proposigao 1.2.3 [24, Proposition 2.8] Sejam X e Y espagos de Banach. Dados

u€ X®,Y ec >0, evistem sequéncias limitadas (z5)52 e (y;)52, em X e Y, respec-

tiwvamente, tais que a série g T; ®y; converge para u, e
j=1

Z 5 [[lys]l < m(u) + & (1.9)

Visto um pouco da teoria de produto tensorial, retomemos ao objetivo desta secao

com o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.4 Para cada aplicagio B : X x Y — Z bilinear, limitada e admis-

stvel e 1 < p < 00, existe uma aplicacdo correspondente E, tal que
l5,(X) C g, (X).
Demonstragao: Consideremos a aplicagao:
B: XxY®,2 — K

(x,0) sz (2, 31))

em que as sequéncias (7;)52, e (2})52, escolhidas em X e Z’, sao tais que a série

Z Yr ® zj, convirja para u, como garante a proposi¢ao anterior. A aplicagao B esta

=1
bem definida uma vez que, para todo ¢ > 0,

>z (Bla,y)| < Y 1z (Bla,u)|
k=1 k=1
Bllllellx Y lyellvlizilz (1.10)
k=1

(1.9)
< |IBllllz]lx (7w (u) + &) < oo,

Notemos que, nos tensores elementares, temos a igualdade B (x,y ® 2*) = 2* (B(z,y)),
como cita a observacao anterior. Mostremos agora que Bé bilinear, limitada e admis-

sivel, propriedades necessarias para a definicao do espaco £z p(X ).
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

Para cadau € Y, Z' fixo, notemos que o operador B, := E(, u) = Z 21 (B( k)

k=1
é linear, uma vez que z; e By, o s@o. Sua continuidade é garantida por (1.10).

A linearidade e continuidade na primeira coordenada sdo imediatas. Para pro-
varmos a linearidade e continuidade na segunda coordenada, isto é, do operador Em =
B (x,-), recorreremos a teoria de Produto Tensorial. Para cada = € X, consideremos o
operador

B,: YxZ — K
(y,27) +— 2" (B:(y))-
Claramente B, estd bem definido, é bilinear e continuo. Considerando a aplicacio
B,: Y & Z — K
n n
Yoz — Yz (Bulw),
k=1 k=1

notemos que quaisquer que sejam y € Y e z* € Z' tem-se

J— ~

Ba(y,z%) = Bu(y 2 27)

e por um argumento de extensdo, existe uma unica aplicagdo B, que estende B,,
definida em B, : Y®,Z' — K. Portanto, a aplicacao B, é linear e continua. Como
B é separadamente linear e continua, o Lema 1.1.8 garante a sua continuidade.

Para a admissibilidade de B , suponha-se que, para todo u € Y®,Z’, tem-se
Ba.u) =) 2 (Bulys)) = 0.
k=1

Em particular, para os tensores elementares y ® z* € Y®,Z', temos g(az,y ® 2*) =
2*(Be(y)) =0,Vy € Y eVz* € Z' e assim B,(y) := B(z,y) = 0. Como, por hipdtese,
a aplicacao B é admissivel, entao z = 0, o que implica que B ¢ admissivel.

Resta-nos apenas mostrar a inclusao {5 (X) C (5 (X). Seja (z;)72, € {5 ,(X).

o~ ~ o0
Entéao, para todo u € Y®,Z', é imediato ver que a sequéncia dada por (B(g:j, u)) =
j=1

o) o0
<Z 2 (B(xj),yk)> pertence a ¢,. Em particular, para os tensores elementares

k=1 j=1

y ® 2* de Y®,Z', temos que (E(wj,y@)z*)) = (* (sz(y)));il pertence a {,,
Jj=1 -
quaisquer que sejam y € Y e 2* € 7/, isto ¢, (B, (y))

;il € £, (Z), o que mostra que

()21 € 5,(X). .

O seguinte resultado garante que fgp(X ) € espago normado.
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

Proposigao 1.2.5 Para 1 < p < 00, a aplica¢do

I lBpw: £5,(X) — [0,00)

(;)520 — sup [[(B(z), ¥))72 [lwp
yEBy

define uma norma e, consequentemente, (ﬁgp(X); Il - ||B,p7w) ¢ um espago vetorial nor-

mado.

Demonstragao: A prova segue as linhas da demonstracao da Proposi¢ao 1.1.2, que
faz uso do Teorema do Grafico Fechado para aplicagoes bilineares. Mostremos que a
aplicagao || - || g pw estéd bem definida.

Para cada x = (;)$2, € £} (X), consideremos a aplicagao

Tpa: YXZ' — 4
(y,2%) +— (" (B(24,9)))52, -

Como z = (7;)32; € (3 ,(X), entdo (2" (B(z;,9)));2, € {, e, portanto, Tp, estd
bem definida. A bilinearidade de T, decorre diretamente da linearidade de z* e da
bilinearidade de B. Como o espaco produto Y x Z’ é Banach, resta-nos mostrar que

T, ¢ limitada. Suponhamos que

((y(k) ) Tp.a ( ,z*(k)));il convirja para ((y,z*),(&-);’;l) (1.11)

m (Y x Z') x £,. Mostraremos que Tp. ((y,2")) = (\;)32;. De fato, para todos

J, k € N, temos

|2 (B(xj,9)) = Nl < |27 (Blajy —y™)) [ +](z* = 2®) (B, y ™))

[0 (Blag, ) -

< Bl lxlly — v ®lly + |2 = =® | (Bay,y™) |,
1D (Blagy®) = A) 7,
= 7 l1Bllzslxlly = y®lly + [ = =® | (Bay,y™)|,

1T (67,2 ®)) = ()52 -

Fazendo k — oo e usando as convergéncias em (1.11), segue que

12" (B(zj,y)) = A\j| =0, VjeEN,
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

ou seja, Tp . ((y,2%)) = (A;)52,. Portanto, segue a limitacdo de T, e assim

e O [N N

= sup sup (z*(B(xj.,y)));ial

YyEBy 2*€By

= sup sup |[Tsq(y,27)l,
yEBy z*€B

= ||TBJ|| < 0.

As propriedades de norma seguem diretamente da linearidade de z* e da bilinea-
ridade e admissibilidade de B. [
A Proposicao 1.2.4 nos fornece a inclusao de (5 (X) em £% ,(X), uma relagio

entre as normas dadas é algo esperado. Mostraremos que

1w <11 ll5, (1.12)

Com efeito, seja (z;)32, € (},(X), entdo

le)all g = S0 [[(Ba )2

yEBy w,p
1
o P
= sup sup (ZIZ* (B(%,y))!p)
yEBy Z*EBZ/ j=1

3=

> |~ P
< sup (Z B(zj,y ® 2") > Y ® 2" € Byg 4

=1
p)
k=1

=

n
,zyk @ Z; € BY@,,Z’

< sup (Z B (:L'j72yk ® zZ)
k=1

=1

= H(xj);)ilnﬁ,p’

donde se conclui (1.12).

Observagao 1.2.6 Assim como ocorre com o espaco {p,(X), para todo 1 < p < oo,

é facil verificar que coo(X) é um subespago de £ (X) e que
00 _ k 0o w
H(%)jzlug,p,w - i‘ég H(xj)jzlqu,w’ V()51 € lg,(X).
Também ocorre que, se 1 < p < ¢ < 00, entao
£8,(X) € £5,(X).
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

Apresentaremos, a seguir, resultados envolvendo o espago de sequéncias fraca-

mente (B, p)-soméaveis. Primeiramente, vejamos sua relacdo com os espagos {5 ,(X) e

com £;(X).

Proposigao 1.2.7 Sejam 1 < p < oo e B: X XY — Z uma aplicagio bilinear,

limitada e admissivel. Entao
1
lpp(X) — ﬁgyp(X). (1.13)

Caso Z tenha dimensdo finita, tem-se {p,(X) = £ (X) e as normas || ||y € ||| Bpw

sao equivalentes.

Demonstragao: Seja (7;)%2, € £p,(X). Entao
1(25)52llBpw = sup [ (B(z;,4)) ;21 lwp
yE€By

< sup || (B(z;,9));2, [l
yEBy

= [I(z5)5Z1ll B < 00,

donde segue (1.13). No caso em que Z tenha dimenséo finita, o resultado decorre da
equivaléncia entre as normas || - ||, € || - |wp- ]
Sabemos que, se o espaco X tem dimensao finita, entao £,(X) = ($(X) (Teorema

de Dvoretzky-Rogers). Isso sugere a seguinte indagagao, ainda sem resposta:

Problema 1.2.8 Se X tem dimensao finita, entdo {p,(X) e €3 (X) coincidem?

Vejamos a relagio entre as sequéncias fracamente (B, p)-somaveis e as fracamente

p-somaveis.

Proposigao 1.2.9 Sejam 1 < p < oo e B : X XY — Z uma aplicagio bilinear,

limitada e admissivel. Entao, em geral, temos

w 1Bl 0
0 (X) = 5, (X). (1.14)
Demonstragao: E ébvio que, quaisquer que sejam y € Y e z* € Z’, o funcional

2 (B(,,y)) == 2" o B, € X'. Assim, se (r;)%2, € (;/(X), entdo Z |2*(z;)|" < oo para
j=1
todo 2* € X' e, em particular, isso também ocorre para z* o B,. Ou seja, (3:]-)‘;‘;1 €
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

(% ,(X) e, portanto, £'(X) C (3 (X). Notemos ainda que, se y € By e 2* € By,

*oB
entao ZH;H Y € By:. Dessa forma, para (z;)32, € £2(X), temos
1(25)521 1 Bpa == sup | (B(5, )72, llwp
yE€By
1
o P
= sup sup Z |z* o By (z;)|"
yEBy Z*EBZ/ =1
1
. |z*oB A"
= || B|| sup sup “ ()
yEBy z*€B Jz_; ||B|| !
1
0 D
<|IB|| sup | D "))
r*€Bx/ j=1
= BIIM1(x;)72 lwp
e assim obtemos (1.14). ]

Vejamos como se comporta o espaco (; ,(X) para as aplicagdes By e By apresen-

tados no Exemplo 1.1.7.

Exemplo 1.2.10 As seguintes coincidéncias de espagos sao validas:

w (X) = 0(X), (1.15)

em que B;, i € {1,2} sdo as aplica¢oes do Exemplo 1.1.7. Com efeito, a proposi¢ao
anterior ja nos garante uma das inclusdoes em ambos os casos. Provemos, entao, a
inclusdo que falta, ou seja, £, (X) C £(X), para i € {1,2}.

Vejamos o primeiro caso, isto é, quando 7 = 1. Considere (z;)52, € {3 (X).
Logo

D et (By(zp M) =) ot (Axy)P < oo, Va'e X'eVAeK
j=1 j=1
e para A = 1 temos

Dt (By (2, D) =) ot (z)] < 0o, Yzt € X,

Jj=1 j=1

Isso nos garante que (r;)22, € €(X), ou seja, (p (X) C £(X). Além disso, as

normas em £;(X) e £ (X) coincidem. De fato,

H(mj);ilnBl,p,w - )\Seung

(Bilas, ) |

w,p
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

sup ||(Az;)72, H
AEBKk w,p

sup ||| ()32, |
AEBk w,p

= ||(xj)(]?i1Hw,p ’

O segundo caso é consequéncia direta de resultados anteriores, uma vez que, pelo
Exemplo 1.1.7, tem-se
1w
lp,p(X) = £;(X)

e, sendo K o contradominio da aplicacao Bs, segue da Proposicao 1.2.7 que

Up,p(X) = 05

BQ,p(X)‘
O exemplo anterior mostra dois casos de espagos @jgp(X ) que coincidem com

£(X), inclusive com igualdade de normas.

Observagao 1.2.11 Notemos que a igualdade em (1.15) ndo ocorre em geral. De fato,
no Exemplo 1.1.10, temos ¢y (¢3) € ¢p1(f2) e sendo K o contradominio da aplicagao
do referido exemplo, pela Proposicao 1.2.7 temos £} ,(f2) = {p1({2). Assim, temos a

inclusao estrita

(Y (l2) G €, (£).

De modo geral, nao conseguimos estabelecer a completude de @‘;’p(X ) nem exibir
um caso, como foi feito para ¢ ,(X ), que mostra sua nao completude. Assim, o seguinte

questionamento encontra-se em aberto:
Problema 1.2.12 Se X é um espago de Banach, entao fgp(X) é completo?

No entanto, o teorema a seguir nos da uma condicao suficiente para a completude
de 3 ,(X).

Teorema 1.2.13 Sejam 1 < p < oo e B : X xY — Z uma aplicagdo bilinear,
limitada e admissivel. Se
05 (X) < o(X), (1.16)

para algum K > 0. Entao (€5,(X), |- |ppw) € Banach.

Demonstracao: Seja (z()2° | uma sequéncia de Cauchy em (% ,(X), em que para

cada k € N tem-se z¥) = ($§k))w Entdo, dado ¢ > 0, existe ky € N, tal que,

Jj=1
(o))
7j=1
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Hx(m) —x = sup

yEBy

(1.17)
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

K . : .
Como £ (X) = lo(X), segue que, quaisquer que sejam j € N e m,n > ko,

M _ x§n)

; <e.

X

Assim, para qualquer j € N, a sequéncia (a:gk))zil ¢ de Cauchy em X, que é Banach,
portanto, converge para algum x; € X. Fazendo x := (mj);?';l, resta-nos mostrar que
z € g (X) e que z® £y 2 em (5 ,(X). Com efeito, para todos I € N, y € By e

z* € By, por (1.17), temos

S (o 47 )

7j=1
e fazendo n — oo em (1.18), obtemos

l
J=1

Fazendo | — 400 e tomando o sup na desigualdade acima, temos
yEeBy

(m) )°°
Ty —
( J 1) =1
(x;m) — xj)j_l — 0 e com isso z™ —z € % (X), sempre

— I B,pw

que m > ko. Assim, tomando m = ko, temos z*) — 2 € (% (X) e sendo este um

p €

P ?, Vm,nz k() (118)

# (B (" = wiv))| <70 YmZho VIEN Vy € By

, sempre que m > k. (1.19)

Isso mostra que

espago vetorial, segue que z = k) — (z) — z) € £ (X). Por fim, de (1.19), seque

que Hm(k) - .77||B,p,w %5 0 e, portanto, % ,(X) & Banach. ]

De modo semelhante & definigao de £;(X), o espago das sequéncias incondicional-
mente soméveis em X, definiremos o espago da sequéncias incondicionalmente (B, p)-

somaveis.

Definicao 1.2.14 Seja 1 < p < oo. O espago das sequéncias incondicionalmente

- o} |
B.,p,w

A proposicao a seguir garante que, para 1 < p < 00, o espago ( , (X) ¢ fechado

em (5 (X).

(B, p)-somdveis ¢ definido por

@}‘gm (X) = {(l‘j);xil S ggm(X)’nh_)m H(xj)(;in

o

Proposicao 1.2.15 O espago ('}, (X) € um subespago fechado de €3 (X). Em parti-
cular, o espago (0%, (X), || [|Bpw) € Banach se (€5 (X), | - [|pw) o for.
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1.2. Sequéncias fracamente e incondicionalmente (B,p)-somaveis

Demonstragao: Nao ¢é dificil mostrar que (3, (X) é um espago vetorial. Agora, seja

(x(k))zozl uma sequéncia em £  (X). Entdo, para cada k € N, temos

()
j=n

isto é, dado € > 0, existe nék) € N tal que

lim
n—oo

=0,

B.pw

(1)

j <

B,p,w

n > n(()k) = H (m (1.20)

3
%

j=n

o

Suponhamos que z*) — 2 = (;);—, em £} ,(X), ou seja, existe ko € N tal que

(k) * (k) *
(xj B xj)j:l <B <T7 A y))j:l

e, por maior razao, para todon € N e k > kg, obtemos

‘ (xgk) B xj)j:n (B (xgk) A y))j:n

Finalmente, temos

<€
= Su —
P 2

k> ko= ‘
B,p,w yEBy

w,p

= sup (1.21)

Bpw  YEBy

w,p

B,p,w

H (%);in

J= J=n

[eS) k o
(xj)j:n - (l‘§ O)) .

j=n

B,p,w

(’m))oo
T,
(),

<

.

B,p,w B,p,w

e, por (1.20) e (1.21), segue que

<

n = maX{nOk0)7 kO} = “(zﬁ);.;n Bpw 2

+E
— =c
2 Y

donde = = (2;) 2, € {5, (X). |
Uma consequéncia direta do Teorema 1.2.13 e da proposicao anterior é o seguinte

resultado:

Corolario 1.2.16 Se Zﬁvp(X) estiver imerso continuamente em (o (X), entdo o espago
(éllL?,p(X% | - ||B,p,w) € Banach.

Considerando as aplicagoes By e By descritas no Exemplo 1.1.7, pela igualdade
dos espagos (€%, ,(X), || - lBpw) = (€2(X). ] - |lwp), parai € {1, 2}, obtemos a seguinte
coincidéncia

Up, ,(X) = £(X).
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1.3. Espagos B-normados

Com base na igualdade acima e tendo em vista que a cadeia
6,(X) C 64(X) € £(x)

é sempre valida, é de esperar que, para os espacos {5 ,(X), €3 (X) e (5 (X) aconteca

0 mesmo, ou seja, que a cadeia
lpp(X) € U ,(X) C lp,(X) (1.22)

sempre ocorra. Para B; isso é verdade, mas em geral, nao. Para mostrarmos isso,
basta tomarmos a aplicagao By definida no Exemplo 1.1.7 e considerarmos X = ¢,
7 =K ep=1. Dessa forma, como a dimensao de Z ¢é 1, pela Proposi¢ao 1.2.7, temos
lpy1(co) = lp,1(co) = (¥ (co). Por outro lado, €3, ((co) = £{(co) & ((co) (para a

inclusdo estrita, ver |9, p. 94]), logo

Bo1(c0) = £ (co) S €Y (co) = Ip,1(co) = €, 1(c0),

o que mostra que a cadeia (1.22) nem sempre ocorre.

1.3 Espacgos B-normados

Apresentaremos nesta secao uma propriedade que pode ser atribuida a um espago
X, relacionada & aplicacao bilinear B. Veremos que o fato de X possuir tal propriedade
é essencial para obtermos resultados importantes, tanto sobre o espaco de sequéncias
{pp(X) como para os operadores que melhoram convergéncia de séries que lidem com

esses espacos. Também serd possivel garantir a cadeia
6 (X) € £p,(X) € (X)),

o que acarreta na completude de {p,(X). Veremos também a relacao entre o fato de

X possuir essa propriedade e o Teorema de Lax-Milgran.

Definigao 1.3.1 [6, Definicion 2.4.1] Seja B : X X Y — Z uma aplicagao bilinear,
limitada e admissivel. Considere a aplicacao @5 : X — L(Y; Z) dada por ®p(x) := B,.
Dizemos que o espago X é B-normado se existe uma constante C' > 0 tal que, para
cada z* € X', existe p,+ : L(Y;Z) — K, satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) llepar

< Ol
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1.3. Espagos B-normados

(ii) 2*(z) = pu (Pp(2)) = wur (By),Vr € X.

Note que, nessas condigoes, vale a afirmagao de que o operador adjunto ®’; é sobreje-

tivo.

Observagao 1.3.2 Em [6, Definicion 2.4.1], ndo consta a condigao (i) acima nem a
hip6tese da admissibilidade de B. Essas hipéteses, imprescindiveis para uma das carac-
terizagoes desses espagos, foram acrescentadas em um trabalho posterior dos mesmos

autores, mais precisamente em [1, Theorem 16].

O teorema seguinte, cuja demonstragao consta no trabalho de Calabuig, mostra
uma caracterizacao para espacgos B-normados com a qual prova-se que é valida a cadeia
(1.5). Uma das coisas demonstradas nesse resultado é a equivaléncia entre duas normas
de elementos de espacos distintos, a saber: X e L£(Y; 7). Para melhor apresentagao
das ideias escritas no teorema (mais precisamente no item (ii) abaixo), usaremos o

seguinte lema:

Lema 1.3.3 Seja B : X XY — Z uma aplicagdo bilinear, limitada e admissivel.

Entao a aplicacdo

I-Mlx: X — [0,00)
v o |[Belleeviz),

define uma norma no espago X.

Demonstragao: A aplicagao ||| - ||| x estd bem definida, uma vez que B, pertence
a L(Y; Z) para todo x € X. Usando o fato da aplicacao B ser bilinear e admissivel, as

condigoes de norma sao facilmente verificadas. [

Teorema 1.3.4 [6, Teorema 2.4.2] Sejam 1 < p < oo e B: X xY — Z uma

aplicagdo bilinear, limitada e admissivel. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(i) £pp(X) estd imerso continuamente em £;(X).

@) |- llx elll - lllx s@o equivalentes em X;

(iii) X € um espago B-normado;

Em razao do item (ii) acima, a partir daqui, utilizaremos a seguinte defini¢ao

para espago B-normado:

27



1.3. Espagos B-normados

Definicao 1.3.5 Seja B : X x Y — Z uma aplicagao bilinear, limitada e admissivel.

Dizemos que o espaco X é B-normado, se existe uma constante K > 0 tal que

lzllx < K sup [|B(z,y)llz, (1.23)

yEBy

para todo z € X.

A propriedade sobre um espago de Banach X ser B-normado é de fundamental
importancia, uma vez que ela garantira a completude dos espagos £ ,(X ), considerando

1 <p < oo (Ver |6, Teorema 2.4.4]).

Provar que determinado espago é completo é, por si s6, um problema interessante.
No Teorema 1.2.13, foi provado que £ ,(X) ¢ um espaco de Banach sempre que estiver
imerso continuamente em /o (X). O proximo resultado nos garantird a mesma con-
clusao sobre os espacos £ ,(X) quando a imersao continua em (. (X) destes também
ocorrer. Na verdade, essa hipotese sobre {5 ,(X) nos fornece uma caracterizacao dos
espagos B-normados, como mostra o teorema seguinte:

Teorema 1.3.6 Um espago X é B-normado se, e somente se, {g,(X) estiver imerso

continuamente em £ (X).

Demonstragao: Supondo que X seja B-normado, entdo por (i) do Teorema 1.3.4,
{pp(X) estd imerso continuamente em £'(X), que, por sua vez, estd imerso em £, (X).
Reciprocamente, suponha-se que {5 ,(X) esteja imerso continuamente em ¢, (X), entao

existe uma constante K > 0, tal que

()5l < K “(xj)ﬁlllf?yp’

qualquer que seja ()52, € £p,(X). Assim, dado z € X, consideremos a sequéncia

(61;2)%2, € €pp(X). Pela desigualdade acima, temos

lallx = || G2

. < KH((SUZL’ =K sSup HB(IEvy)HZ

1
J B,p yeBy

e portanto X é B-normado. [
Observacao 1.3.7 Notemos que, sendo X B-normado, os itens (i) e (ii) do teorema

anterior, garantem, respectivamente, a admissibilidade da aplicagdo B e a segunda

inclusao da seguinte cadeia:

() D 05,(X) & (X)L 0 (x).
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1.3. Espagos B-normados

Outro fato que merece destaque é que nem sempre os espagos £p,(X) estdo
imersos continuamente em /(X ). O Teorema 1.1.14 garante que, em geral, os espagos
{5 p(X) nio sdo Banach, e o Exemplo 1.1.10 mostra que ({(f2) C £ (¢). Portanto,
nos dois casos, nao ocorre a imersao referida. Concluimos com isso que as sequéncias

fortemente (assim como as fracamente) (B, p)-somaveis nao sao, em geral, limitadas.

Uma consequéncia imediata do teorema anterior e da Proposi¢ao 1.1.12 é dada a

seguir.

Corolario 1.3.8 Sejam 1 < p < 0o e B: X xY — Z uma aplicagao bilinear,

limitada e admissivel, com X B-normado. Entao
(X)) =lp(X) & {B,: X = Z,ye Y} CIlL(X;2)
e as normas || - ||lwp € || - ||5p S@o equivalentes.

Observacgao 1.3.9 Se, no corolario acima, o espago Z (ou X) tem dimensao finita,
entdo (' (X) = €p,(X). De fato, qualquer que seja y € Y, temos B, de posto finito, e o
Corolario 1.1.13 garante que (;'(X) C €5 ,(X). Sendo X B-normado, temos a inclusao

contraria.

Proposigao 1.3.10 Se (5 (X) estiver imerso continuamente em {(X), entdo X ¢

B-normado.

Demonstragao: Como ( ,(X) estd imerso continuamente em (o (X), entdo a de-
sigualdade dada em (1.12) garante também imersao continua de (5 (X) em loo(X).

Assim, pelo Teorema 1.3.6, X é B-normado. [

Outro fato um tanto quanto curioso no que concerne & Definigao 1.3.5, é a relagao
que esta tem com o conhecido Teorema de Lax-Milgran (para espagos de Banach).
Por esse motivo, no sentido que ficara claro a seguir, podemos dizer que X tem “a
propriedade de Lax-Milgram” quando for B-normado. Além disso, em virtude do
Teorema 1.3.4, vale uma versao ampliada de Lax-Milgran. Para efeito de comparacao,

vamos enunciar o teorema original.

Teorema 1.3.11 (Teorema de Lax-Milgran para espacgos de Banach) Sejam
X e Y espacos de Banach sobre K, com Y reflexivo ¢ B : X XY — K uma forma

bilinear, limitada e nao-degenerada. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Dado y* €Y', existe vy € X tal que y*(y) = B(zo,y), para todo y € Y.
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1.3. Espagos B-normados

(ii) Eziste uma constante K > 0, tal que

|zl x < K sup |B(z,y)|, Yz € X.

yEBy
Note que as condicoes do Teorema de Lax-Milgran implicam nas hipéteses da
Definicao 1.3.5: a admissibilidade da bilinear B ¢é garantida pelo fato de esta ser nao
degenerada, isto é, para cada © # 0 (ou y # 0), existe y € Y (ou z € X), tal que
B(z,y) # 0; além disso, o item (ii) acima garante que, nestas condigdes, o espago X
seja B-normado. Dessa forma, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.3.12 Sejam X e Y espacos de Banach sobre K e B : X xY — K
uma forma bilinear, todos nas condicées do Teorema de Lax-Milgran. Entdo X é B-

normado. Além disso, a sequinte igualdade
pp(X) = 6)(X) = (g ,(X)
€ satisfeita.
Demonstragao: Como X é um espa¢o B-normado, o item (i) do Teorema 1.3.4 as-
segura a primeira inclusao da cadeia abaixo; a segunda é garantida pela Proposicao

1.2.9:
£5,4(X) C (2(X) C £5,(X).

Sendo K o contradominio da aplicacao B, segue da Proposicao 1.2.7 a igualdade
lpp(X) = L ,(X).
Dessa forma, o resultado segue das duas expressdes acima. [

O fato de X ser B-normado caracteriza os funcionais de X’ (é o que essencialmente
diz a Definigao 1.3.1) e isso amplia o Teorema de Lax-Milgran. De fato, podemos

escrever essa versao ampliada na forma

Teorema 1.3.13 (de Lax-Milgran ampliado para espacos de Banach) Sejam
X e Y espacos de Banach sobre K, com Y reflexivo e B : X XY — K uma forma

bilinear, limitada e nao-degenerada. Entao, as sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(1) Dado y* €Y', existe xq € X tal que y*(y) = B(xg,y), para todo y € Y.
(ii) Ewiste uma constante K > 0, tal que

yEBy
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1.3. Espagos B-normados

(iii) Dado xz* € X', existe p,~ € Y tal que

2*(2) = @u(Be),Vr € X, € ||pu

< Cll7]]-

O resultado seguinte relaciona os espagos (,(X), {p,(X), £;(X) e {5 (X), no

caso em que X tem dimensao finita.

Proposicao 1.3.14 Seja B: X XY — Z uma aplicacao bilinear, limitada e admis-
stvel. Se a dimensao do espago X ¢é finita, entao X é B-normado. Em particular, os
espacos Ly(X), Upp(X), £)(X) e L5, (X) coincidem.

Demonstragao: Pelo Lema 1.3.3, a aplicagao definida por

lzlllx = [ Bell coviz)

é uma norma em X. Como, por hipdtese, a dimensao de X é finita, entdo as normas
Il lllx e |- ||x sdo equivalentes em X e, pelo Teorema 1.3.4, segue que X é B-normado.

Agora, sendo X B-normado, sabemos que
6p(X) € €pp(X) € 6(X)

e, novamente, como X tem dimensao finita, segue do Teorema de Dvoretzky-Rogers

que £,(X) = £;(X). Assim
(X)) = lpp(X) = £;(X).

A igualdade acima, sendo X de dimensao finita, vale qualquer que seja a bilinear
B com as propriedades usuais, em particular para B. Dessa forma, temos a coincidéncia

descrita. ]

Finalizamos o capitulo retomando o espago das sequéncias mid-somaveis no con-

texto de espagos B-normados.

Exemplo 1.3.15 No Exemplo 1.1.9, apresentamos o espaco de(X ) e mostramos que

este se trata de um espaco de sequéncias Bs-soméveis. E sabido (ver [4] ou [14]) que
0p(X) C GH(X) € 6(X),

assim, segue do Teorema 1.3.4 que neste caso o espaco X é Bs-normado.
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Capitulo 2

Um dual do espago /g ,(X)

Ao estudar classes de operadores em espacos vetoriais, em geral, é muito natural
estender o estudo a classes de adjuntos e, consequentemente, aos respectivos duais
dos espacos. Algumas caracteristicas de classes de operadores nao sao preservadas nos
duais correspondentes. Por exemplo, o operador inclusao ¢ : £ — ¢ é absolutamente
2-somante, enquanto seu adjunto ¢* : ¢, = ¢, — ¢} = {, nado possui esta propriedade.
Esse fato motivou J. S. Cohen a buscar uma caracterizagao para a classe dual dos
operadores absolutamente somantes (ver [8]), e esse esforgo passa necessariamente pela
necessidade de conhecer os duais dos espacos de sequéncias envolvidos.

Este capitulo tem como finalidade determinar um espago dual de (5,(X) e per-
mitir, assim, o estudo futuro de classes de operadores que envolvam esses espagos e

seus duais. As principais referéncias usadas nessa construcao foram |4, 7, 8, 16].

2.1 Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Antes de iniciarmos o estudo de nosso novo espaco, faremos breve apresentacio do
espago das sequéncias Cohen fortemente p-soméveis, denotado por £,(X), e de alguns

resultados necessarios para nosso objetivo.

Definigao 2.1.1 ([8], Cohen) Uma sequéncia (z;)52; em um espaco de Banach X

o

¢ dita Cohen fortemente p-somdvel se a série Zx;‘(a:j) converge, qualquer que seja

Jj=1

(z3)52, € 6(X7).



2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

O conjunto formado pelas sequéncias Cohen fortemente p-soméveis em X sera

denotado por £,(X). Assim,

0,(X) = {(IL’]);.il e XN Zx;(xj) converge; V (77)52, € £ (X’)}
j=1
ou, devido a |7, Proposicao 1.1.2], o espaco ¢,(X) também pode ser denotado de forma

equivalente por

0,(X) = {(z»;’-il e Xy

()| < ooy V(25)32, € L. (X’)} .

Uma norma completa definida neste espago ¢ dada por

o

el = sup{z

Jj=1

w;(w))] 5 (25)52 € Be;”*(x')} '

Os resultados de inclusao e coincidéncia a seguir, cujas provas podem ser encon-

tradas em |7, Proposi¢ao 1.1.3 e Teorema 1.1.8], serao elencados aqui para uso futuro.

Proposicao 2.1.2 Se 1 < p < oo, entdo (,(X) C (,(X) C £)(X) e as coincidéncias

ocorrem nos SeguinteS casos:
(i) (X)) = 6(X);

(if) Se dim(X) < oo, entdo £,(X) = £,(X) = £ (X).

Vamos definir o nosso novo espago. Apresentaremos alguns resultados e, por fim,

mostraremos que esse espago €, num certo sentido, o dual de um espago ( ,(X).

Defini¢ao 2.1.3 Sejam B : X’ x Y — Z uma aplicacao bilinear, limitada e admis-
sivel, X’ um espaco B-normado e 1 < p < oo. Uma sequéncia (z;)$2, em X ¢ dita

Cohen (B, p)-somdvel se a série Zx;‘(:z,’]) converge para todo (z})52; € {pp+(X').
j=1

Denotaremos por £5,(X) o conjunto formado pelas sequéncias Cohen (B, p)-

somaveis em X, isto é,

lp(X) = {(xj)‘;‘il e XN Zx;‘(xj) converge, V(:l:;)jil € lp - (X’)} )

=1
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Observacgao 2.1.4

(a) Notemos que, embora as sequéncias Cohen (B, p)-soméveis estejam definidas no
espaco X, a primeira entrada da aplicagao bilinear associada é o dual daquele
espago (no caso, X'). Por esse fato, estamos usando a notagdo B sempre que nos

referirmos a este espago de sequéncias.

(b) A exigéncia de que X' seja B-normado na definigao acima se justificara quando
formos definir uma norma para o espago (g, (X).

(c) Notemos que, para p =1 o espaco {5,(X) nao esta definido, uma vez que

lp1(X) = {(:r]);”il € XN;ix;(xj) < oo;V(z})52, € f&oo(X/)}

Jj=1

e 0 espago /g (X') ndo é contemplado pelo Teorema 1.3.4, que caracteriza es-

pagos B-normados (por (b), isso serd necessario).

O lema seguinte garante que, para todo (25)52, € £, (X'), uma sequéncia (z;)52,
em X é Cohen (B,p)-somavel se, e somente se, a série Y | 7(z;) converge absoluta-
mente. Dessa forma, em nosso contexto, faremos o uso indistinto de qualquer uma das
séries.

A demonstragao desse lema é uma simples adaptacao de [18, Proposigao 2.7.5| e,

portanto, serd omitida.

Lema 2.1.5 Seja B : X' x Y — Z uma aplicagao bilinear, limitada e admissivel e

oo A . L. *
(z;)52, uma sequéncia no espago de Banach X. A série E xj(w;) converge para toda
Jj=1

oo
(27)32, € {pp-(X') se, e somente se, Z 2% (x;)| converge para todo x* = (%), €

j=1

Upp-(X'). Além disso,

sup {

PEHEN)

€ BgByp*(X/)} = sup {Z |x;‘(x])| cxt e st,p*(X/)} . (2.1)

J=1

Verifica-se facilmente que, para cada 1 < p < oo, £g,(X) é um espaco vetorial
com as operacoes usuais de sequéncias. O resultado a seguir garante que este é um

espago normado.
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Proposigao 2.1.6 Seja B : X'xY — Z uma aplicagao bilinear, limitada e admissivel

com X' sendo B-normado. Entao, para cada 1 < p < oo, a aplica¢ao

I sy Lep(X) — [0,00)
(@)izs — sup {I (@) s (93320 € Bag,econ -

define uma norma e, portanto, (KB,I,(X% || - ||<B,p>) € um espago vetorial normado.

Demonstragao: Mostraremos que a aplicacao || - ||z, cstd bem definida. Para cada
x = (1;)72, € £pp(X), consideremos a seguinte aplicagao:

Tx . ﬁB,p* (X,) — 41

o

()52 — (wi(z);2, -
E claro que 7}, esta bem definida, uma vez que z = (7)52, € € p(X), e & facil verificar
sua linearidade. Resta-nos mostrar que 7T, é limitada e para isso, faremos uso do
Teorema do Gréafico Fechado. Suponhamos que (cp(k), Tx(w(k)))zozl convirja para (g, z)
em {5, (X') x {1, em que, para cada k € N, po¥) = (cpgk))‘j?‘;l, o= (pj)2ez= (%)%,
Mostraremos que z = T} (). Como T}, (¢®) £ 2, temos

o

lim (o)~ === ()%

1
como {1 — l,, segue que

lim ¢ (2;) =2,V € N.

k—~+o00

Por outro lado, como ¢® —5 o em (g p(X'), temos

lim (cé“) =0 =(p)2,

k—+oo j=1
e, sendo X’ um espago B-normado, (g ,+(X") S loo(X"). Logo
lim gp(k) =¢;,VjeN

k—+o00 J

e pela unicidade do limite, obtemos ¢;(x;) = z;,Vj € N. Dessa forma,
To(p) =T ((0)521) = (@5(2) 52 = ()52 = =
e, pelo Teorema do Gréfico Fechado, T}, é continua. Dal,
00 > ITll = sup {| T2 (0032 |, 5 (291 € Brgecxn }
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

- sup{H(@j(iFj));;

RGOS BeB,prf)} )

o que mostra a boa defini¢ao da aplicagao || - || (5,
As propriedades de norma para || - ||(3,y decorrem diretamente da bilinearidade e
da admissibilidade da aplicacao B. [

Observacao 2.1.7 Em decorréncia das duas ultimas proposigoes, concluimos que o
espago das sequéncias Cohen (B;p)-soméveis pode também ser denotado por

lpp(X) = {(%‘)}?11 e X", (33;(171‘));21 € by; V(7})52, € fs,p*(X')},

e que {5,(X) é um espago vetorial normado, cuja norma de seus elementos é qualquer

um dos supremos dados por (2.1). Assim, podemos escrever

o0

> ()

j=1

- {Z a3 ()| ()2, € BWX’)}
j=1
- sup{‘ (x;(xj))jil‘

Observando a norma acima, fica claro que, para todo 1 < p < 00, 0 espago cy(X)

@)l s = SUP{  (@5)7 € Beg,e <X/>}

> (@) € BzB,mX')} :

)
1

é subespaco de /53 ,(X) e uma consequéncia disso associado a definigdo da norma é que

uma sequéncia ()52, € €5, (X) se, e somente se,

CLCURIELS

e, neste caso, tem-se

||(95J);>11 H<B,p> = zgg H (mj).’;:1||<5,p> :

Mais um fato digno de nota é que o espago {p,(X) goza de mesma propriedade
de imersao de {p,(X), dada em (1.2), isto é, se 1 < p < ¢ < oo, entdo

5. (X) < C5.4(X). (2.2)

De fato, como 1 < p < ¢ < oo, entdo 1 < ¢* < p* < o0, e da imersao (1.2), temos
g g (X) < {pp-(X') e com isso

@)l s, = 5w { | @5 @) 7

<o ||

s (75)7% € Be,g,q*oc/)}

(#)321 € By, |

1
1
o que prova (2.2).
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Para mostrarmos a completude do espago ¢z, (X), necessitaremos de alguns re-

sultados.

Proposicao 2.1.8 Para 1l < p < 00, o espago de sequéncias {p,(X) encontra-se entre
os espagos de sequéncias completos (,(X) e (,(X) de forma continua. Em outras

palavras, a sequinte cadeta € sempre vdlida:
K
€p<X> - fBm<X>

em que K € uma constante de imersio de lp - (X') em £y (X').

Demonstragao: Como, pela defini¢ao de £5,(X), X’ é B-normado, temos

N N K pw oy
(X)) = U pe (XT) = £7.(X)

e estas imersoes nos garantem que:

~ (a3
(a) se (x’;)(;il € BZB,p*(X/)7 entao (EJ) ) S Bg;g*(x/) e
j=

(b) se (27)%2, € By,.(x), entao (Hél) ) € By . (x7)-

Seja (z;)52, € £,(X). Entao

129521 5,y = sup {Z |25(2))]; (#7)321 € Bea,e <X/>}
j=1

7j=1
(@ S~ AN
= Ksup{ —=(z)]; <—> S BZ“’*(X’)}
2K K,
< Ksup {Z lpj(@;)]5 (95)721 € B (X’)}
7j=1
- el

0 que prova a segunda imersao do enunciado. Para mostrarmos a primeira, recordemos
/ ~ . : A : *) 00 ) /
que se ¢ € (£,(X))’, entdo ¢ é caracterizado por uma sequéncia (z3)52, € £,-(X’), ou

seja, para. ()32, € 6,(X)
o (@) = 3 a3, 23
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Seja (25)32, € €pp(X). Pelo Teorema de Hahn-Banach, temos

(2324l = sup { | ((23)520) |19 € B,y }

(2.3)
= Sup{ ] 1€Bg X’}

iSUp{le :cj ]1€Bg X/}
(@5) 2, € Bepwxn}

(5N op
B oy~ o

< |B||sup {Z 05 (x5)]; (05)52, € BzB,MX/)}

CC

T3y

donde se conclui o resultado. ]

O corolario seguinte apresenta casos de coincidéncias dos espagos estudados.
Corolario 2.1.9 Para 1 < p < 0o, obtemos os sequintes casos de coincidéncias:
(i) Se dim(X') < 400, entao

bp(X) = L p(X) = 6,(X).
(ii) Considerando as aplicagoes By e By definidas a sequir:

B: X'xK — X' e By: X'xX" — K
(*,\) — Azt (z*,0) — o(z*)’

temos:

U p(X) = 6,(X) e U, (X) = 6,(X).

Demonstragao: A prova de (i) decorre diretamente da proposi¢ao anterior associada
ao item (ii) da Proposi¢ao 2.1.2.

Provemos o item (ii). No Exemplo 1.1.7 vimos que
£, (X') = - (X).
Entao, pela defini¢ao de (g, ,(X) e pela caracterizacdo do dual de ¢,(X), temos
£, (X) = { ()50 € X5 (@), € s WI(a3)3E, € e (X))}
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

= {5 € XM ()(7)) 7, € s V(@) € e (X))

= gp(X)

e além disso, por Hahn-Banach, segue que

||(mj)(]?.;1“<81,p = Sup {Z ‘T TJ J 1 € BZBLP*(X/)}
:SHP{Z’IL’ ZEJ jleBg (X/}

= ||(33J‘)§11Hp~
Ainda do mesmo exemplo citado, tem-se
Lo, (X') = 6(X)
e de modo anélogo ao caso anterior, temos
0, (X) = { (23521 € X" (&(23)) T, € €13 V()72 € Ly (X') ]

= {5y € X ()(2)) 7, € s V() € (X))
t(X)

e ainda

@)l s, ) = mp{ZL’U z)| 5 (25)521 € Bea,,- (X’)}
:SUp{ZlZB ZU] ]1€ng X/}

= H(xj);?ilHC,p*' u

Veremos a seguir que, diferentemente do caso do espago de sequéncias (B, p)-
somantes, o espaco (g, (X), || - || 5,)) ¢ sempre completo quando o espago X ¢ Banach.
Necessitamos antes de um resultado cléssico de Anélise Funcional, um de Anélise Real,

envolvendo séries duplas, e de um lema técnico.

Proposicao 2.1.10 Um espago normado X € completo se, e somente se, toda série

absolutamente convergente em X € convergente.

Demonstragao: Ver |3, Proposi¢ao 10.1.4.] [ ]
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Proposigao 2.1.11 Dada uma sequéncia dupla de nimeros reais ((a;i)7 1) . supo-

oo
nhamos que para cada j € N fizo, a série Z lajk| = b; e também que a série ij

k=1 j=1
converge. FEntao
DD k=) ai
j=1 k=1 k=1 j=1
Demonstragao: Ver [15, Teorema 8, p. 384| [ ]

Lema 2.1.12 Seja X um espaco de Banach. Suponha que a sequéncia (a:(k));il seja

absolutamente somdvel em {p,(X), isto €,
D 1e® gy < oo, (2.4)
k=1

em que, para cada k € N, %) = (; (k)) . Entao:

(i) Para cada j € N fizo, a série

Zaﬁ;k) converge em X. (2.5)
k=1

¢ ))‘ converge e

(i) A série dupla ZZ x
j=1 k=1

*
x]

INACLIED S

j=1 k=1 k=1 j=1

V(2})52, € lppe (X7). (2.6)

Demonstragao: (i) Para cada j, k € N fixos, segue da Proposigao 2.1.8 que ||a:§k) lx <

. k x
e, < IBI[2¥) ] 5,9, € assim oL < [1B]2¥)]s. Entao,

(24
Z 1287 1% < 18] Z 2™ 5.0 (2.7)

donde a sequéncia ( (k )) é absolutamente soméavel no espaco de Banach X. Pela
k=1

Proposicao 2.1.10, a sequéncia (x(k)

oo
] ) é somavel em X.

(ii) Como, para cada k € N fixo, ( ) € {p,(X), entdo

> [t

J=1

x;‘ k ‘<ooV( )

€ gg’p* (X/)

j=1
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

e além disso

k ‘_ ” ] 1||Bp ZZ H (w§k))
k=1 j=1 k=1 j=1 legp
< ) zsup{z 1 () s €
k=1 j=1
(2.4)
- ” )2 1||Bp ZH'T H By < OO
Logo, pela Proposicao 2.1.11, segue o resultado. [

Proposicao 2.1.13 O espaco ((p,(X),| - |li5p)) € Banach se X é Banach.

Demonstracao: Para cada k € N, consideremos 2*) = = (z; (k ))] 1- Suponhamos que a

(ac(k))iil seja absolutamente soméavel em (5 ,(X). Provemos que a série

io: ZL'(k)

k=1
converge em (5 ,(X).

Para cada j € N fixo, consideremos u = (u;)’°

_ N,
kZ_; ;

Por (2.5), u; esta bem definido. Provemos agora que

u = (u;)7° <Z x(k)> € lpp(X).
7=1

De fato, para todo (z})52, € {5+ (X'), temos

j—1 5 €m que

7j=1 7=1
(2.5) = = w [ (k)
SIIACY
j=1 k=1
0o 0o (2.6)
SZZ v (lgk))‘ < o0
j=1 k=1
Além disso, ( xgk)> — u em {g,(X), pois, para cada n € N, tem-se
k=1 j=1

3

(k) _
U — ( 'Tj ) =
k=1 j=1

(B.p)
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

i=tl(B.p)
% k *) 00
= sup {Z L ( Z xg )> (27)52 € st,p*(X’)}
j=1 k=n+1
“{ 3] 3 55 () s € o
J=1 |k=n+1
* k *) 00
< sup{ Z Z Ty (x§ )) ’(xj)ﬁl = Bfa,p*(X’)}
k=n+1 j=1
% k *\ 00
= 3 w3 () 7 € e
k=n-+1 Jj=1
_ (k)
= 2 e,
k=n+1
De (2.7), temos Z ‘ x§k)“< < oo0. Tomando o limite em n na expressao acima,
B,p)
k=1
obtemos
lim || w— ) < lim ‘ w(k)H =0,
n—00 Z T n—oo Z J (B,p)
k=1 (B,p) k=n+1
ou seja, a série Z z® converge em /5,(X). Invocando a Proposicao 2.1.10, segue que
k=1
(5 ,(X) é Banach. ]

Para compreendermos melhor os resultados adiante, recorreremos ao trabalho [5]
de G. Botelho e J. R. Campos, que introduz o conceito de classe de sequéncias e uma de
suas importantes propriedades, a estabilidade linear. Enunciaremos, a seguir, alguns

resultados deste trabalho.

Definicao 2.1.14 [5, Definition 2.1] Uma classe de sequéncias de valores vetoriais S,
ou simplesmente uma classe de sequéncias S, é uma regra que associa a cada espago
de Banach X um espago de sequéncias a valores em X, S(X), que satisfaz as seguintes

condigoes:

(i) S(X) é completo;

(i) coo(X) C S(X);

(ili) S(X) < (oo(X) e
(iv) llejllsx) =1,V5 € N.
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2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

Uma classe de sequéncia S é dita finitamente determinada se, para toda sequéncia

< 00 e, neste

(z;)52, € XU, tem-se (z;);2, € S(X) se, e somente se, Sup ||(1:j)§:1HS(X)
€

caso,

H(%ﬁile@Q —hap H(xj)?:lus()() : (28)

Nao ¢ dificil mostrar que co(-), £,(-), £ (-) e lo(-) sao classes de sequéncias fini-
tamente determinadas (veja [5]).

No contexto dos espagos (B, p)-soméaveis, a regra {p.,(-) nao faz sentido: a apli-
cacao B é dada a priori e com ela o espaco X, o que impede a variagdo nos espacos,
em que nascem as sequéncias, indicados nos casos anteriores pela notagao (-). Além
disso, o fato do espaco X ser Banach nao garante que (g ,(X) seja completo (Teorema
1.1.14). Isto &, nao faz sentido falar na “classe de sequéncias £p.,(+)”.

Veremos mesmo assim que quando X é B-normado podemos ainda fazer uso
parcial da teoria de classes de sequéncias, uma vez que algumas das propriedades dessas
classes (entre outras, o fato de ser finitamente determinada), sdo obtidas a partir do
espaco de sequéncias imagem associada um espago de Banach pela classe. Este fato é
algo interessante para a construgao da teoria de operadores que envolvem sequéncias

(B, p)-soméveis. Relembremos algumas propriedades ja provadas anteriormente:

Observagao 2.1.15 Sejam 1 < p <ooe B: X xY — Z uma aplicagao bilinear,
sendo X um espaco B-normado. Entao, sdo satisfeitas as seguintes propriedades:

(i) £p,(X) é Banach.

(if) coo(X) C £p,(X).

(if) C5,(X) > 0(X).

@) [[@)iill5, = sup [ )izl

Para o item (ii) ndo é necessaria a exigéncia do espago X ser B-normado.

Propriedades anélogas, algumas ja provadas anteriormente, valem para o espago

das sequéncias Cohen (B, p)-soméaveis. Vamos a elas:

Observagao 2.1.16 Seja B: X' x Y — Z uma aplicacao bilinear, limitada e admis-

sivel com X' sendo B-normado. Entao, as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(i) ¢p,(X) é Banach.

43



2.1. Sequéncias Cohen (B, p)-somaveis

(i) coo(X) C €pp(X).

18]l

(iii) (pp(X) = loo(X).

(iv) H(xj)?illlw,p) - ilglg ”(xj)?:lH(BM

Notemos que, nas condigoes dadas pelas observagoes anteriores, os itens (iv) de
cada uma delas caracterizam os respectivos espagos, (g ,(X) e lg,(X), como “finita-
mente determinados”.

O trabalho [5], de Botelho e Campos, traz um estudo conciso sobre operadores
multilineares caracterizados por classes de sequéncias. A definicao a seguir trata da

versao linear do conceito geral dado neste estudo.

Definigao 2.1.17 |5, Definition 3.1] Sejam S e V' classes de sequéncias. Um operador
T e L(X;Y) édito (S; V)-somante, se (T'(x;));Z, € V(Y) sempre que (7;);2; € S(X).
Neste caso, escrevemos T € Lgv(X;Y) e sua norma, neste espago, denotada por
|T|ls:v, € definida por

1T lls;v = Tl esxyvery = 171,

em que T é o operador linear induzido

T: S(X) — V(Y)
()2 — (T(2)) -

Definigao 2.1.18 |5, Definition 3.2] Uma classe de sequéncia S é dita linearmente
estdvel se Lg.5(X;Y) = L(X;Y), para quaisquer espagos de Banach X e Y, ou equi-
valentemente, para todo T' € L(X;Y') o operador induzido
T: S(X) —  S(Y)
()52, —  (T(z)))2

J=1

esté bem definido e |7 = ||T|.

E fato bem conhecido que as classes de sequéncias £,(-) e (¥(-) sao linearmente

estaveis. A estabilidade linear de £5%(-) foi provada em [4, Proposition 1.10].

Dada B : X XY — Z uma aplicagao bilinear, limitada e admissivel, pretendemos
estabelecer condi¢oes de modo que {5 ,(X) tenha uma determinada estabilidade linear.
No contexto (B, p)-somavel, esse tipo de conceito requer uma adaptagao da defi-

nigao original, uma vez que nesse caso, as aplicagoes bilineares e seus dominios estao
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pré-definidos enquanto, por exemplo, nas classes £,(-), £¥(-) e £219(-) este conceito in-
depende do espago da qual a sequéncia serd tomada. Sendo assim, uma defini¢ao de
estabilidade linear em nosso contexto s6 fara sentido quando definida nos pares de bi-
lineares (By, By) com entradas definidas nos espagos X e U (ou em seus subespagos).

Vejamos como isso pode ser feito.

Definicao 2.1.19 Sejam By : X XY — Z e By : U x V — W aplicagoes bilineares,
limitadas e admissiveis. Dizemos que o par (By; By) é linearmente estdvel se quaisquer
que sejam os subespagos fechados X7 C X e U; C U e os operadores T} € L(X1;U) e
Ty € L(Uy; X), as desigualdades

|@izy)) H <ITfEEl,, e || H <l [ ()2,
sao satisfeitas, quaisquer que sejam (z;)52, € X; e (u;)52, C U,.

Observagao 2.1.20 Um fato que nos sera tutil mais adiante: se U = X" e Jx € a

injecao canodnica de X em X" temos

(7;)721 € By, ,x) = (Jx(27))72; € By, ,(xm) (2.9)

para o caso em que o par (Bj; Bs) seja linearmente estéavel.

Os seguintes exemplos nos fornecem casos que satisfazem a defini¢ao anterior.

Exemplo 2.1.21 Sabemos que os espagos de sequéncias £,(X), (¥(X) e £3(X) sao
linearmente estéveis qualquer que seja o espaco de Banach X. Além disso, eles sao
também espagos de sequéncias (B, p)-somaveis. Assim, todos esses espagos de sequén-
cias satisfazem a defini¢do anterior quando encarados em nosso contexto. Mostraremos
que, de fato, isso ocorre através do exemplo do fg‘id(X ). Para os demais, a prova é
analoga.

Consideremos as seguintes aplicagoes

Bi: Xx(X) — e By: Ux(U) — 4,

Do Exemplo 1.1.9, sabemos que
1 ,mi ) 1 mi
g p(X) = GM(X) e Up,(U) = 6GM(U).

Além disso, quaisquer que sejam os subespagos fechados X; € X e U; C U e os
operadores T} € L(X1;U) e Ty € L(Uy; X), as seguintes desigualdades sao satisfeitas:

|n@nz,)

mid,p

= | @@, <InlE)El,,, = 170 )]

mid,p
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|| =@z, < Tl = 17 0

mid,p

quaisquer que sejam (2;)32; C X e (u;)52, C Ul.

O exemplo seguinte nos fornece uma familia composta de pares de aplicacoes

bilineares linearmente estaveis.

Exemplo 2.1.22 Seja S(-) uma classe de sequéncias linearmente estavel e suponha-
se que S(+) 4 co(+). Consideremos X espago de Banach e que, para todo subespago
fechado X; de X, S tenha a propriedade:

(7).,

para toda ;;" extensao de Hahn-Banach dos 27 a X, j € N (as classes de sequéncias

se (77)52, € S(X]), entao (1?;*)?';1 eS(X")e

S(X) H(‘r;)?ilHS(Xi)’

p(-) e (), por exemplo, satisfazem todas estas propriedades). Consideremos ainda

as aplicagoes dadas por:

By: XxSX') — ¢« e By: UxSWU) — ¢

(2. (#5)720) — (x;(m));il (v, (W))iZy) — (“3“(“));.:1’

Nestas condigdes, para todo 1 < p < oo, o par (B, Bs) é linearmente estével.
Mostraremos a principio que tais aplicagoes satisfazem as condicOes exigidas da
Definicao 1.1.1. Faremos apenas para a aplicagdo By, ji que para B a verificacao ¢é
analoga.
A boa defini¢ao da aplicacao By assim com a de sua limitagao, decorrem do fato
de S(+) o= co(+), pois

= sup |2 ()]
©° JEN

| @),
< sup |2 | x [l x
JeN

= [[(@5)5Z ol x

< N(5)5Zillsoen ll2llx
A bilinearidade de B; é imediata, restando-nos provar sua admissibilidade. Considere-
mos ¢ € X' um elemento arbitrario. Sendo k € N, temos (d1x¢)52, € S(X'), ja que por
hipotese coo(X') C S(X'). Assim, supondo que By (z, (27)52,) = 0; V (27)32, € S(X),
tem-se B (z, (51kg0);?°;1) = 0 qualquer que seja p € X'. Logo

0= B1 (2, (0uxp)521) = (D)2 = @(x), Vo € X',
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ou seja, x = 0. Portanto B; é admissivel. Isso prova que as aplicagoes By e Bs
satisfazem as propriedades da Definigao 1.1.1.
Sejam X, subespaco fechado de X, 71 € L(X1;U) e (u})i2, € S(U’), entao

(u}; o Tl) € S(X’). De fato, usando as propriedades citadas da classe de sequéncias
S(-), temos

* T)OO ” < || (uj o Th)re.
H(uko L | (ug 0 Th) 2y llsxp

= [I(T7(
= |73 (
(
|

Ug)) = 1||SX’

)

(uf)re )||S(X1)
(g3 )HS(Xl)
<INl
= M )iz sy »

Ainda da desigualdade acima, para T # 0 concluimos que

woli)
(Wi)ez1 € Bswry = (k—1> € Bs(xn. (2.10)
k=1

<7

17l

Agora consideremos Ty € L(X;U) e ()52, € X;. Entdo

T Ny = s B (7o),

= sup { H ((ug (Tl(%‘)))iil);;

1
= (Zu<uzm<xj>>z°_l>||zo) € Bow,
j=1

1

v = s

jut € BS(U’)}
p

= sup (ZH((UZOTO(%))ﬁJﬁo) su” € By
j=1

1
u* OT oo p P
= |T3[|sup —E () ;u” € Bswr
‘= T3] k=11l oo

>

(J_
(0

gk

= ||Ty||sup

|
< ITlsup{
i

= ||T1||sup H Bl rj7 Tk k:l));ial;m* & BS(X/)}

—_

= 1Tl @)l
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o que mostra que as exigéncias da Definicao 2.1.19 sio satisfeitas.
Considerando U; subespago fechado de U e um operador Ty € L(Uy; X), de modo
analogo, mostra-se que as condi¢oes da definicao acima sao satisfeitas e, portanto, o

par (B;, B;) ¢é linearmente estavel.

Para demonstrarmos o principal resultado deste capitulo, precisaremos do se-

guinte teorema:

Teorema 2.1.23 (Principio da Reflexividade Local Fraco) Sejam V e U espa-
¢os normados, com dim V < oo, e T € L(V,U"). FEntao para todo 6 > 0 e todo

subespago de dimensao finita N de U’, existe um operador S € L(V,U) tal que
(a) ISl < (1 + )T
(b) ¢ (S(v)) =T(v)(¢), VwveVeVpeN.

Demonstragao: Ver |9, p. 74] [ ]

Observagao 2.1.24 Espacos de sequéncias em X que, ao longo do texto, surgirem
com o expoente n, representam X" com a respectiva norma do espago de sequéncia em

questao. Exemplo:

LX) = (X" p), em que ||(z))}, ]| = (ZH%H*’) :
j=1

Apresentados os resultados necessarios, agora estamos em condi¢oes de enunciar

e demonstrar um dos principais resultados do capitulo. Vamos mostrar uma relacao de
dualidade entre espacos £p, ,(X) e {p, ,+(X') com as devidas hipoteses.

Aqui vamos nos restringir a estabelecer essa relagdo para os espacos K%I,I)(X ) e

B, (X'), com n € N arbitrario, isto ¢, espagos de sequéncias (;)52, em que z; = 0

para todo 7 > n. Apesar de parecer muito restritiva, essa relagao de dualidade é muito

util em teoria de operadores, ja que, em geral, existem caracterizacoes de classes de

operadores por meio de desigualdades para uma quantidade finita de vetores e, nesses

casos, esse tipo de relacao se apresenta como ferramenta importante.

Teorema 2.1.25 Sejam By : X xY — Z e By : X" x W — H aplicagoes tais que

o par (B1, Bz) seja linearmente estdvel. Suponha que X" seja um espago By-normado.

n

B, p (X') sdo isomorfos isometricamente

Entao, os espagos de sequéncias (K%W(X)), el

através da aplicacao

Qo (XY — (e, (X))

Bi,p
= (¥, —  Qz*): B X) — K

J/j=1
n
(@) — > ai(x),
=1
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qualquer que seja n € N.

Demonstracao: Inicialmente, mostremos que a aplicagao €2 estd bem definida, isto é,
dado z* = (23)1_, € (3, -(X'), a aplicacao Q(z*) € (fp, (X ))I E claro que Q(z*) esté

bem definida e ¢ linear. Agora, seja (z;)}_; € £, ,(X) ndo nulo (pois, caso contrério,
o resultado seria imediato) e, para cada j = 1,...,n, considere-se v; = W
3)j=111B1,p

Temos (v;)52, € B, x) e pela Observagao 2.1.20 tem-se (JX(’z,fj))?:l € Br (xm):

Assim,
Zx ()| < () nmi (— )\
2| Tl
= ||($j)?:1||31,pz |25 (v5)]
=1
= )iy ls e > [ x (03)(5)]
=1
(2.9) ., - n
< ()i llsp sup Y [ei(@)]: (05))- € By xm
=1
= 1) ll By || (25— 1” (Bap*) ’
qualquer que seja (lj) ', € KBIP(X). Isso mostra que [|Q(z*)|| < H J 1H Bap) &

com isso, Q(z*) = Q ((23)1_) € (3, p(X))/. Como {2 é claramente linear, tomando o
supremo sobre By, (x), concluimos que 12| <1 e dai segue sua continuidade.

Calculemos o inverso de §2. Para isso, consideremos o operador I" dado por

I: (ﬁ%hp(X))
2 — (pol} )] 15

- X0 (2.11)
em que, o operador I'; : X — [} (X) é definido por ['j(z) = (d;;7)iL,, sendo dy;
o delta de Kronecker. A boa defini¢dao e a linearidade do operador I' sao imediatas.
Faremos uso do Teorema 2.1.23 para mostrar a sua continuidade. Sejam (;)7_, €
B (X7, V = 6, &, N = [, 6], em que, para cada j € {1, ,n},
Y; = pol; sendo ¢ € ( %l,p(X))/. Considere-se ainda o operador Idx~|y e 6 > 0.
Entéao, pelo Principio da Reflexividade Local Fraco, existe um operador G € L(V; X)

tal que

Vi (G(&5)) = Ldxn|v (&) ;) = &(¥)),
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para todo j =1,--- ,n. Assim,
6| = |Th v (GE))]
= |Zii(e o ) (G())

=[Sy e (1 (GE))
= |20 ¢ ((05G(E)y) ‘

(2.12)

IA
5

(D)

Bi,p
Sendo V' um subespago de X", G € L(V;X) e o par (B, B;) linearmente estéavel,

tem-se

lcens], <ienlerls,,

< (140 €D, (2.13)

e usando (2.13) para majorar (2.12), obtemos

Z & ()

Fazendo 6 — 0, obtemos

< 1+ )l 1€l s, , -

=D &)

j=1

S HSOH H(éj)?ZIHBva

> &poly)
j=1

qualquer que seja (§;)7_; € (3, ,(X") e assim

||F(<P)||<32,p*> < lell,

mn
ZBL:D

ou seja, I' é continuo e ||T']| < 1. Além disso, QoI = Id( x))" pois

Qol(p) ((x)5=1) = 2(T(e)) ((z;)j=)
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qualquer que seja (7;)7_; € £} (X). Por outro lado, uma vez que

FoQ((@})jn) =T (Q((#9)im) = (2 (@5)j) o To) L,

e, para cada i € N fixo, tem-se

obtemos (€ ((x3)7_,) o i), = (¢})i,, qualquer que seja z* = (z3)1; € (3, . (X).

Logo, 'o Q2 = ]d[n (X7

Por fim, como QOF = ]d( 12l <1e|Tf| <1, temos

L0)"

lell = 12 o T()l = 12 TN < [T < e,

portanto, €2 é uma isometria. [ |

Uma aplicagao do teorema anterior serda dada a seguir.

Exemplo 2.1.26 Consideremos as aplicagoes By e By do Exemplo 2.1.21, dadas por:

By X x0)(X') — y e By: X'xO)(X") — ¢,
(2, (z)31) —  (z5(@) 2, (0 (@)i1) — (¥5(0) 2,
Segue que £, (X) - (X)), €, (X") = Emld"(X”) X" & By-normado e, por

fim, o par (By, By) ¢ linearmente estavel. Logo, as condigoes do Teorema 2.1.25 sao
satisfeitas e os espagos (% (X ))/ = (emdn(X )) e (3, (X') sdo isomorfos isometri-

camente.

Como

eBz,p*<X/> = {('I] j=1 E Z |(10]
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temos a motivacao para definir um novo espaco, a saber: o espago das sequéncias

mid-Cohen p-somduveis, que serd denotado por Eg‘id (X). Em simbolos,
X 1= { ()32 € XM (@5(2,)) 2, € o, () € G }
Com essa defini¢ao e pelo que foi exposto acima, tem-se

(gglid,n (X))/ — E;nid,n <X/>
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Capitulo 3

Operadores B-somantes

Nos capitulos anteriores, estudamos o espaco de sequéncias (g ,(X) €, no caso em
que X é B-normado, apresentamos resultados que nos remetem ao estudo de classes
de operadores que melhoram convergéncia de séries. Este capitulo tem como principal
objetivo definir essas classes e resgatar resultados classicos de operadores que melho-
ram convergéncia, além de relacioné-las ao famoso Teorema da Dominagao de Pietsch.
O trabalho [11], de Irene Ferrando, apresenta resultados para operadores e dominios
especificos. Em nossa abordagem, procuramos generalizar este estudo para classes de
operadores que envolvem espagos B-normados. Por esse motivo, em geral, denomi-
naremos esses operadores por B-somantes. Importantes referéncias utilizadas neste
capitulo foram o artigo de Botelho e Campos [5], que traz estudos acerca do ambiente
abstrato de classes de sequéncias, e o trabalho de Pellegrino e Santos [19], que aborda
de forma abstrata o Teorema da Dominacgao de Pietsch.

Ao longo deste capitulo, salvo mencéao contraria, consideraremos 1 < p,q < oo e

B : X xY — Z uma aplicacao bilinear, limitada e admissivel.

3.1 Operadores fortemente e fracamente B-somantes

Definigao 3.1.1 Sejam X um espa¢o B-normado e T' € L(X; V). Dizemos que T é
um operador fortemente (p; B, q)-somante (ou simplesmente, (p; B, q)-somante) se

(T'(x;));2, € (V) sempre que (x;)72, € € q(X),

j=1
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isto é, o operador linear

T: lp(X) — £,(V)

()2 — (T(%»;il

(3.1)
estd bem definido.

No caso em que p = ¢, dizemos simplesmente que T é (B, p)-somante.
Denotaremos o espago dos operadores lineares absolutamente (p; B, ¢)-somantes

de X em V por IT” (X;V). Quando p = ¢, escreveremos simplesmente IT”(X; V).

Definigao 3.1.2 Sejam X um espa¢o B-normado ¢ T' € L(U; X). Dizemos que T" é

um operador fracamente (B, p; q)-somante se
(T'(u;))52, € £pp(X) sempre que (u;)72, € £'(U), (3.2)
ou seja, aplicacao linear

T: 2(U) — lp,(X)

q

()52 — (T(uy));2,

(3.3)
est4 bem definida.

No caso em que p = ¢, dizemos simplesmente que T' é fracamente (B, p)-somante. O
espago dos operadores lineares fracamente (B, p; ¢)-somantes de U em X sera denotado

por Wfq(U; X) e quando p = ¢, denotaremos este espago apenas por Wf(U; X).

Observagao 3.1.3 Tendo em mente a definigao do espago £ ,(X), a expressao (3.2)

oo

nos diz que o operador 7' é fracamente (B, p; ¢)-somante se, e somente se, (B, o T(uj))j:1

pertence a £,(Z), quaisquer que sejam y € Y e (u;)52, € £;'(U). Em outras palavras,

dizer que T € Wp’?q(U ; X) equivale a afirmar que o operador

ByoT: U — Z
u — B(T(u),y)

é absolutamente (p, ¢)-somante, qualquer que seja y € Y.
Para mostrarmos algumas caracterizagoes interessantes para os operadores B-
somantes, usaremos resultados do trabalho de Botelho e Campos (ver |5]) que generaliza

classes de operadores que melhoram convergéncia de séries. No capitulo anterior ja vi-

mos as defini¢oes de classes de sequéncias e estabilidade linear. A seguir, enunciaremos
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mais alguns dos resultados desse recente trabalho que servirao para o desenvolvimento
deste capitulo.
O resultado abaixo é um dos primeiros da teoria de classes de sequéncias e é

usado para caracterizar classes de operadores por desigualdades.

Proposicao 3.1.4 [5, Proposition 2.4] Sejam n € N, S1,...,S, e V classes de

sequéncias. As sequintes condigoes sdo equivalentes para um operador multilinear
TeL(Xy, -, X Y):

(a) (T(a},... a?))> € V(Y) sempre que (27)32) € Sm(Xom), m=1,...,n.

1) =1
(b) O operador induzido
T: Si(X)) % xSu(X,) — V(Y)
((le)]“;l, o (x?);”;l) — (T(x}, . ,m?))jil
estd bem definido, € n-linear e continuo.

As condigoes acima implicam a afirmagao (c) abaizo e todas sao equivalentes,

quando as classes de sequéncias Sy, ...,S, e V sao finitamente determinadas:

(c) Eziste C' >0 tal que

1 n\\k m\k
[CAC RS i CILIE s, (3.4)
para todo k € N e toda sequéncia finita 27" € X, j=1,--- kem=1,...,n

Neste caso,
|IT|| = inf{C; (3.4) ocorre}.

Observagao 3.1.5 E digno de nota que a demonstracio da proposicio acima em |[5]

usa apenas os seguintes fatos:

(i) S(X) =N l+(X), para garantir que convergéncia no espago S(X) implica em con-
vergéncia coordenada a coordenada; isto obviamente pode ser generalizado por
S(X) & U+ (X)), para algum C > 0.

(ii) A propriedade de ser finitamente determinada, citada nos itens (iv) das Observa-
coes 2.1.15 e 2.1.16.

Com a observagao acima e fazendo uso da Proposicao 3.1.4, é possivel a partir
do ambiente abstrato de classes de sequéncias obter as seguintes caracterizagoes para

nossos operadores B-somantes:

95



3.1. Operadores fortemente e fracamente B-somantes

Proposicao 3.1.6 Sejam 1 < p,q<oo eT € L(X;V). Sao equivalentes:
(i) O operador T' é (p; B, q)-somante;
(ii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que
|z <clezlsy,.
sempre que ()52, € {p4(X);
(iii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que

|| <c

)l (35)

para todo m natural e quaisquer x1, ..., T, em X.

Demonstragao: Suponha que 7' seja um operador (p; B, g)-somante. Entao, tem-
se (T(u));2, € ,(V) sempre que (u;)32; € £py(X), e isso satisfaz a condi¢io (a)
da Proposicao 3.1.4 (caso linear). Como a classe de sequéncias ¢,(-) é finitamente
determinada, e a Observagao 2.1.15 nos da os ingredientes necessarios sobre {5 ,(X), a

mesma proposigao citada acima garante a equivaléncia entre os itens (i), (ii) e (iii). m

B _ B .
Denotaremos por 7, (T') (e quando p = ¢, por 7,(1")) o infimo das constantes C'
que satisfazem uma das desigualdades anteriores. Além disso, temos 7 (T) = 17,

em que Téa aplicagao induzida definida em (3.1).

Observacgao 3.1.7 Diante das condi¢oes dadas, acerca da classe dos operadores (p; B, q)-

somantes, é imediato o seguinte fato:

I, (X; V) C IZ (X; V).

Tendo em vista os resultados anteriores obtemos o seguinte
Corolario 3.1.8 Sejam 1 < p,q < 0o e X um espago B-normado. Se
{By: X = Zy € Y} CIL,(X; 2),
entdo IL7 (X;V) =1L, (X; V).
Demonstragao: Do Corolario 1.3.8, obtemos (p4(X) = (;/(X), e o resultado segue
diretamente. u

De modo semelhante, obtemos caracterizacoes para os operadores fracamente

(B, p; ¢)-somantes.
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Proposicao 3.1.9 Sejam 1 < p,q< oo eT € L(U; X). Sao equivalentes:
(i) O operador T' é fracamente (B, p; q)-somante;
(ii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que
|z, < clezil,,
sempre que (u;)52, € £;(U);
(iii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que
|y, <l (36)
para quaisquer m natural € uq, ..., u,, em U.
(iv) Eziste uma constante C' > 0 tal que
|Byo @z < Cllviy w)zll,,,- (3.7
sempre que (u;)52, € £y(U) ey €Y
(v) Eziste uma constante C' > 0 tal que

| (B, 0 ()

Jj=1

< Cllglly [}l - (3.8)
p

para quaisquer m natural, uy, ..., u, enU ey €Y.

Demonstragao: Mostremos somente a equivaléncia entre (ii) e (iv). A equivaléncia
entre (iii) e (v) é obtida de forma semelhante e as demais implica¢oes usam argumentos
analogos aos usados na proposi¢ao anterior.

Sejam (u;);2, € €;(U), y € Y \ {0} (no caso de y nulo, a prova é imediata) e

consideremos v = —Z—, temos:
lylly
| By o T3 = ol [|(B (). 0z, |
< lylly sup || (B (), 032, |
vEBYy p
< lylly sup [ (), 002,
vEBy B,p

< Clylly [|w)3 .,

Reciprocamente, sejam y € By e (u;)32, € (3'(U), entao

|z, = sw

B,p yeBy

(B, o Tw) %, |
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(W)?il“w,pyse‘g lylly
<C H(uj)ﬂo'ilnw,p

|
Denotaremos por wﬁq(T) (e quando p = ¢, por wf (T")) o infimo das constantes (!
que satisfagam uma das desigualdades anteriores. Consequentemente w? (T') = 17,

em que Téo operador induzido definido em (3.3).

Observacgao 3.1.10 Se p < ¢, entdo os unicos operadores B-somantes (fortemente
ou fracamente) sao nulos. Com efeito, se X = {0} o resultado ¢ imediato. Assim,
suponha-se que X # {0}. Como p < ¢, seja (A;)52, € £, \ £,. Para todo z € X, temos
(Ajz)2, € £p4(X), pois

[l = s <ZIIB Oy y>||q>

yEBy =1

~ sup |B(z.y)| (ZM rq)q (39)

yEBy j=1

< Bl (A5 Nlq
< +00.

Seja @ € X\{0} e suponhamos que exista um operador 7" # 0 que seja (p; B, q)-
somante. Assim, pelo item (ii) da Proposi¢ao 3.1.6, existe uma constante C' > 0 tal
que

[cxeym)

para todo m € Ne xy,...,z, em X. Usando a linearidade de T' e a desigualdade
obtida em (3.9), temos

<C’H)\x

J 1HBq

IT(@)lly [[A)7, < ClBIIzlx (|

donde segue-se que
I[Nl < CUBIHA)]], -

Sendo /,(-) finitamente determinada, concluimos que (A;)>2; € £, (absurdo). A verifi-

cagdo para o caso dos operadores fracamente (B, p; ¢)-somantes ¢ analoga.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre os espagos de operadores B-

somantes.
Proposigao 3.1.11 Se o espago X é B-normado e 1 < g < p < 00, entdo o espago
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3.1. Operadores fortemente e fracamente B-somantes

(I, (X3 V), 7, (4)

é Banach.

Demonstragao: Inicialmente provaremos que (Hﬁ (X;V),m) q( )) é um espago veto-

rial (7)) (T) j4 ¢ uma norma, definida na Proposigao 3.1.6).

Pq(

Sejam Ty, Ty € ng (X;V) e X € K. Entao, pelo item (ii) da Proposi¢ao 3.1.6,

para i € {1,2} e todo n € N, temos

||, < @ @)l

para quaisquer zi,...,x, € X. Usando a Desigualdade de Minkowski, obtemos
n 7 n »
(Z (T + ATQ)(wj)H@) < <Z (71 ()l + IIATz(wj)IIV)p>
Jj=1 j=1
<@, + e,

< (g (1) + Al (72)) II(%)?:llle

portanto, (17 + A1) € ng (X;V). Notemos ainda que para todo operador T' €
B :
IL;, (X; V), vale
I < 75y (D)|| B (3.10)

Com efeito, dado = € X, a sequéncia (z,0,0,...)%2, € £,(X) C {p4(X) e tem-se
7@ v = 1T, 0,0, I, e (2,00, Jllp, = sup Byl < [Blll]x.
yeby

Usando os fatos acima e a definigao de « (T') no item (ii) da Proposi¢ao 3.1.6 para

n = 1, obtemos

IT(@)lly = (T (2),0,0,--)l, S g (T) (2,00, )l gy < 70 (D Bl x
e disso segue (3.10).

Agora, provemos que (117 (X;V),x (-)) é Banach. Seja (T});, uma sequéncia
de Cauchy em (I (X;V),77 (-)). Entao, por (3.10), (T;);2, é uma sequéncia de
Cauchy em L£(X;V) e assim T, — T € L(X;V). Para cada k € N, o operador
induzido T}, definido em (3.1), pertence a LU (X);0,(V)) e T3]l = 70, (Tk), como

provado na Proposi¢ao 3.1.6. Dessa forma, (T\kxo ¢ de Cauchy em L ((p 4(X); 6,(V))
=1
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3.1. Operadores fortemente e fracamente B-somantes

que é completo pois £,(V) é Banach. Assim, (T\k> converge para algum operador

S € L(lpq(X);6p(V)). Dados ()52, € €p4(X) e c >0, existe N € N tal que

k>N = | Tl - S((@)i)

<e (3.11)
p

Denotando S((w;)52,) = (v;)32; € £,(V) e substituindo em (3.11), obtemos

k>N= HTk((mJ)Jﬁ ) — ()52 1” (Z | Ty () — yj||v> < €.

Assim, para todo j € N, temos
k>N = |Ti(x;) — yslly <,

ou seja, para todo j € N, obtemos klim Ty(x;) = y; e, como Ty, — T em L(X;V),
—00
temos klim Ty(x;) = T(x;). Pela unicidade do limite, segue-se que T'(z;) = y;,Vj € N,
—00

isto é,
T((27)320) = (T(2)32y = )52 = S((w)20); V(@)52 € g g(X).
Com isso, T = S e, portanto, T é (p; B, q)-somante. (]

Abaixo enunciamos um resultado analogo & proposicao anterior para a classe dos

operadores fracamente (B, ¢; p)-somantes.

Proposigao 3.1.12 Suponha que o espago X seja B-normado e que 1 < ¢ < p < 0.

Entao, o espaco
(WE(U; X),wp, (1))

é Banach.

Demonstragao: De forma semelhante a desenvolvida em (3.10), obtemos a de-
sigualdade
T < Cuyy(T),

valida para todo operador T' € W2 (U; X), em que C > 0 ¢ a razdo entre as constantes
dadas no item (ii) em (3.1.9) e a obtida em (1.23). A partir disso, seguindo-se um
procedimento anélogo ao usado na demonstracao da proposicao anterior, obteremos o

resultado desejado. [
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3.2. Teoremas tipo dominacao de Pietsch e consequéncias

No que segue, apresentaremos alguns casos de coincidéncias entre as classes de
operadores B-somantes com classes ja conhecidas. Isso mostrard que essas defini¢oes
generalizam outros espagos classicos de operadores.

Antes disso, vejamos mais duas classes de operadores definidas nos trabalhos [4]
e [14].

Definicao 3.1.13 [4, Definition 2.1] Seja T' € L£(X; V). Dizemos que T é um operador:

(i) Absolutamente mid (p; q)-somante se

(T(x;))52, € £p(V) sempre que (z;)32, € £(X).

j=1

(ii) Fracamente mid (p; q)-somante se

(T'(z;))52, € ﬁmld(V) sempre que (7;)72, € £ (X).

Os espagos dos operadores definidos acima sao denotados, respectivamente, por
Hg";d (X;V)e Wmid(X ; V). Quando p = ¢, denotaremos os espagos acima por Hmid(X V)
e W;nid (X; V), respectivamente, e se p < ¢, entao os espagos Hmld(X V)e Wmld(X V)

sao ambos espacos nulos.

Exemplo 3.1.14 Consideremos as aplicagoes bilineares B;, para i € {1,2}, vistas no
Exemplo 1.1.7 e Bs vista no Exemplo 1.1.9. Temos {p, ,(X) = €,(X), {p,,(X) = £;)(X)
e Up,»(X) = £3"(X) e obtemos as seguintes coincidéncias de classes para todo espago
de Banach V:

i) IP(X,V)=L(X,V); iv) WE(V, X) = IL,,(V, X);
i) I53(X, V) = (X, V); v) WV, X) =LV, X)
iif) 53 (X, V) = II04(X, V); vi) W (V. X) = Wyd(V, X).

3.2 Teoremas tipo dominacgao de Pietsch e consequén-

cias

O Teorema da Dominacao de Pietsch é um importante e classico resultado que
relaciona operadores absolutamente somantes com a teoria da medida. Nesta secao,
apresentaremos alguns resultados do tipo dominacao de Pietsch para os operadores
B-somantes, além de uma série de consequéncias. Como base para esse estudo, foram
fundamentais alguns trabalhos tais como [9, 10, 19, 23|.

Vamos primeiro enunciar a versao classica do Teorema da Dominacao de Pietsch,

formulado no contexto dos operadores absolutamente somantes.
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3.2. Teoremas tipo dominacao de Pietsch e consequéncias

Teorema 3.2.1 (Teorema da Dominacao de Pietsch) [10, Theorem 2.12| Sejam
1<p<oo, U eX espagos de Banach e T € L(U; X). O operador T € absolutamente
p-somante se, e somente se, existem uma constante positiva C e uma medida reqular

de probabilidade p nos borelianos de By, com a topologia fraca-estrela, tais que
ITw)lx <C /Iu*(u)!pdu(u*) 7 (3.12)
By

U

para todo uw € U. Além disso, m, (T) = inf{C’; C satisfaz (3.12)}.

Apresentaremos algumas versoes do teorema anterior para as classes dos opera-
dores B-somantes. Para o caso dos fracamente (B, p)-somantes, o resultado é obtido
por uma simples aplicagao do teorema anterior para a composicao B, oT". Ja no caso

dos fortemente (B, p)-somantes, necessitaremos da teoria desenvolvida em [19].

Teorema 3.2.2 (Tipo Dominagao de Pietsch I) Sejam X um espa¢o B-normado
el < p < oo. Um operador T € L(U;X) € fracamente (B,p)-somante se, e so-
mente se, para cada y € Y, existem uma constante C, > 0 e uma medida reqular de

probabilidade p, definida nos borelianos de By, com a topologia fraca-estrela, tais que

1By 7@, <Gy | [ ol duu) | (3.13)

para todo u € U. Além disso, w} (T) = inf{C,; C, satisfaz (3.13)}.

Demonstragao: Sendo 7' um operador fracamente (B, p)-somante, segue-se da
Observacao 3.1.3 que, para cada y € Y, o operador B, oT é absolutamente p-somante.
O resultado entao segue da aplicagao imediata do teorema anterior. [

Como consequéncia do resultado acima, temos o

Corolario 3.2.3 Se T ¢ um operador fracamente (B, p)-somante, entao

w?(T) = sup 7,(B, oT).

P
yE€By
A demonstragdo desse corolario faz uso do seguinte lema técnico, cuja demons-

tracdo encontra-se em [18, Lema 2.4.10].

Lema 3.2.4 Sejam A e B conjuntos nao vazios e [ : Ax B — R uma fung¢do. Entao

supsup f(z,y) = supsup f(z,y). (3.14)
r€A yeB yEB z€A
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3.2. Teoremas tipo dominacao de Pietsch e consequéncias

Demonstragao: (do Corolario) Como o operador B, o7 é absolutamente p-somante,

qualquer que seja y € Y, entao

|By o) <m(B,01) @], (3.15)
quaisquer que sejam uq,...,u, € U e n € N. Considerando o operador induzido
definido em (3.3), temos

w, (T) =T
= sup {7 (@), ()i € Bn
=su { T, € B |
= sup sup {H(B (T (). 9| s () € BZ;J;(U)} (3.16)
yeBy p
(3.14) n 0
=" sup sup { H(By o T(Uj))j:1 N (uj)jzl € Bg;u(U)}
yeBy P
(3.15) . .
<" sup sup {m(By o ) (Wil ()1 € Bugan )
yEBy ’

= sup m,(ByoT).
yEBy

Por outro lado, usando novamente o fato de B, o T' ser absolutamente p-somante,

qualquer que seja y € Y, e a desigualdade dada por (3.7), temos

mp(By o T') < inf{C'; C satisfaz (3.7)}||y|ly

= w, (T)ylly
e assim
sup m,(B,oT) < wf(T).
yEBy
O resultado segue de (3.16) e da desigualdade acima. ]

Fazendo algumas restrigdes sobre dominio da aplicagao bilinear B e gragas ao
trabalho [19] de D. Pellegrino e J. Santos, obteremos um teorema do tipo dominagao
de Pietsch para a classe dos operadores fortemente (B, p)-somantes. Citemos alguns
resultados deste importante trabalho, necessarios para o avanco de nossa teoria.

Definigao 3.2.5 [19, p. 371| Sejam X,W e E conjuntos nao-vazios arbitrdrios, H

uma familia de aplicagdes de X em W, G um espago de Banach e K um conjunto

63



3.2. Teoremas tipo dominacao de Pietsch e consequéncias

compacto de Hausdorff. Consideremos ainda as aplicacoes arbitrdrias R e S definidas
por:

i) R: KxExG — [0,00)

(i) S: HxExG — [0,00)
e0 < p < oo. Unma aplicagio T € H ¢é dita RS-abstrata p-somante se existir uma

constante C' > 0 tal que

(Z S(T7Ij7bj)p> S Csup (Z R(Sorrj?bj)p) )
j=1

peK =1
quaisquer que sejam m € N, xy, ...z, € K eby, -+ by, € G.

Teorema 3.2.6 [19, Theorem 3.1| Nas condigdes da defini¢ao anterior, se a aplica¢ao
R.p, definida por
R.p: K — [0,00)
A — R\ a,b)’
for continua, quaisquer que sejam x € F e b € G, entao um operador T € H é RS-
abstrato p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida de

probabilidade de Borel i1 sobre K tais que

S(T.x,b) < C </K R(gp,x,b)“’du(s@)) .

para todo x € K e todo b € (.

A seguinte observagao é essencial para o proximo resultado:

Observagao 3.2.7 Dados os espacos de Banach Y e Z, denotaremos por L« . (Y"; Z)
o subespago de L(Y’; Z) dos operadores lineares continuos, em que Y’ estd munido com

a topologia fraca-estrela e Z com a topologia da norma.

Tendo posse os resultados necessarios, voltemos ao nosso principal objetivo: o
Teorema tipo Dominagao de Pietsch para a classe dos operadores (B, p)-somantes.
Teorema 3.2.8 (Tipo Dominacao de Pietsch II) Sejam 1 < p < o0 e B : X X
Y’ — Z uma aplicagao bilinear, admissivel e limitada, com X um espa¢o B-normado.
Suponhamos que, para cada v € X, o operador B(x,-) := By € Ly (Y'; Z). Entao,
o operador T' é (B, p)-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma

medida de probabilidade 1 sobre os borelianos de By: com a topologia fraca-estrela tais

IT@)ly < C ( /

para todo x € X. Além disso, 117 (T') = inf{C; C' satisfaz (3.17)}.

que

P

1B:(y7)IIZ d#(?/")) ) (3.17)
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Demonstragao: Seja 7' um operador fortemente (B, p)-somante. Considerando os

parametros do Teorema 3.2.6, fagamos

E =G,
G=R;
H=L(X;W)
K = By:.

O Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki garante a compacidade de By, uma vez que
a bola estd munida da topologia fraca-estrela. Agora, definamos as seguintes aplicacoes

R e S, respectivamente, pondo
R: By x X xR — [0,00) e S: LX;W)x X xR —  [0,00)

Como o operador T € ng(X; W), entdo, pela Proposigao 3.1.6, existe uma constante

C > 0 tal que
| @@,

para todo m natural e quaisquer zy,...,x,, em X. Assim, usando as respectivas

, < C||(x;)

Fall
J=tBp’

defini¢coes das aplicagdes R e S, a desigualdade anterior pode ser reescrita por

1

(Zm: S(T, l‘jabj)p> i < C'sup (i R()\,xj,bj)p>

peK

para todo m natural e quaisquer x1, ..., z,, em X. Com isso, as hipéteses da Definicao
3.2.5 sao satisfeitas e o operador T' é RS-abstrato p-somante.
Notemos ainda que, para todo x € X e todo A € R, a continuidade da aplicacao

R, := R(-,z,\), definida por
Rz)\ : By/ — [0, OO)
v 1Byl

decorre diretamente da continuidade das aplicagoes ||-|| e B, uma vez que, por hipotese,
B(x,-) := By € Ly (Y'; Z). Assim, as condicoes exigidas pelo Teorema 3.2.6 sao

satisfeitas e, portanto, obtemos a desigualdade (3.17). ]

Elencaremos agora uma série de consequéncias dos teoremas tipo Dominagao de

Pietsch para as classes de operadores B-somantes.
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Corolario 3.2.9 Nas condi¢oes do Teorema 3.2.2, se 1 < g < p < 00, entdo

B . B .
W (U; X) CW2(U; X).
Além disso, se T € WqB(U;X), entdo

wl (T) <wl(T).

(3.18)

Demonstracao: Se T € WqB (U; X)), pelo teorema anterior, existe uma medida de

probabilidade p tal que

1By o T(u)ll, < w(T) (/B IU*(U)quu(U*)>

1
q

quaisquer que sejam u € U ey € Y. Como L, (U, X, p) < L, (U, %, ), temos

1B, 0 (), < w(T) ( / ru*<u>|wu<u*>>q < WB(T) ( / IU*(U)Ipdu(U*)>

S =

e aplicando-se mais uma vez o teorema anterior, segue-se que T é fracamente (B, p)-

somante. Sendo w(T) o infimo das constantes que satisfazem a tltima desigualdade,

temos também (3.18).

Vejamos agora que a inclusao obtida no corolario anterior pode ser generalizada

com uso da Observacao 3.1.3. Antes disso, relembremos o cléssico e mais geral Teorema

de Inclusao para operadores absolutamente somantes.

Teorema 3.2.10 (Teorema da Inclusao) Sejam U e Z espagos de Banach e p,q,r, s

no intervalo [1,00) tais que

wi= |A
=

.8
<3

»QIH»Q
I\
*GIH'E

*!IH

Entao,
Hz%q(U; Z) C H,«,S(U; Z) € WT,S(') < Wp»q(')'

Demonstragao: Ver [10, Theorem 10.4].

Proposigao 3.2.11 Sejam p,q,r,s € [1,00) tais que

q<p,s<r;
1 11 1
q p — s r’

Entao
B (77 B/rr. B B
Wpyq(U,X) C W/m(U7X) e wm(-) <wy ().

p,q
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Demonstragao: A Observacao 3.1.3 garante que 1" € Wfq(U ; X) se, e somente se,
B,oT e€1l,,(U; Z), para todo y € Y, e como as condigdes dadas em (3.19) satisfazem
o Teorema da inclusao, temos 11, ,(U; Z) C II, 4(U; Z) e entao B, o T € 11, ,(U; Z),
para todo y € Y. Isso equivale a afirmar que T € W,ﬁ,(U ; X). Para provarmos a
desigualdade de normas, consideremos T' € Wfq(U ; X) e up,...,u, € U. Analisemos
dois casos:

e Quando ¢ = s: Nesse caso, temos p < r (por (3.19)) e entao, de (1.2) e (?7), segue

que

(T ()5

< wpo(T) | ()il (3.20)

HB,p

=w? (T) ||(uj)?:1Hw,s :

e Quando ¢ < s: Neste caso, temos p < r (por (3.19)). Definindo ¢1,%, € [1,00) de
1 1 1 1 1
modo que — = — — — e — = — — ~ e, considerando \; := ||B, o T'(u;)||"/*2, com
ty qg s t p
1<j3j<neyeY, temos
1By o T(uj)[|" = [|1By o T(Aju;)|"-

1 1 1 r
De fato, como — = — — —, entdo r = pr + p, logo
t2 p T t2

1B, o T(uy)||” = || By o T'(u)] =
= (I1By o T(up)|""*=|| B, o T(uj)])"
= (MlIBy o T(u))Il)"
= ||B, o T(\uy)|”.

Dessa forma,

S

(ZHB o T(uy) H) (ZHB oT/\uJ)H>

68) .
< WDyl |,

1

Como — = . + —, aplicando a Desigualdade de Hoder e usando o fato de t5 < t,
q (1 S

obtemos

1
<2||ByoT<uj>||r> < Dyl [l ]
=1
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< wog(Mylly )5z, )il

1

n 7
Wy (Dlylly (Z 1By T(uj)llr> [Cu)iil,, .
j=1

e disso, segue que

(ZN%ONWW)p

Por fim, tomando o supremo de y € By na desigualdade acima, obtemos

1

t2

1
(Z 1By o T(Uy)H’") < wg(Mylly || ()i ], .-
j=1

||, <@ llw)l,, (3:21)

HB,’/‘

Portanto, pela definigio de w? (T), as expressoes (3.20) e (3.21) garantem a

desigualdade de normas desejada. [

Uma versao do Corolario 3.2.9 para a classe dos operadores fortemente (13, p)-
somantes serd apresentada a seguir. Sua demonstragao é andloga a prova daquele

coroléario, portanto seré omitida.

Corolario 3.2.12 Considere-se B uma aplicagao bilinear nas condig¢oes do Teorema

3.2.8 el <q<p< . Entio, para todo espago de Banach V, tem-se
B . B .
I (X5 V) C I (X V).
Além disso, se T € Hf(X; V), entao
T2 (T) < =l (T).
Outras consequéncias dos teoremas tipo Dominagao de Pietsch I e II sao resulta-
dos de coincidéncias, que apresentaremos a seguir. Para isso, lembremos antes alguns

conceitos e resultados da teoria de espagos de Banach.

As fungoes de Rademacher sao definidas por
o [0,1] — R, neN
t  +—— sign(sin2"nwl).
Um fato interessante é que as fungoes de Rademacher possuem a propriedade de orto-

! 1,se =k
(¢ tdt = 6, = ’ .
[ronoa=s h%#k

gonalidade, isto é,
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3.2. Teoremas tipo dominacao de Pietsch e consequéncias

Assim, (1,)22 , forma uma sequéncia ortonormal de Ly [0, 1].
Sejam 1 < p, ¢ < oo nimeros reais. Um espaco de Banach Z possui tipo ¢ se
existir uma constante 6 > 0 tal que, para qualquer escolha finita 2y, ..., z, de elementos

de Z, vale a desigualdade
1
2 2

/01 a| <o (zn: ||zj||‘I>q . (3.22)

De forma semelhante & definicao anterior, um espaco de Banach V' possui cotipo

n

> i)z

J=1

p se existir uma constante x > 0 tal que, para qualquer escolha finita wy, ..., w, de

elementos de 7, vale a desigualdade

. : 1
S sl ] < /
j=1 0

Os infimos das constantes 6 e r que satisfazem (3.22) e (3.23), respectivamente,

1
2 2

| . (3.23)

n

> ritw,

=1

sao denotados por T,(Z) e C,(V). Para um estudo mais detalhado sugerimos |10,

p. 217].

Lema 3.2.13 (Desigualdade de Kahane) [10, p. 211] Se r; sdo fungdes de Rade-

macher definidas no intervalo [0, 1], entao para todo 0 < p,q < oo, existe uma constante

K,q, >0 tal que
1
1 a 1
/ a) <k [
0 0

para todo n natural e x1,--- ,x, elementos do espaco de Banach X.

q n

> ()

Jj=1

n

> i)z

J=1

PN
dt) , (3.24)

Corolario 3.2.14 Nas condigoes do Teorema 3.2.2, suponha que o espago Z tenha

cotipo p, com 2 < p < oo. Entao
WP (U; X) c WE(U;X), V1< q< oo. (3.25)
Em particular, se p =2, temos

WE(U; X)=WP(U; X), V2 < q< . (3.26)

Demonstragao: Como Z tem cotipo p, com 2 < p < oo, entdo, por [10, Theo-

rem 11.13|, temos I, (U;Z2) C 1,2(U;Z), V1 < ¢ < o0 e, quando p = 2, temos
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I,(U; X) = I,(U; Z), ¥ 2 < g < oo. Dessa forma, (3.25) e (3.26) decorrem da
Proposigao 3.2.11 (ver isso na demonstragao dessa proposigao). [ |

Para a classe dos operadores fortemente (B, p)-somantes, temos um resultado
analogo, porém sua demonstracgao percorre um caminho nao tao simples em relagao ao
caso anterior.

Corolario 3.2.15 Nas condigoes do Teorema 3.2.8, suponha que os espacos V e Z
tenham, respectivamente, cotipo p e tipo q, com 1 < q <2 <p < oco. Entio

n2(X;V)cll (X;V), Vr>1 (3.27)
Em particular, se p=q =2, entdo

2(X; V) =12(X;V), Vr>2
Demonstragao: Sejam 7' € [12(X;V) e x1,...x, € X. Iniciaremos usando o fato de

V' possuir cotipo p, passando pela Desigualdade de Kahane para (r,2) e, em seguida,

pelo Teorema tipo Dominacao de Pietsch II. Entao, para cada y* € Y’, obtemos

L 2 3
" P (3.23) T
(ZHT(%)H@) Sam | [ Snwre)
j=1 0 |[j=1 v
1 n r T
<Gk | [ | 0T @
1 n " v
= Cp(V)KT’Q / T ( T’j(t).%j) dt
Jo = v
(3.17) "

< G(V)K,om) du(y™) dt

(Z Ty (t)xﬁ y*>

Usando o Teorema de Fubini, a bilinearidade de B, a desigualdade de Kahane (agora

para (2,7)) e, por fim, o fato de Z ter tipo p, nessa ordem, o calculo acima implica em

<Z||T($j)||’&> < Cp(V) K omy Bz, y)|| dt du(y”)
j=1 By/ 7
(3.24) 2 : ’
2 (V) Ko (T) Ko, / Zm ()| | du(y)
By
Z
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3.2. Teoremas tipo dominacao de Pietsch e consequéncias

N =

< G Ktk Ty2) | [ (ZHB% Hz>qdu<y*>

1
r T

< Cp(V)KT 2T, (T)KQ g () /B sup <Z | B( Tjy Y ||q> q dp(y”)

v/ Yy *eYy’

<K H(xj)?ZIHB,q ’

em que K = C,(V)K, 22 (T)K,,T,(Z). Logo, pelo item (ii) da Proposigao 3.1.9,
segue-se que T € IL7 (X; V) qualquer que seja r > 1. Isto prova (3.27).

No caso em que p = ¢ = 2, como r > 2, a inclusao contraria é garantida pelo
Corolario 3.2.12. [ ]

Para finalizarmos esta secao, faremos uso do trabalho de D. Popa [23| que aborda
uma nova classe de operadores. Para essa nova classe, foram obtidos alguns resulta-
dos, entre eles: um Teorema do tipo Dominagao Pietsch (e, claro, algumas de suas
consequéncias), um Teorema de Composigao, além de uma propriedade “Splitting”.
Mostraremos que, sob certas hipéteses, a classe definida por Popa recupera certas clas-
ses de operadores fortemente B-somantes e portanto esses resultados sao naturalmente

herdados por nossas classes de estudo.

Definigao 3.2.16 |23, Definition 1] Sejam 1 < ¢ < p < o0, X,V e Z espagos de
Banach, 2 um espago (topolégico) compacto de Hausdorff ¢ S : X — C(£2, Z) uma
aplicagao linear limitada. Um operador T € L(X; V) é dito (p, ¢, S)-somante se existe
uma constante C' > 0 tal que, para todo niimero natural n e toda n-upla (LL‘]-)?Zl em

X, a seguinte relacao é satisfeita
. 1 . 1
(Z IIT(fﬂj)ll’&> < Csup (Z IIS(fﬂj)(w)||2> : (3.28)
=1 wefd =1
Uma norma do operador T', nesta classe, é dada por

75 (T) = inf{C; C satisfaz (3.28)}.

b.q
Quando p = ¢, o operador T é chamado (p,S)-somante e sua norma denotada, sim-

plesmente, por 75 (T)).

Facamos agora um conjunto de escolhas que nos leva a uma identificacao entre

os operadores (p, ¢, S)-somantes e os fortemente (p; B, ¢)-somantes.
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3.3. Operadores B-somantes (fortemente e Cohen) e adjuntos

Exemplo 3.2.17 Seja B : X x Y’ — Z bilinear com X B-normado e tal que o
operador B, € Ly . (Y'; Z), para todo z € X. Escolhendo £ = By, munido com a
topologia fraca-estrela, e definindo a aplicagao S : X — C(Q, Z), pondo S(x)(y*) =
B(z,y*), é imediato verificar que T ¢ fortemente (B, p)-somante se, e somente se, T é

(p, S)-somante.
Os resultados a seguir sao consequéncias imediatas da teoria estudada em [23],

mais precisamente do Lemma 1 e Theorem 2, respectivamente, adaptados para a classes

dos operadores B-somantes, com a identificagao descrita no exemplo acima.

Teorema 3.2.18 (Propriedade Splitting) Sejam V um espago de Banach, os pa-
. , 1 11 , L
rametros 1 < q < p,r < oo tais que — = —+ — e B : X XY’ — Z uma aplicagao

bilinear com X B-normado e tal ququz gﬁw:”.”(Y’; Z), para todo x € X. Entao,
todo operador T € L(X;V) fortemente (B,r)-somante € (q;p)-misto somante. Em
outras palavras, quaisquer que sejam n € N e (x;)7_, € X", evistem (\;)j—, € K" e
(v;)j=, € V", tais que

T(zj) = Ao, 1< g <.
Além disso,

IOl ()5l < 72 (D (5)51 | Ba-

Teorema 3.2.19 (Tipo Composicao de Pietsch) Sejam 1 < ¢; < p;,r < 00 pard-
1
metros que satisfacam — = — + —, para i € {1,2}, g2 < q1 e po < p1. Consideremos

V e U espagos de Banach € B X X Y' — Z uma aplicagio bilinear com X B-
normado tal que B, € Ly~ (Y'; Z), para todo x € X. Se os operadores T € L(X;V)
eV e L(V;U) sao, respectivamente, fortemente (B,r)-somante e (p1,p2)-somante.

Entao, a composi¢ao V oT € L(X;U) € fortemente (qy; B, q2)-somante. Além disso,
(VoT) < mpy o (V)7 (T).

‘11 42

3.3 Operadores B-somantes (fortemente e Cohen) e

adjuntos

A presente secao destina-se a apresentacdo de novos operadores cuja defini¢do
envolve o espaco de sequéncias Cohen (B, p)-somaveis. Esses operadores, de certo
modo, caracterizarao adjuntos dos operadores B-somantes ja estudados. Optamos por
usar a forma caligrafica para notacao da aplicacao bilinear a fim de diferencia-la da
aplicacao B que esta definida no espago X, enquanto que esta ¢ definida no dual X'.

Comecemos pelas defini¢oes das novas classes.
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3.3. Operadores B-somantes (fortemente e Cohen) e adjuntos

Definigao 3.3.1 Sejam B : X’ X Y — Z uma aplicagao bilinear com X’ B-normado,
V um espago de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que T' € L(V; X) é um operador

fortemente Cohen (B.p)-somante se
(T(Uj));i1 € (p,(X) sempre que (Uj);?il € L,(V),
isto é, se o operador induzido

T: 0,(V) — lgy(X)
(v — (T(v));:

Jj=1 j=1

(3.29)

estiver bem definido.

O espago dos operadores lineares fortemente Cohen (B, p)-somantes de V' em X

serd denotado por DF(V; X).

Definigao 3.3.2 Sejam B : X’ x Y — Z uma aplicacao bilinear com X’ B-normado,
V um espago de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que T' € L(X;U) é um operador
Cohen (B, p)-somante se

(T'(x5))>=, € £,(U) sempre que (z;);2, € {p,(X),

j=1 S %p
isto é, se o operador induzido
T (X)) — 4,(U)
()2 — (T(x5))2,

estiver bem definido.

O espago dos operadores lineares Cohen (B, p)-somantes em L£(X; U) sera deno-

tado por C2(X;U).

Vejamos alguma caracterizagoes para as classes de operadores definidas acima. As
demonstragoes dessas caracterizagoes, que serao omitidas, repousam sobre 0s mesmos
resultados usados para as demonstragoes das Proposi¢oes 3.1.6 e 3.1.9, usando o fato de
que o espago das sequéncias Cohen (B, p)-soméveis satisfaz as propriedades necessarias,

elencadas nas Observagoes 2.1.15 e 2.1.16.

Proposicao 3.3.3 Sejam 1 <p<oo eT € L(V;X). Sao equivalentes:

(i) T é€ fortemente Cohen (B, p)-somante;
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3.3. Operadores B-somantes (fortemente e Cohen) e adjuntos

(ii) Eziste uma constante C' > 0 tal que

|z, <Clel

P )
sempre que (v;)32, € £,(V);
(iii) FEziste uma constante C > 0 tal que
||, < Clwyl,.
para quaisquer m natural € vy, ..., U, em V.

Denotaremos por df (T') o infimo das constantes C' tais que uma das desigualdades
acima, e portanto ambas, sdo satisfeitas. Além disso, temos df (T') = T, em que T
¢ o operador induzido definido em (3.29).

Uma versao analoga a caracterizacao acima, também é valida para a classe dos

operadores Cohen (B, p)-somantes:
Proposicao 3.3.4 Sejam 1 <p< oo eT € L(X;U). Sio equivalentes:

(i) T € Cohen (B, p)-somante;

(ii) Ewiste uma constante D > 0 tal que

|z,

)

=D H(‘Ej)ﬁlnw,pw
sempre que ()52, € U5 ,(X).

(iii) Ewiste uma constante D > 0 tal que

m m
|, <Dl e,
para quaisquer m natural e xy, ..., T, em X.
Denotaremos por cf (T') o infimo das constantes D tais que uma das desigualdades
acima, e portanto ambas, sio satisfeitas. Além disso, temos cj (T') = 17|, em que T &

o operador induzido definido em (3.3.2).

Vamos agora apresentar os principais resultados da se¢dao. A demonstragao do

primeiro serd apresentada e a do segundo, por ser analoga, serd omitida.

Proposigao 3.3.5 Sejam By : X XY — Z e By : X" xV — H aplicagoes bilineares

tais que ( %l’p(X))l e Uy

B,p(X') sejam isometricamente isomorfos, com n € N. Entdo

B . B B _ B
Tell(X;V)eT eD2(V, X)) e m,1(T)=dzT).

p
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3.3. Operadores B-somantes (fortemente e Cohen) e adjuntos

Demonstragao: Seja T € Hfl (X; V). Para provarmos que 1" € fo (V' X"), basta-
nos mostrar, tendo em mente a Proposicao 3.3.3 e o diagrama abaixo, que T" esta bem

definido.

(V) T g (X
J @) r
(V) (03,,(X))

()

Ou seja, devemos mostrar que
~ N/ ~
T"=To (T) oJ = TrelL(fn(V)lg (X)), (3.30)

em que J e I' sao os isomorfismos isométricos duais, dados por:

n

J((w3)32) ((v)52,) = Zv;‘(vj) e T'(p) = (poly)l, (para o ultimo, ver (2.11)).

j=1

—~ ~\ /
Ressaltamos que, por abuso de notacao, os operadores T" e (T) denotarao, respecti-

~ ~\ /
vamente, suas restrigcoes T’|£ o, (vyen L xn) © (T) / -
(5 Ba.p / ) (e on)s(em, - (¥))

E claro que o operador linear (f ) estd bem definido e é continuo. Assim, a

N/
composigao I' o (T) o J pertence a L (£3.(V'); (g, . (X')) . Agora, se v* := (v})}

Jj/j=1
pertence a £,-(V'), entao

T'o (f),oj((v;)?:l) =T o0 J, oT = (Jv* oT\oFi)n

i=1"

usando a notagdo J ((v)32;) = Jy». Assim, para cada i € {1,--- ,n} e € X, temos

Jv* e} fo Fl(l’) == Jv* f ((51J‘E)n )

Jj=1

I

4
Sk
—~
S
~—~~

8
~—
~—

e isso mostra que
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(T

7j=1

f (( >] 1)

Disso, segue a implicagao (3.30). Mais ainda, como ||T'|| = ||J|| = 1, temos
B —~ ~\ /
=[] - ro (7'
N/
< ey (7) ] 1
~\ / ~
S GIRLE
ou seja,
B B
d (T") < ) (T). (3.31)

Reciprocamente, sejam (x;)7_; € X™ e (v})7_; € (V')". Usando a caracterizagao

do dual de £7(V), tem-se

{ Z” )| ()i € Bf;;*(V/)}
- sup{ ZT’ (W)(;)|5 (v))j= € Be;xw)}

\T' ()5 (v)j=n € Bf;*w')}

sup

@ d62<7”>sup<{j£j D (s,

— | d32(T")

 (07)j=1 € Ben.vry }

n

< d2(T') sup{ @) (@) € By, <X'>}

Jj=1

= 8T )i,

Portanto, por (ii) da Proposic¢ao 3.1.6, T' € Hfl (X; V). Além disso, da expressao
acima, concluimos que
TP(T) < d5 (T7).
Finalmente, a desigualdade acima e (3.31) garantem a igualdade de normas. m

Proposigao 3.3.6 Sejam By : X XY — Z e By : X" xV — H aplicagoes bilineares

tais que (0%, »

TeWl(U;X)eT eC2X\U) e wl(T)=c2(T).

(X )) e U, (X') sejam isometricamente isomorfos, com n € N. Entdo
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