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Resumo da Dissertacdo apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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Na 4area de Estatistica, uma das formas de realizar inferéncia sobre os parametros
de um determinado modelo probabilistico é por meio de teste de hipoteses. Porém,
muitas vezes, é conveniente realizar o estudo inferencial apenas para um subconjunto
desses parametros, os quais sao denominados de parametros de interesse e os demais,
de perturbacao. Inferéncias para parametros de interesse podem ser feitas utilizando
a funcao de verossimilhanca perfilada. Porém, o uso desta funcao pode conduzir a
resultados imprecisos quando o ntimero de parametros de perturbacao ¢ grande em
relacao ao tamanho da amostra. Além disso, a funcao de verossimilhanca perfilada
nao é uma funcao de verossimilhanca genuina. Assim, algumas propriedades basicas
de uma funcao de verossimilhanca podem nao ser validas. Com o intuito de ate-
nuar esses problemas, Barndorff-Nielsen (1983) e Severini (1998) propuseram versoes
ajustadas da funcao de verossimilhanca perfilada. E conhecido da literatura que a
estatistica da razao de verossimilhancas, sob hipdtese nula, tem distribuicao assin-
totica qui-quadrado. Portanto, para amostras de tamanho pequeno ou moderado,
a aproximacao da distribuicao assintotica nula pela distribuicao nula exata pode
nao ser satisfatoria. Visando conferir inferéncias baseadas em amostras de tamanho
pequeno ou moderado mais confidveis, Sousa (2020) propos um método de aperfei-
coamento do teste da razao de verossimilhancas que consiste em fazer uma correcao
na cauda da distribuicao nula assintotica através da distribuicao qui-quadrado inf.
Neste trabalho, o principal objetivo é comparar o desempenho dos testes baseados
na estatistica da razao de verossimilhangas (considerando a func¢do de verossimi-
lhanca pefilada e versdes modificadas) com o método de aperfeicoamento proposto

por Sousa (2020) em amostras finitas. Também serao incluidas na comparacao testes
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corrigidos pela técnica de reamostragem bootstrap. Especificamente, essa compara-
cao serd feita aplicando as diferentes abordagens as distribui¢oes Lindley Ponderada
e Weibull Exponencializada. Para isso, serdo realizadas simulagoes de Monte Carlo,
considerando diferentes cenarios. Por fim, realizamos exemplos numéricos com base

em conjuntos de dados reais.
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In Statistics, hypothesis tests are used to make inferences of the parameters of
a given probabilistic model. However, it is often convenient to perform inferential
study only for a subset of parameters, which are called parameters of interest, and
the others, nuisance parameters. Inferences of parameters of interest can be made
based on profiled likelihood function. However, making inferences based on this
function can lead to inaccurate results when the number of nuisance parameters
is large comparing to the sample size. Also, the profiled likelihood function is not
genuine. Thus, some basic properties of the likelihood function may not be valid.
To mitigate these problems, Barndorff-Nielsen (1983) and Severini (1998) proposed
adjusted versions of the profiled likelihood function. It is known from the litera-
ture that the likelihood ratio statistic, under the null hypothesis, has an asymptotic
chi-square distribution. Therefore, for small or moderate samples, the asymptotic
distribution is not a good approximation for the exact null distribution. To improve
inferences, Sousa (2020) proposed a method for improving the likelihood ratio test,
which consists of correcting the tail of the asymptotic null distribution through the
chi-square inf. The main aim of this work is to compare the performance of tests
based on the likelihood ratio statistic (considering the profile likelihood function and
the modified versions) with the improvement method proposed by Sousa (2020) in
finite samples. Tests corrected by the bootstrap resampling technique will also be
included in the comparison. Specifically, this comparison will be made by apply-

ing the different approaches to the Weighted Lindley and Exponentialized Weibull
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distributions. For that, Monte Carlo simulations will be performed, considering dif-
ferent scenarios. Finally, we performed four numerical examples based on real data

sets.

X



Sumario

Lista de Figuras xii
Lista de Tabelas xiii
Lista de Simbolos xiv
Lista de Abreviaturas xvi
1 Introdugao 1
2 Conceitos Preliminares 4
2.1 Conceitos Bésicos de Probabilidade . . . . . . . . . .. .. ... ... 4
2.2  Conceitos Basicos de Inferéncia Estatistica . . . . . . . . .. .. ... 8
2.2.1 Teste de Hipbteses . . . . . . . . . . .. Lo 10

3 Testes de Hipoteses Baseados em Verossimilhanca Perfilada e suas

Versoes Modificadas 13
3.1 Funcao de Verossimilhanca Perfilada . . . . .. ... ... ... ... 13
3.2 Versoes Modificadas e o Teste da Razao de Verossimilhancas . . . . . 15
3.2.1 Barndorff-Nielsen (1983) . . . . . .. .. ... ... ... ... 15
3.2.2  Aproximagao Baseada em Covariancias Populacionais . . . . . 15
3.2.3 Aproximacao Baseada em Covariancias Empiricas . . . . . . . 16
3.3 Aperfeicoamento do Teste da Razao de Verossimilhancas (SOUSA,
2020) . .o 17

3.4 Teste da Razao de Verossimilhancas Corrigidos via Bootstrap (Bo-
otstrap Paramétrico e Bartlett-Bootstrap) . . . . . . ... ... ... 18
3.4.1 Teste da Razao de Verossimilhancas via Bootstrap Paramétrico 18
3.4.2 Correcao de Bartlett Bootstrap . . . . . .. .. ... ... .. 19

4 Funcgoes de Verossimilhanca para o Parametro de Interesse em duas

Distribuicoes de Probabilidade Continuas 21
4.1 A Distribuicao Lindley Ponderada . . . . . . .. .. ... ... .... 21
4.1.1 Geracao de Nameros Pseudo-aleatérios . . . . . . . . .. ... 22



4.1.2 Familia Exponencial . . . . .. ... .. ... 0L
4.1.3 Inferéncias . . . . .. .. Lo
4.2 A Distribuicao Weibull Exponencializada . . . . . . .. .. ... ...
4.2.1 Geracao de Numeros Pseudo-aleatorios . . . . . . . . .. ...

4.2.2 Inferéncias . . . . . . ..,

Resultados Numéricos
5.1 Testes para a Distribuicao Lindley Ponderada . . . . . . .. .. ...
5.2 Testes para a Distribuicao Weibull Exponencializada . . . . . . . ..

5.3 Exemplos Numéricos . . . . . . . . .. ..o o

6 Conclusoes
Referéncias Bibliograficas

A Tempo de simulacoes

A.1 Lindley Ponderada . . . .. .. .. .. ... ... . ..........
A.2 Weibull Exponencializada . . . . . . . ... ... ... ...

xi

33
33
38
42

45

46



Lista de Figuras

0.1
5.2
5.3
5.4

Distor¢oes dos tamanhos dos testes: v =5%. . . . . .. ... ... .. 36
Distor¢oes dos tamanhos dos testes, y =5%e A=1,0. .. ... ... 40
Distor¢oes dos tamanhos dos testes, y =5% e A=1,5. ... ... .. 41
Distor¢oes dos tamanhos dos testes, y =5% e A=2,0. ... ... .. 41

xii



Lista de Tabelas

2.1

5.1
5.2
5.3
5.4
3.9
2.6
5.7
2.8
2.9
5.10
5.11

5.12

Al
A2

Tipos de erros em teste de hipdteses. . . . . . . . . .. ... .. ... 11
Taxas de rejeicoes nulas, =1,0. . . . .. ... .. .. ... ..... 34
Taxas de rejeicoes nulas, S =2,5. . . . . . . . .. ... ... .. ... 35
Comparacgao entre Wy e Wy, 8=2,0en=20. .. ... ... .... 37
Poder do teste 8 =2,5,n=50. . .. ... ... ... ......... 37
Taxas de rejeicoes nulas, A\=1,0. . . . . ... .. ... ... ..... 38
Taxas de rejeicoes nulas, A\=1,5. . . . . ... ... ... .. ..... 39
Taxas de rejeicoes nulas, A\=2,0. . . . . .. .. .. ... ... ... 39
Poder do teste A =1,0,n =200. . ... .. .. ... . ........ 42
Dados I - Tempos de falha de componentes mecanicos. . . . . .. . . 43
Dados II - Tempos de falha por fadiga de rolamentos de esferas. . . . 43
Dados III - Tempos entre falhas sucessivas de equipamentos de ar

condicionado em uma aeronave Boeing 720. . . .. .. ... ... .. 44
Dados IV - Fluxos anuais do rio Weldon em Mill Grove. . . . . . . .. 44
Tempo de simulagées em segundos para § =1,0. . . .. . ... ... 48
Tempo de simulacoes em segundos para A =1,0. . . . . . . ... ... 49

xiii



Lista de Simbolos

(Q,F,P) Espaco de probabilidade, p. 4
P Probabilidade, p. 4
Q Espaco amostral, p. 4
F Algebra de eventos, p. 4
K(+) Matriz de informacao esperada, p. 9
L(-) Funcéo de verossimilhanca, p. 9
o) Fungao de log-verossimilhanga, p. 9
u() Funcao score, p. 9
Hy Hipotese nula, p. 10
H, Hipotese alternativa, p. 10
J(+) Matriz de informacao observada, p. 10
© Espaco paramétrico, p. 10
« Probabilidade de erro tipo I, p. 10
6] Probabilidade de erro tipo II, p. 10
7(+) Funcao poder, p. 11
C Regiao critica referente ao quantil da verdadeira distribuicao
de A\(z), p. 11
C* Regiao critica referente ao quantil ¢, p. 12
w Estatistica da razao de verossimilhancas, p. 12
v Nivel de significancia, p. 12
0 Estimador de maxima verossimilhanca de 6, p. 12

xiv



Sy

leNs(-)

lex ()

Wins

Gy

Wi

Wbb

gBNS* ()

Estimador de maxima verossimilhanca restrito, p. 12
Quantil, p. 12

Funcao de verosimilhanca perfilada, p. 14

Funcao de log-verosimilhanca perfilada, p. 14

Estatistica da razao de verossimilhanca baseada na verossimi-

lhanca perfilada, p. 14

Funcao de log-verossimilhanca a aproximacao de Severini, p.

15

Funcao de log-verossimilhanca da versao modificada Barndorff-

Nielsen, p. 15

Estatistica para a aproximacao de Severini baseada em covari-

ancias empiricas., p. 16

Estatistica para a aproximagao de Severini baseada em covari-

ancias populacionais., p. 16

Estatistica da razao de verossimilhancas baseada na verossimi-

lhanca perfilada, p. 17

Regiao critica do teste baseada na verossimilhanca perfilada,
p. 17

Teste da razao de verossimilhancas aperfeicoado, proposto por
Sousa (2020), p. 18

Regiao critica do teste aperfeicoado, p. 18

Teste da razao de verossimilhancas corrigido por bootstrap., p.
19

Estatistica da razao de verossimilhancas corrigida Bootstrap-
Bartlett, p. 19

Funcao de log-verossimilhanca a aproximacao de Severini, p.
32

XV



Lista de Abreviaturas

f.d.a

f.d.p
ii.d
EMV

TRV

Funcao de distribuicao acumulada, p. 5

Variavel aleatoria, p. 5

Funcao densidade, p. 8

Independentes e identicamente distribuidas, p. 8
Estimador de maxima verossimilhanca, p. 9

Teste da razao de verossimilhancas, p. 11

xvi



Capitulo 1

Introducao

A Inferéncia Estatistica trata de técnicas que objetivam inferir sobre as caracte-
risticas de uma populacao ou fendémeno por meio de subconjuntos da populagao,
denominados amostras. Para realizar tais inferéncias é necessario obter um modelo
que melhor represente a populacao de interesse. Nestes modelos, sao indexadas
quantidades fixas e comumente desconhecidas denotadas de parametros.

Podemos realizar inferéncia sobre os parametros por meio da estimacao pontual,
da estimacao intervalar e dos testes de hipoteses. Esse trabalho tem como foco o
estudo do aperfeicoamento do teste da razao de verossimilhancas (TRV) baseado na
funcao de verossimilhanca perfilada.

Em diversas situagoes, ¢ comum realizar inferéncia em apenas alguns parametros
de um modelo, estes sao denominados parametros de interesse e os demais, de per-
turbacao. Nestes casos, podemos fazer inferéncia utilizando a funcao de verossimi-
lhanca perfilada, que consiste em substituir na verossimilhanca usual os parametros
de perturbacao por suas estimativas de maxima verossimilhanca para valores fixos
dos parametros de interesse.

Por se tratar de uma funcao que depende apenas dos parametros de interesse, a
verossimilhanca perfilada possui menor custo computacional quando comparada a
funcao de verossimilhanca usual. No entanto, se a quantidade de parametros de per-
turbacao é grande em relacao ao tamanho da amostra, a aproximagao da distribui¢cao
da estatistica da razao de verossimilhancas, sob a hipdtese nula, pela distribuicao
qui-quadrado pode ser bastante pobre. Além disso, a verossimilhanca perfilada nao
é uma funcao de verossimilhanca genuina, pois algumas de suas propriedades nao
sao validas, tais como a funcao escore nao ter média zero e a informacao ser viesada
(SEVERINI, 1998).

Visando atenuar essas limitacoes da verossimilhanca perfilada, diversos ajustes
foram propostos na literatura. Barndorff-Nielsen (1983) propds uma versao modifi-
cada que é obtida como aproximacao a uma verossimilhanca marginal ou condicional.

Porém, a versao do autor faz uso de uma estatistica ancilar que normalmente é dificil



de ser obtida.

Devido a dificuldade em determinar a estatistica ancilar, Severini (1998) propos
aproximacoes para a versao modificada de Barndorff-Nielsen (1983). Para casos em
que o valor esperado da distribuicao de probabilidade é facil de ser obtido, é utilizada
uma aproximacao baseada em matriz de covariancias de derivadas da funcao de
log-verossimilhanca. Em caso contrario, ¢ usada uma aproximacao por matriz de
covariancias empiricas. Para um estudo mais aprofundado consultar Severini (2000).

A estatistica da razao de verossimilhangas (baseada na funcao de verossimilhanga
perfilada ou usual), sob a hipdtese nula, tem distribuigao assintotica qui-quadrado.
No entanto, para amostras de tamanho pequeno ou moderado a distribuicao as-
sintotica pode nao conferir uma boa aproximagao para a distribuicao exata. Com
intuito de melhorar a inferéncia baseada em amostras de tamanho pequeno ou mo-
derado, Sousa (2020) propos um método de aperfeicoamento do teste da razao de
verossimilhancas que consiste em fazer uma corre¢ao na cauda da distribui¢ao nula
assintotica por meio da distribuicao qui-quadrado inf.

O objetivo deste trabalho ¢ comparar o desempenho dos testes baseados na
funcao de verossimilhanca perfilada e suas versoes modificadas com o método do
aperfeicoamento proposto por Sousa (2020) em amostras finitas. Para efeito de com-
paracao, também consideramos as correcoes de bootstrap paramétrico e bootstrap
Bartlett. Iremos aplicar as abordagens descritas nas distribuicoes Lindley Ponde-
rada e Weibull Exponencializada, simulando diferentes cenarios de Monte Carlo por
meio da linguagem R Core Team (2019).

Este trabalho esta organizado em seis capitulos. No Capitulo 2 sao apresentados
alguns conceitos basicos de probabilidade e inferéncia, para situar o leitor acerca dos
assuntos que serao utilizados no desenvolvimento do trabalho.

O Capitulo 3 foi destinado para os testes da razao de verossimilhancas basea-
dos na funcao de verossimilhanca perfilada e suas versoes modificadas. Na Secao
3.1 abordamos o conceito de verossimilhanca perfilada. Em seguida, na Secao 3.2
apresentamos a versao modificada de Barndorff-Nielsen (1983) e suas aproximagoes
propostas por Severini (1998). Na Secdo 3.3 dispomos do aperfeicoamento do teste
da razao de verossimilhangas proposto por Sousa (2020). Por fim, na Se¢ao 3.4
abordamos o teste da razao de verossimilhancas corrigido via bootstrap paramétrico
e Bartlett bootstrap.

No Capitulo 4 derivamos as funcoes de verossimilhanca para parametro de in-
teresse nas distribui¢oes Lindley Ponderada e Weibull Exponencializada. Na Secao
4.1 realizamos um estudo sobre a distribuicao Lindley Ponderada, no qual mos-
tramos que esta pertence a familia exponencial. Além disso, a partir das versoes
modificadas apresentadas no Capitulo 3, derivamos ajustes baseados em covarian-

cias populacionais para o parametro de interesse da Lindley Ponderada. Na Secao



4.2 apresentamos um estudo referente a distribuicao Weibull Exponencializada, no
qual derivamos os ajustes baseados em covariancias empiricas para o parametro de
interesse das versdes modificadas (Capitulo 3).

No Capitulo 5 expomos os resultados numéricos das simulacoes e exemplos apli-
cados para a distribuicao Lindley Ponderada e para a distribuicao Weibull Expo-
nencializada. Para cada uma das distribuicoes serao simulados dois cenarios, a fim
de comparar as abordagens de aperfeicoamento de teste apresentadas no Capitulo

3. Finalmente, no Capitulo 6 discutimos as consideracoes finais deste trabalho.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

2.1 Conceitos Basicos de Probabilidade

A teoria da probabilidade consiste em estudar fendmenos do cotidiano por meio
de experimentos aleatorios. Um experimento é dito aleatorio quando for possivel
realiza-lo varias vezes sob as mesmas condicoes, porém os resultados obtidos podem
ser diferentes. Além disso, deve ser possivel descrever o conjunto de todas as possi-
bilidades do experimento. Por fim, se o experimento é repetido um grande niimero
de vezes, surgird uma configuracao definida ou uma regularidade.

Os resultados de um experimento aleatério sao caracterizados por trés compo-

nentes:
e Espaco amostral: conjunto de todos os possiveis resultados, denotado por §2;

e Colecao de conjuntos de interesse: é formada por subconjuntos de €2 e intitu-

lada de o-algebra de eventos !, denotada por F;

e Probabilidade: é um valor numérico entre 0 e 1, que representa a chance de
ocorréncia de cada um dos conjuntos de resultados de interesse, ¢ denotada

por P.

A terna (€2, F, P) é denominada espago de probabilidade, em que a fungao P :
F — R é uma medida de probabilidade.
Na realizacao de experimentos aleatorios nao sabemos seu resultado, porém pode-

mos estabelecer um espacgo de probabilidade adequado para analisar a probabilidade

!Definicdo: Uma o-dlgebra de eventos F é uma colecio de subconjuntos do espaco amostral €
quando satisfaz as condicoes:

1. F # 0
2. Se A € F, entao A° € F;

o0
3. Se {A};>1 é uma sequéncia de eventos em F, entdo |J A; € F.
j=1



de qualquer evento de interesse da o-algebra. A partir disso, obtemos o conceito de

varidvel aleatoria.

Definigao 2.1. (Variavel aleatoria) Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade. De-

nominamos de varidvel aleatoria (v.a), qualquer funcio X : Q — R tal que
X1 ={weQ: X(w)el}cF,

para todo intervalo I C R. Em palavras, X € tal que sua imagem inversa de inter-

valos I C R pertencem a o-dlgebra F.

De modo geral, uma v.a pode ser entendida como uma variavel quantitativa, no
qual os resultados dependem de fatores aleatorios. Formalmente, é uma funcao real
definida no espaco amostral 2 de um experimento aleatorio.

Para caracterizar a estrutura probabilistica de uma v.a, precisamos entender
algumas definigoes, tais como, fungao de distribuicao acumulada, funcao de proba-

bilidade e funcao densidade.

Definicao 2.2. (Fungao de distribui¢ao acumulada) Sendo X uma v.a em (Q, F, P),

sua fungao de distribuicao acumulada (f.d.a) € definida por
Fx(z)=P(X € (—o0,z]) = P(X <ux),
com x percorrendo todos os reais.

Proposigao 2.1. (Propriedades da f.d.a) Uma f.d.a de wma v.a X em (Q,F,P)
obedece as sequintes propriedades:

(F1) lim, oo F'(z) =0 e lim,_,o, F(z) =1;

(F2) F ¢ continua a direita;

(F3) F € nao decrescente, isto €, F(x) < F(y) sempre que x <y, Vz,y € R.

Segundo Magalhaes (2006), conhecer a funcao de distribui¢ao acumulada de uma
v.a nos permite obter qualquer informacao sobre a variavel. Além disso, mesmo que
a variavel assuma valores apenas em um subconjunto dos reais, a f.d.a é definida em

toda a reta.

Definigao 2.3. (v.a discreta e fungao de probabibilidade)? A fungdo de probabi-
lidade de uma v.a discreta € uma funcdao que atribui probabilidade a cada um dos
possiveis valores assumidos pela varidvel. Isto é, sendo X uma varidvel com valores

T1,%o,..., temos para 1 =1,2,...,

p(z;)) = P(X =2;) = P{w € Q: X(w) = z;}).

2Uma v.a é considerada discreta quando assume somente um nimero enumeravel de valores.




Proposicao 2.2. (Propriedades da func¢ao de probabilidade) A func¢do de probabi-
lidade X em (Q,F, P) satisfaz:

(FP1) 0 < p(x;) < 1,Vi=1,2,...;
(FP2) > . p(z;) =1 com a soma percorrendo todos os possiveis valores.

Definigao 2.4. (v.a continua e func¢do densidade) Uma v.a X em (Q,F,P), com

f.d.a F, é continua se existir uma funcao nao negativa f tal que:
x
F(z) = / f(w)dw, ¥z € R
—00

A funcgao f é denominada funcao densidade de probabilidade (f.d.p).

Proposicao 2.3. (Propriedades da f.d.p) A f.d.p de X em (Q, F, P) satisfaz:
(FD1) f(x) > 0,Vz € R;
(FD2) [ f(z)dz =1.

Vimos que para variaveis aleatorias discretas, utilizamos a funcao de probabili-
dade. J4 para a v.a continua utilizamos a funcio densidade. E importante entender
que os estudos deste trabalho serao focados em variaveis aleatorias continuas.

Vale ressaltar que a funcao densidade caracteriza a v.a continua. Pode-se notar
uma relagao entre a funcao de distribuicao acumulada e a fungao densidade, pois
dada a funcao densidade, obtém-se a funcao de distribuicao acumulada por integra-
cao. Por outro lado, derivando a funcao de distribuicao acumulada nos pontos em
que ela é derivavel, obtém-se a funcao densidade.

Para realizar simulagoes em diferentes conjuntos de valores de uma v.a que segue
uma determinada distribuicao, precisamos gerar nimeros pseudo-aleatérios. Dessa
forma, um resultado importante é o conceito de funcao quantilica, no qual apresen-

taremos a seguir.

Definicao 2.5. Seja F uma funcao de distribuicao qualquer. A funcao quantilica

da distribuicao F, denotada por Q), € definida da segquinte forma:

Qly) = F'(y) = inf{z € R: F(x) > y}.

Note que se a inversa de I existe no sentido usual, isto €, F~1 possui forma fechada,

ela coincide com a funcao quantilica.

Na realizacao de experimentos aleatorios, nem sempre se tem apenas uma variavel
de interesse, comumente envolvem-se varias variaveis. Dessa forma, faz-se necessario
trabalhar com duas ou mais varidveis de maneira conjunta, pois facilita a obtencao

de resultados. Para isso, veremos a definicao de vetor aleatorio.



Definicao 2.6. (Vetor aleatorio) Um vetor X = (X1, Xo, ..., X,) cujas componen-
tes sao v.a’s definidas no mesmo espago de probabilidade (0, F, P), é chamado vetor

aleatorio ou v.a n-dimensional.

A funcgdo de distribuicao F' = Fx = Fx, x,
(X1, Xo,...,X,), é definida por:

x, de um vetor aleatorio X =

F(X):FX(xhuxn):P(Xlela)Xngxn)

para todo (z1,...,z,) € R". F é também denotada por funcao de distribui¢io

conjunta das variaveis aleatorias Xq, ..., X,,.

Proposicao 2.4. (Propriedades da Funcao de distribuigdo conjunta) Seja X um
vetor aleatorio em (Q, F, P) entao, para qualquer x € R"™, F(x) satisfaz as sequintes

propriedades:

(FC1) F(z) é nao decrescente em cada uma de suas coordenadas;

(FC2) F(z) é continua a direita em cada uma de suas coordenadas;

(FC3) Se para algum j, x; — —o0, entdo F(x) — 0 e, ainda, se para todo j,x; — 00,
entao F(x) — 1;

(FC4) F(x) € tal que, para Ya;,b; € R, a; < b;, 1 < i < m, temos Pla; < X; <
bi,as < Xo < bg,...,a, <X, <b,)>0.

Definigao 2.7. (Variaveis independentes) As v.a’s Xi,..., X, sdo coletivamente

mdependentes se, e somente se:

Fx(zy,29,...,2,) = HF)Q(%),

para todo (r1,Ty,...,x,) € R™.

Proposicao 2.5. Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas (i.i.d), ou seja, além de independentes possuem a mesma
funcao de distribuicao F(x). As expressoes da fungio de distribui¢ao de X1y =

min(Xy, Xo, ..., X,) e X)) = max(Xy, Xo, ..., X,,) sdo dadas, respectivamente, por:

Fx, (x)=P(Xq <z)=1-[1-F(z)]"

Definicao 2.8. (Esperanca Matematica) Seja X uma v.a continua com f.d.p f. De-



finimos a esperanca matemdtica ou valor esperado de X por

B0 = [ s

desde que a integral esteja bem definida.

Definigao 2.9. (Variancia) Seja X uma v.a continua, entao definimos a varidncia
da v.a X, por
Var(X) = E[X — E(X)]? = BE(X?) — [B(X)]*.

2.2 Conceitos Basicos de Inferéncia Estatistica

A Inferéncia Estatistica consiste em técnicas que objetivam inferir sobre as carac-
teristicas de uma populacao ou fenémeno, por meio de informacoes contidas na
amostra, subconjunto da populacdo. E importante ressaltar que o processo de in-
feréncia nao é exato, pois sao feitas conclusoes a partir de dados amostrais. Dessa
forma, sempre havera um grau de incerteza sobre as conclusoes.

Para realizar inferéncia, devemos considerar um modelo que represente o feno-
meno ou populagao de interesse. Para Cordeiro e Cribari-Neto (2014), um modelo é
uma representagao simples de uma realidade mais abrangente. Além disso, um bom
modelo deve reter caracteristicas importantes do fenémeno representado.

Segundo Cordeiro e Cribari-Neto (2014), um modelo estatistico representa um
fenomeno que ocorre de maneira incerta. No modelo sao indexadas quantidades fixas
e comumente desconhecidas, denominadas de parametros. Dessa forma, a inferéncia
estatistica é realizada nesses parametros, assim como no modelo e, consequente-
mente, no fené6meno de interesse.

Podemos realizar inferéncia sobre os parametros por meio da estimacao pontual,
da estimacao intervalar e dos testes de hipoteses. A estimacao consiste em utili-
zar estatisticas amostrais para estimar os parametros populacionais desconhecidos.
J&4 uma hipo6tese estatistica é uma suposicao sobre algum parametro populacional
desconhecido, assim, a suposicao pode ser verdadeira ou falsa. Por fim, os testes
de hipoteses se referem aos procedimentos estatisticos para aceitar ou rejeitar uma
hipotese.

Existem diversos métodos para realizar estimacao pontual de parametros desco-

nhecidos, porém o mais utilizado ¢ o método de maxima verossimilhanca.

Definicao 2.10. Uma sequéncia X1, ..., X, de v.a’s independentes e identicamente

distribuidas (i.i.d) com f.d.p f(z|0) com 8 € © *, é dita ser uma amostra aleatdria

30 conjunto © em que @ toma valores ¢ denominado espaco paramétrico.



de tamanho n da distribuicao de X e neste caso, temos:
f(@e, .. 2,|0) = H [(2i|0) = f(21]0) ... f(2]6).
i=1

A funcao densidade conjunta obtida como funcao de 8 é denominada funcao de

T

verossimilhanga de @, correspondente & amostra observada x = (xy,...,2,) e sera

denotada:

n

L(0;x) = L(6) = [ [ f(«:l6). (2.1)

i=1

O logaritmo natural da funcao de verossimilhanca de 0 é denominado de log-
verossimilhanca e é denotado por ¢(0;x) = £(6) = log(L(0)).

Definigao 2.11. O estimador de mdzima verossimilhanca (EMV) de @ é o valor
de € © que mazimiza L(0)(se 6 existir). Seu valor observado é a estimativa de

mdzima verossimilhanca.

E importante entender que o EMV também maximiza a funcido log-
verossimilhanca, pois a funcao logaritmo é estritamente crescente, ou seja, o valor
de 0 que maximiza L(€) é o mesmo que maximiza £(6).

As estimativas de maxima verossimilhanca gozam de diversas propriedades sig-
nificativas, a saber, consisténcia, invariancia e eficiéncia assintotica.

A primeira derivada da fungdo log-verossimilhanca é chamada fungao (ou vetor)

escore

Definicao 2.12. A matriz de informacao de Fisher, ou matriz de informacao es-

perada, para @ € RP é a matriz p X p definida por
K(0) = E{U(O)U(0)"}.

Se certas condicoes de regularidade (CORDEIRO, 1999) sao satisfeitas, temos

E[U@)] =0 e Kwy:—E[y“m}.

0006
Além disso, temos que a matriz de primeiras derivadas da funcao escore com

sinal negativo é denominada matriz de informacao observada, da forma

a%xe)]'

ﬂm:_bwm



Em inferéncia, quando resumimos a informacao que os dados contém sobre 6,
usamos uma estatistica, sendo interessante que nao haja perda de informacoes so-
bre 6. Dessa forma, a estatistica precisa conter toda a informacao possivel sobre
0 presente na amostra. De modo geral, se tivermos uma estatistica em que pode-
mos extrair toda informacao que a amostra possui sobre 8, entao dizemos que essa

estatistica é suficiente para 6.

Definigao 2.13. Seja X1, ..., X, uma amostra aleatoria X com f.d.p f(x|0). Dize-
mos que a estatistica T = T(Xq,...,X,) € suficiente para 0, quando a distribuicao
condicional de X1, ..., X, dado T for independente de 6.

2.2.1 Teste de Hipéteses

Na inferéncia, qualquer afirmacao que se estabeleca sobre um parametro desconhe-
cido, é denotada de hipotese estatistica. O principal objetivo é utilizar informagcoes
sobre a amostra para definir uma regra de decisao em que rejeitamos ou nao rejei-
tamos a hipotese proposta. Esta regra de decisao é chamada de teste. Em um teste
formulam-se duas hipoteses complementares, em que sao chamadas de hipdtese nula
e hipotese alternativa, denotadas por Hy e Hy, respectivamente.

Segundo Bolfarine e Sandoval (2001), dizemos que a distribui¢do de uma v.a
X esta totalmente especificada quando conhecemos sua fungao densidade f(z|0) e
0, e esta parcialmente especificada quando conhecemos a funcao densidade f(x|0),
porém 6@ é desconhecido.

De modo geral, se temos uma amostra aleatoria Xi,..., X, extraida de uma
distribuicao que envolve um parametro @ desconhecido, no qual esta estabelecido em
um espaco paramétrico ©, entao as hipoteses podem ser definidas como Hy : @ € O
e H : 8 € ©1, em que Oy e ©; formam uma particao de ©. Portanto, um teste
é determinado particionando o espaco amostral em dois subconjuntos. Um destes
relacionam os valores observados de X para os quais Hy seré rejeitada, denominada
regiao critica do teste. Por fim, o outro envolve os valores observados de X para os
quais Hy nao seré rejeitada, denotada regiao de aceitacao do teste.

Quando dim(©y) = 1 dizemos que H, é simples. Caso contrario, ou seja,
dim(©p) > 1 dizemos que H, é composta. Da mesma forma acontece com H;.

Na decisao de rejeitar ou nao rejeitar Hy, hé risco de cometermos erros. Denota-
remos, v € [ como probabilidades dos erros tipo I e II, respectivamente. Além disso,
~v é também conhecido como nivel de significancia ou nivel nominal, e representa o
quanto estamos dispostos a cometer o erro do tipo I.

O erro tipo I consiste em rejeitar Hy, sendo Hy verdadeira. Ja o erro tipo II
acontece quando nao rejeitamos Hy, sendo Hj falsa. Na Tabela 2.1 é apresentada

as possiveis consequéncias na realizacao de um teste de hipotese.
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Tabela 2.1: Tipos de erros em teste de hipoteses.

Decisao H, é verdadeira H, é falsa

Nao rejeitar Hy | Decisao correta | Erro do tipo II

Rejeitar Hy Erro do tipo I | Decisao correta

Suponha que 8 = (£, 7)7, onde £ e v sdo vetores de parametros de interesse
e de perturbacao, respectivamente. Neste trabalho estamos interessados no estudo

de hipoteses compostas bilaterais, do tipo Hy : & = &g versus Hy : €& # &o.
Defini¢ao 2.14. (Funcao poder) A funcio w(0) é chamada funcdo de poder do
teste. Denotando por C a regidgo critica, a funcdao de poder € definida como:

7(0) = P(X € C|6), V6 € ©.

Segundo Bolfarine e Sandoval (2001), um procedimento que produz testes razoa-
veis e pode ser utilizado em muitos casos, sem dificuldade, é o Teste da Razao de
Verossimilhangas (TRV).

Definicao 2.15. O TRV para as hipoteses Hy : 0 € Oy versus Hy : 0 € O4, pode

ser definido como o teste com regiao critica dada por

C={z\z)= SuPgeo, L(0; @) <L
’ SupgeoL(0; ) ~

Vale ressaltar que 0 < A(x) < 1, pois o numerador é o supremo da fungao de
verossimilhanca quando 6 € Oy, enquanto o denominador é o supremo sobre todo o
espaco paramétrico ©. Dessa forma, se Hy é verdadeira, é esperado que \(x) esteja
proximo de 1, caso contrario, esperamos que o denominador seja grande em relagao
ao numerador, assim, A(x) deve ser proximo de 0.

Portanto, ao nivel de significancia v é razoavel rejeitar Hy se A\(x) < ¢, no qual

a constante ¢ pode ser obtida da forma:

7 = sup P(A(x) < ¢).
ISSh
No entanto, para isso, ¢ necessario conhecer a verdadeira distribuicao da estatis-
tica A(x), que normalmente ndo é obtida de forma trivial. A seguir, sera apresentada
a distribuicao assintotica da estatistica do TRV, resolvendo esse problema para o

caso em que se tem grandes amostras.

Teorema 2.1. Seja X1,...,X,, uma amostra aleatoria da v.a X com f.d.p f(z|0).
Sob as condicoes de reqularidade, se @ € O, entao a distribuicao da estatistica

W = —2log(\(x)) converge para a distribui¢ao qui-quadrado quando o tamanho da
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amostra n tende ao infinito. O numero de graus de liberdade da distribuicao limite
¢ a diferenca entre o numero de pardimetros nao especificados em © e o numero de

pardmetros nao especificados em 6.

Para facilitar a compreensao, considere que 8 e 8 sao estimadores de méaxima
verossimilhanca sob todo espago paramétrico e a hipdtese nula, respectivamente.

Entao, teremos:
W =2{¢(8) — ((6)}.

Dessa forma, por meio do TRV, a regiao critica para testar as hipoteses Hy : 8 € O

versus H; : @ € ©1, pode ser definida como:

C* ={z; W > ¢}.

Portanto, ao nivel de significancia v é plausivel rejeitar Hy se W > ¢, no qual a

constante ¢ pode ser obtida da forma:
v=P(W > q).

Assim, fixando uma probabilidade ~y, o nimero ¢ pode ser igualado ao quantil 1 — -~
obtido a partir da distribuigao qui-quadrado (X?), em que k ¢ o ntimero de restrigoes
impostas na hipdtese nula (H).

Vale ressaltar que este resultado ¢ 1til para valores de n (tamanhos amostrais)
elevados. Dessa forma, entende-se que usar a distribuicao qui-quadrado como uma
aproximacao a verdadeira distribuicao W pode acarretar em inferéncias imprecisas
quando o tamanho da amostra for pequeno ou moderado.

Para um estudo mais aprofundado dos conceitos apresentados nas secoes 2.1
e 2.2, veja as referéncias Bolfarine e Sandoval (2001), James (1996) e Magalhaes
(2006).
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Capitulo 3

Testes de Hipoteses Baseados em

Verossimilhanca Perfilada e suas
Versoes Modificadas

3.1 Funcao de Verossimilhanca Perfilada

Em varias situagoes, desejamos realizar inferéncia em apenas alguns parametros
de um modelo, esses parametros sao denominados de parametros de interesse e os
demais, parametros de perturbacao. Em modelos que envolvem parametros de per-
turbacao, podemos realizar inferéncia por meio de uma pseudo-verossimilhanca, que
sao funcoes da verossimilhanca que dependem apenas dos parametros de interesse.
Além disso, as pseudo-verossimilhancas tém menor custo computacional, pois pos-
suem uma menor quantidade de parametros a serem estimados. Nesse trabalho
iremos utilizar a pseudo-verossimilhanca conhecida como verossimilhanca perfilada.

O conceito da verossimilhanca perfilada consiste em substituir os parametros de
perturbacao por suas estimativas de maxima verossimilhanca na verossimilhanca
usual, isto para cada valor fixo do parametro de interesse.

E importante ressaltar que usar a verossimilhanca perfilada na presenca de um
grande ntmero de parametros de perturbacao em relagao ao tamanho amostral,
pode prejudicar a qualidade das inferéncias que baseiam-se em resultados assinto-
ticos, uma vez que a verossimilhanca perfilada poderd ter curvatura diferente da
verossimilhanca genuina. Isso pode prejudicar a estimacao da estrutura de covari-
ancias dos EMV’s.

Seja @ = (¢",v7)T ! um vetor de parametros que indexa uma distribuicdo
de probabilidade e L(0) (definida em (2.1)) a fun¢ao de verossimilhanca associada

a essa distribuicao, em que £ e v sao parametros de interesse e de perturbagao,

1¢ e v podem ser vetores ou escalares.
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respectivamente. Entao, a funcao de verossimilhanca perfilada é dada por

Ly(§) = L(&, e),

em que D¢ 2 é o estimador de méaxima verossimilhanca de v para & fixo.

Sendo ¢,(§) = log[L,(£)], entdo a estimativa de maxima verossimilhanca perfi-
lada de &, ép, ¢ obtido maximizando ¢,(§). Dessa forma, podemos definir a estatis-
tica da razao de verossimilhancas com base na funcao de verossimilhanca perfilada

para testar a hipotese Hy : € = &g versus Hy : € # &o, por

Wp = Q{EP(EP) - gp(fo)} (3-1)

Sob as condicoes de regularidade e sob a hipotese nula, a distribuicao da estatis-
tica W, converge para a distribui¢do qui-quadrado, com k graus de liberdade (X7?),
em que k ¢ a dimensao do vetor &g, quando n — oo.

Vale ressaltar que a fungao de verossimilhanca perfilada L,(&) ndo ¢ uma fungao
de verossimilhanca genuina, pois estamos tratando v como se fosse um parametro
conhecido e igual a ¥¢. Em particular, segundo Cordeiro (1999) algumas das proprie-
dades da funcao de verossimilhanca nao sao validas para a funcao de verossimilhanca

perfilada, tais como:

e A funcao escore ndo necessariamente tem valor esperado zero e a informacao

pode ser viesada;

e A aproximacao da distribuicao nula da estatistica da razao de verossimilhan-
cas, baseada na funcao de verossimilhanca perfilada, pela distribuicao qui-

quadrado pode nao ser satisfatoria.

Em contrapartida, segundo Cordeiro (1999) a fun¢ao de verossimilhanga perfilada

possui algumas propriedades interessantes, tais como:
o £, =&, em que & é a estimativa de maxima verossimilhanca de &;

e Ao testar hipoteses sobre &, a estatistica da razao de verossimilhancas baseada

em (,(£) ¢ equivalente & baseada em ¢(&, v) (fungao log-verossimilhanga usual).
ol v)
14

Para £ fixo, D¢ € o valor que maximiza L(, v) e pode ser obtido fazendo —=—* = 0.

0
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3.2 Versoes Modificadas e o Teste da Razao de Ve-

rossimilhancas

Sabemos que a funcao de verossimilhanca perfilada nao pode ser considerada uma
funcao de verossimilhanca genuina, uma vez que, algumas de suas propriedades nao
sao validas. Tendo em vista essas limitacoes, na literatura foram propostas diversas
modificacoes para a fungao de verossimilhanca perfilada.

Cox e Reid (1987) propuseram um ajuste a funcao de verossimilhanca perfilada
que requer uma parametrizacao ortogonal. Ha também uma aproximacao para o
ajuste de Cox e Reid para o caso em que o parametro de interesse ¢ escalar e nao
necessariamente ortogonal aos parametros de perturbacgao, disponivel em Cox e Reid
(1993). Outras modifica¢oes também foram sugeridas por Barndorff-Nielsen (1995)
e Severini (1998). Um estudo mais detalhado sobre as versdes modificadas para a

fungao de verossimilhanga perfilada pode ser encontrado em Severini (2000).

3.2.1 Barndorff-Nielsen (1983)

Uma modificacao para a funcao de verossimilhanca perfilada foi proposta por
Barndorff-Nielsen (1983), sendo obtida como uma aproximacdo a uma verossimi-
lhanca marginal ou condicional para &, se houver. Neste caso, a versao modificada

de 7, ¢ dada por

gBN(S) = gp(s) + % 10g ‘juu(ﬁ€7€)| - 10g |€u,ﬁ(ﬁ§>£; ’97 év CL)’,

em que j,, (v, &) é a informagao observada em relacao a v, e & e € as estimativas

de maxima verossimilhanca para v e £, respectivamente. Além disso,

. _ 0 ag(y7€;ﬁaé7a)
0D ov

¢ uma derivada do espago amostral da funcao de log-verossimilhanca e a ¢ uma
estatistica ancilar * (SEVERINI, 2000).

No entanto, essa modificacao pode se tornar dificil de ser calculada, devido a
especificagao da estatistica ancilar, que em muitos casos, pode ser inviavel de ser
obtida.

3.2.2 Aproximagao Baseada em Covariancias Populacionais

Devido a dificuldade em determinar a estatistica ancilar, iremos considerar uma

aproximacao para a modificacdo de Barndorff-Nielsen (1983) que foi proposta por

3Uma estatistica S(-) diz-se ser ancilar se a sua distribui¢do nao depender do parametro.
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Severini (1998), na qual é definida como:

s (6) = 4,(6) + 5 08 i (06, €)| — log | L (26 &2, 6], (32)
em que
IV(V7 €; Ly, €0) = E(Vo,é'o) MV(V? E)KV(VOa €0)T] (33)
) 0l €)
l,(v,€) = o

Observe que /pns(€) tem seu maximo em éBNS- Dessa forma, a estatistica da
razao de verossimilhancas baseado nessa modificacao para testar Hy : &€ = &g versus
Hy : & # &y é dada por

Wans = 2[lsns(€pns) — ons(€o)]-

3.2.3 Aproximagao Baseada em Covariancias Empiricas

Severini (1998) propds outra alternativa de aproximagdo para a fungao de
log-verossimilhanca modificada de Barndorff-Nielsen (1983), em que o termo
I,(v,& v9,&) em (3.3) é substituido por

n

qu(’/aé; VOvEO) :Zgl(/j)(yag)gl(/j)(VOaEO)Ta (34)
j=1
em que E(ej)(e) = (6,9)(0), eg)(e)) é a funcao escore para a j-ésima observagao.
Denotaremos por ¢gns+ a funcao de log-verossimilhanca modificada que faz uso
de (3.4). A (pngs~ sera 1til em casos que ha dificuldade em calcular (3.3).
Veja que fpng+ possui seu maximo em éBNS*- Portanto, a estatistica da razao

de verossimilhancas baseada nessa modificacao para testar Hy : & = &o versus
Hy: & # & é dada por

Wans = 2[¢sns+ (€nns*) — £ans+ (€o)]-
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3.3 Aperfeicoamento do Teste da Razao de Veros-
similhancgas (SOUSA, 2020)

Seja @ = (¢, v7)7, em que € e v sio os vetores de parametros de interesse e per-
turbacao, respectivamente. Para testar hipoteses compostas do tipo Hy : &€ = &
versus Hy : & # &g, podemos utilizar o TRV baseado na verossimilhanca perfilada.
Conforme foi comentado, sob Hy, a estatistica W), definida em (3.1), tem distribui-
¢ao assintotica X2, em que k é a dimensao do vetor €. Assim, a regiao critica do

TRV assintotico é dada por:

C,= {X;Wp > q},
sendo ¢ o quantil 1—~ da distribuigao x;. No entanto, se n (tamanho da amostra) ¢
pequeno ou moderado, a distribuigao X2 pode nao ser uma aproximagao satisfatoria
para a verdadeira distribuicao da estatistica W),.

Visando atenuar esses problemas, Sousa (2020) propds uma corre¢ao na cauda
da distribui¢do qui-quadrado por meio da distribui¢do qui-quadrado inf (proposta
por Tablada (2017)).

Uma v.a X™ segue distribuicio qui-quadrado inf de parametros k > 0 e ¢ > 0,

se sua densidade é dada por

¢ c—1
i 1 k P E7§ E’E E’E
gmf(l’|k70): - p rz lem2 [1 = 1_7(2k2> +07(2k2) 1_7(2]{2) :
22TG) L) L3 r(3)

em que, Y(a,t) = f(f s*le7*ds a fun¢do gama incompleta inferior e I'(a) =
JT s> te*ds a funcdo gama.
Seguindo a abordagem discutida em Sousa (2020), com o objetivo de obter um

TRV aperfeicoado utiliza-se a regiao critica modificada definida da seguinte forma

C; = {Xa Wp > qu} )
em que ¢, ¢ o quantil 1 — v da distribuicao qui-quadrado inf de parametros k e

¢ = 0.5log(n), o qual pode ser obtido ao resolver numericamente a equagao

Qinf .
/ g™ (z|k,c)dz =1 — 7. (3.5)
0
Essa metodologia de aperfeicoamento é consistente no sentido que, quando

n — oo, a distribuicdo qui-quadrado inf de parametros k e ¢ = 0.5log(n) con-

verge para a distribui¢ao y2. Neste trabalho, W, denotara o TRV aperfeigoado por
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essa abordagem.

Para a obtencao dos resultados referentes a essa abordagem de aperfeicoamento
do TRV, utilizamos o pacote LikRatioTest *, desenvolvido por Sousa (2020) uti-
lizando a linguagem de programacao R. Nesse pacote ¢ possivel obter o quantil
1 — 7 da distribui¢ao qui-quadrado inf que satisfaz a equacao (3.5), além de realizar
simulacoes de Monte Carlo para estimar empiricamente os tamanhos dos testes.

Para calcular o quantil da distribuicao qui-quadrado inf, utilizamos a funcao
est_q() do pacote.

Exemplo: Seja X uma v.a com distribuicao qui-quadrado inf. Para exemplificar,
fixemos os parametros da distribuicao em k = 1 e ¢ = 1. Calculamos o quantil 1 -
v, dado v = 0, 10 tal que

P(X > gue) = 0,10

da forma

\

# Funcdo densidade da qui-quadrado inf

v

fdp_chisq_inf <- function(par, x) {

+ k <- par[1]

+ ¢ <- par[2]

+ dchisq(x = x, df = k) * (1 - (1 - pchisq(q = x, df = k)) ~ ¢ +

+ ¢ * pchisq(q = x, df = k) *(1 - pchisq(q = x, df = k)) =~ (c - 1))
+ }

> # Calculando o quantil por meio da fungdo est_q()

> est_q(fn = fdp_chisq_inf, alpha = 0.10, bilateral = FALSE, c = 1,
+ k =1)

[1] 3.798

3.4 Teste da Razao de Verossimilhancas Corrigi-
dos via Bootstrap (Bootstrap Paramétrico e
Bartlett-Bootstrap)

3.4.1 Teste da Razao de Verossimilhancas via Bootstrap Pa-

ramétrico

A técnica de reamostragem bootstrap paramétrico, proposta por Efron (1979) sera

utilizada neste trabalho para encontrar o quantil 1 —+ da distribuicao empirica da es-

tatistica W, sob hipotese nula, a partir da amostra observada x = (z1, %2, ...,7,) .

40 pacote pode ser consultado em: https://github.com/prdm0/LikRatioTest.
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Para realizar a técnica de bootstrap seguimos os passos:

1.

2.

Calcular o valor da estatistica I, para a amostra observada x;

Gerar B amostras pseudo-aleatorias (z*!, x*2, ..., x*P) a partir da distribuicdo

de X, sob a hipo6tese nula;

Para cada pseudo amostra bootstrap, calcular a estatistica W), ou seja, obte-
nha W;*, com b=1,2,..., B, da seguinte forma:
*xb A*b, *b . *b
W7 =2 |6,(6727) — £p(&o; 2™)
Fixando o nivel de significancia v, o percentil 1 —+ é estimado pelo valor ¢;_,

tal que
#{W;b < Cj(lf'y)}
B

. . » A . *b A .
em que # indica o nimero de ocorréncias do evento {W)* < §u_)} ;

:1_77

Determinar ¢;—-, colocando em ordem crescente os valores obtidos das B es-
tatisticas da razao de verossimilhancas bootstrap W;‘b, b =12 ..., B, as
sim, a quantidade ¢;_- corresponde ao valor de W;b que ocupa a posicao
B x (1 — ), supondo que este seja um namero inteiro. Caso contrario, consi-
dere k = [(B + 1) X ] o maior inteiro menor ou igual a (B + 1) X , assim a
quantidade ¢;_- corresponde ao valor W;b que ocupa a posi¢ao (B + 1 — k).

Em R, use a funcao quantile().

O teste da razdo de verossimilhangas bootstrap (W;) consiste em rejeitar Hy se

Wp > Cﬁ—W'

3.4.2 Correcao de Bartlett Bootstrap

Rocke (1989) propds uma alternativa para o calculo do fator de corre¢do de Bartlett

para a estatistica da razao de verossimilhancas utilizando a técnica de bootstrap

paramétrico apresentado anteriormente. Denotaremos essa estatistica por Wy, que

pode ser obtida seguindo os passos:

1.

Calcule a estatistica Wp*b, b=1,2,...,B, como mostra o procedimento des-

crito na segao 3.4.1;

—xb _ %
. Faga W, = B! P Wb,

Determine Wy, = k:_—fb, em que W, & o valor da estatistica da razao de

p
verossimilhangas (baseada na verossimilhanga perfilada) obtida com base na

amostra original e k é a quantidade de restrigoes sob a hipdtese nula.
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Segundo Rocke (1989) a estatistica W, sob Hy, possui distribui¢ao assintotica
(X?2). Além disso, essa abordagem é computacionalmente mais eficiente do que a de
bootstrap paramétrico, pois requer um menor niimero de reamostragens da amostra
original (BAYER e CRIBARI-NETO, 2013).

Segundo Forero (2015) para a abordagem da correcao de Bartlett bootstrap, é
esperado que se obtenha resultados mais precisos com apenas 200 repeticoes, visto
que estima a média da distribuicao. Ja para a estimativa do respectivo quantil
critico usando bootstrap paramétrico, é necessario pelo menos 1000 repeticoes para

obter bons resultados.
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Capitulo 4

Funcoes de Verossimilhanca para o

Parametro de Interesse em duas
Distribuicoes de Probabilidade

Continuas

4.1 A Distribuicao Lindley Ponderada

A distribuicao Lindley Ponderada foi proposta por Ghitany et al. (2011) para a
realizagao de modelagem de dados de tempo de vida.

Uma v.a X segue distribuicao Lindley Ponderada com parametros 4 > 0e >0
(denotada por X ~ LP(u, 3)) se sua f.d.p for

B+1

x|, 8) = —F 214 z)e

(k+ B)L(B)
em que x > 0 e ['(f) = fooo 2P~le*dx ¢ a funcio gama. Se 3 = 1, a distribuicdo
Lindley Ponderada se reduz a distribuicao Lindley.

Segundo Ramos et al. (2017) e Mazucheli et al. (2013), algumas caracteristicas,
tais como, o suporte nos reais positivos e o fato da funcao taxa de falha possuir
diferentes formas (banheira, banheira invertida, crescente e decrescente), tornam
a distribuicao Lindley Ponderada altamente flexivel e 1til para modelar dados de
tempo vida.

Na distribuicao Lindley Ponderada, temos a facilidade para determinar alguns
cumulantes em forma fechada, tais como, valores esperados das derivadas da funcao
de log-verossimilhanca, matriz de informacgao de Fisher, entre outros. Esse fato,
favorece estudos relacionados a teoria assintotica de mais alta ordem, que configura
o principal objetivo desse trabalho.

Seja x = (z1,79,...,2,)" uma amostra aleatéria de X ~ LP(u,3). A fungao de
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verossimilhanca para os parametros p e 5 é dada por

n B+1
L(u, B) = [ [ £ (wilp, B) = {( .

=1

n T n 571 |
u+ﬁ)r(6>1 ‘ HI (1 + )

em que To =Y 1" | ;.
A partir do resultado anterior segue que a funcao de log-verossimilhanca para os

parametros p e 3 é da forma:
U(p, B) =n (B +1)log(p) —log(p + B) —logI'(B)] — puTo + (B — 1)T1 + T,

com Ty =Y o log(z;) e Ty = > log(1 + ;).
A matriz de informacao observada da Lindley Ponderada é dada por

g+y 1 1 1
©2 (n+p)?  pu (p+pB)?
J( B) = n , (4.1)
1 1 / 1
R R e
em que, ¢ (3) = 8_522 log'(5) e as componentes da matriz sao definidas da forma:
0? 0?
Jn(%ﬁ) :_8_”26(’&’6)7 J22(ﬂ7ﬁ) = _a_ﬁgg(:uaﬁ>7
82 82

Para definir a matriz de informacao esperada, calculamos o valor esperado des-
sas segundas derivadas apresentadas anteriormente. Veja que as componentes sao

constantes, entao concluimos que:

K(u, B) = J(u, B)

ou seja, a matriz de informacao esperada é igual a matriz de informacao observada.

4.1.1 Geragao de Numeros Pseudo-aleatoérios

A geracao de ntimeros pseudo-aleatorios é fundamental para a simulagao de dife-
rentes conjuntos de valores de uma v.a, que segue uma distribuicao de acordo com
determinada f.d.p com o intuito de avaliar cenarios estatisticos similares aos obser-
vados.

Devido ao fato de que a funcao quantilica da distribuicao Lindley Ponderada nao

tem forma fechada, iremos utilizar um resultado proposto por Ghitany et al. (2011),

22



segundo o qual a f.d.p da distribuicao Lindley Ponderada pode ser expressada como

combinac¢ao de dois componentes, da forma

f(x) =pfi(z) + (1 —p)fo(x), (4.2)
em que p = . i 3 e
f(IL') _ ,Uﬁ—l—j_l xﬁ-i—j—Qe—;w: >0 o> 0 6 >0 ] =1.2
A CET ) A,

¢ a f.d.p. da distribuicdo gama com parametro de forma (8 + j — 1) e de escala p,
denotada por Gama(B +j — 1, ).
Com base no exposto, iremos gerar nimeros pseudo-aleatorios da distribuicao

Lindley Ponderada por meio de distribui¢coes Gama da seguinte forma:

1. Gerar uma observacao p ~ Bernoulli (L)
p+p

2. Gerar uma observagao y; ~ Gama(S, p);
3. Gerar yy ~ Gama(S + 1, p);

4. Calcular = = py; + (1 — p)y2. Assim, x serd uma observacao proveniente da

distribuicao Lindley Ponderada com parametros p e (.

Vale ressaltar que p, y; e yo devem ser gerados de forma independente.

4.1.2 Familia Exponencial

Nesta secao veremos que a distribuicao Lindley Ponderada pertence a familia expo-

nencial, o que nos permite obter alguns resultados interessantes.

Definicao 4.1. Dizemos que a distribuicdo da v.a X pertence a familia exponencial

de dimensao k se a f.d.p de X é dada por

f(x]0) = exp ch(om(x) +d(0)+S(z)|,ze A

em que c;, T, d e S sao fungoes reais, j =1,...,k, e A nao depende de 6.

Para a f.d.p da distribuicao Lindley Ponderada, podemos definir:
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B+1

= ’u—l‘ -1 e H
B+1
gl (ol 3] = tog | | gt 1) 4 o1 +2) + Jogle )

= (B+1)logpu —log(p+ B) —logI'(8) + (8 — 1) log =
+log(l 4+ x) — px

= Plogu+logu —log(pu+ 8) —log'(B) + flogz — log x
+log(1+ ) — px,

f(z|p, B) = exp(Blogu +log u —log(p + B) —logTI'(8) + Blogx — log x
+log(1 + ) — px).
Com base nesse resultado, temos que
Ti(x) =z, Ty(z)=logz, c1(0)=—p, c(0) =7,

d(6) = log {(Wf;ﬁ} . S(z) = log (1 l‘x) .

Dessa forma, concluimos que a distribuicao de Lindley Ponderada pertence a

familia exponencial bidimensional.

Segundo Bolfarine e Sandoval (2001), as amostras de familias exponenciais de
dimensao k tém distribuicoes que sao membros da familia exponencial de dimensao
k. Para uma amostra Xq,...,X,, temos que a f.d.p conjunta de Xy,..., X, é dada

por:

f(x1,...,2,]0) = exp Zc Z () + d*(0) + S*(x)

7j=1 =1

em que, para j = 1,...,k,

T (z) = 2ma Ti(i), ¢5(0) = ¢;(0), S*(x) = >y S(wi), d*(0) =nd(0),

assim, (17,75, ..., T{) é conjuntamente suficiente para 0.

Portanto, a distribuicao de uma amostra da densidade da Lindley Ponderada é
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também da familia exponencial com T1(X) = > | X; e To(X) = > log X;, que

sdo estatisticas conjuntamente suficientes minimais para (u, ).

4.1.3 Inferéncias

Nesta secao iremos utilizar os resultados obtidos em 4.1 para determinar a funcao de
verossimilhanca perfilada e suas versoes modificadas para o parametro de interesse
da distribuicao Lindley Ponderada.

Inicialmente vamos determinar a funcao de verossimilhanca perfilada. Para isso,
iremos considerar os parametros 5 e p sendo de interesse e de perturbacao, respecti-
vamente. A escolha de S como parametro de interesse se deve ao fato de que este é o
parametro que generaliza a distribuicdo Lindley Ponderada, pois se § = 1, teremos
a distribuicao Lindley. Dessa forma, podemos testar Hy : § = 1 versus Hy : § # 1.
Além disso, podemos determinar o EMV de p em funcao de g em forma fechada.

Para definir a funcao de verossimilhanca perfilada precisamos definir o EMV para

i que serd o valor fig que maximiza f(u,3) , e é obtido como solugdo da equacdo

ol(u, B)

= 0 para p fixo. Dessa forma, derivando ¢(u, 5) em relacdo a pu, teremos:

o
ol(p, B) {B +1 1 ]
——F=n — — Ty =0.
o wo (u+p)] °
2
Como w < 0, entao o EMV para u, sera:

ou?

~ B(n—Ty) +/B*(n+ Ty)? + 4n ST,
fig = o7 .

Portanto, a funcao de verossimilhanca perfilada e a fun¢ao de log-verossimilhanga

perfilada para o parametro [ sao dadas, respectivamente, por:

Ly(B) = L(jig, B) =

A R
P | e sTo :L'Z-_l(l + ;)
(As + 5)F(ﬁ)] g

to(B) = lpag, B) = n (B + 1)log(jis) —log(fis + B) — log I'(5)]
(4.3)
—igTo + (B — )T + Ts.
A partir da modificagdo de Barndorff-Nielsen (1983) e Severini (1998) definida
em 3.2, vamos determinar a fun¢ao de log-verossimilhanca perfilada modificada para

uma v.a X que segue distribuicao Lindley Ponderada. Dessa forma, temos que:

1 .
lons(B) = 6,(B) + 5 10g juu(fis, B)| — log | L (fss, B f1. B,
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em que I, (11, B; 10, Bo) = g ) [0 (11, B) (o, Bo) 7] € Lu(p, B) = 2520,
Veja que ja definimos £,(/3) em (4.3). Portanto, precisamos determinar j,, (s, 5)

e 1, (i, B; po, Bo). Da matriz de informagao observada (4.1), temos que:
Bg+1 1

jMM(iuﬂaﬁ) = [L% ([Lﬁ I /8)2

Agora vamos determinar 1,(x, 3; po, Bo):

ILL(M7 67 Ho, /80) = E(Mo,ﬁo) [lu<:ua 6>l,u(/'LOa 60)T]a

fazendo, (11, 8)1, (0, Bo) " = 7, temos:

n(@B+1) ][n(ﬁo—l—l)_ n._ }
K p+p fo Ho to + Bo fo

n(B+1D)(p+B) —nu TO} {n(ﬂo + 1) (1o + Bo) — npo

p(p+ B) to(po + Bo) - TO}

_ [n(B+D)(p+8)—p) n((Bo + 1) (ko + Bo) — po)
a e+ B) TO] [ to(po + Bo) TO]

n?[(B+1)(u+ B) — 1 [(Bo + 1) (1o + Bo) — po)
o+ B) (o + Bo)

CnlB+ D+ 8) — gl nl(fo+ (g0 + Bo) — o

T, + T2.
(g + B) ’ 110(fto + Bo) °F 4o

Aplicando a esperanca, obtemos:

n?[(B+ 1) (1 + B) — p[(Bo + 1) (1o + Bo) — puo]
o (i + B) (1o + Bo)

Epuo o) [Lu (1, B)u (110, B0) ] =

B+ D)+ 8) -y

(e + B) E(uoﬁo)(To)
_n[(Bo + 1) (ko + Bo) — po]

110 (110 + Bo) E(uo,ﬂo)<TO)
+E(#0,50)(T02)'

(4.4)
Como observado em (4.4), precisamos determinar E,, 5,)(To) € Euy,5)(T5), entao

faremos:
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E(Moﬂo)(TO) = E(uoﬂo)(Xl +Xo+ -+ Xn) = nE(uo,ﬂo)(X) (4~5)

E(#oﬁo)(TOQ) Var(,uo,ﬁo)(TO) + [E(uo,ﬁo)(TO)]2

- Var(ﬂovﬁo)(Xl +Xo+-- + Xn) + [nE(Moﬁo)(X)]Q (4'6)

= nvar(#o:ﬁo)(X) + n’E?

(10,0) (X)

Além disso, segundo Ghitany et al. (2011) a esperanga e variancia de uma v.a que

segue distribuicao Lindley Ponderada sao dadas, respectivamente, por:

Bo(po + Bo + 1)
E(Hoﬁo)(‘X) = e Var(#oﬁo)(X) =

(o + Bo) 1o

(Bo + 1) (1o + Bo)? — u%'

15 (1o + Bo)?
(4.7)

Substituindo os resultados (4.5), (4.6) e (4.7) em (4.4), obtemos:

n?[(B+ 1) (u+ B) — pl[(Bo + 1) (o + Bo) — o]
oo (e + B) (1o + Bo)

E g ) [ (1 )10, o) ] =

(B4 1)(p+ B) = 1) Bolpo + Bo + 1)
it + B) (o + Bo)

1n*((Bo + 1) (0 + Bo) — 110)Bo(po + Bo + 1)
13 (o + Bo)?

n[(Bo + 1) (1o + Bo)* — pg] + 055 (1o + Bo + 1)
ud (o + Bo)?

+

nBo(B5 + Bo + 2Bopo + 1§ + 240)
15 (1o + Bo)?

nBol(po + Bo)? + 20 + So]
11 (110 + Bo)? '

Portanto,

nfBo((to + Bo)* + 240 + Bol '

]/.L</“’L7/67/"L07/80) - M%(MO +60)2
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4.2 A Distribuicao Weibull Exponencializada

A distribuicao Weibull Exponencializada foi proposta por Mudholkar e Srivastava
(1993) para analise de dados de taxa de falha.

Uma v.a X segue distribuicao Weibull Exponencializada com parametros a > 0,
b>0e >0 (denotada por X ~ WE(a,b, \)), se sua f.d.p for dada por

Flala,b, \) = % (g)“ {1 ~ exp (— (g)b)rl exp (— (g)b) TS

em que z > 0. Além disso, sua f.d.a é dada por

Fla) = [1 —exp (— (§>b)r (4.9)

Segundo Mudholkar e Srivastava (1993), a distribui¢ado Weibull Exponencializada
inclui nao apenas distribuicoes com taxas de falha unimodal e de banheira, mas
fornece uma classe mais ampla de taxas de falha monotonas.

E interessante observar que ao fixarmos o parametro A = 1 da distribuicdo
Weibull Exponencializada, esta apresentara a forma da distribuicao Weibull de pa-
rametros a e b.

Seja x = (w1, %9, ...,2,) uma amostra aleatoria de X ~ WE(a,b, \). A funcgao

de verossimilhanca para os parametros a, b e A é dada por

o= (T o ()] o0 (- 2))

i=1

Com base nisso, segue que a fungao de log-verossimilhan¢a para os parametros

a, b e X pode ser definida da forma

Ua,b,\) = nlog(%)+(b_1)glog<%)
+(A — 1)glog [1—exp (_ (%)bﬂ _Z <%>b

A matriz de informacao observada é dada por
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C9(a,b,))  0%(a,b,))  9*l(a,b,N)

da? 0adb 0ad\
2 2 2
T(a,b,A) = _8 l(a,b,\) _6 L(a, b, \) _8 l(a,b,\) ’ (4.10)
oboa 0b? ObO
B 0?0(a, b, \) B 9%0(a, b, \) B 0?0(a, b, \)
0\Oa O\Ob O\?
em que
#a,b,\)  n
o2\
7(ﬂ)b ZEZ —1+b
9*0(a,b,\)  0*(a,b,\) _ﬂi €t (Z)
ONda  Dad) o a? — 1_ e’(%)b ’

_(=zi\b . T\
Puab)  Plaby) e log(2) (2)

O7b DbON e
0%0(a,b, \) n (=14+bn 20 T\ b
92 ?JFT_ﬁi:lxi(E)

n 6_(a)bxi 2\~
+(\ — 1)3—22 : ((‘;))b
2 n o2(5)" 2 (20) 24
_( _ 1)%2 l_(i)b -
i=1 (1 — e (a) >
b2 n 67(%)1):62 (m_)_2+2b
—(A —1)— Lo
D 3]
9 n e’(%)bxz ;| —2+2b
—(\ —1)(1—b)%z 1 zf(az_))b |
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e = g = () e (D) ()

1 e zi
-A=1)—= «

@ ; - (@)

z;\b

bl o () log (x_) l(ﬁ)—ub
_()\_ 1)_ a - a

a* ; 1— e_(f)b

b O e 2() log (2) g (2) 7
CERIRDY (%) (%)

i=1

PN < S (2

(A — 1)% z": e2(%) 1og (?)b (2%>
i—1 <1 _ () )
ol ey )
S 1—e ()

4.2.1 Geracao de Numeros Pseudo-aleatérios

Para gerar niimeros pseudo-aleatorios de uma v.a X que segue distribuicao Weibull
Exponencializada utilizamos o método da transformacao inversa, em que a funcao

quantilica (2.5) da distribui¢ao Weibull Exponencializada é dada por

Qx(u) Za(—log(l —u)i>l17, 0<u<l.

O método da transformacao inversa é um dos procedimentos mais simples para
gerar dados aleatorios a partir de uma determinada distribuicao, sendo comumente
utilizado quando a funcao quantilica da v.a pode ser expressa de forma fechada.
Dessa forma, se U ~ U(0, 1), entdo Q.(U) ~ WE(a,b,\).
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4.2.2 Inferéncias

Nesta secao iremos utilizar os resultados obtidos em 4.2 para determinar as funcoes
de verossimilhanca perfilada e perfilada modificada para o parametro de interesse
da Weibull Exponencializada.

Primeiramente, iremos definir a funcao de verossimilhanca perfilada. Para isso,
consideramos os parametros A e v = (a,b) ", como sendo de interesse e perturbacao,
respectivamente. A escolha de A\ como parametro de interesse se deve ao fato de
que este generaliza a distribuicao Weibull Exponencializada, permitindo testar esse
modelo contra Weibull.

Para expressar a funcao de log-verossimilhanca perfilada é necessario obter o
EMYV dos parametros a e b, fixando o parametro de interesse. Em outras palavras, a,
e by sa0 obtidos resolvendo as equacoes nao lineares M =0e w =0,
para A fixo. No entanto, essas estimativas nao podem scér obtidas analiticamente.
Dessa forma, serao calculadas computacionalmente utilizando o algoritmo de otimi-
zagao nao-linear restrito SQP (Sequential Quadratic Programming). Neste trabalho
usamos a funcao slsqp() do pacote nloptr, que esta implementado na linguagem R
e foi proposto por Johnson (2020).

Denotaremos os estimadores de méaxima verossimilhanca de a e b para A fixado
por oy = (ay, lAJ,\)T, entao a funcao de log-verossimilhanca perfilada para o parametro

A é dada por

lp(A) = £(Da, )
— nlog [ 22 ) 4 (by — DS log [ =%
nlog ( m) (br—1)>"1" log (aA) (411)

+A=1)"  log [1 —exp (- (;C_A)bk)] -3 (%)IM ,

Ressaltamos que o valor esperado das segundas derivadas da funcao de log-
verossimilhanga da distribuicao Weibull Exponencializada nao podem ser obtidos
em forma fechada. Portanto, para determinar a funcao de log-verossimilhanca mo-
dificada usaremos uma aproximacao baseada em covariancias empiricas, apresentada

em 3.2.3, dada por

1 . v .
lans=(A) = 6,(A) + 5 10g [juw (Da, A)| = log |1 (Da, A 2, V)],

em que I, (v, \; v, Ao) = >y 09w, N2 (v, Ao) .
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O termo /,(\) é dado por 4.11, j,,,(Px, A) é dada por

CPUDA ) 9PN

da? dadb
Juw (DA, A) = , (4.12)
0?0(Dx, \) 0*0(Dx, )
0boa ob?
sendo os componentes dessa matriz apresentados na Sec¢do 4.2 e que neste caso devem

ser avaliadas no vetor (y, \)".

Para determinar I, (v, \; vg, \g), faremos:

v

]V(V7/\;V07>\0) - Z?:lg’(/j)(ya)‘>£’(/j)(’/07>\0)—r

[ 0 (v, )
= 2| [Egj)('/oa)w) (5 (vo, M)
RPN

D (N (o, ) 4D (0, N8 (vo, Mo)

(0, N (g, ho) €9 (0, M) (15, Ao)

em que
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Capitulo 5
Resultados Numéricos

Neste capitulo objetivamos comparar e avaliar o desempenho do TRV baseado na
verossimilhanga perfilada (W) e suas versdes modificadas (Wpns € Wpng+) com
o aperfeicoamento de Sousa (2020) (Wy). Além disso, para efeito de comparacio
incluimos os testes que envolvem a correcao de boostrap paramétrico (W) e Bartlett
bootstrap (Wy,). Para isso, realizamos simulagbes de Monte Carlo por meio da
Linguagem de Programacao R (R CORE TEAM, 2019) e utilizamos como critério
de comparacao a taxa de rejeicao empirica da hipotese nula.

Para as simulacoes selecionamos a distribuicao Lindley Ponderada e a distribui-
cao Weibull Exponencializada. Nos testes consideramos 15000 réplicas de Monte
Carlo, adotamos os niveis nominais v = 1%, 5% e 10%, e tamanhos amostrais
n = 20, 25, 30, 40, 50, 100, 200. Para os testes que envolvem bootstrap usamos 2000
réplicas bootstrap.

Para realizar as simulagoes, utilizamos o R versao 4.0 em uma maquina com a
seguinte configuracao: Intel Core Xeon 3.6GHz de 4 nticleos e 8 Threads, 16 GB de
memoria RAM e sistema operacional Ubuntu 20.04.

Ainda neste capitulo apresentaremos quatro exemplos numéricos utilizando con-

junto de dados reais.

5.1 Testes para a Distribuicao Lindley Ponderada

Nesta Secao apresentamos os resultados numéricos para o parametro de interesse [
da distribuicao Lindley Ponderada. Estamos interessados em testar a hipotese nula
Hy : 8 = By versus Hy :  # [y. Nas Tabelas 5.1 e 5.2 dispomos dos resultados
referentes aos cenarios em que [ é igual a 1,0 e 2,5, respectivamente, considerando
o parametro de perturbacdo p fixo em 1,5. E importante frisar que os valores das
tabelas sao exibidos em porcentagens.

Considerando cada tamanho amostral e nivel nominal adotado, calculamos as

taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas W, W5, Wans, Wy e Wy, ou
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Tabela 5.1: Taxas de rejei¢oes nulas, g = 1,0.

n g W, W, | Waens | Wy Wi

1,0 | 1,167 | 1,080 | 1,013 | 1,053 | 1,013
20| 5,0| 5947 | 5,080 | 5,307 | 5,313 | 5,253
10,0 | 11,653 | 9,427 | 10,467 | 10,227 | 10,080
1,0 | 1,287 | 1,213 | 0,987 | 1,033 | 1,046
25| 50| 5793 | 5,053 | 5,133 | 5,020 | 4,993
10,0 | 11,200 | 9,447 | 10,320 | 10,200 | 10,147
1,0 | 1,180 | 1,100 | 0,993 | 1,127 | 1,040
30 | 5,0| 6,000 | 5,447 | 5407 | 57187 | 5,187
10,0 | 11,147 | 9,693 | 10,320 | 10,400 | 10,413
1,0 | 1,220 | 1,180 | 1,073 | 0,987 | 0,940
40 | 50| 5,713 | 5,320 | 5,080 | 5,027 | 4,987
10,0 | 11,047 | 9,940 | 10,467 | 10,173 | 10,080
1,0 | 1,227 | 1,200 | 1,020 | 1,147 | 1,133
50 | 5,0 | 5,407 | 5,153 | 5,060 | 5,080 | 5,067
10,0 | 10,667 | 9,840 | 10,200 | 10,280 | 10,280
1,0 | 1,093 | 1,093 | 1,053 | 1,180 | 1,160
100 | 5,0 | 5,433 | 5,307 | 5,200 | 5,127 | 5,133
10,0 | 10,620 | 10,180 | 10,440 | 10,113 | 10,133
1,0 1,193 | 1,193 | 1,107 | 1,053 | 1,013
200 | 5,0 | 5,460 | 5,393 | 5,287 | 5,093 | 5,040
10,0 | 10,667 | 10,480 | 10,460 | 10,093 | 10,033

seja, estimamos via simulacao de Monte Carlo as probabilidades P(W,, > X(Qlfv;l))’
PWy = X0L,0)s PWans 2 X ), P(Wey 2 A8 y)), em que XG_ gy e AL
sao o quantil 1—+ da distribuigao X2 e X" respectivamente. Para o teste bootstrap
paramétrico estimamos P(W}, > §(1—+)), conforme descrito na Se¢ao 3.4.1.

Avaliando as Tabelas 5.1 e 5.2 é possivel observar que para todos os niveis nomi-
nais e tamanhos amostrais, os testes baseados em W,, se mostraram liberais '. Os
testes baseados na estatistica W7 se apresentaram liberais para os niveis nominais
v = 1% e 5% e conservativo para o nivel nominal de v = 10%.

Note que, em geral, o teste baseado na estatistica W7 atenua a tendéncia liberal
do teste baseado na estatistica W, principalmente para amostras de tamanho pe-
queno a moderado. Por exemplo, ao nivel nominal de v =5% ,n=20e 5 =1,0, os
testes baseados em W), e W7 tiveram suas taxas de rejeigoes 5,947 e 5,080, respecti-
vamente. Além disso, podemos observar que conforme o tamanho amostral cresce,
as taxas de rejeicoes de ambos os testes aproximam-se do nivel nominal especificado,
como ¢é esperado.

Analisando as Tabelas 5.1 e 5.2, observamos que de modo geral o teste baseado

na estatistica Wpys apresenta carater liberal. Observamos que, em geral os testes

10 teste ¢ dito liberal quando taxas de rejeicdes estimadas estdo acima do nivel nominal espe-
cificado.
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baseados em W]’; e Wgns possuem resultados semelhantes, préximos do nivel nominal
especificado e desempenho superior aos testes baseados em W,. Por exemplo, ao
nivel nominal v = 5%, n = 25 e 8 = 2,5, os testes baseados em W7 e Ways tiveram
suas taxas de rejeicoes 5,393 e 5,387, respectivamente, enquanto que a taxa baseada
em W, foi 6,027. Notamos também que para n grande os testes baseados em W,
W, e Wgns sao similares.

Ja os testes baseados em W, e Wy, demonstram resultados semelhantes e proxi-
mos ao nivel nominal especificado, principalmente para os niveis nominais 1% e 5%.
Por exemplo, com n = 30, § = 1,0 e ao nivel nominal de 5%, as taxas baseadas
em W, e Wy, foram iguais a 5,187, enquanto para v = 10, foram 10,400 e 10,413,

respectivamente.

Tabela 5.2: Taxas de rejei¢oes nulas, g = 2, 5.
n Y Wp W; WBNS Wb Wbb
1,0 | 1,353 | 1,280 | 1,047 | 1,013 | 1,020
20| 5,0| 5,853 | 4,887 | 4,973 | 4,880 | 4,813
10,0 | 11,353 | 9,167 | 9,953 | 9,980 | 9,993
1,0 | 1,240 | 1,167 | 0,980 | 1,147 | 1,100
25 50| 6,027 | 5,393 | 5,387 | 5,127 | 5,093
10,0 | 11,480 | 9,707 | 10,500 | 10,133 | 10,067
1,0 | 1,333 | 1,260 | 1,053 | 0,907 | 0,893
30 | 50| 5,833 | 5,247 | 5,233 | 4,580 | 4,533
10,0 | 11,033 | 9,580 | 10,207 | 9,620 | 9,527
1,0 | 1,120 | 1,120 | 1,047 | 1,020 | 1,040
40 | 5,0 | 5,407 | 5,067 | 4,933 | 5,080 | 5,013
10,0 | 10,347 | 9,240 | 9,767 | 10,280 | 10,260
1,0 | 1,213 | 1,193 | 1,107 | 0,927 | 0,907
50 | 5,0 | 5,373 | 5,167 | 4,960 | 4,960 | 4,913
10,0 | 10,5633 | 9,720 | 9,987 | 9,720 | 9,753
1,0 | 1,127 | 1,127 | 1,113 | 1,033 | 0,933
100 | 5,0 | 5,287 | 5,187 | 5,133 | 5,027 | 5,067
10,0 | 10,260 | 9,853 | 10,033 | 9,713 | 9,693
1,0 | 1,047 | 1,047 | 1,027 | 1,027 | 1,000
200 | 5,0 | 4,887 | 4,853 | 4,753 | 4,913 | 4,900
10,0 | 9,913 | 9,700 | 9,907 | 10,100 | 10,047

Vale enfatizar que os testes corrigidos baseados em Wpxs e W se apresentaram
bastante competitivos. A partir dos experimentos vimos que Wgyns expos resultados
ligeiramente melhores do que W. No entanto, dependendo do modelo de interesse
Wins pode ser de dificil obtengdo e ter um grande custo computacional (conforme
apresentado nas Tabelas A.1 e A.2). Ja Wy ¢é facil de ser obtida para qualquer
modelo, sem perda de desempenho.

A Figura 5.1 apresenta as distor¢oes dos testes, isto é, a diferenca entre a taxa

de rejeicao estimada e o nivel nominal correspondente. Neste caso, consideramos a
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situagao apresentada nas Tabelas 5.1 e 5.2, em que v = 5%. Note que em geral as
taxas das estatisticas W, Wens, Wi e Wy, apresentam comportamento similares,
sendo W, e Wy, as que mais se aproximam da linha de referéncia, ordenada em zero.
Ja os testes baseados na estatistica W, expoe a maior distancia entre eles e a linha

de referéncia.

Figura 5.1: Distor¢oes dos tamanhos dos testes: v = 5%.
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(b) Parametro 8 = 2,5.

A fim de avaliar o impacto do ntiimero de réplicas bootstrap, apresentamos na
Tabela 5.3 as taxas de rejeicoes dos testes baseados em W, e Wy, considerando

n = 20, niveis nominais v = 1%, 5% e 10% e o namero de réplicas variando em
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100, 500, 1000 e 2000. Observamos que para B = 100 os testes baseados em Wy,
apresentaram os melhores resultados, pois as taxas de rejeicoes sao mais proximas
do nivel nominal especificado. Isso ocorre porque Wy, necessita de menos réplicas
bootstrap do que W, para fornecer bons resultados. Nos demais casos, W, e Wy,

apresentam comportamento semelhantes.

Tabela 5.3: Comparacao entre W, e Wy, 5 =2,5 e n = 20.
B Y (%) Wb Wbb
1,0 | 2,100 | 1,267
100 5,0 | 6,393 | 5,793
10,0 | 11,307 | 10,747
1,0 | 1,073 | 0,900
500 5,0 | 4,747 | 4,747
10,0 | 9,667 | 9,467
1,0 | 1,073 | 1,013
1000 5,0 | 4,987 | 4,960
10,0 | 9,960 | 9,927
1,0 | 1,013 | 1,020
2000 5,0 | 4,880 | 4,813
10,0 | 9,980 | 9,993

A Tabela 5.4 apresenta os resultados da simulacao de poder do teste para n = 50,
ao nivel nominal v = 5%, e variando § = 3,0; 3,5; 4,0; 4,5; 5,0; 5,5; 6,0 e 6,5. Vale
ressaltar que essas simulagoes correspondem ao cenario apresentado na Tabela 5.2
paran = 50 e § = 2,5. Avaliando os resultados, observamos que os testes baseados
nas estatisticas W, Wy, W, e Wy, sao mais poderosos do que os testes baseados na
estatistica Wpns. Em geral, podemos observar que os testes corrigidos W, Wgns,

Wy, e Wy, nao apresentaram perda significativa de poder do teste.

Tabela 5.4: Poder do teste 5 = 2,5, n = 50.
B | W, | Wi | Wens | Wy | Wy
3,0 | 15,49 | 15,00 | 12,97 | 14,92 | 14,54
3,5 | 34,53 | 33,55 | 30,42 | 34,92 | 34,17
4.0 | 58,51 | 57,59 | 54,08 | 58,98 | 58,10
4,5 | 77,29 | 76,58 | 73,61 | 77,49 | 76,97
5,0 | 89,13 | 88,62 | 87,28 | 89,02 | 88,51
5,51 95,57 | 95,31 | 94,66 | 95,38 | 95,32
6,0 | 98,41 | 98,29 | 97,91 | 98,55 | 98,49
6,5 | 99,40 | 99,34 | 99,13 | 99,45 | 99,44
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5.2 Testes para a Distribuicao Weibull Exponenci-

alizada

Nesta secao, apresentamos os resultados numéricos para o parametro de interesse A
da distribuicao Weibull Exponencializada. Estamos interessados em testar a hipo-
tese nula Hy : A = A\g versus Hy : A # X\g. Nas Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7 dispomos dos
resultados referentes aos cenarios em que A é igual a 1,0, 1,5 e 2,0, respectivamente,
considerando o vetor de parametros de perturbagio v fixo em v = (2,0;3,5) . E
importante ressaltar que os valores das tabelas sao exibidos em porcentagens.

Considerando cada tamanho amostral e nivel nominal adotado, calculamos as
taxas de rejeigoes empiricas dos testes baseados nas estatisticas W, W7, Wgns+, Wj
e Wy, via simulacao de Monte Carlo.

Analisando as Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7 podemos observar que os testes baseados
em W), e W mostram-se liberais. Notamos que para tamanho de amostra pequeno
a moderado as taxas baseadas em W atenuam a tendéncia liberal de W, ou seja,
apresentam taxas mais préoximas do nivel nominal especificado. Por exemplo, ao
nivel nominal de 7 = 10%, n = 20 e A = 1,0, os testes baseados em W, e Wy

apresentaram taxas de 15,413 e 12,407, respectivamente.

Tabela 5.5: Taxas de rejeicoes nulas, A = 1, 0.
n 8 W, W, | Wens | Wy Wi
1,0 | 0,967 | 0,807 | 0,900 | 1,053 | 0,820
20| 5,0 | 7,713 | 6,167 | 6,093 | 4,940 | 4,873
10,0 | 15,413 | 12,407 | 13,093 | 9,993 | 10,660
1,0 | 1,107 | 1,000 | 1,033 | 1,147 | 1,140
25| 5,0| 7,653 | 6,707 | 6,173 | 5,040 | 5,073
10,0 | 14,360 | 12,100 | 12,320 | 10,413 | 11,040
1,0 1,387 | 1,333 | 1,120 | 0,920 | 1,100
30| 50| 7,627 | 6,927 | 6,307 | 4,733 | 4,920
10,0 | 13,873 | 12,193 | 11,913 | 9,593 | 10,113
1,0 | 1,440 | 1,387 | 1,080 | 1,073 | 1,147
40 | 50| 6,773 | 6,347 | 5,713 | 5,047 | 5,227
10,0 | 12,733 | 11,673 | 11,333 | 9,747 | 9,920
1,0 1,380 | 1,380 | 1,073 | 1,107 | 1,113
50 | 5,0 | 6,740 | 6,380 | 5,873 | 5,253 | 5,340
10,0 | 12,680 | 11,707 | 11,513 | 10,260 | 10,340
1,0 | 1,153 | 1,153 | 1,047 | 1,113 | 1,067
100 | 5,0 | 5,560 | 5,500 | 5,287 | 5,233 | 5,167
10,0 | 10,707 | 10,353 | 10,333 | 10,327 | 10,307
1,0 0,987 | 0987 | 0933 | 1,147 | 1,120
200 | 5,0 | 5,360 | 5,313 | 5,053 | 5,067 | 4,993
10,0 | 10,360 | 10,160 | 10,173 | 10,040 | 9,980
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Tabela 5.6: Taxas de rejei¢oes nulas, A = 1, 5.

n Y W, W, | Wense | W, W
1,0 1,347 1,180 1,087 1,013 0,813
20 5,0 7,900 6,500 6,420 | 4,873 | 4,820
10,0 | 14,947 | 12,253 | 12,940 | 10,067 | 10,853
1,0 1,427 1,353 1,113 1,153 0,873
25| 50| 7.507| 6,733 | 6347 | 5,047 | 5,247
10,0 | 13,787 | 11,873 | 12,127 | 10,373 | 10,913
1,0 1,607 1,520 1,180 0,907 | 0,807
30| 50| 7.340 | 6,687 | 6173 | 4773 | 4,933
10,0 | 13,140 | 11,633 | 11,500 9,787 | 10,067
1,0 1,533 1,480 1,160 1,053 1,027
40 5,0 6,460 6,027 5,480 5,087 | 5,193
10,0 | 12,140 | 11,013 | 10,993 9,760 9,820
1,0 1,347 1,327 1,087 1,093 1,140
50 5,0 6,593 6,113 5,687 | 5,340 5,427
10,0 | 12,207 | 11,153 | 11,100 | 10,300 | 10,267
1,0 1,213 1,207 1,087 1,153 1,080
100 9,0 9,693 9,003 0,293 5,247 | 5,207
10,0 | 10,633 | 10,240 | 10,333 | 10,347 | 10,287
1,0 1,013 1,033 0,973 1,120 1,060
200 5,0 9,240 9,220 5,073 5,067 | 4,967
10,0 | 10,213 9,993 | 10,020 | 10,147 | 10,060

Tabela 5.7: Taxas de rejei¢oes nulas, A = 2, 0.

n i W, W}k, Wans* W, Wi
1,0 1,440 1,307 1,087 | 1,033 | 0,863
20| 5,0 7,607 | 6,413 6,293 | 4,900 | 5,020
10,0 | 14,387 | 11,800 | 12,607 | 10,153 | 10,807
1,0 1,487 | 1,400 1,193 1,147 | 0,993
25| 5,0 7,287 | 6,460 6,160 | 5,060 | 5,280
10,0 | 13,433 | 11,487 | 11,780 | 10,220 | 10,753
1,0 1,613 1,547 1,207 | 0,887 | 0,813
30 5,01 7,007 | 6,440 6,047 | 4,673 | 4,893
10,0 | 12,700 | 11,113 | 11,247 | 9,833 | 10,080
1,0 1,493 1,467 1,233 1,060 1,027
40 | 50| 6,233 | 5,813 5,480 | 5,040 | 5,073
10,0 | 11,880 | 10,780 | 10,807 | 9,893 | 9,953
1,0 1,313 1,307 1,040 1,107 | 1,153
50 | 5,0 | 6,253 | 5,973 0,007 | 5,347 | 5,420
10,0 | 11,873 | 10,860 | 10,893 | 10,353 | 10,340
1,0 1,173 1,173 1,093 1,187 | 1,107
100 | 50| 5513 | 5,413 5,220 | 5,267 | 5,167
10,0 | 10,587 | 10,107 | 10,087 | 10,273 | 10,180
1,0 1,167 | 1,167 1,147 | 1,167 | 1,107
200 | 5,0 5,233 | 5,220 5,113 | 5,127 | 5,047
10,0 | 10,067 | 9,887 9,947 | 10,187 | 10,160
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Avaliando as Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7 notamos que as taxas baseadas em Wpyyg+
também atenuaram a tendéncia liberal de W,. Embora o desempenho baseado em
Whans+ ainda seja liberal, de modo geral, as taxas baseadas em Wpgyg+ apresentaram
desempenho superior a W. Por exemplo, para o nivel nominal 7 = 5%, n =40 e
A= 1,5, os testes baseados em W), W e Wgng+ apresentaram taxas iguais a 6,460,
6,027 e 5,480, respectivamente.

Ja para os testes baseados W;, e Wy, apresentaram taxas semelhantes. Além
disso, observamos que para todos os valores de A testados, W, e Wy, obtiveram
desempenho superior aos testes baseados em W), W e Wgys+, principalmente, para
os niveis nominais 5% e 10%. Por exemplo, paran = 25, v =5% e A = 1,5, W, e
Wi, apresentaram taxas iguais a 5,047 e 5,270, respectivamente, enquanto, W, W7
e Wgns+ obtiveram taxas iguais a 7,507, 6,733 e 6,340, respectivamente.

E possivel observar também que conforme aumentamos o tamanho amostral, as
taxas baseadas em W, W; e Wens+ se aproximam do nivel nominal especificado.
Além disso, em todos os cenarios testados, podemos perceber que os testes corrigidos

( W), Wans+, Wy e W) demonstraram melhores resultados do que o nao corrigido
(W)

Figura 5.2: Distor¢oes dos tamanhos dos testes, v = 5% e A = 1,0.
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Figura 5.3: Distor¢oes dos tamanhos dos testes, v =5% e A = 1,5.
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Figura 5.4: Distor¢oes dos tamanhos dos testes, v = 5% e A = 2,0.
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As Figuras 5.2, 5.3 e 5.4, apresentam as distor¢oes dos testes, que caracteriza
a diferenca entre a taxa de rejeicao estimada e o nivel nominal especificado. Para
isso, consideramos os cenérios expostos nas Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7, em que v =
5%. Observe que para n de tamanho pequeno a moderado os testes baseados nas
estatisticas corrigidas apresentaram melhores resultados, sendo W, e Wy, as que mais
se aproximam da linha de referéncia, ordenada em zero.

A Tabela 5.8 apresenta os resultados da simulacao de poder do teste para n =
200, ao nivel nominal v = 10%, e variando A\ = 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5; 4,0 e 4.5.
Essas simulacoes correspondem ao cenario exposto na Tabela 5.5 para n = 200 e
A = 1,0. Notamos que, de modo geral, os testes baseados em W,, Wpngx e Wy,
apresentaram poderes semelhantes e ligeiramente superiores a W7 e W;. Além disso,
¢ possivel notar que os testes corrigidos W5, Wens+, Wy e Wy, nao apresentaram

perda significativa de poder do teste.

Tabela 5.8: Poder do teste A = 1,0, n = 200.
A W, W, | Wans- Wy W
1,5 | 32,060 | 31,713 | 32,487 | 32,053 | 31,873
2,0 | 61,793 | 61,447 | 62,060 | 61,507 | 61,433
2,5 | 82,700 | 82,480 | 82,713 | 80,100 | 80,013
3,0 | 92,453 | 92,340 | 92,520 | 89,300 | 89,333
3,5 | 94,153 | 94,047 | 94,193 | 94,053 | 94,040
4,0 | 96,793 | 96,727 | 96,827 | 96,587 | 96,560
4,5 | 98,067 | 98,047 | 98,120 | 97,973 | 97,967

5.3 Exemplos Numeéricos

Nesta secao iremos realizar quatro exemplos numéricos a partir de quatro amostras
completas. No primeiro e segundo caso, iremos considerar que as observagoes sao
independentes e seguem distribuigao LP(u, ). Ja no terceiro e quarto caso iremos
assumir que as observagoes sao independentes e seguem distribuicdo WE(a, b, A).

Com intuito de verificar a aderéncia dos dados a distribuicao que assumimos,
realizamos o teste de Kolmogorov - Smirnov (KS) para cada conjunto de dados.
Para isso, utilizamos o pacote Adequacy Model proposto por Marinho et al. (2019),
disponivel na linguagem R.

Para o primeiro exemplo, considerados o conjunto de dados dispostos na Tabela
5.9, que representa 24 observacgoes referentes a tempos de falha de componentes
mecanicos disponivel em Murthy et al. (2004). No segundo exemplo, utilizamos os
dados expostos na tabela 5.10, que corresponde a 23 observacoes de tempos de falha

por fadiga de rolamento de esferas disponivel em Lawless (2011).
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A partir dos dados apresentados em 5.9 e 5.10 realizamos o teste de KS conside-
rando as seguintes hipoteses Hy: os dados seguem distribuicao Lindley Ponderada
versus Hqi: Hgy é falso. Para o primeiro conjunto de dados obtivemos a estatistica
e o p-valor, iguais a 0,141 e 0,676, respectivamente, isso indica que aos niveis no-
minais usuais (1%, 5% e 10%), Hy nao é rejeitada. Ja para o segundo conjunto de
dados obtivemos a estatistica e o p-valor, iguais a 0,123 e 0,879, respectivamente,
isso significa que aos niveis nominais usuais, Hy nao é rejeitada.

No primeiro e segundo exemplo (Tabelas 5.9 e 5.10) o interesse é testar a hipotese
nula Hy: 8 = 1 versus Hy: B # 1, ou seja, estamos testando o modelo Lindley
versus Lindley Ponderada.

No primeiro exemplo (Tabela 5.9), obtivemos W), W e Wgns+ iguais a 11,832,
11,832 e 10,729, respectivamente, e seus correspondentes p-valores iguais a 0,001.
Dessa forma, aos niveis nominais usuais os testes baseados em W, W;‘ e Wans*

rejeitam a hipotese nula, ou seja, o modelo Lindley ¢ rejeitado.

Tabela 5.9: Dados I - Tempos de falha de componentes mecanicos.
30,94 18,51 16,62 51,56 22,85 22,38 19,08 49,56
17,12 10,67 25,43 10,24 27,47 14,70 14,10 29,93
27,98 36,02 19,40 14,97 22,57 12,26 18,14 18,84

No segundo exemplo (Tabela 5.10), obtivemos W,,, W e Wgxg+ iguais a 5,296,
5,296 e 4,597, respectivamente, e seus correspondentes p-valores sao 0,0214, 0,0237
e 0,032. Dessa forma, ao nivel de nominal de 1% os testes baseados em W), Wy
e Wgng* nao rejeitam a hipotese nula, ou seja, o modelo Lindley nao é rejeitado.
J4& aos niveis nominais de 5% e 10% os testes rejeitam a hipotese nula, ou seja, o

modelo Lindley é rejeitado.

Tabela 5.10: Dados IT - Tempos de falha por fadiga de rolamentos de esferas.
17,23 28,92 33,00 41,52 42,12 4560 48,80 51,84
51,96 54,12 55,56 67,80 68,64 68,64 68,88 84,12
93,12 98,64 105,12 105,84 127,92 128,04 173,40

Para o terceiro exemplo, consideramos o conjunto de dados expostos na Tabela
5.11, que consiste em 15 observacoes referentes a tempos entre falhas sucessivas de
equipamentos de ar condicionado em uma aeronave Boeing 720 disponivel em La-
wless (2011). J& para o quarto exemplo, consideramos o conjunto de dados expostos
na Tabela 5.12, referente a 30 observacoes de fluxos anuais do rio Weldon em Mill
Grove disponivel em Vujica (1972).

Com os dados expostos nas Tabelas 5.11 e 5.12 realizamos o teste de KS con-
siderando as seguintes hipdteses Hy: os dados seguem distribuicao Weibull Expo-

nencializada versus Hy: Hy é falso. Para o terceiro conjunto de dados obtivemos a
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Tabela 5.11: Dados III - Tempos entre falhas sucessivas de equipamentos de ar
condicionado em uma aeronave Boeing 720.

74,0 57,0 48,0 29,0 502,0 12,0 70,0 21,0

29,0 386,0 59,0 27,0 153,0 26,0 326,0

estatistica e o p-valor, iguais a 0,167 e 0,800, respectivamente, isso indica que aos
niveis nominais usuais, Hy nao é rejeitada. Ja para o quarto conjunto de dados obti-
vemos a estatistica e o p-valor, iguais a 0,117 e 0,761, respectivamente, isso significa
que aos niveis nominais usuais, Hy nao é rejeitada.

No terceiro e quarto conjunto de dados (Tabelas 5.11 e 5.12) o interesse é testar
a hipotese nula Hy: A = 1 versus Hi: A # 1, ou seja, estamos testando o modelo

Weibull versus Weibull Exponencializada.

Tabela 5.12: Dados IV - Fluxos anuais do rio Weldon em Mill Grove.
108,0 472,0 143,0 441,0 244,0 132,0 53,6 96,5 93,7 386,0

400,0 44,0 585,0 217,0 398,0 567,0 2450 72,5 98,1 42,7
298,0 122,0 114,0 1350 40,6 208,0 248,0 151,0 659,0 635,0

Para o terceiro exemplo (Tabela 5.11), temos W, — 5,014, W — 5,014 e Wgyg-
= 3,659 e os correspondentes p-valores sao 0,025, 0,031 e 0,055. Dessa forma, ao
nivel de significancia de 5%, os testes baseados em W), e Wy, rejeitam a hipotese
nula, enquanto o teste baseado em Wyyg* nao rejeita a hipoétese nula.

Para o quarto exemplo (Tabela 5.12), temos W, = 0,792, W = 0,792 e Wpns-
= 0,420 e os correspondentes p-valores sao 0,373, 0,491 e 0,517. Dessa forma, aos
niveis de significancia usuais , os testes baseados em W), e W e Wgys+, ndo rejeitam

a hipotese nula, ou seja, o modelo Weibull nao é rejeitado.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, foram realizadas inferéncias por meio de testes de hipoteses para um
parametro de interesse em duas distribuigbes de probabilidade continuas (Lindley
Ponderada e Weibull Exponencializada). A partir disso, foram derivados ajustes
para a funcao de verossimilhanca perfilada, a fim de atenuar o impacto dos parame-
tros de perturbacao em amostras de tamanho pequeno a moderado.

O estudo foi realizado via simulacao de Monte Carlo para comparar o desempe-
nho da funcao de verossimilhanca perfilada e suas versoes ajustadas com o método
de aperfeigpamento proposto por Sousa (2020), em amostras de tamanho pequeno
a moderado. Para isso, foram feitos testes de hipdteses como base na estatistica
da razao de verossimilhancas. Além disso, foram considerados também os testes
aperfeicoados via bootstrap paramétrico e Bartlett bootstrap.

Os resultados apontaram que para amostras de tamanho pequeno a moderado
as taxas de rejeicoes nulas obtidas por meio dos testes baseados na metodologia de
Sousa (2020) e na estatistica da razao de verossimilhancas que utiliza as versoes mo-
dificadas apresentaram melhores desempenhos. No entanto, para grandes amostras
todas as estatisticas de teste se mostraram equivalentes. Ja os testes baseados em
bootstrap paramétrico e Bartlett bootstrap obtiveram resultados satisfatérios em
todos os cenarios utilizados.

Por fim, foram apresentados dois exemplos numéricos para cada distribuicao de

probabilidade considerada, com base em conjunto de dados reais.
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Apéndice A

Tempo de simulacoes

A.1 Lindley Ponderada

Na Tabela A.1 apresentamos os tempos de simulagoes referente ao caso [ = 1,0.
Para o caso f = 2,5, os tempos de simulacoes se mostraram equivalentes aos obtidos
em A.l.

Tabela A.1: Tempo de simulacdes em segundos para 5 =1, 0.

n Y Wper*J WBNS Wb Wbb
1,0 9,053 | 4,406 | 2376,175 | 2301,775
20| 5,0 8,167 | 4,121 | 2337,431 | 2407,301
10,0 7,910 | 4,043 | 2366,176 | 2748,409
1,0 8,931 | 4,129 | 2407,749 | 2310,648
25| 5,0 8,303 | 4,111 | 2379,284 | 2387,424
10,0 7,925 | 4,144 | 2351,116 | 2794,367
1,0 8,563 | 4,240 | 2341,069 | 2294,175
30 [ 5,0 8,256 | 4,271 | 2342,343 | 2419,252
10,0 7,963 | 4,174 | 2377,056 | 2791,643
1,0 8,493 | 4,413 | 2441,239 | 2393,753
40 | 5,0 8,423 | 4,422 | 2399,759 | 2501,340
10,0 8,319 | 4,381 | 2427.765 | 2860,493
1,0 9,091 | 4,523 | 2438,640 | 2358,362
50 | 5,0 8,469 | 4,499 | 2407,866 | 2469,008
10,0 8,536 | 4,469 | 2400,972 | 2857,351
1,0 10,097 | 6,266 | 3177,713 | 3111,471
100 | 5,0 9,747 | 6,271 | 3152,338 | 3248,511
10,0 9,819 | 6,244 | 3139,753 | 3673,560
1,0 | 12,148 | 9,860 | 4282,489 | 4067,209
200 | 5,0 11,071 | 9,239 | 4183,902 | 4554,343
10,0 11,757 | 9,147 | 4177,654 | 4888,588
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A.2 Weibull Exponencializada

Na Tabela A.2 apresentamos os tempos de simulacoes referente ao caso A = 1,0.
Para o caso A =1,5¢e A = 2,0, os tempos de simulagoes se mostraram equivalentes

a0s obtidos em A.2.

Tabela A.2: Tempo de simulactes em segundos para A = 1,0.

n Y Wp, WZ [§] WBNS* Wb [§] Wbb
1,0 2080,473 21503,788

20 | 5,0 2099,757 21164,291
10,0 2101,598 21405,407

1,0 1705,181 20060,192

25| 5,0 1717,380 20159,308
10,0 1728,070 20741,643

1,0 1533,789 19916,255

30 | 5,0 1579,027 20614,175
10,0 1550,563 20354,046

1,0 1489.676 20143,651

40 | 5,0 1543,991 20473,619
10,0 1506,754 20455,328

1,0 1620,477 20994,549

50 | 5,0 1677,417 21422461
10,0 1660,927 21083,803

1,0 2816,080 28462,687

100 | 5,0 2845,541 28863,614
10,0 2884,392 28478,291

1,0 3036,390 45823,919

200 | 5,0 3411,660 46771,573
10,0 3848,170 45750,521

49



