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Resumo

Neste trabalho, estudamos o desenvolvimento da teoria dos nimeros algébricos
e transcendentes com énfase em uma solucao do Sétimo Problema de Hilbert, resul-
tado que reuniu esforcos de grandes matematicos. Para uma melhor compreensao
desse processo, apresentamos o resultado obtido por Liouville a partir de um teorema
que caracteriza os algébricos, em seguida, construimos um numero que nao satisfaz
tal caracterizacao, portanto, sera transcendente. Provaremos a notdvel existéncia de
transcendentes via Liouville e por meio de Cantor, mostrando que o infinito dos trans-
cendentes é nao enumeravel, enquanto, dos algébricos é enumeravel, evidenciando que
ha muito mais nimeros transcendentes do que algébricos. Demonstraremos uma ge-
neralizacao do Teorema de Lindemann estabelecido por Hermite-Lidemann, de con-
sequéncias mais gerais como a transcendéncia de certos nimeros e fungoes: e®, e, T,
log(a), sin(a), cos(a) e tan(«), sendo « algébrico, e ainda, nosso objeto principal de
estudo, que é uma solucao do Sétimo Problema de Hilbert e algumas consequéncias,
problema este que perguntava se niimeros da forma o, onde o é um niimero algébrico
diferente de 0 e 1; e B € um numero algébrico e irracional, sdo todos transcendentes.
Neste sentido, temos uma infinidade de ntmeros da forma 2‘/5, it logn 2, €™ e }g% que
sao transcendentes. Finalmente, como consequéncia introduziremos um avango signi-
ficativo recente de uma formulacao mais geral de uma conjectura provada por Baker,
o qual diz que, qualquer combinacao finita nao nula de logaritmos de algébricos com

coeficientes algébricos é transcendente, e assim, facilitando a busca por transcendentes

e possibilitando o desenvolvimento de outras areas.

Palavras-chave: Numeros algébricos e transcendentes; nimero de Liouville; uma ge-
neralizacao do teorema de Lindemann; solucao do sétimo problema de Hilbert; teorema
de Baker.



Abstract

In this work, we study the development of the theory of algebraic and transcen-
dent numbers with emphasis on a solution of Hilbert’s Seventh Problem, a result that
brought together the efforts of great mathematicians. For a better understanding of
this process, we present the result obtained by Liouville from a theorem that charac-
terizes algebraics, then we build a number that does not satisfy this characterization,
therefore, it will be transcendent. We will prove the remarkable existence of transcen-
dents via Liouville and through Cantor, showing that the infinite of the transcendent
is not enumerable, while of the algebraic it is enumerable, showing that there are many
more transcendent numbers than algebraic. We will demonstrate a generalization of
the Lindemann Theorem established by Hermite-Lidemann, with more general conse-
quences such as the transcendence of certain numbers and functions: e®, e, 7, log(«),
sin(«), cos(ar) and tan(«), being « algebraic, and yet, our main object of study, which
is a solution to Hilbert’s Seventh Problem and some consequences. Problem that asked
if numbers of the form o, where « is an algebraic number different from 0 and 1; and 3

is an algebraic and irrational number, they are all transcendent. In this sense, we have

log 3
log 2

an infinity of numbers in the form 2‘/5, it, logyy 2, €™ and that are transcendent.
Finally, as a consequence, we will introduce a recent significant advance of a more ge-
neral formulation of a conjecture proved by Baker, which says that any finite non-zero
combination of algebraic logarithms with algebraic coefficients is transcendent, and
thus, facilitating the search for transcendents and enabling the development of other

areas.

Keywords: Algebraic and transcendent numbers; Liouville number; a generalization

of Lindemann’s theorem, solution of Hilbert’s seventh problem; Baker’s theorem.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e N denota o conjunto dos nimeros naturais: {1,2,3,4,...};

e 7 denota o conjunto dos nimeros inteiros: {...,—1,0,1,2,...};

e (Q denota o conjunto dos niimeros racionais: {g; com p,q € Z,q# 0};
e R\Q denota o conjunto dos nimeros irracionais;

e R denota o conjunto dos niimeros reais;

e A denota o conjunto dos niimeros algébricos;

e T denota o conjunto dos nimeros transcendentes;

e X x X denota o produto cartesiano de X por X: {(a,b); a,b€ X};
e minX denota o menor elemento de X;

e JP denota o grau do polinomio P;

e f o g denota a fungao composta das fungoes f e g;

e f’ denota a primeira derivada da funcao f;

e n! denota o fatorial de n: n-(n —1)(n —2)---2-1;

As demais notagoes presentes neste trabalho terao seu significado expresso no de-

correr do mesmo.

x1



Introducao

Neste trabalho, motivados por Dijario Figueiredo [5], Marques [10] e pelos incriveis
resultados de Gelfond? e um problema matemaético que ficou conhecido como o Sétimo
Problema de Hilbert, de enunciado simples, que consistia em estabelecer se certos
nimeros eram transcendentes, porém, que exigiu profundos conhecimentos para ser
solucionado, o qual veremos ao longo do texto. A teoria dos nimeros algébricos e trans-
cendentes teve inicio com a busca da resolugao de trés problemas classicos geométricos
da matematica grega, a saber, a duplicacao do cubo, a trissec¢ao do angulo e a quadra-
tura do circulo, infelizmente, nao faremos a prova destes fatos, pois, concentraremo-
nos em resultados mais recentes de consequéncias interessantes no desenvolvimento da
teoria, embora, pouco difundida, é uma area que teve grandes contribui¢oes de ma-
tematicos, como: Euler®, Liouville*, Hermite®, Lindemann® e Hilbert”.

O desenvolvimento da teoria transcendente com o matematico francés Liouville teve
inicio em 1851, quando exibiu o primeiro nimero transcendente da histéria conhecido
hoje como constante de Liouville, apesar de que ja havia alguns problemas sobre ir-
racionalidade. A ideia do Liouville para construir tais nimeros foi desenvolver uma
propriedade satisfeita por todos os nimeros algébricos e depois construir um nimero
que nao satisfizesse tal propriedade, este nimero foi chamado de transcendente.

Apesar de o método de Cantor® em contraste com o de Liouville, ndo exibir um
numero transcendente de forma explicita, ele demonstrou que o infinito dos nimeros
transcendentes é nao enumeravel, enquanto, dos algébricos é enumeravel, que eviden-
temente, justifica completamente este trabalho, visto que vale a pena verificar se um
dado ntimero é transcendente, ja que em certo sentido, ha muito mais ntiimeros trans-
cendentes do que algébricos.

Provar que algum nimero particular é transcendente, nao é uma tarefa tao simples.

2 Alexsander Gelfond (1906-1968), nasceu em Petersburgo, na Riissia, foi um matemaético soviético.
3Leonhard Paul Euler (1707-1783), nasceu em Suica, na Rissia, foi um matemético e fisico

4 Joseph Liouville (1809-1882), nasceu em Pas-de-Calais, em Paris, exibiu o primeiro transcendente.
5Charles Hermite (1822-1901), nasceu em Dieuze, em Paris, foi um matemético frances.

6Carl Lindemann (1852-1939), nasceu em Handver, Munique, foi um matemaético alemdo.

"David Hilbert (1862-1943), nasceu em Kénigsberg, capital da Prissia, foi um matemdtico alemao.
8Georg Cantor (1845-1918), nasceu no Império Russo, foi um matemdtico alemao.



A primeira demonstracao de que o nimero e, base dos logaritmos naturais, é transcen-
dente foi dada por Charles Hermite em 1873 e a demonstragao da transcendéncia de 7
foi dada por Carl Lindemann em 1882. Veremos em detalhes que a transcendéncia de
e e T sao0 casos especiais de uma generalizagao de um teorema de Lindemann originado
por Hermite-Lindemann..

Vale salientar, o que ilustra a dificuldade de se estabelecer se um particular niimero
é algébrico ou transcendente é o fato desta questao estar em aberto para os nimeros:
e+ m, em, 7, ¢ e w¢. Para melhor descrever os resultados aqui estudados, especifica-
remos algumas definigoes e resultados.

Em 1900, no congresso internacional de matematica em Paris, Hilbert propos uma
lista com 23 problemas que inspirou muitos mateméticos ao longo dos séculos XX
e XXI, com profundo significado de certos problemas para o avango da ciéncia ma-
temdtica em geral, em que o Sétimo Problema perguntava se nimeros da forma o,
onde oo € um numero algébrico diferente de 0 e 1 e f € um nimero algébrico e irra-
cional, sao todos transcendentes. Este resultado, conseguido em 1934 por Gelfond, e
em 1935 por Scheneider® de forma independente, que ficou conhecido como Teorema
de Gelfond-Schneider, foi o ponto culminante de quase quarenta anos de esforcos para
provar que o chamado nimero de Hilbert, 2V2 ¢ transcendente, resultado que havia sido
considerado extremamente dificil, de modo que Hilbert gostava de mencioné-lo como
um problema cuja solugao estava ainda no futuro como a Conjectura de Fermat e a
Hipotése de Riemann. Consequentemente, Gelfond provou que e™ = (—1)7% é trans-
cendente, os quais veremos detalhadamente.

Como o Teorema de Gelfond-Schneider garante que a potenciacao de dois algébricos,
gera um transcendente. E razodvel pensar que: Serd que a potenciacao de dois trans-
cendentes sempre gera um transcendente? Nao é conhecido um resultado similar para
este caso, isto é, em que a’ seja transcendente, onde « e [ sao transcendente, no
entanto, sabemos que esta questao tem resposta negativa. Neste sentido, como con-
sequéncia do Sétimo Problema de Hilbert temos um avanco significativo recente de
uma formulacao mais geral de uma conjectura que foi provado em 1966 por Baker'?,
a saber: sejam aq,...,q, algébricos ndo nulos tais que logaq, ..., loga, sdo linear-
mente independente sobre Q. Entao 1,logay, ..., loga, sdo linearmente independente
sobre A o corpo dos algébricos. Além disso, se Bi,..., B, € A sao algébricos tais que
prlogag +---+ B, logay, # 0. Entao 5y logay+- - -+ B, log o, € transcendente. (resul-

tado que rendeu a medalha Fields!* ao Baker em 1970). O que possibilitou diferentes

9Theodor Schneider (1911-1988), nasceu em Freiburg, em Breisgau, foi um matemaético alemao.

10 Alan Baker (1939-2018), nasceu em Londres, em Cambridge, foi um matemético inglés.

1A medalha Fields é um prémio quadrianual concedido a no maximo quatro mateméticos, sendo a
maior distin¢gao no ramo da matematica



ramos de estudos na matematica como o desenvolvimento de uma area conhecida como
as Formas Lineares e Logartimas de Baker, bem como, solugoes de equacoes Diofanti-
nas.

Estudaremos resultados relacionados aos niimeros algébricos e transcendentes. Além
disso, apresentaremos em detalhes os resultados de Liouville, bem como, a trans-
cendéncia do nimero e, base do logaritmo neperiano, uma generalizacao do Teorema
de Lindemann estabelecido por Hermite-Lidemann, de consequéncias mais gerais como
a transcendéncia de certos niumeros e fungoes: €, e, 7, log(a), sin(a), cos(«) e tan(«),
sendo « algébrico, e ainda, nosso objetivo principal que é uma solucao do famoso

Sétimo Problema de Hilbert dado pelo Teorema de Gelfond-Schneider, e ainda, algu-

log 3

mas consequéncias interessantes como a transcendéncia de: 2‘/5, 1", logn2, €™ e Tos 2

e
a conjectura provada por Baker.

Para melhor compreensao deste trabalho, a seguir resumimos os capitulos que o
compoemn.

No Capitulo 1, abordamos denifigoes sobre niimeros algébricos e transcendentes e
provamos a enumerabilidade e a nao enumerabilidade dos conjuntos Algébricos e Trans-
cendentes, respectivamente.

O Capitulo 2, é dedicado a demonstracao do Teorema de Liouville e do Numero de
Liouville. Em seguida, da transcendéncia da Constante de Liouville, e ainda, faremos
uma aplicacao da existéncia dos ntmeros transcendentes na prova de um simples re-
sultado que caracteriza o espaco vetorial R como espaco de dimensao infinita sobre Q.

No Capitulo 3, apresentaremos a demonstracao em detalhes da transcendéncia do
numero e, resultado que foi um desafio aos matematicos até o século XIX.

Ja o Capitulo 4, é dedicado a caracterizacao dos ntimeros algébricos via extensoes
de corpos, alguns resultados preliminares como teorema das fungoes simétricas, con-
ceitos de conjugado, norma de um algébrico, base integral e discriminante.

No Capitulo 5, estudamos alguns resultados preliminares e estabelecemos uma de-
monstracao em detalhes do teorema de Hermite-Lidemann e algumas consequéncias
relacionadas a transcendéncia de certos niimeros e fungoes trigonométricas.

O Capitulo 6, é destinado aos importantes lemas auxiliares de C. Siegel para sis-
temas lineares e alguns conceitos analiticos e complexos os quais sao de fundamental
importancia para o nosso objetivo principal que é demonstrar uma solu¢ao do Sétimo
Problema de Hilbert e como consequéncia principal o Teorema de Baker 6.5, o qual diz
que, qualquer combinagao finita nao nula de logaritmos de algébricos com coeficientes
algébricos é um transcendente.

Por fim, no Capitulo 7, apresentamos as consideragoes finais.



Capitulo 1

Sobre Nimeros Algébricos e

Transcendentes

No decorrer deste capitulo, veremos que os nimeros reais podem ser classificados
em numeros algébricos e transcendentes. Mas, nosso objetivo para este capitulo, mais
precisamente na Secao 1.2, é demonstrar a existéncia dos niimeros transcendentes por
meio das descobertas de G. Cantor usando a ideia de enumerabilidade. As principais

referéncias utilizadas na elaboracao deste capitulo sdo, Domingues [2] e Figueiredo [5].

1.1 Numeros Algébricos

Nesta se¢ao, apresentaremos os numeros algébricos e demonstraremos algumas de

suas importantes propriedades, mas antes, caracterizaremos os inteiros algébricos reais.

Definicao 1.1. Qualquer solucao real ou complexa de uma equacao polinomial nao
nula da forma

1

2+ ap1 2"+t ar+ag=0 (1.1)

em que os coeficientes a; € 7, com coeficiente lider a, = 1, para todoi =0,1,...,n €N

¢ chamada um inteiro algébrico.
Posteriormente, veremos algumas propriedades dos inteiros algébrico.

Exemplo 1.1. Todo numero inteiro ¢ € um inteiro algébrico.
De fato, escrevendo

r=c=z—c=0. (1.2)

Logo, o inteiro ¢ é soluc¢ao da equagao do tipo (1.1), com n =1, ag = —ce a; = 1.



1. Sobre Ntumeros Algébricos e Transcendentes

Exemplo 1.2. O nimero /7 é um inteiro algébrico, pois é uma solu¢io da equagio
z? —7=0. (1.3)
De fato, se z = /7 implica que 2% = (\/7)2, assim, temos que 2% = 7 e segue que
22 —T7=0,comn=2ay=—7,a;=0¢€ay =1.

Exemplo 1.3. O nimero /24 /3 € um inteiro algébrico, pois é uma solu¢io da
equacao
at —42® +1=0. (1.4)

De fato, escrevemos = = \/2 + /3 e aplicamos duas quadraturas consecutivas para

eliminar os radicais. Vejamos:

x:m:ﬁ:(mf

dai,
x2:2+\/§:>x2—2:\/§

por conseguinte
(22 =22 =(V3)? =2 42 +4=3

finalmente
ot — 42 +1=0

comn=4,ay=1,a,=0,a,=—4,a3=0e ay = 1.

Exemplo 1.4. O nuimero complexo i = \/—1 € um inteiro algébrico, pois € solugdo da
equacao
2 +1=0 (1.5)

De fato,
r=vV-1=2’=(-1)P=1=-1=2"+1=0

comn=2,a=1,a, =0eay=1.

Exemplo 1.5. Para todo b um nimero inteiro nao nulo, a raiz m-ésima de b, ou seja,
Vb é um inteiro algébrico.
De fato,
r=Vb= 2" = (V)" = 2" =b=—= 2" —b=0

esta tltima equacao do tipo (1.1), com n =m, ay = —be a, = 1.



1. Sobre Ntumeros Algébricos e Transcendentes

Observacao 1.1. Podemos concluir dos exemplos acima, que todos os niimeros inteiros

sao inteiros algébricos, bem como, existem inteiros algébricos irracionais e complexos.

Chamamos atenc¢ao para o Teorema 1.1 abaixo, o qual caracteriza os inteiros algébricos

reais. Mas antes, daremos uma demonstracao da irracionalidade de /2.
Lema 1.1. O nimero /2 € irracional.

Demonstragio. Suponhamos, por contradicio, que v/2 seja um niimero racional, isto
e,

V2 = 5 (1.6)

com a e b inteiros positivos. Suponhamos ainda, sem perda de generalidade que § seja
uma fragao irredutivel, ou seja, a e b sao primos entre si. Elevando ao quadrado a
equacao (2.6) e simplificando, obtemos

a’ 2 2

o termo 2b* representa um inteiro par, de modo que a?

é um inteiro par, segue que a
também é um inteiro par (pois, se a fosse impar, entao a = 2k + 1, com k € Z o que
implicaria a® = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1, ou seja, a? seria {mpar).
Assim, se a par, entdo a = 2¢, com ¢ € Z. Substituindo a por 2¢ na equagao (2.7),
obtemos

(20)* = 20* = 4c* = 20* = 2¢% = b*

Como b? é um inteiro par, pelo mesmo argumento apresentado acima, b também ¢é
um inteiro par. Segue que a e b sao ambos pares. Se a e b sao pares, eles nao podem ser
primos entre si. Esta contradicao nos leva a conclusao de que nao é possivel escrever

V/2 na forma % com a e b inteiros. Portanto, o ntimero \/2 6 irracional. O

1.1.1 Uma Caracterizagao de Inteiros Algébricos

Teorema 1.1. Todo nimero inteiro algébrico € um nimero inteiro ou irracional.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por absurdo que um inteiro algébrico « seja um nimero
racional nao inteiro, isto é, a = %, com p,q € Z sendo q > 1 e mdc(p,q) = 1 de modo
que satisfaga a seguinte equacao

2"+ ap 2"+ ag =0
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onde a; € Z,com 1 =0,...,n € N, a, = 1. Substituindo z por ’5’, temos
r\" p\"", P " P! p

<—) + Qp_1 <—) + -t a (-) +ao:0:>—+an_1—_1+---+a1—+a0 =0
q q q q" q" q

dai, obtemos

pn pn—l

n—1
p n n p
= Op1— oy T T a1 — A =P =(q (—an—lﬁ—"'—al——ao>
q q q q

por conseguinte

Pt = (—apap" g = —apg" Tt —aod”)
finalmente
P =q(—an1p" ™t = —apg"? — apg" )
Considerando t = (—a,_1p" ' — -+ —a1pg" % — apq"™!) temos que t € Z. Assim

sendo, p" = ¢t, ou seja, ¢|p™. Usando o fato de que existe um d fator primo de g,
com d # 1 (note que, se ¢ for um nimero primo entao consideramos d = ¢), segue que
d|p"™ e sendo d primo isto implica d|p. Assim, obtemos que d|q e d|p, mas isso é um
absurdo, contrariando o fato de p, ¢ serem primos entre si.
Caso ¢ seja um nimero composto, entao ele possui pelo menos um divisor primo,
digamos d, e pelo mesmo argumento acima, chegamos ao mesmo absurdo. O absurdo
P

ocorre quando admitimos que um racional nao inteiro o = . é solucao da equacao do

tipo (1.1). Portanto, um inteiro algébrico « serd inteiro ou irracional. O
Exemplo 1.6. O nimero /7 é irracional.

Demonstracio. De fato, usando o Exemplo 1.2, temos que v/7 é solucao de 22 —7 = 0.
De acordo com nossa notagao, n = 2, ag = —7, a1 = 0 e a3 = 1. Entao pelo Teorema
2.1, esta solucio serd um nimero inteiro ou irracional. Podemos mostrar que v/7 nao

é um inteiro. De fato, vejamos que
1<7<9= Vi< VT<VI=2<V7<3

temos que v/7 nao é um inteiro. Afirmacao: Nao existe um inteiro entre dois conse-

cutivos,isto €, seja m € Z, nao exriste n € Z tal que m <n < m + 1.

Com efeito, como m < n < m + 1 se, e somente se 0 < n —m < 1. Basta
mostrar que nao existe um nimero natural entre 0 e 1 (note que n — m é um inteiro

positivo). Suponhamos por contradi¢ao, que existe um n € Z com esta propriedade.
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Considerando o conjunto
S={neZio<n<1}

nao vazio. Portanto, usando o fato que todo subconjunto dos naturais possui elemento
minimo, existe ng € S minimo.

Assim, temos 0 < ny < 1 e multiplicando esta desigualdade por ng, obtemos
O<ni<ng<l=0<ni<l1

Logo, n3 € S contrariando o fato de assumirmos que ny é o menor elemento de S.
Portanto, o conjunto S é vazio, e nao existe um nimero inteiro entre dois inteiros

consecutivos ou entre 0 e 1. Portanto, o niimero /7 é irracional. O

Finalmente definiremos um ntimero algébrico.

Definicao 1.2 (Numero Algébrico). Qualquer solugao real ou complexa de uma equagao

polinomial nao nula da forma
A" + ap 2"+ a4+ ag=0 (1.8)

em que cada a; € Q, para todo i = 0,...,n € N é chamada um nimero algébrico,
isto €, um numero « € algébrico quando € possivel obter uma equagao polinomial com
coeficientes racionais, da qual o seja raiz. Por outro lado, veremos na se¢do sequinte

que um numero que nao ¢ algébrico € dito um niumero transcendente.

Faremos duas observacoes a respeito da definicao acima, a saber: Os coeficientes
da equacao polinomial podem ser ntimeros inteiros. A outra observacao é que, sempre
que considerarmos um polindomio para o qual « seja raiz, suponhamos este polindmio
de menor grau possivel para qual isto ocorre. Posteriormente, veremos esta ideia em
detalhes por meio do polinomio minimal de um algébrico.

g, com p,q € Z e q # 0 é um nimero

Exemplo 1.7. Todo nimero racional o =
algébrico.

De fato, escrevendo

xzz—):>x—g:0:>xq—p:0.
q q
Logo, Oz:%éraiz da equacao acima, com n =1, ag = —p e a; = q.

Observacao 1.2. Uma vez que todo nimero racional é algébrico, segue que todo

nimero nao algébrico (transcendente) é irracional.

8
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Exemplo 1.8. Todo inteiro algébrico é um nimero algébrico.
De fato, seja a um inteiro algébrico. Entao por defini¢ao, temos que « é solucao de
uma equagao

Q"+ a1 "+ aa+ag =0

segue que « é raiz de um polindmio nao nulo com coeficientes inteiros, sendo a,, = 1.

Portanto, o é um nimero algébrico.

Listaremos no teorema a seguir algumas importantes propriedades de fechamento

dos ntimeros algébricos que o torna um corpo.

1.1.2 Os Algébricos Formam um Corpo

Veremos a seguir propriedades que caracterizam o conjunto dos ntimeros algébricos

COIMOo um corpo.

Teorema 1.2. Sejam «, 5 € A nimeros algébricos reais. Entao valem as sequintes
propriedades:
(i) A soma (ou diferenca) o+ f de dois niimeros algébrico é um nimero algébrico.
(ii) O produto a.f de dois nimeros algébrico é um nimero algébrico.
(iii) O simétrico —a de um nimero algébrico a € um nimero algébrico.

(i) O inverso a™! = % de um nimero algébrico a # 0 é um nimero algébrico.

Demonstrag¢ao. Propriedade (i). Para demonstrar (i) e (ii) necessitamos de um fato

conhecido em Algebra Linear. Vejamos o seguinte Lema:

Lema 1.2. Se L é um espago vetorial de dimensdo n sobre Q. Entao qualquer subcon-

gunto de L com mais de n vetores € linearmente dependente (L.D.)

Demonstragao. Seja B = {vy,va,...,v,} uma base de L e B' = {wy,wa, ..., w,} C L
um subconjunto de L com m vetores tal que m > n. Pretende-se mostrar que B’ é
(L.D.), para tanto, basta-nos mostrar que existem rq,rs, ..., 7, € Q nao todos nulos
tais que

rwy + rows + ... + 1w, =0

Como B é uma base de L. Entao todo vetor de L é combinagcao linear dos vetores de
B, em particular, os w; € L, e assim, existem ¢;; € Q,i=1,....mej=1,....n €N
tais que

wr = U1+ grU2 t ...+ qipln

Q21V1 + @ooV2 + . .. + Q2pUn

w2

Wy = GmiV1 + @m2V2 + . .. + QmnUn

9
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Substituindo seus valores na relagao (r(wy) + r2(wa) + ... + 7 (wy,) = 0), tem-se

r1(q11v1 + q12v2 + - . . + Q1 Un)+72 (q2101 + @22V2 + - . . F G2n V) F- o AT (Gm1V1 + Guava + oo F Gntn) =0
Ordenando os elementos de forma adequada, tem-se

(qu1r1 + @172 + -« o+ GmiTm) Vi+(qrar1 + qaor2 + - . .+ @moTm) Vot A (@1 + @anT2 F oo+ Guntm) Un =0

Tendo em vista que vy, va,...,v, sao (L.I.), entdo os coeficientes dessa combinagao

sao nulos, isto é,
quri +@ire + ...+ @uir;m = 0
q1271 + 2272 + ... + @2t = 0

Qa1+ q2nT2 + oo+ QT = 0

Esse sistema linear homogéneo possui m variaveis rq, 79, . . ., € 1 equagoes. Como
m > n, existe solugdo nao trivial, isto é, existe um racional r; # 0, para algum

i=1,2,...,m € N. Portanto, o conjunto B’ = {wy, ws,...,w,} é (L.D.). O

Vamos agora a demonstracao da Propriedade (i):
Sejam « e  numeros algébricos. Entao existem equagoes polinomiais de menor grau

para o quais « e [3 sdo raizes, respectivamente:
—1 -2 2
Q"+ a,_ 10"+ a, 0"+ aa” +aa+ag =0 (1.9)

B™ 4 by 1B A Do B2 A+ Do+ BB+ by =0 (1.10)

com coeficientes racionais (obtidos dividindo-se as equagoes pelo coeficiente lider). Iso-

lando o™ e ™, temos

A" = —ap_ 10" —a, 00" — . —asa® — a1 — ag (1.11)
m m—1 m—2 2
" = by ST = by — =BT =013 —bo (1.12)
Note que, o " é combinacao linear de 1,c,...,a" ! com coeficientes racionais.
Multiplicando (1.11) por « e substituindo-se o @™ obtido em tal expressao pelo seu valor
dado em (1.11), obtemos a™*! expresso ainda como combinacao linear de 1, v, ..., a" !
com coeficientes racionais, isto é,
ot = —q, 10" —ap_sa™ t —ap_30" 2 — ... —aza® — a10® — apa
= —Up_1 (—an_la"_l —p_oa" 2 — ... —aya® —aja — ao) —p_oa™ l — . —aa® —a10? — aqpa
= (an—1)*(—an—2)a"t = (an—1ap—2an_3)a" % — ... — (ap_1a2a1)a* — (ap_1a1a0) + (an—1a0)

E assim sucessivamente, todas as poténcias o/, para j = n,n + 1,... , sao expressas

10
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como combinacoes lineares de 1, a,...,a" !, com coeficientes racionais.

Como B™ é combinacao de 1,3,...,3™ 1. E pelo mesmo argumento acima, pode-
mos expressar as poténcias 4%, para k = m,m +1,... , como combinacoes lineares de
1,/3,...,8™ ! com coeficientes racionais.

Nosso objetivo agora serd mostrar que a + 3, satisfaz uma equacao polinomial de
grau mn com coeficientes racionais, implicando que «a + § é algébrico.

Consideremos os mn -+ 1 numeros:
La+B (a+p)>..., (a+ 3™ (1.13)

Desenvolvendo as varias poténcias e usando o que vimos acima sobre a representacao
das poténcias o/, para j > n € N e ¥, para k > m € N em combinacdes lineares;
obtemos que os nimeros em (1.13) podem ser expressos como combinagoes lineares dos
mmn Nmeros:

gk, 0<j<n—1€N, 0<k<m-1€N

com coeficientes racionais. Pelo Lema 1.2, consideremos os conjuntos de geradores:

B = {v1,v9, ..., Umn} com mn ntimeros a/B¥ com 0 <j<n—1; 0<k<m-—1le
B = {wy,w, ..., Wmni1} com mn + 1 nimeros 1, + B, (a + B)%, ..., (a + B)™™.
Logo, existem racionais rg, 71,7, ..., Tms, € Q nao todos nulos tais que

ro +ri(a+ B) +raa+ B) + .+ (e + B)™ =0

o que mostra que « + (3 satisfaz uma equacao polinomial de grau mn. Portanto, o

nimero « + 3 é algébrico. O

Demonstragio. Propriedade (ii). Seguindo o mesmo argumento na Propriedade (i).

Consideremos mn + 1 nimeros:

1,@6, (a/B)2" c (aﬁ)mn

Utilizando o mesmo raciocinio da demonstracao em (i) e usando Lema 1.2, conside-
remos os v;, s como sendo os mn nimeros o/ ¥, com 0 < j <n—1; 0<k<m—1eos
w;, s como sendo os mn + 1 ntimeros 1,a03, (af)?, ..., (af)™. Logo, existem racionais

50581, 52, - - - » Smn € Q nao todos nulos tais que
50+ s1(af) + sa(aB)? + ...+ Spn(aB)™ =0

o que mostra que a3 satisfaz uma equagao polinomial de grau mn. Portanto, o niimero

af é algébrico. O

11
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Demonstra¢ao. Propriedade (iii). Se « é algébrico, entao ele é raiz da seguinte

equacao polinomial:
an@™ + 10" P g+ ag =0
Portanto, —a é raiz do seguinte polindomio
(—1)"apz™ + (—1)" tap_12" 4 - 4+ (= Daz + ag
Visto que, aplicando —a, tem-se

(=1)"an(—a)"+(=1)"Lap_1(—a)" - (=1)ar (—a)+ag = ana"+a,_10" 4 Fajatag =0

O
Demonstra¢io. Propriedade (iv). Se v # 0 satisfaz a equagao da forma:
™ + ap_ 10" P+ gt ag =0 (1.14)
Entao a~! = é satisfaz o polinémio
Un + A1+ - + a12" ' + agz”
De fato, multiplicando a equagao (1.14) por aln, tem-se
1 1
an+an_1—+---—|—a1 _1+CL0—:0
« am am
Portanto, a seguinte equagao é satisfeita
1 1 n—1 1 n
p +Qp 1| — ) +---+a | — +ag | — =0
Q@ Q@ «
O

Observacao 1.3. As propriedades (i), (ii), (iii) e (iv) acima nos diz que o conjunto

dos ntimeros algébricos reais formam um subcorpo do corpo R dos reais.

Neste momento, estamos interessados em demonstrar a existéncia de nimeros trans-

cendentes, porém, antes faremos diversas construcoes sobre enumerabilidade.

12
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1.2 Enumerabilidade e Existéncia de Numeros Trans-

cendentes

Nesta secao apresentaremos a existéncia de niimeros transcendentes dada por Can-
tor. Para tanto, necessitaremos de alguns conceitos e importantes resultados sobre
enumerabilidade de diversos conjuntos, inclusive, veremos que o conjunto dos niimeros

algébricos é enumeravel, enquanto o dos transcendente é nao enumeravel.

Definigao 1.3 (Numero Transcendente). Todo nimero real ou complexo que nao € raiz

de nenhuma equacdo polinomial nao nula da forma
™ + ap 2" N ar+ag=0

em que cada a; € Q, para todo i =0,...,n € N é chamado um niumero transcendente,

ou seja, um numero que nao € algébrico.

Definicao 1.4. Um conjunto X ¢é enumerdvel quando € finito ou quando existe uma
correspondéncia biunivoca com o0s numeros naturais. Mais precisamente, X € enu-

merdvel se existe uma fungao bijetiva (isto €, uma funcao injetiva e sobrejetiva)
fN—X
No sequndo caso, dizemos que X € infinito enumerdvel (enumerdvel). Definindo

f() =1, f(2) =z9,.... f(n) =2y, ...,

escrevendo X como sendo X = {x1,x2,...,%y,...}. Cada bijecao f : N — X cha-
mamos de uma enumeragao (dos elementos) de X. Caso contrario, dizemos que X €

nao enumerdvel.

Vale ressaltar que um conjunto X é dito finito quando é vazio ou quando existe,
para algum n € N, uma bijecao f : I, — X, sendo [, = {p € N;1 <p <n}. Caso

contrario, X é dito infinito.
Exemplo 1.9. O conjunto dos niimeros pares positivos € infinito enumerdvel.

De fato, seja P = {2n,n € N} o conjunto dos niimeros pares positivos, considerando

a seguinte funcao
f: N — P
n — 2n

13
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definida por f(n) = 2n, com n € N.
Mostraremos que f é bijetiva. Primeiramente provaremos que f é injetiva. Supo-

nhamos que f(x) = f(y) € P, temos que
f@)=fly) = 2v=2y=a=y

Portanto, f é injetiva.

Mostraremos que f é sobrejetiva, ou seja, f(N) = P. Usando a defini¢ao de conjunto
imagem de uma funcao, temos que f(N) C P. Basta mostrar que P C f(N). Seja b € P,
entao b = 2n para algum ny € N. Tomando z = ng, temos que f(z) = f(ng) = 2no =b
o que implica b € f(N), segue que b = f(x). Logo, a funcao f é sobrejetora. Portanto,

f é bijetora e o conjunto P ¢ infinito enumerével.
Exemplo 1.10. O conjunto dos nimeros impares positivos € infinito enumerduvel.

Considerando a seguinte fun¢ao

f: N — I
n — 2n—1

definida por f(n) = 2n — 1, com n € N, sendo I = {2n — 1,n € N} o conjunto dos
numeros impares positivos. A funcao f é bijetiva. A demonstracao é andlogo ao

Exemplo (1.9) acima.
Exemplo 1.11. O conjunto Z dos nimeros inteiros € infinito enumerdvel.

Observe a correspondéncia abaixo:

) _37 _27 _1a Oa 1a 2a 3a
! T 11117
7.5 3, 1, 2 4, 6

) ) b

Descrevendo esta correspondéncia pela funcao definida por partes, temos
f:2Z — N

sendo

f(n) =

2n, se n>0
—2n+1, se n<0

De fato, sejam x,y € Z. Mostraremos que f € injetiva, isto é, suponhamos que x # y

e provaremos que f(z) # f(y). Se x e y sdo positivos, temos f(x) = 2z # 2y = f(y),

14
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uma vez que 2x = 2y, se x = y, contrariando nossa hipétese. Mas, se x e y sao nimeros
negativos, temos f(z) = —2x+1 # —2y+1 = f(y) usando o mesmo argumento acima.

Sex>0ey <0, temos que f(x) =2z # —2y+1= f(y), jd que f(z) é um nimero
par, enquanto f(y) é um nimero impar. Caso contrario, se x < 0 e y > 0, pela mesma
razao f(z) = -2z + 1 # 2y = f(y).

Por outro lado,se x =0ey >0 (ouy =0ex > 0), usando argumento semelhante
f(z) = f(0) =1+# 2y = f(y). Porsua vez, casox =0ey <0 (ouy =0ex <0),
temos que f(z) = f(0) =1# —2y+ 1 = f(y). Logo, pelos casos considerados acima,
f é injetiva.

Mostraremos que f é sobrejetiva, ou seja, f(Z) = N. Usando a defini¢ao de conjunto
imagem de uma fungao, temos que f(Z) C N. Basta mostrar que N C f(Z).

De fato, seja n € N. Se n é par entao n = 2k, com k € N C Z. Tomando = = k,

temos
n =2k = f(k) = f(z) € f(Z)

Logo, a fungao f é sobrejetiva.
Analogamente, se n é fmpar entdo n = 2k + 1, com k& € N U {0}. Tomando

xr = —k € Z, ou seja, —k < 0, temos
n= 2+ 1= —2(—k)+ 1 = [(~k) = f(z) € J(Z)

Logo, a funcao f é sobrejetiva. Portanto f € bijetiva. Como f € bijetiva, existe uma
funcao inversa bijetiva ¢7! : N — Z, assim basta tomar f = ¢g~!. Assim, concluimos

que Z é infinito enumeravel.

Observacao 1.4. Para evitar regressoes, enunciaremos um importante resultado sem
demonstra-lo. Se f : A — B é uma funcao bijetora, entao existe uma tnica funcao

inversa f~!: B — A que também ¢é bijetora. Para maiores detalhes, Ver [2], p. 102.

A partir de agora, queremos demonstrar que os nimeros racionais formam um

conjunto infinito enumeravel e para isto, necessitaremos de alguns resultados.

Proposicao 1.1. Sejam f: E — F e g: F — G funcgoes bijetoras. Entao a fun¢ao

composta go f: E — G € também uma bijecao.

Demonstragao. Sejam x,y € E. Suponhamos que

(go f(x) = (g0 f)ly) = g(f(z)) = 9(f(y))

Como g € injetiva, temos que
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usando o fato de f ser injetiva, concluimos que
r=y

Logo, a composta g o f é injetiva. Provaremos que g o f é sobrejetiva. Seja z € G
mostraremos que existe © € E tal que (g o f)(z) = z. De fato, como g é sobrejetiva,

entao existe y € F tal que
9(y) == (1.15)

usando a fato de f ser sobrejetiva, temos que existe x € F tal que

flx)=y (1.16)

Segue-se de (1.15) e (1.16) que

(go f)(x) =9(f(x)) =9(y) = 2= (g0 f)(x) = 2
Logo, g o f é sobrejetiva. Portanto, a composta g o f é bijetiva. O

Observacao 1.5. E importante notar que, podemos obter a injetividade da composta
g o f, satisfazendo as condi¢oes de uma funcao injetiva e bastando que a imagem do

conjunto E pela fungao f esteja contida no dominio da fungao g, isto é, f(F) C F.

Definicao 1.5. Sejam as fungoes f : A — B eg: B — A, dizemos que g € uma

inversa a esquerda para f quando
gof=idy:A— A

ou seja, quando g(f(x)) = x para todo x € A.

Definicao 1.6. Sejam as fungoes f : A — B eg: B — A, dizemos que g € uma

inversa a direita para f quando
f og= ’LdB :B— B

ou seja, quando f(g(y)) =y para todo y € B.

Enunciaremos alguns importantes lemas a seguir. Porém, por brevidade, nao fare-

mos as suas demonstragoes. Para maiores detalhes, Ver [8], p. 22.

Lema 1.3. Uma fungao f : A — B possui inversa a esquerda se, e somente se, €

mjetiva.
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Lema 1.4. Uma fungio f : A — B possui inversa a direita se, e somente se, é

sobrejetiva.
Lema 1.5. Todo subconjunto X C N é enumerdvel.

Proposicao 1.2. Se f : X — Y € injetiva e Y ¢é infinito enumerdvel, entao X €

infinito enumerdvel.

Demonstra¢ao. Como Y é infinito enumeravel, existe uma bijecao g : Y — N. Consi-
derando a fungao ¢ = go f : X — N. Como f e g sao injetivas, usando a Proposigao
1.1, temos que @ é injetiva. Logo,

p: X — ¢(X)CN (1.17)

é uma bijecao de X sobre um subconjunto ¢(X) dos naturais. Assim sendo, usando o

Lema 1.5, temos que ¢(X) é infinito enumerdvel. Por conseguinte, existe uma bije¢ao
h:N— ¢(X) (1.18)

Além disso, segue de (1.17) que existe uma bijecio ¢! : p(X) — X. Fazendo a

composicao de p~! com h, temos que
o ltoh:N— X

também é uma bijecao. Portanto, o conjunto X é infinito enumeravel. O

Proposicao 1.3. Se f: X — Y € sobrejetiva e X € infinito enumerdvel, entao Y €

infinito enumerdvel.

Demonstrag¢ao. Como f é sobrejetiva, usando o Lema 1.4, existe uma funcao
g:Y —X

tal que fog =1idy : Y — Y, sendo f(g(y)) = y para todo y € Y. Logo, a funcao
f € uma inversa a esquerda de g, segue que g é injetiva. Usando a Proposi¢ao 1.2.

Portanto, o conjunto Y € infinito enumeravel. O
Proposicao 1.4. O conjunto N x N € infinito enumerdvel

Demonstra¢ao. Considerando a seguinte funcao

f:NxN — N
(m,n) — 2m.3"
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definida por f(m,n) = 2™ - 3", com m,n € N. Sejam (m,n),(m',n') € N x N.

Suponhamos que
f(m,n) = f(m',n') = 2m. 3" = 2™ . 3"
usando o famoso Teorema Fundamental da Aritmética, segue-se que
m=m'"en=n"= (m,n) = (m',n’)

ou seja, usando a unicidade da decomposi¢cao de um ntimero em fatores primos, temos

que f é injetiva, o que nos fornece uma bijecao
f:NxN— f(NxN)CN

Como f(NxN) C N, usando o Lema 1.5, temos que f(NxN) é infinito enumeravel.

Sendo f injetiva e usando a Proposicao 1.2, obtemos que N x N ¢é infinito enumeravel.
O

Proposicao 1.5. Sejam X,Y conjuntos infinitos enumerdveis. Entdo o produto car-

tesiano X X 'Y € infinito enumerdvel.

Demonstragao. Como X e Y sao conjuntos infinitos enumeraveis. Entao existem
funcgoes injetivas
p: X—N e h:Y —N

Considerando a fungao
g: X xY —NxN

definida por
9(z,y) = (p(z), h(y))

Logo, a injetividade de g segue da injetividade das fungoes ¢ e h. Usando a Pro-

posicao 1.4, temos que N x N ¢é infinito enumerdvel. Juntamente com a Proposicao 1.2,

concluimos que o produto cartesiano X x Y ¢é infinito enumerével. O
Observacao 1.6. Usando inducao finita, podemos mostrar que, se Xi, Xo,..., X,
sao conjuntos enumeraveis, seu produto cartesiano finito X = X; x Xg x -+ x X, é

enumeravel. Para maiores detalhes, Ver [8], p. 51.

Proposicao 1.6. Se X ¢ infinito enumerdvel e Y C X € um conjunto infinito. Entao

Y € infinito enumerdvel.
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Demonstragao. Como X é infinito enumeravel, existe uma bijecao
f: X —N
que nos fornece a restricao de f ao subconjunto Y C X, isto é
flY : Y — f(Y)CN

¢ também uma bije¢ao de Y sobre um subconjunto f(Y) C N dos naturais. Assim,
usando o Lema 1.5, segue-se que f(Y) é infinito enumeravel. Por conseguinte, existe
uma bijecao

g:N— f(Y)

Além disso, existe uma bijegao (f|Y)™' : f(Y) — Y. Fazendo a composi¢ao de
(f|Y)~! com g, tem-se
(f[Y) " og:N—Y

também é uma bijecao. Portanto, o conjunto Y € infinito enumeréavel. O que significa

que todo subconjunto de um conjunto enumeravel é enumerével. O
Teorema 1.3. O conjunto Q dos nimeros racionais € infinito enumerdvel.

Demonstragao. Seja Z* o conjunto dos niimeros inteiros nao nulos, isto é,
Z* =7 - {0}

Temos que Z* C Z, como ja provamos que Z ¢é infinito enumeravel pelo Exemplo
1.11. Usando a Proposi¢ao 1.6, concluimos que o conjunto Z* é infinito enumeravel.

Segue -se da Proposicao 1.5, que o produto cartesiano
7 x 1"
¢ infinito enumerével. Considerando a fungao
f:ZxZ7Z"—Q

definida por
m

m,n) = —
flmm) ="
com m € Z e n € Z* é sobrejetiva (pela prépria definigao de Q). Assim, segue-se da

Proposicao 1.3, que o conjunto Q é infinito enumeravel. O
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Listaremos os ntiimeros do conjunto Q na tabela abaixo:

2 3 4 5

171 171 17

A,
1 2 3 4 5
5 3 32 2 >
I N S SN
1 2 3 4 5
5 3 3 3 3

Y
1 2 3 4 5
i1 111
T Y S SN
1 2 3 4 5
5 5 5 5 5

%

Note que na primeira linha contém todas as fracoes positivas de denominador 1, na
segunda linha todas as fracoes de denominador 2. E assim por diante. Claramente,
todo numero da forma % com p,q € N e ¢ # 0 aparecem nesta formagao acima.

Considerando uma funcao f definida por f(n) = n-ésimo elemento que encontrare-
mos percorrendo a ordem de sucessao indicada pelas flechas, omitindo os nimeros que

ja apareceram, obteremos a seguinte sequéncia infinita

1,2,1/2,1/3,3,4,3/2,2/3,1/4,1/5 ...

dos nimeros racionais positivos, ou seja,
Q+={1—’e@; Z-’>o}
q q
Tomando o conjunto dos ntimeros racionais negativos, ou seja,
@-z{z—’e@; Z—’<0}
q q

Lembrando que,
Q=Q"uQ u{o}

Entao, escrevendo uma sequéncia infinita que contém todos os racionais, isto é,

Q=1{0,-1,1,-2,2,-1/2,1/2,—1/3,1/3,—3,3, —4,4,-3/2,3/2,-2/3,2/3,.. .}
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também concluimos a demonstracao.
Demonstraremos a seguir, importantes propriedades gerais sobre conjuntos enu-

meraveis.

1.2.1 Propriedades sobre Conjuntos Enumeraveis
Lema 1.6. A uniao de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel € enumerdvel.

Demonstragao. Sejam A = {ay, as, ..., a,} um conjunto finito e B = {by, ba, ..., b,, ...}
um conjunto enumeravel. O conjunto A U B é enumeravel. De fato, basta considerar

a correspondéncia biunivoca entre N e AU B abaixo:

ay ..., Qp, bla b2a
I I I I
1 ,..., n, n+1, n+2,

Suponhamos sem perda de generalidade que A e B sao conjuntos disjuntos, isto é,
ANB = @. Como A é finito, entao A é enumeravel. Segue que existe uma funcao
bijetiva

fA{L2,...,n} — A
para algum n € N definida por f(k) = a; para 1 < k <n.

Como B é enumeravel. Segue que existe uma funcao bijetiva
g:N— D

definida por g(j) = b; para todo j € N.
Considerando uma fungao
h:N— AUB

de modo que
h(1) = a1, h(2) = as,...,h(n) =a,, h(n+1) =by,h(n+2)=by,...,h(n+7) =bj,...

definida por partes

] a;, se 1<1<n
h(i) =
bi—n, se i>n—+1

para todo n € N. Sejam h(i),h(j) € AU B tal que h(i) = h(j). Provaremos que i = j.
Como AN B = @, entao ou h(i) e h(j) pertencem ambos a A, ou ambos a B.

No primeiro caso,
h(i) = h(j) = a; = a; => f(i) = f(j)
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Como f é injetiva. Logo, i = j.

No segundo caso,
h(i) = h(j) = bin = bjn = g(i —n) = g(j — n)

Como g é injetiva. Logo, i —n = j —n, ou seja, i« = j. Portanto, a fungao h é
injetiva. Agora, mostraremos que h é sobrejetiva:

Seja v € AU B. Provaremos que x pertence ao conjunto imagem de h, ou seja,
x € h(N). Como ANB =@, entdo ouz € Aouz € B.

Se xz € A, como f é sobrejetora, existe um i € {1,2,...,n} tal que z = f(i) = a,.
Mas a; = h(i). Logo, = = h(i) € h(N), para algum i.

Se x € B, como g é sobrejetora, © = ¢(j) = b; para algum j € N. Mas b; = h(j+n).
Logo, x = h(j+n) € h(N), ou seja, x pertence ao conjunto imagem de h. Segue que h é
sobrejetiva. Concluimos que h é uma bijecao que enumera a uniao dos dois conjuntos,
concluimos que AU B é enumeravel. Mas, se AN B # &. Basta tomar C = A — B um
conjunto tal que AUB = CUB. Assim, C' e B sao disjuntos por construcao. Portanto,

o conjunto AU B é enumeravel. O
Lema 1.7. A uniao de dois conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Demonstragao. Sejam A = {ay,as,...} € B = {by,bs,...} dois conjuntos enumeraveis.
Entao AU B é enumeravel, uma vez que, basta considerar a correspondéncia biunivoca

abaixo:
ay, b17 a2, b2a as,

1Tt 11

17 27 3’ 4’ 5?

Suponhamos sem perda de generalidade que AN B = @. Como A é enumeravel,

entao existe uma fungao bijetiva, em particular, injetiva
fi:A—N
Usando o Exemplo 1.10, existe uma func¢ao injetiva
g N—1
sendo I o conjunto dos niimeros impares positivos. Logo, existe uma funcao injetiva
pr=qofi:A—I

definida por ¢ (a,) = 2n — 1 para todo n € N.
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Como B também é enumeravel, entao existe uma funcao bijetiva, em particular,
injetiva
f2 : B — N

Usando o Exemplo 1.9, existe uma funcao injetiva
g :N— P
sendo P o conjuntos dos ntimeros pares positivos. Logo, existe uma fun¢ao injetiva
pa=g20 fo: B—P
definida por ¢o(b,) = 2n para todo n € N. Considerando a funcao
p:AUB —TUP
definida por

pr(x)=2x—1, se z€A
plr) =
pa(x) = 2, se €D

que também € injetiva, a qual segue da injetividade de ¢; e s.

Assim sendo, como TU P = N é enumerével e usando a Proposicao 1.2, temos que
AU B é enumeravel. Caso AN B # &. Basta tomar C' = A — B um conjunto tal que
AU B = CU B. Assim, o conjunto C'U B é enumeravel. Portanto, o conjunto AU B

¢ enumeravel. O
Lema 1.8. A uniao de um nimero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Demonstragao. Sejam Ay, As, ..., A, conjuntos enumeraveis, mostraremos que

UAk:AlLJAgU...UAn
k=1

é enumeravel, com k € {1,2,...,n} e n € N. Usando o principio da indugao finita.
Note que para k = 1 a propriedade é vélida, pois A; é enumeravel. Para k = 2 é vélida
pelo Lema 1.7. Suponhamos que a propriedade seja valida para todo k € N, isto é,
se Ay, Ao, ..., A sdo enumeraveis, entao A; U Ay U ... U A, é enumeravel. Mostrare-
mos entao que a propriedade é valida para k + 1, ou seja, se Ay, Ao, ..., Ag, Apiq sd0
enumeraveis, entao

AJUA U U AU Aps
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é enumeravel. Note que, escrevendo
AJUAU.. . UAUA 1 = (A1 UAULLU AL U Ay
Considerando A = (A; U Ay U... U Ay), temos que
ATUA U .. UALUA =AU Ay

Como A é enumerdavel por hipétese de indugao e A U Agq é enumerdvel usando
o Lema 1.7. Logo, Ay U Ay U...U A, U A1 é enumeravel. Portanto, o conjunto
Up_ A = A1 UA U .. U A, é enumerdvel. O

Lema 1.9. A uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos é enumerdvel.

Demonstragao. Seja A = {Ay, As,..., Ay, ...} um conjunto enumerével, em que cada

A; é um conjunto finito para todo i € {1,2,...,n,...}. Mostraremos que

UAi:AluAgu...uAnu...

i=1

é enumeravel, para todo n € N. Suponhamos que

Al = {(111,(112, 7a1w1}7A2 - {a217a227" . aa2w2}a" . aAn = {anlaan% .- '7anwn}7" .
comw; € Nji€{l1,2,...,n,...}. Entao,

AIUAQUUAnU = {an,alg,...,alwl,agl,agg,...,a2w2,...,anl,ang,...,anwn,...}

De fato, basta considerar a correspondéncia biunivoca entre A;UA,U.. .UA,U...
e N definida por

aii, ceey Q1w a21, ey A2, ey An1, RN Anwy, 5
n—1 n
L o, w, wi+1l, oo witwy, o, T w0 wy,
Portanto, o conjunto (Jio, A; = A; U Ay U...UA, U...éenumerdvel. O

Vejamos a seguir a generalizagao do Lema 1.9.

Lema 1.10. A uniao de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis € enu-

merdvel.
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Demonstragao. Seja A = {Ay, As,..., Ay, ...} um conjunto enumerével, em que cada

A,, é um conjunto infinito enumeravel para todo n € N. Mostraremos que

(G

A, =A 1 UAU...UA,U...

n=1

é enumeravel. Como Aj, As,..., A,,... s@0 conjuntos enumeraveis, entao existem

fungoes sobrejetivas
fliN—>A1,f2 SN—>A2,...,ntN—>An,...

ou seja,
fmN— A,

é sobrejetiva, para todo n € N. Tomando A = ]2, A,.
Considerando uma fungao
fNxN—A

definida por
f(TL, m) = fn(m)

também é sobrejetiva. De fato, se z € A =J)~ | A,, entdo existe um indice n € N tal
que z € A,. Como f, é sobrejetiva, existe m € N tal que f,(m) = .

Segue que f(n,m) = f.(m) = = € f(N xN). Logo, f é sobrejetiva. Como o
conjunto N x N é enumerdvel, concluimos da Proposi¢ao 1.3, que A = |J 7 A, é

enumeravel. O

Os resultados sobre enumerabilidade é de suma importancia, pois existem conjuntos

que nao sao enumeraveis.
Teorema 1.4. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstrag¢ao. Demonstraremos que os nimeros reais « € (0,1], isto é, 0 < z < 1 nao

é enumeravel. Suponhamos que os nimeros reais = € (0, 1] seja enumeravel, digamos
1,722,173, T4, ...

Como cada r;, com i € {1,2,...,n,...} possui uma representacao decimal. Evitando
representacoes decimais finitas pelo uso da forma infinita periédica em tais casos. Por
exemplo, o niimero 1/2 serd escrito como 0,499999. .. e nao 0, 5. Assim sendo, podemos

escrever os niumeros deste intervalo (0, 1] como elementos de uma sequéncia infinita e
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lista-los da seguinte forma:

ri = 0,a11012a13014 - . .
ro = 0, 21022023024 . . .
rg = 0,a31a32a33034 .. .

Cada a;; representa algum dos algarismos de 0 a 9. Porém, por mais extensa que
seja esta lista, construiremos um nimero que nao pertenca a ela através do processo
(diagonal de Cantor). Este processo consiste em construir um nimero que seja diferente
de 1 na primeira casa decimal, diferente de 75 na segunda casa decimal, diferente de r3
na terceira casa e assim por diante, de modo que este niimero nao seja igual a nenhum
dos ntimeros da lista acima.

Seja b € (0, 1], entao temos o seguinte decimal
b=0,b1bbs...

de modo que b; = 7 se a; # 7 e b; = 3 se a;; = 7. Dessa forma, temos que b é diferente
de 71, pois by # ai1, o numero b é diferente de ry, pois by # agy, 0 niimero b é diferente
de r3, pois by # ass e assim por diante. Em geral, b; é qualquer algarismo nao nulo
diferente a;;. Logo, o numero b é diferente de cada r;. Porém, o nimero real b esta
compreendido entre 0 e 1, contradi¢ao. Portanto, o conjunto dos ntimeros reais entre
0 e 1 é nao enumeravel.

Usando a Proposigao 1.6, se R fosse enumeravel, entao o intervalo (0,1] C R seria
enumeravel. Mas, provamos que o intervalo (0,1] nao é enumerdvel. Portanto, o

conjunto R dos niimeros reais nao é enumeravel. O
Corolério 1.1. O conjunto R\Q dos mimeros irracionais nao € enumerduvel.

Demonstragao. De fato, temos que o conjunto R = Q U (R\Q). Provamos que o
conjunto @Q é enumeravel. Se o conjunto dos irracionais R\Q também o fosse, entao o
conjunto dos reais R seria enumeravel usando o Lema 1.7, o que um contradicao pelo

Teorema 1.4, concluimos que o conjunto R\@Q dos irracionais nao é enumeravel. O

Provaremos que o conjunto dos niimeros algébricos é enumerdvel. Mas, inicialmente,

precisaremos de alguns resultados a respeito dos polinomios.

Teorema 1.5. Um niumero real B € raiz de um polinomio P(x) ndo nulo com coefici-
entes inteiros (ou racionais) se, e somente se, o polinomio x — 3 é um fator de P(x),
isto €,

P(z) = (z — B)q(x)
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Além disso, o grau do polinomio quociente q(x) € uma unidade menor do que o grau
de P(x).

Demonstragao. (<) Seja P(x) = (x — )q(x). Entao, aplicando g em P(z), tem-se

P(B) = (8 - B)g(z) = P(B) =0

Portanto, o niimero (3 é raiz de P(x).
(=) Suponhamos que [ seja raiz de P(z). Dividindo P(x) por x — f3, temos que

existe um quociente ¢(z) e um resto r(x) tal que

P(z) = (z = B)q(z) + r(z)

em que 7(z) é um polindémio cujo grau é menor do que o grau do divisor ( que no caso,
¢ o polinomio (xz — () de grau 1). Entao r(x) = r, sendo r uma constante independente

de z. Entao,
P(z) = (z = B)q(x) +r

Como [ é raiz de P(x), segue que
PB)=0=(B-PB)a(B) +r=0=1r=0

assim, o resto da divisao de P(x) por z — (3 é zero.
Portanto, o polinémio P(z) = (z — §)¢(z). Finalmente, qualquer que seja o grau

do polinomio P(z), vemos que o grau do quociente ¢(x) é uma unidade menor. O

Provaremos o teorema fundamental da dlgebra para os nimeros reais: Todo po-
linémio nao nulo P(z) com coeficientes inteiros (ou racionais) de grau n tem no maximo
n raizes distintas. Vale ressaltar que existe o teorema fundamental da algebra para os
complexos: Todo polindomio nao nulo p(z) com coeficientes complexos de uma variavel
e de grau n possui alguma raiz complexa. Por outras palavras, o corpo dos niimeros
complexos é algebricamente fechado e, portanto, tal como com qualquer outro corpo
algebricamente fechado, a equacao p(z) = 0 tem n solugdes nao necessariamente dis-

tintas.

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental da Algebra). Qualquer equacdo polinomial da
forma

1

P(z) = apa" + ap13" '+ +agz +ag =0 (1.19)

nao nula com coeficientes inteiros (ou racionais), tem no mdximo n raizes distintas.

27



1. Sobre Ntumeros Algébricos e Transcendentes

Demonstra¢ao. Suponhamos por contradi¢ao, que um polinémio P(z) da forma (1.19)
com coeficiente a, > 0 tenha n + 1 raizes distintas, 1, B2, 83, - - -, Bn, Bnr1. Usando o
Teorema 1.5, & qual assegura que x — 3; é um fator de P(z) se o nimero f; é um raiz

de P(x), ou seja, existe um quociente ¢ (z) tal que

P(z) = (z = Bi)q(z) (1.20)

Como (35 é outra raiz de P(z), segue que [ também é uma raiz de ¢ (z).

De fato,
P(Bs) = 0= (B2 — f1)q1(B2) =0 (1.21)

Como (B2 — 1) # 0, temos que ¢;(f2) = 0. Logo, o ntimero [ é raiz de ¢;(x). Usando
novamente o Teorema 1.5, temos que x — [y é um fator de ¢;(x), entdo existe um
quociente ¢s(x) tal que

@1 (z) = (z = Pa)ga(x) (1.22)

Segue-se das equagoes (1.20) e (1.22) que

P(z) = (z = B)q(z) = (z — 1) (z — B2)q2() (1.23)

Continuando este processo com f3, f4, . . . , B, observamos que P(x) pode ser fatorado
em

P(x) = (z = Bi)(z = Bo)(z — B5)(z — Ba) - - (z — Bn)gn () (1.24)

Mas P(z) tem grau n, logo, o polinomio ¢,(z) é uma constante. Assim sendo,
o polinomio ¢,(x) tem que ser a, > 0 para que a fatoracao esteja de acordo com a
equagao (1.19). Considerando agora a raiz f,+1 de P(z), que é diferente de todas as
outras raizes, temos que P(f,.1) = 0.

Segue-se de (1.24) que

(5n+1 - 51)(5n+1 - 52)(5n+1 - 53)(5n+1 - 54) T (5n+1 - 5n)an =0

0 que é impossivel, pois o produto de fatores nao nulos nao pode ser zero. Assim, o

teorema esta demonstrado. O

1.2.2 Enumerabilidade dos Algébricos

Teorema 1.7. O conjunto A dos nimeros algébricos reais € enumerdvel.

Demonstracio. Sejam P(x) = ag+ a1z + -+ -+ a,_ 12" + a,2"™ um polindémio nao nulo

com coeficientes racionais e Rp o conjunto das raizes de P. Usando o Teorema 1.6,

28



1. Sobre Ntumeros Algébricos e Transcendentes

temos que o conjunto Rp tem no méaximo n elementos, ou seja,
Rp={k eR;P(k)=0}

é um conjunto finito, logo, enumeravel.
Para cada n € N, existe apenas uma quantidade enumerédvel de polindmios com
coeficientes racionais com grau n. De fato, seja P, o conjunto dos polindmios com

coeficientes racionais com grau n, isto é,
P, ={P € Q[z];0P = n, com n € N}
Considerando uma funcao

fiP,— Q" =Qx - xQ
—_———

n+1 cépias

definida por
f (P(x) =ay+ar+---+a,_12"+ anx”) = (ag,...,a,)

é injetiva.

De fato, sejam f(P(x)) = (ag,...,a,), f(G(z)) = (bo,...,b,) € Q. Suponha-
mos que f(P(z)) = (ag,...,a,) = (by,...,b,) = f(G(x)), entdo temos que ay =
bo, . .., an = b,. Segue da igualdade de polinomios que P(z) = G(z). Logo, a funcao f
é injetiva. Como Q"' = Q x --- x Q* é enumeravel por ser produto cartesiano finito
de conjuntos enumeraveis, segue-se que o conjunto P, é enumeravel.

Considerando o conjunto B formado por todos os polindmios com coeficientes raci-

B:UIP’n

neN

onais com grau n, isto é,

Assim sendo, o conjunto B é escrito como uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis.
Logo, usando o Lema 1.10, o conjunto B é enumeravel.
Agora, considerando o conjunto A, formado pelos conjuntos de todas as raizes

associadas aos polinomios de grau n, ou seja,

A= ] Rp

Usando o que foi feito anteriormente e o fato de que a uniao enumeravel de conjuntos

finitos é enumeravel, segue do Lema 1.9, que A, é enumeravel.
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Note que, o conjunto dos niimeros algébricos reais é a uniao de todos os A, isto é,

A=A,
neN
Assim sendo, o conjunto do niimeros algébricos reais é escrito como uniao enumeravel de

conjuntos enumeraveis. Portanto, segue-se do Lema 1.10, que o conjunto dos niimeros

algébrico reais A é enumeravel. O

Finalmente, veremos a demonstracao da existéncia dos nimeros transcendentes via

G. Cantor e a sua nao enumerabilidade.

1.2.3 Existéncia de Numeros Transcendentes

Teorema 1.8 (G. Cantor). Ezistem nimeros transcendentes e estes sio ndo enu-

merdveis.

Demonstragao. Usando o Teorema 1.7, segue que o conjunto A dos algébricos reais é
enumeravel. Como o conjunto R dos reais é nao enumeravel, entao o conjunto dos
numeros T transcendentes reais deve ser nao enumeravel. De fato, se fosse enumeravel,
usando o Lema 1.7, terfamos que R seria enumerédvel como a uniao de dois conjuntos
enumeraveis, R = (AU T). Portanto, o conjunto dos nimeros T transcendentes sao

nao enumeraveis. O

Finalmente, observamos que os Teoremas 1.7 e 1.8, notavelmente, nos diz que exis-
tem ‘‘mais” numeros transcendentes do que nimeros algébricos, embora, nao tenha

produzido um exemplo especifico de um destes nimeros.

1.2.4 Natureza Aritmética dos Algébricos versus Transcen-

dentes

O teorema a seguir nos da informagoes importantes sobre operacoes entre ntimeros

algébricos e transcendentes e suas poténcias.

Teorema 1.9. Sejam o € A um numero algébrico e t € T um niumero transcendente.
Entao valem as sequintes propriedades:

(i) A soma (ou diferenca) o+t de uwm nimero algébrico a com uwm nimero transcen-
dente t € um numero transcendente.

(ii) O produto c.t de um nimero algébrico v # 0 com um nimero transcendente t €
um numero transcendente.

(iii) O inverso t=* = 1 de wm nimero transcendente t é wm nimero transcendente.
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(iv) Se t € um nimero transcendente. Entio t™* € um nimero transcendente para todo
n €N, comn # 0.

- - e . ~ a . . e .
(v) Se a € um niimero algébrico. Entao av € um nimero algébrico para todo § € Q.

(vi) Se t é um nimero transcendente. Entao tv é um nimero transcendente para todo
a a
7 €Q, com § #0.

Demonstrag¢ao. Propriedade (i). Suponhamos por contradicdo que a +t = ¢ € A
seja um numero algébrico. Entao pelo Teorema 1.2, tem-se

t=c—«

seria um numero algébrico, por ser a diferenca de dois algébricos. Contradicao, ja que

por hipotese t é transcendente. Portanto, o nimero o+t € T é transcendente. O

Demonstra¢ao. Propriedade (ii). Suponhamos por contradi¢ao que .t = ¢ € A seja

um numero algébrico, com « # 0. Entao pelo Teorema 1.2, tem-se

t=c.—
«

seria um numero algébrico, por ser o produto de dois algébricos. Contradicao, ja que

por hipotese t é transcendente. Portanto, o nimero a.t € T é transcendente. O

Demonstragio. Propriedade (iii). Suponhamos por contradicio que t~! = % €A

seja um nimero algébrico. Entao pelo Teorema 1.2, tem-se que o inverso de ¢7!, isto

é, 0 numero py seria um algébrico, mas note que

Dai, o niimero ¢ também seria algébrico. Contradi¢ao, ja que por hipotese t é trans-

cendente. Portanto, o ntimero ¢~ € T é transcendente. O

Demonstrag¢ao. Propriedade (iv). Suponhamos por contradi¢ao que t" € A seja um

nimero algébrico para todo n € N, com n # 0. Entao existe um polinémio nao nulo

P(z) =ay+az+ -+ ayz™
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com coeficientes inteiros e m € N tal que
P(t") =ao+at" + -+ a,(t")" = P(t") =0
Considere o polinémio nao nulo com coeficientes inteiros a seguir:
Q) = ap + arz" + - - - + az™
Aplicando t em Q(x), tem-se
Qt) =ao+at"+---+a,t"™ = Q(t) = ap+a1t"+ - - -+ a,,(t")" = Q(t) = P(t")

o que implicaria

Q(t) =0

Dai, terfamos que o numero t seria algébrico. Contradicao, ja que por hipétese t é

transcendente. Portanto, o nimero t" € T é transcendente. O

Demonstracio. Propriedade (v). Suponhamos por contradicio que at = 3 € T seja
um nimero transcendente para todo § € Q, sem perda de generalidade, podemos supor
ainda que b > 0. Assim,

a%:/@:aazﬁb

Pela Propriedade (iv) acima terfamos que o ntimero 3° seria transcendente. Con-
tradigao, j4 que pelo Teorema 1.2, o niimero a® é algébrico, uma vez que o conjuntos

3 7 - 7 a , 7 .
dos niimeros algébricos formam um corpo. Portanto, o nimero a® € A é algébrico. [

Demonstracio. Propriedade (vi). Suponhamos por contradicio que t# = ¢ € A seja

um nimero algébrico para todo § € Q, com § # 0. Assim,

th=c=t"=¢"

Pela Propriedade (v) acima terfamos que o ntimero ¢

seria algébrico. Contradicao, ja

que como a # 0 e t é transcendente por hipétese, tem-se pelas Propriedades (iii) e (iv)
- 7 7 7 a 3

acima que o numero t* é transcendente. Portanto, o ntimero ¢ € T é transcendente.

O

O principal resultado do proximo capitulo sera apresentar o primeiro niimero trans-

cendente que hoje é conhecido como (Constante de Liouville) e uma aplicagao da
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existéncia de numeros transcendentes, caracterizando o espaco vetorial R como espaco

de dimensao infinita sobre Q.
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Capitulo 2

O Teorema de Liouville e o Numero

de Liouville

Neste capitulo, apresentaremos o teorema de Liouville e o primeiro nimero trans-
cendente, que foi o resultado que historicamente iniciou a teoria transcendente. Através
do seu trabalho foi possivel escrever explicitamente um nimero transcendente. A prin-

cipal referéncia utilizada na elaboragao deste capitulo é Figueiredo [5].

2.1 Algumas Aproximacoes por Racionais

Esta secao sera dedicada a ideia do Liouville para provar a existéncia dos nimeros
transcendentes e produzir um exemplo especifico de tais nimeros. Mas antes, vale
ressaltar que o Teorema 1.8, apresentado no capitulo anterior garante a existéncia de
pelo menos um nimero transcendente, embora, nao esteja explicito. Foi o matematico

Liouville, em 1851, que estabeleceu um critério para que um niimero seja transcendente.

Definicao 2.1. Um nimero algébrico o € de graun € N se ele for raiz de uma equagao
polinomial de grau n com coeficientes racionais, e se ndao existir uma equagao desse
tipo de menor grau da qual o seja raiz. Veremos posteriormente em detalhes resultados

desta defini¢ao.

Observacao 2.1. Os nimeros racionais coincidem com os nimeros algébricos de grau

1. Veja o Exemplo 1.7, no capitulo anterior.
Exemplo 2.1. O mimero /2 é um nimero algébrico de grau 2.

Demonstracio. Como /2 é raiz de 22 — 2 = 0. De fato, escrevendo

r=V2=2"=WV2?=22-2=0
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

Segue que v/2 é uma raiz de um polindémio de grau 2. Porém, v/2 nao é raiz de um
polinémio de grau 1, uma vez que v/2 é irracional e todo niimero algébrico de grau 1

é racional. Logo, o niimero v/2 é um ntimero algébrico de grau 2. O

Definicao 2.2. Um numero real o é aproximdvel na ordem n € N por racionais se

existirem uma constante C' > 0 e uma sequéncia (Z_J.)Pl de racionais distintos, com
;)i

q; > 0 e mdc(p;,q;) =1 tais que

< — (2.1)

para todo 5 > 1.
Obviamente, se um nimero « for aproximével na ordem n, entao ele é aproximavel

em qualquer ordem k, com k < n. Usando (3.1), obtemos que

P
4

o —

<C (2.2)

0 que mostra que a sequéncia (g;);>1 nao se mantém limitada.
Proposicao 2.1. A sequéncia (q;)j>1 € ilimitada.

Demonstragao. De fato, suponhamos por contradi¢do que a sequéncia (g;);>1 seja li-

mitada, entao existe M > 0 tal que
q; <M paratodo j>1.

Segue-se de (2.2) que

4;

< C = |ag; — pj| < Cq,
Usando uma relagao de desigualdade, temos
pil = log;| < lag; —p;| < Cq; <CM

dai,
Ipi| — lag| < CM = |p;| < |allg;| + CM < |a| M +CM

por conseguinte,

Ipil < (Jol + C)M
o que implica uma limitacdo para a sequéncia (p;);>;. Desse modo, terfamos uma
sequéncia de racionais (%)jgl com finitos termos distintos, Mas isto contraria o fato

i
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

de a sequéncia ser infinita. Portanto, a sequéncia (g;);>; € ilimitada. Assim sendo,

concluimos que a sequéncia ¢; “tende para mais infinito”e escrevemos

q; — +0o0
Logo, usando (2.1) concluimos
Tim (&> —a (2.3)
J—+00 qj
e dizemos que a sequéncia ( Z—?) j>1 converge para o. O
;)i>

Observacao 2.2. A importancia da Definicao 2.2 nao é a existéncia de uma sequéncia
de racionais convergindo para « (tais sequéncias sempre existem qualquer que seja o real
a, esta é a chamada densidade dos racionais no conjunto dos reais), mas no fato de que
uma sequéncia particular de racionais converge para « de acordo com a desigualdade
(3.1). Note que, outro fato importante na definigdo é que podemos tomar racionais
todos diferentes, o que implicara, em particular, que possamos toma-los distintos de «,

mesmo no caso deste ser racional.

A seguir estabeleceremos as relagoes entre os dois conceitos introduzidos nas De-

finicoes 2.1 e 2.2 vista anteriormente.

Teorema 2.1. Todo mimero racional (nimero algébrico de grau 1) é aprozimdvel na

ordem 1, e ndo é aproximdvel na ordem k, para k > 1.

Demonstragao. (I) - Todo niimero racional é aproximavel na ordem 1.

Seja % um nimero racional, com ¢ > 0 e mdc(p,q) = 1. Como p e ¢ sdo primos

entre si, existem xg,yp € Z tais que
pro — qyo = 1 (2.4)

Na verdade, a equacao
pr—qy =1 (2.5)

tem um ndmero infinito de solucoes da forma
xe=x0+qt e Yy =yo+pt (2.6)
para todo t € Z, as quais satisfazem a equagao (2.5), isto é,
pry — qyy = L. (2.7)
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Fixando k € N, tal que k > =2, considerando as sequéncias (z;);>1 e (y;);>1 definidas

a partir de (2.6) por
xj=mx9+q(k+j) e y;j=yo+pk+j), comjeN (2.8)

Usando a restri¢ao sobre k, temos que gk > —xg, ou seja, gk + xo > 0.
Como x; = zy + gk + qj. Segue que x; > gj e dai x; > 0, pois ¢j > 0.
Afirmamos que

Yi , Yy o
A se j# (2.9)
T Zj
Mas, caso houvesse igualdade entre os racionais g—J = %, usando (2.6), teriamos j = j'.
J 37
De fato, se
Y _ Y

.Z'j .Zj/

Entao, usando (2.6), tem-se

;i =20+ qj, Yi=vo+pj, Ty=z0+qi e yy=yo+pj
Assim, substituindo

Yi Yy _Yo+pi _ Yo+pJ

x;  xp wo+qi T+ qf

= (Yo + pi) (w0 + ¢j") = (yo + pi") (x0 + )
Segue-se que

Yoo + yoqj' + pizo + piqi’ = yoxo + yoqj + pi'ro + pj'qj

Eliminando os termos semelhantes na igualdade acima e isolando j e j’, tem-se

-/

PiTo — Yoqj = pj'ro — yoqj = (pxo — qy0)j = (Pxo — qYo)J

Logo,
J=17-

Uma vez que por (2.4), tem-se pxy — qyo = 1. Por outro lado, em virtude de (2.7),

tem-se
T ; 1
pe; — gyl =1 = |20 B o —
qr;  qT; qrj
por conseguinte
‘2 w12
A A N A
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

Portanto,
C
< P

p_Y
€L

q Iy

Para todo j > 1, onde a constante C' = 2, (z;);>1 € (y;);>1 definidas em (2.8) de modo

que a sequeéncia (z—J) j>1 de racionais distintos, satisfazem a desigualdade acima. O que
)i

mostra que g ¢ aproximavel na ordem 1 por racionais.
(II) - Todo nimero racional nao é aproximavel na ordem k, para k > 1.

Para todo racional £ # 2, com u >0 e ¢ > 0, tem-se £ — £ #£ 0. Assim,
u q q u

- 1
_ gl 1 (2.10)

qu qu

P v
q u

Suponhamos que § seja aproximavel na ordem 2, entao existe uma constante C' > 0

A~ . . . vV . . .
e uma sequeéncia de racionais (u—?)j>1 distintos, com wu; > 0 tais que
;3=

¢

‘9—2 . (2.11)
q uj u;
Usando (2.10) e (2.11), tem-se
1 ‘2 _ulC
quj ~ |q  u uf
o que implica
1 C
quj — uj

multiplicando a desigualdade por qu? > 0, segue que
Uj < Cq

o que ¢ impossivel, uma vez que a sequéncia u; — +00.
Logo, todo g nao é aproximavel na ordem 2 e portanto, também nao é aproximavel em

nenhuma ordem superior. O

Observagao 2.3. A parte (II) do Teorema 2.1 é consequéncia de um resultado mais

geral que serd demonstrado abaixo, a saber no Corolario 2.1.

Proposicao 2.2 (Principio das Gavetas). Se n + 1 ou mais objetos sao colocados em

n € N ou menos gavetas, entao pelo menos uma gaveta recebe mais de um objeto.

Demonstragao. O nimero médio de objetos por gaveta é maior do que ou igual a

1 1
i
n

n
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Note que, a expressao é maior que 1. Logo, em alguma gaveta haverd um ntmero de

objetos maior que 1. O

2.1.1 Aproximagao de Numeros R\Q por Q

Teorema 2.2 (Dirichlet). Todo nimero irracional A € aproximdvel na ordem 2, isto €,
existe uma constante C' > 0 tal que a desigualdade abaizo se verifica para um nimero

infinito de racionais % distintos, com q > 0.

C
=k
q q

Demonstragao. Seja o um nimero irracional e n € N. Representamos por [z] a parte
inteira de um nimero real z, isto é, o maior inteiro menor do que ou igual a x e a parte

fracionaria por x — [z]. Considerando os n + 1 nimeros reais
0,a — [a], 2a — [2a],...,na — [na] (2.12)
Note que, por defini¢ao da fun¢ao maior inteiro [z], tem-se
al<a<[a)+l1=0<a—-[a] <1

Assim, os n + 1 nimeros reais pertencem ao intervalo [0,1). Considerando em
seguida a partigao do intervalo [0, 1) em n intervalos, disjuntos dois a dois da forma
7 +1 .
[l,J—),comgzo,l,...,n—l. (2.13)
n o n

ou seja,

1 12 o+ 1 -1
[O,—)ﬂ[—,—)ﬁ,...,ﬁ[i,J—'_ )m,...,m[n ,1):(2)
n n n n n n

Usando o Principio das Gavetas, o qual segue da Proposicao 2.2, temos que pelos
menos dois dos reais em (2.12) estdo em um mesmo intervalo do tipo (2.13). Digamos

que eles sejam nj — [n1a] e naav — [nga], com 0 < ny < ny < n, para os quais temos

entao
1 1
|nea — [n2a] — nja+ [nya| < — = |(ng —n1)a — ([n2e] — [n1al)| < - (2.14)
Sejam k:= ny —ny e h:= [nga] — [n1a], os quais sao inteiros com k& > 0 e h > 0.
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Logo, a desigualdade (2.14) pode ser escrita como

1 h 1
ka—h| < ~ M2
|k |<n:>a k‘<nk
segue-se que
hoo1
oL 2.15
o-2|< @ (215)

uma vez que, a desigualdade n; < ny < n implica ny —ny <ng —ng <n—n; <n, ou
seja, 0 < k < n, de onde segue que # < /%2 Assim sendo, mostramos que para todo
h

n € N, existe um racional da forma 7, com k < n, para qual a desigualdade (2.15)
se verifica. Afirmamos que (2.15), verifica-se para um nimero infinito de racionais %
distintos.

Suponhamos por contradicao que existe apenas um numero finito de racionais

hy h
U

distintos satisfazendo a desigualdade (2.15).

e:min{ }>0

Tomando n € N tal que % < €. Mostramos anteriormente que existe um racional % tal

Seja
hy

a——|,...,|«a

ks

T

K

que
h - 1
a _—— _
k nk
Como
L < <
— < —<e
nk n
por conseguinte
h <
a— - €
k
segue que % #* Z— para ¢ = 1,...,r. Mas isso é uma contradicdo, pois o racional

O ==

satisfaz (2.15).

Observacgao 2.4. (1) O Teorema 2.2 afirma que um nimero irracional é aproximavel,
pelo menos, na ordem 2. Dependendo do niimero irracional ele podera ser aproximavel
numa ordem superior a 2. O Teorema 2.5 abaixo fornece informagoes mais precisas
sobre essas ordens de aproximacao.

(2) Hurwitz provou que a menor constante C' que é vélida para todos os irracionais

1

na desigualdade do Teorema 2.2 acima é N Mais precisamente, se A < entao

1
\/57
existe um nuimero irracional \ tal que para todos os racionais g, excetuando-se um
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numero finito deles.

no

A
-4
q q

Para maiores detalhes, confira em Niven [12].

Necessitaremos ainda de alguns resultados analiticos, relativamente simples, porém,

por brevidade, apenas enunciaremos.

Lema 2.1. Todo polinomio p : R — R é uma fung¢do continua e derivdvel. Também

¢ continua e derivavel toda fungao racional f(x) = % (quociente de dois polinomios)

nos pontos onde é definida, isto €, nos pontos onde seu denominador nao se anula.

Demonstragao. Ver [8], p. 227. O

O teorema seguinte assegura a existéncia de valores maximos e minimos de uma

funcao continua quando seu dominio é compacto.

Teorema 2.3 (Weirstrass). Toda func¢ao continua f : X — R definida no conjunto
compacto X C R € limitada e atinge seus extremos, ou seja, existem x1,xs € X tais

que f(xq) < f(z) < f(x2) para todo x € X.
Demonstragao. Ver [8], p. 239. O

Teorema 2.4 (Teorema do Valor Médio, de Lagrange). Seja f : [a,b] — R continua.

Se [ € derivavel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que

Um enunciado equivalente seria. Seja f : [a,a + h] — R continua. Se f é derivdvel

em (a,a + h), existe t € (0,1) tal que

f’(a+th) _ f(a—l_h})L_f(a)'
Demonstragao. Ver [8], p. 272. O

Apresentaremos um dos nossos principais objeto de estudo deste capitulo. Um
resultado que consolidou o trabalho feito por Liouville na busca por ntmeros transcen-

dentes.
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2.2 O Teorema de Liouville

Teorema 2.5 (Teorema de Liouville). Seja o um nimero algébrico real de grau n € N.

Entao eziste uma constante A > 0 tal que

1
Agn

(2.16)

a_2\>
q

para todo racional g, com q > 0. (Sen =1, tomamos g # ).

Demonstragao. Seja v um numero algébrico real de grau n. Entao « é raiz de uma

equacao polinomial nao nula da forma
f(2) = apz™ + ap_12" 4 -+ ayx + ag (2.17)

Entao, existe um 0 > 0 tal que no intervalo [ — d, & + ¢| a tnica raiz de f(z) é «, ou
seja,

[a—d,a+d|NRs={a}

Sendo Ry o conjunto das raizes de f. A existéncia de uma tal J segue do fato da
equagao polinomial ter no maximo n raizes reais. Logo, d pode ser qualquer nimero
menor do que a menor das distancias de « as demais raizes reais.

A seguir observamos que a derivada f’(z) de f(z) é um polinomio de grau n — 1,
ou seja,

f(x) = naz" ' +n—lap_ 12" 2 + - + 202 + ay
Como f’ é continua no intervalo compacto. Usando o teorema de Weirstrass, segue que
existe um M > 0 tal que

|f'(z)| < M, para todo z € [a — 0, v + ] (2.18)

Para todo racional £ € [ — 4§, a+4]. Como f é continua e derivdvel com extremos

% eqouaqe g. Logo, usando o teorema do valor médio, existe um & € (g, a) tal que

fla) — f (g) - (a - g) 7€)

Como f(a) =0, tomando o médulo na igualdade acima e usando (2.18), obtemos

d
a__

- grasap
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o que implica
IOIRT
q q

Agora, para obter a desigualdade desejada, necessitamos de uma estimativa inferior

para f(£). Assim, tem-se

p
/(3)l-
q
por definicao de 4.

/(2)l-

por conseguinte

anp" + @n1gp" "t A+ - A aipg" T + aog”
qn

£0

n n—1 n—1 n
. - 1
’f <g)' lanp™ + an_1qp™ ' + -+ + a1pq" " + aoq”| > (2.20)
q

q" q"

uma vez que |a,p" + a,_1qp" "t + - + a;pg" ! + aoq™| € Z*.
Usando (2.19) e (2.20) segue-se que

1 1
e () empt = 3ot
q" q q q" q
Logo,
1 p‘
< |la—=
Maqn q
ou seja,
a—g‘> 1 1

= >
q| — Mg» "~ (M +1)q"
para todo 2 € [a — d,a + 4].
Se ’é nao estiver no intervalo [a — d,  + 0], entao

a_2‘>5:>

q

a__
q

p‘
q’I’L

pois, ¢ > 1. Finalmente, tomando
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Portanto, obtemos a relacao desejada

para todo racional %. O

Observacao 2.5. Uma versao mais forte do Teorema 2.5, segue de um teorema de

Roth-Siegel-Thue, que estabelece o seguinte: Seja A um niumero algébrico, se existe

uma infinidade de racionais distintos %, com q > 0 e mde(p,q) = 1, satisfazendo a
destgualdade
q qr

entdo T < 2. Segue dai que se w > 2, entao ha apenas um numero finito de racionais

% satisfazendo a desigualdade

para um dado nimero algébrico A. E finalmente, uma consequéncia imediata disto é
o seguinte resultado. Sejam um nimero algébrico X e um nimero € > 0, existe uma

constante C > 0 tal que

Aobls ©
= 2+€
q q
para todo 0s mumeros racionais g. Este impressionante resultado rendeu a medalha

Fields para Roth em 1958. Para maiores detalhes, ver [5], p. 36 e ver [10], p. 88.

Corolario 2.1. Se a é um numero algébrico real de grau n € N, entdo o ndo é

aprozimdvel na ordem n + 1.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por contradicao, que « seja aproximével na ordem n + 1.
Entao existe uma constante C' > 0 e uma sequéncia (%) j>1 de racionais distintos, com
5 )i>

¢; > 0 e mde(pj,q;) = 1 tais que

C

n+1
J

4;

< (2.21)

para tais racionais. Assim, terfamos pelo Teorema de Liouville 2.5 e (2.21) que existe

uma constante A > 0 tal que

C N 1 - C
q;?+1 Aq;? q;z-i-l

multiplicando Aq}l+1

para todo j > 1. O

> 0, obtemos ¢; < AC. Mas isso é impossivel, pois ¢; — 400
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

Observacao 2.6. Compare o Corolédrio 2.1 acima com o Teorema 2.1. O corolédrio nao

diz que um nimero algébrico de grau n deva ser aproximavel na ordem n.

2.3 Numero de Liouville é Transcendente

Definigao 2.3 (Numero de Liouville). Um nimero real o € chamado um nimero
de Liouville, se existe uma Sequéncia de racionais (%)pl distintos, com q; > 1 e
;)i>

mdc(p;,q;) =1 tal que

1
<= (2.22)

q;

4;

para todo 5 > 1.

Em um certo sentido, os nimeros de Liouville sao ntmeros que podem ser “bem

aproximados” tanto quanto se deseje por niimeros racionais.

Corolario 2.2. Todo niumero de Liouville € irracional.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por contradigao, que um nimero racional o = g, com

¢ > 0 é um numero de Liouville. Entao existem uma sequéncia de racionais (%)pl
)i

distintos, com ¢; > 0 e 2 £ L daf, 2 — 22 =£ () tais que
% 7 4 a9
; 1
‘3 _hi 2 (2.23)
a 4l q
por outro lado, temos que
‘B_Tﬁ :‘qu—qu‘> ! (2.24)
a g ;| lalg;
Combinando (2.23) e (2.24), temos
1 ‘g_& _ ‘qu—qu‘ 5 1
q la g q4; |qlq
o que implica
1 1
|Q|QJ' q;
multiplicando por |q|q§ , obtemos
i—1
g <ldl
Mas isso ¢ impossivel, pois ¢; — +o0 para j suficientemente grande. O

Agora, provaremos que todo nimero de Liouville é transcendente.
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

Teorema 2.6. Todo numero de Liouville € transcendente.

Demonstragao. Seja o nimero de Liouville, usando o Corolario 2.2, o nimero « nao
pode ser racional. Assim, suponhamos por contradicao, que « é algébrico de grau

n > 1. Entao pelo Teorema de Liouville 2.5, segue-se que a relagao:

1
Aq;-1

serd valida para todo racional. Em particular, para os racionais % da definicao de
J

Numero de Liouville 2.3. Dessa forma, teriamos

1
Aq;-1

para alguma constante A > 0 e para todo j > 1. O que implica

11
Agp g

multiplicando por qu: > 0, obtemos

g "< A (2.25)

J

Mas isso é impossivel, pois ¢; — 400, segue que (2.25) nao se verifica para j suficien-
temente grande. Logo, o nao pode ser um nimero algébrico. Portanto, o niimero « é

transcendente. O

Lema 2.2. Seja a um nimero real tal que

v A . . . . . ~ ~ P
sendo (-2 i>1 uma sequencia de racionais distintos, com u; > 0. (Atencao: nao exigi-

w, /J>1 ’ J s

;792

mos que mdc(vj,u;) seja 1.) Entdo a € nimero de Liouville.

Demonstragao. Considerando uma sequéncia (%)Ph com ¢; > 0 e mde(p;,q) =1
)iz

definida por

bj Y
q_j Rz
Entao,
' _b ‘ U < i < l
q uil g
para todo j > 1. O que mostra que o é um ntumero de Liouville. O
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

Finalmente, vejamos o exemplo explicito do niimero transcendente que ficou conhe-

cido como Constante de Liouville.

2.3.1 Constante de Liouville

Exemplo 2.2 (Constante de Liouville).

seja,

=1
:;mnl

¢ um numero transcendente.

De fato, como

O numero ¢ é um numero de Liouville, ou

1 1

=1 1
(=2 fon=1ou "y Tt

n=1

Considerando as sequéncias de inteiros p; =

Segue-se que

=1 |
=127 - 2_:11()"'

n=1 n

dai,

opil 1 1 1
’K E o 10G+D)! 10(]+2)' 1()(J‘+3)!+
Note que,

1 1

o

n!
110

J
LS o

11

= (,110001000000000000000001000. . .

1

- 107" e ¢; = 10! > 0. Assim, temos

1

10G+1D)!

T oG

1

10G+3)! T

1

1
Ziaﬁm(1+

06+ (1 + ToeoGem

10G+3)!=G+1)!

1

uma vez que (j+ k) — (j+1)! > k — 1, para k > 2.

De fato, note que

G+DIG -+

(G+2) -1 >k—-1
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2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

usando a famosa série geométrica, tem-se

’_&
q;

L (1, 1 1 1 1\ 10 1
Sq00e0t 10 1 T ) T a0 \1- =) T 9 06

por conseguinte

’ Dj - 10 1 10 - 1 1
T 1S 9 106703 T 9.104" (104') TV
q; 9 106+ 9-107" (104')7  ~ (107")7 qg
ou seja,
‘E bl l
4| q

para todo 5 > 1.
Portanto, o niimero ¢ é um numero de Liouville. Como todo nimero de Liouville é

transcendente. Logo, o nimero ¢ é transcendente.

Como aplicagao da existéncia de niimeros transcendentes, provaremos um resultado

que caracteriza o espaco vetorial R como espaco de dimensao infinita sobre racionais.

Teorema 2.7. O conjunto dos niumeros reais R é um espaco vetorial de dimensdo

infinita sobre Q.

Demonstragao. Seja t um nimero real transcendente. Entao, o conjunto das poténcias

positivas dos transcendentes, isto é,
T={t; neN}CR

é linearmente independente (L.I.) e possui infinitos elementos. Suponhamos por con-
tradigao que o conjunto 7 fosse linearmente dependente (L.D.), entao existiria nop € N

e escalares ay, ..., ay,, € Q nao todos nulos tais que
o+ ot + ot + .. 4 ap t™ =0
Dessa forma, o nimero ¢ seria raiz de um polinoémio
P(x) = ap + aqm + apa® + ... + g™

nao nulo com coeficientes racionais. Mas isso é uma contradicdo, uma vez que ¢t é um
nuimero transcendente. Como a dimensao de um espaco vetorial se da pelo niimero de
vetores de uma de suas bases, e como uma base deve gerar todo espaco, em particular,
deve gerar o conjunto 7. Portanto, o conjunto dos nimeros reais R é um espaco

vetorial de dimensao infinita sobre Q. O

48



2. O Teorema de Liouville e o Numero de Liouville

Podemos afirmar mais do que apenas a existéncia e a nao enumerabilidade dos
numeros transcendentes, podemos de fato, exibi-los. Além disso, percebemos que o
teorema de Liouville caracteriza os nimeros algébricos como aqueles que nao admi-
tem boas aproximacoes por nimeros racionais, enquanto, os transcendentes de um
certa forma sao bem aproximados por racionais. O préximo capitulo serd dedicado a

transcendéncia do niimero e base dos logaritmos neperianos.
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Capitulo 3
A Transcendéncia do Numero ¢

Neste capitulo, apresentaremos a demonstracao da Transcendéncia do Numero e,
resultado que foi um desafio aos matemaéticos até o século XIX. Quando em 1873,
o matematico Chales Hermite marcou época ao provar a transcendéncia do nimero
e base dos logaritmos neperianos. As principais referéncias utilizadas na elaboracao

deste capitulo sao, Figueiredo [5] e Herstein [7].

3.1 O Numero e é Transcendente

Esta secao serd dedicada a prova em detalhes da transcendéncia de e, baseada
no método de Hermite o qual sofreu simplificacoes sucessivas por matematicos famo-
sos como Jordan (1882), Markhoff (1883), Rouché (1883), Weierstrass (1885), Hilbert
(1893), Hurwitz (1893) e entre outros. A demonstragdo que apresentaremos a seguir
é baseada na de Hurwitz. Vale ressaltar que, para saber se um dado niimero é trans-
cendente, em geral, nao é uma tarefa tao simples. Dessa forma, para tal prova vamos

abordar uma série de lemas que serao necessarios no decorrer da demonstracao.

Lema 3.1. Seja P(x) um polinomio arbitrdrio nao nulo que serd especificado posteri-

ormente de grau r € N com coeficientes inteiros. Defina a fungao
F(z) = P(z) + PY(z) + ...+ PV(x)

onde P")(z) representa a derivada de ordem r de P(x) em rela¢do a x. Mostre que

d

. [e " F(z)] = —e *P(z).
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3. A Transcendéncia do Numero e

Demonstrag¢ao. Com efeito, convém notar que

Lle~F(z)] = [ (P(z)+ PY(z)+ ...+ P (x))]
= T (P(x)+...+ PO (x )) + e (P(x)V + PA(2) + ...+ PO (1))
e ( P(z) — P(l)( ) — ... — PO(z) + P(x)M) + PO (2) + ...+ P+ (z))

= e—f(—P(x)+P<’"+1>(x))
0
= —e "P(x)

Levando-se em conta o cancelamento dos termos semelhantes acima e usando o fato de

P+ (z) = 0 (pois P(x) tem grau r), obtemos a seguinte relacio

d — —x
. e F(z)] = —e " P(x)

em que sera usada no lema a seguir. O

Lema 3.2. Aplicando o teorema do valor médio a fun¢ao e " F(x). Mostre que
F(K) —€"F(0) = —k ("% P(k6,))

Para todo nimero real k > 0, onde 6, € (0,1).

Demonstragao. Consideremos a seguinte aplicagao

H : [0,k] — R
r +—— H(x)=e"F(x)

Note que para cada nimero real k£ > 0, a aplicagdo H é continua no intervalo [0, k]
e derivavel no aberto (0, k), ja que F(z) é a soma de polindmios e juntamente com a
fungao exponencial e~ sao infinitamente derivaveis, dai, podemos afirmar que e " F(x)
¢é infinitamente derivavel. Dessa forma, podemos aplicar o Teorema do Valor Médio

(TVM) e usar o Lema 3.1, e assim, existe ¢ € (0, k) tal que
H(k)— H(0)= H'(c)(k — 0) = ¢ *F(k) — e °F(0) = [e_CF(c)}' k

segue-se que
e *F(k) — F(0) = [e=F(c)]'k

por conseguinte,
e "F(k) — F(0) = —k (e “P(c))

Convém observar que como ¢ € (0,k), com k > 0, podemos ter um nimero real
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3. A Transcendéncia do Numero e

0 € (0,1) que depende de k tal que
c=Fk.0,
Substituindo ¢ = kfj na expressao acima, tem-se
e *F(k) — F(0) = —k (e **P(koy))
Multiplicando ambos membros da igualdade acima por €*, obtemos
F(k) — e"F(0) = —k (e*=%) P(k0)))

e denotando Ay = F(k) — e*F(0) = —k (ek(l_gk)P(kOk)) com k = 1,2,...,n para
facilitar a notagao, pois usaremos no lema a seguir e posteriormente estimaremos de

uma certa forma o tamanho de Ay, As, ..., A,. O

Lema 3.3. Sejam F(x) e Ay = F(k) —e*F(0) definidos nos Lemas 3.1 e 3.2, respecti-
vamente. Suponha por contradi¢cdo que o nimero e seja algébrico, ou seja, que satisfaz

uma equacao polinomial da forma

Cn€" + Cpre" L ce4co =0 (3.1)
com coeficientes inteiros co, c1, - . ., C,. Mostre a sequinte igualdade
owF0)+aF(1)+...+ ¢, F(n)=cA + ...+ cA, (3.2)

e que podemos tomar sem perda de generalidade cq > 0.

Demonstragcao. Note que caso ¢y fosse um inteiro negativo, ¢y < 0. Poderfamos consi-
derar:

(—cn)e™+. ..+ (—c1)e+(—cp) = 0, tem-se u,e"+. . .+uje+ug = 0 onde u; = (—¢;), para
i=0,1,...,n € Newuy=—cy > 0. Seja A, = F(k)—e*F(0), parak =1,2,....n €N,

tem-se
ClAl = ClF(l) - clelF(O)

CQAQ = CQF(2) - CQ@QF(O)

nAn = e F(n) — c,e"F(0)

Somando ambos membros de todas as igualdades acima, obtemos
A+ ...+ A, =aF(1)+...+ ¢, F(n)+ F(0) (—cle1 T cne”)
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3. A Transcendéncia do Numero e

Observe que da relacao (3.1), tem-se ¢y = —cie! — ... — c,e". Segue-se que

owF0)+aF(1)+...+ ¢, F(n)=cA + ...+ cA,

o que mostra o resultado. O

Toda esta discussao foi feita para a F(x) construida a partir de um polinémio
arbitrario P(x). Vejamos agora o que isto implica para um polinémio particular, usado

pela primeira vez por Hermite, a saber:

P(x) = = 1>!xp_1 1-—z)f2—2)@B—-2) - (n—2a)f
em que p é um numero primo qualquer escolhido de modo que p > n e p > ¢y, cujo o
grau de P(z) é (np+p — 1), sendo n e ¢y nimeros dados no Lema 3.3 acima. Agora
nosso objetivo é mostrar que o lado esquerdo da igualdade (3.2) do Lema 3.3 é um
nimero inteiro nao nulo e nao divisivel por p, enquanto o lado direito da igualdade
tem modulo menor que 1, caracterizando a contradicao. Assim, para mostrar o lado
esquerdo de tal igualdade usaremos os Lemas 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8. J4 para o lado

direito usaremos os Lemas 3.9 e 3.10 os quais serao todos demonstrados a seguir:

Lema 3.4. Seja Q(z) = Z;:o a;x? wm polinémio nao nulo arbitrdrio com coeficientes

inteiros a;, sendo j = 0,1,...,7 € N e p <r. Entao mostre os sequintes itens:

T 3

gt
(=) =

ajxj_i, para 1 <1 e 1<j;
(17) ;Q(i) (), para i1>p e i€N

(p—1)! ’ -
¢ um polinémio com coeficientes inteiros divisiveis pelo niumero primo p.
Demonstragao. Item (i). Mostraremos por indugao sobre k& € N a expressao para

QY (z), porém, facamos alguns casos particulares para facilitar o entendimento. Para
r =4, tem-se
4

Qz) = Z a;a’ = apr’ + ez’ + axa® + azr® + asx’ (3.3)
=0

Vejamos as derivadas de ordem 1 a 4 de Q(x):
= laz'™' 4+ 2a02%7 1 + 3asz3 ! + dagat !
(2 = 1)2a22*7% + (3 — 1)3az2* 2 + (4 — 1)4dayz?™?

(3—2)(3 —1)3azx33 + (4 — 2)(4 — 1)dayz*~3
= (4-3)(4—2)(4—1)4dasx*™
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3. A Transcendéncia do Numero e

Por outro lado, observe que parai=1e j=1,2,...,4, tem-se

4-1

1 1 1 1-1 2 2-1 3! 3-1 Al
j—1 _— _1 4 . 1
> ia1 (] 1) RCZR N v 10 S i oy 1Sl oy L i ooy 1 L2
= layz' ™' 4+ 2a02%7 1 + 3agz3 ! + dagat!

QW (x)
Note ainda que para i =2 e j = 2, 3,4, tem-se

2

1
> im0 Goay 2) ca;ri? = (222),a2x2 Z4+ = 2),a3x3 2+( )a4x4
!
. W S NI
2(2 — Dagz®*? +3(3 — Dazz® 2 + 4(4 — 1)ayz?

= Q¥ ()

Analogamente, para i =3 e j = 3,4, tem-se

4
(3) Z a]x] -3
j=
eparat =4 e j =4, tem-se
4
Q(4) Z a]x] —4

J:4

Agora vamos a demonstracao, verifiquemos que Q¥ (x) é vélida para i = 1. De fato,

Q@)= Q)
= [Z;:O ajx]}
= [apz® + 1! + agx® + ... + a,2"]

= lagz' '+ 202> P+ . Fraa" !

Logo, QW (z) é vélida.
Suponha que Q*)(z) seja vélida por hipétese de inducio para um certo k € N, isto é,

1|

(k) _ - J: =k
W=D T

i=k
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3. A Transcendéncia do Numero e

Provaremos que
T

1l
(k+1) _ ) (kD)
A= X G

é valida para k + 1. De fato,
Q@) = [Qx)W]
— |y 9 ik
s G-t
e

!

B k! L (k+1)! (ht1)—k 7! _

= (k—k)!ak ((k+1)—k)!ak+1x +"'+(r—k)!a7w

B (k+1) — k)l ™ (r—kn"
(k+1)! 7! N

mak+1x(k+l)_k_l + ...+ (T - k) Qa,T
|
= (k+ 1)1 Ay FHD=CF0)

(r—=Fk)(r—FkF—1))!

" a, (= (kD)

@+ 0=+ D)
Pois, note que escrevemos:

k+1)! (kD (kD (k1)

GrD—R 1 0o (hrD—(k+D)

Portanto, pelo principio de indugdo finita é valida a expressio para Q) (z), isto é,

T 3

Q(i)(x)zz(jj_'i)!ajxj_i, com 1<r e 1<j

O

Demonstracdo. Ttem (ii). Com efeito, substituindo a expressio da Q¥ (x), tem-se

A I
o = G Gt
I e ji
- ;%—zwp—l)‘x

Assim, o polinémio acima possui cada coeficiente dado por:

J!
(= — 1!

b]‘ = a]-
comi < j,p <rei>p. Esuficiente mostrar que cada b; ¢ um nimero inteiro divisivel
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3. A Transcendéncia do Numero e

por p, isto é, existe ¢ € Z tal que b; = pg. Observe que

4! B jlil

= p—Dt  (G-=lip-1)

i
(g — o)t i

é um coeficiente do desenvolvimento Binomial de uma dada expressao, sendo assim,

Mas, note que

|
um numero inteiro, digamos, u := (J—)H € Z. Para v > p, podemos escrever:
J—1)la!
! J! i!
G=dp-D! (=il (p-1)
i
wi(i —1)(i —2)---(p+ p(p — 1)!

Como a; € Z, por hipétese, para j =i,...,r € N. Segue-se

o qual é um nimero inteiro. Além disso,

J!
bj = a; I = pq

(—dlp—1
onde ¢ == aj.u.i(i—1)(i—2)---(p+1) € Z, isto é, b; = pq € Z. Portanto, a expressao

! @ (z) = a-—j! 2l
PR D PE iy

i=i

= ib]‘.ﬁﬂj—i
j=i

= > g’
j=i

¢ um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p. O
Lema 3.5. Considere o polinomio

P(x) = PP —2)f2-2)f3-a2)P - (n—2a)

(p—1)!
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3. A Transcendéncia do Numero e

definido em F(x), sendo p >n e p > c¢y. Entao mostre os sequintes itens:

= (n|>p xp_l _|_ b() xp _|_ .« bnpi_lxnp"'p_l’
G- -1 (=)

(ii) POD(k)=0, para k=1,....neN, Se i<p,

(iii) PP V(0)=n)P e PD0)=0, Se i<p-—1.

Demonstragao. Item (i). Aplicando a férmula do desenvolvimento Binomial de New-

ton:
(a—2)" = ( " )a"_](—:p)] :Z La"_](—x)], com n>jé€EZ,

a0s numeros
(1—2),2—2), B —af...,(n— )

fatores do polinémio P(z), sendo p ntmero primo escolhido de modo que p > n e

n n! nn—1)n—-2)---(n—j+1
P > ¢p, sendo ( j ) :j!(n — ) = I j)! ( J ) , tem-se:
(1 -ar= j!(ppi = <1p SR j!(ppi )
(2-ar=3 j!(ppi = <2p SR j!(ppi e )
a7 =3 g = (3” ) ) e )
- ! - -1 - ! p—J J
= x)p:; j!(pp— J)'np = (np ton(me)+ 2_:2 y!(pp— " =) >
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3. A Transcendéncia do Numero e

das expressoes acima, segue-se que

P = 212 ) (52 o)

P ! !
p: 1 —j j
= 1P + p1P— 1 —x — 1P J )J) (np + pnP~ —x + nP~I (=g J>
'( ;J'(P—J)' = ) Z " (==)
= '<1” 2 ...pP — 1Pp2P~ly — 1Pp3P~ly — .. — 1PpnP~lz + (Parcelas com variavel T))
= '( —p2P~l — 3Pt pnp_l) + (Parcelas com variavel x))

Dai, tem-se que P(x) é da forma

pl e b by —
P(l’):x;((”!)p‘FﬂUbo—l-..-): ) xp_l‘i‘ioxp—i- p L pnptp—1

(p—1)! (p—1)! (p—1)! (p—1)!
onde by = (—p2P~' —p3P~t — . —pnP7 Y, by, .. byt € Z. O
Demonstrag¢ao. Item (ii). Basta observar que para k = 1,2,3,...,n € N sao raizes
de multiplicidade p do polinomio
Pla)= ——— " (1—a)’ 2 -2 B—2)’ - (n— 2}’
(p—1)!
Como o grau de P(z) é maior que p, tem-se que k = 1,2,3,...,n sdo raizes das

derivadas de P(z) de ordens menores que p, isto é,
p(O)(k) — p(l)(k) — P(Q)(k) S p(p—l)(k> -0

sendo 7 < p. Com efeito, como n > k, podemos escrever:

Plz) = (xi_m(l—x)p---(k— L= )k — 2P (k+1—2) - (n— )
= (pxi_1>!((1 —z) - (k— 1—x)p(k—i—1—x)p---(n—x)p>(k—x)p
= (k—xz)Pg()
onde g(x) = o 0 (1=z)p-(k=1—z)P(k+1—2)P--- (n—x)?). Assim, derivando
P(z), tem-se

PO(z) = —p(k — 2P~ Lg(z) + (k — 2)P¢'(z)
= (k — 2)""Y(—pg(z) + (k — 2)g'())
= (k— )P g1(x)
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3. A Transcendéncia do Numero e

onde g;(z) = (—pg(z) + (k — 2)¢'(z)). Por sua vez, derivando P! (z), tem-se

PP (z) = —(p = 1)(k — 2)"2g1(z) + (k — 2)"~'g{ (2)
= (k=2 (=(p — Dgr(z) + (k — 2)gi ()
= (k — )" g(x)
onde g»(z) = (—(p—1)g1(z) + (k—z)g}(x)). Prosseguindo dessa forma, generalizando

as derivagoes, teremos:
PO(z) = (k —2)" " gi(x)

Portanto, segue-se que PV (k) =0, parak=1,2,...,n €N, se i < p. O

Demonstragao. Ttem (iii). Tomando as derivadas de ordem 1 & (p + 1) do polinémio

_ (nl)p —1 bO bl +1 bnp—l np+p—1
P(z) = = 1)!3#’ —+ = 1)!xp + e 1)!.%” + ...+ 7(])_ 1)!x Prp
Teremos:
(r—2) (p—1)
PO() = (p— (n(';pj: i’)! N plz(])):p_l’l)! + (p+ 1)% + (Parcelas com varidvel :E)
1P (P—3) box®P—2) by x(®—1)
P (z) = (p—2)(p— 1)% + (p—-1)p (Opx_ i +p(p+1) (;‘T_ l + (P. V. 2)
(n!)px(p—4) box(P—3) by (P—2)
PO (x) = (p—3)(p—2)(p— Do -2 - e (op —y T e+ 1) (1 —gy7 T(PV-a)
. nPp(P—(i+1)) 2 (p—1)
PO@) = (=)o == 1) 0= D 4 = (1= D)o~ (1= 2) oo + (P V. )
nP(P—p) 2(p—(p—1))
PO@) = (p= (= 1) = (=2 0= DO o= (- 2)p - (- 3)p™ s + (P Vo)
(p—p)
nPy(P—(p+1) r o
PO) = =)o == 1)l =) 4 0= = D)= (= 2) - p s+ (P V. )
’ (p—p)
2(P—(p+1)) 1x 0
Pr(z) = (p=p)p—(p—-1)p—(p-2) - -pbo(pfl)! +p—(p-1))pp+ 1)b(pf1)! +(P. V. z)

0

Note que denotamos (P. V. z) para indicar que existem mais Parcelas com varidvel x
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nas expressoes acima. Agora mostraremos que
PP D0)=(nl)Y e PY0)=0, Se i<p-—1L.

Entdo da expressdao da P?~Y(z), tem-se:

—1 n!)px(”_p) box(P—(P—1)
PP (z) = (p—(p—1))(p—(p—2))---(p—'i)(()pfl)!+(p—(p—2))--':ol(pf1)!+(P~ V. z)
= 1.2.3---(p(—';33(p—2)(p—1)((;:)'1 f)! + 1.2.3---(p—2)(p—1)pﬁ + (P.V. z)
_ (p_1)!(p7i o+ - D fxl)! + (P.V. 2)

(n!)p + pbor + (P. V. m)

Segue-se que PP~V (x) = (n!)? + pbox + (Parcelas com variavel x) e aplicando = = 0,
por conseguinte, P*~1(0) = (n!)? + pby.0 + (Parcelas com = = 0)= (n!)?.

Logo, concluimos que PP~ (0) = (n!)?. Analogamente, tem-se
PY(0)=0

pois, observe que da expressao da P® (z) feita acima, todas as parcelas possuem a
variavel x. Portanto, aplicando x = 0, consequentemente, tem-se que P(i)(O) =0, se

i<p—1. O

Lema 3.6. Se d; sao inteiros tais que, parat = 1,2,...,r € N, sao divisiveis porp € Z,
T

s

e para i =0, dy € um inteiro nao divisivel por p. Entao Zdi =do+di+...+d, é
i=0
um inteiro nao divisivel por p.

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por contradigao, que Z d; =do+dy + ...+ d, seja um

i=0
inteiro divisivel por p. Entao existe ¢ € Z tal que
T
> di=pq
i=0
Como por hipétese, cada d; é um inteiro divisivel por p, parai = 1,2,...,r € N. Entao

existem ¢; € Z tais que
d; =pg;, para i=12,....reN

Segue-se que

pg=> di=do+di+...+d =do+pg+...+pg=do+pla+...+q)
=0
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dai, tem-se

pg=do+p@+...+¢q), onde (q1+...+¢)€EZ

por conseguinte,

do=pg—pla+...+¢)=pla— (@ +...+q))=pM
Logo, dy = pM onde M := (¢ — (¢ + ...+ ¢,)) € Z, dai, terfamos que d; seria divisivel
por p, o que uma contradicao, pois por hipétese, dy é um inteiro nao divisivel por p.

Portanto, Z d; = do+ dy + ...+ d, é um inteiro nao divisivel por p. O
i=0

Lema 3.7. Mostre que F(k) para k = 1,2,....n € N € inteiro divisivel por p. Por

outro lado, F(0) é um inteiro nao divisivel por p, sendo nimero primo p > n.
Demonstragao. Considere a funcao

F(k) = P(k) + PO(k) + ... + PP V(k) + PO (k) + PPV (k) 4 ... 4 PrP+P=D ()
para k = 1,2,...,n € N onde (np+ p — 1) é o grau do polinémio P(x) definido no
Lema 3.5. Usaremos os seguintes fatos ja provados:
Pelo Lema 3.5, item (ii), temos que

PO(k)=0, para k=1,....neN, Se i<p;

Pelo Lema 3.4, itens (i) e (ii), tem-se que da expressio da P (z) para i > p, pode ser

escrito na forma Q" (z), como um polinémio com coeficientes inteiros divisivel

—1)!
por p, para i > p, sendo Q) (z) definido conforme tal Lema. Assim, tem-se que

PY(k) é um inteiro divisivel por p, parai >p e k=1,...,n € N.
Dos fatos acima, segue-se que

F(k)=P(k) + PY(k) + ...+ PP (k) + PO (k) + PP (k) + ...+ PUwrr= (k)

7

WV wV
0 inteiro divisivel por p
Portanto, tem-se que F'(k) é um inteiro divisivel por p, isto é,

p|F(k), para k=1,...,n€N.

Por outro lado, mostraremos que F'(0) é um inteiro nao divisivel por p, sendo p > n.
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Com efeito, seja
F(0) = P(0)+PY(0)+...+PP2(0)+ PPV (0)+ PP (0)+ PPV (0)+. . .+ P"r*P=D(0)

Usaremos outros fatos ja demonstrados:

Pelo Lema 3.5, item (iii), temos
P(p_l)(()) =P e P(i)(O) =0, Se i<p-—1;

Além disso, note que pelas expressdes das derivadas de P®?)(x) e PP*Y(z) do polindomio

(n'>p —1 bO bl 1 bn -1 _
P(z) = P+ zP + gPt g TP g (etD)
W=p-m" Te-m” - )]
visto na demonstracao do Lema 3.5, item (iii), onde by, by, ..., b,,—1 € Z. Temos que
b by x(P—(p—1))
(p) — —(p— —(p— 0 —(p— ar
PP(z) = (p—(p-1))p-(p-2) PG +(p—(—2) plp+1) o1 +(P. V. z)
(p—(p—1)—-1)
| S —
b 0
POD(2) = (p=(p=1))(p—(p—2))--pp+1) = +(P. V. @)

(p—1)!

Dessa forma, aplicando # = 0, para P®)(x), PPV (z), PP+2(z) . . Pre=l(g)

tem-se

PO0O) =(p—(p-1)p—(p-2)-- .p(p%) i + (Parcelas com z = 0)
bo
T
PPEY0) = (p—(p—1)(p—(p—2))---p(p+1) @ ill)! + (Parcelas com z = 0)
b
= (p+ 1)!F11)!
p+2) 0)=@p-—>@E-1)Fp-rp-2)---pp+1)(p+ 2)—(17 b_21)! + (Parcelas com T = 0)
= ( _|_2)lb—2
SRR

PEI(0) = (b= (0= 1)(p = (p = 2) P+ Dlp+2) -+ (- 1p ~ D2 + (P com = 0)

bnp—l

= (p-l—np—l)!(p_l)!

Consequentemente, generalizando as expressoes acima, ou seja, derivando ¢ vezes o
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polinémio P(x), considerando i = p + j, para j = 0,1,....,np — 1 € N e aplicando

x = 0, teremos:

_ N
p(pﬂ)(()) = %bj, que é um inteiro divisivel por p.

Segue-se dos fatos acima que:

F(0) = P(0) + PY(0) + ...+ PP2(0) + P*7D(0) + PP (0) + PP*V(0) 4 ... + Prr+r=1)(0)
1 (i

= (nh)? + P@(0) + P®+D(0) + ... + Prrir=1)(()

1b + 1) +np — )by,
_ (n!)? + p°,+(p )'1+...+(p P ),pl
—~— (=1 (p—1) (p—1)!
inteiro nao divisivel por p ~~

inteiro divisivel por p

Logo, F'(0) é um inteiro nao divisivel por p, pois, caso contrario, pelo Lema 3.6, teriamos
que (n!)? também seria divisivel por p, mas note que (n!)? = 1727 .. (n—1)Pn?, observe
que nenhum termo deste produto é divisivel por p, digamos, se n? o fosse, assim,

existiria V' € Z tal que

n=pV=nn---n=pV —=V=——-—
v p

p—fatores

Dai, teriamos que p dividiria n, isto é,

pln

Contradicao, pois o nimero primo p > n,comop >n>n—1>---> 2> 1, usando o
mesmo argumento para cada termo do produto (1727 -- - (n — 1)Pn?), obtemos que (n!)?
nao ¢é divisivel por p. Portanto, podemos concluir que F'(0) é um inteiro nao divisivel

por p, isto é, p{ F(0). O

Lema 3.8. Como o numero primo p > co > 0, em que ¢y € um inteiro positivo, assim

definido no Lema 3.3, sendo ¢ € Z, com k =0,1,2,...,n € N. Mostre que
coF(0) +ciF(1)+---+ ¢, F(n)

€ um inteiro nao divisivel por p.

Demonstragao. Pelo o Lema 3.7, obtemos que F(k), para k = 1,2,...,n € N, é um

inteiro divisivel por p. Por outro lado, F(0) é um inteiro nao divisivel por p. Segue-se
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que, sendo ¢, € Z para k=1,2,...,n € N e denotando:
dk = CkF(k)

é um inteiro divisivel por p. Além disso, para k = 0, sendo ¢y um inteiro positivo e
denotando:
do = C()F(O)

¢ um inteiro nao divisivel por p, ja que o nimero primo p > ¢y > 0. Segue-se que

> dp=do+di+...+d, = coF(0) + oF() + ... + ¢, F(n)
k=0 v " ~
inteiro nao divisivel por p inteiro divisivel por p

n

Logo, pelo Lema 3.6, tem-se que de é um inteiro nao divisivel por p. Portanto,

k=0
a expressao ¢oF'(0) + ¢;F(1) + -+ + ¢, F(n) é um inteiro nao divisivel por p, isto é,
p1(coF(0) 4+ F(1)+---+ ¢, F(n)). O
Lema 3.9. Convém observar que para os A, = —k (e*1=%) P(k6y)) definidos no Lema

3.2, substituindo x = k6, no polinomio

P(z) = P12 2—-2) - (n—2)
@)= oy (L2 @ = o)
tem-se a sequinte forma:
Ap = —kek(l_ek)ﬁ(wk)p‘l (1 — kO)P (2 — k0" - - - (n — k)P
p—1)!
onde 6y € (0,1). Mostre que
e"nP(n!)?
A < Y
(p—=1)!

para k <mn, onde p € primo e k > 0 € considerado um natural positivo.

Demonstragcao. Com efeito, se 0 < k <n € Ne 0 < 6, < 1. Passando o mddulo em
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Ay, obtemos

1
|Ax| = _kek(l_ek)m(kgk)p_l (1 — k)" (2 — k6)" - - - (n — k6y)”
p—1)!

1
= o 1),| — k|| eF A= (kO )P (1 — k0" || (2 — KO,)" |-+ | (n — k6) |
S ( 11>'n€nnp_1|1—n9k|p|2—n0k|P...|n_k0k|p

p—1)!

< ( 1 1>'nennp—11p2p Y

1 1
< ne'n?— (12---n)?

(p—1)! n
e"nP(n!)P

=

Pois, note que, como k<n e 0< 6, <1, temos:

e Se k < n, multiplicando por (1 — 6;), segue-se
E(1—6r) <n(l—46;) <n— ek1=0k) < en
e Como kP~1 < nP~' e ¢27" < 1, multiplicando 62" < 1 por kP~ segue-se
KPP < kP = (k)P < P!

o Como |1 —0,P|2 = 60|P ... |n— Ok <1P2P .. .n? = (12...n)P = (n!)?.

e"nP(n!)P
(p—1t

Lema 3.10. Mostre que se p é um niumero primo suficientemente grande. Entao

Portanto, obtemos que |A;| < para k <n. O

|61A1 + ...+ CnAn| <1

onde ¢y, ...,c, € Z, dados no Lema 3.5.
~ ) e"nP(n!)P
Demonstrag¢ao. Com efeito, pelo Lema 3.9, tem-se que |A;| < W, para k < n,
p—1)!
onde k > 0 é um natural positivo, assim, para k = 1,2, ... ,n. Segue-se que
|61A1 + ...+ CnAn| < |01A1| + ...+ CnAn|
< | |e"np(n!)p N N e"nP(n!)P
< leg|l——+ + ... Cn| ———
(p—1)! (p—1)!
(Jaal + ... + e )ennp(n!)p
= 1 . Cnl )
(p—1)!
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Mostraremos que para p um nimero primo suficientemente grande, tem-se

e"nP(n!)?

) (p—1)!

lciAr + o4 A < (la] + ..+ <1

Cn

Para tanto, consideremos a sequéncia (a,)pen, definida por:

e"nP(n!)P
a, ‘= ————
RS

Dessa forma, mostraremos que lim a, = 0. Mas antes, usaremos o seguinte fato sobre
p—+o0
séries:

“+oo
(Se uma dada série Z x, é convergente. Entao lim z, =0).

n—-+0oo
n=1
“+oo
Assim, é suficiente mostrar que a série Z a, ¢ convergente. Observe que
p=1
P —1)!
— —~ (-1
“+oo
L2 (nnlyy
= e _
;_:1 (p— 1)
nn!)! nn!)? nn!)3 nn!)4
o[, G Gt o)
0! 1! 2! 3!

<X (nn!)Pt!

— ey

|

p=0 P

“+oo

= "> b
p=0
) . (nn!)Prl _
onde definimos a sequéncia y, = — Convém notar que, aplicando o Teste da

p!

Razao para séries, basta mostrar que

Yp+1
Yp

lim <1
p——+00
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nn!)P+?
Assim, calculemos este limite. Como y,4+; = ———. Segue-se que
(p+1)!
1)p+2 |
lim [ = im ()™= !
p=+oo | Y, p=+oo | (p+ 1)1 (nn!)p+t

, (nn!)P (nn!)! P!
= lim .
p—+00 (p+ 1)p! (nn!)ptt

) nn!
= lim
p—+o0 (p —+ 1) ‘
=0<1
Logo, pelo Teste da Razao, a série
“+oo +oo
D W=D
p=0 p=1
¢ convergente. Consequentemente, lim a, = 0, isto é,
p—r+00
e"nP(n!)?
T U Ay
p—>+o00 (p — 1)'

Portanto, concluimos que

|61A1 + ...+ CnAn| <1
para p suficientemente grande. O

Agora, temos resultados suficientes através dos Lemas para provar a transcendéncia

do nimero de Euler (e), base do logaritmo neperiano.
Teorema 3.1 (Nimero de Euler). O nimero e € transcendente.

Demonstragcao. No Lema 3.3, Supomos que o nimero e fosse algébrico, isto é, existem

inteiros cg, c1, - . ., ¢y, com ¢g > 0 tais que satisfaz uma equagao polinomial da forma
Cn€" + Cpre" L ce4co =0
Dessa forma, obtemos
owF0)+aF(1)+...+ ¢, F(n)=cA + ...+ cA,

Pelo Lema 3.8, segue-se coF'(0) + ¢1F(1) + ...+ ¢, F(n) é um inteiro nao divisivel por
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p, isto é, p1 (coF(0) + 1 F(1) + ...+ ¢, F(n)). Por outro lado, pelo Lema 3.10, temos
que |1 Ay + ...+ ¢, An| < 1. Assim, simultaneamente, terfamos nas mesmas condigoes

a seguinte expressao:

0<|coF(0) +ciF(1) + ... 4 coF(n)| =

01A1+...+CnAn’<1

que é um inteiro nao divisivel por p cujo o médulo é menor que 1. Como um inteiro tem
modulo sempre maior do que ou igual a 0. Como nao existe um niimero inteiro entre 0
e 1, entdo nossa tnica conclusao possivel é que ¢oF(0) + 1 F(1) +...+ ¢, F(n) =0, o
que implicaria ser divisivel por p, isto é, p|(coF(0) + c1F (1) + ... 4+ ¢, F(n) = 0), pois
o zero 0 é miiltiplo de todo inteiro nao nulo, o que contraria o resultado do Lema 3.8,
que diz que pt (coF(0) + 1 F(1)+ ...+ ¢, F(n)). Esta contradigao, decorre do fato de

supormos que e fosse algébrico. Portanto, o niimero e é transcendente. O

Vale salientar, que o método usado por Hermite para provar a transcendéncia de e
foi estendido por Lindemann em 1822, para demonstrar a transcendéncia do 7, poste-
riormente a de e® onde « é algébrico nao nulo, no entanto, o Capitulo 5 serd dedicado
a uma generalizacao do Teorema de Lindemann, que implica em tais consequéncias,

mas antes, vejamos os resultados essenciais sobre Extensoes algébricas no Capitulo 4.
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Capitulo 4

Caracterizacao dos Algébricos Via

Extensoes de Corpos

Neste capitulo apresentaremos importantes resultados e propriedades algébricas,
analiticas e complexas dos ntimeros algébricos e transcendentes, que serao necessério
para o desenvolvimento de nosso objetivo principal. As principais referéncias utilizadas

na elaboracao deste capitulo sao, Endler [3] e Pollard; Harry [13].

4.1 Caracterizacao de Elementos Algébricos

Esta secao sera dedicada aos conceitos de extensoes de corpos e alguns resultados
preliminares. Sera dedicado ainda ao teorema das fungoes simétricas e os conceitos
de conjugado, norma de um algébrico, base integral e discriminante, os quais sao de

fundamental importancia.

4.1.1 Extensao de um Corpo

Definigao 4.1. Sejam K e L dois corpos. Dizemos L € uma extensao de K (ou de um
corpo K ), e serd denotado por L|K. Quando K for um subcorpo de L. Neste caso, K
é um corpo com as operacoes de L tal que K C L e consideramos L como um espaco

vetorial sobre K (ou K-espago vetorial).

Exemplo 4.1. Sao exemplos de extensdes de corpos C|R; R|Q; C|Q; Q(1)|Q e Q(v/2)|Q.

Assim como, K (z)|K, onde K é um corpo e z é uma indeterminada sobre K.

Definigao 4.2. Sejam L|K uma extensao de K. Entio K(oy, o, .., ap) denotard o

menor subcorpo de L contendo aq,aqs, ..., a, e K. Além disso, uma extensao L|K €
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chamada finitamente gerada sobre K se existir ay, qa,...,a, € K tais que
L=K(o,ag,...,ap)

isto €, a1, Qa, ...,y geram a extensao L sobre K.

Definigao 4.3. Se ezistir o € L tal que L = K(«), dizemos que L é uma extensao

simples sobre K e a é chamado um elemento primitivo de L sobre K.

Recordemos os conceitos de Niimeros Algébricos e Transcendentes, com a finalidade

de generaliza-los.

Definigao 4.4. Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que o € L € algébrico
sobre K, quando eziste P(z) € Klz] nao nulo tal que P(a) = 0, isto é, quando «
for raiz de um polinomio nao nulo com coeficientes em K. Caso contrdrio, o € dito
transcendente sobre K. Mais geralmente, 0s numeros ai,Qa,...,oa, € L sdo ditos
algebricamente dependentes sobre K, se existe P(xy,...,x,) € K[xy,...,x,] nao
nulo tal que P(ay,...,a,) = 0. Caso contrdrio, os nimeros ayq, o, ..., q, sio ditos

algebricamente independentes sobre K.

Definicao 4.5. Sejam L|K wuma extensio de K. Dizemos que L é uma extensao

algébrica sobre K, se todo o € L € algébrico sobre K.

Exemplo 4.2. Todo elemento a € K ¢ algébrico sobre K.

De fato, seja @ € K. Entao basta tomar o polinomio f(z) =2 —«a € K[z| nao nulo
e teremos « como raiz de f(x), isto é, f(a) = a — a = 0. Logo, todo « é algébrico
sobre K.

s

Definigao 4.6. Seja L|K wuma extensao e suponhamos que o é algébrico sobre K.
Entao, o polinomio minimal de o sobre K, denotado por P, k(x) € o polinémio monico
(coeficiente lider igual a 1) de menor grau com coeficientes em K que tem o como raiz,
ou seja, P, x(a) = 0. Neste caso, o grau de um nimero algébrico a é definido como o

grau de seu polinomio minimal, isto €, 0P, k().

Exemplo 4.3. O nimero o = % é algébrico de grau 2, uma vez que seu polindmio

2

minimal é P, g(z) = 2* — % sobre os racionais Q cujo o grau 0P, g(z) = 2.

Proposicao 4.1. Sejam C|K uma extensao de K e o € C um elemento algébrico
sobre K. Entao o polinomio minimal P, i(x) de o € irredutivel e inico sobre K tal
que P, k(o) = 0. Ele ainda divide qualquer polinomio que tem o como raiz, isto €, se

m(a) =0, entdo P, k(z)|m(x).
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Demonstragao. Suponhamos por contradicao que o polinémio minimal P, x(x) sobre

K seja redutivel, isto é,
Pox(x) = f(z)g(x)

com f(z), g(z) € K[z]| polinémios sobre K de graus menores que P, x(z). Podemos
assumir que f(x) e g(z) sdo monicos. Entao,
Pk (@) = 0= f(a)g(a) =0

como K[z] é um dominio de integridade, tem-se

fl@)=0 ou g(a) =0

isto é, a é raiz de f ou de g tais que possuem graus menores do que P, x(x), o que
contraria a definicdo de polinémio minimal P, x(z). Portanto, o polinémio minimal
P, k(x) é irredutivel sobre K. Note que P, x(x) é tinico. Suponha que existe outro

polinémio minimal ¢(x) € K|z] tal que ¢(«) = 0. Entao,
¢(a) =0=P, k(o) = q(a) = Py k()

Como ¢(z) e P, x(z) sdo monicos e de menor grau para o qual « é raiz. Sendo assim,
devemos ter ¢(z) = P, x(x). Logo, P, x(z) é tnico. Note ainda que P, x(z)|m(x).
Suponha que um polinomio m(x) € K|z] é tal que m(a) = 0. Assim, pelo Algoritmo

da Divisao Euclidiana para polinémios, existem ¢(z), r(x) € K|x] tais que
m(z) = P, k(x)q(z) +r(z), onde Or(z) < 0P, k(z) ou r(z)=0.

Se r(z) = 0. Entao m(x) = P, k(x)q(x). Logo, o polinomio P, x(z)|m(x). Caso
r(x) # 0, tem-se que Or(z) < 0P, k(z). Como

0=m(a) =P, k(a)q(a)+r(a) =r(a) =0

Como a ¢ raiz de r(z) tal que o grau deste é menor do que o grau de P, x(x), ge-
rando uma contradi¢ao com o fato de P, x(x) ser o polinomio minimal de a sobre K.
Portanto, 7(z) = 0 e P, x(x)|m(z). O

4.1.2 Grau de uma Extensao e Caracterizagao de Algébricos

Definicao 4.7. O grau da uma exstensio L|K, denotado por [L : K] € igual a dimensdo
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de L como espago vetorial sobre K. Dizemos que L|K é uma extensao finita quando
[L: K] =n < oco. Caso contrdrio, tem-se [L : K| = co. Além disso, dizemos que
o conjunto B= {By,...,B,} € uma base da extensao L|K, quando os elementos de B

forem distintos dois a dois e B for base do espago vetorial L sobre K.

Exemplo 4.4. O grau [Q(v/2) : Q] = 2, onde Q(v/2) = {a+bv/2; a,b € Q} Por outro
lado, ja o grau da extensao [R : Q] = oo.

De fato, por defini¢do do conjunto Q(v/2) segue-se que o conjunto {1,v/2} é (L.I.)
e gera Q(v/2) como espaco vetorial sobre Q. Note que todo elemento o € Q(+/2) é da
forma a.1 + b.v/2 = a, com a,b € Q. Logo, {1,v2} gera Q(v/2). Se a + by/2 = 0.
Suponha por absurdo que b # 0, entdo v/2 = —% € Q, o que é um absurdo, pois V2 é
irracional. Logo, b= 0, dai, a + 0v/2 = 0, e assim @ = 0, o0 que implica que o conjunto
{1,/2} é (L.I) sobre Q. Portanto, o grau de [Q(v/2) : Q] = 2. O caso da extensao
R|Q, segue imediatamente do Teorema 2.7. Portanto, [R: Q] =

Note que o corpo K(«) consiste de todo quociente zia;,
Q@

linémios sobre K com h(a) # 0. No teorema seguinte mostraremos que todo elemento

onde g(a) e h(a) sao po-

de K(«) pode ser escrito de forma tinica como um simples polinémio em «, de modo

que, podemos identificar K(«) = K|a/.

Lema 4.1. Sejam L|K uma extensio e a € L um elemento algébrico sobre K de grau

n. Entao K(a) = K[a| e para todo elemento f € K(«) pode ser escrito de forma unica
B=ag+aa+--+a,_1a"" = f(a)

onde a; € K, com1=0,...,n—1€&N.

Demonstragao. sejam [ = 9la) € K(a), onde g(z),h(x) € K[x] e h(a) # 0. Como «

h(e)
é algébrico de grau n. Entao seja P, i () o polindmio minimal irredutivel de a sobre K
cujo o grau 0P, k() = n tal que P, x(a) = 0. Note que P, x(x) { h(z) (caso contrario,
pela Proposigao 4.1, terfamos que h(a) = 0 ). Entao mde(P, (), h(x)) = 1. Logo,

existem s(z), t(x) € K|z] tais que
s(x)Pox(x) +t(x)h(z) =1
Aplicando « na expressao acima, tem-se

s(a) Py k(o) +t(a)h(a) =1 = t(a)h(a) =1 = —— = t(a)

72



4. Caracterizagao dos Algébricos Via Extensoes de Corpos

E multiplicando a tltima igualdade por g(«), tem-se
B == =gla)t(a) € K[o]

que é um polinémio em «. Para simplificar escrevemos f = f(a) € Kla], o que
mostra que K(«) C K[a]. Como Ko C K(a), concluimos que K(«a) = K[a]. Além
disso, seja f = f(a) € K(a) = KJz]. Pelo Algoritmo da divisao Euclidiana existem

q(z),r(z) € K[z], unicamente determinados tais que
f(z) = Py g(x)q(z)+r(z), onde Or(zr) <dP,x(xr)=n ou r(xz)=0.

Em qualquer dos casos, temos que 7(z) é um polinomio de grau no méximo n—1 € N.

Assim, podemos escrever

r(z) =ap+ a1z + -+ ap2"?

coma; € K,i=0,...,n—1¢&N. Aplicando « a expressao de f(x), tem-se

f(a) = Pox(a) g(@) +r(a) = f(a) =r(a) = f(a) = ap + ma + -+ + @10
0

Resta mostrar a unicidade da expressao f(«). Suponha que

fla)=ap+aa+ - +a, 0" =by+ba+-+b, " = h(a)
onde a;,b; € K, com i = 0,...n —1 € N. Segue imediatamente que o polinémio
q(z) € K[z] onde

q(z) = (ag — bo) + (a1 — by)w + -+ + (ap_1 — by_y )"

é tal que q(a) = (ag—bo) + (a1 —b1)a+- -+ (a,_1 —by_1)a" ™ = f(a)—h(a) =0, isto
é, q(a) = 0 e pela Proposicao 4.1, P, i (z)|q(x), porém 0q(z) < 0P, k(z) = n. Assim,
devemos ter ¢(z) = 0, dai, a; = b;, para todoi=0,...,n—1 € N. O

Lema 4.2. Sejam L|K uma extensao e a € L algébrico sobre K de grau n. Entao
{1,a,...,a" '} é uma base da extensio K(a)|K e [K(a): K| =n = 0P, x(z), onde

P, k(x) € o polinomio minimal de o sobre K.

Demonstragao. Seja o € L|K algébrico de grau n. Entao o grau de seu polinémio

minimal irredutivel é 0P, x(x) = n. Pelo Lema 4.1, cada elemento § = f(a) € K(a)
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é escrito de forma unica

B=fla)=ag+aa+- -+ a,_1a"' com a; €K

n

isto é, todo elemento de K («) é combinacao linear de 1, v, . .., a" ! sobre K, mostrando

que {1,q,...,a" 1} gera K(a) sobre K. Além disso, se fosse
ap+aa+ -+ a0t =0

com coeficientes nem todos nulos, terfamos f(a) = 0, isto é, « seria raiz de f(z) tal que
0f(x) < 0P, k(z) = n, o que contradiz a minimalidade de P, x(z). Assim, devemos
terag=a; =...=a,_; = 0, segue-se que 1,c,...,a" ! é (L.1), logo, {1,c,...,a"" !}
é uma base de K(a) sobre K, com n elementos. Portanto, podemos concluir que
[K(a): K| =n= 0P, k(). O

Vejamos o resultado que caracteriza algébricos e transcendentes via extensoes de

COTPOS.

Teorema 4.1. Sejam L|K uma extensio e o € L. Entdo « é algébrico sobre K se, e

somente se, [K(a) : K| < oo.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que « é algébrico sobre K. Pelo Lema 4.2, tem-se que o
grau de extensao
[K(a) : K] = 0P, k(z) <n < oo.

Reciprocamente, suponhamos que [K(«) : K| < oo, digamos [K(«) : K] = n. Por

defini¢ao de grau, {1,q,...,a" '} é uma base da extensio K(a)|K, em particular, ¢
um conjunto (L.I.) Logo, o conjunto {1,a,...,a" a"} é (L.D.) sobre K, pois temos
que n+ 1 >n = [K(«a) : K|. Assim, existem coeficientes ao, ..., a,-1,a, € K nao

todos nulos tais que
ap + a1+ -+ 10"+ a,a” =0

Tomando f(z) = ag+ az + -+ ap_12" " + a,2™ € K[z], temos que f(z) # 0 e

fla) =ap+ a1+ - - - + a,a™ = 0, mostrando que « é algébrico sobre K. O

Observacao 4.1. Dessa forma, se L C C é um corpo de nimeros algébricos (isto é,
uma extensao finita de Q) e # um algébrico de L. Entao todo elemento g € Q(¢) pode
ser unicamente representado como um polinomio em 6 com coeficientes em Q, isto é,
B=f(0)=ay+afd+ -+ a,10"" com a; € Q, onde n = [Q(F) : Q]. Além disso,

podemos generalizar este fato da seguinte maneira: Sejam 6y, ..., 6, elementos de L.
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Entao para todo elemento 3 € Q(6y,...,0,), tem-se 3 = f(64,...,0,), tal que
flze,... xn) € Qlay, ..., 2.

Corolério 4.1. Sejam L|K uma extensao e o € L. Entao « € transcendente se, e

somente se, [K(a) : K| = oo.
Demonstragao. Segue imediatamente da contra positiva do Teorema 4.1. O

Teorema 4.2 (Multiplicatividade do Grau). Sejam K, L e M extensoes de corpos tais
que K C L C M. Entao o grau da extensao M|K € igual ao produto do grau de M|L
por LK, isto é,
M : K|=[M:Ll[L:K]

Além disso, temos que o grau da extensao [L : K] =1 se , e somente se L = K.
Demonstrag¢ao. (Parte I). Dadas as extensoes M|L e L|K, obtém-se uma base da
extensao M|K multiplicando-se os elementos de uma base de M|L pelos de uma base
de L|K. Com efeito, suponhamos que = {By,...,B,} e v = {Y1,...,Y,,} formem
uma base M|L e L|K, respectivamente, tal que o grau [M : L] = n e [L : K] = m.

Vamos provar que o conjunto
T ={B\Y1,....,B.Y1; BiYo,....,B.Ys; ... ; BiYy,..., B, Y.}

com nm elementos é base de M|K. Note que basta mostrar que

m n

Z Z aijBin = 0, com CLZ‘]‘ =0

j=1 i=1

Como = {By,...,B,} ébase L|K, e assim, J é (L.I.) e gera L| K, (K C L), tem-se

Z(ZijBi:(), com aij:O, j:l,“"meN

i=1
Como v ={Y1,....Y,,} é base M|L, e assim, v é (L.I.) e gera M|L, (L C M), tem-se

m
Zainj:Q com a; =0, 2=1,....ne€N

=1

Como 7 é base de M|L sobre L tal que L C M. Entao para todo § € M|L, existem

wy, ..., W, € L tais que

0= Em:wjyj
j=1
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Como [ é base de L|K sobre K tal que K C L. Entao podemos ter

n

wy =Y ayB;, com a; €K, j=1..meN

i=1

Dai, substituindo w; na expressao de ¢ acima, tem-se

m n
ZZQU-BZ»Y]-, com a;; € K

j=1 i=1

Dessa forma, se
m n
ZZCZ”BZY; =0= Qi = 0
j=1 i=1

Logo, o conjunto 7" é base de M|K e portanto [M : K] =n.m = [M : L].[L : K].

(Parte II). Se [L : K] = 1, entao o conjunto {v = 1} é uma base da extensao L|K.
Resulta que todo a € L é da forma a = a.v = a.1, com a € K. Dai, o € K. Logo, a
extensao L C K e como K C L por hipdtese. Portanto, temos L = K.

Reciprocamente, se L = K, existe um elemento v = 1 que gera L, isto é, L = K (1),
e assim, o conjunto {v = 1} é base da extensao L|K. Portanto, o grau da extensao
[L:K]=1.

O

4.1.3 Relagao de Girard e Polinéomio Simétrico

As “Relagoes de Girard” sao relagoes estabelecidas entre os coeficientes de um po-
linomio e suas raizes. Elas se baseiam na igualdade entre a forma desenvolvida e a

fatorada de um polinomio, comparando seus coeficientes.

e Polinémio de grau 2: Considere P(x) = az? + bz + ¢, com a # 0, a,be c € R

e raizes x1 e x5. Decompondo P(x), tem-se

ar’ +br+c = a(z —zy)(x — 1)

2

= a(x — 1T — T + xlxg)

= az? — a(z1 + 22)T + az12s

Pela igualdade de polinomio, tem-se

ZL'1+£E2 = —
T1r2 =
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e Polinémio de grau 3: Considere P(x) = az® + bz* + cx + d, com a # 0, a,b, c

e d € R e raizes x1, x5 e 3. Pelo mesmo argumento, tem-se

ard + b’ +cr+d = a(r —x) (v — 23)(x — 13)
= a(2® — (21 + 22 + 23)2” + (B122 + 2123 + T2T3)T — T1T273)

= az® — a(xy + 19 + 23)2? + a(w179 + 1173 + ToT3)T — AT T2T3

Pela igualdade de polindomio, tem-se

b

I + i) + X3 = 4
T1To + 173 + T3y = i

_ d

T1T9X3 =

Note que ha uma alternancia entre os sinais das relacoes. Na expressao da soma das
b

a

raizes temos sempre o sinal negativo (-2). No entanto, a partir das somas de produtos
parciais agrupados, ora temos sinal positivo, ora negativo. Essa recorréncia permite
escrever as relagoes de Girard para qualquer grau de P(x). Generalizando, o polinémio

P(z) de grau de n € N, resulta:

e Polindémio de grau n: Consideremos o polinomio

n

-1 —2 t

P(z) = apz™ + ap 12" F apox™ -+ arx + ag = E T
t=0

com a, # 0, a; € R, comt = 0,...,n € N e raizes x1,2s,...,2, (podendo haver

repeticoes). Por recorréncia, obtemos

n

Zat:ct = ap(z—x)(x —29) - (x — )
= a, <x" — (i xi>x"_1 + ( Z xixj>x"_2 +- (=) (:Elxg .- $n>>

i=1 1<i<j<n
n
-1 -2
= a,z" —an( E xz>x" +an< E xixj>x” +---+an(—1)”($1$2---$n>
i=1 1<i<j<n
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Pela igualdade de polindomio, tem-se

( n
Qn —
E x; =T+ Tot o+ T, =
n
i=1
Ay —
E TiT; = T1To + T1T3 + - F T1Tp + ToTy + ToZy + -+ Tpo1 By = 22
1<i<j<n
_ kOn—k
> wi e ay, = (—1)ket
1<i1<ip<...<ip<n
i e — (—1)"%
{ TiyTig - iy, = (=1)" 38
A seguir veremos que as relagoes de Girard coincide com as fungoes simétricas
elementares, que em particular, sao polindmios simétricos, a qual serd uma ferramenta
util para a solugao de equagoes algébricas.
Definigao 4.8. Seja A um anel. Dizemos que um polinomio P(xy, ... ,x,) € Alz1, ..., xy)

¢ simétrico (ou fungao simétrica) em xy,xa, ..., Ty, se
P(l'g(l), . ,l'g(n)) = P(.Zl, e $n>

para toda permutacdao o € S,, onde S, € o conjunto das permutagoes do conjunto
{1,2,...,n}, o qual possuem n!(n fatorial) permutagoes, isto é, um polinomio € dito
simétrico quando podemos permutar as varidveis de P(xy, ..., x,) entre si, sem que isso
altere o valor da sua expressao original. Além disso, Para todo, k = 1,2,....n € N,

os polinomios
n

0'1(1'1,...71'") = Ty
i1=1
0'2(1'1,...71'") = E L1 Ly
1<y <i2<n

or(xy, .. x,) = inlxm”'%‘k

1< <19<... <. <n

O’n(xl, e ,ZL'n) = Ty Ty T

n

sao simétricos em Ty, ..., Ty, € sdo chamados de k-ésima funcdo simétrica elementar.

Observacao 4.2. Note que da Definicao 4.8, acima temos que a k-ésima funcao

simétrica elementar coincide com as Relagoes de Girard, e assim, podemos generalizar

Uy
oz, .. x,) = Z iy Ty + -+ Ty, = (—1)kn—k

o ) Qn,
1< <2<... <. <n
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paratodo k=1,...,n € N, onde os a,_i e a, sao coeficientes de algum polindmio nao
nulo da forma P(x) = a,2" + a,_ 12" ' + a,_02™ % -+ + ayx + ag, de grau n € N que

tem xq, s, ...,T, como raizes. Além disso, podemos escrever:

P(x) = ap2™ + ap 12"+ ap 022+ -+ a1+ ag

= ap(z—21)(x —22) - (T — 2y)

— (o= (D a)e 4 (X m)at et (<1 (aana2,))

i=1 1<i<j<n

= a, (x" —oy(r1, 29, .. )T 4 (1) 0 (2, 2, - - ,:En))

Exemplo 4.5. O polinémio P(x,y) = 2°>+y* € Alz,y| é simétrico. Além disso, existe
um polinomio ¢ € Az, y] escrito em termos de uma fungao simétrica elementar tal que
P(z,y) = ¢(01(x,y), 02(z,y))

De fato, P(z,y) = 2* + y*> = y*> + 2> = P(y,z). Logo, P(x,y) é simétrico. Além
disso, podemos escrever

P(z,y) = 2*+y* = 2* + 2zy+y* — 2zy = (x+y)* —2zy = 01(2,9)” —202(x.y) = @(01 (2, y), 02(x, y))

Portanto, o polinémio P(x,y) = gp(ol(x, Y), oo(x, y)) para algum polinomio .

Na verdade, esse fato do Exemplo 4.5, acima é bem geral como veremos a seguir no

Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas.

Teorema 4.3 (Fundamental das Funcoes Simétricas). Seja P(xy, ..., z,) € Alxy, ..., 2,)
um polinomio simétrico em n varidveis, com coeficientes em A. Entao existe um po-

linomio o(xq,...,x,) € Alxy,. .., x,] tal que

P(zy,...,2,) = gp(ol(xl, ey )y e (T, ,xn))

onde op(xy,...,x,), com k =1,...,n € N denota as funcgoes simélricas elementares
em Ti,...,Tn, isto €, podemos escrever todo polinomio simétrico como um polinémio

em termos de funcoes simétricas elementares em x1, T, ..., Ty.

Demonstracao. Procederemos por inducao sobre n, no ntimero de variaveis e em se-
guida sobre o grau do polinomio. Se n = 1, note que o;(x1) = x; obviamente temos

P(z1) = P(o1(xy1)). Para facilitar a notacao, denotaremos:

o1:=01(T1,. .. Tn), 02 = 02(T1, o, Ty)y ey O = On(T1,y .., Tp)

para as funcoes simétricas elementares nas variaveis 1y, ..., Tp.
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(Hipétese (I)): Suponha que o teorema seja vélido para cada polindmio simétrico

P(xy,...,xp1) € Alx1,...,2,_1], isto é, existe g1(z1,...,2,-1) € Alx1, ..., 2,_1] tal
que P(zy,...,2,1) = g1(01,...,0,_1) e representamos as fungoes simétricas elemen-
tares em x1,...,T,—1 POL:
n—1
g1 = 0'1(1'1,...,$n) = E €
i=1
09 = 0'2(1'1,...,$n) = E XTilj
1<i<j<n—1
On—1 := Op_1(21, .. -,fn) = T1Ty " Tp
as quais podem ser obtidas fazendo x,, = 0 em P(z1,...,2,-1,0). Agora, para mostrar
que o teorema vale para polindémios em 1, xa, ..., Ty, P(xy,...,2,) € Alxy,..., 2z, de

grau d, usaremos indugao sobre o grau de P, (0P = d).

Se P = 0, entao terfamos apenas polinémios P(z1,...,z,) constantes e o resultado
seria trivial, pois nao depende do nimero de variaveis.

(Hipétese (II)): Suponhamos que o resultado seja vélido para polinémio simétrico
H(zy,...,x,) € Alxy,...,x,] de grau menor que d (0H < d) e provaremos que ele se

verifica para polindmios de grau d. Considere o polinomio

P(xy,...,2,-1,0) € Alzy,...,x,] fazendo x, = 0 em P. Como P(z1,...,Tp_1,%,) é
simétrico, tem-se que P(xy,...,Z,_1,0) também é simétrico. Logo, pela (Hipétese (1)),
existe gi(z1,...,xn—1) € Alx1,...,2,-1] tal que
P(l‘l,...,l'n_l,()) 291(0'1,...,0'n_1> (41)
onde o;, com i = 1,....,n — 1 € N denota as fungoes simétricas elementares em
T1,09, . Tp_q- Assim, temos ainda que
Pl(xl, . ,l’n> = P(l’l, e ,.fEn) — 91(0'1, e ,O'n_l) (42)
¢ um polinémio simétrico em x1, xo, . .., T, por ser a diferenca de polinémios simétricos.
Note que fazendo z,, = 0 na expressao de Pi(xy,...,z,), obtemos

Pl(xl,. . .,l'n_170> = P(l’l, .. .,.fEn_l,O) — 91(0'1, e ,0'”_1)

Dai, e de (4.1), tem-se que
Pl(l'l, .. .,.Zn_l,O) =0

Por conseguinte, z,, é um fator comum de Pj(xy,...,z,), (pois quando aplicamos
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x, = 0 em P e ele zerou, isso significa que na expressao de P; temos fatores z,,). Como
Py(x1,...,x,) ésimétrico em x1, o, . . ., Ty, segue-se que z; paratodoj =1,... n € Né
fator comum de P (z1,...,z,) o que implica que 0,, = x1x5 - - - x,, divide Py(z1,...,2,).
Logo,

Pl(l'l,...,l'n):O'npg(.fﬂl,...,fﬂn> (43)

para algum Ps(z1,...,x,) € Alz1,...,2,]. Pela simetria de Py(zy,...,x,) e como o,
é fungao simétrica elementar, entao Py(z1,...,x,) deve ser simétrico e como o grau de
P, é menor do que o grau de P, (0P, < 0P = d). Entao pela (Hipétese (II)), existe

um polinoémio ga(xy,...,z,) € Az, ..., z,] tal que
Pg(l'l,...,l'n)292(0'1,...,0'n> (44)
Finalmente, das expressoes de (4.2), (4.3) e (4.4), obtemos

P(xl,...,xn) = Pl(l'l,...,.fﬂn)+gl(0'1,...,0'n_1)
= O'nPQ(.Z'l,...,.CEn)+gl(0'1,...70'n_1)

= O'ngg(()'l, e ,O'n) +gl(0'1, .. .,O’n_l)

Como P(xyq,...,x,) estd escrito como soma de fungoes simétricas elementares em
Ty, Xa,...,x,. Portanto, o polinomio P(z1, ..., z,) = cp(ol(xl, 0 PPN, ' P ,$n)),

sendo (o1 (1, ... xn)s ..oy 0n (X1, ..oy T0)) = Onga(01, ... 00) + 9101, .. opy). O

Lema 4.3. Sejam By, PBa, ..., By raizes de um polinémio f(x) com coeficientes inteiros,
f(z)=bz"4+cia" ' 4+~ +c,. com b €Z, i=1,...,ncN.

Sendo b # 0. Se P(xy,...,x,) € Qlzy,...,2,] € simétrico. Entao P(p,...,0,) € Q.
Além disso, se P(xy,...,x,) € Zlxy,...,x,] e P =t €N, entao V'P(p,...,[0,) € Z.

Demonstra¢ao. (1* Parte). Seja P(xy,...,2,) € Q[xy,...,z,] um polinémio simétrico.
Pelo Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas 4.3, existe p(z1, ..., 2,) € Q[z1, ..., 2,)
tal que

P(xy,...,2,) = gp(al(xl, ey )y e (T, ,xn))

Aplicando Sy, ..., 0, a P(z1,...,2,), tem-se

P(ﬁl,...,ﬁn> :99(0'1(61,...,Bn),...,()'n(ﬁl,...,ﬁn))

Como fi, ..., B, sao raizes de f(z) e b,¢; € Z, sendo b # 0. Entao por definigao de

fungoes simétricas elementares e das Relagoes de Girard, confirma a Observacao 4.2,
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que

0'1‘(51,...,Bn):(_1)i%€@, izl,...,REN

Dessa forma,

C1 nCn
P(fBy,...,0,) = gp((—l)lg, oo (=1) ?)6 Q
Portanto, o polinomio P(fy, ..., 3,) € Q é um racional. Por outro lado,
(2* Parte). Seja P(xy,...,x,) € Z[r1,...,x,] um polinémio simétrico. Pelo
Teorema 4.3, tem-se
P(zy,...,2,) = gp(ol(xl, ey )y e (T, ,xn)) (4.5)
para algum ¢(xy,...,x,) € Z[xy,. .., x,], escrevendo o polindmio ¢ em n varidveis

o(xy, ..., x,) = Z a(i)xlf .. -xﬁl", com ag) € Z
(@)
onde denotamos o multi-indice (i) := iy, ...,i, € N para facilitar a notagao. Como
OP =t, por (4.5), o grau dp = t, entao o meiX(i){il tig oty ap) # O} =1
Por outro lado, aplicando fi,..., 5, e 0;(f1,...,5,) = (—1)"% a igualdade (4.5),

com ¢ =1,...,n € N, obtemos

P(ﬁla"'vﬂn) = (19(0—1(617"'aﬂn)a"'ao—n(ﬁla"'7571))
= Za(i)o—l(ﬁla cee aﬁn)il e O—n(ﬁlv s 7571)7;"
(@) , )
(€ " nin [ Cn "
= LoD (%) (2)
= %):(_1)(¢1+2¢2+m+mn)bil flfi.)bin e

_ m a(’) i in
= Z(—l) e L
(2)

sendo m = (iy + 2iy + - -- + ni,) € N. Logo,
bi&})(ﬂ17 . 7571) — Z(_1)mbt—(i1+...+in)a(i)clil L szn
(2)

Como b,ay e c; € Zet > i+ ---+i, para todo multi-indice (i) = 4y, ...,4,. Portanto,

a expressao b'P(fy,. .., [,) € Z é um inteiro. O

Proposicao 4.2. Seja o polinomio F(x) € K[x]|—{0} ndo constante de graun e o € C
uma raiz de F(x). Entdo.

(a) a € raiz multipla de F' se, e somente se, a € raiz de F', isto é, F'(a) = 0.
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(b) Se F(x) é irredutivel sobre K. Entdao todas as raizes de F(x) sao simples (todas

raizes sao distintas).

Demonstragao. item (a). (=) . Se a é raiz multipla de F'(x), sendo de multiplicidade

m > 1, por defini¢ao, temos

F(z) = (z—a)"q(z), q(z) €Clz], e q(a)#0
Por derivacao, tem-se

F'(z) =m(z — )" 'q(x) + (z — )¢ (x), m>1
Dai, aplicando «, segue-se:

F'(a) =m(a—a)™q(a) + (a —a) "¢ (a) =0 = F'(a) = 0.

(«<=). Reciprocamente, se F'(a) = 0. Suponhamos por contradi¢do que « fosse
raiz simples de F'(z), ou seja, com multiplicidade m = 1. Entao existe g(z) € Clx] tal
que

F(z) = (z—a)'g(z),  gla)#0

Usando regra de derivacao, tem-se
F'(z) = 1(z — a)g(z) + (z — a)'¢/(x) = F'(x) = g(z) + (x — a)g'(z)
Aplicando = = «, obtemos

F'(a) = g(a) + (@ — a) ¢'(a) = F'(a) = g(a)
0

o que uma contradicao, visto que, F'(a) =0 e g(a) # 0. Portanto, o nimero « é raiz
multipla de F'.

item (b). Seja F(z) € K[z] um polinémio irredutivel sobre K e « raiz de F(x)
de multiplicidade m. Basta prova que m = 1. Seja P, x(z) o polindmio minimal de
« de menor grau para o qual « é raiz. Pelo Algoritmo da divisao Euclidiana existem

q(z),r(z) € K[z], unicamente determinados tais que

F(z) = P, k(x)q(z) +r(z), onde Or(z) < dP,k(z) ou r(z)=0.
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Aplicando «, tem-se

Pela Proposi¢ao 4.1, temos P, x(z)|r(z), mas Or(z) < 0P, x(x). Segue-se da minima-

lidade do grau de P, k() que r(x) = 0. Dessa forma, tem-se

Logo, pela irredutibilidade de F'(z), existe uma constante ¢ € K —{0} tal que ¢(z) = ¢
ou P, x(x) = ¢, digamos ¢(z) = c¢. Entao F(z) = cP, x(z).

Note que, se a multiplicidade de F(x) fosse m > 1, pelo item (a), seguiria que
F/(a) = cP, la) = 0

Dai, terfamos P, ;-(«) = 0 tal que 9P, () < 0P, k() o que contradiz a minimalidade
de P, k(x). Logo, a multiplicidade de F'(z) é m = 1. Portanto, todas as raizes de F'(z)

sao simples (todas raizes sao distintas). O

Teorema 4.4. Uma extensao algébrica miltipla de um corpo de nimeros algébricos €
uma extensdao algébrica simples. Em outras palavras. Se oy, o, ..., a, sdo algébricos

sobre Q. Entdo existe v algébrico sobre Q tal que

Q) = Qlay, asg, ..., ay)

isto é, a extensao de Q por v e mesma que a extensao de Q por aq, o, ..., .

Demonstragao. Primeiro, mostraremos que (dados «, 5 € L algébricos sobre K e as
extensoes Q C K C L finitas, existe um u € K(a, ) tal que K (o, ) = K(u).) em
seguida estenderemos de modo que existe um elemento algébrico que pode ser obtido
como combinacao de um numero finito de geradores algébricos sobre Q.

A principio iniciaremos por inducao sobre o grau [L: K] < oco. Se [L:K] = 1,
pelo Teorema 4.2, (Parte II), tem-se L. = K(1) e o teorema ¢é vélido trivialmente.
Suponhamos que [L:K] > 1. Assim, exite v; € L, v ¢ K. Seja K; := K(vy),
se Ky = L, entao L. = K(v1) o teorema é vélido. Mas, se existe vy € L tal que
ve & Ky = K(vy). Seja Ky := Ky (v2) = K(v1) (v2) = K(v1,v2), se L = Ky, entao
L = K(vy,v2). Como por hipétese [L : K] < oo é finito. Conseguimos vy, va, ..., v, € L
comr >2 €N tais que L = K (vy,...,0-1,v,) e v; € K(vy,...,0;_1).
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Dessa forma, temos:
KCK(v;) CK(v1,v9) C... CK(vy,...,0-1) CK(vy,...,0-1,v,) =L < 00

Por conseguinte, [K (vq,...,v,—1,v,) : K] < oo e temos por hipétese de inducao que
existe a € K (vy,...,v,_1) tal que K(vy,...,v,_1) = K(«), dai, segue-se imediata-
mente que L = K(vy,...,v,-1,v,) = K(a) (v,) = K(«,v,). Fazendo v, = § € L
temos:

L=K(a,p) (4.6)

Agora vamos provar que existe u € L tal que K (a, 5) = K (u).
Se a, 8 € L sao algébricos. Existem os polinomios irredutiveis P(z) = irr (a,K) e
Q(z) = irr (8,K) de graus 0P(z) = m e 0Q(x) = n. Pela Proposigao 4.2, item (b),
P(z) e Q(x) possuem raizes distintas em C. Sejam os conjugados o = aV, a(?, ... o™
e B=pW, 3% .. B raizes distintas de P(z) e Q(z) em C, respectivamente.

Paracadai=1,.... meNej=2...,n €N, sejam

o) —q

)\ij::meca J#1

Como K é um corpo infinito, e hd um ntmero finito de solucoes em A;;, podemos

escolher um A # 0 € K diferente de todas as solugoes, isto é,

Seja u := a+ Af, como todo elemento ¢ € K (u) pelo Lema 4.1, pode ser escrito de

forma unica:
( = ap+au+...+a,_u™t

= ag+a(a+M3)+ ...+ any (a+23)""

Como ¢ é combinagao de (a + A\3), entao ¢ € K (a, 3), dai, segue-se que
K (u) C K (e, 5)

Basta mostrar que K (a, ) C K (u), para tanto, é suficiente verificar que 3, o € K (u).
Consideremos o polinomio H (z) = P (u — Az) em K (u) [z]. Temos que 3 é raiz de
H(x), pois
HPpB)=Pu—A3)=P(a+A8—-A3)=P(a)=0

Como f também é raiz de Q(x) € Klz] C K (u) [z], segue-se que (z — ) divide Q(z) e
H(zx). Seja d (z) = mdccp) (Q(x), H(x)).
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Afirmamos que d(z) = (x — ). Como d(z)|Q(x) e d(z)|H(z) as raizes de d(x)
em C[z] sdo as raizes comuns de Q(z) e H(z). Provaremos que d (3)) = 0. Com
efeito, suponhamos que d (B(j)) = 0 para algum j = 2,...,n € N, e assim, teriamos
que H(BY) =0, o que implicaria P (u — )\B(j)) = 0, o que significa que (u — Aﬁ(j)) é
uma das raizes a = oY), a® ... o™ de P(z). Logo, existiriaumi = 1,...,m € N tal
que

a® =y -\ = (a4 \B) — MY =+ A (5 — 5(1‘)) ’
Por conseguinte, para algum 7 =1,...,m € N.

o) —q

m:)\ﬁ)\:)\w, j:2,...,n€N

o que um contradigao em (4.7) pela escolha de \ ¢ A.

Segue-se que d (5(1)) = 0, entao d(f) = 0. Logo, d(z) = x — [ o que mostra
afirmacao.

Agora, seja dy (z) := mdeg ) (Q(z), H(x)). Como K(u)[z] C C[z], segue-se o
grau dd; (z) < dd (x) = 1. Se dy (x) # d(x) terfamos que 0d; (z) = 0 e assim, d; (z)
seria constante igual a 1, isto ¢é, di(z) = 1, jd que dy (v) = mdeg)) (Q(z), H(z)) e
ainda d;(z)|d(x). Por outro lado, como d (x) = mdccy (Q(x), H(x)) terfamos ainda
que

d(z)|di(z)=1=d(z)=1

o que é um absurdo, uma vez que d(z) = x— . Logo, podemos concluir que o elemento
dz) =z —p = di(z) € K(u) [z], isto é, B € K(u). Note que @« = u— A3 € K(u),
pois u € K (u), vimos que f € K(u) e A € K C K(u). Logo, temos K (o, 5) C K (u).
Portanto, K (a, 5) = K (u).

Fazendo Q (o, 8) := K («, ), segue-se que a extensao Q (a, ) é simples, quando

a, 3 sao algébricos sobre Q, isto é, existe u € Q (a, 3) algébrico sobre Q tal que

Como a extensao Q (ay, s, a3) pode ser escrita como Q (aq, az) (o).

Pelo caso de dois geradores, existe w € Q (a1, a2) (a3) tal que

Q (ah a27a3) =Q (w)

Procedendo de maneira anédloga, a extensao multipla, existe v € Q (av, . .., as_1) ()

tal que
Q(a17a27 .. .Oés) = @(7)
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0 que prova o teorema. ]

Definicao 4.9. Uma estensdao algébrica Q(6)|Q € dita normal se todo polinémio ir-

redutivel em Q[x] que tem pelo menos uma raiz em Q(0), tiver todas as raizes em

Q(0).

Lema 4.4. Seja Q(0)|Q uma extensao algébrica, se ay, aa, ..., a5 sio algébricos sobre

Q. Entao existem 0 algébrico sobre Q e uma extensao Q(0)|Q normal tal que

Q(Q) 2 Q(ala Q... as)

Demonstragao. Pelo Teorema 4.4, existe v algébrico sobre Q tal que

Q) = Qlay, asg, ..., ay)

Considere P, g o polinomio minimal de v. Sejam v = v1,%2,..., %, as m raizes de

P, o. Aplicando novamente o Teorema 4.4, temos que existe ¢ algébrico tal que

Q(0> = Q(’yl?f)/% s 7’7m) ) Q(’Y) = @((11, Qg,. .. 7a5)
Resta-nos provar que a extensao Q(#)|Q é normal. Com efeito, considere g(z) €

)
)

Ql[z] irredutivel e monico com uma raiz a € Q(#). Mostraremos que toda raiz de g(z

pertence a Q(f). Como o € Q(0) = Q(y1,72,---,Ym). Entdo a = f(y1,7%2, -, Ym

para algum polinomio f(xy,zs,...,2,) € Q[xy,...,x,]. Defina o seguinte polinomio:

G(l’) = H (l’ - f(’YJ(l)a Yo(2)s - - - a’)/o(m)>>

oESH

onde S, é o conjunto das permutacoes de {1,...,m}, o qual possuem m! permutacao.

Assim, o grau 0G(x) = m! quando o produto é tomado sobre todas as permutagoes
e os coeficientes de G(x) sao escritos em termos de fungoes simétricas em suas raizes:
{f(r725 -+ ¥m) }pes,, - Dessaforma, quando permutamos {71,792, - - ., Vm } em f temos

que {f(Yo(1), Yo(2)s - - - ,'yg(m))}ges fica invariante, isto é,
f(’YU(l)v’Ya(Q)v oo 770(m)) = f(’yla V25 - - a7m> =ac Q(@)

Assim, os coeficientes de G(x) sao fungoes simétricas em v, 7a, - - . , Ym, €m particu-
lar, G(x) é polinoémio simétrico e pelo Lema 4.3, sdo racionais, dai G(z) € Q[x] e como
G(a) =0e g(z) = P, g é polindmio minimal de «, sendo g(«) = 0. Dai, os polinémios

G(z) e g(x) tem a raiz a em comum. Pela Proposicao 4.1, g(z) divide G(z), isto é
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G(z) = g(z)h(z) para algum h(z) € Q[z]. Sejam ay,as,...,a; as raizes de g(x), entao
G(a;) = g(a;) h(a;) =0, com j=1,....l€N
0

Por conseguinte, a; é raiz de G(x) para todo j = 1,...,l € N. Aplicando a; na

expressao de G(x), tem-se

G(a;) = H (aj = f(Vo)s Yo(2)s - -- ,%(m))> =0

cE€ESm
Dessa forma, deve existir uma permutagao o € S, tal que todas raizes de g(x) estao

em Q(#), isto é,

a; = f(Va(1), V5(2) - - - Yo(m)) = f(Vo(1)s Yo@)s - - - » Yo(m)) € Q(O)

Portanto, a extensao Q(¢)|Q é normal.

4.1.4 Conjugado de um Elemento Algébrico

Lembremos que os conjugados sobre @, de um ntimero algébrico v sao as raizes
do polinébmio minimal de v sobre Q. E comum nos referimos aos conjugados sobre Q
apenas por conjugados. Agora definiremos um novo tipo de conjugacao.

Definigao 4.10. Seja Q(0)|Q um extensao algébrica. Dado v € Q(0), pelo Lema 4.1,

n—1

tem-se y = Zaﬂj = h(0) de forma unica, para algum h(z) € Q[z] e Oh < n — 1.

=0
Seja 0 = 0W 02 . 0" asn raizes do polinomio minimal de  sobre Q. Entdo
n—1
Y =>"a;(09) =n(0?), 1<i<neN.
=0

sao chamados conjugados de v sobre Q(0) e para facilitar representamos por:

(CORPNIC)

7’7 ﬂ"'?’y(n)

7=

Proposicao 4.3. Sejam a e § nimeros algébricos em um corpo K de grau n sobre Q

os racionais. Se os conjugados de o sobre K sdo oo = a(l), 0[(2)7 o a™ e os de 8 sio
B=pW 33 . 3", Entio
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(i) (a+B)D =a® + 8O para 1<i<neN;

(ii) (a.8)D =D O, para 1<i<necN.

Demonstragio. Item (i). Como [K : Q] = n, entao existe # tal que K = Q(0).
Assim, o = h(f) = Zj:_é a0 e f = g(0) = Z;:& b;67, onde h(z) = Z;:g a;xl e
g(x) = Z;:ol bz’ estao em Q|z], com a;,b; € Q. Segue-se que
n—1 A
a+ B =h(0) + g(0) = Zajaf + Zb 0= (a; +b))¢ = f(6)

7=0

onde f(z) =" l(a] +b;)2? € Q[z]. Parai=1,...,n € N, aplicando o conjugado,

7=0
tem-se
n—1 n—1 n—1
(@+8)? = F00) = D" (a;4b,)(6VY = 3 a;(00)+ 3 b0 = h(6V)+9(6") = 2457
j=0 j=0 j=0
O item (ii). é andlogo. O

Seja Q(#)|Q uma extensao algébrica de grau n sobre Q. Note que v tem n conjuga-
dos sobre Q(€) no novo tipo, e m conjugados sobre Q no antigo, onde m|n. A relagao

entre os dois conceitos de conjugados serd estabelecida a seguir, no Teorema 4.5.

Teorema 4.5. Seja Q(0)|Q uma extensdao algébrica de grau n sobre Q. Entao
(i) Os conjugados de v sobre Q(6) sdao os conjugados sobre Q todos repetidos = vezes;
(ii) O elemento v € Q se, e somente se, todos seus conjugados sobre Q(0) sao iguais;

(i1i) Q(v) = Q(0) se, e somente se, todos os conjugados de y sobre Q(0) sdo distintos.

Demonstragao. item (i). Seja v € Q(#), entao v = r(#), sendo r(z) € Q[z], onde 6 é
algébrico de grau n tal que 8,03 . 6 sdo seus conjugados. Considere o seguinte

polinémio simétrico monico:

ﬁ (z—r( 0(1)

=1

com coeficientes racionais. Note que
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pois, considerando § = 01, temos v = 7(6) = r(V) é raiz de F(x). Como F(z) é
simétrico, entao Pelo Teorema Fundamental das Func¢oes Simétricas 4.3, ele pode ser
expresso em termos de funcoes simétricas elementares em x. Por outro lado, como

podemos escrever F'(x) da forma:

n n

F) =] (= =r(0") = 2"+ ai(r(8),...,r(0™))a" " (=1)’
i=1 i=1
e assim, podemos escrever seus coeficientes como polinémios em z, e estao em Q.
Seja P, g(x) o polindmio minimal (mo6nico) de y sobre Q tal que P, () = 0. Entao

como F(v) =0, tem-se P, g(z) divide F(z). Assim, podemos escrever:
F(z) = [Pg(2)] h(z),  h(z) € Qla].

(onde S serd especificado posteriormente) e P, g(x) e h(x) sdo primos entre si.
Mostraremos que h(z) = 1. Note que, se h(z) = ¢ é constante, entao deve ser igual
1, visto que, P, g(x) e F(x) sdo monicos (coeficiente lider igual a 1). Se h(z) nao é um

polindmio constante, ele possui um dos 7(6%)) como raiz, digamos r(6")). Entao
h(r(z)) =0, quando = 0w

Seja Gy g(z) o polinomio minimal de # tal que para todo i = 1,...,n € N,
Goo(0) = 0, em particular, para z = 0, temos que Gy o(r) = 0, pela Proposi¢ao

4.1, segue-se que Gy g(x) divide h(r(x)). Dessa forma, tem-se
h(r(x)) = Gog(z)u(z),  u(z) € Qz].
Dai, aplicando o i-ésimo conjugado de 6, temos

h(r(07)) = Goo(@?)u(@?) =0, i=1,2,...,n€N.
N——

0

Logo, h(r(6%)) = 0, para todo 8%, com i = 1,...,n € N, em particular, para 6.

Assim, temos

o que é impossivel, pois P, g(7) = 0 e P, g(z) e h(x) sdo primos entre si, o que implica

que eles nao podem possuir raiz em comum. Com efeito, (Suponha que eles possuem

uma raiz em comum. Se mdc (P q(x),h(z)) = 1, existiria um ¢(z), v(z) € Q[z] tal que

P o(z)q(z) + h(z)v(z) =1 = P, o(v)q(y) + h(y)v(y) =1 = 0= 1) o que é uma
e gl
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contradi¢ao. Segue-se que h(z) é constante e essa deve ser 1, (h(z) = 1). Logo,

F(z) = [Po(@)]”

Desde que m é o grau de 7y sobre Q, tem-se S = e o polinémio F(z) é uma

poténcia do polinomio minimal. Logo,

33

F(z) = [Pyo(@)]™ = (Py0(x)) (Pro(2)) - - (Pyo())

-

wV
L —pezes
m

Portanto, os conjugados de v sobre Q() sao os conjugados sobre Q todos repetidos

vezes. O

Demonstragao. item (ii). Se v € Q. Entao existem um polinémio minimal (moénico

de menor grau para o qual 7 é raiz sobre Q):

Py o(z) = (x =) € Qlz]

tal que OP, g(x) =m = 1. Usando o item (i) acima, tem-se que S = * = n. Dali,

F(z) = [Pq(x)]” = [Po(a)]" = F(z) = (z —)"

Logo, todos os conjugados de v = 4 = 42 = . = 4 devem ser iguais para que
sejam raizes de F(z).

Reciprocamente, se todos os conjugados de v = 7 = ... = (" sdo os mesmos, em
F(z) = (x — )" com coeficientes racionais. Assim, pelo item (i), S =n o que implica

m = 1. Note que,

Flz) = (x =)z —=7)--(z—7)
= (e ()
= 2" —o1(7,7% .2+ (D)0, (7, )

Dai, o1(7v,7,...,7) = Z’y = n7y € Q. Por conseguinte, ny = 5, com ¢,d € Z, d # 0 e
i=1

n € N*. Portanto, o mimero gama v = -5 € Q ¢é racional. O

Demonstragao. item (iii). Seja o grau da extensao [Q(#) : Q] = n. Note que usando

o Teorema da Multiplicatividade do Grau 4.2 (parte I e em seguida parte II), teremos
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e a extensao Q(v) = Q(), se, e somente se,

em=mneS="2=1se esomente se F(z) =[P, g(z)]' e nao teremos repeticoes

de conjugados. Portanto, todos os conjugados de 7 sao distintos. O

Observagao 4.3. A primeiro momento parece que os conjugados 7% = h(6%)) depen-
dem de uma escolha particular de . No entanto, eles dependem apenas do corpo que

esta sendo considerado. Para maiores detalhes Ver [13], p. 66-68.

4.1.5 Norma de um Elemento Algébrico

Definigao 4.11. Seja Q(6)|Q um extensdao algébrica de grau n. Entdo denotamos (a
norma de ) por N(«) e a definimos como o produto dos conjugados de o sobre Q(0),

isto é, N(a) = a) - a®@...qM,

Lembremos que em uma extensao K|Q. Um nimero a € K é dito um inteiro
algébrico se for raiz de um polindmio monico com coeficientes inteiros de menor grau

para o qual « é raiz.

Proposicao 4.4. Sejam Q(0)|Q um extensdao algébrica de graun € N e a, f € Q(6).
Entao

(i) N(af) = N(@N(@);

(ii) N(a) =0 se, e somente se, o = 0;

(iii) Se a € inteiro algébrico nao nulo. Entio N(«) € Z — {0};

(i) Se o € racional. Entio N(a) = o™, onde n = [Q(6) : QJ.

Demonstrag¢ao. Item (i). Pela Proposigao 4.3 item (ii), temos que o conjugado do

produto é o produto dos conjugados, segue-se

N(ap) = (aB)D(aB)®---(ap)™
(@D BMY (0 B@) ... (am gm)
aDa® ... qmaHEA) ... gm)
= N(a)N(B).

O

Demonstragdo. Ttem (ii). Suponha que N(a) = 0, como N(a) = aWa@ ...a™ =0,
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entdo ¥ = 0 para algum i € {1,...,n}, mas
n—1
0 =3 a;(09)7 =0
=0
Logo, ag=a1 = ... = a,_1 =0 e portanto, a = ;:g a;67 = 0.
Reciprocamente, se a = 0 claramente N(a) = 0. O

Demonstragao. Item (iii). Seja « inteiro algébrico, entao existe um polinémio mini-

mal (monico) P, z(z) com coeficientes inteiros tal que suas raizes sao os conjugados

D ..

a® al ,a™ de a, cujo coeficiente do termo de maior grau é 1, isto é,

POLZ(:L'):x"+a1x"_1+---+an_1$+an, a; € Z—{0}, i=1,....neN.

Pela Observagao 4.2 e passando os conjugados, temos

Pag(#) = (2 —a)(x =) (z —alv)

= 2" —0o1(aV,a® .. a4 (=)0, (e, ) aM)

Por conseguinte, temos que o;(aV), a® ... a™) = (~1)'q; € Z,parai=1,...,n € N.

O resultado segue, pois
N(a)=aWPa@...a™ =g, (aV, a® . .. o) =(-1)a, € Z - {0}.

O

Demonstragio. Item (iv). Se a € Q C Q(#), entao a = h(f). Pelo Teorema 4.5 item
(ii), todos os conjugados de a sdo iguais sobre Q(f), isto é, a¥ = h(0?) = « para

todoi=1,...,n € N. Portanto, a norma de « é:

N(a) = aWa@...q® =qq---q=a"

n-fatores

O

Vale salientar que a norma N («) depende do corpo que esta sendo considerado.

4.1.6 Inteiro Algébrico e Base Integral

Definigao 4.12. Seja Q(0)|Q um extensao algébrica de graun. O conjunto de inteiros

algébricos {an,...,an} € chamada base integral de Q(0), se todo a € Q(0) inteiro
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algébrico pode ser escrito de forma unica como
a=bay+---+by,, b;€Z, i=1...neN.

Definigao 4.13. Seja Q(6)|Q um extensao algébrica de grau n. O discriminante de
um base {aq, ..., a,} de Q(0)|Q ¢é definido por

L @ ) 2

ay’ oy am,
A[ala 7an] = |:d€t <a§1)>:| = |det : :

(4)

onde o’ € o i-ésimo conjugado de o, para 1 <i,j <n € N.

Vejamos alguns resultados referentes a inteiros algébricos que serao tteis posterior-

mente.

Teorema 4.6. Se a é um niumero algébrico. Entao existe r € Z nao nulo tal que ra

¢ um inteiro algébrico.

Demonstrag¢io. Como « é algébrico. Entao existe um polinomio minimal (monico)

P(x) € Q[z] de grau n, isto é,
P(x)=ay+ax+...+ap_ 2" " + 2"

Como P(z) € Q[z], podemos supor sem perda de generalidade que a; = g— € Q, onde

bi € Z,c; € Z,sendo ¢; >0, comi=0,....n—1€N.

Considere r = (cocy -+ - Cp—2¢n—1) € Z—{0}. Substituindo a; = g— em P(z), obtemos

7

b b by—
P(z)= =+ 2z 4. 4 2hgn 4 gn
ch G Cn—1
Como P(«) = 0, tem-se
b b by—
0=+ 2o+ -+ 22"t 4 an
G O Cn—1

Multiplicando a igualdade acima por ™ = (cgcf - -

ocr_y) € Z — {0}, temos

b b b
= (e y) (e ot e

(cpcl -t ot )™t +rta”
Co C1 Cn—1

0

Supondon > 1= n—2> —1, dai, n —2 > 0 e cancelando os ¢; do denominador,
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0="bo(ch ™" -eny) + bileg e iTacnT1) (cocr - CpaCpr) Ao

v

~\~
T

et b (eoer o) (G el a4 ()
1

Por conseguinte,
0 =bo(ch ™"+~ en_y)+ba(cg™ el ™ ehTacn T ot - by (cocr -+ eun) (ra)" T (ra)”

Logo, ra é raiz de um polinomio monico de grau n irredutivel com coeficientes inteiros.

Portanto, o niimero ra é um inteiro algébrico. O

O teorema acima afirma que a partir de um ntmero algébrico é sempre possivel
obter um inteiro algébrico. Dessa forma, convém notar na observagao a seguir algumas

propriedades dos inteiros algébricos.

Observacao 4.4. Vale salientar que a soma, diferenca e o produto de inteiros algébricos
sao inteiros algébricos. Além disso, se o é um inteiro algébrico, entao seus conjugados
a® também o sdo, visto que, todo inteiro algébrico é um nimero algébrico e que o
conjunto dos algébricos formam um corpo. Por outro lado, um inteiro algébrico é

numero inteiro ou irracional, confirma o Teorema 1.1.

A seguir vamos demonstrar em detalhes alguns Teoremas cldssicos e tteis sobre
base integral, discriminante e inteiro algébrico.
Lema 4.5. Se ay,an,...,q, formam uma base de K sobre Q tal que

n

Br= cirej.  cr€Q k=12..neN

J=1

Entdao B, 5o, ..., B, € também uma base se, e somente se, o determinante da matriz

dos coeficientes € nao nulo, isto €, det (cji) # 0.

Demonstragao. (<=). Suponhamos que o det (¢;;) # 0. Como por hipétese [ esta

escrito como combinacao linear de a; o qual gera K, entao [ também gera K. Basta
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mostrar que os [, sao (L.I.), para todo k = 1,...,n € N. Suponha

n

af=0, @ €Q k=1..neN

k=1

Entao,

3

n n

n
0= ag Cjp0j = E akCjk E o
Jj=1

k=1 Jj=1 k=1
Como os «; sao (L.I.), tem-se (o; # 0, para todo i =1,...,n € N). Logo,

n

Zakcjkzo, j=1,...,neN
k=1
Como por hipdtese o determinante da matriz dos coeficientes é nao nula, ou seja,
det (cji) # 0. Segue-se que a, = 0, para k = 1,...,n € N. Logo, os f; sao (L.I.) para
todo k =1,...,n € N. Portanto, os (1, P, . . ., 5, também formam uma base.
(=). A reciproca, serd demostrada pela contrapositiva:

Suponha que det (cj;) = 0. Refazendo os passos anteriores, ou seja, suponha que

n

n n n n
Zakﬁk =0= Zachjkaj = Zakcijaj =0
k=1 =1 j=1

k=1 j k=1
Como os «; sao (L.I.) Logo,

n

ZaijkZO, j=1,...,neN
k=1

Como por hipétese det (cj;) = 0, existe pelo menos uma solugao nao trivial com ay,

nao todos nulos. Dessa forma, como

Zakﬁk:(), ap #0, paraalgum k=1,....neN
k=1

Segue-se que os [ sao (L.D.) Portanto, os 31, s, .. ., #, nao formam uma base. O

Teorema 4.7. Seja Q(0)|Q um extensao algébrica de grau n. Entao toda base integral

de um corpo K € uma base.

Demonstragao. Seja {aq, aa,. .., as} uma base integral de K tal que o, as, ..., a5 sao
inteiros algébricos. Dado o € K inteiro algébrico, pelo Teorema 4.6, existe um niimero

inteiro r € Z nao nulo tal que ra € K é um inteiro algébrico. Consequentemente, por
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definicao de base integral podemos escrever de forma tinica como:

ra = bjag + byas + ... + byag, bjeZ, 1=1,...,s€eN

Dat b b b b
a:—1a1+—2a2+...+—sas, —ie(@, i=1,....,s€eN
r r r r
: , b; .
Assim, como todo a € K é gerado por oy, com — € Q, parai =1,...,s € N.
r

Basta mostrar que os «; sao (L.I.). Suponhamos que
croq + e + ...+ csas = 0, €eQ, i=1,...,seN

Multiplicando a equacao acima pelo menor denominador D positivo comum dos

¢, 8, (D.c;) de modo que obtemos a seguinte relagao
dl(ll—l—dQOéQ—l—..."—dSOéS:O, dZEZ, izl,...,SGN

e por defini¢ao de base integral (essa representagao deve ser tinica) e assim os d; sao

todos nulos, (d; = 0), por conseguinte, os ¢; = 51 = 0. Logo, os a; sao (L.I.) sobre Q,

paratodoi = 1,...,s € N. Portanto, o conjunto {ay, as, ..., as} é base. Considerando
K := Q(6) segue-se imediatamente que s = n, visto que o nimero de elementos de

uma base € igual ao grau da extensao n = [Q(f) : QJ. O

Teorema 4.8. Se ay,...,q, formam uma base cujos elementos sao inteiros algébricos

da extensao algébrica Q(0)|Q de grau n. Entdo o discriminante dessa base
Alag, ..., o) € Z —{0}.

¢ um numero inteiro nao nulo.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que a extensao tem grau [K : Q] = n. Primeiro, veja-
mos que o discriminante esta bem definido, pois seu valor nao depende da base, cujos
elementos sao inteiros algébricos, em seguida veremos que é um racional, para assim
concluirmos a demonstracao. Em outras palavras, dados a1, s, ..., a, € 51, B2y ..., By
duas bases para K, veremos que os discriminantes diferem apenas pelo um fator
quadratico.

Note que, se

n

Be=Y cirey,  cp€Q, k=12....n€eN

=1
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é outra base tal que estd escrita como combinacao linear da base o, .. ., «,,, entao pelo

Lema 4.5, o det(cj;) # 0. Aplicando o i-ésimo conjugado, tem-se

;ii)Zchkaﬁ-i), Lk=12....neN

J=1

Por uma multiplicacao de determinante, obtemos

det ( éi)) — det (cjk.ag,i)) — det (c;y) .det (ay))

e elevando ao quadrado, temos

[det ( ,9)}2 = [det (c;i)]” . [det (ay)>]2

Logo, resulta em uma importante férmula:

AlBy, ..., Ba) = [det(ci))] Alov, ..., an) (4.8)

Pelo Lema 4.1, todo elemento de K := Q(#) pode ser escrito de maneira dnica da

forma:
ap+ a0 + ax0* + ... +a, 10" = f(0), @ €Q, t=0,1,....,n—1€N

Todo elemento de Q(f) é combinacao de {1,6,6% ...,0" '} e pelo Lema 4.2, formam
uma base de Q(€) sobre Q tal que o grau da extensao [Q(6) : Q] = n.

Usando o fato de que (Ot)(i) , (0 i-ésimo conjugado da t-ésima poténcia de 6) é
0 mesmo que (G(i))t, (a t-ésima poténcia do i-ésimo conjugado de #). Assim, para

0<t<n—1€eNe 1<i<neN encontramos o seguinte discriminante:

1 o (mnf ... (mny—l

: 1 62 (p2N: ... (gt
D(e);zA[1,9,92,...,9"—1]=[det(at)“)rz det| ~ ( .) ( ')

1 o™ (mmf ... (mmyhl

Note que esse é um determinante de Vandermonde (confira a Proposi¢ao 6.1), é

conhecido por ter o seguinte valor:

) _ p))?
H(e 0%)

1<t<i<n
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Segue-se que
D) =A[L6,6% ... = [ (6 —69)°
1<t<i<n

Como os conjugados de 6 em Q(f) sao distintos, entdao D () # 0. Note que D (6)
é simétrico em relacio ao 6 e enxergando D(#) como uma expressio polinomial em
que é constituida pelos conjugados de 8 que sao raizes de certo polindmio, e assim, pelo
Lema 4.3, o discriminante D () € Q é um racional.

Em (4.8), fazendo «; = #"!, para todo i = 1,2,...,n € N e como cj; € Q tal que
det(c;x) # 0. Logo,

Al ] = [det(cp)]” D (6) € Q — {0} (4.9)

¢ um racional nao nulo. Portanto, mostramos que o discriminante de toda base de
Q(0)|Q é diferente de zero e pertence a Q.

Dessa forma, suponha que {a1,...,a,} forma uma base integral de Q(#)|Q, entao
()
j

de a; também sao inteiros algébricos. Consequentemente, para 7,7 = 1,...,n € N, o

por definicao os «; sao inteiros algébricos, em particular, o «;’ o i-ésimo conjugado

discriminante:

(1)

o af (m

Qn

(n) _(n) (n)
a; oy o,

é um inteiro algébrico, (visto que, no determinante teremos operagoes de soma, sub-
tracao e produto de inteiros algébricos os quais sao inteiros algébricos). Por (4.9),

temos que o discriminante

Alay, ..., a0, € Q — {0}

é um racional nao nulo. Usando o Teorema 1.1, que diz que um inteiro algébrico é
ndmero inteiro ou irracional, sendo o discriminante Afay,...,®,] a0 mesmo tempo
um inteiro algébrico e racional nao nulo, e assim, ele deve ser um inteiro nao nulo.

Portanto, o discriminante Alay, ..., a,] € Z — {0}. O
Teorema 4.9. Todo corpo de nimeros algébricos possui pelo menos uma base integral.

Demonstragao. Seja K := Q(#) um corpo de numeros algébricos onde assumimos 6
um inteiro algébrico. Considere todas as bases de K cujos elementos 1,6,...,0" ! sao
inteiros algébricos, (Nao provaremos que 1,0,...,6" ! formam uma base integral, o
fato de nao ser necessario ficara aparente mais adiante).

Para uma determinada base (formada por inteiros algébricos) que serd especificada
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posteriormente, pelo Teorema 4.8, o discriminante de tal base é um inteiro nao nulo, e
assim, existe alguma base wy, ..., w, de modo que podemos obter o determinante do

discriminante de tal base, isto é,
det(A [wy, ... ,wn]> =d, sendo d minimo.

Pelo Teorema 4.8, temos d # 0. Agora, mostraremos que wy, .. ., w, é base integral.
Suponhamos que nao fosse uma base integral. Porém, em qualquer caso os wy, ..., w,

formam uma base, entao existe w € K tal que
W = a1 Wy + aws + ...+ a,wy,

nao de modo tnico, onde a; € Q, com 7 =1,...,n € N, no entanto, nao todos inteiros.
Sem perda de generalidade, podemos supor que a; ¢ Z é um racional nao inteiro.

Escrevendo a; = a+r, coma € Z, r € Q sendo 0 < r < 1. Definamos
w] = w — aws; e wp =w, para k=23,....,neN
Dai, e da expressao de w, tem-se
wy =w — aw, = Wy + asws + ... + a,w, — aw; e Wy = Wa, ..., Wy = Wy,.
Por conseguinte,

wi =w —aw; = (a; —a)wy + aswy + azws + ... + aw,

Wy = Ws = 0w, + lLwy + Owsz +...4+ 0w,
wi=ws = 0wy, + 0wy + laws +...+ 0w, (4.10)
W) = wy, = 0w, + 0wy + Owsz +...4+ law,

Dessa forma, tomando o determinante da matriz dos coeficientes, (que denotaremos

por ¢ji) das ultimas igualdades acima, obtemos:

ap—a ay az -+ Qp
0 1 0 --- 0

det(cjp) =det| 0 0 1 = 0 [=(m—a)=r>0
0 0 0 1
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Segue-se que o determinante da matriz dos coeficientes de wq, ..., w, é diferente de
zero, det (cjk) =7 # 0. Como wy, ...w, formam uma base de K, e de (4.10) temos que

wy, estd escrito como combinagao linear de wy, ..., w,, isto é,

w,’;:chkwj, k=1,2,....neN

j=1
Logo, pelo Lema 4.5, wi,...,w} é também uma base. Aplicando o conjugado, temos
“)—Zc]kw ik=1,2,...neN

Pela multiplicagao de determinante e elevando ao quadrado, segue-se

et (i) )] = et (e0) . [det ()]

Por conseguinte,
Ay, ..., wi] = [det(r))? Alwy, . . ., w,)

Dali, resulta em:

Alwt, ..., wk] = r*Awy, ..., wy)

Tomando o determinante da igualdade acima, e como 0 < r < 1, obtemos
det(A [wi,... ,wZ]) = r2det<A [wy, ... ,wn]> < det(A [wy, . .. ,wn]> =d

o que contraria escolha do determinante, det (A [wy, .. .,wn]> = d como minimo, e
tal contradicao decorre do fato de supormos que wy, ... w, nao é base integral. Logo,
existe pelo menos uma base integral em um corpo de nimeros algébricos. Além disso,
por razoes que estao claras acima, uma base integral é também chamada de base

minimal. O

Préximo capitulo serd dedicado a generalizagao do teorema de Lindemann e algumas

consequencias.
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Capitulo 5

Uma Generalizacao do Teorema de

Lindemann

Neste capitulo apresentaremos em detalhes uma generalizagao do Teorema de Linde-
mann estabelecido por Hermite-Lidemann, e ainda, algumas consequéncias mais gerais
como a transcendéncia de certos niimeros e fungoes trigonométricas como: e®, e, T,
log(a), sin(a), cos(a) e tan(«), sendo « algébrico. A principal referéncia utilizada na

elaboragao deste capitulo é Niven [12].

5.1 Resultados Preliminares

Vimos no Capitulo 3 que o ntimero e é transcendente resultado dado por Hermite
em 1873, mais tarde, Lindemann estendeu seu método provar a transcendéncia de 7 e
e“ 0s quais sao casos especiais de um teorema mais geral que serd o assunto principal

deste capitulo.

Lema 5.1. Considere q polinomios Py(Y1, ..., Ym),--- Py(y1,- ... ym) em m varidveis

Y1, - - -, Ym dados por:

P, =P (y1,....ym) = fr(xj)) i+ ...+ [ () Y, Jj=1,...,q, i=1,....meN

com coeficientes f; (x;), os quais sao polinomios sobre um corpo K. O produto

PP Py=1] fiz)w

j=1 i=1

desses polinomios quando os termos sio agrupados em y;, os coeficientes de f; (x;) sdo

polinomios simétricos em xy, ..., 7,.
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Demonstracao. Note que, se

PPy Py = > file) sy fiwa)yi--- Y filwg)ys
i=1 i=1

i=1
qg m

= [I1D_fi@)u

j=1 i=1

Agrupando os termos em y, para facilitar a notagao podemos escrever o produto como:

PP---P, = E Cin,igYis Yio *** Yig (5.1)

1<i1 <ip<-+-<ig<m
A condigao i; < iy < --- <4, é imposta na soma para indicar que os termos estao
sendo agrupados. (Devemos mostrar que cada coeficiente Cil,...,iq = Cil,...,iq (1,...,2q)
é simétrico em x1,...,12,). Note que toda permutacao de zi,...,z, deixa o lado es-

querdo da igualdade em (5.1) invariante, pois é apenas uma permutagao dos polinémios
Py, P,, ..., P,. Logo, essa permutagao também deixa o lado direito de (5.1) invariante, e

assim, deixa todo coeficiente Cj,

i, que estd escrito em termos de 1, . .., x, invariante.

Logo, cada Cj, . ;, € polinomio simétrico em x1,. .., z,. Portanto, ao permutar tais po-

qg m
linomios PP --- P, = H Z fi (z;) y; temos que quando os termos sao agrupados em

j=1 i=1
Y;, obtemos coeficientes de f; (;) que sao polindomios simétricos em 7y, . .., z,. O
Lema 5.2. Sejam Q (0) |Q uma extensdo algébrica normal de graun e @ = 0 93 9™

os conjugados de 0. Se F(x) € Q[x] € um polinomio com coeficientes racionais. Entao

o conjunto

(F(6W),F (6),....F (6" (5.2)
¢ permutado quando substituimos 6 por 0.

Demonstragao. Seja 6 € Q(f) um nimero algébrico satisfazendo o polinémio minimal

monico com coeficientes racionais:
-1
fley=a"4+bix" " +...+b,1x+ b,

Sejam os conjugados de § = 6 92 . 9" as n raizes de f(x). Como a extensdo
Q () |Q é normal, entdao Y € Q () para todo j =1,...,n € N e pelo Lema 4.1 pode

ser escrito de modo tinico como um polindémio em # com coeficientes racionais:

09 =h;(0) =ap+a0+. .. +an 0" 2 +a,10"", hj(z)€Qz], j=1,....n€N
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Por conseguinte,

0U) = h; (0) = an_1(0 —21)(0 — 22) -+ (0 — 2p_1)
n—1
= (9" L_ sz 0" 24 Z xia:j)en_3 + -4 (—1)"_1(:U1:U2 .. 'ZL‘n_l))
=1 1<i<j<n—1
= Up_1 (971—1 — 01(:1:1, To,. .. ,xn_l)G" -2 + -+ (—1)n_10n($1,$2, o ,ZEn_l)).
tal que oy (z1,...,Zpn-1),..., 00 (T1,...,2,_1) sd0 fungdes simétricas elementares de

h;(0) para j = 1,...,n € N. Substituindo 6 por % em h;(f), tem-se
hy(60) = (60) = 69 = hy(6)

claramente h{(0M), hy (9(1)) s hy (9(1)) tem as mesmas funcoes simétricas elemen-
tares que h;(6). Substituindo 6 por 02 em h;(#), satisfaz a mesma relacio, e assim, as
funcoes simétricas elementares de hy (9(2)) , ho (0(2)) e hy (0(2)) sao também iguais
ade hj(#), paraj=1,...,n€N.

Note que, substituindo 8 por 6 em h;(0), temos (0(2))(j) = h; (0(2)), e aplicando
em f(z), para todo j =1,...,n € N, obtemos

f ((9(2))(1')) _ ((9(2))(J')>" + by ((0(2))(])>
= () (0

= 0

N N i) R

o que significa que os elementos do conjunto:

{hi (0®) by (69) ... h, (6%)}

também sao raizes de f(x). Outra maneira de afirmar isso, mais geralmente, se
6 9> . 0™ sio polinémios em 6, e nesses polinémios 6 é substituido por 6,
resulta apenas em uma permutacio dos conjugados 1), ... 8™ Nao ha nada de es-

pecial no A nesta analise, na verdade, é véalida a generalizacao quando substituimos

6 pelo 8%, como M), . .. ™ sdo as raizes de f(x). Segue-se que
{h1 (67 o (09) .. By (09) ) = {0, 0P, ... 0™} (5.3)
em alguma ordem parai=1,...,n € N.

Agora, aplicando #Y) = h;(f) em F(z), para cada j = 1,...,n € N, tem-se
F (69) = F (h;j (6)) e substituindo ¢ por #) como no argumento anterior em (5.3).
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Teremos que o conjunto
[F(6W) F(69), ... F(6™))

também é permutado em alguma ordem. O

Lema 5.3. Sejam Q (0) |Q extensdo algébrica normal de grau n. Entdao todo elemento
v € Q(0) e seus conjugados vV, ~? ... A" satisfazem uma equacio polinomial

g(x) =0 de grau n com coeficientes inteiros.

Demonstragao. Sejay € Q (), entdo existe F(z) € Q[z], com (0F(z) <n—1) tal que
v = F (), e aplicando o conjugado, tem-se y) = F (H(j)), paracada j=1,...,n € N.

Afirmamos que as funcoes simétricas elementares de v = vy ~@) .~ 530
polindmios simétricos em 0§ = 6 932 . 9,

De fato, seja o a k-ésima funcao simétrica elementar dada por:

Ok (117$27---7$n) = E Ty Tjy - - - Ty,
1<i1<ig<-<ip<n

Defina os polinomios Py (21, xa, ..., x,) € Q[z1, 29, . .., x,] dado por
Py (1,29, ..., 2p) =0 (F(21), F(22),..., F(x,)), k=1,....neN

Primeiro, mostraremos que os P sdo simétricos com respeito 6V, 02 .. 6™ (os

conjugados de ). Note que, aplicando ) em P, para cada j = 1,...,n € N, tem-se
P00, 00) = oy (F (6V),....F (6™)) = 0 (1 V,..../™)  (5.4)

Dai, se ¢ € S, (conjunto das permutacdes de {1,...,n}), entdo permutando os ) em

P, paracada j=1,...,n € N, tem-se
P, (,9(4‘(1))’ o Q(C(n))) =0y (,Y(C(l))7 o 7,Y(C(n))) = 0oy (F (0(@“(1))) R (Q(C(n))))

Pelo Lema 5.2, o conjunto {F (9(4(1))) R & (0(4(")))} é uma permutacao do con-
junto {F (9(1)) yoos F (9("))}. Como oy, é simétrico, entao

op (F(0“D)) .. F(0“)) = oy (F (6V),...,F (6™))
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Dai, e de (5.4), segue-se

P, (0€0) . gCm) = o (F (8V) ... F (6™))

= O (fy(l), R fy(”))
P (69,

Isto é, quando permutamos o 6Y) (j-ésimo conjugado de ) em Py, obtemos que os
polindmios P, ficaram invariantes em # = 1) 03 . 9™ Logo, os P, sdo simétricos
em =00 92 9,

Dessa forma, temos
o (Y,...A") =P (0W,....0™), k=1,....neN

onde os P, sdo polinémios simétricos em @ = 1,62 . ™ com coeficientes racionais

tal que () sdo raizes de um certo polinomio que podemos tomar com coeficientes

inteiros) e assim, pelo Lema 4.3, os P, (0(1) 0(")) € Q sao racionais, para cada
a; a a

k=1,...,n € N, entao existem racionais bl b22 b", com ay, by € Z, by # 0, para
n

todokzl,...,neNtalsque

P60, 0™) = %,...,Pn (60, 0m) =

1 n

Considere o polinomio g(x) da seguinte forma:
g(x) :b(x—’y(l)) (x—’y(Q))---(x—'y(")), onde b=biby---b, € Z—{0}.

Claramente, o grau dg(z) = n ey, v .~ s3o raizes de g(x). Basta-nos mostrar

que g(z) € Z[z]. De fato, temos que

g(z) = bz —yW)--(z —y")
= b(a" =1 (7Y, .. A2+ 4 (=D e (Y, )
= b(a" — P (0N, ..., 0M)z" "+ 4 (=1)"P, (00, .., 0™))
— .. no__ ﬂ n—1 n%
= biby bn(x T 1) bﬂ)
:b1b2~~~bnx"—a1b2~ b n1+ +( )anbl"'bn_1€Z[$]
Portanto, o polinomio g(z) € Z[z|, onde b = byby - - - b, € Z — {0}. O

Lema 5.4. Considere as sequintes fungoes
m

flo)=> az®,  glz)= Zbﬂﬁj

J=1

106



5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

onde a, ; sao nimeros algébricos nao nulos. Assuma que os «; sdao distintos, e da
mesma forma os B; também o sao. Quando o produto f(x)g(x) € formado e todos os
termos de igual expoente sao combinados. Entdo existe pelo menos um coeficiente nao

nulo no resultado.

Demonstrag¢ao. Note que, pelo Lema 4.4, existe uma extensao normal Q (0)|Q que
contém ay, ..., Qy; fB1, ..., 5. Suponhamos que [Q(#) : Q] = n. Pelo Lema 4.1, pode-

mos escrever o e [3; de modo tinico como um polinomio em ¢ com coeficiente racionais:

n—1 n—1
Oéj = 7“]"10 s (§ 5]' = smﬂ
=0 i=0

Para cada j = 1,...,m € N, (respectivamente, j = 1,...,t € N).

e Dizemos que «; precede ay, (respectivamente [3; precede i) quando o primeiro

termo nao nulo da sequéncia

Teo — 750, Tka—T751, Tk2 —T52, -5 Tkn—1 — Tjn-1
respectivamente,
Sk,0 — 85,00 Skl T Sjls Sk2 T S2 -- oy Skn—1 T Sjn—1

for positivo, para o menor indice possivel.

Como os «; (respectivamente [3;) sao distintos, entao organizando a notagao, podemos
supor sem perda de generalidade que oy < «a; para j € {2,...,m} (respectivamente,
p1 < Br, para k € {2,...,t}).

Afirmacao. a;+/; < a;+ S (a1 + 51 precede o+ ;) paratodo j =2,...,m € N
ek=2,...,t € N. De fato, como

n—1 n—1
o+ P = Z (rLit+s,) 0 e aj+p= Z (rj + s8.) 0
=0 =0

Entao, basta mostrar que a diferenga a seguir é o primeiro termo nao nulo positivo,

isto é,
(rji+ ski) — (i +s1:) >0, para um certo indice i€ {0,...,n—1}.

Como oy < aj, paraj € {2,....,m}e [y < [k, parak € {2,...,t} e assim, podemos

supor j # 1 e k # 1, entao existem indices minimos a,b € {0,...,n — 1} tais que os
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primeiros termos nao nulos e positivos sao:

Tja—T1a>0 € Spp—3515>0 (5.5)

(valendo a igualdade 7;; = 71, e s;; = s1, para indice | pertencente aos conjuntos
{0,...,a—1}e{0,...,b— 1} os quais tem valores menores que a e b, respectivamente).
Considerando v = min {a, b}, entao para todo [ € {0,...,v — 1} temos as seguintes
igualdades 7;; = r1; € sg; = sy, dai, rj; + sg; = 71; + 51, € assim, para o indice

v =min{a,b} e de (5.5), obtemos
(Tj.,v + 3k.,v> - (rl,v + Sl,v) - (rj,v - rl,v) + (Sk,v - Sl,v) >0

Logo, temos que oy + 31 < a;+ Py (a1 + 1 precede oj+ ;) paratodo j =2,....,m € N
ek =2,...,t € N. Segue-se que, no produto f(z)g(x), o termo a;byz**? tem tnico
expoente e nao pode ser combinado ou cancelado com nenhum dos outros termos, em
particular, nao teremos um termo com coeficiente que possa anular o a;b;. Portanto,

existe pelo menos um coeficiente a;b; # 0 nao nulo no resultado. O

Vejamos na se¢ao a seguir uma Generalizagao do Teorema de Lindemann.

5.2 Generalizacao do Teorema de Lindemann

Para provar a Generalizagao do Teorema de Lindemann, achamos conveniente nesta
secdo, primeiro estabelecer o Teorema de Lindemann como caso especial sobre QQ, e em

seguida generalizar tal teorema sobre o conjunto dos algébricos A.

Teorema 5.1 (Lindemann). Sejam aq, ao, . .., a,, nimeros algébricos distintos. Entdao
os valores de e*',e*?, ..., e*™ sao linearmente independentes sobre o corpo Q dos

nUuMEeros racionais.

Demonstrag¢ao. Suponhamos por contradi¢gao que vale a seguinte relacao
m
Qj
E aje® =0 (5.6)
Jj=1
com coeficientes racionais a; € Q nao todos nulos. Descartando os termos com coefici-
entes nulos caso exista e reordenando a notacao, podemos supor que nenhum coeficiente
é nulo. Além disso, multiplicando (5.6) por um inteiro adequado, de modo que pode-
mos supor que os coeficientes a; € Z-{0} sao inteiros nao nulos. Pelo Lema 4.4, existe

uma extensao Q (#) |Q normal que contém «y, s, ..., q,. Suponha ainda que o grau
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

[@Q(#) : Q] = n. Pelo Lema 4.1, todo «; € Q(f) é expresso de modo tinico como um

polindmio em 6 de grau no maximo n — 1 com coeficientes racionais, digamos:

n—1
Oéj:ZTjigi, jzl,...,mGN
i=1
Sendo § = M 9@ . 6™ os conjugados de 8, e aplicando o k-ésimo conjugado
em «; sobre Q (6), temos
n—1 )
ol =31 (0W)', j=1,...,meN, k=1,...neN (5.7)
i=1

Note que, que %) possui caracteristica semelhante ao préprio @, ou seja, um nimero
algébrico de grau n, sendo raizes de um polinomio minimal, e como «; sao distintos

e escritos de modo nico como um polindomio em #. Consequentemente, as expressoes
(0
j

Formando o seguinte produtério e escrevendo de modo a facilitar a notagao, temos

polinomiais em (5.7) sdo tinicas em ), e ainda, os ;" sdo distintos para todo k fixo.

0=
k

n m (k) r
Z a;e®s =Y c;e (5.8)

1j=1 J=
) _
J

Podemos considerar que os f3; sao distintos, j& que os «

O produtério acima é nulo, do fato que « a; e da relacao Z;"Zl aje® =0em (5.6).

(0
j
k fixo, como os a; s@o inteiros, entao os ¢; também o sdo (uma vez que o ¢; é resultado

sao distintos para todo

da multiplicacao do produtério e um somatoério de parcelas que sao coeficientes das
exponenciais). Além disso, temos que por hipétese a; # 0, paracada j=1,...,m € N

e pelo Lema 5.4, existe pelo menos um coeficiente ¢; nao nulo, digamos ¢y # 0.
(k)
J

tituimos # por ) na expressiao polinomial de aﬁk) = Z;:ll Tji (0(’“))1 de acordo com o

Lema 5.2. Logo, substituindo # por %) apenas permutamos os fatores do produtério

Note que, para cada j fixo, os n conjugados de «; ", sdo permutados quando subs-

em (5.8), sendo ele indexado por k, de modo que o resultado total do produto fica
invariante. Por outro lado, quando substituimos 8 por ) estamos trocando B; pelo
seu i-ésimo conjugado BJ@, ja que B; = ag-k), i =1,...,n € N. Portanto, de (5.8)

segue-se que
T

T T
) ©) (m)
0= E cjeﬁil = E cje’BJ‘2 = =) el (5.9)

Jj=0 j=0 j=0

Temos que BJ@ sao distintos para todo i fixo, (ja que agk) sao distintos para todo k
fixo).

.. .. , . _3gM ‘o
Agora, multiplicando o primeiro somatério em (5.9) por e =% " o segundo somatério
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

5@ . , . _zm™
por e %0 até o ultimo somatério por e . Defina

=6 g0, ie{l,...,n}, je{l,....r}

Como ﬁ]@ sao distintos para todo ¢ fixo, entao 'y](-i) sao distintos e nao nulos para i fixo
ej=1,...,r € N. Por outro lado, para 7 = 0, temos que ’y(()i) = 5(@ — ﬁ(l) 0. Entao

as equagoes em (5.9) podem ser reescritas como

T T T n)
0= co + Z Cj€7§1) =Co + Z Cje’yJ(?) =---=Co+ Z cjeVJ( (510)
j=1 j=1 j=1
Pelo Lema 5.3, os conjugados 'yg ) , ’y( ). ,'y](-n) sao raizes de polindomios com coefi-

cientes inteiros de grau n, digamos

gj(z):bjz"+...:ij(z—yf)), j=1,...,reN (5.11)

i=1

Podemos tomar os inteiros b; > 0, e como ’y 7é 0, segue-se que os termos constantes
desses polinomios g; (0) € Z—{0} sao inteiros nao nulos. Com isso terminamos a parte
algébrica da demonstracao do teorema. Passaremos agora para um aspecto analitico
da demonstracao.

Seja f(z) um polindmio que sera especificado posteriormente. Defina

FR)=fE+E+"E+M(E)+

isto é, F'(2) é a soma de f(z) e suas derivadas de todas as ordens.
Vejamos a (Identidade de Hermite). Sejam F(z) e f(z) como acima integraveis.

Entao p
— (F(2)e?) =—f(2)e ™

De fato, temos que

—(F(z)e7) = F'(z) e + F(2) ()

dz
= (F'(2) = F(2))e"
= (FO+E+ =R+ E G+ ))e
= —f(2)e

110



5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Dai, integrando —f (z) e™*, segue-se que

—/Obf(z) e *dz = /bdi (F(z)e?)dz

Por conseguinte,

F(b)e? —F(0)=— ; f(z)e?dz

Multiplicando a expressao acima por e’ # 0, tem-se

F(b)—F(O)eb:—eb/o Fl2)e

e substituindo b por ’y( ) (obtido em (5.10)), na expressao acima e multiplicando-a por

¢; e somando sobre j =1,...,7ei=1,...,n € N, obtemos

iiqf’(vﬁ”) ZZc]eV() = —ZZ(}@V(I/ f edz (5.12)

j=1 =1 7j=1 =1 j=1 i=1

Por (5.10), tem-se

T T
M @) )
E celi = E c;ieli = —cp, ..., g cieli = —co
j=1 j=1 j=1

Dai, somando essas equagoes acima, resulta em:

E E c]eVJ = —ncy

=1 j=1

e substituindo no primeiro membro de (5.12), obtemos

ET:CJ- <§": F(’yﬁ”)) + ncoF (0 Z Z c]ev(z/ f e *dz (5.13)

j=1 i=1 j=1 i=1

Agora, definimos o polinémio f(z) como

f(z) = (’”’? = Hg] (5.14)
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onde ng (2)P, (6 como em (5.11)), (byby---b,.)""" € Z—{0} e p € N é um primo que

sera es;eciﬁcado posteriormente.

Nosso objetivo a partir de agora sera escolher o niimero primo p € N suficientemente
grande para que o lado esquerdo de (5.13) seja um inteiro nao nulo, enquanto o lado
direito em moddulo seja arbitrariamente pequeno. Assim, teremos a contradigao que
estabelece o teorema.

Tomando as derivadas de ordem 0 a (p — 1) de f(z), temos

i) = (’“bf il Ple

) (b b ”_br)prn . T » (b b ”_br)prn . r ) /
fe) = - [l & + == l(j[[lmz))

b b .. b/’,. prn T
%ZP—?’ H g; (2)? + (Parcelas com varidvel z)

J=1

(biba b)) T .
"z = =3)p-2)(p— 1)fzp H g; (2)f + (Parcelas com varidvel z)

(p—1)! o
; . . (b1ba - - 1 .,
%) =@p-i)p->Gi-1)--(p—1)———rnt— = ) Z(P=(+1)) H g; ( (Parcelas com varivel z)
2 =p-p-2)p—(P-3)--(p— 1)% (p=(p=1)) H g; (2)” + (Parcelas com varidvel z)
j=1
fe V) = p-@p-1)p-p-2)---(p-1) 7(1)1()(2 (p=p) H g5 (2)" + Parcelas com varidvel Z)
(p-1)!
Da expressdo de fP~Y(z) acima, temos
fPY(2) = (byby - - - b, )™ H g;i ( (Parcelas com varidvel z)
j

Logo, aplicando z = 0 em todas as derivagoes acima, obtemos:

0=f0)=f(0)=---=f"20) e fPV0)=(bby---b)"™" ng e Z-{0}
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Escolhendo o primo p > (biby -+ b,)"" € Z—{0} e p > [['_, g, (0)" € Z—{0}. Entao
p ndo é divisor do inteiro ndo nulo f®~Y (0), isto é, pt £~V (0).

Por outro lado, tomando a ordem da derivada de f(z) igual a ¢ > p, e aplicando
z = 0, argumentamos que f* (0) é um inteiro divisivel por p, ou seja, p|f® (0).
De fato, pensamos em f(z) como uma soma de poténcias de z de modo que o coeficiente
de cada termo em f® (z) possui t inteiros consecutivos que entram no processo de
diferenciacao.

Assim, para t > p o produto de ¢ inteiros consecutivos é (¢! = t(t — 1)---2.1) que
é divisivel por p! de modo que eliminamos o (p — 1)! envolvido em f(z). Portanto,

podemos escrever:

FOz) =pOiby---b)"" Gy (2) (5.15)

onde Gy (z) é um polinémio com coeficientes inteiros e grau no maximo prn — 1.
Como p (byby - - b )" € Z—{0} e o polindomio G; (0) € Z—{0}, segue-se que f® (0)

é um inteiro nao nulo divisivel por p, isto é, p|f® (0) para ¢t > p. Usando resultados

vistos anteriores e aplicando z = 0, para a expressao de F'(z), vamos concluir que

p1ncoF (0) em (5.13). Para tanto, temos:

F0) = f(0)+ f(0)+...+ f(p_Q)(O) +f(p—1)(0) + Zf(t)(o)

‘0’ t>p

= 7O e i b)) G0)
N—— ~

inteiro nao divisivel por p =P _

wV
inteiro divisivel por p

Segue-se que o primo p nao divide F(0). Podemos supor ainda que p > n e p > ¢.
Logo, podemos concluir que p nao é divisor do inteiro nao nulo ncoF'(0) € Z—{0}, isto
é, ptneoF(0).

Agora, estabeleceremos que o outro termo do lado esquerdo de (5.13):

e (3or(0))

j=1 i=1

é um inteiro divisivel por p. De fato, veremos que a soma a seguir de inteiros nao nulos
D F (ﬁ”) =>f (7}”) +> f (7§“> TR A (ﬁ“) L3S0 (%(;))
=1 =1 i=1 i=1

i=1 t>p

é um miiltiplo de p. Como vimos que f(z), f'(2),..., f®7Y(z) tem fatores iguais a

N\ P .
g;(2)P = b; [T, <z - 'y](-l)> tal que ’y](-z) sao raizes de g; (2)", para j = 1,...,r € N,
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A\ P
isto ¢, temos que g; (,y](_z)> =0, o que implica

Zf( 1)>_0 Zf< > 0, . Zf(” ”( (”) 0 (5.16)

=1

)

Por outro lado, tomando o somatério e aplicando ’y( na expressio de f®(2) em

(5.15), obtemos §
Z f ('Y](i)) =p(biby---b)"™" Z Gy ( ) (5.17)
i=1

para todo t > p cujo o grau de G4(z) é no maximo prn — 1.

Definimos ¢ (z1,...,x,) € Z|x1,...,2,] por
o(x1,. . xn) = Gy (1) + Gy (22) + ... + Gy () ZGt ()

Note que ¢ é um polinomio simétrico de grau dp = prn — k, onde k > 1 € N.
Como para todo j = 1,...,7r € N, ’y] ,7](2), e ,’y( ) 3o as n rafzes dos polinomios
gi(z) =bjz"+... =, Hi:l (z — 'y]( )> em (5.11) com coeficientes inteiros. Segue-se do

Lema 4.3, (2* Parte ) que

bﬁ)rn_kZGt(fyj(l)> = thZ, j:l,...,reN, th

Dai, temos Z Gy ('y]( )> = prit_k e substituindo na expressao em (5.17), tem-se
i=1 J

= i n d; T PTN n
D70 (A7) = p bbby T = p bWy € Z— {0}
i=1 J

[V}

é um inteiro. Dal, e de (5.16) na expressao ZF (’y]@>, obtemos

i=1
En:F@]“) _ Zf( (z)> +§":f/ <%<>> I +§n:f<p—1>( (z>>+zzf<t>( <z>>
=1 i=1 i=1 i=1 t>p
0
_ )
- ;;ﬂt)( >
= pY BB bE b,
t>p

WV
inteiro nao nulo divisivel por p
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é inteiro nao nulo divisivel por p. Como os ¢; € Z—{0} (pois por hipétese a; € Z—{0}),

tem-se que Z c; (Z F(fy]( )>> ¢ um inteiro nao nulo divisivel por p.

j=1 i=1
Como estabelecemos que p 1 neoF' (0), e p | Zc] (Z F( (Z))), Entao o lado

esquerdo de (5.13) é um inteiro nao nulo e nao d1V1Slvel por p. Portanto, o lado direito

em modulo é:

)
E EceJ/ f (5.18)
7j=1 =1
Defina os seguintes maximos para cada i e j:
7S (@) —ury?
my t= max<j<r|¢j|, Mg = maxic<i<a|€ |, My = maxi<i<a|y.’|, My = maxo<,<1e”
== 1<i<r 1<i<r Y

M5 = MaXg<y<1 ng (U’y]( )> (m5~" := max|2"~!| quando substitufmos z por ’y]( ) que

=1
estd no limite de integragao).

Por (5.18), obtemos

r n (4)
LS XY e[ )
j=1 i=1
b1b2 prn B T
e[ et Tl tere
=1 =1
biby - - b )"
< (Tn)mlmQ(l(Qp—l)!) mb mEmyms

(b5t - by mgms)”

(p—1)!

Como r,n,m,my, Mo, M3, My, M5, by, bs, ... b, nao depende de p. Para concluir o teo-

= rmmimsommy

rema, basta-nos provar o lema a seguir:

Lema 5.5. Seja A uma constante nao nula. Entio lim ——— = 0.
p—+00 ( — 1)!

Demonstracao. E evidente que o limite desejado equivale a

(p=1)
Ly

Po —

(po — 1)!
Apo
(n! > 2" para todo n > 4, segue-se de inducao sobre n € N). Dai, (p —pg)! > 2P~70

Tomando p,py primos tal que > 2, denotando K := Como
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para todo p suficientemente grande tal que p > py e assim, tem-se

-1!' (-1 @®—-2) p (po—1) (po—D! -
= . = —— > (p— — —1)--- 21— > 20" K
Ap A A A an ez (o) oD 2T
(p—po;r—vezes (p=po)!
— 1!
Fazendo p — oo, temos 2P7P°. k' — oo. Logo, como (pjT) > 2P7P0 K. Entao
(p=1)!
T
AP
Portanto, o limite lim ——— = 0. O
p—+o0 (p — 1)‘

Voltando a demonstracao do teorema, denotaremos A := (b]"b5" - - - bl mszms).

Fazendo p — oo na expressao seguir e usando o Lema 5.5, obtemos

(BmD5™ - - - b mgms )” i AP
1 < rnmimaemy — 1 <rnmimomy lim — =0
(p—1)! p—+oo (p— 1)!
o que é uma contradicao. Portanto, os valores e®t,e®2, ..., e* sao linearmente inde-
pendentes sobre Q. O

Agora, usando a versao anterior do teorema, vamos enunciar e demonstrar uma
Generalizacao do Teorema de Lindemann, originada por Hermite-Lindemann e na sec¢ao

seguinte algumas consequéncias interessantes de tal generalizagao.

Teorema 5.2 (Hermite-Lindemann). Sejam aq,as, . . ., «,, nimeros algébricos distin-
tos. Entao os valores de e**,e*2, ..., e*™ sdao linearmente independentes sobre o corpo

dos numeros algébricos A.

Demonstrag¢ao. Suponhamos sem perda de generalidade que existem aq, as, . .., Gy, CO-
eficientes algébricos nao nulos tais que
m
D a;e =0 (5.19)

Jj=1

Pelo Lema 4.4, existe uma extensao Q(6)|Q normal que supomos de grau ¢ contendo
ay, Qg ..., 0ny, isto é, a; € Q(0), paracada j=1,...,meN.
Como a extensao Q (¢) |Q é normal. Entao os conjugados de a; estao em Q (6), isto

é, temos que a; = a(l),af), . .,ag-q) €Q(#), paracada j=1,...,meN.

J
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Por (5.19), onde (ag-l) = a;), formamos o seguinte produtério:

0= ﬁ 2"‘: ag-i)eo‘j = cheﬁj, Bj € A (5.20)

sendo 3; algébricos distintos, e ¢; coeficientes em termos do agi). Como a; € Q () sao
polinémios em #. Entao os aéi) sao polinomios em ) segue-se que ¢; também sao
polindmios em 6.

Pelo Lema 5.1, o produto em (5.20) possui coeficiente ¢; que sao polinomios simétricos
em 0, 93 .. 0@, Denotando ¢j = P; (9(1), 62 ..., Q(q)) paracada j=1,...,r €
N. Como P; (9(1), 6@ ..., 0(‘1)) é simétrico em 01 0@ . 0@ (onde @ sdo raizes de
um certo polinémio com coeficientes inteiros). Dai, pelo Lema 4.3, temos que ¢; € Q.
Além disso, pelo Lema 5.4, no produtério em (5.20), existe pelo menos um coeficiente

¢; # 0 nao nulo, para algum j =1,...,7 € N. Mas, de (5.20), temos

T

d e =0, BieA (5.21)

J=0

o que contradiz o Teorema de Lindemann 5.1, pois foi provado que é impossivel em

(5.21) obter uma solucao para coeficientes ¢; # 0 racionais nao todos nulos, e como,

tal contradicao decorre do fato de supormos que os algébricos aq, as, ..., a, sao nao
nulos. Logo, estes sao todos nulos em (5.19). Portanto, os valores e*',e*2, ... e*" sao
linearmente independente sobre o corpo A. O

Veremos algumas consequéncias da Generalizacao do Teorema de Lindemann.

5.3 Algumas Consequéncias do Teorema de Hermite-

Lindemann

A seguir, aplicando o Teorema de Hermite-Lindemann, obteremos importantes con-
sequéncias de casos particulares e mais gerais, como a transcendéncia de certos niimeros

e fungoes trigonométricas.

Corolario 5.1. Seja a nimero algébrico nao nulo. Entao os sequintes numeros sao
transcendentes sobre A.

(a). (i)-sin(«), (ii)-cos(v), (iii)-tan(), (iv)-sinh(«), (v)-cosh(c), (vi)-tanh(«), para
todo o € A—{0};

(b). (i)-e“, (ii)-e, (iii)-7, para todo o € A—{0};

(¢). (i)-log,(«), para todo v € A—{0, 1}.
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Demonstragcao. Nas demonstragoes abaixo, usaremos as relagoes ja conhecidas de um

curso de Fungoes de uma Varidvel Complexa:

: e —e i e e e —e '
sin(z) = — cos(z) = —5 tan(z) = ieir + je—ix’

. e’ —e " e +e " ef —e™
sn’lh((p) = T’ COSh(l') = Ta tanh(x) = er & e—z'

Letra (a). item (i). Seja a # 0 algébrico nao nulo, entao (ia # 0). Se sin(«)

fosse algébrico nao nulo, digamos sin(a) = a € A—{0}, terfamos

Sin(a) = _276 — 22 Sin(O[) _eia+€—ia = 0 e 2@ Sin(a>eo+ (—1)€ia—|—1,6_ia — O
1

2iae’ + (—1)e' + 1.e7* =0

cujos expoentes 0,ia, —icv sao algébricos distintos e os coeficientes 2ia,(—1),1 sao
algébricos nao nulos, o que contraria o Teorema de Hermite-Lindemann 5.2. Por-
tanto, o sin(a) € T é transcendente.

Analogamente, por argumento semelhante, temos O

Demonstragio. Letra (a). item (ii). Se cos(a) fosse algébrico nao nulo, digamos

cos(a) = b € A—{0}, terfamos
cos(a) = T EET s peos(a) — € + €7 = 0 = 206’ + (—1)e + (~1)e ™ = 0

(Por argumento semelhante ao item (i)), o que contraria o Teorema de Hermite-

Lindemann 5.2. Portanto, o cos(a) € T é transcendente. ]

Demonstragio. Letra (a). item (iii). Se tan(«) fosse algébrico nao nulo, digamos
tan(a) = ¢ € A, terfamos
i

= = itan(a)e™ +itan(a)e ™ — e + e =0

i ,—
tan(a) = ¢ ¢

Dai,
(itan(a) — 1) € + (itan(a) + 1) e ™ =0 = (ic — 1) & + (ic+ 1) e ™ =0

3

o que contraria o Teorema de Hermite-Lindemann 5.2. Portanto, o tan(a) € T é

transcendente. O
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Demonstragio. Letra (a). item (iv). Se sinh(a) fosse algébrico nao nulo, digamos

sinh(a) = d € A—{0}, terfamos

sinh(a) = % = 2sinh(a) —e* + e * =0 = 2de” + (—1)e* + 1.e ™ =0

o que contraria o Teorema de Hermite-Lindemann 5.2. Portanto, o sinh(a) € T é

transcendente. O

Demonstragio. Letra (a). item (v). Se cosh(a) fosse algébrico nao nulo, digamos

cosh(a) = v € A—{0}, terfamos

cosh(a) = % = 2cosh(a) —e* —e ™ =0 = 2ue’ + (=1)e” + (—=1)e™* =0

o que contraria o Teorema de Hermite-Lindemann 5.2. Portanto, o cosh(a) € T é

transcendente. O

Demonstragio. Letra (a). item (vi). Se tanh(«) fosse algébrico nao nulo, digamos

tanh(a) = v € A, terfamos
e —e™ @

tanh(a) = "
eOt e—a

— tanh(a)e” + tanh(a)e™ —e* +e > =0
Dai
(tanh(a) — 1) e® + (tanh(a) + 1) e =0= (v —1) e+ (v+1)e* =0
o que contraria o Teorema de Hermite-Lindemann 5.2. Portanto, o tanh(a) € T é
transcendente. O

Vejamos as demonstragoes dos itens da Letra (b).
Demonstragio. Letra (b). item (i). Seja o € A—{0}. Se e fosse algébrico nao nulo,
digamos e* = f € A—{0}. Entao terfamos

== e"—B=0=1.e"—Be =0

cujos os expoentes «, 0 sao algébricos distintos e os coeficientes 1, 3 sao algébricos nao
nulos, o que contraria o Teorema de Hermite-Lindemann, tal contradicao decorre do
fato de supormos que e® fosse algébrico. Portanto, o nimero e® € T é transcendente.

O

Demonstragio. Letra (b). item (ii). E imediato. Fazendo a = 1 € A—{0} na Letra

(b). item (i). Logo, o niimero e! € T ¢ transcendente. O
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5. Uma Generalizacao do Teorema de Lindemann

Demonstragao. Letra (b). item (iii). Se 7 € A—{0} fosse algébrico nao nulo. Entao
mi € A—{0}. Logo, pela Letra (b). item (i), o niimero €™ seria transcendente, mas
pela relacao de Euler, temos que ™ = —1 € A, o que uma contradicdo. Portanto, o

ntimero 7 € T é transcendente. O
Vejamos agora, a demonstracao do item da Letra (c).

Demonstragao. Letra (c). item (i). Se « € A—{0,1}. Se log.a € A—{0} fosse
algébrico nao nulo. Logo, pela Letra (b). item (i), terfamos que o nimero €% seria
transcendente, mas temos que €'°%® = o € A, que é algébrico por hipétese, o que uma

contradigao. Portanto, o nimero log, a € T é transcendente. O

Finalmente, no préximo capitulo apresentaremos nosso principal objetivo que é

demonstrar uma Solucao do Sétimo Problema de Hilbert e algumas consequéncias.
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Capitulo 6

Solucao do Sétimo Problema de

Hilbert e Algumas Consequéncias

Neste capitulo apresentaremos nosso principal objetivo que é demonstrar em deta-
lhes uma Solugao do Sétimo Problema de Hilbert, que ficou conhecido como Teorema
de Gelfond-Schneider, o qual garante que a potenciacao de dois algébricos sob algumas
condigoes, gera um transcendente, e com isso, obter algumas consequéncias interes-
santes e recentes da teoria. As principais referéncias utilizadas na elaboracao deste

capitulo sao, Marques [10], Niven [12] e Siegel [14].

)

6.1 Lemas Auxiliares de C. Siegel

Esta secao sera dedicada aos Lemas auxiliares de C. Siegel e alguns conceitos
analiticos os quais sao de fundamental importancia para a Solucao do Sétimo Pro-
blema de Hilbert.

Proposicao 6.1. Considere a matriz com entradas pf na j-ésima linha e (1 + p)-

ésima coluna, com j = 1,2,....,t ep=0,1,...,t — 1. Essa matriz (chamada matriz

de Vandermonde) tem determinante nulo se, e somente se existe k # j com pp = p;.

1 1 1
1 1 1
P1 P2t Pr
Vipiooopd =det | 70 72 0 =TT (e —p)
: : o : 1<k<j<t
Pt ops P
para facilitar a notag¢do podemos denotar V{py, ..., p = det( j).

Demonstracao. E imediato. Mostraremos a equivaléncia de uma s6 vez. Note que o

determinante da matriz de Vardemonde é o produto de todas as diferencas possiveis
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6. Solucao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

entre seus elementos caracteristicos (py — p;), com 1 < k < j <t € N. Dessa forma,

temos que

det (07) = T (e —p) = (pr =) (2= pt) - (pr-1 = p1) (pr — pr1)

1<k<j<t

Logo,

det (p7) =0 <= (pr — p;) =0 <= pr = p;, para algum k # j.

O

Vejamos os dois importantes Lemas Auxiliares de C. Siegel relacionados a solugoes

de sistemas lineares.

Lema 6.1. Considere as m equagoes em n incognitas com 0 < m < n € N,
W1 T1 + Qoo + -+ appr, =0, 1<k<m (6.1)

onde ay; € Z. Seja A um inteiro positivo tal que |ag;| < A para todo k e j. Entdo

existe uma solu¢ao nao trivial de inteiros xy,xs,...,x, € Z em (6.1) tal que

|z;| < 1+ (nA)mm, j=1,....,neN.

Demonstracao. Denote y = ap1x1 + ago®s + - -+ + GpnTpn, com 1 < k < m € N. Entao
todo ponto x = (x1,...,x,) corresponde a um ponto y = (y1,...,¥ym). Observe que
se x é reticulado, isto é, (suas coordenadas x; s@o inteiros), entdo as coordenadas
correspondentes y, também o sao, ja que os ay; sao inteiros, e assim, y ¢ um inteiro.

Seja ¢ um inteiro positivo que serd especificado posteriormente. Considere o cubo
n-dimensional C' definida por |z;| < ¢. Como —¢ < z; < ¢ com ¢ > 0, tem-se que
existe (2¢ + 1) possibilidades para z;, com j = 1,...n € N, entao temos (2¢ + 1)"
pontos reticulados dentro do cubo n-dimensional C. Por hipdtese |a;;| < A, com A

inteiro positivo. Para correspondentes y, tem-se

el = 1Y arjas] <D lawsllz| <D Ag=nAg = |y < nAq

J=1 J=1 J=1

Entao —nAq < yr < nAgq e nAq > 0, segue-se que existe (2nAq + 1) possibilidades
para yp, com 1 < k < m e assim, temos (2nAq + 1)™ pontos reticulados dentro
do cubo m-dimensional D. Mostraremos que existem mais pontos reticulados em C

do que correspondentes em D, dai, existem pontos reticulados em D que tem dois
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6. Solucao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

correspondentes distintos em C. De fato, basta-nos mostrar
(2¢+1)" > (2nAg+1)"

Considere o intervalo I = [(nA)ﬁ —1,(nA)7™m= + 1> de comprimento 2, com
0 <m <n €N, e assim, existe um nimero par em /. Seja ¢ o nico inteiro positivo

tal que

(nA)™m —1<2q < (nA)mm= +1

Da primeira parte da desigualdade adicionando 1 e elevando a (n —m), tem-se
(nA)™ < (2¢+1)"™
Por outro lado, temos

(2nAq+1)™ = |nA(2q+ )]m
nA)™ (2q+ )"
(

[
(
(nA)™(2g + 1)™
(
(

IN A

20+ 1) (2¢ + )"

+1
2¢+1)"

Logo, (2g+ 1)" > (2nAq + 1)™. Dessa forma, segue-se que existe um ponto reticulado

y € D imagem dos pontos reticulados 2’ = (2],...,2) e 2" = (2f,...,2!) distintos
em C. Defina z = 2’ — 2", mas como = = (z1,...,2,), tem-se
— _ / 1 / "
r=(x1,...,x,) = () —2,... 2, —a)

cujas coordenadas sao z; = z; — 27, com j = 1,...n € N. Como 2’ # 2", dai, x # 0,
isto é, pelo menos uma de suas coordenadas é nao nula, aplicando-as e usando o fato

de y ser imagem de 2’ e z” em (6.1), obtemos a solucao desejada:

11+ -+ gy, = agr (2] — )+ o+ agn (2, — 27)

= (ap2) + -+ agnzl) — (@2 + - + agnxll)

= Y-y
=0
para k=1,....m € N. Logo, existe uma solugao nao trivial de inteiros x1,...,x, em

(6.1). Além disso, usando o fato de |z;| < ge 2¢ < (nA)# + 1 vistos anteriormente.

Segue-se que

|z;| < 2¢ < (RA)7T= +1
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6. Solucao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

Portanto, temos que |z;| < 1+ (nA) nom, com j=1,2,....,n€N. O

Definigao 6.1. Seja o € K um nimero algébrico (ou inteiro algébrico). O peso de «

denotado por |||, é o mdzimo entre os mddulos dos conjugados de «, isto é
ol = mdzi<ica {la®}

onde a € o i-ésimo conjugado de o e n € N.

Proposicao 6.2. Se «, 5 € K sdo algébricos. Entao vale as sequintes propriedades:
1) lla+BlI< llal+IB1;

(2) llaslI< {lf-lIA]

Demonstracio. Ttem (1). Se os conjugados de a e 3 sobre K sio o = o) e = 0,
com i = 1,...,n € N, respectivamente. Segue-se da Proposigao 4.3, item (i) e da

desigualdade triangular.

le+ 31l

max;<i<y { [(a + 5)V]}

= mixXi<i<n {|a(i) 4 5(i)|}

maxi<i<n {[0?] +[89]}

maxi<i<, { ||} + maxi<;<, {|87]}

el + 18]

IAIA

O Item (2). é andlogo, segue-se da Proposicao 4.3, item (ii). O
Vejamos a seguir mais um importante Lema de C. Siegel.

Lema 6.2. Seja K|Q uma extensao algébrica. Considere asp equagoes em q incdgnitas

com(0<p<qeN,
R+ oG+ -+ oG =0, 1<E<p (6.2)

onde cy; € K sao inteiros algébricos e [K : Q] = n. Seja A > 1 um inteiro tal que
llaki|| < A para todo k e i. Entdo exviste uma constante C > 0 dependendo de K,
porém nao depende de ay;, p e q tal que o sistema (6.2) possui uma solugdo nao trivial

Ci,Cas - - -, Cq em inteiros algébricos sobre K satisfazendo a sequinte estimativa

lGll< C+C(CqA)TF, i=1,...,q€N.
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Demonstragao. Pelo Teorema 4.9, K|Q possui pelo menos uma base integral. Seja
P1, ... B, uma base integral de K|Q. Por defini¢cao de base integral se a é um inteiro
algébrico sobre K, entao existem ¢gq,...,9, € Z tal que « é escrito de forma tnica
como

a=gifi+-+ gubn (6.3)

Denotando os conjugados de a por a = oM, a® ... o™ e Bi = ](1), ;2), .. .,[3](")

para j = 1,...,n € N. Passando o i-ésimo conjugando na igualdade (6.3) e usando o

fato que o conjugado da soma é a soma dos conjugados, obtemos o seguinte sistema
W =g 89 4. 4 g.89, i=1,....neN, (6.4)

Considere as matrizes

1 1 1
N 0 B e Y ,
1 @ 5@ . 5@ 1
X = : : B = 51. 52. , 5. G=1
(n) : : L

Qn n n n In

0 B e g

A igualdade em (6.4) tem a seguinte forma matricial:
BG =X
Por outro lado, como {f,...,3,} é uma base integral. Entao pelo Teorema 4.8,

tem-se
Alp,..., ;] = (detB)* € Z— {0}

Dai, detB # 0 e logo existe B~!(a matriz inversa de B) que denotaremos por:

611 612 Tt 5171
B_l _ 621 622 Tt 5271
Bnl 6n2 e 57171

onde os 3;; so dependem das entradas de B. Multiplicando a igualdade BG = X a
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esquerda por B~!, obtemos:

g 611 512 o 5171 (1(1)
1 1
G — B_lX isto é . _ 621 522 o 5271
. . . . (n)
9n (079
Bnl 5712 T 5nn

Por conseguinte,
g9; = Bpna + Bpa® + - 4+ B0™, =1, n
Passando o médulo, tem-se

lg;| = 1Ba™ 4+ B
< Bulla®]+ -+ |Bjulla”]
< UBal+ -+ 1BmDlle|l
Cillall

A

A

onde C7 = méaxi<j<, {|Bj1| +---+15jn|} +1 > 0. Observe que C; depende de K,

porém nao depende de «. Logo,
lg;| <Cillell, j=1,....n (6.5)

Sendo (;, para 1 = 1,...,q € N inteiros algébricos sobre K satisfazendo o sistema
(6.2) (Na verdade, mostraremos que o (; é solu¢ao nao trivial do sistema), como (;

sao inteiros algébricos, podemos escrevé-lo de forma tinica como combinagao da base

integral 31, .. ., Bn.
n
Cizzxijﬁﬁ izla"'aQa com xijEZ'
j=1

O problema entao é determinar o comportamento dos nimeros inteiros z;; de modo

que possamos utilizar o Lema 6.1. Por (6.2) temos

q q n q n
0= Z oG = Z ki Z T8 = Z Z%‘jamﬂj (6.6)
=1 -1 =1

i=1 j=1

Como o produto de inteiros algébricos resulta em um inteiro algébrico, entao ay;f3;

é inteiro algébrico, e por sua vez pode ser escrito de forma uinica como combinagao da
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base integral. Logo,

By =Y My, 1<k<p 1<i<q 1<j<n, commy; €Z  (6.7)

r=1
e substituindo em (6.6), obtemos

0= Z inj me]‘rﬁr = Z ( injmki]‘r> Br

i=1 j=1 r=1 r=1 \i=1 j=1

Como {4, ..., .} é base integral, e pelo Teorema 4.7, em particular, é uma base, daf,

é (L.I.) sobre Q, segue-se

qg n

O:Zinjmmj,n, k=1,....p r=1,....n (6.8)

i=1 j=1

ou seja, temos um sistema de pn equagoes com gn incognitas tal que 0 < pn < gn € N
com ;j, My;j; € Z. Para aplicar o Lema 6.1, basta-nos entao majorar os numeros
Mmyijr. Pelo (6.7) e utilizado o mesmo argumento que obtemos a desigualdade (6.5),

deduziremos tal fato. Pela relacao a3, = > M3 em (6.7), temos
aifB; = My B+ -+ -+ Mipijn B
Passando o s-ésimo conjugado, tem-se
(a;ﬂﬂj)(s) = m,ﬂ»ﬂﬁf) + -+ mkijnﬁ,(f), s=1,....,n€N,

Considere as matrizes

IR N

1
(Qkiﬁj>() 5%2) 552) o BY

D= : B =
(akiﬁj>(n)

Miij1
;s M =
Miijn

G SR

com forma matricial igual a BM = D, como vimos anteriormente que detB # 0, com

inversa B~!, entao multiplicando a igualdade BM = D por B~! & esquerda, obtemos

Bu Bz - P
Mkij1 3 3 3 (alm‘ﬁj)(l)
M = B7'D, ou seja, : - '21 '22 ' 2" :
: : .. : (n)
! Bnl 5712 e 5nn !
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Dai,
kigr — Mjl kiMj 72 O‘Imﬁ]) + + 5]71 (akl/8]> 5 r=1...,n

Por conseguinte,

el < 1Bl (@)™ 1+ 1Bl (i)™ |
< (IBjl+ -+ 1Bjnl) llawiBs]l
< (méxicjicn {181 + -+ 1Bul} + 1) lawi Bl
= CillowiB|
< Cillawll-[15]]
< CA|IBl
< CA

onde Cs é um constante positiva que satisfaz:
02201”5]” e CQAEZ—{O}

Como |my;j,| < CyA, onde CoA > 1 e my;j,. € Z sao coeficientes de x;;. Logo, aplicando
o Lema 6.1, ao sistema (6.8), ou seja, 0 = Y7 | 27:1 ZijMyijr. LOZo, existe uma solucao

nao trivial ;; em inteiros sobre K tais que
|xij| <1+ (QTLCQA) ‘?"}TP" =1+ (TLCQQA>‘15;P (69)

Por outro lado, tomando o peso dos (; = Z?:1 x;;3; e aplicando a Proposicao 6.2,

item i e ii, e usando o fato de que (se x;; € Z, entao pelo Teorema 4.5, item(ii), seus

(1)

conjugados sao todos iguais), e ainda do fato dos f3; = J TR ﬁ]("), comj=1....n

e da desigualdade (6.9). Segue-se que

Gl =D 8]
j=1

< lwall-[IBll+ - - + Nzl Ball
< oyl méxi<icy {|5§i)|} + o || maxi<i<n {|57(f)|}
< (Jmial -+ L o {18511}
n-parcelas
< naiimax; {[] 851}
< nand; {181} (1+ (nCzq4)7 )

P
q—

namis {131} + nmis, 13,1} (nCaq4) 7
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6. Solucao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

Por conseguinte,

IGill < mmmdix; {18,11} + m.maix; {118;1} (nCagA) 7 (6.10)

Considere C' uma constante positiva tal que C' > n.max; {||5;||},(j = 1,...,n) e
C > nCs,. Logo, a constante C' s6 depende do corpo K, visto que o peso de ||3;]], e Cs

s6 dependem de K, e voltando a (6.10) concluimos que
Gl < C+C(CqA)T7, i=1,....q

_ 5D () oz na -
Como os B; = B;7,..., ;" sao nao nulos e como vimos que os z;; # 0 por ser uma
solugao nao trivial. Assim, os ¢; # 0. E voltando a (6.6), podemos concluir que (;
¢ solugao nao trivial em inteiros algébricos do sistema oy1(; + -+ + age(y = 0, com

1<k<peN. O

Agora, necessitaremos de dois teoremas clédssicos ja conhecidos do curso de fungoes
de uma varidvel complexa, por brevidade, serao apenas enunciados e uma simples

propriedade da desigualdade exponencial que serd provada.

Teorema 6.1 (Expansao em Série de Taylor). Seja f : U — C uma fungdo analitica

no disco D(zy, R) C U. Entao F(z) € dada pela sua série de Taylor de centro zy:

n.

20 () (5,
fey =S L)y

J™ (20)

sendo a, = ' 0s coeficientes dessa expansao.
n!

Demonstragao. Para maiores detalhes Ver [15], p. 80-81. O

Teorema 6.2 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f: U — C uma fungao analitica
em U C C. Sejam D(z9,70) C U um disco fechado e simples e C sua fronteira,

orientada compativelmente. Se wy € um ponto qualquer no interior de D(zp, 7). Entdo

f(wy) = 1 (2) dz

21 Jo 2 — wo

Demonstragao. Para maiores detalhes Ver [15], p. 114-116. O

Proposicao 6.3. Seja u € C um niumero complexo, onde u = a + ib com a,b € R.

Entao vale a sequinte desigualdade
le*| < el para todo wu e C.
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6. Solugao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

Demonstragao. Usaremos o fato de e > 0, para todo x € R e as seguintes identidades:
(e = cosz +isinz) e (cos’x +sin’z = 1) para todo € R. Por um lado, temos

"] = |e"e®| = e?| cosb + isinb| = ¢* Vcos? b+ sin® b = ¢

~~

1

Por outro lado, temos que
; 2 2
e|u| _ e|a—i—zb| _ e\/a +b

2 2 . s , . .. ,

Segue-se que e < eV ¥ pois se b é um niimero real, ou negativo ou positivo, dai,
~ 2 2 . . 2 2 2

b> > 0 entdo e* < eV +¥ se b = 0 vale a igualdade, pois, eV® 0 = V& = ea,

Portanto, concluimos que |e*| < el*l para todo u € C. O

Finalmente, veremos uma solu¢ao do Sétimo Problema de Hilbert.

6.2 Solucao do Sétimo Problema de Hilbert

Nesta secao apresentaremos em detalhes uma Solugao do famoso Sétimo Problema
de Hilbert, baseado na demonstracao de Gelfond, teorema que ficou conhecido como
Teorema de Gelfond-Schneider, pelo fato de Gelfond (1934) e Schneider (1935), inde-

pendentemente, terem provado o mesmo teorema. Vejamos sua solucao a seguir:

Teorema 6.3 (Gelfond-Schneider). Sejam a e 5 nimeros algébricos (reais ou comple-

z0s) tal que o € A —{0,1} e B € A — Q. Entdo o é um niimero transcendente.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que o” seja algébrico, com « ¢ {0,1}. Escre-
vendo 7 = o = €762 onde log representa o logaritmo de base e. Seja K := Q(, 3,7)
uma extensao finta de Q com grau h € N. Definamos os inteiros positivos m,q,n e t

satisfazendo as relacoes:

2
m=2h+3, q>4m?, n:q—, t=q¢*=2mn e n>q. (6.11)

2m
Defina também

PlaPQw--th3:(T+kﬁ)logaa para 1STSQ7 1§k§q

em alguma ordem. Considere a seguinte fun¢ao inteira

t
F(z) = Z n;ePi = et + .-+ e (6.12)
j=1
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onde 7); sao inteiros algébricos sobre K que serao especificados posteriormente (Na
verdade, mostraremos que o 7; é solu¢ao nao trivial do sistema (6.13), a seguir). Note
que F(z) é uma funcao inteira (isto é, tem derivada em todo plano complexo).

Tomando a derivada de ordem a da func¢ao F(z), tem-se
F(“) Zn]p“ i, 0<a<n—1€eN.

Como «, [ e v sao algébricos, entao pelo Teorema 4.6, existem aq, as,as inteiros
positivos tais que aja, asf3 e azy sao inteiros algébricos. Tome C; = ajasas € Z, sendo
C1 > 0 tal que Cia, C18 e Cyy sao ainda inteiros algébricos. Considere agora as mn

equacoes em 2mn = ¢*> = t incégnitas n; (por enquanto, desconhecidas).
Cr™ (loga) “F@() =0, 0<a<n-—1; 1<b<m. (6.13)

Desejamos obter os coeficientes de 7); no sistema (6.13), isto é,

CIH_qu ( Cn+2mq lOg a)—a (T + kﬁ)a (log a)aeb(r-i-kﬁ)loga

abr +kﬁ)>

loga)™* pje?s = (
_ Cm+2mq (r+kB)%e log(a
_ Cm+2mq (r+k5)a b(r+kp)
CrH2ma (4 |B)" ab ( 8)*
= C"“mq (r +kB)*a’

Note que a ultima igualdade é um polinémio em «, 5 e v de grau a + br 4+ bk. Como

os maximos de a, b, r e k sao respectivamente n — 1, m, ¢ e q. Entéo
a+br+bk<n—14+mqg+mqg=n—1+2mgqg

Como 7, k,Cia,C15 e Cyy sao inteiros algébricos e o produto e soma de inteiros
algébrico é algébrico. Logo, C7*™ (1 + k)" a”"4% é um inteiro algébrico.

Queremos utilizar o Lema 6.2, para o sistema de equagoes em (6.13). J& mostramos
que os coeficientes das incégnitas 7); sao inteiros algébricos, logo, bata-nos encontrar
um limitante superior para o peso de C77>™ (r 4 kB)* a4 sobre K. Note que, to-
mando o peso de r + k3 e usando a Proposigao 6.2, item (1) e o fato de r < ¢, k < g,
tem-se
< el + 1kl
< e+ 1181
< q+4q|Bl
q (1+1IA1)

[l + kB
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6. Solucao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

Defina Cy:=méx {||«||, |||, 1+ [|3]|} > 0.

Dessa forma, Cy nao depende de n,q, e t. Além disso, como a < n —1, b < m,
r<gq, k <qepor (6.11) temos (¢> = 2mn = ¢ = V2man: = ¢" = (\/%)nn%) e
n > q. Segue-se que

ICTT27 (r 4+ kB)" Py ™M < NCT* ML + kB)" [l e |- Iy
Cr2m [g(1 + IBIN)" C5rCg*
CIH2ma(qCy) Ol Yt

Oy (qCe) 3 0y
cpeimigrey ey

(C1Cy)" (0102)2mqq
(C1C2)"(C1Cp)* " g"

(C1 o) (v/2m) "

(C1Cy) D (y/2m) 3
(C1Co)Pm+12m)

n
2

IA A CIA A

I VAN |

= Cin

“3

Defina C5 := (C,C5)*™*1/2m > 1, tal que m nao depende de n, e assim, temos a
seguinte limitacao:
ICT27 (r + k)" a9l < g

onde C3 é uma constante que nao depende de n. Agora, podemos usar o Lema 6.2,
para concluir que o sistema (6.13) tem soluc@o nao trivial n; em inteiros algébricos,

para cada j, com a seguinte estimativa:

il < C+C (C anC"nQ)m
cC+C (QCmanna)

C+ 202mn0§‘n§

< C*mnCnz +2C*mnCin
3C?mnCinz

onde C depende de K, porém nao depende de n. Como 2" > n (por indugao sobre n) e

n > q > m, ou seja, 2" > n > m. Por um lado, multiplicando (2" > n) por 2", tem-se
212" > 2" = 22" = (22)" > 2" = 4" > 2™p

Por outro lado, multiplicando (2" > n > m) por n, tem-se 2"n > n*> > mn. Combi-
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nando as duas ultimas desigualdade encontradas, temos 4™ > mn, dai,

3C2mnCinz
3C24nCins
(3C2)"(4C3)"n2
= (12C%C3)"n>

Crn’

1751

IN A A

Defina Cy := 12C?C3 > 0, que depende de K. Agora F(z) em (6.12) esta completa-

mente definida

t
F(z)= Z n, €7
j=1
onde 7y, ...,n é solu¢do nao trivial de (6.13), isto é, de

C’f+2mq (loga)_aF(“)(b) =0, 0<a<n-1, 1<b<m.

Agora, faremos alguns Lemas para uma melhor organizagao.

Lema 6.3. Escolha p > n e B no intervalo 1 < B < m tais que F(“)(b) = 0, para
a=0,....p—1,b=1,....m, e F®(B) # 0 para algum p € {0,1,...,t —1}.

Demonstragao. Note que, existe um primo p > n, (p —1 > n — 1) tal que de (6.13),

temos que:
C’f+2mq (loga)_aF(“)(b) =0, 0<a<n-1, 1<b<m.
. Como O™ 2£ 0, log o # 0 (pois a # 1). Assim,
F9(0b) =0, 0<a<p-—1, 1<b<m

Agora, é suficiente mostrar que existe p € {0,1,...,t — 1} tal que F®) (1) # 0. Suponha
por absurdo que F® (1) = 0, para todo p € {0,1,...,t — 1}, por (6.12), tem-se

t
FP(1) = Z n;ple’ = 0
j=1
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Para cada p=0,...,t — 1, tem-se o seguinte sistema homogéneo:
FOQ) = mple” +-- +mple” =0

FO(1) = mpre + -+ mppie =

F(t_l)(1> — Thpi_lepl + ..+ ntpi_lept =0

Passando para a forma matricial, tem-se

m . B 4 e
T pip e |
T Pty g ert 0

Como mostramos que 7/s é solugao nao trivial (ndo todos nulos), o que implica que o

determinante da matriz do coeficientes do sistema homogéneo é zero, isto é,

0 = det (p;’epj) = det (p?) Hef’j

J

Como Hepf # 0, dai, det(p?) = 0, que é um determinante de Vandermonde.

Pela Proposicao 6.1, esse determinante anula-se quando dois dos seus elementos carac-

teristico sao iguais, digamos p; = p;, para algum j # [. Logo,
(rs + ksf)loga = (ry, + kyB)loga, 1<rgk, <qgeN

para algum s # v. Como loga # 0 (pois, a # 1), e assim, seguiria que

s — Ty

.

(re +ksB) = (ro + ko) =15 — 1y = (ky — ks) = [ =

Dai, teriamos que 3 seria racional. Absurdo! pois, por hipétese 3 é algébrico irracional.
O
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Usando o Lema 6.3, acima, definimos o seguinte niimero nao nulo,

0#¢ = (oga) " FO(B)

= (loga)™ Z ;e
= Z n; (log @) (r + kB)? (log av)? eB(r+kp)loga

t
- Z 1j (T + kﬁ)p elog(aB(T+kB))

] 1

_ Zm(r+k5)p a®r ()™

_ Zﬁg(T‘Fkﬁ)p Br

A seguir tomaremos a norma de (.

Lema 6.4. FExiste uma constante positiva C , que nao depende de n e p, com p > n tal
que

IN(Q| > C?

Demonstragao. Primeiramente verifiquemos que C7 +2mq§ é inteiro algébrico sobre K.
De fato, note que 7); sio inteiros algébricos sobre K e (r + k3)” aP"y5* é um polindomio
em «,3 ey com grau p+ Br + Bk < p+mq+mq = p+ 2mgq, ja que B < m e
r,k < qecomo Cia, C13 e Cyy sao inteiros algébricos, e a Soma e o produto de inteiros
algébricos é inteiro algébrico, logo, CP*™I¢ = Cp+2mq217] (r + kB)? oP"9PF ¢ um

j=1
inteiro algébrico. Como g < n < p. Entao

C{H—qu < C{H—Qmp _ (C«ll+2m)p — C5P (Deﬁna Cs5 = 11+2m € Z,sendo Cs > 0)

pois, C; é um inteiro positivo. Como p > g € N, entao p = ¢ + s para algum s € N.

Segue-se que
CPC Cp+2mp€ C«p+2m(q+s)c Cp+2mq+2ms€ C2ms (C{H-qu) C
Logo, o ntimero C¥¢ também ¢ inteiro algébrico nao nulo. Pela Proposigao 4.4, item

(iii), tem-se que a norma de C¥¢ é um inteiro nao nulo, isto é, N(C¥() € Z— {0}. Pela

Proposigao 4.4, item (i) e item (iv), segue-se que

1 < [N(CEQ)| = IN(CE) - N(Q)l = IN(CE)LIN(Q) = (CE)" IN(O)
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Dai,
1 - -
IN(C)| > o C:"" —= [N(¢)| > CP, (Defina C := C! > 0)
5
onde C e h nio dependem de n e p. O

Lema 6.5. Eziste uma constante positiva C, que ndao depende de n e p, com p > n tal

que

Il < Cmpr

t
Demonstra¢ao. Como ( = Z n; (r + kB)P aPTyP% £ 0. Tomando o peso de ¢, tem-se
j=1

IElE < 1wl + k)P -l -y

j=1
< t-max {{Inyl|-|(r + &B) [Pl P[] P* }

Como p >n > q e g > 4m?, dai, (n > 4m?) e multiplicando por 2n, temos
2n.n > 2n.4m? = 2n? > 8m’*n = 2n% > 2mn =t

para n suficientemente grande, tem-se 2" > 2n? > 2mn = t, ou seja, t < 2".
Como anteriormente obtemos os seguintes resultados: ¢ < 2", |n;||< Cin?,
Ir + kBl < ¢+ 18I < qC2 €y = max{lal, 7], 1+[8ll}, B < m, r < qe

k < g. Entao substituindo a expressao que majora ||(|| pelos seus respectivos maximos,

obtemos:
1K < ¢ - madsy { [l 111 (r =+ KB) 1P leell Pl [I1P* }
< 20t (Co) CUCy
< 2CPnEgPChCTP
= CECETHPpE gp
= (2C’4C’21+2m)pn%qp

Por outro lado, como n < p, daf, n? < p%, o que implica que
P P
q=V2mn = ¢’ = (\/2m> n? < (\/2m> pg

e aplicando essa desigualdade a expressao que majora |||, resulta em

< < (2C.C3™™) nEgr
< (20,037 pE (V2m)” pt
= (2v2mC,Cym) " pr
= (Crp?
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Defina C' := 2v/2mC,C3™ > 0. Portanto, o peso ||| < CPpP onde C nio depende de
nep. O

Como F(z) é uma funcao inteira. Logo, S(z) definida a seguir também é fungao

=plF(z ﬁz—b HB—b)p
b=1 b=1

Inteira:

3

b#£B
Como F(z) é fungao inteira, em particular, é analitica, entao pelo Teorema 6.1, pode-

mos expandir F(z) em série Taylor em torno de zp = B, isto é,

i Fetd(B B)p+d
—~ (p+d)
Dal,
FO (B > F(p+d)
Fz)= Z2B) (o _pyry > —— (- B
p! — (p+d)!
Substituindo na expressao de S(z), temos que
B F(P>(B) » > pr+d)(B id (B_l)p...(B/_\B)p...(B_m)p
S = (T B Ty e )

F®(B) (= B)" (B=1)P---(B—B)P---(B—m) N S plFPH)(B) (z — B 2
p! (z=1)p--(z=B)P---(z —m)P (p+d)!

(B=1)P---(B=B)P---(B—m)P F(p+d)(3)( B)P+d oy
+ ¢! o
G-p By omp o ! 11— o

0

s

w®

=
=

(B—1)?---(B—B)r---(B — (Fet(B)(B - B)P+d by
S(B)= F®)(B) — Z 0
BBy ! IO

>~
o~
I
—

0

Logo, S(B) = F®)(B). Como ¢ = (loga)™? F®)(B) # 0. Segue-se

¢ = (loga)™S(B) (6.14)
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Usando o Teorema 6.2, ou seja, a Férmula Integral de Cauchy para S(z), temos:

27

S(B) = i/c%dz (6.15)

onde C' é uma curva simples fechada ' em torno de zy = B. Considere C' o circulo
|2 zgdecentro()eraio §. Como p > n > q, (¢* = 2mn = ;& :%),q>4m2e
B < m. Dal, tem-se
n 4m?
P 4" o sm>B— B<?
q  q 2m 2m q
Segue-se que zy = B estd no interior do disco cuja a fronteira 2 é C.
Pela Proposicao 6.3, sabemos que (se u € C, entdo |¢¥| < ell), logo, para todo z

no circulo |z| = %, e como r < ¢ e k < ¢ inteiros positivos, obtemos

le2ri| < elril < ol 5 (r+kB) log o < eq(atalBllogal < eP(I+IBDIlogal — (e(1+|ﬁ|)|105a|)p =C¥

Defina Cy := e(I*18Dllegel ~ 0 onde Cg ndo depende de n e p.

Agora, encontraremos estimativas para |F(z)|, |z—b|7F, |z—B|™, [S(2)], || e |N(¢)],
respectivamente. Sabemos que ¢ < n < p e (t = 2mn < 2n? < 2" < 2P) para n
suficientemente grande, e que |e*1| < C%, e vimos ainda que |n;| < [n;l|l< Cin3, e

assim, segue-se que

t
<3 [njlle| < tCymECE < 2°ChpECE = (2C4C)" p

t
[F(2)| = > nje™
j=1 j=1
Por conseguinte,
IF(2)] < Clp} (6.16)
Defina C7 := 2C,Cg > 0.
Para b=1,2,...,m, como ¢ > 4m? temos também:
p P 1.2
I e A
q 2q p

Dai,
2 P
|z —b|? < (;q) (6.17)

LA curva « : [a,b] — C é dita fechada, se a(a) = a(b). Se a fungio « for injetiva (ndo possui auto
intersegoes, excetuando a possibilidade de a curva ser fechada) a curva é chamada de simples.

2A fronteira de X C Y é o conjunto dos pontos € Y tais que toda bola aberta centrada em x
contém pontos de X e de seu complementar Y\ X.
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Analogamente, temos que

p

- B < (@) (6.18)

Aplicando (6.16), (6.17) e o fato de (¢*> = 2mn = q = V2mn = q = (Zmn)%),

obtemos:

1S(z)] = [p'F(2)]
b=1 b=1
b#£B
< pIFEI[IG=0) T I(B=b
b=1 oy
. » m 2q P m ,
< petpt[1(=) TT1B-b]
pm1 \ P b=1
b#£B
bz (20" 1 »
= plCip> n [113B-b]
oy
2(2mn 2\ p
= C?( (p ) ) I11(B -0 1t
b B

onde Cy := C:2™ (2m) % [[ | (B—1b)| > 0.
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Comop!<ple(n<p=— nn<p—=— Vjﬁfﬁ%ﬁ%ﬁﬁ). Segue-se

S(2)] < Cgplp?

Por conseguinte,
p(3—m)

1S(2)| < C&p > (6.19)

para todo z no circulo C. Por outro lado, de (6.14), (6.15), (6.18), (6.19) e (usando o

fato, do comprimento do caminho C' da integral é 27r.]—)), obtemos
q

<l < [loga™|S(B)

|5

< |loga|™? !
= e o

1 S
< f|10ga|_p/ | (Z)| |dZ|
27i c |z — B]
1 p(3—m 2
< —llogalPCEp™s™ (‘q) o <p>
27 P q

p(3—m)
2

— 9logal"CLp
< 27 loga|_pC§’pP(3gm)
= (2|log a|_108)pp—p(3§m)

p(3—m)
Chp~=

p(3—m
( = )

¢l < Cop (6.20)

onde Cy := (2|log a|1Cs) e nao depende de n e p. Pelo Lema 6.5, tem-se [|¢|| < CPp?
e por (6.20), (] < C’gpw e como m = 2h + 3, sendo h o grau da extensao K sobre
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Q, segue-se
NI = [IIKP] -+ [¢™)]
(SRR
Cp™= (Crp)"™
CrpPF™ Coth=1) pp(h=1)
= (Cgé(h—l))pp—phpph—p
(CoCh=DY? p

= Chp™®

ANVAN

Logo,
IN(OI < Ciop™ (6.21)

onde Cyg := CyC"Y e nao depende de n e p. Por outro lado, pelo Lema 6.4, temos

IN( Ol =™ (6.22)

Combinando (6.21) e (6.22), tem-se

Clop™ > N(Q)| > CF = Clp™” > C*
Ccr
multiplicando a iltima desigualdade por — > 0, obtemos:
-

C'pcffop—p crC-p
pr g pr

_ 1 _ _
= 00 > = (ccw>p > P = CCio > p.

Para C' e Cyy constantes positivas que nao depende de n e p. O que é uma con-
tradigao, pois p > n e n é arbitrario, tomado suficientemente grande. Essa contradigao
decorre do fato de assumirmos que o é algébrico. Portanto, o niimero o’ é transcen-
dente. (]

Finalmente, cumprimos nosso objetivo provando o Teorema de Gelfond-Schneider,
ou seja, uma solucao do Sétimo Problema de Hilbert. A prova desse teorema fornece
uma importante ferramenta para construcao de nimeros transcendentes e o desen-
volvimento de outras areas mais recentes, como veremos posteriormente por meio de

algumas consequéncias interessantes.

141



6. Solugao do Sétimo Problema de Hilbert e Algumas Consequéncias

6.3 Algumas Consequéncias do Teorema de Gelfond-

Schneider

Esta secao serd dedicada a algumas consequéncias do Teorema de Gelfond-Schneider,
as quais possuem uma enorme relevancia no desenvolvimento da teoria transcendente

e das Formas Lineares Logaritmas de Baker.

Exemplo 6.1. O numero 2v2 foi usado como exemplo especifico, pelo grande ma-
temdtico David Hilbert caso fosse resolvido o Sétimo Problema, e assim, pelo Teorema

de Gelfond-Schneider 6.3, o nimero 2V2 ¢ transcendente.

Dessa forma, pelo Teorema Gelfond-Schneider 6.3, temos uma infinidade de niimeros
transcendentes: 11V, v32, 30 V7T V12V V3 it 31 41 56T & 2020, .

Vejamos algumas consequéncias especificas.
Corolario 6.1. O numero €™ € transcendente.
Demonstragio. Usando a relagao de Euler (e’ = cosz +isin z), para todo z € R. Dali,
para x = 7, tem-se

e =cosm+isinT =—1+i0=—-1= (e”)_i = (1) =" = (-1)"".

Claramente (—1) é algébrico diferente de 0 e 1, e —i é algébrico irracional. Portanto,
pelo Teorema de Gelfond-Schneider 6.3, o nimero e™ é transcendente. O
Corolério 6.2. Mostre que pelo menos um dos nimeros e e e® é transcendente.

Demonstragao. Pelo Exemplo 1.4, sabemos que i é algébrico irracional. Se e é algébrico.

Entio o Teorema de Gelfond-Schneider 6.3, garante que (e€) é transcendente. O
Exemplo 6.2. O logaritmo decimal de 2, (log,,2)é transcendente.

Demonstragao. Sejam o = 10 e 3 = log;, 2. Por definicao de logaritmo temos que
log,p2 = k <= 10F =2

Segue-se que
o’ = 108102 = 10F =2 = o =

Note que o« = 10 é algébrico diferente de 0 e 1. Se S = log,;,2 fosse algébrico e
irracional, assim, pelo Teorema de Gelfond-Schneider 6.3, terfamos que o’ = 2 seria
transcendente, porém, 2 é algébrico, logo, S = log,,2 é racional ou transcendente.
Sabemos que log;, 2 é irracional (nao é racional). Portanto, devemos ter que 5 = logy, 2

é numero transcendente. O
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Pelo Teorema de Gelfond-Schneider 6.3, e usando o mesmo argumento do Exemplo
6.2 é possivel generalizar que (logr) é transcendente desde que r seja um nimero ra-

cional positivo diferente de poténcias de 10 e 107!

...,107°,107*,1073,107%, 1074, 10°, 10*, 107, 10%, 10*, 10, . ..

Corolario 6.3. Seja r € Q positivo diferente de poténcias de 10 e 1071, Se log,,r €

irracional. Entao log,,r € transcendente.

Demonstragao. Sejam o = 10 e 3 = log;,r. Por definigao de logaritmo temos que
log,or = k <= 10F =7~

Segue-se que
of =100 = 10" =r = o’ =71

Note que @ = 10 ¢é algébrico diferente de 0 e 1. Se 5 = log,,r fosse algébrico e
irracional, assim, pelo Teorema de Gelfond-Schneider 6.3, terfamos que a” = r seria
transcendente, porém, r € QQ, como todo racional é algébrico, pelo Exemplo 1.7, r é
algébrico, segue-se que 3 = log,,r ¢ racional ou transcendente. Se log,,r ¢ irracional.

Portanto, devemos ter que 3 = log,, r é transcendente. O

Vejamos uma equivaléncia interessante do Teorema de Gelfond-Schneider que deu

origem posteriormente a uma generalizacao do Teorema de Alan Baker 6.5.

Teorema 6.4. Sejam oy # 1, as, 1 e Po niimeros algébricos nao nulos, com log aq,log as

linearmente independentes sobre Q. Entao

Bilogag + Balogas # 0

Demonstrag¢ao. Vamos provar a equivaléncia. Considere o Teorema de Gelfond-Schneider
6.3. Suponha por absurdo que existem «q, s, 31 € Ps, satisfazendo as hipdteses do te-
orema 6.4 tais que

Bilogay + Palogaz =0 (6.23)

1
Dai, e multiplicando por ——, tem-se

B2 log ay

| 1 l
Bylog ap = — B log g — Bologay  filogay _, logas _ B
2 log oy B2 log oy log ay Bo

Usando uma mudanca de base para o logaritmo, tem-se

_ log s _ _é
log ay B2

logalag
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Por conseguinte,
_B

1
log, s = —— = ap = a;

o
Como «; € algébrico diferente de 0 e 1.

Se —=L fosse algébrico e irracional, terfamos pelo Teorema de Gelfond-Schneider 6.3,
2

_B5 _B5
que a; ™ seria transcendente, porém, o, * = au, contradicdo, pois ay por hipétese é
algébrico, logo, —% é racional ou transcendente, como o quociente de dois ntmeros

B1

algébricos é um numero algébrico, entao —% é um numero algébrico. Portanto, deve-

mos ter que —% € Q—{0}. Entao tomando % = p, com p € Q—{0}, temos 51 = pfa.
Substituindo-o em (6.23), obtemos

pBalogar + Balogas =0

1
e multiplicando por 5_ > 0, resulta em
2

ploga; + l.logas =0, com p,1€Q—{0}.
contrariando a independéncia linear de log a1, log ais sobre Q. Portanto,

Bilogag + Balogas # 0

Reciprocamente, suponhamos a validade do Teorema 6.4, e provaremos a validade
do Teorema de Gelfond-Schneider 6.3. Sejam o € A —{0,1} e f € A — Q. Suponha

por absurdo que 7 = o seja algébrico. Entao
logy =loga” = logy = floga = logy — Bloga =0
o que é uma contradicao, pois pela validade do Teorema 6.4, devemos ter

logy — Bloga # 0

ja que 1,v # 1, 3, a, sao algébricos nao nulos. Portanto, tal contradigao decorre do
fato de assumirmos que o’ é algébrico. Portanto, o ntimero o é transcendente, o que

completa a demonstracao da equivaléncia. O

Por brevidade, enunciaremos o teorema a seguir mais uma consequéncia do Teorema
de Gelfond-Shneider que é uma versao mais geral do Teorema de Baker. Foi conjectu-
rado que tal resultado seria védlido para uma quantidade arbitraria de logaritmos. Essa

conjectura foi provada por A. Baker 1996 (e lhe rendeu a medalha Fields em 1970).
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Vejamos que, como consequéencia de tal teorema, temos que qualquer combinagao
finita de logaritmos de nuimeros algébricos nao nulos com coeficientes algébricos ou é

zero ou é um numero transcendente.

Teorema 6.5 (Alan Baker). Sejam a, ..., a, nimeros algébricos nao nulos tais que
log ay, ..., log o, sdo linearmente independente sobre Q. Entdao 1,logaq, ..., loga,
sao linearmente independente sobre A o corpo dos numeros algébricos. Além disso, se

By, PBn € A sao numeros algébricos tais que

Y :Bllogal ++5nlogan 7é 0
Entao v € um nimero transcendente.
Demonstragao. Para maiores detalhes Ver [10], p. 191-212. O

Vejamos um exemplo aplicando o Teorema.

¢é transcendente.

1
Exemplo 6.3. Mostre que 08 3
log 2

Demonstracao. Note que log?2 e log3 sao linearmente independentes sobre Q. Caso

- C e pr - .
contrario, existiriam —, — € Q nao todos nulos tais que
q s

Elog3— ClogZzO
q s

Tomando minimo multiplo comum de g,% de modo que tenhamos na expressao

acima coeficientes inteiros a, b € Z tais que
alog3 —blog2 =20

Por conseguinte,

log3* =log2’ = 3* =2°

a ultima igualdade contradiz o Famoso Teorema Fundamental da Aritmética, logo,
log 2 e log 3 sao (L.I.) sobre Q. Assim, se % = « € A fosse algébrico, teriamos
og
log3 —alog2=0

log 3

Contrariando o Teorema 6.5. Portanto, o niimero ] g2 é transcendente. O
0g

Ainda como consequéncia do Teorema de Gelfond-Schneider é possivel generalizar o
exemplo acima, o qual é uma conjectura de Hilbert, que na verdade, é uma formulagao

mais moderna da conjectura de Euler enunciada por volta de 1748.
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Teorema 6.6 (Conjectura de Euler). Sejam « e § # 1 nimeros algébricos nao nulos.

Entao
_ loga

~logp

v

¢ racional ou transcendente.

Demonstragao. Sef‘am «a e [ # 1 nimeros algébricos nao nulos. Suponha por con-
og «

og 3

tradi¢ao que v = é algébrico e irracional. Note que por uma mudanca de base,

—

temos
log a

log
Como  é algébrico diferente de 0 e 1. Entao pelo Teorema de Gelfond-Schneider 6.3,

:log’Ba:’y:>a:57

teriamos que 37 = « seria transcendente, o que é uma contradicao, pois, por hipdtese

« é algébrico. Logo, tal contradicao 1decomre do fato de assumirmos que y é algébrico e
og

log 3

irracional. Portanto, o nimero v = é racional ou transcendente. O

Diante do exposto, o Teorema de Gelfond-Schneider, ou seja, Solucao do Sétimo
Probema de Hilbert, nao apenas reuniu esforgos de diversos grandes matematicos com o
intuito de resolver problemas na area e contribuir para o desenvolvimento da teoria dos
numeros algébricos e transcendentes de modo que conseguimos explicitar tais nimeros,
encerrando completamente a natureza da potenciacao de dois algébricos, mas também,
para o avanc¢o de ramos da matematica conhecido como Formas Lineares Logaritmas
de Baker e Solugoes de Equagioes Diofantinas.

Salientamos que o Teorema de Gelfond-Schneider garante que a potenciacao de dois
algébricos, gera um transcendente. E razodvel pensar que: Sera que a potenciagao de
dois transcendentes sempre gera um transcendente? Nao é conhecido um resultado si-
milar para este caso, isto é, em que o’ seja transcendente, onde « e 3 sdo transcendente,

no entanto, sabemos que esta questao tem resposta negativa.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo principal de apresentar uma Solugao
do Sétimo Problema de Hilbert e identificar alguns avancos no desenvolvimento da
teoria dos niimeros algébricos e transcendentes. Ao solucionar o sétimo problema pro-
posto por Hilbert, que ficou conhecido como Teorema de Gelfond-Schneider, obtemos
nao apenas a natureza da potenciagao de dois algébricos, bem como, um método para
obter a transcendéncia de infinitos nimeros, e ainda, o desenvolvimento de outras areas
de estudo da matematica.

No que se refere a este estudo, a partir dos resultados do Liouville produzimos um
exemplo especifico de transcendente e notamos que niimeros algébricos nao admitem
em um certo sentido, boas aproximacoes por nimeros racionais, enquanto, os transcen-
dentes sao muito bem aproximados por racionais. Por outro lado, no que diz respeito
ao resultado do Cantor na teoria transcendente, mostramos que existe nao apenas um
transcendente, mas uma infinidade deles e que o infinito dos transcendente é maior do
que o dos algébricos, em um certo sentido.

Vale ressaltar que, para saber se um dado niimero é transcendente, em geral, nao
é uma tarefa tao simples. Dessa forma, tivemos a oportunidade de compreender o
método usado por Hermite em uma série de lemas, para provar a transcendéncia do
numero e, resultado que foi um desafio aos matemaéticos até o século XIX, e ainda,
generalizar o Teorema de Lindemann estabelecido por Hermite-Lidemann, de modo
que obtivemos consequéncias mais gerais como a transcendéncia de certos nimeros e
fungoes trigonométricas: e, e, m, log(«), sin(a), cos(a) e tan(«), sendo a algébrico.

Em relacao a pesquisa, considerando o objeto de investigacao deste estudo, pode-
mos dizer que foi um trabalho complexo e desafiador, pois tivemos que compreender
conhecimentos nao adquiridos durante o curso, bem como, relacionar diversos deles, a
saber: Aproximagoes, algébricos via extensoes de corpos, raizes e polinomios simétricos

elementares, conjugado, norma e base integral de inteiros algébricos, assim como, os
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sistemas lineares de C. Siegel.
Ao analisar a solucao do sétimo problema de Hilbert percebemos com maior clareza
que seu método fornece a possibilidade de explicitar uma infinidade de transcendentes,

e assim, provamos que o chamado numero de Hilbert, 2v2 & transcendente, bem como,

\/ﬁﬁ, it, 31, e™ = (—1)7, iggg sao transcendentes, e ainda, garantimos a natureza da
potenciacao de dois algébricos.

Neste sentido, como consequéncia do sétimo problema de Hilbert pudemos compre-
ender um avanco significativo recente de uma formulagao mais geral de uma conjectura
que foi provado em 1966 por Baker, a qual afirmar que qualquer combinacao finita de
logaritmos de algébricos nao nulos com coeficientes algébricos ou é zero ou é transcen-
dente. Além disso, as varias aplicacoes do método da demostracao usado na solucao

do sétimo problema de Hilbert foram usados para resolver outras teorias.
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