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Resumo
O modelo de regressão beta prime (BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO, 2018)
é uma alternativa aos modelos lineares generalizados bastante útil para modelar dados
positivos assimétricos. Neste trabalho, nós propomos dois testes de especificação correta,
baseados no teste RESET (RAMSEY, 1969), para o modelo de regressão beta prime.
No primeiro teste a variável de teste é adicionada ao submodelo da média, ao passo
que no segundo teste, as variáveis de teste são acrescentadas aos submodelos da média
e da precisão. Através de simulações de Monte Carlo, em amostras finitas, avaliamos o
desempenho dos testes por meio das propriedades de tamanho e poder, obtendo assim
informações sobre a melhor combinação de estatística e variável de teste para realização
dos testes propostos. Duas aplicações a dados reais são apresentadas para demonstrar a
aplicabilidade e importância dos testes propostos.

Palavras-chave: Teste de erro de especificação, Modelo de regressão Beta Prime, Função
de ligação incorreta, Simulação de Monte Carlo, Omissão de variável importante.



Abstract
The beta prime regression model proposed by BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CAS-
TRO (2018) is a very useful alternative to generalized linear model for modeling positive
asymmetric data. In this paper, we propose two general misspecification tests based on
the RESET test RAMSEY (1969) for beta prime regression models with varying precision.
In the first test, we add the testing variable in the mean submodel, whereas the second
test focuses on adding the testing variables in all submodels. We conduct an extensive
Monte Carlo simulation study to evaluate the performance of the proposed tests in finite
sample size in terms of their sizes and powers, thus obtaining information about the best
combination of test statistics and testing variables to perform the proposed tests. We also
present and discuss two empirical applications to show the applicability and importance
of the proposed tests

Keywords: Misspecification test, Beta prime regression model, Incorrect link function,
Monte Carlo simulation, Omitted variables.
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1 Introdução

1.1 Introdução
Modelos de regressão são bastantes utilizados quando se deseja observar o compor-

tamento de uma variável resposta em um conjunto de variáveis explicativas. Os modelos li-
neares generalizados (MLGs), introduzidos na literatura por NELDER; WEDDERBURN
(1972), são utilizados, em geral, quando o modelo normal linear não é adequado. Nos
MLGs a distribuição da variável resposta pertence a família exponencial e a média é mo-
delada por meio de uma estrutura de regressão que envolve parâmetros desconhecidos,
covariáveis e uma função de ligação. A distribuição beta prime (BP) foi inicialmente pro-
posta por KEEPING (1962) e MCDONALD (1984) em termos de parâmetros de forma
e o suporte são os reais positivos (y > 0). BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO
(2018) propuseram uma nova parametrização para a distribuição BP em termos da média,
µ , e do parâmetro de precisão, ϕ . Os autores também propuseram o modelo de regressão
BP baseado na nova parametrização da distribuição. Uma vantagem do modelo proposto,
em relação a outros modelos de regressão para dados positivos, como por exemplo o mo-
delo de regressão Gamma e o modelo Birnbaum-Saunders reparametrizado, é a sua grande
flexibilidade em lidar com dados positivos assimétricos.

Uma etapa importante, quando está se buscando um modelo de regressão, é a
verificação de que o modelo retrata adequadamente a realidade do fenômeno em estudo. Na
modelagem estatística, ao utilizarmos um modelo de regressão não sabemos se o modelo
irá ajustar bem os dados do referente problema, isso pode ocorrer por vários motivos entre
eles a especificação incorreta do modelo, que pode acarretar em inferências imprecisas na
estimação dos parâmetros, testes de hipóteses e intervalos de confiança. RAMSEY (1969)
propôs o teste RESET (regression specification error test) que é bastante utilizado para
averiguar se a suposição de especificação correta é valida no modelo de regressão linear
clássico. O impacto causado ao usar uma especificação incorreta no modelo pode ser
considerado por uma função analítica (desconhecida) do preditor linear, aproximada por
um polinômio. Dessa forma, o teste se reduz a incluir uma forma não-linear por meio de
variáveis de teste e testar a exclusão das variáveis adicionadas através de valores críticos
da distribuição F de Snedecor. O propósito do teste é verificar se as variáveis de teste têm
poder em explicar a variável dependente. Para mais detalhes ver GOODFREY (1988) .

No que tange as propriedades do teste RESET, RAMSEY; GILBERT (1972) reco-
mendaram a segunda, terceira e quarta potência dos valores ajustados como variáveis de
teste. THURSBY; SCHMIDT (1977) recomendaram a utilização da segunda, terceira e
quarta potência das variáveis independentes. GODFREY; ORME (1994) e HOROWITZ
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(1994) relataram boas propriedades a respeito do tamanho e do poder sob a especificação
de forma funcional. PETERS (2000) estudou o desempenho do teste RESET para os mo-
delos de regressão linear, Tobit e Weibull e evidenciou que o teste é válido para qualquer
modelo econométrico. SHUKUR; EDGERTON (2002) generalizaram o teste RESET por
meio de um sistema de equações simultâneas. SAPRA et al. (2005) estenderam o teste
RESET para MLGs. MANTALOS; SHUKUR (2007) investigaram a robustez do teste RE-
SET para erros não-normais. LIMA (2007) desenvolveu um teste de erro de especificação
para o modelo de regressão beta, com dispersão fixa. OLIVEIRA (2013) utilizou o teste
de erro de especificação para o modelo de regressão beta com dispersão fixa e variável.
PEREIRA; CRIBARI-NETO (2014) propuseram o teste para o modelo de regressão beta
inflacionado. CANTERLE; BAYER (2015) fizeram o uso do teste RESET para modelos
lineares generalizados para dados binários. SANTOS; CRIBARI-NETO (2017) introduzi-
ram um teste de especificação correta para o modelo de regressão Log-Birnbaum-Saunders.

Este trabalho tem como objetivo propor dois testes de erro de especificação para o
modelo de regressão BP com dispersão variável baseados no teste proposto por RAMSEY
(1969). Os testes consistem em verificar se a especificação do modelo de regressão beta
prime está correta, ou seja, se o modelo estimado está de acordo com o processo de geração
dos dados. O procedimento do teste equivale a incluir no modelo variáveis de teste e testar
a exclusão dessas variáveis, por meio de um teste de hipótese tal como os testes da razão
de verossimilhança, escore, Wald e gradiente. Aproximações das distribuições nulas exatas
dessas estatísticas de teste pela distribuição qui-quadrado podem ser pobres em pequenas
amostras (PEREIRA; CRIBARI-NETO, 2014). Dessa forma, torna-se primordial avaliar
numericamente o desempenho desses testes de hipóteses em amostras de tamanho finito.
Adicionalmente, consideramos diferentes variáveis de teste como as potências do valor
predito e do preditor linear ajustado. Nos centralizamos em investigar dois tipos de erro
de especificação que foram a omissão de variável importante e função de ligação incorreta.
Por meio de simulações de Monte Carlo avaliamos o desempenho dos testes através das
taxas de rejeição da hipótese nula (tamanho) e das taxas de rejeição da hipótese alternativa
(poder) e os resultados indicam que os testes propostos podem ser bastantes úteis para
identificar erros de especificação no modelo.

1.2 Organização do trabalho
Além deste capítulo de introdução, este trabalho é composto por mais seis capítu-

los, como segue:

• No Capítulo 2 apresentamos a distribuição BP;

• No Capítulo 3 abordamos o modelo de regressão BP com dispersão variável;
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• No Capítulo 4 apresentamos os testes de erro de especificação propostos;

• No Capítulo 5 avaliamos os testes propostos, com diferentes implementações, em
amostras finitas por meio de simulações de Monte Carlo;

• No Capítulo 6 apresentamos aplicações a dados reais;

• Por fim, no Capítulo 7 são apresentadas as considerações finais.
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2 Distribuição Beta Prime

A distribuição BP, foi introduzida inicialmente por KEEPING (1962) e MCDO-
NALD (1984), e também é conhecida como distribuição beta inversa ou beta do tipo dois.
Trata-se de uma distribuição de probabilidade continua com suporte nos reais positivos,
y > 0. Entretanto, há poucos estudos envolvendo a distribuição BP. Em MCDONALD
(1987) foram discutidas propriedades e os estimadores de máxima verossimilhança foram
obtidos para os parâmetros do modelo.

Seja Y uma variável aleatória que segue distribuição BP, Y ∼ BP(α,β ) cuja função
densidade de probabilidade (fdp) é dada por

f (y;α,β ) =
1

B(α,β )
yα−1(1+ y)−(α+β ), y > 0 (2.1)

em que α > 0, β > 0 são parâmetros de forma e B(α,β ) é a função beta que é dada por

∫ ∞

0
tα−1(1+ t)−(α+β )dt =

Γ(α)Γ(β )
Γ(α +β )

,

sendo Γ(.) a função gama que é definida por

Γ(a) =
∫ ∞

0
e−uua−1du.

A função de distribuição acumulada da distribuição BP é da forma

F(y;α,β ) = I y
1+y

(α,β ),

em que

Iy(α,β ) =
B(y;α,β )
B(α,β )

é a função beta incompleta regularizada. A função densidade de probabilidade da dis-
tribuição BP (2.1) é decrescente com f (y;α,β ) → ∞ de forma que y → 0, se 0 < α < 1;
f (y;α,β ) é decrescente com moda em y = 0 no caso de α = 1, f (y;α,β ) cresce e depois
decresce com moda igual a (α − 1)/(β + 1). Além do mais, para 0 < α < 1, f (y;α,β ) é
côncava; se 1 < α ≤ 2, f (y;α,β ) é convexa e, em seguida, para cima com ponto de infle-
xão x2; e caso α > 2, f (y;α,β ) é côncava e então para baixo e volta a ser para cima com
pontos de inflexão em x1 e x2, em que
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x1 =
(α −1)(α +2)−

√
(α −1)(β +2)(α +β )

(β +2)(β +1)

e

x2 =
(α −1)(α +2)+

√
(α −1)(β +2)(α +β )

(β +2)(β +1)
.

O r-ésimo momento de uma variável aleatória Y que segue distribuição BP pode
ser descrito da forma

E[Y r] =
B(α + r,β − r)

B(α,β )
, −α < r < β .

Para r ∈ N e r < β o r-ésimo momento é dado por

E[Y r] =
r

∏
i=1

α + i−1
β − i

.

A média e a variância são expressas da seguinte forma

E[Y ] =
α

β −1
, β > 1, e Var(Y ) =

α(α +β −1)
(β −2)(β −1)2 , β > 2,

respectivamente.

A distribuição BP apresenta relação com algumas outras distribuições, que são:

• Se Y ∼ F(2α,2β ), então α
β Y ∼ BP(α,β );

• Se Z ∼ B(α,β ), então Z
1−Z ∼ BP(α,β );

• Se V ∼ Gama(α,1) e W ∼ Gama(β ,1), então V
W ∼ BP(α,β );

• Se Y tem distribuição Lomax (Pareto tipo II), com parâmetros de escala α e de
forma λ , então Y

λ ∼ BP(1,α);

• Se Y tem distribuição Pareto com mínimo y1 e parâmetro de forma α , então Y −y1 ∼
BP(1,α);

• Se Y tem distribuição Pareto padrão tipo IV com parâmetro de forma α e parâmetro
de desigualdade γ , então Y

1
γ ∼ BP(1,α).

BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO (2018) propuseram uma parame-
trização da distribuição BP em termo dos parâmetros da média e da precisão, considerando
µ = α

(β−1) e ϕ = β −2, sendo assim α = µ(1+ϕ) e β = 2+ϕ .
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Portanto, considerando essa nova parametrização a média e variância são expressas
da seguinte forma, respectivamente

E(Y ) = µ e Var(Y ) =
µ(1+µ)

ϕ
.

Em termos de notação a variável aleatória Y segue distribuição BP com média
µ e parâmetro de precisão ϕ , Y ∼ BP(µ,ϕ). A função de variância, V (µ) = µ(1+ µ), é
similar a da distribuição gama, em que a variância tem relação quadrática com a média. A
função densidade de probabilidade, considerando a nova parametrização, pode ser escrita
da seguinte forma

f (y; µ,ϕ) =
yµ(ϕ+1)−1(1+ y)−[µ(ϕ+1)+ϕ+2]

B(µ(1+ϕ),ϕ +2)
, y > 0, (2.2)

em que µ > 0 e ϕ > 0.
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3 Modelo de Regressão Beta Prime

No contexto de modelos de regressão, para variáveis aleatórias positivas, a distri-
buição BP foi utilizada por MCDONALD; BUTLER (1990) e TULUPYEV et al. (2013)
considerando a parametrização usual (2.1). BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CAS-
TRO (2018) a distribuição BP também foi utilizada em modelos de regressão considerando
a nova parametrização (2.2).

Sejam Y1, ...,Yn variáveis aleatórias independentes, no qual cada Yi, i = 1, ...,n tem
fdp expressa em (2.2) com média µi e parâmetro de precisão ϕi . Considerando que a
média e o parâmetro de precisão para yi satisfazem as seguintes relações

g1(µi) = η1i = x⊤i β e g2(ϕi) = η2i = z⊤i ν , i = 1, ...,n. (3.1)

em que β = (β1, ...,βm)
⊤ e ν = (ν1, ...,νM)⊤ são vetores de parâmetros de regressão des-

conhecidos, β ∈ Rm e ν ∈ RM com m+M < n, η1i e η2i são os preditores lineares, xi =

(xi1, ...,xim)
⊤ e zi = (zi1, ...,ziM)⊤ são observações de m e M regressores conhecidos, para

i = 1, ...,n. Assumindo que as matrizes de covariáveis X = (x1, ...,xn)
⊤ e Z = (z1, ...,zn)

⊤

têm posto m e M, respectivamente, as funções de ligação g1 : R → R+ e g2 : R → R+

em (3.1) devem ser estritamente monótonas, positivas e ao menos duas vezes diferenciá-
veis, de forma que µi = g−1

1 (x⊤i β ) e ϕi = g−1
2 (z⊤i ν). As funções de ligação que podem ser

empregadas nesse modelo são a raiz quadrada e logarítmica para µ e ϕ .

A função log-verossimilhança é da forma

ℓ(β ,ν) =
n

∑
i=1

ℓ(µi,ϕi), i = 1, ...,n, (3.2)

em que

ℓ(µi,ϕi) = [µi(1+ϕi)−1] log(yi)− [µi(1+ϕi)+ϕi +2] log(1+ yi)− log[Γ(µi(1+ϕi))]

− log[Γ(ϕi +2)]+ log[Γ(µi(1+ϕi)+ϕi +2)].

O vetor escore, obtido diferenciando a função log-verossimilhança (3.2), pode ser
escrito na forma matricial para β e ν , respectivamente, como

Uβ = X⊤ΦD1(y∗−µ∗),

Uν = Z⊤D2(y⋆−µ⋆)
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em que D1 = diag[ ∂ µ1
∂η11

, ..., ∂ µn
∂η1n

], D2 = diag[ ∂ϕ1
∂η21

, ..., ∂ϕn
∂η2n

], Φ = diag[(1 + ϕ1), ...,(1 + ϕn)],

y∗ = (y∗1, ...,y
∗
n)

⊤ em que y∗i = log( yi
1+yi

), y⋆ = (y⋆1, ...,y
⋆
n)

⊤ em que y⋆i = log( yµi
i

(1+yi)
1+µi

), µ∗ =

(µ∗
1 , ...,µ

∗
n )

⊤ em que µ∗
i = [Ψ(0)(µi(1+ϕi))−Ψ(0)(µi(1+ϕi)+ϕi +2)] e µ⋆ = (µ⋆

1 , ...,µ
⋆
n )

⊤

em que µ⋆
i = µi(µ∗

i −
γi
µi
) com γi =Ψ(0)(µi(1+ϕi)+ϕi+2)−Ψ(0)(ϕi+2). Para mais detalhes,

ver (A.1).

A matriz de informação de Fisher pode ser expressa da seguinte forma

K =

[
Kββ Kβν

Kνβ Kνν

]
, (3.3)

em que Kββ = X⊤E3X , Kβν = (Kνβ )
⊤ = Z⊤E5X e Kνν = Z⊤E4Z. O i-ésimo elemento de

E3, E4 e E5 são dados, respectivamente, por e3i = (1+ϕi)
2[Ψ(1)(µi(1+ϕi))−Ψ(1)(µi(1+

ϕi)+ϕi +2)]( ∂ µi
∂η1i

)2, e4i = [µ2
i Ψ(1)(µi(1+ϕi))− (1+µi)

2Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi +2)+Ψ(1)(ϕi +

2)]( ∂ϕi
∂η2i

)2 e e5i =−(1+ϕi){Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi+2)+µi[Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi+2)−Ψ(1)(µi(1+

ϕi)]}( ∂ µi
∂η1i

)( ∂ϕi
∂η2i

). Para mais detalhes, ver (A.2).

Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) não apresentam forma fechada
e são obtidos através de métodos interativos de otimização não-linear. O modelo de regres-
são BP é da classe de modelos GAMLSS (Modelos Aditivos Generalizados para Localização
Escala e Forma); ver STASINOPOULOS; ENEA; RIGBY (2017). As estimativas dos pa-
râmetros do modelo de regressão BP (3.1) podem ser obtidas por meio do pacote gamlss,
contido no R (R Core Team, 2021).
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4 Teste de erro de especificação para o mo-
delo de regressão Beta Prime

Os testes propostos aqui são extensões do teste RESET de especificação correta
proposto por RAMSEY (1969), para verificar a forma funcional incorreta e omissão de
variável no contexto de modelos de regressão linear. O teste é realizado em duas eta-
pas. Na primeira etapa, variáveis de teste são incluídas e em seguida, na segunda etapa,
testa-se a exclusão dessas variáveis adicionadas através de valores críticos da distribuição
F de snedecor. O modelo está corretamente especificado se as variáveis de teste não ex-
plica a variável dependente. No primeiro teste proposto neste artigo as variáveis de teste
são acrescentadas ao submodelo da média, e no segundo teste as variáveis de teste são
acrescentadas aos submodelos da média e da precisão. Considere o modelo de regressão
BP

g1(µi) = Xβ , i = 1, ...,n.

g2(ϕi) = Zν , i = 1, ...,n.

em que os vetores β e ν são m× 1 e M × 1, respectivamente, X e Z são matrizes de
regressores n×m e n×M, respectivamente, µ e ϕ são vetores n×1 e i = 1, ...,n.

Considerando o primeiro teste, iremos, na primeira etapa, incluir as variáveis de
teste como covariáveis, no submodelo da média. Assim,

g1(µi) = Xβ +A1τ1,

em que A1 é uma matriz n× s de variáveis de teste e τ1 é um vetor de parâmetros s×1.
A segunda etapa consiste em testar as hipóteses

H0 : τ1 = 0 (corretamente especificado),

H1 : τ1 ̸= 0 (incorretamente especificado).

As variáveis de teste utilizadas são potências de η̂1 e de µ̂ . Para testar a exclusão
das variáveis de teste, considerando o modelo de regressão beta prime, precisamos recorrer
a testes assintóticos, a saber: razão de verossimilhanças (RV ) (NEYMAN; PEARSON,
1928), escore (S) (RAO, 1948), wald (W ) (WALD, 1943) e gradiente (G) (TERRELL,
2002).
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Os testes RV , S e W , apresentam estatísticas de testes equivalentes até a primeira
ordem e segue distribuição assintótica χ2

k com erro de ordem n−1, k é o número de restrições
impostas pela hipótese nula e n o tamanho da amostra. O teste G tem uma estrutura mais
simplificada pois, não depende da matriz da informação de fisher. A estatística de teste
G segue distribuição assintótica χ2

k a menos de termos de ordem n−1. As estatísticas de
teste são dadas, respectivamente, por

RV = 2[ℓ(ζ̂ )− ℓ(ζ̃ )],

S = Ũ⊤
1β K̃ββ

11 Ũ1β ,

W = τ̂⊤1 K̂ββ
11 τ̂1,

G = Ũ⊤
1β τ̂1,

em que ζ̂ =(τ̂⊤1 , β̂
⊤
, ν̂⊤)⊤ é o estimador de máxima verossimilhança de ζ e ζ̃ =(0⊤, β̃⊤

, ν̃⊤)⊤

é o estimador de máxima verossimilhança restrito obtido sob a imposição da hipótese nula.
Ũ1β é o vetor de dimensão s que contém os primeiros s elementos do vetor escore Uβ (β ,ν)
e K̃ββ

11 é a matriz s× s formada pelas s primeiras linhas e s primeiras colunas da inversa
da matriz Kββ , ambas estão sendo avaliadas no estimador de máxima verossimilhança
restrito e K̂ββ

11 corresponde a Kββ
11 avaliado no estimador de máxima verossimilhança irres-

trito.

Sob condições usuais de regularidade e sob a hipótese nula, as estatística de teste
têm distribuição assintótica χ2

s , sendo s o número de restrições impostas por H0 (VARGAS;
FERRARI; LEMONTE, 2014). Neste caso considerando o teste RESET para s = 1, se o
valor da estatística de teste for menor que o quantil usual da χ2

s , não rejeita-se a hipótese
nula e assumimos que o modelo está corretamente especificado, caso contrário rejeita-se
a hipótese nula.

O segundo teste de erro de especificação proposto é obtido acrescentando variáveis
de teste aos dois submodelos, da média e do parâmetro de precisão. Considerando os
seguintes modelos aumentados

g1(µi) = Xβ +A1τ1,

g2(ϕi) = Zν +A2τ2,

em que A2 é uma matriz n× r de variáveis de teste e τ2 é um vetor de parâmetros r×1.
A hipótese a ser testada será

H0 : τ1 = τ2 = 0 (corretamente especificado),

H1 : τi ̸= 0 (incorretamente especificado),



Capítulo 4. Teste de erro de especificação para o modelo de regressão Beta Prime 22

ao menos um τi diferente de zero.

A estatística de teste RV é da mesma forma que foi vista anteriormente, já as
estatísticas S, W e G, são expressas como a soma de duas formas quadráticas:

S = Ũ⊤
1β K̃ββ

11 Ũ1β +Ũ⊤
1ν K̃νν

11 Ũ1ν ,

W = τ̂⊤1 K̂ββ
11 τ̂1 + τ̂⊤2 K̂νν

11 τ̂2,

G = Ũ⊤
1β τ̂1 +Ũ⊤

1ν τ̂2,

em que Ũ1ν é o vetor de dimensão r que contém os primeiros r elementos do vetor escore
Uν(β ,ν) e K̃νν

11 é a matriz r× r formada pelas r primeiras linhas e r primeiras colunas da
inversa da matriz Kνν , ambas estão sendo avaliadas no estimador de máxima verossimi-
lhança restrito e K̂νν

11 corresponde a Kνν
11 avaliado no estimador de máxima verossimilhança

irrestrito. Sob condições usuais de regularidade e sob a hipótese nula, as estatística de
teste têm distribuição assintótica χ2

s+r, sendo s e r o número de restrições impostas por
H0.
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5 Estudo de Simulação

Neste capítulo, através de simulação de Monte Carlo avaliamos o desempenho dos
testes de erro de especificação propostos para o modelo de regressão BP. Os critérios de
avaliação são o tamanho empírico (probabilidade de rejeitar a hipótese nula quando ela
é verdadeira) e o poder empírico (probabilidade de rejeitar a hipótese nula quando ela é
falsa).

Consideramos o modelo de regressão BP

g1(µi) = β0 +β1x1 e g2(ϕi) = ν0 +ν1z1, (5.1)

em que g1(.) e g2(.) são funções de ligação e xi e zi são covariáveis. Para cada covariável
foram geradas 50 observações U (0,1) e replicadas 2 e 4 vezes obtendo tamanhos de amos-
tra 100 e 200. Em cada réplica geramos uma amostra aleatória da variável dependente
Y = (Y1, ...,Yn)

⊤ com Yi ∼ BP(µi,ϕi), em que µi = g−1
1 (η1i) e ϕi = g−1

2 (η2i). Todas as simu-
lações realizadas foram utilizando a linguagem de programação R (R Core Team, 2021) e
10000 réplicas de Monte Carlo.

Os testes foram realizados considerando como variáveis de teste o quadrado e o
cubo dos preditores lineares assim como o quadrado e cubo dos valores preditos. Todos
os testes foram realizados considerando três diferentes níveis nominais: 1%, 5% e 10%. De
modo que a comparação do poder ocorra entre testes com mesmo tamanho, os valores
criticos usados nas simulações de poder são extraídos das simulações de tamanho. O teste
em que as variáveis de teste foram acrescentadas na estrutura do submodelo da média é
denominado de Rµ e quando as variáveis de teste foram acrescentadas nos submodelos da
média e do parâmetro de precisão é denominado Rθ , com θ = (µ,ϕ)⊤. Na simulação de
poder os erros de especificação utilizados foram referentes a função de ligação incorreta e
omissão de variável importante.

Considerando o modelo de regressão BP, dado em (5.1), foram considerados quatro
cenários com algumas características importantes, a saber: média baixa e precisão alta
(cenário I), média baixa e precisão baixa (cenário II), média alta e precisão alta (cenário
III) e média alta e precisão baixa (cenário IV).

5.1 Simulação de Tamanho
As simulações de tamanho são realizadas sob a hipótese nula e a variável resposta

é gerada sem erro de especificação, considerando os parâmetros obtidos na Tabela 1, com
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Tabela 1 – Cenários considerados na simulação.

Cenários
Valores iniciais Intervalo

β0 β1 ν0 ν1 µ ϕ
I 1,9 −1,5 3,5 1 (1,5; 6,62) (33,51; 89,96)
II 1,9 −1,5 1,8 −0,4 (1,5; 6,62) (4,08; 5,99)
III 4,0 −3,5 3,5 1 (1,68; 53,39) (33,51; 89,96)
IV 4,0 −3,5 1,8 −0,4 (1,68; 53,39) (4,08; 5,99)

função de ligação logarítmica para os submodelos da média, µ , e da precisão, ϕ . Para o
teste Rµ consideramos as estatística de teste RV, S, W e G e para o teste Rθ apenas as
estatística de teste RV e G, pois os testes baseados nas estatísticas S e W não apresentaram
bons resultados.

As Tabelas 2 a 5 apresentam os percentuais de rejeição da hipótese nula de que o
modelo está corretamente especificado. À medida que o tamanho da amostra aumenta, os
percentuais de rejeição convergem para os níveis nominais especificados. De forma geral,
em todos os cenários o teste considerando as estatísticas de teste S e G apresentaram as
taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais para o teste Rµ e o teste baseado
na estatística G apresentou melhor desempenho pra o teste Rθ . Por exemplo, na Tabela
3, para n = 100 e α = 5% o teste baseado na variável µ̂3 obteve tamanhos estimados de
5,60%, 4,92%, 6,24% e 5,32%, respectivamente, para as estatísticas RV, S, W e G, para o
teste Rµ .

Na Tabela 4 para n = 200, α = 1% incluindo a variável de teste η̂2 os tamanhos
dos teste Rµ , considerando as estatística RV, S, W e G são, respectivamente, 0,98%,
0,83%, 1,10% e 0,90%. Ou seja, o teste baseado na estatística RV também apresenta bons
desempenhos, principalmente para amostras de tamanho maiores, e isso ocorre também
no teste Rθ .

Em geral, o teste considerando a estatística W foi a que apresentou o pior desem-
penho para o teste Rµ . Por exemplo, na Tabela 5 para n = 50 e α = 10% na inclusão das
variável de teste η̂2, η̂3, µ̂2 e µ̂3 o teste baseado na estatística W apresentou tamanho de
14,50%, 14,59%, 14,11% e 14,07%, respectivamente.

No teste Rθ , para os níveis de significância de 5% e 10% o teste considerando as
estatísticas apresentaram, em geral, tamanhos maiores que os níveis nominais, ou seja, os
testes tendem a rejeitar a hipótese de que o modelo está corretamente especificado mais
que o esperado. Há indícios suficientes de que o teste Rµ é mais eficiente que o teste Rθ ,
pois apresenta menor distorção de tamanho, principalmente quando a variável de teste é
η̂2.
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5.2 Simulação de Poder
As simulações de poder foram realizadas considerando erro de especificação no

submodelo da média, teste Rµ , e nos dois submodelos da média e da precisão, teste Rθ .

5.2.1 Função de ligação incorreta
No que se refere à identificação de erro na especificação da função de ligação, os

dados são gerados com função de ligação raiz quadrada para µ e logarítmica para ϕ , no
teste Rµ . Adicionalmente, considerando o teste Rθ , os dados são gerados com função de
ligação raiz quadrada para µ e ϕ . Em ambos os testes o modelo foi estimado considerando
a função de ligação logarítmica. Os valores iniciais dos parâmetros, estão apresentados na
Tabela 1.

Os resultados de simulação de poder dos testes no que tange à identificação do
erro na especificação da função de ligação em uso, encontram-se exibidos nas Tabelas 6
a 9. Analisando os resultados, o teste Rµ apresenta, em geral, poderes mais elevados do
que o teste Rθ . Em particular, no que tange ao teste Rµ , o teste baseado na estatística S
resultou em poderes do teste levemente maiores do que os poderes do teste considerando
a estatística G. No que tange o teste Rθ , o teste baseado na estatística G apresentou
poderes levemente superiores ao teste baseado na estatística RV.

É importante observar que, em geral, quando o tamanho da amostra aumenta,
ambos os testes apresentaram bons resultados de poder. Por exemplo, na Tabela 8 para o
teste Rµ , com n = 100 e n = 200, em todos os níveis nominais e na inclusão das variáveis
de teste η̂2, η̂3, µ̂2 e µ̂3, resultou em uma taxa de rejeição da hipótese alternativa de
100%. Assim como para n = 200 no teste Rθ .

Em geral, o teste baseado na estatística W apresentou o pior resultado para o teste
Rµ , em todos os cenários. Por exemplo, na Tabela 7 para n = 50 e α = 1%, na inclusão das
variáveis de teste η̂2, η̂3, µ̂2 e µ̂3 o teste considerando a estatística W apresentou taxas
de rejeição sob a hipótese alternativa de 13,14%, 4,68%, 9,90% e 7,86%, respectivamente.

Podemos concluir que os testes apresentaram melhores resultados nos cenários
em que foram considerados a precisão alta (cenários I e III). Dentre esses dois cenários,
o cenário III, considerando valores altos para a média, foi o que apresentou melhores
resultados.

5.2.2 Omissão de variável importante
Um importante erro de especificação é a não inclusão de uma variável importante

no modelo. Considere o seguinte modelo:

g1(µi) = β0 +β1x1 +β2x2,
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em que β0 e β1 são apresentados na Tabela 1, para os cenários I e II, β2 = 3,0 e para os
cenários III e IV, β2 = 2,8. Quando o erro de especificação ocorre nos dois submodelos,
da média e do parâmetro de precisão, temos o seguinte modelo para estrutura de geração
da precisão

g2(ϕi) = ν0 +ν1z1 +ν2z2,

em que os valores iniciais de ν0 e ν1 estão apresentados na Tabela 1, ν2 = 1,5 para os
cenários I e III e ν2 = 1,2 para os cenários II e IV. A variável omitida na estimação do
modelo foi x2, para o teste Rµ e x2 e z2 para o teste Rθ .

Conforme pode ser visto nas tabelas 10 a 13 os resultados da simulação de poder
com base na omissão de variável importante são apresentados. Nos cenários com precisão
alta (I e III) e em todos os níveis nominais considerados, tanto o teste Rµ quanto o teste
Rθ apresentam taxas de rejeição sob a hipótese alternativa superior a 99%.

Nos cenários com precisão baixa (II e IV) e n < 200, o teste Rµ , baseado na
estatística G, é mais poderoso do que o teste baseado na estatística S. Por exemplo,
considerando o cenário II (Tabela 11) e nível nominal de 1%, os poderes do teste Rµ

baseado na estatística G foram 81,37 e 99,53 para n = 50 e n = 100, respectivamente.
Por outro lado, considerando a teste baseado na estatística S, os poderes foram 69,38 e
98,54, respectivamente. No teste Rθ , o teste baseado na estatística RV apresenta taxas
de rejeição sob a hipótese alternativa superior a estatística G.

Um ponto importante que é possível observar, é de que nos cenários com precisão
baixa (II e IV), o teste baseado na estatística W apresentou as maiores taxas de rejeição
sob a hipótese alternativa, no que tange o teste Rθ , conforme pode ser visto nas tabelas
11 e 13.



Capítulo 5. Estudo de Simulação 27

Tabela 2 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário I.

Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 1,57 6,46 12,05 1,25 5,76 11,45 1,24 5,23 10,88
S 1,07 5,16 10,59 1,01 5,16 10,80 1,16 4,97 10,53
W 2,36 7,93 13,65 1,42 6,39 12,20 1,36 5,46 11,23
G 1,18 5,80 11,59 1,07 5,45 11,22 1,19 5,07 10,71

η̂3

RV 1,65 6,47 12,30 1,25 5,76 11,24 1,29 5,43 10,94
S 1,06 5,16 10,80 1,05 5,22 10,54 1,18 5,14 10,55
W 2,42 7,81 13,74 1,57 6,40 11,94 1,40 5,59 11,39
G 1,31 5,98 11,65 1,10 5,51 10,96 1,22 5,26 10,81

µ̂2

RV 1,67 6,73 12,12 1,25 5,84 10,91 1,28 5,56 10,87
S 0,99 5,40 10,85 1,07 5,32 10,42 1,19 5,31 10,54
W 2,41 8,08 13,54 1,53 6,40 11,63 1,41 5,80 11,21
G 1,20 6,04 11,53 1,12 5,58 10,67 1,24 5,43 10,75

µ̂3

RV 1,65 6,94 12,21 1,17 5,78 11,13 1,24 5,64 10,90
S 0,90 5,48 10,79 0,99 5,12 10,32 1,09 5,41 10,58
W 2,50 8,11 13,67 1,52 6,36 11,89 1,37 5,91 11,33
G 1,15 6,21 11,57 1,03 5,46 10,68 1,14 5,55 10,76

Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 1,99 8,14 14,27 1,48 6,15 11,64 1,22 5,48 10,62
G 1,52 6,68 12,89 1,22 5,73 11,11 1,06 5,24 10,39

(η̂2, η̂2)
RV 1,57 6,93 12,85 1,30 5,50 11,14 1,14 5,50 10,47
G 1,03 5,96 11,84 1,03 5,17 10,57 1,01 5,38 10,31

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 2,26 8,54 15,08 1,52 6,26 11,82 1,37 5,51 10,89
G 1,46 6,81 13,44 1,19 5,69 11,30 1,19 5,31 10,65

(η̂2, µ̂2)
RV 1,59 6,95 13,17 1,27 5,80 11,23 1,15 5,43 10,58
G 1,01 5,98 12,00 1,01 5,36 10,69 1,03 5,30 10,36

(η̂2, η̂3)
RV 1,54 6,94 12,91 1,28 5,73 11,19 1,15 5,46 10,52
G 0,99 6,12 11,86 1,03 5,29 10,53 1,09 5,33 10,25
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Tabela 3 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário II.

Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 1,40 6,06 11,57 1,39 5,76 10,93 1,13 5,30 10,26
S 0,80 4,64 9,91 1,13 5,31 10,27 1,05 5,08 10,07
W 2,11 7,51 13,39 1,79 6,25 11,63 1,25 5,59 10,66
G 1,03 5,36 11,00 1,22 5,52 10,48 1,03 5,18 10,25

η̂3

RV 1,42 6,06 11,58 1,34 5,85 10,61 1,07 5,28 10,47
S 0,84 4,72 9,95 1,11 5,31 10,02 1,00 5,08 10,10
W 2,04 7,36 13,39 1,78 6,39 11,19 1,21 5,61 10,72
G 1,07 5,45 11,01 1,17 5,56 10,47 1,05 5,16 10,38

µ̂2

RV 1,42 6,02 11,71 1,34 5,68 10,77 1,14 5,29 10,50
S 0,88 4,79 10,06 1,11 5,18 10,15 0,99 5,24 10,14
W 2,09 7,30 13,48 1,70 6,30 11,37 1,23 5,63 10,83
G 1,06 5,45 11,09 1,18 5,39 10,55 1,06 5,30 10,34

µ̂3

RV 1,36 6,01 11,71 1,40 5,60 10,86 1,10 5,32 10,56
S 0,86 4,92 10,09 1,08 4,92 10,25 0,95 5,15 10,17
W 2,08 7,21 13,35 1,58 6,24 11,33 1,20 5,65 10,94
G 1,02 5,50 11,20 1,17 5,32 10,67 1,03 5,27 10,46

Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 2,10 7,48 14,32 1,59 6,58 12,21 1,18 5,48 10,69
G 1,63 6,58 12,81 1,40 6,15 11,64 1,18 5,37 10,52

(η̂2, η̂2)
RV 1,51 7,25 13,20 1,47 6,60 11,86 1,19 5,71 11,00
G 1,11 6,21 12,23 1,19 6,02 11,21 1,09 5,47 10,74

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 2,00 7,68 14,34 1,46 6,42 11,91 1,15 5,47 10,83
G 1,66 6,82 12,90 1,25 5,92 11,28 1,13 5,21 10,69

(η̂2, µ̂2)
RV 1,60 7,28 13,09 1,45 6,41 12,06 1,20 5,87 11,05
G 1,25 6,21 11,89 1,14 5,84 11,26 1,08 5,60 10,79

(η̂2, η̂3)
RV 1,58 7,27 13,15 1,48 6,47 12,02 1,12 5,88 11,07
G 1,20 6,17 11,93 1,17 5,90 11,18 1,08 5,50 10,73



Capítulo 5. Estudo de Simulação 29

Tabela 4 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário III.

Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 1,34 5,99 11,69 1,20 5,42 10,63 0,98 5,13 10,20
S 0,85 5,05 10,33 1,00 5,02 9,92 0,83 4,90 9,80
W 1,99 7,43 13,18 1,53 5,95 11,41 1,10 5,35 10,57
G 0,98 5,51 11,16 1,09 5,25 10,42 0,90 5,05 10,09

η̂3

RV 1,34 6,21 11,36 1,28 5,65 10,66 1,01 5,13 10,18
S 0,89 5,18 10,06 1,05 5,21 10,06 0,84 4,89 9,88
W 2,18 7,34 12,94 1,52 6,10 11,50 1,08 5,35 10,51
G 1,00 5,63 10,81 1,09 5,40 10,40 0,94 5,01 10,06

µ̂2

RV 1,62 6,49 11,88 1,31 5,92 11,22 1,23 5,14 10,59
S 1,02 5,21 10,44 1,02 5,35 10,62 1,13 4,86 10,17
W 2,47 7,95 13,28 1,56 6,54 11,99 1,36 5,44 10,90
G 1,17 5,68 11,12 1,10 5,60 10,94 1,17 5,00 10,36

µ̂3

RV 1,61 6,72 11,90 1,35 6,07 11,41 1,27 5,41 10,30
S 0,96 5,43 10,64 1,06 5,39 10,67 1,14 5,17 9,86
W 2,46 7,90 13,60 1,61 6,83 12,02 1,43 5,67 10,61
G 1,07 5,97 11,20 1,11 5,66 11,03 1,18 5,24 10,11

Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 2,13 8,68 14,75 1,36 6,34 11,93 1,00 5,58 10,90
G 1,73 7,46 13,45 1,13 5,84 11,47 0,91 5,32 10,66

(η̂2, η̂2)
RV 1,50 6,31 12,18 1,03 5,51 10,91 1,02 5,48 10,57
G 1,14 5,39 11,16 0,88 5,08 10,33 0,95 5,30 10,33

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 2,51 9,38 15,56 1,47 6,52 12,29 1,25 5,71 10,86
G 1,56 7,56 13,94 1,15 6,86 11,47 1,08 5,29 10,55

(η̂2, µ̂2)
RV 1,69 6,94 12,65 1,17 5,89 11,25 1,17 5,96 11,22
G 1,05 5,62 11,29 0,91 5,29 10,75 0,97 5,59 10,76

(η̂2, η̂3)
RV 1,58 6,41 11,99 1,12 5,53 11,07 1,03 5,48 10,81
G 1,13 5,38 11,05 0,87 5,17 10,44 0,91 5,19 10,56
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Tabela 5 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário IV.

Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 1,65 6,90 12,85 1,30 6,09 11,59 1,22 5,17 10,24
S 1,04 5,54 11,16 1,02 5,31 11,03 1,01 4,91 9,85
W 2,45 8,51 14,50 1,70 6,92 12,45 1,34 5,50 10,63
G 1,20 6,19 12,20 1,15 5,70 11,33 1,11 5,11 10,11

η̂3

RV 1,58 6,85 12,96 1,26 6,14 11,64 1,17 5,23 10,26
S 1,06 5,48 11,32 1,13 5,21 11,00 1,05 4,97 9,86
W 2,41 8,50 14,59 1,64 6,71 12,41 1,31 5,55 10,69
G 1,20 6,35 12,35 1,13 5,72 11,15 1,10 5,10 10,21

µ̂2

RV 1,50 6,86 12,75 1,21 5,95 11,21 1,17 5,31 10,45
S 1,06 5,69 11,02 0,91 5,30 10,57 1,10 5,08 10,07
W 2,31 8,41 14,11 1,57 6,50 11,87 1,27 5,66 10,84
G 1,09 6,41 11,97 1,05 5,59 10,90 1,11 5,17 10,29

µ̂3

RV 1,50 6,99 12,55 1,30 5,82 10,97 1,20 5,39 10,35
S 0,99 5,38 10,97 0,93 5,42 10,19 1,11 5,12 10,14
W 2,33 8,44 14,07 1,67 6,42 11,69 1,36 5,80 10,81
G 1,10 6,21 11,96 1,10 5,44 10,65 1,09 5,26 10,22

Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 2,14 8,02 14,46 1,41 6,35 12,02 1,24 5,41 10,69
G 1,71 6,93 13,19 1,18 5,85 11,46 1,24 5,28 10,39

(η̂2, η̂2)
RV 2,04 7,85 13,93 1,41 6,08 11,83 0,92 5,33 10,75
G 1,37 6,83 12,87 1,20 5,44 11,25 0,83 5,11 10,32

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 2,29 8,48 14,78 1,35 6,10 11,96 1,33 5,54 10,66
G 1,72 7,36 13,60 1,10 5,63 11,41 1,23 5,38 10,52

(η̂2, µ̂2)
RV 2,02 8,01 14,45 1,52 6,31 12,22 1,04 5,44 11,23
G 1,69 6,76 12,83 1,13 5,48 11,35 0,83 5,11 10,66

(η̂2, η̂3)
RV 2,03 7,82 13,90 1,41 6,15 11,67 0,95 5,41 10,84
G 1,44 6,81 12,67 1,17 5,50 11,02 0,85 5,22 10,55
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Tabela 6 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (função de ligação incorreta), ce-
nário I.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 94,08 98,72 99,48 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 94,77 98,92 99,62 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 91,69 98,44 99,41 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 94,68 98,79 99,55 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 51,90 78,26 87,07 90,62 97,82 99,13 99,90 100,00 100,00
S 53,01 79,91 87,90 91,16 98,02 99,21 99,91 100,00 100,00
W 48,75 75,72 85,81 89,95 97,60 99,11 99,90 100,00 100,00
G 50,94 78,39 87,08 90,61 97,82 99,13 99,90 100,00 100,00

µ̂2

RV 80,74 93,97 97,15 99,33 99,95 99,98 100,00 100,00 100,00
S 83,94 94,72 97,45 99,47 99,95 99,98 100,00 100,00 100,00
W 75,42 92,59 96,68 99,22 99,93 99,97 100,00 100,00 100,00
G 82,12 94,33 97,26 99,43 99,95 99,98 100,00 100,00 100,00

µ̂3

RV 69,63 88,42 94,05 97,87 99,65 99,90 100,00 100,00 100,00
S 74,02 89,72 94,66 98,06 99,68 99,92 100,00 100,00 100,00
W 63,78 86,90 93,36 97,38 99,63 99,88 100,00 100,00 100,00
G 71,58 89,13 94,27 97,98 99,68 99,91 100,00 100,00 100,00
Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão

Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 32,86 58,31 70,78 74,51 90,28 94,71 98,73 99,66 99,80
G 33,18 59,95 72,00 76,40 90,78 94,94 98,85 99,71 99,80

(η̂2, η̂2)
RV 36,68 59,90 71,95 76,15 91,37 95,25 98,88 99,76 99,92
G 37,47 60,95 72,18 77,30 91,61 95,30 99,00 99,79 99,93

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 19,25 42,00 56,12 54,18 77,99 86,58 92,44 98,29 99,16
G 21,16 43,90 57,15 56,61 78,88 87,02 93,02 98,37 99,20

(η̂2, µ̂2)
RV 35,33 59,82 71,73 76,92 91,01 95,00 98,86 99,76 99,94
G 37,89 61,15 72,33 77,54 91,45 95,16 98,90 99,79 99,94

(η̂2, η̂3)
RV 36,75 60,08 71,73 76,82 91,05 95,14 98,77 99,77 99,95
G 38,97 61,36 72,74 77,70 91,48 95,24 98,93 99,79 99,95
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Tabela 7 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (função de ligação incorreta), ce-
nário II.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 19,00 40,58 53,00 44,91 68,30 79,39 83,22 94,36 97,26
S 26,19 46,22 56,65 49,60 71,56 81,32 85,50 95,08 97,47
W 13,14 34,34 48,40 37,17 65,12 77,11 79,39 93,33 96,83
G 22,65 43,11 54,85 47,58 69,72 80,09 84,61 94,72 97,29

η̂3

RV 5,53 16,87 26,37 12,73 28,99 42,22 30,54 53,85 65,60
S 6,59 18,22 27,59 13,06 30,07 43,23 32,06 54,89 65,44
W 4,68 15,61 25,27 11,68 28,07 41,48 29,94 53,06 65,10
G 5,56 17,18 26,32 12,69 28,91 42,29 30,58 54,13 65,72

µ̂2

RV 13,14 30,81 42,48 30,01 55,06 67,18 66,33 84,63 91,31
S 16,54 34,59 45,98 35,05 58,70 69,62 69,83 86,17 92,31
W 9,90 27,54 39,76 25,38 52,20 65,01 62,48 83,35 90,50
G 14,20 31,92 43,58 31,33 56,12 67,81 67,06 84,95 91,55

µ̂3

RV 10,34 26,34 37,29 24,21 87,42 60,18 55,84 77,03 85,31
S 13,54 29,03 40,64 27,80 50,92 62,31 59,80 78,84 86,63
W 7,86 23,60 34,85 20,08 45,23 58,27 52,30 75,77 84,29
G 11,37 27,07 38,12 25,21 48,48 60,59 56,69 77,43 85,60

Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão
Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 7,91 22,63 34,05 22,43 43,30 56,75 56,11 76,88 84,63
G 9,44 25,36 35,90 23,19 44,97 58,07 57,42 78,17 85,23

(η̂2, η̂2)
RV 7,20 18,11 26,80 22,57 44,05 56,56 56,16 76,25 84,70
G 8,19 18,98 27,08 24,59 45,20 57,82 58,14 77,22 85.26

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 0,28 0,88 1,38 14,56 32,98 46,08 39,45 63,40 74,05
G 0,33 0,99 1,45 15,50 34,45 47,59 40,46 64,49 74,36

(η̂2, µ̂2)
RV 9,67 23,27 34,97 23,14 44,92 57,48 55,45 75,99 84,83
G 10,38 25,15 36,51 25,36 46,23 58,17 57,28 76,95 85,22

(η̂2, η̂3)
RV 10,19 24,31 35,70 23,41 45,37 57,53 56,06 76,96 85,01
G 10,87 25,89 37,22 25,71 46,79 58,40 57,93 77,59 85,64
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Tabela 8 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (função de ligação incorreta), ce-
nário III.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

µ̂2

RV 99,90 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 99,94 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 99,75 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 99,94 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

µ̂3

RV 98,87 99,90 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 99,25 99,94 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 98,17 99,84 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 99,32 99,94 99,99 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão
Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 94,63 98,74 99,30 99,96 99,98 99,98 100,00 100,00 100,00
G 94,68 98,81 99,30 99,95 99,97 99,97 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂2)
RV 96,02 99,27 99,68 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 96,29 99,29 99,71 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 68,33 89,03 94,29 99,13 99,90 99,96 100,00 100,00 100,00
G 74,14 90,61 94,94 99,32 99,91 99,96 100,00 100,00 100,00

(η̂2, µ̂2)
RV 95,45 99,13 99,65 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 96,73 99,28 99,73 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂3)
RV 96,11 99,25 99,71 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 96,56 99,29 99,75 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
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Tabela 9 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (função de ligação incorreta), ce-
nário IV.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 74,14 88,72 93,50 98,16 99,67 99,89 100,00 100,00 100,00
S 79,76 91,30 94,91 98,83 99,81 99,92 100,00 100,00 100,00
W 63,25 85,28 92,25 97,24 99,55 99,87 100,00 100,00 100,00
G 76,49 89,84 94,10 98,38 99,73 99,89 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 66,12 84,15 90,71 96,41 99,24 99,70 99,99 100,00 100,00
S 72,35 87,23 92,30 97,36 99,48 99,79 100,00 100,00 100,00
W 57,05 80,79 88,83 94,83 98,87 99,64 99,98 100,00 100,00
G 68,52 85,22 91,24 96,55 99,29 99,73 99,99 100,00 100,00

µ̂2

RV 46,93 69,62 80,19 86,05 95,47 97,99 99,58 99,96 100,00
S 53,38 73,94 82,63 89,63 96,33 98,24 99,64 99,96 100,00
W 39,48 64,97 77,56 82,28 94,80 97,67 99,52 99,95 99,98
G 48,68 70,77 80,79 86,98 95,66 98,05 99,60 99,96 100,00

µ̂3

RV 34,40 58,64 70,15 73,71 89,77 94,61 97,94 99,57 99,79
S 41,85 63,90 73,19 78,74 91,03 95,28 98,41 99,64 99,82
W 28,83 53,68 67,05 69,61 88,41 94,12 97,32 99,30 99,76
G 36,83 59,94 71,12 74,87 90,30 94,80 98,10 99,58 99,80

Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão
Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 30,29 49,87 58,13 84,61 94,34 96,98 99,48 99,90 99,93
G 31,99 52,11 59,78 86,04 94,92 97,37 99,49 99,90 99,92

(η̂2, η̂2)
RV 40,97 64,73 75,95 84,15 94,77 97,01 99,74 99,95 99,99
G 43,17 65,86 76,77 85,58 95,19 97,20 99,77 99,95 99,99

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 21,69 43,49 57,01 60,72 80,79 88,34 93,77 98,54 99,34
G 23,26 45,90 58,60 61,61 81,68 88,72 94,05 98,49 99,28

(η̂2, µ̂2)
RV 39,44 65,04 75,53 83,70 94,64 97,15 99,71 99,95 99,98
G 38,42 66,64 77,63 86,25 95,46 97,48 99,75 99,95 99,98

(η̂2, η̂3)
RV 39,82 64,98 75,74 84,06 94,82 97,06 99,75 99,95 99,99
G 42,24 66,88 77,32 85,74 95,16 97,34 99,77 99,95 99,99



Capítulo 5. Estudo de Simulação 35

Tabela 10 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (omissão de variável importante),
cenário I.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

µ̂2

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

µ̂3

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão
Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 99,97 99,97 99,97 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 99,97 99,97 99,97 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂2)
RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 99,98 99,98 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 99,98 99,98 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, µ̂2)
RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂3)
RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
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Tabela 11 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (omissão de variável importante),
cenário II.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 85,77 96,30 98,36 99,68 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00
S 69,38 90,98 95,46 98,54 99,85 99,98 100,00 100,00 100,00
W 87,06 96,62 98,53 99,73 99,99 99,99 100,00 100,00 100,00
G 81,37 94,78 97,49 99,53 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 86,58 96,40 98,52 99,71 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00
S 77,76 94,05 97,32 99,33 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00
W 87,56 96,60 98,58 99,73 99,99 99,99 100,00 100,00 100,00
G 83,96 95,86 98,22 99,65 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00

µ̂2

RV 85,58 95,99 98,14 99,65 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00
S 76,27 94,11 97,57 99,29 99,96 99,99 100,00 100,00 100,00
W 86,04 96,10 98,30 99,67 99,98 99,99 100,00 100,00 100,00
G 83,08 95,47 97,98 99,56 99,97 99,99 100,00 100,00 100,00

µ̂3

RV 83,23 95,18 97,78 99,51 99,96 99,99 100,00 100,00 100,00
S 74,34 93,41 97,13 99,12 99,95 99,99 100,00 100,00 100,00
W 83,64 95,31 97,89 99,58 99,96 99,99 100,00 100,00 100,00
G 80,91 94,81 97,65 99,43 99,95 99,99 100,00 100,00 100,00

Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão
Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 27,92 55,11 68,98 70,28 87,66 93,52 98,10 99,62 99,83
G 21,36 51,22 65,99 64,52 86,18 92,87 97,74 99,58 99,82

(η̂2, η̂2)
RV 32,55 56,47 69,32 69,82 88,13 93,62 98,22 99,69 99,88
G 27,45 53,66 67,88 67,84 87,27 93,31 98,08 99,69 99,85

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 16,77 40,17 55,88 50,30 74,08 84,02 90,05 97,44 98,84
G 14,68 39,12 54,85 48,56 73,50 83,88 89,34 97,41 98,80

(η̂2, µ̂2)
RV 31,41 55,43 68,93 70,15 88,42 93,91 98,13 99,69 99,89
G 25,15 53,45 67,95 68,04 87,67 93,46 97,94 99,65 99,85

(η̂2, η̂3)
RV 31,69 55,83 68,88 69,96 88,44 93,65 98,12 99,71 99,89
G 25,55 53,48 67,70 67,89 87,62 93,25 97,91 99,66 99,84
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Tabela 12 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (omissão de variável importante),
cenário III.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

µ̂2

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

µ̂3

RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
W 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão
Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 99,97 99,97 99,97 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 99.96 99.97 99.97 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂2)
RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 99,90 99,90 99,90 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 99.90 99.90 99.90 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, µ̂2)
RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂3)
RV 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
G 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
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Tabela 13 – Taxa de rejeição sob a hipótese alternativa (omissão de variável importante),
cenário IV.

Erro de especificação no submodelo da média
Teste Rµ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

η̂2

RV 81,98 94,45 97,55 99,43 99,96 99,98 100,00 100,00 100,00
S 44,79 68,84 78,91 88,19 96,92 98,53 99,99 100,00 100,00
W 82,19 94,88 97,94 99,59 99,96 99,99 100,00 100,00 100,00
G 64,87 83,81 90,19 96,99 99,48 99,75 100,00 100,00 100,00

η̂3

RV 81,77 94,31 97,54 99,45 99,96 99,98 100,00 100,00 100,00
S 62,81 86,73 93,17 97,47 99,68 99,89 100,00 100,00 100,00
W 83,24 95,09 97,89 99,62 99,96 99,98 100,00 100,00 100,00
G 76,41 91,80 96,28 99,08 99,91 99,96 100,00 100,00 100,00

µ̂2

RV 79,34 92,99 96,65 99,14 99,86 99,97 100,00 100,00 100,00
S 69,31 89,68 95,16 98,48 99,77 99,89 100,00 100,00 100,00
W 81,35 93,98 97,26 99,37 99,93 99,98 100,00 100,00 100,00
G 78,00 92,41 96,50 99,08 99,86 99,96 100,00 100,00 100,00

µ̂3

RV 76,40 91,56 95,64 98,78 99,78 99,92 100,00 100,00 100,00
S 68,07 88,95 94,13 97,84 99,62 99,87 100,00 100,00 100,00
W 79,39 92,50 96,26 99,04 99,84 99,95 100,00 100,00 100,00
G 75,89 91,26 95,58 98,62 99,78 99,92 100,00 100,00 100,00
Erro de especificação nos submodelos da média e da precisão

Teste Rθ

Regressores Testes
n = 50 n = 100 n = 200

adicionadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

(η̂2, κ̂2)
RV 83,05 95,41 97,95 99,86 99,97 99,98 99,99 99,99 99,99
G 66,29 89,81 95,01 99,25 99,93 99,97 99,99 99,99 99,99

(η̂2, η̂2)
RV 83,56 94,93 97,79 99,82 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00
G 70,17 88,85 94,56 99,14 99,93 99,97 100,00 100,00 100,00

(µ̂2, ϕ̂ 2)
RV 80,31 93,63 97,15 99,65 99,96 99,98 100,00 100,00 100,00
G 76,22 92,91 96,86 99,59 99,95 99,97 100,00 100,00 100,00

(η̂2, µ̂2)
RV 81,98 94,81 97,57 99,77 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00
G 64,05 89,42 94,67 99,16 99,93 99,97 100,00 100,00 100,00

(η̂2, η̂3)
RV 82,53 94,96 97,74 99,81 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00
G 69,25 89,55 94,64 99,14 99,93 99,97 100,00 100,00 100,00
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6 Aplicação

Neste capítulo apresentamos duas aplicações a dados reais utilizando os testes de
especificação propostos neste estudo.

6.1 Dados do Milho
A primeira aplicação é refente a um experimento, descrito por GRIFFITHS; HILL;

JUDGE (1993) e apresentado por BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO (2018).
A variável dependente é a produção de milho e as variáveis independentes são as combi-
nações de nitrogênio (x1i) e fosfato (x2i), i = 1, ...,n.

A Tabela 14 apresenta as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros
do modelo de regressão BP escolhido utilizando a função de ligação logarítmica para
os submodelos da média µ e do parâmetro de precisão ϕ . O ajuste considerado para
o modelo é o mesmo apresentado por BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO
(2018), a saber

log(µi) = β0 +β1 log(x1i)+β2 log(x2i) e log(ϕi) = ν0 +ν1x2i, i = 1, ...,30.

Tabela 14 – Estimativa dos parâmetros para os dados do milho.

Parâmetro Estimativa Erro Padrão P-Valor
Submodelo para µ

β0 0,5207 0,2788 0,0739
β1 0,3506 0,0330 9,3e-11
β2 0,3990 0,0423 1,0e-09

Submodelo para ϕ
ν0 2,7027 0,6650 0,0004
ν1 0,0072 0,0034 0,0432

É possível observar que os coeficientes são estatisticamente significativos. Notamos
umas relação positiva entre a variável resposta com o nitrogênio, assim como como o
fosfato. O nosso propósito consiste em testar se o modelo utilizado está corretamente
especificado. Para isso, são utilizados os testes propostos nesse estudo. Foram considerados
o teste baseado nas estatísticas S e G para o teste Rµ baseado em η̂2 e o teste considerando
a estatística G para o teste Rθ baseado em (η̂2, η̂2). O teste considerando as estatísticas S
e G para Rµ são, respectivamente, 0,00001 e 0,0270 e o teste baseado na estatística G para
o teste Rθ é 1,3474. Em ambos os testes a hipótese de que o modelo está corretamente
especificado não é rejeitada ao nível de significância de 5%.
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A Figura 1 apresenta o envelope simulado para o resíduo quantílico proposto por
DUNN; SMYTH (1996), que se baseiam no teorema da inversa da função de distribuição
acumulada. É possível verificar que os resíduos, em geral, permanecem dentro das bandas
de confiança dos envelopes simulados e dessa forma não há indícios de afastamento da
suposição de que o modelo de regressão beta prime é adequado para os dados.
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Figura 1 – Envelope simulado dos resíduos quantílicos para os dados do milho.

6.2 Dados de Cerejeiras
Os dados da segunda aplicação referem-se a uma amostra de dados de 31 cerejeiras

em uma floresta do estado da Pensilvânia, EUA (RYAN; JOINER, 1994). As varáveis
independentes dizem respeito a altura (h) e diâmetro (d). A variável resposta é o volume.
O modelo ajustado para os dados é dado por

log(µi) = β0 +β1 log(h)+β2 log(d) e log(ϕi) = ν0, i = 1, ..,n.

A Tabela 15 exibe as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do
modelo de regressão BP ajustado, utilizando a função de ligação logarítmica no submodelo
da média µ e no submodelo da precisão ϕ .

É possível notar que os coeficientes são estatisticamente significativas e que há
uma relação positiva entre a variável responta e a altura, como também há uma relação
positiva da variável resposta e o diâmetro. Utilizando os testes propostos nesse estudo e
fazendo o uso do teste considerando as estatísticas S e G para o teste Rµ , baseado em
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Tabela 15 – Estimativa dos parâmetros dos dados de cerejeiras.

Parâmetro Estimativa Erro Padrão P-Valor
Submodelo para µ

β0 −6,5705 0,7656 3,4e-09
β1 1,9858 0,0719 0.2e-16
β2 1,1019 0,1953 5,5e-06

Submodelo para ϕ
ν0 5,1361 0,2567 0.2e-16

η̂2, obtivemos os valores 0,4808 e 0,4806. Adicionalmente, considerando a estatística G
para o teste Rθ , baseado em (η̂2, η̂2), obtivemos o valor 0,9544. Portanto, a especificação
correta do modelo não é rejeitada ao nível de 5% de significância em ambos os testes, Rµ

e Rθ .

Na Figura 2, apresentamos o envelope simulado dos resíduos quantílicos. Podemos
verificar que a especificação do modelo está correta, pois os resíduos em sua grande parte se
encontram dentro do envelope, ou seja não há violação grave das premissas distributivas.
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Figura 2 – Envelope simulado dos resíduos quantílicos para os dados de cerejeiras.
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7 Considerações Finais

7.1 Conclusão
Neste trabalho, foram propostos dois testes de erro de especificação para o modelo

de regressão BP com dispersão variável. No primeiro teste, a variável de teste é adicionada
apenas ao submodelo da média e no segundo teste a variável é adicionada aos dois sub-
modelos. Os testes foram implementados considerando as estatísticas, a saber: razão de
verossimilhança, escore, wald e gradiente. Os resultados apresentados foram obtidos por
meio de simulação de Monte Carlo em amostras finitas. Foram considerados como erro de
especificação a função de ligação incorreta e a omissão de variável importante.

Os resultados apresentados sugerem que o tamanho empírico dos testes está muito
próximo dos níveis de significância indicados (1%, 5% e 10%) a medida que o tamanho da
amostra aumenta. Evidências numéricas mostram que os testes são capazes de detectar
a especificação incorreta do modelo, principalmente o teste Rµ utilizando como variável
de teste o quadrado do preditor linear estimado. Indica-se o uso das estatísticas escore e
gradiente para testar a correta especificação do modelo.

Em termos práticos, os testes propostos podem ser bastante úteis. Dessa forma,
recomendamos os testes propostos a todos usuários que desejam avaliar se o modelo de
regressão BP está ou não bem especificado.

7.2 Publicação
Este trabalho gerou um artigo intitulado ”A misspecification test for beta prime

regression models”que foi submetido a revista Communications in Statistics - Simulation
and Computation, e encontra-se sob revisão.
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A Apêndice

A.1 Vetor Escore
Primeiramente mostraremos como foram obtidos os elementos do vetor escore para

essa classe de modelos. A função escore é obtida pela diferenciação da função de log-
verossimilhança (3.2) com respeito ao β j e νk e são dados por

U j =
∂ℓ(β ,ν)

∂β j
=

n

∑
t=1

∂ℓ(µt ,ϕt)

∂ µt

dµt

dη1t

∂η1t

∂β j

=
n

∑
t=1

[(1+ϕt) logyt − (1+ϕt) log(1+ yt)− (1+ϕt)ψ(µt(1+ϕt))

+(1+ϕt)ψ(µt(1+ϕt)+ϕt +2)]
dµt

dηt
xt j

=
n

∑
t=1

(1+ϕt)[log(
yt

(1+ yt)
)−ψ(µt(1+ϕt)+ψ(µt(1+ϕt)+ϕt +2)]

dµt

dη1t
xt j

=
n

∑
t=1

(1+ϕt)(y∗t −µ∗
t )

dµt

dη1t
xt j,

e

Uk =
∂ℓ(β ,ν)

∂νk
=

n

∑
t=1

∂ℓ(µt ,ϕt)

∂ϕt

dϕt

dη2t

∂η2t

∂νk

=
n

∑
t=1

[µt logyt − (µt +1) log(1+ yt)−µtψ(µt(1+ϕt))−ψ(ϕt +2)

+(µt +1)ψ(µt(1+ϕt)+ϕt +2)]
dϕt

dη2t
ztk

=
n

∑
t=1

[log(
yµt

t

(1+ yt)(µt+1)
)−µt(ψ(µt(1+ϕt))−ψ(µt(1+ϕt)+ϕt +2))−ψ(ϕt +2)

+ψ(µt(1+ϕt)+ϕt +2))]
dϕt

dη2t
ztk

=
n

∑
t=1

[y⋆t −µt(µ∗
t −

γ
µt
)]

dϕt

dη2t
ztk

=
n

∑
t=1

(y⋆t −µ⋆
t )

dϕt

dη2t
ztk,

em que, ψ(.) = d log[Γ(.)]
d. é a função digamma, y∗t = log( yt

(1+yt)
), µ∗

t = ψ(µt(1+ϕt)−ψ(µt(1+
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ϕt)+ ϕt + 2), y⋆t = log( yµt
t

(1+yt)(µt+1) ) e µ⋆
t = µt(µ⋆

t − γ
µt
) onde γ = ψ(ϕt + 2)−ψ(µt(1+ ϕt)+

ϕt +2).

A função escore pode também ser escrita na forma matricial

Uβ = X⊤ΦD1(y∗−µ∗),

Uν = Z⊤D2(y⋆−µ⋆),

em que D1 = diag[ ∂ µ1
∂η11

, ..., ∂ µn
∂η1n

], D2 = diag[ ∂ϕ1
∂η21

, ..., ∂ϕn
∂η2n

], Φ = diag[(1 + ϕ1), ...,(1 + ϕn)],
y∗ = (y∗1, ...,y

∗
n)

⊤, y⋆ = (y⋆1, ...,y
⋆
n)

⊤, µ∗ = (µ∗
1 , ...,µ

∗
n )

⊤ e µ⋆ = (µ⋆
1 , ...,µ

⋆
n )

⊤.

A.2 Matriz de Informação de Fisher
A matriz de informação de Fisher é obtida a partir da segunda derivada da função

log-verossimilhança (3.2), que são expressos da forma a seguir:

1. para β j e βl, com j, l = 1, ...,m, temos

U jl =
∂ 2ℓ(β ,ν)
∂β j∂βl

=
n

∑
t=1

{∂ 2ℓ(µt ,ϕt)

∂ µ2
t

(
dµt

dη1t
)2 +

∂ℓ(µt ,ϕt)

∂ µt
(

∂
∂ µt

dµt

dη1t
)

dµt

dη1t
}xt jxtl

=
n

∑
t=1

{−(1+ϕt)
2[ψ(1)(µt(1+ϕt))−ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)](

dµt

dη1t
)2

+
∂ℓ(µt ,ϕt)

∂ µt
(

∂
∂ µt

dµt

dη1t
)

dµt

dη1t
}xtkxtl.

Sob condições de regularidade, obtemos E(∂ℓ(µt ,ϕt)
∂ µt

) = 0. Assim, temos que

Kββ =−E(U jl)

=
n

∑
t=1

(1+ϕt)
2[ψ(1)(µt(1+ϕt))−ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)](

dµt

dη1t
)2xt jxtl.

2. Para β j e νk, com j = 1, ...,m e k = 1, ...,M, temos

U jk =
∂ 2ℓ(β ,ν)
∂β j∂νk

=
n

∑
t=1

∂ 2ℓ(µt ,ϕt)

∂ µt∂ϕt

dµt

dη1t

dϕt

dη2t
xt jztk

=
n

∑
t=1

{(y⋆t −µ⋆
t )+(1+ϕt)[ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)+µt [ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)

−ψ(1)(µt(1+ϕt))]]}
dµt

dη1t

dϕt

dη2t
xt jztk.
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Tomando o valor esperado sobre a função, temos que

Kβν =−E(U jk)

=−
n

∑
t=1

(1+ϕt)[ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)+µt [ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)−ψ(1)(µt(1+ϕt))]]

dµt

dη1t

dϕt

dη2t
xt jztk.

3. Para νk e νp, com k, p = 1, ...,m, temos

Ukp =
∂ 2ℓ(β ,ν)
∂νk∂νp

=
n

∑
t=1

{∂ 2ℓ(µt ,ϕt)

∂ϕ 2
t

(
dϕt

dη2t
)2 +

∂ℓ(µt ,ϕt)

∂ϕt
(

∂
∂ϕt

dϕt

dη2t
)

dϕt

dη2t
}ztkzt p

=
n

∑
t=1

{−[µ2
t ψ(1)(µt(1+ϕt)− (µt +1)2ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)+ψ(1)(ϕt +2)](

dϕt

dη2t
)2

+
∂ℓ(µt ,ϕt)

∂ϕt
(

∂
∂ϕt

dϕt

dη2t
)

dϕt

dη2t
}ztkzt p.

Sob condições de regularidade, obtemos E(∂ℓ(µt ,ϕt)
∂ϕt

) = 0. Assim, temos que

Kνν =−E(Ukp)

=
n

∑
t=1

(µ2
t ψ(1)(µt(1+ϕt))− (µt +1)2ψ(1)(µt(1+ϕt)+ϕt +2)+ψ(1)(ϕt +2))

(
dϕt

dη2t
)2ztkzt p.

A matriz de informação de Fisher pode ser escrita na forma matricial

K =

[
Kββ Kβν

Kνβ Kνν

]
=

[
X⊤E3X X⊤E5Z
Z⊤E5X Z⊤E4Z

]
,

em que cada elemento de E3, E4 e E5 são, respectivamente, dado por

e3i = (1+ϕi)
2[Ψ(1)(µi(1+ϕi))−Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi +2)](

∂ µi

∂η1i
)2,

e4i = [µ2
i Ψ(1)(µi(1+ϕi))− (1+µi)

2Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi +2)+Ψ(1)(ϕi +2)](
∂ϕi

∂η2i
)2,

e

e5i =−(1+ϕi){Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi+2)+µi[Ψ(1)(µi(1+ϕi)+ϕi+2)−Ψ(1)(µi(1+ϕi)]}(
∂ µi

∂η1i
)(

∂ϕi

∂η2i
).
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B Implementação Computacional - R

rm(list = ls())

setwd("C:/Users/klebe/Dropbox/PIBIC/Script")
source("gamlss_BP.r")
source("glmBP.r")
source("Estimation.r")
source("simu_BP_v11.r")

# Pacotes -----------------------------------------------------------------

library(gamlss)
library(gamlss.dist)
library(gamlss.data)
library(splines)

# Simulação do Tamanho ----------------------------------------------------

set.seed(144)

n=50 # tamanho amostra
j=1 # indice para usar tamanhos maiores
NR=10000 # Numero de replicas de MC
pw=2 # potencia variavel de teste
n1=n*j # Quando n for 100, n1=n*j=50*2

beta=c(1.9,-1.5) #valores reais vetor beta
x0=rep(1,n)
x01=runif(n)
x02=runif(n)

x0=rep(x0,j)
x01=rep(x01,j)
x02=rep(x02,j)
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X=cbind(x0,x01) #matriz de regressores de mu
eta1=X%*%beta #preditor linear
mu = exp(eta1)
summary(mu)

lambda=c(1.8,-0.4)
z0=rep(1,n)
z01=runif(n)
z02=runif(n)

z0=rep(z0,j)
z01=rep(z01,j)
z02=rep(z02,j)
Z=cbind(z0,z01)
kappa=Z%*%lambda #preditor linear
phi = exp(kappa)
summary(phi)

Vmu=mu*(1+mu)
vary= Vmu/phi
summary(vary)

#Inicializando vetores para guardar estatisticas de teste
Etest1=rep(0,NR)
Etest2=rep(0,NR)
Etest3=rep(0,NR)
Etest4=rep(0,NR)

contC=0
contC1=0

# PRIMEIRO LAçO DE MONTE CARLO

for(i in 1:NR) {

y=rBP(n1,mu,phi)
ystar=log(y/(1+y))
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fit <- gamlss(y~(X-1),sigma.formula=~(Z-1),
family = BP(mu.link = "log",sigma.link = "log"),
trace=FALSE)

if(fit$conv==FALSE){

i=i-1
contC=contC+1
next

}

# ADIÇAO DAS NOVAS VARIAVEIS DE TESTE

etatest=fit$mu.lp #Preditor linear
mutest=fitted.values(fit) #Valor ajustado
x1=mutest^pw
x1=as.vector(x1)
Xnew=cbind(X,x1) #Nova matriz de regressores de mu

fitnew <- gamlss(y~(Xnew-1),sigma.formula=~(Z-1),
family = BP(mu.link = "log",sigma.link = "log"),
trace=FALSE)

if (fitnew$conv==FALSE){

i=i-1
contC1=contC1+1
next

}

# FUNÇÃO ESCORE VEROSSIMILHANÇA RESTRITA E INVERSA DE FISHER RESTRITA

mx1=2
mx2=1
mx3=3
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zerox=rep(0,mx2)
betatil=c(fit$mu.coef, zerox)
etatil1=Xnew%*%betatil
mutil=exp(etatil1)

ms1=2
ms2=1
lambdatil=c(fit$sigma.coef)
etatil2=Z%*%lambdatil
phitil=exp(etatil2)

Phitil=diag(as.vector(1+phitil))
D1 <- diag(as.vector(exp(etatil1)))
ystartil=ystar
mustartil=digamma(mutil*(1+phitil))-digamma(mutil*(1+phitil)+phitil+2)
escorebetatil=t(Xnew)%*%Phitil%*%D1%*%(ystartil-mustartil)

# INVERSA DE FISHER RESTRITA

deltatil=(1+phitil)
Deltatil=as.vector(deltatil)

psi1til=trigamma(mutil*(1+phitil))
psi2til=trigamma(mutil*(1+phitil)+phitil+2)
wtil=psi1til-psi2til
Wtil=as.vector(wtil)

psi3til=trigamma(phitil+2)
ctil=(mutil^2)*psi1til-((1+mutil)^2)*psi2til+psi3til
Ctil=as.vector(ctil)

dtil=psi2til+mutil*(psi2til-psi1til)
Dtil=as.vector(dtil)

e3til=(Deltatil^2)*Wtil*as.vector(exp(etatil1)^2)
e4til=Ctil*as.vector(exp(etatil2))^2
e5til=(-Deltatil)*Dtil*as.vector(exp(etatil1))*as.vector(exp(etatil2))

K.bbtil=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e3til))%*%Xnew
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K.bltil=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e5til))%*%Z
K.lbtil=t(Z)%*%diag(as.vector(e5til))%*%Xnew
K.lltil=t(Z)%*%diag(as.vector(e4til))%*%Z

bloc.suptil=cbind(K.bbtil,K.bltil)
bloc.inftil=cbind(K.lbtil,K.lltil)

Fisher.bltil=rbind(bloc.suptil,bloc.inftil)

Inver.Fisher.bltil <- try(solve(Fisher.bltil))

# INVERSA DE FISHER IRRESTRITA

muhat=fitnew$mu.fv
phihat=fitnew$sigma.fv

eta1hat=fitnew$mu.lp
eta2hat=fitnew$sigma.lp

betahat=fitnew$mu.coefficients
lambdahat=fitnew$sigma.coefficients

deltahat=1+phihat
Delta=as.vector(deltahat)

psi1=trigamma(muhat*(1+phihat))
psi2=trigamma(muhat*(1+phihat)+phihat+2)
w=psi1-psi2
W=as.vector(w)

psi3=trigamma(phihat+2)
c=(muhat^2)*psi1-((1-muhat)^2)*psi2+psi3
C=as.vector(c)

d=psi2+muhat*(psi2-psi1)
D=as.vector(d)

e3= (Delta^2)*W*(as.vector(exp(eta1hat))^2)
e4= C*(as.vector(exp(eta2hat))^2)
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e5= -Delta*D*as.vector(exp(eta1hat))*as.vector(exp(eta2hat))

K.bb=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e3))%*%Xnew
K.bl=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e5))%*%Z
K.lb=t(Z)%*%diag(as.vector(e5))%*%Xnew
K.ll=t(Z)%*%diag(as.vector(e4))%*%Z

bloc.sup=cbind(K.bb,K.bl)
bloc.inf=cbind(K.lb,K.ll)

Fisher.bl=rbind(bloc.sup,bloc.inf)

Inver.Fisher.bl <- try(solve(Fisher.bl))

# ESTATISTICAS DOS TESTES

# RAZAO DE VEROSSIMILHANÇA

lhat<-logLik(fitnew)
ltil<-logLik(fit)

Etest1[i]=2*(lhat[1]-ltil[1])

# ESCORE

Etest2[i]= t(escorebetatil[mx3])%*%(Inver.Fisher.bltil[mx3,mx3])%*%
escorebetatil[mx3]

# WALD

Etest3[i]= t(betahat[mx3])%*%((Inver.Fisher.bl[mx3,mx3])^(-1))%*%betahat[mx3]

# Gradiente

Etest4[i]= t(escorebetatil[mx3])%*%betahat[mx3]
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qchisq90=qchisq(0.90,1)
qchisq95=qchisq(0.95,1)
qchisq99=qchisq(0.99,1)

# FIM DO LAÇO DE MONTE CARLO
}

print(contC)
print(contC1)
print(max(phi)/min(phi))
print(max(vary)/min(vary))

cont90RV=ifelse(Etest1 > qchisq90,1,0)
result_tam90RV=((sum(cont90RV))/NR)*100

cont90E=ifelse(Etest2 > qchisq90,1,0)
result_tam90E=((sum(cont90E))/NR)*100

cont90W=ifelse(Etest3 > qchisq90,1,0)
result_tam90W=((sum(cont90W))/NR)*100

cont90G=ifelse(Etest4 > qchisq90,1,0)
result_tam90G=((sum(cont90G))/NR)*100

cont95RV=ifelse(Etest1 > qchisq95,1,0)
result_tam95RV=((sum(cont95RV))/NR)*100

cont95E=ifelse(Etest2 > qchisq95,1,0)
result_tam95E=((sum(cont95E))/NR)*100

cont95W=ifelse(Etest3 > qchisq95,1,0)
result_tam95W=((sum(cont95W))/NR)*100

cont95G=ifelse(Etest4 > qchisq95,1,0)
result_tam95G=((sum(cont95G))/NR)*100
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cont99RV=ifelse(Etest1 > qchisq99,1,0)
result_tam99RV=((sum(cont99RV))/NR)*100

cont99E=ifelse(Etest2 > qchisq99,1,0)
result_tam99E=((sum(cont99E))/NR)*100

cont99W=ifelse(Etest3 > qchisq99,1,0)
result_tam99W=((sum(cont99W))/NR)*100

cont99G=ifelse(Etest4 > qchisq99,1,0)
result_tam99G=((sum(cont99G))/NR)*100

print("resultRV")
print(result_tam90RV)
print(result_tam95RV)
print(result_tam99RV)

print("resultE")
print(result_tam90E)
print(result_tam95E)
print(result_tam99E)

print("resultW")
print(result_tam90W)
print(result_tam95W)
print(result_tam99W)

print("resultG")
print(result_tam90G)
print(result_tam95G)
print(result_tam99G)

# QUANTIS ESTIMADOS

quantilRV=quantile(Etest1, probs=c(.90,.95,.99))
quantilE=quantile(Etest2, probs=c(.90,.95,.99))
quantilW=quantile(Etest3, probs=c(.90,.95,.99))
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quantilG=quantile(Etest4, probs=c(.90,.95,.99))

print("quantilRV")
print(quantilRV)

print("quantilE")
print(quantilE)

print("quantilW")
print(quantilW)

print("quantilG")
print(quantilG)

d<-date()
print(d)

resultRV=cbind(result_tam90RV,result_tam95RV,result_tam99RV)
resultE=cbind(result_tam90E,result_tam95E,result_tam99E)
resultW=cbind(result_tam90W,result_tam95W,result_tam99W)
resultG=cbind(result_tam90G,result_tam95G,result_tam99G)

result100=rbind(resultRV,resultE,resultW,resultG)
result100

# Simulação do Poder (FLI) ------------------------------------------------

set.seed (144)

Etest1=rep(0,NR)
Etest2=rep(0,NR)
Etest3=rep(0,NR)
Etest4=rep(0,NR)

contC=0
contC1=0
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beta=c(1.9,-1.5) #valores reais vetor beta
x0=rep(1,n)
x01=runif(n)
x02=runif(n)

x0=rep(x0,j)
x01=rep(x01,j)
x02=rep(x02,j)
X=cbind(x0,x01) #matriz de regressores de mu
eta1=X%*%beta
mu = (eta1)^2 # função de ligação raiz

for(i in 1:NR) {

y=rBP(n1,mu,phi)
ystar=log(y/(1+y))

fit <- gamlss(y~(X-1),sigma.formula=~(Z-1),
family = BP(mu.link = "log",sigma.link = "log"),
trace=FALSE)

if(fit$conv==FALSE){

i=i-1
contC=contC+1
next

}

# ADIÇAO DAS NOVAS VARIAVEIS DE TESTE

etatest=fit$mu.lp #Preditor linear
mutest=fitted.values(fit) #Valor ajustado
x1=mutest^pw
x1=as.vector(x1)
Xnew=cbind(X,x1) #Nova matriz de regressores de mu
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fitnew <- gamlss(y~(Xnew-1),sigma.formula=~(Z-1),
family = BP(mu.link = "log",sigma.link = "log"),
trace=FALSE)

if (fitnew$conv==FALSE){

i=i-1
contC1=contC1+1
next

}

# FUNÇÃO ESCORE VEROSSIMILHANÇA RESTRITA E INVERSA DE FISHER RESTRITA

mx1=2
mx2=1
mx3=3
zerox=rep(0,mx2)
betatil=c(fit$mu.coef, zerox)
etatil1=Xnew%*%betatil
mutil=exp(etatil1)

ms1=2
ms2=1
lambdatil=c(fit$sigma.coef)
etatil2=Z%*%lambdatil
phitil=exp(etatil2)

Phitil=diag(as.vector(1+phitil))
D1 <- diag(as.vector(exp(etatil1)))
ystartil=ystar
mustartil=digamma(mutil*(1+phitil))-digamma(mutil*(1+phitil)+phitil+2)
escorebetatil=t(Xnew)%*%Phitil%*%D1%*%(ystartil-mustartil)

# INVERSA DE FISHER RESTRITA

deltatil=(1+phitil)
Deltatil=as.vector(deltatil)
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psi1til=trigamma(mutil*(1+phitil))
psi2til=trigamma(mutil*(1+phitil)+phitil+2)
wtil=psi1til-psi2til
Wtil=as.vector(wtil)

psi3til=trigamma(phitil+2)
ctil=(mutil^2)*psi1til-((1+mutil)^2)*psi2til+psi3til
Ctil=as.vector(ctil)

dtil=psi2til+mutil*(psi2til-psi1til)
Dtil=as.vector(dtil)

e3til=(Deltatil^2)*Wtil*as.vector(exp(etatil1))^2
e4til=Ctil*as.vector(exp(etatil2))^2
e5til=(-Deltatil)*Dtil*as.vector(exp(etatil1))*as.vector(exp(etatil2))

K.bbtil=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e3til))%*%Xnew
K.bltil=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e5til))%*%Z
K.lbtil=t(Z)%*%diag(as.vector(e5til))%*%Xnew
K.lltil=t(Z)%*%diag(as.vector(e4til))%*%Z

bloc.suptil=cbind(K.bbtil,K.bltil)
bloc.inftil=cbind(K.lbtil,K.lltil)

Fisher.bltil=rbind(bloc.suptil,bloc.inftil)

Inver.Fisher.bltil <- try(solve(Fisher.bltil))

# INVERSA DE FISHER IRRESTRITA

muhat=fitnew$mu.fv
phihat=fitnew$sigma.fv

eta1hat=fitnew$mu.lp
eta2hat=fitnew$sigma.lp

betahat=fitnew$mu.coefficients
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lambdahat=fitnew$sigma.coefficients

deltahat=1+phihat
Delta=as.vector(deltahat)

psi1=trigamma(muhat*(1+phihat))
psi2=trigamma(muhat*(1+phihat)+phihat+2)
w=psi1-psi2
W=as.vector(w)

psi3=trigamma(phihat+2)
c=(muhat^2)*psi1-((1-muhat)^2)*psi2+psi3
C=as.vector(c)

d=psi2+muhat*(psi2-psi1)
D=as.vector(d)

e3= (Delta^2)*W*(as.vector(exp(eta1hat)))^2
e4= C*(as.vector(exp(eta2hat))^2)
e5= -Delta*D*as.vector(exp(eta1hat))*as.vector(exp(eta2hat))

K.bb=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e3))%*%Xnew
K.bl=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e5))%*%Z
K.lb=t(Z)%*%diag(as.vector(e5))%*%Xnew
K.ll=t(Z)%*%diag(as.vector(e4))%*%Z

bloc.sup=cbind(K.bb,K.bl)
bloc.inf=cbind(K.lb,K.ll)

Fisher.bl=rbind(bloc.sup,bloc.inf)

Inver.Fisher.bl <- try(solve(Fisher.bl))

# ESTATISTICAS DOS TESTES

# RAZAO DE VEROSSIMILHANÇA
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lhat<-logLik(fitnew)
ltil<-logLik(fit)

Etest1[i]=2*(lhat[1]-ltil[1])

# ESCORE

Etest2[i]= t(escorebetatil[mx3])%*%(Inver.Fisher.bltil[mx3,mx3])%*%
escorebetatil[mx3]

# WALD

Etest3[i]= t(betahat[mx3])%*%((Inver.Fisher.bl[mx3,mx3])^(-1))%*%betahat[mx3]

# Gradiente

Etest4[i]= t(escorebetatil[mx3])%*%betahat[mx3]

# FIM DO LAÇO DE MONTE CARLO
}

qchisqRV= quantilRV
qchisqE=quantilE
qchisqW=quantilW
qchisqG=quantilG

print(contC)
print(contC1)
print(max(phi)/min(phi))
print(max(vary)/min(vary))
length(Etest1 < qchisqRV[1])

cont90RV=ifelse(Etest1 <= qchisqRV[1],1,0)
result_poder90RV=(1-(sum(cont90RV))/NR)*100

cont90E=ifelse(Etest2 <= qchisqE[1],1,0)
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result_poder90E=(1-(sum(cont90E))/NR)*100

cont90W=ifelse(Etest3 <= qchisqW[1],1,0)
result_poder90W=(1-(sum(cont90W))/NR)*100

cont90G=ifelse(Etest4 <= qchisqG[1],1,0)
result_poder90G=(1-(sum(cont90G))/NR)*100

cont95RV=ifelse(Etest1 <= qchisqRV[2],1,0)
result_poder95RV=(1-(sum(cont95RV))/NR)*100

cont95E=ifelse(Etest2 <= qchisqE[2],1,0)
result_poder95E=(1-(sum(cont95E))/NR)*100

cont95W=ifelse(Etest3 <= qchisqW[2],1,0)
result_poder95W=(1-(sum(cont95W))/NR)*100

cont95G=ifelse(Etest4 <= qchisqG[2],1,0)
result_poder95G=(1-(sum(cont95G))/NR)*100

cont99RV=ifelse(Etest1 <= qchisqRV[3],1,0)
result_poder99RV=(1-(sum(cont99RV))/NR)*100

cont99E=ifelse(Etest2 <= qchisqE[3],1,0)
result_poder99E=(1-(sum(cont99E))/NR)*100

cont99W=ifelse(Etest3 <= qchisqW[3],1,0)
result_poder99W=(1-(sum(cont99W))/NR)*100

cont99G=ifelse(Etest4 <= qchisqG[3],1,0)
result_poder99G=(1-(sum(cont99G))/NR)*100

print("resultRV")
print(result_poder90RV)
print(result_poder95RV)
print(result_poder99RV)



Apêndice B. Implementação Computacional - R 64

print("resultE")
print(result_poder90E)
print(result_poder95E)
print(result_poder99E)

print("resultW")
print(result_poder90W)
print(result_poder95W)
print(result_poder99W)

print("resultG")
print(result_poder90G)
print(result_poder95G)
print(result_poder99G)

d<-Sys.time()
print(d)

resultPoderRV=cbind(result_poder90RV,result_poder95RV,result_poder99RV)
resultPoderE=cbind(result_poder90E,result_poder95E,result_poder99E)
resultPoderW=cbind(result_poder90W,result_poder95W,result_poder99W)
resultPoderG=cbind(result_poder90G,result_poder95G,result_poder99G)

resultPoder50=rbind(resultPoderRV,resultPoderE,resultPoderW,resultPoderG)
resultPoder50

# Simulação do Poder (OVI) ------------------------------------------------

set.seed (144)

Etest1=rep(0,NR)
Etest2=rep(0,NR)
Etest3=rep(0,NR)
Etest4=rep(0,NR)

contC=0
contC1=0
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betaovi=c(4,-3.5, 2.8) #valores reais vetor beta
x02=(x01)^2
Xovi=cbind(x0,x01,x02)#matriz de regressores de mu
etaovi=Xovi%*%betaovi #preditor linear
muovi = exp(etaovi)
summary(muovi)

for(i in 1:NR) {

y=rBP(n1,muovi,phi)
ystar=log(y/(1+y))

fit <- gamlss(y~(X-1),sigma.formula=~(Z-1),
family = BP(mu.link = "log",sigma.link = "log"),
trace=FALSE)

if(fit$conv==FALSE){

i=i-1
contC=contC+1
next

}

# ADIÇAO DAS NOVAS VARIAVEIS DE TESTE

etatest=fit$mu.lp #Preditor linear
mutest=fitted.values(fit) #Valor ajustado
x1=etatest^pw
x1=as.vector(x1)
Xnew=cbind(X,x1) #Nova matriz de regressores de mu

fitnew <- gamlss(y~(Xnew-1),sigma.formula=~(Z-1),
family = BP(mu.link = "log",sigma.link = "log"),
trace=FALSE)

if (fitnew$conv==FALSE){
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i=i-1
contC1=contC1+1
next

}

# FUNÇÃO ESCORE VEROSSIMILHANÇA RESTRITA E INVERSA DE FISHER RESTRITA

mx1=2
mx2=1
mx3=3
zerox=rep(0,mx2)
betatil=c(fit$mu.coef, zerox)
etatil1=Xnew%*%betatil
mutil=exp(etatil1)

ms1=2
ms2=1
lambdatil=c(fit$sigma.coef)
etatil2=Z%*%lambdatil
phitil=exp(etatil2)

Phitil=diag(as.vector(1+phitil))
D1 <- diag(as.vector(exp(etatil1)))
ystartil=ystar
mustartil=digamma(mutil*(1+phitil))-digamma(mutil*(1+phitil)+phitil+2)
escorebetatil=t(Xnew)%*%Phitil%*%D1%*%(ystartil-mustartil)

# INVERSA DE FISHER RESTRITA

deltatil=1+as.vector(phitil)
Deltatil=as.vector(deltatil)

psi1til=trigamma(mutil*(1+phitil))
psi2til=trigamma(mutil*(1+phitil)+phitil+2)
wtil=psi1til-psi2til
Wtil=as.vector(wtil)
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psi3til=trigamma(phitil+2)
ctil=(mutil^2)*psi1til-((1+mutil)^2)*psi2til+psi3til
Ctil=as.vector(ctil)

dtil=psi2til+mutil*(psi2til-psi1til)
Dtil=as.vector(dtil)

e3til=(Deltatil^2)*Wtil*as.vector(exp(etatil1))^2
e4til=Ctil*as.vector(exp(etatil2))^2
e5til=(-Deltatil)*Dtil*as.vector(exp(etatil1))*as.vector(exp(etatil2))

K.bbtil=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e3til))%*%Xnew
K.bltil=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e5til))%*%Z
K.lbtil=t(Z)%*%diag(as.vector(e5til))%*%Xnew
K.lltil=t(Z)%*%diag(as.vector(e4til))%*%Z

bloc.suptil=cbind(K.bbtil,K.bltil)
bloc.inftil=cbind(K.lbtil,K.lltil)

Fisher.bltil=rbind(bloc.suptil,bloc.inftil)

Inver.Fisher.bltil <- chol2inv(chol(Fisher.bltil))

# INVERSA DE FISHER IRRESTRITA

muhat=fitnew$mu.fv
phihat=fitnew$sigma.fv

eta1hat=fitnew$mu.lp
eta2hat=fitnew$sigma.lp

betahat=fitnew$mu.coefficients
lambdahat=fitnew$sigma.coefficients

deltahat=1+phihat
Delta=as.vector(deltahat)

psi1=trigamma(muhat*(1+phihat))
psi2=trigamma(muhat*(1+phihat)+phihat+2)
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w=psi1-psi2
W=as.vector(w)

psi3=trigamma(phihat+2)
c=(muhat^2)*psi1-((1+muhat)^2)*psi2+psi3
C=as.vector(c)

d=psi2+muhat*(psi2-psi1)
D=as.vector(d)

e3= (Delta^2)*W*(as.vector(exp(eta1hat))^2)
e4= C*(as.vector(exp(eta2hat))^2)
e5= -Delta*D*as.vector(exp(eta1hat))*as.vector(exp(eta2hat))

K.bb=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e3))%*%Xnew
K.bl=t(Xnew)%*%diag(as.vector(e5))%*%Z
K.lb=t(Z)%*%diag(as.vector(e5))%*%Xnew
K.ll=t(Z)%*%diag(as.vector(e4))%*%Z

bloc.sup=cbind(K.bb,K.bl)
bloc.inf=cbind(K.lb,K.ll)

Fisher.bl=rbind(bloc.sup,bloc.inf)

Inver.Fisher.bl <- chol2inv(chol(Fisher.bl))

# ESTATISTICAS DOS TESTES

# RAZAO DE VEROSSIMILHANÇA

lhat<-logLik(fitnew)
ltil<-logLik(fit)

Etest1[i]=2*(lhat[1]-ltil[1])

# ESCORE
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Etest2[i]= t(escorebetatil[mx3])%*%(Inver.Fisher.bltil[mx3,mx3])%*%
escorebetatil[mx3]

# WALD

Etest3[i]= t(betahat[mx3])%*%((Inver.Fisher.bl[mx3,mx3])^(-1))%*%betahat[mx3]

# Gradiente

Etest4[i]= t(escorebetatil[mx3])%*%betahat[mx3]

# FIM DO LAÇO DE MONTE CARLO
}

qchisqRV= quantilRV
qchisqE=quantilE
qchisqW=quantilW
qchisqG=quantilG

print(contC)
print(contC1)
print(max(phi)/min(phi))
print(max(vary)/min(vary))

cont90RV=ifelse(Etest1 <= qchisqRV[1],1,0)
result_poder90RV=(1-(sum(cont90RV))/NR)*100

cont90E=ifelse(Etest2 <= qchisqE[1],1,0)
result_poder90E=(1-(sum(cont90E))/NR)*100

cont90W=ifelse(Etest3 <= qchisqW[1],1,0)
result_poder90W=(1-(sum(cont90W))/NR)*100

cont90G=ifelse(Etest4 <= qchisqG[1],1,0)
result_poder90G=(1-(sum(cont90G))/NR)*100
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cont95RV=ifelse(Etest1 <= qchisqRV[2],1,0)
result_poder95RV=(1-(sum(cont95RV))/NR)*100

cont95E=ifelse(Etest2 <= qchisqE[2],1,0)
result_poder95E=(1-(sum(cont95E))/NR)*100

cont95W=ifelse(Etest3 <= qchisqW[2],1,0)
result_poder95W=(1-(sum(cont95W))/NR)*100

cont95G=ifelse(Etest4 <= qchisqG[2],1,0)
result_poder95G=(1-(sum(cont95G))/NR)*100

cont99RV=ifelse(Etest1 <= qchisqRV[3],1,0)
result_poder99RV=(1-(sum(cont99RV))/NR)*100

cont99E=ifelse(Etest2 <= qchisqE[3],1,0)
result_poder99E=(1-(sum(cont99E))/NR)*100

cont99W=ifelse(Etest3 <= qchisqW[3],1,0)
result_poder99W=(1-(sum(cont99W))/NR)*100

cont99G=ifelse(Etest4 <= qchisqG[3],1,0)
result_poder99G=(1-(sum(cont99G))/NR)*100

print("resultRV")
print(result_poder90RV)
print(result_poder95RV)
print(result_poder99RV)

print("resultE")
print(result_poder90E)
print(result_poder95E)
print(result_poder99E)

print("resultW")
print(result_poder90W)
print(result_poder95W)
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print(result_poder99W)

print("resultG")
print(result_poder90G)
print(result_poder95G)
print(result_poder99G)

d<-Sys.time()
print(d)

resultPoderRV=cbind(result_poder90RV,result_poder95RV,result_poder99RV)
resultPoderE=cbind(result_poder90E,result_poder95E,result_poder99E)
resultPoderW=cbind(result_poder90W,result_poder95W,result_poder99W)
resultPoderG=cbind(result_poder90G,result_poder95G,result_poder99G)

resultPoder50=rbind(resultPoderRV,resultPoderE,resultPoderW,resultPoderG)
resultPoder50
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