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Resumo

Esta dissertacdo trata de defeitos topoldgicos em Teoria Classica de Campos, com particular
énfase na investigacdo de modelos em que ha quebra espontinea de simetria engendrada por
um campo escalar. S3o estudadas solucdes de equacdes de campo ndo lineares em diversos
contextos, com o carater topoldgico dessas estruturas servindo como o elemento que confere
unidade ao trabalho. Inicialmente, estudamos defeitos topoldgicos em teorias de campos es-
calares em (1,1) dimensdes, investigando modelos com um e dois campos acoplados, entre os
quais incluimos resultados originais. A seguir, estudamos algumas teorias de calibre abelianas
em (2,1) dimensdes, nas quais encontramos os vortices, que foram analisados nas teorias de
Maxwell-Higgs, Chern-Simons e em uma classe de modelos com simetria aumentada, fruto de
um trabalho publicado em 2019. Finalmente, prosseguimos com a investigacdo de solugdes
com carga magnética na teoria (3,1) dimensional de Yang-Mills-Higgs com simetria de calibre
SU(2). Nesse contexto, foram estudados monopolos magnéticos e dyons, e estabelecemos a
relac@o entre a existéncia de um invariante topolégico que caracteriza todas as solugdes desse
modelo e o aparecimento de carga magnética.

Palavras-chave: defeitos topoldgicos, kinks, vortices, monopolos, dyons.
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Abstract

This dissertation deals with topological defects in Classical Field Theory, with particular empha-
sis being placed on the investigation of models in which spontaneous symmetry breaking is
engendered by a scalar field. Solutions of nonlinear field equations are investigated in seve-
ral contexts, with their topological nature acting as the element that entails unit to this work.
Initially, we consider topological defects in (1,1)-dimensional spacetime, and investigate mo-
dels with one then and two coupled scalar fields, among which original conributions have been
included. Next, we study a few abelian gauge theories in three spacetime dimensions, where
we encounter vortices, which have been investigated in Maxwell-Higgs and Chern-Simons the-
ories, as well as in a new class of model with enhanced symmetry, developed as part of a
work that was published in 2019. Finally, we deal with magnetically charged solutions from a
(3,1)-dimensional Yang-Mills-Higgs theory with gauge group SU(2). Magnetic monopoles and
dyons were investigated in this context, and the relationship between the topological invariant
that labels this model’s every solution and the magnetic charge was established.

Keywords: topological defects, kinks, vortices, monopoles, dyons.
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CAPITULO 1

Introducao

“Begin at the beginning, the King said
gravely, and go on till you come to the
end: then stop.”

Lewis Carroll

H4, em sistemas fisicos, uma aparente “preferéncia” por configuracdes nas quais a energia é
a menor compativel com os vinculos (tais quais leis de conservacio ou limitagdes geométricas)
sobre eles impostos. E possivel, entretanto, que esse processo de minimizagio nio especifique
completamente o estado do sistema, dando origem a configuragdes que se mostrem equivalentes
no que diz respeito a energia, mas que sejam, em algum sentido, diferentes entre si. Esses es-
tados s@o igualmente provaveis, e a distintas regides do sistema podem corresponder diferentes
configuracdes. No encontro entre essas regides podera se formar uma interface, conectando-as.
Essa estrutura, distinta de qualquer uma das configuracdes de menor energia, € uma espécie de
descontinuidade em relacdo a uma aparente “ordem’ que caracteriza as regides distantes desse
defeito. Ela ndo pode ser facilmente eliminada, visto que sua remo¢ao demanda um significa-
tivo gasto de energia e modificagdo da configuracdo de grande parte do sistema, necessdria para
forcar todas as regides a0 mesmo estado. Sua existéncia se deve a propriedades topoldgicas
(isto é, que ndo podem ser eliminadas por deformacgdes continuas) do espaco das solugdes de
menor energia, e as condi¢cdes de contorno do problema. As estruturas que acabamos de descre-
ver estao entre os defeitos topologicos que, em teorias de campos, aparecem como solugdes que
nao podem ser deformadas suavemente em nenhum dos estados de menor energia, os chamados
vacuos. Solugdes com essa propriedade encontram aplicagdes em diversas areas das ciéncias
naturais, que incluem, mas nao se limitam a fisica da matéria condensada [1], 6ptica [2, 3],
biologia [4,5] e cosmologia [6,7].

A mais famosa descricdo de um defeito é provavelmente o célebre relato de John Scott
Russell acerca de seu encontro com um tipo de defeito conhecido como onda solitdria. Essa
descricao constitui uma magnifica ilustracdo de diversas propriedades fundamentais encontra-
das em muitos defeitos topoldgicos, e menciond-la ao escrever sobre essas estruturas é uma
tradicdo que estudiosos da drea raramente ousam quebrar. Nao ha razdo para nos rebelarmos
contra essa lei, e apresentamos portanto, em tradugdo livre, o relato de Russell [8]:

"Eu observava o movimento de um barco sendo puxado rapidamente ao longo
de um estreito canal por um par de cavalos, quando o barco subitamente parou- mas
ndo a massa de dgua que ele colocara em movimento; esta se acumulou ao redor
da proa da embarcacdo em um estado de violenta agitacdo, e entdo, subitamente
deixando-o pra trds, rolou para a frente com alta velocidade, assumindo a forma
de uma grande elevacdo solitdria, um monte arredondado, suave e bem definido
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de dgua, que continuou seu curso ao longo do canal, aparentemente sem mudanga
de forma ou diminuicdo da velocidade. Eu o segui a cavalo, e o alcancei ainda
rolando com uma velocidade de oito ou nove milhas por hora, preservando sua
forma original(...). "

A onda descrita por Russell é um defeito topolégico, constituido por uma massa localizada de
agua que se desloca, solitdria, em um canal, e longe da qual a d4gua é calma. Assim, a onda sé é
detectavel em uma regido finita do espago. A intrigante estabilidade mencionada por Russell é
resultado de uma delicada combinagdo de efeitos dispersivos e de ndo linearidade [9]. Tal esta-
bilidade € uma caracteristica comum em defeitos desse tipo, e estd profundamente relacionada
a topologia dessas solugcdes. Essa curiosa caracteristica da onda de Russell atraiu a atenc¢do dos
fisicos holandeses Diederik Korteweg e Gustav de Vries, que desenvolveram, em 1895, um es-
tudo [10] no qual fizeram uso da famosa equacao KdV, originalmente proposta por Boussinesq
em 1877 [11], para estudar as caracteristicas dessas estruturas, denominadas ondas solitdrias.
Na verdade, os defeitos topoldgicos da teoria KdV tém ainda uma outra propriedade especial,
que a onda de Russell s6 possui aproximadamente: apds uma colisdo envolvendo um nimero
arbitrario dessas ondas solitdrias, elas mantém sua identidade, e cada uma delas retorna, apés
um tempo suficientemente longo, a sua forma original. Solug¢des com essa propriedade sao
denominadas solitons, e constituem uma classe especial de defeitos topoldgicos.

E possivel criar um séliton em um sistema mecAnico através do simples e instrutivo arranjo
experimental, idealizado originalmente em [12] e mostrado na Figura 1, que mostra um sistema
de péndulos (que sdo, aqui, parafusos) acoplados por uma mola, os quais podem girar pelo an-
gulo 0 mostrado na figura. Esse arranjo experimental é modelado, no limite em que a distancia
entre os pé€ndulos tende a zero, pelo sistema Sine-Gordon, a ser estudado mais adiante.

B
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Figura 1.1 Sistema de péndulos acoplados por uma mola, representado esquematicamente (a esquerda)
e em fotografia de um arranjo experimental real (a direita). A constante 3 estd relacionada a magnitude
do torque na se¢@o da mola que conecta dois péndulos. Os péndulos sdo parafusos separados por uma
pequena distancia a, que sdo fixados por um cilindro de cobre e sustentados por uma corda de piano.
Imagens encontradas na referéncia [13], com fotografia de autoria de R. Belleville.

Imagine agora que a experimentalista faga uma rotacdo completa, em sentido anti-horario,
no primeiro parafuso a direita. Essa rotacdo introduz uma perturbacdo no sistema, que se ma-
nifesta na forma do “tor¢ao”(em inglés, kink) mostrado na Figura 1.2, o qual se desloca da
esquerda para a direita sem mudanca de forma ou velocidade, de modo completamente andlogo
a onda de Russell. Quando kink passa por um parafuso, este € rotacionado e, por sua vez, torce
os péndulos a sua direita preservando, assim, o kink, que persistird até que a outra extremidade
seja atingida. Note que os parafusos distantes do defeito estdo efetivamente em um estado em
que a energia € minima (um “vdcuo”), e sé “percebem” o séliton quando este passa por eles.
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Ao atingir a extremidade direita, o defeito serd refletido elasticamente’, e passard a se deslocar
com velocidade de mesmo mddulo e sentido contrario, exibindo a mesma regularidade de an-
tes, mas com os parafusos sendo, agora, torcidos no sentido horario. A estrutura que se origina
apos a reflexdo € denominada antikink [13] (ou, nesse caso, antiséliton), e serd, eventualmente,
refletida na forma de um kink, em um processo que se repetird indefinidamente, na medida em
que efeitos de dissipacdo inerentes a um sistema mecanico possam ser ignorados.

,,l”i

o R b < b B b S e = dame = v e n = - S b

Figura 1.2 Sdliton se propagando da esquerda para a direita em um sistema mecanico. Imagem encon-
trada na referéncia [13], com fotografia de autoria de R. Belleville .

Esse experimento ilustra bem o papel da topologia na existéncia e estabilidade desse tipo de
defeito. A observacdo fundamental € a de que os péndulos rotacionados N vezes estdo em um
estado de vacuo para qualquer N inteiro. Se, com cuidado, rotacionarmos rigida e simultane-
amente todos os parafusos vistos na Figura 1, o que corresponde a transformagdo N — N + 1,
nenhuma mudanca serd perceptivel, e um observador que ndo tenha visto esse procedimento
serd incapaz de dizer se tal rotagdo ocorreu: essa € uma simetria do sistema. No caso retratado
na Figura 1.2, entretanto, podemos diferenciar os parafusos a esquerda do séliton daqueles a
sua direita pelo nimero de voltas completas as quais foram submetidos: aqueles a esquerda
foram rotacionados uma vez a mais que os parafusos a direita. Quando a experimentalista gira
o primeiro parafuso, ela impde uma “diferenca de fase” entre as partes do sistema, a qual se
manifesta na forma de um defeito. Note que se formos informados que, em um dado instante, o
primeiro parafuso foi rotacionado mais vezes que o ultimo, j4 saberemos que um defeito deve
existir entre eles. O soliton possui energia finita, que € apenas suficiente para perturbar uma
pequena regido do espago, e ndo o sistema inteiro, de modo que este simplesmente ndo tem a
sua disposic@o meios de eliminar essa diferenga na fase angular. Explica-se por esse mecanismo
a estabilidade do defeito topoldgico: ainda que sua existéncia ndo seja energeticamente favo-
ravel em relagdo aos estados de vacuos, nao existe nenhuma forma de deformar suavemente (e
deformacdes desse tipo sdo as Unicas fisicamente aceitaveis) essa solucdo em um dos estados
de menor energia’.

Defeitos topoldgicos sao importantes em transicoes de fase. Esses processos frequentemente
apresentam quebra espontanea de simetria, em que as condi¢des de contorno (que podem estar
relacionadas a variacdo de algum parametro termodindmico como, por exemplo, a temperatura)
levam o sistema a um estado caracterizado por uma menor simetria do que aquele em que
anteriormente se encontrava. Essa mudanca € quantificada pelo pardmetro de ordem do sistema,
que vale zero na fase “desordenada”, de maior simetria, ¢ aumenta em moédulo a medida que

"Note-se que essa propriedade de espalhamento é uma caracteristica desse séliton, e ndo & inerente a todos os
defeitos topoldgicos.

"Na linguagem da topologia, se diz que essa solugdo é homotopicamente distinta das solucdes de vacuo, sendo
“homotopia” a denominacdo formal para as deformagdes suaves as quais nos referimos.
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o sistema se torna mais ordenado [14]. Nessas situagdes, um defeito topolégico pode aparecer
por consequéncia do chamado mecanismo de Kibble [15]: devido a finitude da velocidade com
que a informacdo pode ser propagada, diferentes partes do sistema podem sofrer quebra de
simetria (caracterizada por uma escolha para o parametro de ordem) sem que qualquer tipo de
comunicacdo possa ser estabelecida entre elas, evitando qualquer correlacdo entre os valores
escolhidos para o parametro de ordem em cada regido, o que resulta em regides de fronteira nas
quais havera uma mistura entre varios dominios, em que devem aparecer defeitos [16].

Essa situagao € frequentemente encontrada em sistemas ferromagnéticos, nos quais a mag-
netizacao (M) faz o papel de parametro de ordem [16]. No estado simétrico, sua direcao varia
aleatoriamente de ponto a ponto, sendo, entio, M = 0. A medida que a temperatura varia, o sis-
tema se torna mais ordenado, tendendo a um estado de vdcuo no qual a magnetiza¢do possui um
valor definido. Esse estado € claramente menos simétrico que o desordenado, pois as dire¢des
espaciais deixam de ser equivalentes quando a direcdo de M € escolhida. A transi¢do entre os
estados, engendrada pela diminuicdo da temperatura abaixo de um valor critico caracteristico
do material, determina que a magnetizacdo em todos os pontos de uma regido deve apontar ao
longo de uma mesma dire¢do, mas ndo vincula completamente a escolha dessa dire¢do, decidida
espontaneamente quando a temperatura critica € alcancada. Numa situagdo real, a mudanga de
temperatura ndo ocorre em incrementos infinitesimais, de modo que regides suficientemente
distantes entre si ndo estdo em equilibrio térmico, e por isso escolhem separadamente (isto &,
sem correlacdo) uma direcdo de magnetizacdo. Surge assim um defeito conhecido como pa-
rede de dominio, que se forma na regido que separa duas regides caracterizados por diferentes
direcdes de M. Esse defeito constitui uma transi¢cao suave entre os dominios, e pode ter va-
rias formas dependendo da maneira especifica com a qual a transi¢do ocorre. Dois importantes
exemplos de paredes de dominio podem ser vistos na Figura 1.3: As paredes de Bloch e as de
Néel. Enquanto nestas a magnetizacdo é rotacionada dentro do plano definido pelas direcdes
dos dominios adjacentes, naquelas a rotacao ocorre fora desse plano [17]. Note que, olhando
apenas as regides assintéticas na Figura 1.3, poderiamos prever a existéncia de um defeito por
simples consideracdes de continuidade. As setas azuis precisam ser rotacionadas para que se
parecam com as vermelhas e, para que essa transi¢do seja gradual, uma parde de dominio pre-
cisa aparecer em alguma regido intermedidria. Por esse argumento, fica claro que nao podemos
remover o defeito sem desrespeitar as condi¢des de contorno.

Asymmetric Bloch wall Asymmetric Neel wall

Figura 1.3 Paredes de dominio assimétricas de Bloch (a esquerda) e de Néel (a direita) em um filme de
material ferromagnético de espessura considerdvel. As setas representam a direcao da magnetizagdo em
cada ponto [18].

Defeitos também ocorrem em modelos com topologia mais complicada, que incluem casos
de quebra de simetrias continuas, dentre os quais podemos destacar o importante exemplo dos
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vortices. Essas estruturas localizadas aparecem em teorias de calibre, e sdo caracterizadas pela
quantizagdo do fluxo de uma quantidade fisica. Voértices possuem aplicacdes em diversas dreas
da fisica, sendo particularmente conhecidos os vortices em superfluidos, contexto em que foram
primeiramente estudados por Feynman [19]. Nesses vortices, é quantizada a circulagdao do
campo de velocidade ao longo de uma curva fechada. Também sao dignos de mengao os vortices
de Abrikosov [20], que explicam a presenca de fluxo magnético quantizado em certos materiais
com propriedades supercondutoras. Os vortices nesse caso sdo responsaveis por “prender” as
linhas de campo magnético em uma regido localizada do espaco. Uma extensdo relativistica
devida a Nielsen e Olesen [21] da teoria de Ginzburg-Landau serd estudada mais adiante. A
Figura 1.4 mostra uma rede de vortices detectada experimentalmente em um trabalho reportado
em [22].

Figura 1.4 Rede de voértices em um filme de material supercondutor. Aqui, o campo magnético foi
mapeado com a ajuda de um telescépio SQUID (Superconducting Quantum Interference Devices). A
coloragdo é mais escura em regides nas quais o fluxo de campo magnético é mais alto. Os vértices
aparecem como pontos escuros na imagem [22].

Por fim, vale mencionar a existéncia de defeitos em teorias nao abelianas, que incluem os
Skyrmions [23], descobertos originalmente no contexto da fisica nuclear, mas que hoje encon-
tram aplicacdes em outras dreas, como no estudo de superfluidos [24] e em fisica da matéria con-
densada [25]. Também em teorias ndo abelianas encontramos 0s monopolos magnéticos, com
propriedades semelhantes ao famoso monopolo de Dirac [26]. O monopolo de Dirac emerge
também por argumentos de natureza topolégica, mas sua energia infinita o diferencia funda-
mentalmente das solucdes que serdo consideradas neste trabalho. Ha entretanto monopolos
topoldgicos com energia finita, como o descoberto independentemente por Gerard’ t Hooft [27]
e Alexander Polyakov [28], que tem a distin¢do de ndo precisar da corda de singularidade utili-
zada por Dirac em seu trabalho. O trabalho de t” Hooft prevé o aparecimento de monopolos em
varias Teorias de Grande Unificacdo, impondo vinculos a teorias desse tipo. Ademais, monopo-
los topolégicos possuem diversas propriedades interessantes que investigaremos neste trabalho.

Nesta dissertacao, as propriedades de defeitos topoldgicos serdo estudados em diversos con-
textos. O capitulo 2 contém algumas nog¢des gerais, necessdrias ao desenvolvimento do traba-
lho, que serdo exemplificadas por meio do estudo de campos escalares em sistemas com duas
dimensodes espago-temporais. Apesar da relativa simplicidade desse tipo de teoria de campo,
elas encontram uma grande variedade de aplicagdes [29], e seu estudo € indispensédvel para o
estabelecimento de uma formag@o sélida na teoria de defeitos. Nesse contexto, investigaremos
kinks, semelhantes ao exemplo representado na Figura 1.2, e os antikinks. Quando imersos em
um ndmero maior de dimensdes, esses defeitos ddo origem as ja mencionadas paredes de do-
minio [30]. Os kinks dos modelos q)4 e Sine-Gordon serdo investigados em detalhes, e, a titulo
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de comparacdo, mostraremos também um exemplo de defeito nao topolégico, o lump do mo-
delo ¢ invertido. Também investigaremos nesse capitulo modelos com dois campos escalares
acoplados, o que inclui resultados originais desenvolvidos durante o mestrado.

No capitulo 3 a discussao € estendida a trés dimensdes espaco-temporais, onde encontra-
remos solugdes tipo vortice, que constituem um importante exemplo de defeitos em teorias de
calibre abelianas . A variedade de vacuo desses modelos € equivalente a uma circunferéncia,
e o estudo de sua topologia € agora mais rico, nos levando a diversas previsdes nao triviais.
As solucdes podem ser categorizadas por meio da classe de homotopia a qual pertencem, que
rotulamos com o uso de um namero inteiro N. Sao investigados os vortices de Nielsen-Olesen
e de Chern-Simons, além de modelos mais complexos em que aumentamos a simetria U; do
sistema para acomodar o acoplamento com outros campos. Esses modelos constituem a base
de um artigo publicado durante o mestrado. Em todos esses casos, estudaremos o limite de
Bogomol’nyi de cada teoria, que dard origem, em casos especificos do problema estdtico, a um
formalismo de primeira ordem, no qual o problema original se reduz a resolu¢ao de um sistema
de duas equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem.

No capitulo 4 voltaremos nossa atencao aos monopolos e dyons. Essas solucdes, encon-
tradas em teorias de calibre ndo abelianas em quatro dimensdes espago-temporais, sdo muito
mais complexas do que os modelos presentes nos capitulos anteriores. Aqui também podere-
mos categorizar as solucdes em setores topoldgicos caracterizados por um nimero inteiro N,
proporcional a carga magnética da solu¢do. Veremos que a carga magnética deve, portanto, ser
diferente de zero para toda solucio de energia finita homotopicamente distinta das solugdes de
vacuo (isto é, aquelas para as quais N # 0), o que significa que particulas com carga magnética
sd0 muito mais provaveis do que aparentam nessas teorias. No caso dos dyons, haverd também
a presenca de uma carga elétrica, que enriquece ainda mais a dindmica desse tipo de solugdo.
Em ambos os casos hd a possibilidade de reducdo do problema, em um caso limite, a resolugao
de equacdes de primeira ordem que podem ser resolvidas analiticamente, o que constitui um
gigantesco triunfo, dada a complexidade do problema original.

Finalmente, discutimos, no ultimo capitulo, as conclusdes acerca do contetdo desta disser-
tacdo, e estabelecemos perspectivas para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Teorias escalares em (1,1) dimensoes

“A estrada para cima e a estrada para
baixo sdo uma e a mesma.”

Herdclito

Os modelos mais simples em teoria de campos sdo aqueles descritos por campos escalares
reais, que sao fungdes que atribuem, a cada ponto do espagco-tempo, um numero real. Nos
concentraremos, nesse capitulo, em teorias definidas num espago plano com duas dimensoes
espago-temporais.

A relativa simplicidade desses modelos ndo diminui sua utilidade. Além de encontrarem
aplicacdes em vdrias dreas da ciéncia, eles apresentam propriedades gerais também presentes
em teorias mais sofisticadas envolvendo defeitos, tais quais a presenga carga topoldgica, o papel
da topologia na estabilidade das solucdes, a quebra espontinea de simetria, etc. Campos escala-
res, quando acoplados a um campo de gauge, sdo responsaveis pelo mecanismo de Higgs [31],
a partir do qual a geracdo de massa em bdsons de gauge é explicada no Modelo Padrdo. O es-
tudo desse mecanismo contém a generalizacdo de muitas ideias que serdo primeiramente vistas,
em contexto mais simples, nos modelos discutidos neste capitulo. Os fendmenos mencionados
acima podem aqui ser estudadas em um ambiente em que as complicacdes algébricas sdo redu-
zidas ao minimo possivel, impedindo que as dificuldades inerentes ao formalismo matematico
obscurecam o cardter fisico de nosso estudo.

Comecamos este capitulo com a introducdo de algumas das ferramentas matemaéticas fun-
damentais ao estudo de defeitos topoldgicos. Discutimos entdo alguns modelos simples de um
campo escalar em uma dimensao espacial. Usaremos esses modelos pra contextualizar a discus-
sdo que faremos sobre o papel da topologia na teoria de defeitos. Depois passaremos a discutir
a estabilidade dessas solugdes e, por fim, elevaremos a complexidade do problema ao tratar de
sistemas com dois campos escalares acoplados.

2.1 Notacao e convencoes

Neste trabalho serdo usadas unidades naturais em que 7 = ¢ = 1. Trabalharemos em um
espago-tempo de Minkowski em (1,D) dimensdes, isto é, D dimensdes espaciais e uma tem-
poral. Salvo explicita mencdo do contrdrio, escolheremos a assinatura métrica de modo que o
tensor métrico seja M,y = diag(1,—1,...,—1), que possui tantas componentes negativas quan-
tas forem as dimensdes espaciais relevantes ao problema. Empregaremos sempre a conhecida
notacdo de Finstein, em que a soma € subentendida sobre indices repetidos.

As coordenadas sdo representadas por meio de indices gregos ou latinos, em que estes to-
mam os valores 1...D, enquanto aqueles variam entre O (que corresponde a coordenada tempo-
ral) e D. Indices superiores e inferiores correspondem, respectivamente, a vetores contravarian-
tes e covariantes, para os quais vale a rela¢do por x* = n#Vx,.
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As derivadas parciais em relagdo as coordenadas serdo representadas por dy = d/dx*. Em
alguns casos, também usaremos a notacdo f; para denotar a derivada de f em relacdo a uma
variavel A.

As derivadas parciais de fungdes com dependéncia da forma f(7,£), em que & é uma dnica
coordenada espacial, serdo representadas por df/dé = f e df /dt = f.

2.2 Aspectos gerais do formalismo

Nesta secao desenvolveremos algumas ferramentas tedricas necessdrias ao desenvolvimento
posterior. Iniciaremos falando rapidamente sobre as equacdes de campo que estdo no centro da
teoria, passando posteriormente a uma discussdo acerca do tensor de energia-momento e, por
fim, discutiremos as propriedades topoldgicas que distinguem os defeitos que sdo tema desta
dissertacdo das demais solugdes possiveis em teorias de campo.

2.2.1 Equacoes de Euler-Lagrange

Consideremos um sistema em n dimensdes espaco-temporais, cuja dindmica obedece ao
famoso Principio de Hamilton [32], o qual postula que o movimento deve ser tal a extremizar o
funcional de acdo do sistema, que se escreve

S= /d"x\/gc 2.1)

em que g ¢ o determinante da métrica, a integragéo ¢ em todo o espago-tempo, e £ = L( @y, dy ¢,)
¢ a densidade lagrangiana que define o modelo e depende dos campos ¢,. O fator \/|g| vale
um no espago de Minkowski e poderd ser omitido na maior parte desse trabalho, mas serd ne-
cessario em algumas aplicag¢des, como no cdlculo do tensor de energia-momento, a ser definido
na proxima sec¢do. No sistema de unidades adotado, a constante de Planck, que tem unidade de
acao, é adimensional, e as coordenadas x* possuem unidades de inverso da energia, dando ao
elemento de volume d"x dimensdes de [Energia]l/ ". Para que a acdo (2.1) seja adimensional
devemos, portanto, exigir que a lagrangiana tenha dimensdo de energia a n-ésima poténcia.

A extremizacao de (2.1) nos conduz as equacoes de Euler-Lagrange, cuja forma para uma
teoria com N campos ¢, em um espago plano é

d oL L
o (awmpa)) “op (22)

em que o indice latino em ¢, enumera os campos.

2.2.2 Tensor de energia-momento

Em 1918, a matemadtica alema Amalie Emmy Noether publicou um trabalho que afeta-
ria profundamente a nossa compreensao acerca da realidade fisica. Nessa publicacao [33] foi
formulado e demonstrado o celebrado Teorema de Noether, o qual atribui, a toda simetria di-
ferencidvel presente na a¢do de um sistema fisico, uma lei de conservacdo. As consequéncias
desse teorema ajudaram a elevar as simetrias continuas a posic¢ao central que elas hoje ocupam
na fisica tedrica.

Uma lei de conservacao de considerdvel interesse resulta da invariancia da acao de um sis-
tema fisico por transformagoes da forma [34] x* — x* + eH, que mantém os campos invariantes.
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Como a matriz jacobiana dessa transformacao possui determinante 1, a condicao para que a acdo
seja invariante sob essa transformacdo € a auséncia de dependéncia explicita das coordenadas

na lagrangiana, i.e % =0, donde

dc oL oL
D~ 33y gn) 1Pt 5 2.3)

em que estd implicita a soma nos indices latinos, ainda que estes ndo sejam lorentzianos. Inse-
rindo em (2.3) a equacao de Euler Lagrange e usando a definicdo de derivada total, é possivel

escrever: J or
2= 90,-8VL) =0, 2.4
i ((9(8vgoa) b Pa = O ) 9
que pode ser escrita’ em uma forma andloga a da equacio de continuidade do eletromagne-
tismo [35]

IO =0, (2.5)
em que
L
Ot =_——"9"¢p,—g""L 2.6

€ o tensor energia-momento candnico.
Integrando a equacdo (2.5) e supondo que as componentes ®% tendam a zero no infinito,
deduzimos a lei de conservacao do quadrimomento, definido como:

PY = / O d3x. (2.7)

Em particular, é de fundamental importincia a componente @ que, pela defini¢do do qua-
drimomento, deve ser identificado com a densidade de energia, p(x). Note-se que a exigéncia
de conservagdo de PY nao define univocamente o tensor de energia-momento, uma vez que qual-
quer tensor cuja contribuicdo se anule apds integracao em todo o espago conduzird a mesma lei
de conservagdo. Em particular, podemos somar a ®" qualquer quantidade tensorial da forma
OHY = OHY + 9y A®MV, tal que A*HY = —AXVH [37].

Serd mais conveniente definir o tensor energia-momento da forma comumente encontrada
em livros de Relatividade Geral [36]:

2 4S8
Tyy=—=—— (2.8)
uv )
Vg| 981
em que S € a acdo de um sistema material e a derivada funcional %
citamente para funcionais com representagdo integral pela relacdo [34]:

pode ser definida impli-

8Fhi,hy,...] = /d”ng%sha. (2.9)

Note-se que (2.8) é valida para assinatura métrica (+,—, —, ...) e que o fator y/|g| em (2.1) deve
ser mantido nessa variagdo. Mediante uma troca de assinatura, o lado direito de (2.8) deverd
ser multiplicado por (—1). A quantidade definida por (2.8) é a que aparece nas equagdes de

"Em consonancia com a literatura, substitufmos aqui a derivada d%u por dy. A interpretacdo evidentemente
continua a mesma, isto é, dy representa uma derivagéio com respeito a x* em que as varidveis x” (mas nio os
campos ou suas derivadas) sdo mantidas fixas para todo v # .
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Einstein [37], sendo essa definicdo vélida para qualquer sistema, em espacos curvos ou planos,
mesmo em situagdes em que (2.6) ndo pode ser definida.

As duas defini¢cdes apresentadas para o tensor energia-momento sdo equivalentes em muitos
casos, incluindo os espacgos planos [38], no sentido de que as duas escolhas levam as mesmas
leis de conservagdo. Entretanto, o tensor (2.8) traz, mesmo em espacos planos, algumas van-
tagens, como o fato de este ser automaticamente simétrico e invariante por transformacoes de
calibre [36]. Essas duas condi¢des sdo importantes para um tensor de energia-momento fisica-
mente aceitdvel, e podem ser violadas pelo tensor candnico (como ocorre no caso das teorias de
gauge que estudaremos mais adiante), que, nessas situacdes, precisa ser modificado para cum-
prir esse requerimento. Além disso, o cédlculo de (2.8) € frequentemente muito mais simples,
especialmente para sistemas mais complexos, o que j4 seria, por si s6, uma boa justificativa para
usé-lo. Discutimos no Apéndice A.1 o significado das componentes desse tensor, € mostramos
também alguns resultados que sdo relevantes ao cdlculo dessa quantidade.

2.2.3 Classificacao topoldgica de solucoes

Por razdes préticas, histéricas e filoséficas, o pensamento fisico sempre foi dominado por
no¢des de geometria e de cdlculo integral e diferencial, e é em termos dessas no¢des que a
maior parte dos resultados dessa ciéncia € formulada. Outras dreas da matemdtica podem,
entretanto, se mostrar grandes aliadas, nos fornecendo poderosas ferramentas de anélise e uma
nova perspectiva a partir da qual nossas teorias podem ser interpretadas. Dentre essas areas,
tem ganhado crescente reconhecimento a topologia.

Um dos primeiros encontros entre topologia e fisica estd no trabalho de Gauss [39], em
que uma investigacao da lei de Ampére em um solenoide resultou na descoberta de um inva-
riante topoldgico fundamental na teoria de nés e conhecido como nimero de enlace (linking
number) [40]. A teoria de nds encontra aplicacdes, por exemplo, em estudos relacionados a
estrutura do DNA [41] e a quiralidade de moléculas [42], e também foi de grande interesse para
Maxwell [43]. Notdvel é ainda a natureza topoldgica de muitos trabalhos de Poincaré, como
na famosa anédlise do problema de trés corpos [44] ou em sua investigacdo sobre equacdes di-
ferenciais, motivada por problemas fisicos [45]. J4 no século XX, Dirac descobriu resultados
topoldgicos interessantes inerentes aos axiomas da mecéanica quantica, que culminariam em sua
conjectura sobre o monopolo magnético [26]. No fim dos anos 80, Edward Witten relacionaria
o polindmio de Jones -um invariante topoldgico- a propriedades de certas teorias quanticas de
campo [46,47]. Também topoldgico é o argumento dado por Penrose acerca do aparecimento
de singularidades em um espaco-tempo devido ao colapso gravitacional [48]. Neste trabalho,
a topologia nos ajudard a entender varias propriedades dos defeitos topolégicos, como a exis-
téncia, quantizacao e conservagdo de fluxo magnético em certas teorias de gauge. Em alguns
casos, até mesmo a energia da configuracdo pode ser deduzida apenas com a andlise topoldgica
sem nem ao menos precisarmos encontrar explicitamente as solugdes.

A topologia é, por sua propria natureza, um campo de estudo abstrato. Essa parece ser uma
caracteristica negativa, mas € justamente um de seus pontos fortes, por nos fornecer uma 6tica
através da qual conseguimos enxergar fortes analogias entre fendmenos de naturezas comple-
tamente distintas. Além disso, a andlise topoldgica conduz a uma compreensao mais profunda
da natureza fisica de um problema, por abstrair apenas aquelas propriedades que sao realmente
fundamentais a existéncia de um dado fendmeno. Isso explica em parte o porqué de alguns
defeitos topoldgicos, como as paredes de dominio e os vortices, aparecerem situagdes tao di-
versas quanto a fisica da matéria condensada e gravitacdo. Estamos tratando de sistemas fisicos
completamente diferentes e, de modo geral, espacos geometricamente distintos, mas com ca-
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racteristicas topoldgicas em comum.

A topologia investiga, a grosso modo, espacgos e formas geométricas, com énfase nas pro-
priedades desses objetos que sdo preservadas mediante a deformacdes continuas. A presenca de
buracos, por exemplo, é uma tal propriedade: ndo € possivel criar um buraco numa esfera por
uma deformacdo, e também ndo podemos deformar um objeto que possui um buraco, como uma
caneca, em uma esfera, ja que a deformacao é capaz de diminuir ou mudar a forma do buraco,
mas ndo elimina-lo. Uma maneira de enxergar a diferenga entre esses espacos é examinando
os “loops” que podem ser desenhados em suas superficies [49]. Qualquer loop desenhado na
esfera pode ser deformado em um ponto e, consequentemente, em qualquer outro loop, como
fica claro caso o leitor imagine essa curva como um laco envolvendo a esfera. Apertando o lago
podemos diminuir seu diametro suavemente sem soltar o lago da esfera, até que ele se torne um
ponto, o qual podemos mover para outra localidade na superficie e transforma-lo em qualquer
outro loop, o que mostra que essas curvas sao equivalentes em certo sentido (isto €, pertencem
a uma classe de equivaléncia). A presenca de um buraco muda drasticamente a situa¢do. Con-
sidere o objeto retratado a direita na Figura 2.1, que chamaremos de Toro. Alguns loops podem
ser desenhados de modo que seja possivel reduzi-los a pontos, mas um loop em cujo interior ha
a presenga do buraco ndo pode ser reduzido a um ponto (a deformacdo deve acontecer sempre
dentro do espago topoldgico estudado), mostrando que os loops em um tal espago podem ser
separados em classes distintas, e s6 sdo possiveis deformagdes entre objetos que pertencem a
mesma classe. As duas situagdes mencionadas sdo ilustradas na Figura 2.1.

M

a~ 3 a’ =~ 3’

Figura 2.1 Comparagio entre loops desenhados em um espaco um topolégico com buraco e outro sem.
Note que enquanto a topologia da esfera permite que qualquer loop seja deformado em um ponto (e,
portanto, em qualquer outro loop), o espago a direita possui classes distintas de loops [49].

Para avangar em nosso estudo, precisamos formalizar algumas noc¢des. Este ndo € um tra-
balho sobre topologia, entdo € evidente que a discussdo desenvolvida serd superficial, e os
conceitos considerados serdo detalhados somente na medida em que forem necessarios a nossa
discussdo. Primeiramente, formalizaremos o conceito de “deformacdo” que estamos usando, o
qual corresponde a uma homotopia, cuja defini¢ao € dada, por exemplo, em [50]:

Definicao 2.2.1. Duas fung¢des f, g : X — Y sd@o homotdpicas se e somente se existe uma familia
continua de fungdes f; : X — Y (denominada homotopia) com ¢ € [0, I]T, tal que fo=f,f1 =g

O conjunto de todas as fun¢gdes que podem ser relacionadas por homotopias origina uma
classe de equivaléncia, cuja existéncia permite a classificacdo dos mapas entre dois espagos

A escolha do intervalo [0,1] é evidentemente imaterial, uma vez que é possivel estabelecer uma bijegdo entre
qualquer intervalo degenerado [a,b] e [0, 1] [51]
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topoldgicos de acordo com a classe a qual pertencem. O conjunto das classes de homotopia,
munido da operacdo de composicdo de fungdes, forma um grupo [52], denominado grupo de
homotopia. Usaremos o termo defeito topoldgico para nos referir as solu¢des homotopica-
mente distintas dos vacuos. Sao especialmente importantes os mapas entre uma n-esfera (a
generalizacdo da esfera a n dimensdes, que pode ser visualizada como o conjunto dos pontos
equidistantes a um “centro” em um espaco euclidiano n+1 dimensional) e um espago topoldgico
M. Na Figura 2.1 os loops sdo mapas entre uma circunferéncia e M, e o grupo de homotopia
correspondente é denominado 7; (M), o chamado grupo fundamental”. No caso da esfera, esse
grupo € trivial, ja que todos os mapas sao homotopicamente equivalentes.

O toro por outro lado possui um grupo fundamental nao trivial. Como vimos, hd os mapas
que podem ser contraidos a pontos e aqueles que contém o buraco em seu interior. Ha ainda
um terceiro tipo de mapa: o que circula o “tubo” do Toro [49]. Na verdade, ha infinitas classes
em cada um dos dois dltimo tipos, que podem ser distinguidas pelo nimero de voltas completas
que o loop di. E um resultado conhecido da topologia o fato de que loops caracterizados
por numeros distintos de voltas completas ndo podem ser deformados um no outro [54]: seria
necessdrio colar duas extremidades de uma curva aberta ou quebrar uma fechada, operacoes
que néo constituem homotopias. Assim, o grupo fundamental do Toro é Z x Z = Z2.

De que maneira esses conceitos se relacionam a fisica dos defeitos? A conexdo da teoria
de homotopia com essas estruturas se d4 pela andlise dos mapas entre um espaco fisico e a va-
riedade de véacuo do sistema (a variedade topoldgica cujos elementos sdo os estados de vacuo
do modelo), que sdo determinados pelas condi¢cdes de contorno. Em nossas investigagdes, exi-
giremos que as solugdes tenham energia finita, o que vincula o comportamento assintético dos
campos e gera a topologia nao trivial que engendra a presenca de defeitos topoldgicos.

Visando uma andlise mais precisa da forma como isso acontece, reproduziremos o argu-
mento dado em [30], que mostra que solu¢des com topologia ndo trivial no infinito ndo podem
pertencer a variedade de vicuo em todo o espaco. Podemos entender as condicdes de con-
torno como mapas topologicamente ndo triviais @., : S,, — M entre uma n-esfera de raio infinito
(S;,"’)i centrada na origem e a variedade de vacuo (M) do sistema (para a qual os campos devem
invariavelmente tender no infinito quando tratamos de configuracdes com energia finita). Por
absurdo, suponha-se que (@i, ...,ny) € MV x. Mas esses mapas podem ser obtidos por meio
do limite

Tim {9+ S% — M,

em que S% € uma n-esfera de raio a). Esse argumento € vilido para todo a e, em particular,
vale no limite em que a — 0. Mas isso € absurdo, visto que, por defini¢do, campos devem ter
um valor definido em todos o espago, de modo que, no limite considerado, 0 mapa deve ter um
Unico ponto como sua imagem, e s6 pode ser topologicamente trivial. Deve ser entdo falsa a
hipétese de que os campos pertencem sempre a M (note que, por exemplo, o mapa ¢ no Toro
da Figura 2.1 ndo pode ser contraido em um ponto apenas porque estd “preso” a essa variedade.
O problema desaparece se permitirmos que ele a deixe), explicando a origem da energia dos
defeitos topoldgicos.

A rigor, devemos especificar um ponto x, € M que é mantido fixo durante toda a deformacio. Diferentes
escolhas de x, levam a grupos isomérficos e, portanto, abandonaremos a referéncia a esse ponto. Além disso,
a distin¢do entre mapas que ndo podem ser deformados um no outro somente por diferirem na escolha de x,
normalmente ndo possui significado fisico, razdo pela qual consideraremos topologicamente distintos os mapas
que ndo podem ser contraidos um no outro mesmo se soltarmos x, [30].

#Tecnicamente, quando 1 > 3 s6 podemos representar o espaco euclidiano por uma esfera se a ele adicionarmos
um ponto no infinito [53]. Essa sutileza ndo ird, entretanto, afetar os nossos resultados.
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A analise topoldgica pode ser usada para avaliar a possibilidade de defeitos topolégicos em
um modelo. Em teorias de um campo escalar real, por exemplo, encontraremos um conjunto
discreto de minimos. A variedade de vicuo serd topologicamente nao trivial quando esse con-
junto tiver mais do que um minimo, ja que o fato de variedade ser discreta implica que um ponto
¢! nio pode ser deformado em outro minimo sem sair do vdcuo. Defeitos topolégicos podem,
portanto, aparecer em tais teorias conectando minimos distintos. Note-se entretanto, que esse
raciocinio s6 pode eliminar ou sugerir a presenga de defeitos em um modelo, ndo sendo sufici-
ente para garantir que as equacdes de movimento admitam solucdes homotopicamente distintas
do vacuo.

Frequentemente, e em todos os casos que consideraremos, a topologia de M est4 relacio-
nada a um mecanismo de quebra espontinea de simetria. Dada uma solu¢do de véacuo, todas
as configuracdes a ela relacionadas pela acdo de um elemento do grupo de simetria G da la-
grangiana também pertencem ao vacuo. Se a teoria permite quebra espontanea de simetria para
um grupo H C G, entdo os elementos de M relacionados pela acdo de H sdo equivalentes, e
devem ser identificados. A variedade de vécuo é, entdo, isomérfica a G/H [30]. O quociente
“/H” é simplesmente a representacdo matematica do fato de que ndo ha distingdo fisica entre
configuracdes que s6 diferem pela aco de elementos de H'.

Muitas informagdes sobre um modelo e suas solu¢des podem ser descobertas por meio da
andlise do grupo 7,(M), relativo as classes de mapas entre uma esfera n-dimensional e a va-
riedade de vacuo. O cdlculo desses grupos € em geral complicado, mas ja foi realizado para
uma grande diversidade de variedades topoldgicas, e podemos simplesmente utilizar os resul-
tados disponiveis na literatura. Em muitos casos, nossa variedade de vicuo seréd equivalente a
uma m-esfera. Os grupos 7,(S,,) sdo conhecidos na literatura para muitas escolhas de m e n.
Destacamos em particular os resultados [55]:

Tn(Sm) =0 (n<m) (2.10)

,(Sp)=7Z (n=m), 2.11)
em que “0” denota o grupo trivial, e a “igualdade” € entendida no sentido de isomorfismo. Fre-
quentemente nos deparamos com a situagdes em que M é topologicamente equivalente a uma
n-esfera no espago interno, de modo que 7, (M) = Z possibilitando a classificagdo das solu¢des
em classes rotuladas por um inteiro N, que é muitas vezes denominado de carga topoldgica.
Uma solug@o é homotopicamente distinta do vacuo se, e somente se, N # 0. Embora seja uma
quantidade abstrata, a carga topoldgica é frequentemente proporcional a quantidades mensu-
rdveis, como o fluxo ou carga magnética, e em alguns casos muito especiais, até a energia da
solucdo. As equagdes de movimento alteram a configuracdo dos campos de maneira suave e,
portanto, ndao mudam a classe de homotopia, garantindo a conservacdo de qualquer quantidade
proporcional a N. Transformacdes de calibre também s3o deformacgdes continuas, entdo essas
quantidades sdo automaticamente invariantes por tais transformacgdes. Teorias de gauge com
um campo complexo ¢ grupo de calibre U(1) constituem um exemplo cldssico. Nesse caso,
encontramos modelos que tém seu potencial minimizado quando |¢| é uma constante ndo nula,
de modo que M = ;. Nessa situagdo, encontramos vortices.

Em monopolos magnéticos, o grupo 7, (M) esté relacionado ao fluxo magnético no infinito.
Um resultado comum em livros de topologia algébrica [55] nos diz que m,(S') = 0, de modo
que ndo podemos estender de forma simples as teorias que descrevemos acima para obter um
monopolo de energia finita. E natural, portanto, considerar grupos de Lie ndo abelianos, os

TUma defini¢iio precisa do espaco quociente é dada no apéndice A.2. Para os propésitos desta secdo, a ideia
intuitiva que foi apresentada € suficiente.
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mais simples dos quais nos conduzem a M = S,. Como 7;(S;) é também trivial, somos levados
a considerar sistemas em trés dimensodes espaciais. Observacdes desse tipo sdo muito mais
facilmente percebidas quando a estrutura topoldgica da variedade de vacuo € levada em conta,
e motivaram t’ Hooft a investigar monopolos em teorias ndo abelianas, considerando quatro
dimensdes espago-temporais [27]. Também de natureza topoldgica e ainda menos 6bvia € a
constatagcdo de que o campo escalar em uma teoria de gauge deve ter zeros se a carga topologica
for ndo nula, o que deve ser levado em conta na hora de estabelecer condi¢des de contorno.
Argumentos desse tipo podem ser usados para excluir ou motivar a possibilidade de defeitos
topoldgicos em teorias de campo com as caracteristicas mais diversas, e ilustram bem a forma
como a topologia pode ser usada para nortear nosso estudo.

A andlise topoldgica também nos ajuda a prever as consequéncias de um aumento de si-
metria, que ocorre em modelos nos quais sd@o acoplados dois subsistemas de simetria menor.
Por exemplo, numa teoria de gauge U(1) x U(1) e condi¢des de contorno tais que (¢,x) —
(¢'*,¢'P) assintoticamente, teremos o grupo fundamental 7;(S; x S), isomérfico a 1 (S;) X
71 (S1) [55], mostrando que a classificac@o topoldgica das solugdes de um tal modelo é feita pela
especificacdo de um par de inteiros. Teorias com simetria aumentada foram estudas em [56,57]
e outros exemplos que aparecerdo no decorrer do trabalho.

2.3 Modelos de um campo escalar real

Nos concentraremos nesta secao em modelos de um campo escalar real em (1,1) dimensdes,
cuja lagrangiana tem a forma standard:

£=1a,09"0 v (p). @12)

em que V(¢) é uma fungao real de ¢, que representa a auto-interagdo do campo escalar. Para
que a acdo seja adimensional, £ deve possuir dimensio de energia ao quadrado, o que acontece
somente se ¢ for adimensional.

As equacgOes de Lagrange se escrevem:

D¢+§K@lza (2.13)

do

em que (¢ = d, 9" ¢. O calculo do tensor energia-momento, seja por (2.6) ou (2.8), dd

Tyy = du$ved — Nuv L. (2.14)

Estaremos particularmente interessados no caso estético, em que ¢ = @ (x). Defeitos topo-
16gicos de energia finita sdo muitas vezes andlogos a particulas cldssicas e, nesse sentido, as
configuracOes estdticas representam a particula em repouso. Podemos encontrar solucdes de-
pendentes do tempo por meio de um boost de Lorentz. As solucdes estaticas também servem
como ponto de partida em problemas mais complexos, como as colisdes entre kinks [30]. O
tensor de energia-momento €, nessas condicdes, diagonal, com

1
T = 56" +V(9), (2.15)

Tii = %W —V(9). (2.16)
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A equacdo (2.13) se reduz a

¢ (x) = Vj. 2.17)
Multiplicando essa igualdade por ¢’ e invocando as regras da cadeia e do produto, obtemos
14 (9" = av
d¢ '

5= +4/2V (x) +cte.

Sejam vy, ..., v, os minimos (que suporemos degenerados

AL A

fuv = Ay — Oy Ay +2Tr ([0u9,0,9]9) , (2.19)

) do potencial, enumerados de modo que v| < v, etc. Dizemos que o intervalo [v;,v; ] define
um setor topoldgico. Se o potencial € limitado inferiormente, podemos supor, sem perda de
generalidade, que V(vi) = ...V (v,) = 0. As solugdes de interesse sdo aquelas de energia finita.
Para que essa condi¢do seja satisfeita, € necessario que a densidade de energia tenda a zero no
infinito. Como os dois termos em (2.15) sdo positivos, eles devem fazé-lo separadamente. Em
particular, deve ser
xglilwq)(x) e{vi,...,m}. (2.20)
As condi¢do de energia finita também implica em p(x) — %(p’ 2 no infinito. Visto que essa é
uma fun¢@o nao negativa, sua integral serd finita somente se a constante de integragdo em (2.18)
for nula, donde
do
i +4/2V(x). (2.21)
A resolugdo das equacdes de movimento se reduz, portanto, a integracdo dessas equacdes de
primeira ordem. Note que (2.21) € equivalente a nulidade da pressdo, dada por (2.16), que é
uma condi¢do matematicamente andloga a conservacdo de energia em um sistema mecanico
unidimensional, no qual a lei de conservacio Epec = %m)'c2 + U (x) pode ser usada para resolver
as equacdes de movimento por quadratura [34]. A condi¢@o de pressdo nula pode ser generali-
zada para sistemas mais complexos, nos quais ela pode ser tratada como um vinculo [17]. Vale
destacar também que a nulidade da pressdo assegura que as integrais [29]

E,= % / Z¢>’2 (x) dx (2.22)

E,= / ) V(x) dx, (2.23)

convirjam separadamente. A porgdo “cinética” da energia, dada pela integral de ¢2/2, é evi-
dentemente nula no caso estatico, e também ¢ finita quando uma solu¢do dependente do tempo
¢ obtida por boost de Lorentz. Se supormos que o potencial é ndo negativo, podemos definir
uma funcéo auxiliar W(¢) (as vezes denominada superpotencial) tal que

1
V()= §W¢2’ (2.24)
de modo que (2.21) se escrevem
d
_(P =xWs. (2.25)
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E conveniente definir a corrente topoldgica [58]:

) 1

= ES“V(?MP, (2.26)
em que " é o simbolo de Levi-Civita no espagco de Minkowski bidimensional, cujas compo-
nentes diagonais sdo nulas e €91 = —!0 = 1. A equacio de continuidade

segue imediatamente da simetria das derivadas parciais, e do fato de que a contracdo total de
um tensor simétrico e um anti-simétrico € identicamente nula. Dessa equacdo e do fato de
que as solucdes de energia finita tendem, no infinito, a uma solu¢do de vicuo, deduzimos a

conservacao da carga topoldgica

0= %(v+ —v7), (2.27)

onde v e v~ denotam as solu¢des de vacuo para as quais o campo tende no infinito positivo e
negativo, respectivamente. As classes de homotopia sdo distinguidas pelos pares (v—,v"). A
conservacao de Q € uma consequéncia do fato de que as configuragdes de energia finita nao
podem deixar essa classe.

As equacdes (2.25) podem também ser obtidas pela minimizacdo do funcional de energia
do sistema, por um procedimento que € o exemplo mais simples do famoso Método de Bogo-
molny [59], com o qual nos depararemos frequentemente. Para um potencial da forma (2.24), a
energia da solucao satisfaz:

(2.28)

E:%/_de{¢2+(¢'2iwq)2)+ deq)}.

do dx
Em particular, as solu¢des tipo kink/antikink sao fungdes monotonas, visto que Wy €, nesse caso,
estritamente positiva no intervalo (v;,v;11). Nesse caso, vale a desigualdade de Bogomolny

Exb= [l —wiet)-wier) (2.29)
onde Ep € a energia de Bogomol’nyi, que constitui um limite inferior para a energia do sistema.
A igualdade é alcancada se e somente se ¢ = 0 (a solugdo é estdtica) e as equacdes (2.25)
sdo satisfeitas. Essas equagdes de primeira ordem s3o denominadas Bogomol’nyi-Prasad-
Sommerfield, ou simplesmente BPS, em homenagem a Bogomol'nyi e aos fisicos Prasad e
Sommerfield, que encontraram, em suas investigacdes do monopolo de t’Hooft Polyakov, a pri-
meira solu¢ao BPS [60]. Concluimos portanto que defeitos topoldgicos estiticos sao pontos de
extremo dos funcionais de a¢do e também minimos da energia. Note-se que podemos, nessas
condicoes, calcular diretamente a energia de uma solu¢do BPS a partir do calculo de Ep por
meio de (2.29), que depende apenas do setor topoldgico. Também merece atengdo o fato de
que as equacOes de primeira ordem implicam na igualdade E,, = E,, que constitui um Teorema
do Virial. Mesmo configuracdes que nao satisfacam as equagdes de primeira ordem tém sua
energia limitada pelo vinculo E > Ep.

Notemos que a segunda igualdade em (2.29) depende da monotonicidade de ¢, visto que,
nesse caso, as equacdes correspondentes aos sinais positivo e negativo em (2.25) podem ser
integradas separadamente em todo o espaco, resultando nas equagdes

Pdo _

=+(x—x), (2.30)
do Wtﬁ
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em que ¢, ¢ um valor intermedidrio entre os dois minimos que o defeito conecta, que nor-
malmente tomaremos como o centro da solug@o, e x,0 ponto para o qual ¢(x,) = ¢,. Dada a
condi¢do inicial @ (xy) = ¢, podemos calcular as duas equagdes em (2.30) em todo o espago,
obtendo uma igualdade da forma f(¢) = x —x,. Como x —x, é uma funcéo bijetiva, f(¢)
também o serd, o que implica na existéncia de uma inversa tal que ¢ (x) = f~!(x). No caso
de defeitos tipo lump, que ndo sdo topoldgicos, a derivada ¢’ muda de sinal, o que exige um
tratamento diferenciado das equagdes (2.21) e certas sutilezas no cdlculo da energia. Um tal
tratamento para lumps foi desenvolvido em [61].

2.3.1 Modelo ¢*

Prosseguiremos agora com a resolucdo das equagdes (2.21) para alguns exemplos importan-
tes. Dentre os defeitos encontrados em teorias de campo escalares, € especialmente notério o
“kink” do modelo ¢*, definido pela lagrangiana

2
L= %a%am - %(cbz —a’)?, (2.31)
onde A e a sdo constantes reais, sendo esta adimensional enquanto aquela tem dimensdo de
inverso da energia. Note-se que a lagrangiana € invariante sob a reflexdo ¢ — —¢. Dizemos,
portanto, que ela possui simetria Z,.

A primeira andlise a ser feita na busca por defeitos é a da variedade de vacuo do modelo.
Aqui, vemos que as solucdes constantes ¢;- = +a, que trivialmente satisfazem as equagdes de
movimento, sao minimos do potencial, para os quais, evidentemente, a energia € nula. A de-
generescéncia nos minimos do potencial engendra a quebra de simetria nesse sistema. Embora
o conjunto {—a,a} seja também invariante sob uma transformacdo do grupo Z,, as solugdes
de vécuo, vistas separadamente, nao o s@o. Vamos analisar o mecanismo a partir do qual a
massa classica das excitacdoes em torno do vacuo se torna bem definida por meio dessa quebra

de simetria. Primeiramente, consideremos a famosa equacdo de Klein-Gordon [32]:
Oy +m?y =0, (2.32)

em que m € a massa de uma particula cuja dindmica obedece a essa equacdo. Linearizando
a equagdo (2.13) em torno do vicuo, isto é, considerando ¢ = ¢, + ¥, em que ¢, € um dos
minimos e ¥ € um termo de primeira ordem, podemos escrever

av d*v
Dl//—i—% —1—% v =0, (2.33)
¢ 9o ¢ %o
ou, levando em conta o fato de ¢, ser um minimo:
d*v
Dw+# v =0, (2.34)
d¢ oo

0 que nos motiva a identificar, por analogia com a equacao de Klein-Gordon,

,  d*V(9)

V= ae (2.35)

9o
Para o modelo ¢4, temos, portanto:
my, = 2a° A%, (2.36)
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Podemos compreender melhor a quebra de simetria nesse modelo analisando a lagrangiana
que descreve excitacdes em torno de um dos vacuos [30]. Colocando ¢ = a + y na lagrangiana
do modelo ¢4, obtemos

(my)*y? B Ay B Amy
2 4 V2

em que my = v2al é a massa do méson [30] correspondente 2 mencionada excitagio. O
termo —(mq,)zl//2 /2 é o mesmo que ocorre na lagrangiana de Klein-Gordon para uma particula
de massa my, [34]. Vemos, portanto, que a massa da particula estd bem definida, mas a presenca
do termo cubico em Y destréi a invariancia sobre reflexdes [29].

Resolvamos agora as equacdes de movimento (2.21) para solu¢des de energia finita no caso
estdtico. Podemos simplificar nossa anélise por meio da reescala ¢ — a¢, x* — /2x* /Aa, que
implica £ — £ = (A%a*/2)L. O fator multiplicativo que aparece na lagrangiana nio afeta as
equacgdes de movimento, o que permite que a andlise possa ser feita, a nivel cldssico, em termos
da lagrangiana:

Ly =0 "y, y— (2.37)

ﬁ:%mw@m—%u—¢%? (2.38)

Notado seja, entretanto, que o valor dos pardmetros € importante no nivel quantico [30].
Isso ndo causard problemas, visto que a reescala pode ser revertida com o simples retorno as
varidveis originais, se necessario for. O potencial V (¢) = (1 — ¢?)?/2 desse modelo estd plotado
na Figura 2.2.

V(d)

Figura 2.2 Potencial do modelo ¢*

De (2.38), lemos Wy =1 — ¢>. A partir dessa relacio deduzimos que W(¢) = ¢ — ¢3/3
gera esse potencial. Os minimos sdo agora (poi = +1. Como a solugdo conecta esses minimos
e ¢ uma func@o continua, existe x, tal que ¢ (x,) = 0. Dada a invariancia translacional da teoria,
podemos tomar, sem perda de generalidade, x, = 0, donde obtemos, por (2.30), as igualdades

¢ dé

As duas equacdes estdo relacionadas pela troca x <> —x. Podemos entdo nos concentrar na
equagdo com sinal positivo, da qual deduzimos

x = arctanh(¢), (2.40)
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que é invertivel em todo o espaco. Realizando a inversio, encontramos o kink do modelo ¢*
¢ (x) = tanh(x). (2.41)
Trocando x por —x, obtemos o antikink:
¢ (—x) = tanh(—x) = —tanh(x). (2.42)

O perfil do kink esta ilustrado na Figura 2.3. Para x positivo e distante do centro da solugdo,
¢ ~ 1, enquanto para x negativo e, ainda, distante do centro, ¢ ~ —1. O centro do kink, no
entanto, estd em ¢(0) = ¢ (—0) = 0, mostrando que a simetria Z, é restaurada nesse ponto [30].
A carga topoldgica, calculada por meio de (2.27), vale Q = 1 para o kink e Q = —1 para o
antikink.

A andlise do perfil do kink nos fornece uma explica¢do heuristica para sua estabilidade.
Observando o grafico dessa solugdo, notamos que uma porcao infinita do campo se encontra
aproximadamente no vicuo. Para transformar o kink em uma solucao de vacuo deveriamos levar
toda a parcela que estd na parte positiva do grafico para a parte negativa, ou vice-versa. Assim,
terfamos que transportar uma por¢do infinita do campo entre os vicuos, € a imposi¢do, inerente
a natureza da evolugdo temporal de um sistema que satisfaz as equacdes de Lagrange, de que
tais transformacdes sejam executadas por meio de deformagdes suaves, garante que aparecam,
nesse processo, configuracdes intermedidrias nas quais uma uma por¢ao infinita do campo esta
fora da variedade de vacuo. Esse exemplo ilustra a forma com que a condicdo de energia finita
e a topologia da variedade de vdcuo afetam a estabilidade. Na sec¢do 2.4 investigaremos com
maior profundidade a estabilidade das solu¢des do modelo ¢, bem como as das outras teorias
que veremos nas proximas subsecoes.

A densidade de energia do kink estatico é

1
p= §(¢’2+W(§) = sech*(x), (2.43)
cuja integral (ou, equivalentemente, o uso de (2.29)), da a energia dessa configuragao:
“ 4
E = / sech*(x)dx = 3 (2.44)

que pode ser identificada com a energia de repouso, ou massa, do kink. A densidade de energia
também pode ser vista na Figura 2.3. Ela difere apreciavelmente de zero apenas em uma regiao
finita préxima ao centro do defeito. E a esse fato que nos referimos ao dizer que esta é uma
solugdo localizada.

Figura 2.3 Grificos representando o kink (em dourado) e o antikink (em violeta) do modelo ¢4 (a
esquerda) e a densidade de energia das solucdes estéticas (a direita).
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Podemos obter uma solucdo dependente do tempo submetendo o kink a um boost de Lo-
rentz, que corresponde a troca para um referencial inercial se movendo a uma velocidade cons-
tante v [37]. Desse procedimento resulta o campo escalar

¢y (x,7) = tanh[y(x — vt)], (2.45)

onde ¥ = 1/(1 — v?). Pode ser verificado por substituicio direta que essa solucio resolve as
equagdes de Lagrange do modelo. Introduzindo a variavel y = y(x — vr), podemos escrever a
densidade de energia na forma

d¢,\* 14 v? 4, 1 2 12
t)=|——) —L=———>-sech —(1 —tanh
plx1) ( di ) 21— vy Sy + 5 (1 —tanhy) (2.46)
:72 sech*y.
A energia obtida pela integracao dessa densidade é
E=y / sechtydy = vE,), (2.47)

onde E, € a energia do caso estdtico. De modo semelhante, podemos integrar a componente
79! do quadrimomento para encontrar o momento linear P, = yVvE,. Vemos que essa solugio
corresponde a uma particula livre relativistica com massa de repouso Ej.

Também sdo possiveis configuragdes com multiplos kinks/antikinks. O estudo de tais solu-
coes é em geral complicado, mas campos escalares reais fornecem um cendrio em que alguns
desses cdlculos podem ser executados com relativa simplicidade, exemplificando de forma ele-
gante tendéncias que se repetem em defeitos mais sofisticados, como voértices € monopolos.
Seguindo o procedimento utilizado, por exemplo, em [30] e [62], montaremos uma solu¢do
aproximada pela superposicao de um kink e um antikink localizados, respectivamente, em x = A
e x = —A, com A >> 1. Supondo que os defeitos estdo em repouso em ¢ = 0, podemos tomar

¢(1=0,x) =0 (x) +¢-(x)+1, (2.48)

em que ¢+ = +tanh(x FA) e o fator aditivo +1 serve para garantir que a solucéo tenda as-
sintoticamente ao vacuo. A carga topoldgica desse ansatz é nula, o que significa que a so-
lugdo pertence a mesma classe de homotopia que o vdcuo. De fato, a deformagdo f(t) =
(1 —1)(¢4+(x) +¢—(x)) + 1 mapeia continuamente essa solugdo em ¢, = 1. Simula¢des numé-
ricas revelam que, a0 menos para velocidades baixas em relagc@o a velocidade da luz, a colisdo
entre um kink e um antikink resulta na aniquilacdo do par [63], liberando radiagdo. Uma tal
colisdo €, portanto, uma maneira de “remover” um defeito do sistema por meio da aniquilagdo.
Como kink e antikink possuem mesma energia, vemos que o custo energético dessa remogao €,
no minimo, igual a energia do kink. O vinculo de Bogomol’nyi garante que qualquer soluc¢ao
com energia inferior a do antikink estético, ndo importa o quao complicada seja sua dependén-
ciaem x e ¢, pertenga ao setor (—1,—1) ou a (1, 1), tendo carga topoldgica nula. A interagio de
um kink com uma solucdo desse tipo originaria uma configuracdo paraaqual Q =140=1,
que ainda teria um defeito.

Identificamos a for¢a que atua no antikink devido a presen¢a do kink com a derivada tem-
poral do momento linear da configuragdo em um intervalo [—oo, R], tal que R >> A:
R R
P=—/ dx¢¢’ — Pz—/ (09" +99"), (2.49)

—o0
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em que foi usado P = —Tjy; = —¢¢’. Das equagdes de movimento, vem

69 =9"0' Voo = 10" ~V'(6()) 2.50

A substituicdo de de (2.50) e da relagdo ¢¢’ = 1(¢?)" em (2.49) conduz a igualdade:

. 1. R
P={V—5w2+W%} (2.51)

Como, por hipétese, R—A << 0 vemos que € = ¢, +1 << 1 emx=R. Como ¢; é um
kink, essa desigualdade também vale no outro extremo do intervalo, donde

V(p)~V(o_)+e (%) . (2.52)
9=0-

Também vale ¢, = sech?(x —A) == (¢/.)> ~ 0 nos extremos do intervalo. Assim, ¢ =
1\2 Iy
(¢)"+2¢. ¢’ , e podemos escrever

P {% lzv(tp_(X)) - (%)2

onde F = P é a forca que atua no antikink. Deduz-se do fato de que os defeitos satisfazem (2.21)
que o termo entre colchetes € identicamente nulo. Usando a equacdo de movimento para o
campo ¢_ e notando que x — —oo as derivadas de ¢ tendem a zero, podemos escrever:

[ dP- do_dg,
F = (e oA )X_R. (2.54)

R
dv do_do,
+E£ (%) oo - Wﬁ}w, (253)

Como R estd distante dos defeitos, podemos usar as solugdes aproximadas ¢+ ~ —1 +
2e2(iX*A), que substituidas em (2.54) conduzem, finalmente, a

F=32¢"%, (2.55)

onde [ = 2A € a distancia entre os centros dos defeitos. F € positiva, e portanto produz, no
antikink, uma aceleragcdo no sentido positivo do eixo x, mostrando que a interacao ¢ atrativa, e
tdo mais intensa quanto maior a proximidade entre os defeitos. O potencial de interacdo que
dé origem a essa forca ¢ tal que F = —dU /dl. Colocando my = /V"(¢+(e0)) = 2, podemos
escrever esse potencial, que descreve a interagdo assintdtica entre um kink e um antikink, na
forma

U =16e M. (2.56)

O fator e~/ indica que essa interacio, que é do tipo Yukawa, é intermediada por um es-
calar de massa my. Essa andlise pode ser estendida para um nimero arbitrdrio de defeitos,
desde que a combinagdo seja sempre tal que um kink seja seguido por um antikink e vice-versa.
Investigacdes andlogas sdo possiveis para outros modelos de um ou mais campos escalares,
bem como para sistemas em que ha acoplamento com um campo de gauge, entre outros. Men-
cionaremos alguns desses resultados nos préximos capitulos, mas o estudo detalhado dessas
interacdes estd além do escopo deste trabalho, e a leitores interessados sdo recomendadas as
referéncias [30,62-64] e [65], entre outros trabalhos que mencionaremos posteriormente, em
conexao com alguns sistemas especificos.
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2.3.2 Modelo sine-Gordon

Consideremos agora o célebre modelo sine-Gordon, um dos mais conhecidos na literatura
de defeitos topoldgicos. Mencionamos na Introducdo um sistema mecanico cuja dinadmica é
modelada, no limite continuo, pela equacdo de Lagrange desse sistema, a apontamos algumas
de suas propriedades. As equacdes de campo desse modelo foram primeiramente estudas pelo
francés Edmond Bour em um estudo sobre superficies com curvatura gaussiana negativa cons-
tante [66] e redescobertas em 1939, no contexto de fisica da matéria condensada, como limite
continuo do que hoje se conhece como modelo Frenkel-Kontorova [67]. Por ser esta uma das
teorias de campo mais estudadas na literatura, e em parte devido a sua relativa simplicidade e a
presenca de solitons entre suas solugdes, esse modelo encontra aplicabilidade em uma miriade
de contextos, que vao desde biologia molecular [68, 69] até a sismologia [70], além da fisica
da matéria condensada, na qual o mencionado modelo de Frenkel-Kontorova é apenas um dos
diversos sistemas modelados pela equacao de sine-Gordon. Essa teoria também atraiu a atenc@o
de Skyrme e Perring [71], que conduziram uma investigacao incluindo as interagdes entre soli-
ton e antisOlitons, usadas para modelar um sistema de mésons e barions interagentes. A teoria
¢ formulada em termos da densidade lagrangiana [72]:

L= %amaﬂ(p — %sinzq), (2.57)

cujo potencial é também da forma (2.24), com W(¢) = —cos ¢. Essa lagrangiana é invariante
nao apenas sob transformacdes de reflexdo, mas também sobre deslocamentos do campo por
multiplos inteiros de 7.
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Figura 2.4 Potencial do modelo de Sine-Gordon
As equagdes de campo obtidas de (2.57) sao
1
(¢ = —sing cos ¢ = —3 sin(2¢). (2.58)

A variedade de vidcuo desse modelo é M = {Nm, N € Z}, cuja topologia é ndo trivial. A
estrutura dessa variedade é mais rica do que a do modelo ¢*, que s6 admitia dois minimos,
embora ela seja ainda um conjunto discreto de pontos. A quebra de simetria é novamente
responsdvel por gerar uma massa para as particulas que correspondem a excitagdes em torno
dos minimos, que vale:

» _ d*V(9)

=" =1. (2.59)
v d(i)z -~
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O modelo sine-Gordon é famoso por permitir solugdes do tipo séliton, no sentido mais
restrito da palavra: tais defeitos recuperam assintoticamente sua forma apds uma colisdo com
um numero arbitrario de defeitos do mesmo tipo. O tnico efeito perceptivel que uma tal colisdo
deixa sobre o séliton € uma mudanca de fase [54]. As propriedades de espalhamento dessas
solucdes decorrem do fato de este ser um sistema integravel [73], que apresenta um ndmero
infinito de quantidades dinamicas conservadas.

Para a carga topoldgica poderiamos usar novamente (2.27), mas observamos que a defini-
cdo dessa grandeza contém certo grau de arbitrariedade, e somos livres para escolher qualquer
quantidade que capture o carater topologico das configuragdes assintdticas e se mostre conve-
niente em determinada situagdo. Aqui, podemos assegurar que Q seja novamente um inteiro se
definirmos:

1 [~ d¢
Q:§/wadx:N€Z. (2.60)

Note que Q nao especifica completamente a classe de homotopia, pois classes caracteriza-
das pela mesma carga diferem por uma translagdo N7 no espaco dos campos. O vinculo de
Bogomol’nyi nesse sistema tem a forma

E> ‘—/ dcosq)dx‘ —2IN|, 2.61)

- e dx
sendo saturado para solucdes estdticas que resolvem as equagdes de primeira ordem

d .
_¢ = +sing. (2.62)
dx
Como a teoria € invariante sob deslocamentos de comprimento N7, podemos considerar, sem
perda de generalidade, ¢(—e0) = 0. Com essa condi¢do de contorno, é possivel integrar da

equacao de sinal positivo para deduzir

¢(x) =2arctan(e"), (2.63)

que € o kink (ou, nesse caso, séliton) do modelo. O antiséliton pode ser obtido, assim como no
modelo ¢#, pela substituicio x <> —x. O perfil dessas solugdes estd representado na Figura 2.5,
em que vemos um comportamento qualitativamente semelhante ao das solu¢des investigadas na
secdo anterior. As cargas topoldgicas do kink e antikink valem 1 e —1 respectivamente e sua
energia, calculada via (2.61), vale E = 2. A densidade de energia do séliton se escreve

p(x) = sech?(x), (2.64)

cujo comportamento qualitativo € semelhante ao que foi visto no modelo anterior. Um grafico
de p(x) pode ser visto na Figura 2.5, ao lado do perfil da solugéo.

Diferentemente do que ocorre no ¢*, a teoria sine-Gordon permite solugdes que representam
um nimero arbitrdrio de kinks, além de combinagdes entre kinks e antikinks. Uma situacdo em
que estdo presentes N sdlitons é representada por uma configuracao de carga topoldgica igual
a esse inteiro. Num sistema com multiplos solitons, os defeitos sdo indistinguiveis, mesmo
no nivel cldssico [62]. Essa indistinguibilidade ndo se deve a um principio bdsico como a das
particulas quanticas, mas sim ao fato de que o objeto fundamental da teoria € o campo ¢, e ndo
as “particulas”.



2.3 MODELOS DE UM CAMPO ESCALAR REAL 24

Figura 2.5 Gréficos representando o kink (em dourado) e o antikink (em violeta) do modelo Sine-
Gordon (a esquerda) e a densidade de energia das solucdes estdticas (a direita).

Seguindo o mesmo procedimento conduzido no estudo da interagdo assintética kink-antikink
do modelo ¢*, podemos calcular a forca entre um séliton e um antiséliton, ou entre duas parti-
culas semelhantes, obtendo novamente uma interacio do tipo Yukawa, com F o< e~/ = 7!,
sendo o fator de proporcionalidade negativo para particulas semelhantes e positivo para as dis-
tintas, tendo mesma magnitude nos dois casos e correspondendo, respectivamente, a uma forca
repulsiva e uma atrativa [23].

O modelo Sine-Gordon € também especial no fato de que solucdes exatas e analiticas fo-
ram encontradas para configuracdes de N solitons. Métodos analiticos usados para encontrar
essas solucdes incluem as transformacgdes de Béacklund, estudadas originalmente no contexto
de equacdes diferenciais parciais relevantes ao estudo de superficies pseudoesféricas [74], e o
método de espalhamento inverso. Nao pausaremos para encontrar ou discutir essas solucoes,
mas vale a pena mencionar um exemplo [54], dado por

sin(vt/v1+v?)
veosh(x/v1+v2)

onde v é um parmetro real. A substituicdo de ¢(x,7) na equagdo de Sine-Gordon comprova
que esse campo €, de fato, uma solucdo. Essa configuracdo, denominada breather, tem carga
topoldgica nula, e pode ser interpretada como um estado ligado para um par séliton-antiséliton.
Em 7 = 0, a solugdo é simplesmente ¢ (0,x) = 0, mas, em instantes posteriores, presenciamos a
criacao do par séliton-antiséliton, sendo essas estruturas produzidas simultaneamente, de modo
a conservar a carga topoldgica. Os defeitos inicialmente se separam, mas a forca atrativa que
ha entre eles faz com que sua velocidade diminua, até que eles parem e invertam o sentido de
seu deslocamento, o que resulta em uma colisdo. Nesse processo, os defeitos se aniquilam,
desaparecendo por um instante, apds o qual um novo par séliton-antiséliton, € criado. Esse
processo se repete indefinidamente, com periodo T = 27v/1+v—2. Se trocarmos v por um
parametro imagindrio, como u = —iv, obtemos uma nova solu¢do que também descreve um
par soliton-antiséliton, mas na qual a fun¢@o seno se torna um seno hiperbdlico, e a periodici-
dade desaparece. Agora, os defeitos sdo criados em ¢ = (0 e se separam, ainda interagindo por
meio de uma forga atrativa que, no entanto, ndo é mais suficiente para inverter o sentido do
seu deslocamento. Assintoticamente, os defeitos se separam até que a interacdo entre eles se
torne desprezivel, passando a se comportar, entdo, como duas solucdes independentes. Analises
detalhadas desses casos foram realizadas em [71] e [75].

Uma excelente e bastante completa discussdo sobre as transformacdes de Backlund, usando
geometria diferencial, pode ser encontrada em [76], ao passo que o leitor interessado no método
de espalhamento inverso € recomendado a [75].

¢(t,x) = 2arctan (2.65)
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2.3.3 Modelo ¢* invertido

Conquanto sejam os defeitos topoldgicos o tema desta dissertacdo, convém fazermos um
rapido desvio para estudar um caso simples de defeito de natureza nao topolégica, com o obje-
tivo de comparar essa solucdo aos kinks j4 estudados. Para esse fim, consideremos a densidade
lagrangiana

1 1
L=350"90u0—597(1-97), (2.66)

que tem um potencial cujo comportamento lembra uma versio “invertida” do modelo ¢*. De-
feitos como os que decorrem desse potencial sdo denominados “lumps”. A andlise da derivada
primeira Vy = ¢ — 2¢3 revela trés pontos criticos, em ¢ =0 e ¢ = +2-1/2 sendo os tltimos
pontos de méxima e o primeiro um minimo local. O potencial ndo possui minimos absolutos,
pois V(@) — —eo quando ¢ — Foo. Esse potencial estd ilustrado na Figura 2.6, na qual também
estd representado, para fins de comparacio, o potencial do modelo ¢*.
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Figura 2.6 Plot simultdneo dos potenciais do modelo (])4 (em dourado) e ¢4 invertido (em violeta), como
fungdo do campo escalar. A linha pontilhada representa a reta V(¢) =0

Deduzimos dessa Lagrangiana as equagdes de movimento:

Lo + 2¢(¢2 -1)=0 (2.67)
que conduzem, no caso estatico, a

do

— =4 1 —¢2 2.68

que observamos s6 ter solugdes reais se |¢| < 1 para todo x, que corresponde ao subconjunto
do dominio de V(¢) cuja imagem é ndo negativa. A derivada de ¢(x) muda de sinal em um
X, tal que @(xy) = 1, para o qual a invarincia translacional nos permite a escolha x, = 0. A
integracdo de (2.68) com essa condi¢do, observando sempre os intervalos em que

N,
f(<l>)—/0 ™ s

¢ invertivel, d4 as solugdes
¢ (x) = +sech(x), (2.69)
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em que convém enfatizar que os sinais - nao indicam a presenca de um “antilump”. Ao contra-
rio do que acontecia nos modelos anteriores, ndo € possivel relacionar as solucdes pela operagao
de reflexdo, ja que sech(x) é uma fung@o par. A densidade de energia do lump se escreve:

p(x) = sech?(x)tanh?(x), (2.70)

donde
! 2
E=2 / d[tanh(x)] tanh? (x) = 3 (2.71)
0

O perfil dessa solucdo e sua densidade de energia estdo representados na Figura 2.7, em
que observamos um comportamento bastante diferente dos kinks vistos anteriormente. Além
valores assintdticos iguais e a presenca de um maximo, também é importante destacar o fato
de que essa solucdo jamais cruza o eixo x. A densidade de energia é também uma estrutura
localizada, mas ela possui, neste modelo, um minimo na origem e dois médximos, localizados

em x = +arctan(v/2/2).

Figura 2.7 Perfil da solucdo tipo lump do modelo ¢* invertido (a esquerda), e a correspondente densi-
dade de energia (2 direita).

Podemos compreender intuitivamente o fato de o lump ser homotopicamente equivalente
ao vacuo ¢ = 0 se imaginarmos seu perfil como uma corda, que podemos facilmente esticar
para fazer com que a estrutura localizada em seu centro desapareca gradualmente, até que sobre
apenas a linha reta que corresponde a solucdo trivial. Uma tal transformacao pode ser descrita
pela fungéo continua f(¢) = (1 —t) sech(x), paraa qual f(0) = sech(x) e f(1) =0. A existéncia
dessa deformacdo sinaliza a instabilidade da solugdo. Se tentarmos imaginar a execucao do
mesmo procedimento em um dos kinks dos modelos anteriores, a impossibilidade ficara clara.

2.4 Estabilidade linear

Para além da existéncia de solu¢des das equagdes de movimento, hd também a questao de
sua estabilidade. Estamos interessados no efeito que a introdug¢do de uma pequena perturbacao
dependente do tempo tem sobre o defeito. Uma configuracao sera estavel se uma tal perturbacdo
ndo for suficiente para fazer com que ela decaia em um outro estado. Como veremos, a topologia
da variedade de vicuo tem profundo impacto sobre a estabilidade de defeitos, uma vez que ela
vincula os estados para os quais a solu¢c@o pode decair. Em particular, defeitos topoldgicos sdo,
por definicdo, homotopicamente distintos das solu¢des de vacuo, nao podendo, entdo, decair
em configuracdes desse tipo. O decaimento de tais solu¢des em outras que pertencam a mesma
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classe de homotopia €, no entanto, possivel em alguns casos, o que nos obriga a refinar a nossa
andlise. Para nossos propdsitos, serd suficiente a investigacao da estabilidade cldssica (ou linear)
das solugdes. E necessdrio que uma configuracio seja estivel nesse ambito para que também o
seja no regime quantico.

Consideremos um sistema de N campos escalares reais em D dimensdes espaciais, com
lagrangiana da forma

1
L= 3 1 00" 0 =V (@1,...0N), (2.72)
em que o indice a, sobre o qual uma soma estd implicita quando da sua repeticdo, enumera os
campos. As equacoes de Lagrange que seguem de £ sdo
L@y + Ve, =0 (2.73)

Consideremos uma perturbagdo 11 = (1 (¢,X), ...Nx(#,X)) sobre uma solug@o (¢y, ..., oy ) das
equacdes de movimento, tal que ¢, = ¢, + 1, [17]. Expandindo a lagrangiana em uma série de
poténcias centrada na solucao ndo perturbada, podemos escrever, até a segunda ordem em 1):

1
L= (9uMa9* Na+ Iy a0 @u +20uMad" @u) — [V + Vi, Na + UapNas )

(2.74)
1
=Lo+ B (3una3“na + 2&una3”¢a) - [V(p,, Na + Uabnanb}
em que L agrupa os termos que dependem apenas dos ¢, e
9%V
b = (2.75)

a(paa(l)b =0,

¢ a matriz hessiana do potencial. Apds uma integracao por partes, a agdo correspondente a essa
lagrangiana toma a forma

1
S:/dQ [£o+58una8”na+Uab(<m,---@w)nanb—(D<Pa+V<pa)na , (2.76)

onde dQ = dtdPx. Como a perturbagio é em principio arbitrdria, devemos considerar inde-
pendentes as variacdes 61, € 0@, ao extremizar a acdo. Dado que ¢, resolve, por hipétese, as
equagdes de movimento do sistema, esta claro que a integral £y nao contribui para a variacido
da agdo. Pelo mesmo motivo, o termo linear em 1, se anula e deduzimos, da condi¢io 65 = 0,
o sistema de equagdes que governa a evolucao da perturbagao:

(O+Ug)Na = 0. (2.77)

Estaremos interessados na maior parte deste trabalho em solu¢des independentes do tempo,
para as quais vale ¢, = ¢,(x). Nessas condic¢des, (2.77) se escreve:

82
(y - Vz) Na + Uap(X)Ma =0, (2.78)
t

onde Uy, é uma fun¢do apenas da posi¢do e V = (4, ...,dp). O método de separagio de varid-
veis nos fornece uma base completa de funcdes, em termos das quais 1, se escreve [17]:

Na = Z N, (x) cos(wyt), (2.79)
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em que 1), e @, estdo relacionados pela equacdo de autovalor:
Hapyny = ;15 (2.80)

em que
Hyp = —8,V? + Uy, (2.81)

que € formalmente equivalente a equagdo de Schrodinger independente do tempo de uma parti-
cula em D dimensdes submetida a um potencial U,,(x). Vemos portanto que solugdes estdveis
devem gerar um problema quantico em que o hamiltoniano seja um operador ndo-negativo. Se
essa condigdo for violada, entdo 3 n € N tal que @, é imagindrio, o que implica cos(w,t) =
cosh(|@y|t), que aumenta indefinidamente com o tempo.

Essa conexdo com a mecanica quantica pode ser explorada para simplificar o estudo da
estabilidade linear em sistemas de campos escalares, uma vez que tais problemas ja foram re-
solvidos para uma vasta gama de potenciais. Voltemos agora aos problemas unidimensionais
investigados na secao anterior. A “hessiana” do problema € agora uma simples funcao, o po-
tencial de estabilidade U (x). Para modelos em que V(¢) > 0, como é o caso das teorias ¢* e
Sine-Gordon, as equagdes (2.24) e (2.25) permitem que o “hamiltoniano” seja escrito na forma

d 2
0 que motiva a definicdo dos operadores
S=- d +W, (2.83)
d
ST=— 14w 2.84
o Voo (2.84)

em que foi usado o fato de que o operador d/dx é anti-hermitiano. Em termos desses opera-
dores, o hamiltoniano se escreve H = S'S, que é uma forma quadritica e sé possui, portanto,
autovalores ndo negativos [77]. Se explica assim a estabilidade dos kinks estudados. Essa
propriedade de H tem uma interpretacdo em supersimetria, em que H pode ser visto como o
setor bosonico de uma teoria supersimétrica [78]. Nesse contexto, é possivel definir o operador
Hy = SS*, que difere de H pela presenca de um sinal negativo que antecede o termo WeWsep €
pode ser interpretado como o parceiro supersimétrico de H.

Uma observagdo importante € a de que um sistema unidimensional sempre possui um modo
de frequéncia nula, chamado modo de translacdo, proporcional a derivada da solu¢do. Para
provar que essa funcdo é um autoestado de H, derivamos a equacdo de movimento do caso
estdtico e usamos a regra da cadeia para deduzir

& avy ([ d° -
8T (- vatot) ) o' o, 2.85)

que tem exatamente a forma da equagdo de autovalor (2.80) para um sistema unidimensional,
com a),% = (. Para relacionar essa fun¢ao ao modo de translacdo do sistema, usaremos o fato de
que a invariincia translacional da teoria garante que, se ¢(x) € uma solug@o, @ (x+x,) também
0 é, e fagcamos a expansdo: ¢ (x+xy) = ¢ (x) +x,¢’(x), vdlida até a primeira ordem em x,. Essa
é uma expansdo da forma ¢ = ¢ + 1, e, por (2.85), N = x,¢’(x) satisfaz (2.80) com autova-
lor nulo. Mais geralmente, qualquer 8¢ tal que a teoria seja invariante sob a transformacao
¢ — ¢ + 8¢ origina um modo zero [79] o que, em particular, implica que em D dimensdes
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espaciais existem D modos de translacdo. A existéncia desses modos em nada depende da
topologia da solu¢do ou de sua estabilidade: € uma propriedade geral de teorias com lagrangi-
ana (2.12). Entretanto, o ja discutido requerimento de que H ndo possua autovalores negativos
para solucdes estaveis implica na necessidade de que o modo zero seja o estado fundamental do
problema quéntico correspondente. Sabemos da mecénica quantica unidimensional que esse es-
tado € ndo-degenerado, e € o tinico que ndo possui nds [80] (isto &, ele ndo muda de sinal). Dos
nossos exemplos vemos que kinks e antikinks sdo funcdes mondtonas (o que € consequéncia
do fato de Wy ndo possuir zeros), de modo que suas derivadas nunca mudam de sinal. Assim,
podemos concluir que 0 modo zero € o de menor energia, € 0 somatdrio em (2.79) s6 contém
termos periédicos. O lump do modelo ¢* invertido é diferente nesse sentido, pois esse defeito
possuil um maximo em x, = 0, onde sua derivada muda de sinal. Essa é uma propriedade geral
dos defeitos tipo lump: como eles ndo sdo constantes e seus valores assintoticos em oo s30
iguais, deve haver um ponto de méximo entre os extremos. Vemos por esse argumento simples
que os defeitos tipo lump sao instaveis.

Investiguemos com maior detalhe a estabilidade dos kinks dos modelos ¢* e S.G, cujos
potenciais de estabilidade nos conduzem, como aponta a referéncia [79], respectivamente aos
casos L =2e L =1 de equacdes da forma:

d? » L(L+1) )
a2 +L —m Ma(y) = 0; M (y), (2.86)

que possui os estados ligados @? = L? + 12, com [ tomando valores inteiros entre 1 ¢ L — 1.
Assim, o hamiltoniano quéntico relacionado a teoria ¢* possui como porcdo discreta de seu
espectro o conjunto {0,3}. O potencial de estabilidade U (x) = 4 — 6sech?(x) desse problema
pertence a classe de potenciais do tipo Poschl-Teller modificados, sobre os quais uma excelente
discussdo, incluindo a deduc¢do das autofungdes, pode ser encontrada na referéncia [81]. Ja
o modelo S.G possui apenas um estado ligado, que € justamente o modo de translacdo. O
potencial de estabilidade &, nesse caso, U(x) = 1 — 2sech?(x). O espectro continuo se inicia em
®? = 2 para o modelo ¢* e ®? = 1 para o S.G, que coincide, em ambos o0s casos, com a massa
das particulas correspondentes a flutuacdes em torno do vacuo.

Por outro lado, o lump do modelo ¢* invertido tem estabilidade governada pelo potencial
U(x) = 1 — 6sech?(x), que é simplesmente o potencial de estabilidade do modelo ¢* deslo-
cado trés unidades para baixo. Essa teoria possui, entdo, um estado com autovalor a),% = -3,
mostrando que essa solucdo € instavel.

2.5 Modelos com dois campos escalares

Tendo estudado modelos unidimensionais com um campo escalar real, a avangamos ao pro-
ximo nivel de complexidade: o de modelos com dois campos reais acoplados, ainda em (1,1)
dimensdes. As solugdes agora serdo pares da forma (¢, ), que terdo muitas propriedades em
comum com 0s kinks estudados anteriormente, mas também algumas completamente novas.
O estudo desses sistemas ¢ mais complexo porque as solu¢des agora descrevem Orbitas no es-
paco de campos, o que dificulta a integracdo das equacdes de movimento do caso estitico. As
condi¢des de contorno agora descrevem mapas que levam o “infinito” em pares (vg,vy)

Investigaremos primeiramente modelos standard, governados por lagrangianas da forma

1 1
L£=350u90"9 +50uxd % —V(#,%), (2.87)
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que conduzem as equagdes de movimento

Do +Vy(e,2) =0, (2.88)
ou, no caso estatico:
0" (x) = Vy(9, %), (2.90)
x"(x) = Vy (9. 2)- (2.91)
O tensor de energia-momento em modelos desse tipo se escreve

2.5.1 Método de Bogomol’nyi

O método de minimizagao do funcional de energia descrito na se¢do 2.3 pode ser generali-
zado para modelos com dois campos escalares. Para investigar essa possibilidade, consideremos
a densidade de energia.

o (de 2 dy 2
p=To= (5) +(E) +V(9,%), (2.93)

que pode ser escrita, com a introducdo de uma funcdo auxiliar W(¢,x) e completamento de
quadrados, na forma

2 2
P=3 <%¢W¢) i (%]FW’J 2 (%%+%%) ~(W) ]
+VI(9,2).
Vemos que, quando o potencial tem a forma
V(d,x) = %(W(,,2 +Wy), (2.95)

a energia do modelo satisfaz

1 [~ (de > (dy 2
E_E/_w{<ach¢) +(5¢Wx> dx+ Eg, (2.96)

em que Ep € a energia de Bogomol’nyi, dada por

kg = /_: Cig_‘j:dx =AW = [W(9(c0), x(o0)) =W (9 (—o0), x(—2))|. (2.97)

Como a integral em (2.96) tem integrando ndo negativo, a energia satisfaz a desigualdade de
Bogomol’nyi E > Ep, com igualdade sendo alcangada se, e somente se, os campos satisfazem
o par de equagdes BPS:
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do
7 = Wo(9.7), (2.98)
dy
2 = (0. %). (2.99)

Ao contrédrio do que ocorre para um campo escalar real, ndo podemos deduzir as equacdes
de primeira ordem a partir das equagdes de Lagrange do sistema e condi¢des de contorno. Para
checar que solugdes BPS resolvem as equagdes de segunda ordem, vamos derivar a equagdo
com sinal positivo em (2.98) para deduzir

d*¢ do dy
a2 = Weo g tWorg, (2.100)
=WooWo +WyoWy = Vs,

em que, no ultimo passo, uso foi feito da simetria das derivadas Wy, = W,y € das equagdes
de primeira ordem. O mesmo procedimento pode ser usado para estender a verificacdo as
outras equacdes BPS. Note-se que € necessdrio que os sinais “combinem”, isto &, ndo podemos
usar a equagdo com sinal positivo para ¢ e a de sinal negativo para ), por exemplo. Setores
topoldgicos tais que AW # 0 sdo denominados sefores BPS. A existéncia de um vinculo de
Bogomol’nyi nao exclui a presencga de solu¢cdes nao BPS um setor topolégico, mesmo no caso
estdtico. Entretanto, tais solu¢cdes ndo minimizam a energia.
Multiplicando (2.98) por (dy/ dx)~! e fazendo uso da regra da cadeia e de (2.99), deduzi-
mos:
Wody —Wyd¢ =0, (2.101)

cuja solugdo dd a 6rbita descrita pelo par (¢,x). Quando W(¢,x) é uma fung¢do harménica
(isto €, resolve a equacdo de Laplace no espaco dos campos), podemos usar o fato de que,
em um disco aberto, tais fungdes correspondem sempre a parte real de uma fun¢do analitica
complexa [82] para resolver essa equacdo em termos gerais [29]. De fato, essa identificacdo
permite a introduc@o de uma fung@o analitica f(¢,x) =W (¢, x)+iY (¢, ), para a qual devem
valer as equacodes de Cauchy-Riemann

o _ow o _ow 210
d¢ I dx 99
das quais inferimos que uma 6rbita da forma Y (¢, x) = 0 resolve (2.101), uma vez que a in-
ser¢do de (2.102) em dY = 0 dd exatamente a igualdade procurada. O caso em que W (¢, x) é
harmonica € de especial interesse pelo fato, provado na referéncia [83], de que todas as solucdes
das equacodes de movimento sao BPS nesse caso.

Quando o superpotencial nio resolve a equacdo de Laplace, ndo existe um método geral-
mente efetivo para solucionar (2.101). Essa dificuldade pode ser resolvida, em alguns casos,
por meio da introducéo de um fator integrante I(@, x ), tal que exista Z(¢, ) que satisfaca

oz ow 9z oW

de modo que a 6rbita Z(¢, ) = 0 resolva (2.101). Nao ha um procedimento geral que possa
ser utilizado para encontrar fatores integrantes para um superpotencial arbitrario, o que faz com
que essa ferramenta, embora muito poderosa, tenha aplicabilidade limitada. Essa dificuldade
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levou a introdu¢do de um método de busca sistemadtica por 6Orbitas, desenvolvido originalmente
para as equagdes de segunda ordem em [84], e modificado para a investigacdo de equagdes BPS
em [85]. Na préxima secdo apresentaremos um sistema para o qual um fator integrante foi
encontrado.

Assim como acontecia para modelos de um campo escalar real, o fato de que solu¢des BPS
minimizam o funcional de energia do sistema sinaliza sua estabilidade. O estudo da estabilidade
linear desses defeitos € feito por meio das equacdes (2.80). O operador Hamiltoniano pode,
nesse caso, ser fatorado na forma

Hap = S).Sep, (2.104)
em que a,b € 1,2 enumeram os campos ¢ e X, e os operadores S e ST se escrevem [17]
d oW
Sab=—0pp—+—=—-— 2.105
ab abdx+a¢aa¢b ( )
d 0°W
S =8y + = 2.106
ab abdx+a¢aa¢b7 ( )

que é novamente uma forma quadritica (que também pode ser associada ao setor bosdnico
de uma teoria supersimétrica), cujos autovalores nao podem ser negativos. Concluimos, pelo
mesmo argumento usado anteriormente, que essas solucdes sdo estdveis sob pequenas pertur-
bacdes dos campos.

2.5.2 Modelo BNRT

Para exemplificar o formalismo desenvolvido para sistemas de dois campos, usaremos um
modelo bastante bem sucedido desenvolvido por nosso grupo de pesquisa em 1995 [86], e
cujo estudo foi aprofundado em outros trabalhos, como [87], e utilizado também por outros
autores [88—90]. Esse modelo é conhecido, em muitas aplica¢des, como modelo BNRT (Bazeia-
Nascimento-Ribeiro-Toledo) [90], e € atraente por uma série de motivos, que incluem a presenga
de setores BPS nos quais solu¢des analiticas podem ser encontradas e de um fator integrante,
que pode ser usado para resolver as equagdes de primeira ordem do sistema. O potencial do
modelo pode ser derivado do superpotencial W(¢,%) = ¢ — ¢>/3 —rx>¢, com r > 0, que leva
a lagrangiana

L:%aﬂwﬂméaﬂxa“x— %<l—¢2—rx2)2+2(rx¢>2 , (2.107)

que € invariante sob transformacdes Z, em cada um dos campos, o que significa que £ tem
grupo de simetria Z, X Z,. A variedade de vdcuo é o conjunto {(+1,0),(0,%1/+/r)} de pares
(¢, %), de cuja andlise deduzimos a existéncia de seis setores topoldgicos distintos, cinco dos
quais s3o BPS e um (o setor que conecta os minimos (0,—1/+/r) e (0,1/4/r)) ndo é, visto que
W tende ao mesmo valor W = 0 em seus extremos. A energia de Bogomol’'nyi vale 4/3 no
setor {(—1,0),(1,0)} e 2/3 em todos os outros setores BPS. As equagdes de Lagrange para
esse modelo sdo

i) =20 [rp*(2r+1)+¢*> —1] (2.108)
dx? '
X o [re22r 1)+ (2 ] 2109
dx? ’ .
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e as equagdes de primeira ordem ficam

do 2 2

— =4(1—- — 2.11

fi—" — 5229, @.111)
X

que podem ser resolvidas com o auxilio de um fator integrante. Antes de usar essa técnica, va-
mos investigar as orbitas mais simples possiveis, que correspondem a linhas retas, nas quais um
dos campos € identicamente nulo. Notamos que, quando ) vale zero, (2.110) se reduz a equa-
¢do BPS do modelo ¢*, cujas solucdes topolégicas ja foram investigadas. A 6rbita resultante
é um segmento de reta definido no setor topolégico {(—1,0),(1,0)}. E claro que as solucdes
nesse caso sao simplesmente os pares (+tanh(x),0) e a energia vale E = 4/3. Podemos analo-
gamente investigar a reta ¢ = 0, mas vemos que a substituicdo dessa orbita nas equacdes BPS
da simplesmente o par (0,+1/4/r). Isso se deve ao fato e que a energia minima nesse setor
€ zero, e sO pode ser obtida quando a solucdo € trivial. Entretanto, essa érbita pode ser usada
diretamente nas equacgdes de Lagrange, nos levando a e.d.o de primeira ordem

d*y 2
X =2y (- 1), 2.112)
que apresenta as solu¢des
+1
% (x) = —— tanh(v/rx), (2.113)

\/;

as quais, combinadas a ¢ = 0, correspondem a solugdes ndo BPS de energia E = 4/(34/r). De

. =(r+1) . - L
modo geral, podemos usar o fator integrante / = ¥~ »  para deduzir a equagao de 6rbita:

ry?

2r—1
onde o é uma constante de integragdo. Com essa Orbita, podemos encontrar as solugdes em
todos os setores BPS da teoria. Um estudo detalhado acerca das equacdes BPS incluindo di-
versas escolhas de r, no qual os autores encontram solucdes gerais para certos casos, pode ser
visto em [90]. Note-se que cada escolha de r equivale a um modelo distinto, que pode suportar
diferentes tipos de Orbitas. Analisemos algumas possibilidades. Um caso interessante emerge
quando tomamos o = 0 em (2.114), que conduz a 6rbita

fayr—¢24+1=0, (2.114)

rx?

1—2r

0>+ (2.115)
que é, parar € (0,1/2), uma elipse, que podemos usar para encontrar solugdes que conectam os
minimos (£1,0). A elipse se achata a medida que r se aproxima de 1/2, e no limite r — 1/2 a
condicdo de que a 6rbita fique bem definida exige ¥ = 0, nos levando uma vez mais ao segmento
de reta ja discutido. Substituindo ry? = (1 —2r)(1 — ¢?) em (2.110), deduzimos

a9 _

42
oo =2r(1-¢%), (2.116)

que tem as solugdes tipo kink
¢ (x) = +tanh(2rx), (2.117)
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cuja substituicdo em (2.115) implica

1-2r
r

x(x) ==+ sech(2rx). (2.118)

Esses pares de solugdes BPS tém também energia E = 4/3. Os perfis dessas solucdes estdo
representados na Figura 2.8.

i irrEsrwEe=sx 1.5

Figura 2.8 Solugdes tipo kink para as orbitas elipticas, com ¢ (x) representado a esquerda e y(x) a
direita. A espessura das linhas aumenta com r, que assume os valores r = 1/4,r=1/3 e r=1/2,
estando os campos correspondentes a essa tltima escolha de r pontilhados em preto.

No caso em que r = 1/4, a equagdo da 6rbita se escreve
1
o* =y’ —Sxt+1, (2.119)

de onde a escolha o = 1/16, que transforma o lado direito no quadrado perfeito (y2/4 — 1),
se sugere, resultando nas Orbitas:

x> =4(1%+9¢), (2.120)
com o uso da qual encontramos as equagdes de primeira ordem para ¢ (x)
d¢
— =+4¢(1— 2.121

que podemos integrar (usando, por exemplo, a substituicdo & = 2¢ — 1) para deduzir

Ors) = i% [1 + tanh (g)} , (2.122)

que tendem, nos extremos, a £1 e 0 ou vice-versa, a depender das combinagdes dos sinais. Da
substituicao desses resultados em (2.120), vem

Xpss) = i\/z (1 + tanh ()—26)) (2.123)

cujos valores assintdticos sdo £2 e 0, ou vice-versa. Devemos tomar nas igualdades acima

os sinais apropriados para que o par (@, ) pertenca a um dado setor topoldgico. A solugdo
(@{——y: X{++})» por exemplo, constitui um kink no setor {(—1,0),(0,2)}, enquanto (¢;_ 1, X4—1)
¢ o antikink do mesmo setor. Essas solugdes, de energia E = 2/3, tém seu perfil ilustrado na
Figura 2.9.
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no

Figura 2.9 Solugdes (¢;__y, X4++)) (em dourado) e (¢}, x(+—1) (em violeta), vdlidas para r = 1/4
no setor topolégico {(—1,0),(0,2)} . Aqui, vemos ¢ nos graficos da esquerda e ) nos da direita.

2.5.3 Multikinks

Consideremos agora uma classe de teorias de dois campos escalares com a¢do modificada.
Os modelos que estudaremos nesta subsec@o ndo sdo descritos por uma lagrangiana do tipo
standard, mas sim por uma da forma

1 1
L= if(x)3u¢8”¢+§8ux¢9“x—V(¢,x), (2.124)

em que f(x) > 0 é uma funcdo real de ). Esses modelos foram tema de um trabalho concluido
durante o periodo de mestrado e ja submetido para publicagdo [91], em que investigamos alguns
modelos nos quais o campo ) modifica o comportamento de ¢ em uma certa regiao do espago,
de modo andlogo a um modelo de um campo sujeito a um vinculo geométrico. Motivacdes
tedricas e experimentais para a constru¢do desses modelos incluem [92], em que um vinculo
geométrico na forma de uma constri¢do, ou estreitamento, é usado para controlar o tipo e as
dimensdes de paredes de dominio em um sistema magnético, € a referéncia [93], publicada
na revista Science, em que constri¢des semelhantes sdo usadas para gerar e controlar defeitos
topoldgicos conhecidos como bolhas de skyrmions. Investigaremos o caso estdtico, em que as
equacgdes de movimento t€m a forma

d do]

- {f(x)ﬂ =Vs(9.) (2.125)
dy  1df(x) (do\*

a2 2 dy (E) =V (9, %) (2.126)

Um procedimento de Bogomol’'nyi é também possivel para esse sistema. Procedendo da
mesma maneira que fizemos ao investigar modelos com lagrangiana standard, deduzimos que
um vinculo de Bogomol’nyi é encontrado se existe W (¢, x) tal que

Wi Wy
Vg, x) = ) += (2.127)

que implica

Elp,2]> \ [ i = 2.128)
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com a igualdade sendo alcancada se, e somente se, as equacdes de primeira ordem

de _  We(9.2)

- , 2.129
dx f(x) (129
dy

i Wy (9,%) - (2.130)

sdo satisfeitas. Notemos que a energia de Bogomol’'nyi do sistema é completamente indepen-
dente de f(yx). A saturacdo do vinculo 2.128 permite a separa¢do da densidade de energia na
forma p = p; + p, em que

_ _d‘P)z:_W‘; 2.131
p1 f(x)(dx 0% (2.131a)
dy 2
P2 = (%) =Wy. (2.131b)

Observe-se que, em geral, o acoplamento entre os campos ocorre por duas vias: a funcao
f(x) e o préprio potencial. Modelos em que essas duas vias afetam o comportamento dos
campos foram investigados durante o desenvolvimento do trabalho em questdo. Como exemplo,
podemos tomar W (¢, x) como o superpotencial do modelo BNRT, e /() da forma

1
f)=~~ll, (2.132)
que conduz ao sistema de equagdes

ﬁ_il_(pZ_r%Z

i Tl (2.133)
‘;_7; — %0, (2.134)
que admite, em particular, as solucdes tipo kink/antikink
¢ = ttanh(rx), (2.135)
x = sech?(rx). (2.136)

No trabalho [91], resolvemos nos restringir, por simplicidade, a potenciais tais que Wy, =
Wy = 0. Nesse caso. (2.130) € independente de ¢, e pode ser integrada diretamente. A solugdo
x (x) pode entdo ser substituida em (2.129), fornecendo uma equagéo diferencial ordindria para
¢, a qual pode ser resolvida por quadratura. Ilustraremos esse procedimento com o auxilio de
dois exemplos que capturam a ideia geral do método. Primeiramente, consideremos

3 3
o 1
W(¢,x)=¢—%+ax—7x e f(x):P, (2.137)
de modo que o potencial (2.127) se escreve
062
2

2
V(9,2) =% (1-¢72+

5 (1-x%), (2.138)
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que alcanca seu valor minimo quando os campos assumem os valores 1. Notado seja que
f(£1) = 1, mostrando que quando ) pertence ao vdcuo o modelo se torna equivalente ao ¢*.
Assim, o campo ) s6 afeta a dinamica de ¢ quando ele difere apreciavelmente do vicuo. As
equagoes de primeira ordem sao

d¢ 2 2

» +x*(1—¢°), (2.139)
dx _ 2

» +a(l—x°). (2.140)

Nos concentremos, por simplicidade, nas equagdes com sinal positivo, que levam a uma
solucdo tipo kink, a partir das quais o antikink pode ser, como sempre, deduzido a partir de
uma operacgdo de reflexdo. Vemos que, com a substituicdo u = ox, a equagdo para y se torna
simplesmente aquela encontrada para o kink do modelo ¢*, com o resultado y(x) = tanh(ax).
Substituindo essa solucdo em (2.139), obtemos

d¢

a9 w2 42
7 = tanh”(ax)(1 — ¢°), (2.141)

que pode ser escrita, por meio da substitui¢do & = x — tanh(ocx) /a, na forma

ap .
E—(l 0°), (2.142)

que, como sabemos, tem a solucdo “tipo kink”

¢ (x) = tanh(& (x)). (2.143)

Sempre seremos capazes de introduzir a varidvel &, que caracteriza o mecanismo através do
qual o campo auxiliar } atua como um vinculo geométrico. Sempre que o potencial for separa-
vel, (2.130) nos fornecerd uma fungio f((x)). Ao resolver a equacdo diferencial separdvel

d& 1

—= = — 2.144

T (2.144)
obtemos a varidvel £, em termos da qual a equacéo de primeira ordem se escreve

d

a0 =Wy, (2.145)

que é exatamente a equacdo de primeira ordem resolvida por um defeito topolégico em uma
teoria standard de um tnico campo, mas em um espago parametrizado pela varidvel £. Note
que (2.143), por exemplo, é um kink comum do modelo ¢* em termos de £. A estrutura
interna do kink é adquirida quando retornamos a varidvel x, como se fosse uma consequéncia
da insercdo desse kink em um espaco geometricamente distinto.

Préximo a origem, podemos escrever, desprezando termos de quinta ordem, ¢ (x) o< o’x3.
Plotamos a solucao na Figura (2.10), em que percebemos a presenca de um “plateau” proximo a
origem, que leva a uma configuracdo que pode ser interpretada como um kink duplo. A origem
desse comportamento estéd no fato de que 1/f(x(x)) = 0 na origem, fazendo com que a derivada
de ¢ seja nula nesse ponto, e pequena em sua vizinhanca. Vemos que & controla a magnitude
do efeito que ) tem sobre ¢, tornando o plateau mais estreito a medida que esse parametro €
aumentado. As contribui¢des p; e p, para a densidade de energia sdao
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p1 = % sech*(&(x)) = sech*(&(x)) tanh? (ax), (2.146a)

p2 = sech*(owx), (2.146b)

que, juntas, ddo a energia E = 4(1 + «)/3, esperada de uma solucéo desse setor BPS.

1 15

Figura 2.10 Soluc¢des duplo kink do primeiro modelo (a esquerda), densidade de energia total (a direita,
linhas sélidas) e contribuicdes p; (2 direita, linhas tracejadas). A espessura das linhas aumenta com ¢,
que assume os valores ¢ =0.5e o = 1.

Como segundo exemplo, vamos tomar f(x) = sec?(nmy), comn € {1/2,1,3/2,...} e usar
o mesmo superpotencial de antes. A equacdo para ) e, portanto, sua solu¢do, permanecem
inalteradas, enquanto ¢ deve satisfazer

dg

o= cos?(nmtanh(ox)) (1 — ¢?), (2.147)
x
da qual podemos novamente deduzir uma equagdo da forma (2.142), com
x 1 _

§(x) =5+ 75 [Ci(By (%) = Ci(By ()], (2.148)

em que
* t
C=— / dt? (2.149)
X

é a integral cosseno [94] e B;5(x) = 27n[l £ tanh(ox)]. A solugdo é novamente da forma
¢ = tanh &, mas possui agora o comportamento visto nas Figuras 2.11 € 2.12. A configuragéo é
o que denominamos multikink, e sua derivada se anula em 2n pontos, podendo esse nimero ser
par (se n € N) ou impar (se (n+1/2) € N).

1 1

Figura 2.11 Multikinks do segundo modelo comn =1 e a = 0.5 (esquerda) e 1(direita)
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—
—

Figura 2.12 Multikinks do segundo modelo com n =3/2 e o = 0.5 (esquerda) e 1(direita)

A contribuic¢do p; para densidade de energia é
p1 = cos?(nmtanh(cx)) sech*€ (x), (2.150)

que pode ser vista na Figura 2.13. A energia total dessas configuracdes é,novamente, £ =
4(14+a)/3.

Figura 2.13 Densidades de energia das solu¢cdes multikink para n=1 (a esquerda) e n=3/2 (a direita). As
linha sélidas correspondem a densidade de energia total, e as tracejadas a contribuicdo p;. A espessura
das linhas aumenta com «, que assume os valores @ =0.5e o = 1.

2.6 Teorema de Derrick

Tendo estudado modelos com um e dois campos escalares reais em duas dimensdes espago-
temporais, estamos preparados a dar mais um passo em dire¢cdo a modelos mais complexos.
Embora interessante, a extensdao para modelos com trés ou mais campos escalares envolve um
significativo aumento no trabalho algébrico necessdrio as investigacoes, e ainda apresenta, fun-
damentalmente, muitas das ideias ja discutidas no contexto de modelos de dois campos, in-
cluindo a introducdo de um superpotencial e a presenca de um vinculo de Bogomol’nyi. Exem-
plos desse tipo de teoria e algumas de suas aplicagdes sdo discutidas em [29].

O préximo passo logico, €, portanto, considerar sistemas em multiplas dimensdes espaci-
ais. Esse caminho encontra, entretanto, um obstdculo em um argumento devido, em sua forma
original, ao fisico G.H. Derrick [95], que mostra a impossibilidade de configuracdes de campo
estdticas que sejam solugdes localizadas e estdveis de energia finita em teorias com lagrangiana
standard em mais de uma dimensao espacial. A demonstracdo do teorema de Derrick € tio es-
clarecedora quanto seu resultado final, por nos permitir uma visao do papel desempenhado por
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cada uma de suas hipéteses no argumento, fornecendo um valioso auxilio na busca por meios
de evadir o teorema. Vamos, portanto, demonstrar esse resultado.

O cerne desse teorema, que foi inicialmente proposto como um argumento para a impossibi-
lidade da identificagdo de tais solu¢des com particulas, estd na imposicao de que o funcional de
energia seja estaciondrio mediante a reescala espacial X — AX. Para que a solug@o seja estavel,
deve ser SE = 0 e §2E > 0. Em uma teoria standard de N-campos em 7+ 1 dimensdes espago
temporais, o funcional Energia se escreve

1
E= —/d"x{iakq)a(x)ak%(x) —V((pl(x),...,@v(x))} =E; +Ep, (2.151)
onde E, e E, sdo generalizagdes imediatas de (2.22) e (2.23). Aqui, k assume os valores
{1,...,n} e a enumera os campos, indo de 1 a N. Mediante a reescala, e definindo y; = Axy,
obtemos

2
Ep=- / a |3 {%ak%(y)ak%(y) ~V(r <y>,...,¢N<y>>} = A" (APEg+Ey), (2152)

donde, tomando a varia¢do numa vizinhang¢a de A = 1 e exigindo 8 E = 0, deduzimos

2—n

dE
A -0 —= E,="—E, (2.153)
n

dA

A=1

que € um teorema do virial. Em uma dimensdo, ele implica E),, = E,, resultado que ja encon-
tramos na secao 2.3. Se o potencial for positivo semidefinido, esse resultado sé € possivel para
n =1 e n =2, existindo esta ultima possibilidade apenas se V for identicamente nulo, o que
ocorre, por exemplo, para o modelo O(3) nédo linear [54]. Como a porg¢do gradiente da energia é
necessariamente positiva, somos for¢ados a concluir, em um niimero maior de dimensdes, que
E, € negativa. Mas nesse caso as solugdes serdo instdveis, pois

8°E ={(2—n)(1—n)E;+ (1 +n)nE,} (51)* = 2nE,(81)?, (2.154)

que € uma expressao negativa se E, o for! Isso significa que E; € um méximo da energia
nesses casos. Note-se que esse argumento nao € aplicavel para solucdes de vacuo, para as quais
E, = E; = 0 em qualquer dimensao.

Analisando a demonstracio desse teorema, podemos imaginar vérias formar de “escapar”
das dificuldades por ele impostas. Uma saida possivel € a investigac@o de solu¢des dependentes
do tempo. No entanto, essa abordagem inviabiliza a identificacdo dos defeitos com particulas de
teorias quanticas de campo, ja que uma particula em repouso deve ter suas propriedades fisicas,
incluindo sua energia de repouso, deduzidas a partir de solucdo estdtica. Outra possibilidade é
a modificacdo da lagrangiana. Um trabalho do nosso grupo de pesquisa mostrou a existéncia de
defeitos globais estdveis em uma classe de teorias em dimensao arbitrdria nas quais o potencial
tem dependéncia explicita nas coordenadas [96]. Também € possivel incluir termos envolvendo
derivadas de ordem superior dos campos ou outros desvios em relacdo a forma standard. Nos
proximos capitulos, apresentaremos modelos que evadem o Teorema de Derrick por meio da
introducao de campos de gauge ao sistema, aos quais os campos escalares serdo acoplados.



CAPITULO 3

Vortices em teorias abelianas

“We dance round in a ring and suppose,
but the Secret sits in the middle and
knows.”

Robert Frost

Como o teorema de Derrick dificulta a busca por defeitos em teorias puramente escalares
em mais de duas dimensdes, somos motivados a explorar outros paradigmas, em particular as
teorias de calibre, que ocupam um papel central na fisica teérica. O grupo de gauge U(1), co-
nhecido do eletromagnetismo, € a escolha mais natural, pois o fato de esse grupo ser abeliano
simplifica grandemente o formalismo matemdtico. Estaremos interessados em teorias nas quais
o potencial sé depende do médulo do campo escalar, de modo que a classificacdo topoldgica
¢ regida pelos grupos de homotopia 7;(S1). Da nossa discussao sobre topologia, sabemos que
esse grupo € trivial para [ # 1, o que faz com que a investigacdo de uma teoria em duas di-
mensdes espaciais se sugira naturalmente. Nesse tipo de teoria hd o aparecimento de estruturas
topoldgicas conhecidas como vortices. Defeitos desse tipo também podem ser encontrados em
teorias ndo abelianas em (2,1) dimensdes [97], mas como 71 (S,,) = 0 para m # 1, a variedade
de vacuo necessita, nesse caso, de uma estrutura mais sofisticada, o que pode ser alcangado, por
exemplo, com o uso de dois campos escalares distintos. Essa situacdo € muito mais complicada,
e por isso estudaremos neste capitulo apenas os vortices abelianos.

Esses defeitos sdo caracterizadas pela presenca de pontos isolados no plano, em que um
campo escalar complexo @ se anula. Se considerarmos um loop circulando esse ponto, vere-
mos que a cada volta completa nessa curva corresponde um aumento de 27n na fase do campo
escalar. Esses loops podem ser identificados com os mapas entre uma circunferéncia infinita e
a variedade de vacuo do modelo, os quais podem ser divididos em classes topoldgicas caracte-
rizadas por um inteiro n. De modo semelhante a maneira com que podemos obter paredes de
dominio a partir de kinks unidimensionais, € possivel inserir vortices (sem alterar a maneira com
que o infinito € mapeado na variedade de vicuo) em um espaco com trés dimensdes espaciais,
dando origem a cordas (nesse caso, se exige apenas que a energia por unidade de comprimento
seja finita). Discussdes sobre esses objetos podem ser encontradas, por exemplo, em [98,99].

Encontrados pela primeira vez por Helmholtz em mecanica dos fluidos [100], vortices sao
comuns no estudo de sistemas ndo lineares, aparecendo, por exemplo, no estudo de super-
condutores [20], superfluidos [19, 101], estruturas de spin de materiais magnéticos em nanoes-
cala [102,103], cosmologia [104,105], entre outros. Essas estruturas podem aparecer em teorias
com simetria de gauge € local, nas quais sdao permitidas transformacdes de calibre dependentes
das coordenadas, ou global, em que apenas transformacoes independentes das coordenadas sao
permitidas. Nas primeiras, o campo escalar deve ser acoplado a campos de gauge, familiares
no eletromagnetismo cldssico. A teoria global, entretanto, ndo faz uso desse acoplamento. Por
serem teorias escalares standard em duas dimensdes espaciais, solugdes estiticas estaveis de
energia finita em teorias globais s@o proibidas pelo Teorema de Derrick. Com efeito, veremos
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que os vortices da teoria global possuem energia infinita. Essa observacao, e o fato de elas ocu-
parem um papel de destaque na fisica tedrica, nos motivam a nos concentrar em teorias locais,
com referéncias as suas correspondentes globais sendo feitas esporadicamente, para efeito de
comparacao.

Neste capitulo, estudaremos vortices que aparecem em teorias de gauge locais, em um es-
paco plano (2,1) dimensional. Veremos o classico exemplo do vértice de Nielsen-Olesen, e
estudaremos algumas propriedades do modelo, incluindo a presenca de solucdes BPS no aco-
plamento critico. Usando um ansatz circularmente simétrico, vamos simplificar as equacdes de
segunda e primeira ordem, e analisar os resultados. Em seguida, investigaremos um sistema em
que a eletrodinamica € governada por um termo de Chern-Simons, e encontraremos vortices
carregados eletricamente, com algumas propriedades marcadamente diferentes das do modelo
anterior. Finalmente, abordaremos dois modelos estudados no mestrado, em que os vortices
de Nielsen-Olesen sao modificados pela inclusao de outros campos, que aumentam a simetria
do sistema por meio de uma modificagdo semelhante a sugerida na nossa investigacao de mul-
tikinks. Os vortices desses modelos apresentam estrutura interna interessante, e notavelmente
distinta dos de Nielsen-Olesen.

3.1 Teorias de calibre

Nesta secdo, vamos definir alguns objetos centrais das teorias de gauge, que estudaremos
neste e no proximo capitulo. Uma teoria de calibre é caracterizada pela presenca de um grau
de redundancia na descri¢cao dos campos, que nos leva a considerar como equivalentes todas as
quantidades que diferem entre si apenas por uma transformacao de calibre (ou gauge). Portanto,
nossos objetos de estudo ndo s@o apenas funcdes, mas classes de equivaléncia as quais perten-
cem todos os objetos equivalentes no sentido de gauge. Formalmente, isso significa que estamos
interessados em magos de fibra, dos quais os campos de matéria sdao se¢des (Discutimos esses
conceitos no apéndice A.2).

Para estudar um grupo de Lie G, precisamos de uma representa¢do R : G — GL(V), que é
um homomorfismo entre G e o grupo das matrizes n X n invertiveis, munido da operacdo de
multiplicacdo matricial [106]. Poderemos sempre tomar uma representacdo unitdria, em que G
¢ mapeado em um grupo unitrio U (n), ou um seu subgrupo. O espago-tempo é uma variedade
diferencidvel X coberta por abertos U; e, como estamos tratando de teorias locais, devemos ser
capazes de considerar a agdo de G em cada uma dessas vizinhancas. Ora as se¢des de mago
que determinam a forma de ¢(x) s6 podem, em geral, ser definidas localmente, em cada U;.
Esse cardter intrinsecamente local nos impede de usar a derivada usual dy; ¢ na lagrangiana
da teoria. Como, em geral, as transformacgdes de calibre alteram as bases de forma distinta
em cada vizinhanca, as secoes em diferentes pontos da variedade nao podem ser efetivamente
comparadas por meio da derivada parcial. O problema € analogo aquele encontrado no estudo de
derivadas em espacos curvos na teoria de Einstein. Também andloga € a solucao: resolvemos o
problema pela introducdo de uma conexao, a qual permite a comparagdo de objetos definidos em
diferentes vizinhancas. Como discutido nos apéndices, as vizinhangas estdo relacionadas por
funcgdes de transi¢cdo, que sdo elementos do grupo de Lie. Para definir uma nog¢ao de derivada,
precisamos usar um elemento do espago tangente de G, identificado com a algebra de Lie (g)
associada a esse grupo [106]. A conexdo aparece quando usamos uma representacdo de g para
mapear a dlgebra em g/(V), que é o espagco de mapas lineares [ : V — V [106], em que V é
0 espago vetorial em que ¢ toma valores (a fibra). Com isso, obtemos um campo vetorial de
componentes Ay, que representa, fisicamente, o campo de gauge. Quando G = U(1), podemos
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tomar V = C, e todos os campos da teoria ficam representados por niimeros complexos. No caso
ndo abeliano, Ay € representado como uma combinagdo linear de matrizes hermitianas nxn, os
geradores de g. A derivada covariante pode ser definida como um operador linear da forma

Dy =y +p(Ap), 3.1)

em que p € a representacdo de g. Modelos em que o acoplamento entre campos escalar e de
gauge ocorre dessa maneira sdo ditos minimamente acoplados. Tomaremos a representagao
adjunta, em que A, € representado por um elemento da propria dlgebra de Lie, de modo que
podemos simplesmente abandonar a referéncia explicita a p em (3.1) e escrever simplesmente
Ay. Ora o requerimento de que Dy, ¢ seja covariante sob transformagoes de gauge (isto €, que
se transforme da mesma forma que o campo escalar) nos permite concluir que A, deve se
transformar segundo a regra

Ay — YAy = duyy ! (3.2)

que, para o grupo U(1) com agdo representada por ¢*(1X) " se reduz a conhecida expressao

Ay — Ay — 9y [iA(t,x)]. Por substitui¢do direta, pode ser verificado que Dy ¢ €, de fato, um
objeto covariante da teoria.

A introdugdo da conexdo permite que seja definida uma forma de curvatura, que €, por
constru¢do, um operador linear na fibra, cujas componentes sdo definidas por sua agdo em @

Fuv‘P = [DuaDv]‘P, (3.3)

que € uma expressdo vdlida para qualquer grupo de gauge. Escrevendo Fj, dessa maneira,
entendemos intuitivamente o porqué de essa quantidade ser uma curvatura: O comutador das
derivadas covariantes da o efeito que o transporte paralelo (efetuado pela conexao) em um loop
infinitesimal tem sobre uma sec¢ao de V. Fisicamente, o efeito do campo de gauge sobre ¢ € dado
pela presenca dessa curvatura, e no caso em que ele € nulo ou ndo esta acoplado a ¢, retornamos
a situagdo plana. Dy, ¢ segue a mesma lei de transformagdo que o campo escalar, entdao Dy Dy ¢
e, por conseguinte, o comutador que define Fy,y ¢, € também covariante sob transformagoes de
calibre.

Se a curvatura for zero em todo o espaco, entdo o resultado obtido é o mesmo que encon-
trarfamos ao tomar A, identicamente nulo. Nesse caso, existe uma transformagio de calibre
que transforma Dy em dy, mostrando que ¢ ndo é afetado pelos campos de gauge. Para que
isso seja possivel, as secdes precisam ser definidas globalmente, o que significa que as funcdes
de transi¢do devem atuar da mesma forma em todas as interse¢des. Como essas transi¢des sao
efetuadas pela a¢do do grupo, vemos que a nulidade da curvatura restringe as transformacoes
possiveis aquelas que transformam todos os pontos de X da mesma forma, nos levando a teoria
global. Nesse caso, 0 uso da conexdo € redundante, € podemos simplesmente tomar Ay, = 0.

Substituindo diretamente Dy, = dj, + Ay em (3.3), encontramos

Fuv9 = { [0, 0]+ [Au, Ay] + [0, Av] + [Ap, 0v] } 9. (3.4)

O primeiro termo € sempre nulo. Em teorias abelianas, a acdao de elementos do grupo
comuta, entdo o segundo também se anula. O que sobra é

Fuv9 =0u(Av9) —Avdud + dy(Aud) —Audve
:(auAv _aVAIJ)(Pv

que recupera o tensor eletromagnético da teoria de Maxwell. Dada uma transformacao de cali-
bre ¥, vemos que [Dy,Dy|¢ — Y[Dy,Dy]¢ = [Dy,Dy](Y¢9), provando que Fy;y ndo muda nesse

(3.5)
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caso, o que sO acontece porque o grupo € abeliano. Por meio desse tensor, podemos definir
os campos elétrico E; = Fy; e magnético el/kB, = —F; ; [35]. Notamos ainda uma importante
identidade. Pela defini¢do da curvatura, vale,

[DV7[D/J’DXH¢:(DVF[J7L)¢7 (36)
que, com o uso da conhecida identidade de Jacobi para comutadores, leva a expressao
DvFul +DyFyy+DjFyy =0, 3.7

que € conhecida como identidade de Bianchi, vélida para G qualquer. Para campos abelia-
nos, Fyy € invariante por transformagdes de calibre, entdo a derivada covariante da curvatura
coincide com a parcial, € podemos escrever

que dé as equacdes de Maxwell homogéneas.

3.2 Vortices de Maxwell-Higgs

Seja ¢ um campo de matéria, representado por uma fun¢do complexa, sobre a qual a atuagao
do grupo de Lie tem o efeito de uma mudanca de fase. Trabalhamos no espago plano em (2, 1)
dimensdes, com uma lagrangiana da forma

1 -
L=—3F* Fuy+D*oDuo —V(|o)), (3.9)

em que Dy = dy, +ieAy, Fyv = dyAy — dyA, e a barra horizontal denota conjugagdo complexa.
O fator ie na derivada covariante foi adicionado por conveniéncia, de modo que a conexao é&,
aqui, ieA,, onde Ay, = (Ao, A), sendo A o conhecido potencial vetor do eletromagnetismo. Para
usar (3.3), devemos dividir a expressdao do lado esquerdo esse mesmo fator. A constante e
controla o acoplamento entre os campos. Da discussao feita na se¢ao 2.2, sabemos que essa
lagrangiana deve ter dimensdo de energia ao cubo, de modo que todos campos e a constante
de acoplamento tem dimensdo de raiz quadrada da energia. Em termos dos campos de gauge
podemos escrever a lagrangiana na forma explicita

L—— %(aﬁw _OVARY (BuAy — OvA) + 040 P — ieA, (§0" o — )
+ A A o —V(|9]).

(3.10)

Se quisermos voltar para o caso global, basta colocar A, = 0 nessa lagrangiana. Notamos
que, além de apresentar simetria Z, essa teoria € invariante sob as transformacdes de gauge:

(p N e_iea(tvx)(p’ (31 1)
Ay — Ay +d,a, (3.12)

em que o(7,x) ¢ uma fungdo arbitraria das coordenadas e do tempo. Para demonstrar esse
fato note que o médulo de ¢ ndo muda quando alteramos sua fase. A derivada covariante se
transforma da mesma forma que o campo sob essas transformagdes, de modo que o mesmo
argumento implica na invariancia de D* @D, ¢, e jé mostramos que Fj,, também ¢ invariante
sob transformacoes de calibre. A lagrangiana (3.9), com potencial quértico
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A
V(e =5 (v =), (3.13)

em que A e V sdo parAmetros reais positivos, foi introduzida por H.B Nielsen e P. Olesen no
estudo de cordas de Nambu [21]. O modelo por ela originado € uma extensdo relativistica
da teoria de Ginzburg-Landau [GL] para a supercondutividade [107], e a relagdo com esses
materiais € util na interpretacdo fisica dos resultados da teoria. Em particular, é notada pelos
proprios autores a identificagdo exata entre a teoria de GL (cujas solugdes tipo vortice foram
estudadas por A.A Abrikosov [20], o qual, em 2003, dividiu o prémio Nobel com Ginzburg e
Anthony James Leggett por seu trabalho em supercondutividade) e o caso estatico do sistema
tratado nesta secdo’. Variando a acdo com respeito @, e mantendo ¢ fixo, encontramos

DyD* @+ Vg =0. (3.14)

Nao € necessario variar em relagdo a @, ja que @ pode ser obtido por conjugacdo complexa
de ¢. Variando com respeito ao campo de gauge, obtemos

ouF*Y =", (3.15)
que corresponde as equacdes de Maxwell ndo homogéneas, com corrente dada por
JH =ie(pD* ¢ — D" ). (3.16)

Note que a conservacao dessa corrente segue imediatamente de (3.15). Com efeito, a antis-
simetria de F), e simetria das derivadas parciais implicam dyJ¥ = dy,dyF*" = 0. Analisando as
componentes temporais em (3.15), identificamos a lei de Gauss:

HEF = J°. (3.17)

Com o auxilio das féormulas discutidas no Apéndice A.1, podemos calcular a derivada fun-
cional presente em (2.8), a partir da qual encontramos o tensor energia-momento da teoria

Tyy = —FunF" +Dy@Dy@ +Dy @Dy — Ny L, (3.18)

que ja € simétrico e invariante por transformagdes de calibre. Em particular,

1 . _
Too = E(152+Bz)+Do<pDo<p + DDy +V(|0|) (3.19)

¢ a densidade de energia. Quando a lei de Gauss € satisfeita, podemos atribuir energias cinética
e potencial ao sistema. Essas quantidades t€ém um significado fisico importante em teorias de
calibre (veja, por exemplo, [108]). Notemos que as trajetorias fisicas s@o Orbitas no espago de
configuracdo {(¢,A,)}/U(1), onde o quociente identifica todas as trajetorias que sdo equiva-
lentes sob transformacdes de calibre. Pode-se mostrar [62] que a quantidade

T = /dzx [|D0¢|2 + %EZ] , (3.20)

que € invariante sob transformacdes de calibre, corresponde a metade do quadrado da velocidade
obtida quando uma trajetéria em {(¢,A,)} € projetada no espaco de configuragio, sendo entdo

A teoria desenvolvida por Ginzburg-Landau e posteriormente investigada por Abrikosov trata de equagdes
oriundas da minimizacgdo do funcional de energia livre de Helmholtz. O modelo de Nielsen-Olesen pode ser visto
como uma extensdo dindmica da teoria.
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interpretada naturalmente como a energia cinética. Comparando essa expressdo a integral de
Ty, identificamos a energia “potencial” da teoria:

U:/dzx [|Dk¢|2+%BZ+V(\¢]) , (3.21)

que é, também, invariante sob transformacgdes de calibre. As solugdes estaticas podem ser de-
finidas de forma natural pela exigéncia £ = U, que significa que elas ndo tém energia cinética,
qualquer que seja a escolha de calibre. Note que nesse caso E = —L, em que L € a lagrangiana
usual da mecénica analitica, dada pela integral espacial de £. Quando interpretamos os campos
em termos da teoria de Ginzburg-Landau, o funcional U[¢,A] tem ainda outra interpretago:
ele corresponde a diferenca na energia livre de Helmholtz, proximo a temperatura critica, entre
o estados normal e supercondutor, na auséncia de um campo magnético externo. As equagdes
estaticas da teoria, que podem ser obtidas pela extremizagdo de U[¢@,A,], correspondem a pon-
tos estaciondrios do funcional. As solu¢des que o minimizam, as quais sdo estaveis na teoria de
Maxwell-Higgs, sdo andlogas a estados em que energia livre ¢ minima. Na situacdo em que a
temperatura € constante, essa condicdo garante que a existéncia das solucdes seja termodinami-
camente favordvel. Investiguemos a variedade de vacuo do modelo. Vemos que V (|¢@|) se anula
quando |@| = v, de modo que temos a circunferéncia

min(V) = {ve'®}, (3.22)

parametrizada pela varidvel continua . Para que a solugao pertenca ao vacuo, devemos exigir
que todos os seus termos, que sao positivos, se anulem. \F“VF HV| deve se anular, entdo Ay
sO pode diferir de zero por uma transformacdo de calibre. Também deve ser |D“q)|2 =0,e
vemos que o vécuo da teoria é o conjunto {(@,Ay) : |@| = v,eA, = dya}. Note que todos os
elementos dessa variedade sdo equivalentes por transformacdo de gauge, sendo o vacuo, nesse
sentido, Unico. A variedade de vacuo € um espaco continuo com topologia nao trivial (uma
circunferéncia), o que possibilita a presenca de defeitos topoldgicos nessa teoria.

A lagrangiana (3.9) com potencial qudrtico fornece um cldssico exemplo do conhecido me-
canismo de Higgs. A invariancia de calibre da teoria impede a adi¢do de um termo %M 2AuA“,
a partir do qual seria possivel definir uma massa para o sistema. Resulta dai que os campos
de gauge na teoria de Maxwell ndo podem ser massivos. A situa¢do muda, entretanto, quando
esses campos sdo acoplados a um campo escalar, com um potencial que engendra quebra da
simetria. Para ver como isso ocorre, vamos linearizar as equagdes de Lagrange em torno do
véacuo da teoria [62]. Se o campo escalar estd proximo ao vacuo, podemos escrever ¢ ~ V + ,
em que || é suposto pequeno. Até a segunda ordem, vale

1
V(W) = AVl = Smy |yl (3.23)

mostrando a presenca de um campo escalar massivo, o campo de Higgs da teoria, cuja massa é
my =V 2AVv. Linearizando (3.15), encontramos

uFHY = 9yotAY — 9y o At = —2*v?AY. (3.24)
Derivando essa igualdade em relagdo a x¥, deduzimos

Oyt AY —0ydydYAH = —22v?9,AY = 9,AY =0, (3.25)
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sendo a ultima igualdade facilmente encontrada quando usamos a simetria das derivadas parciais
e renomearmos indices mudos. Combinada a (3.24), essa equacao da

Iud*AY +2(ev)*AY =0, (3.26)

que tem a forma de equagdes de Klein-Gordon para as componentes do campo de gauge, em
que identificamos a massa M = v/2eV.

3.2.1 Quantizacio do fluxo

Busquemos solugdes de energia finita. Para que isso ocorra, é necessdrio que 0s campos
tendam assintoticamente ao vacuo no infinito. Para tal, devemos impor

lp| — v. (3.27)
r—yeo
Além dessa condi¢do, vemos que o campo magnético deve tender assintoticamente a zero,
de modo que
1
Dyof —0 . Ay — —dua. 3.28
IDuo| o S Bu T oo ( )

Com essas informagdes, podemos calcular o fluxo magnético sobre o plano xy imaginando-
0 como um circulo cujo raio R tende ao infinito:

CIDR:/ B-ﬁda:yg A-dl
r<R r=R

3.29
1 [*"da 21n 29

em que foi usado, no ultimo passo, o fato de o campo escalar ¢ ser uma fungdo univoca, cuja
fase deve variar apenas em multiplos de 27 em caminhos fechados. Enfatizemos a importancia
da condi¢do v # 0 para que esse argumento faca sentido: se a magnitude de ¢ fosse nula
no infinito, sua fase ndo estaria bem definida na superficie de integracdo, e do/d0 ndo teria
significado.

O inteiro n, correspondente ao niimero de voltas completas que caracterizam um mapa entre
o infinito espacial e a variedade de vacuo, € denominado winding number, ou vorticidade, e € o
invariante topoldgico que rotula as classes de homotopia do modelo. Identificamos esse inteiro
com a carga topoldgica da solu¢do, de modo que a ndao nulidade de n indica a presenca de
defeitos topoldgicos. A medi¢dao do fluxo magnético no infinito pode, portanto, ser usada para
determinar a carga topoldgica, ou vice versa. Note-se que n ndo esté restrito a valores positivos,
e uma inversdao em seu sinal € equivalente a percorrer o caminho de integracdo no sentido
oposto, invertendo as linhas de campo magnético no infinito. Valores positivos e negativos de n
serdo identificados, respectivamente, com vortices e antivortices, e veremos que a relacdo entre
esses defeitos ecoa em muitos aspectos aquela entre kinks e antikinks.

E curioso que a condi¢do de quantizacio (3.29) tenha sido obtida por meio de uma andlise
puramente cldssica. Fundamentalmente, essa € uma propriedade quantica, e o fato de a termos
encontrado € explicado pela constatacao de que e €, no nivel cldssico, simplesmente a constante
de acoplamento. Somente uma teoria quntica pode fornecer a condi¢do e = Q/h, que especifica
arelacdo entre essa constante e a carga elétrica de um par de Cooper [31]. Em nossas unidades,
h =1, de modo que e = Q. A teoria BCS [109] revela que Q vale o dobro da carga do elétron,
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de modo que, em termos dessa carga fundamental, que representaremos por ¢., a condi¢dao de
quantizagdo fica ® = nn/q,.

Esse resultado mostra a possibilidade de existéncia de um fluxo quantizado na solucao, que
se realizara quando n # 0. Supercondutores t€m como caracteristica a expulsdo de campos
magnéticos do material, no conhecido efeito Meissner. Os vortices permitem a negacao parcial
desse fendomeno, pois o campo € expelido da regido supercondutora, mas preso dentro dos
vortices, 0s quais “seguram’ quanta de fluxo magnético.

O campo ¢ ¢ interpretado como o parametro de ordem, no sentido da fenomenologia de
Landau, cujo médulo varia entre O e v que correspondem, respectivamente, aos estados normal
e supercondutor. A passagem para o estado supercondutor € interpretada como uma transi¢ao
de fase, descrita por pardmetros introduzidos fenomenologicamente. Atualmente a supercon-
dutividade e, por conseguinte, a teoria de Ginzburg-Landau, sdo compreendidas em termos de
quantidades microscépicas de acordo com a teoria BCS [109]. Materiais supercondutores po-
dem ser classificados de acordo com sua resposta a introdu¢ao de um campo magnético externo,
que induz uma transi¢do de fase entre os estados supercondutor e “normal”. Nos chamados su-
percondutores tipo-2, ocorre uma transicao de fase de segunda ordem, o que os diferencia dos
materiais em que tal transicdo € de primeira ordem, denominados tipo-1. Enquanto estes apre-
sentam apenas um valor critico para o campo magnético, a partir do qual a supercondutividade
¢ destruida, os supercondutores tipo-2 apresentam dois campos criticos. A transicdo comeca
quando a intensidade do campo atinge o primeiro desses valores criticos, e se encerra quando
ela atinge um segundo valor, que caracteriza a passagem completa para o estado normal. Vor-
tices tendem a aparecer em materiais tipo-2 apds a aplicagdo de um campo magnético cuja
magnitude se encontra entre os valores criticos.

Nesse modelo, é possivel conectar, de maneira simples, a presenca de defeitos a uma situ-
acdo experimental, em um exemplo do famoso mecanismo de Kibble [15]. A transformacado
de um material para um estado supercondutor € caracterizada por uma temperatura critica T¢,
abaixo da qual o material apresenta propriedades supercondutoras. Acima de 7; a energia livre
¢ minimizada para ¢ = 0, ao passo que no cendrio em que 7 < T, ela é minima para |¢p| = v
(nesse caso, o funcional de energia livre se torna equivalente a (3.21)). Imagine um experimento
em que abaixamos a temperatura de um material até que esta caia a um valor menor que 7.. Com
essa mudanga, submetemos o sistema a condi¢des em que |¢| = v se torna termodinamicamente
favordvel, de modo que o parametro de ordem muda para satisfazer essa condicdo, a qual, en-
tretanto, nao vincula sua fase, que € escolhida aleatoriamente. Se a amostra for suficientemente
grande ', teremos quebras de simetria acontecendo simultaneamente em regides que nio estdo
causalmente conectadas. Como cada regiao do material ndo “conhece” a fase do parametro de
ordem em dominios distantes, ndo ha nada que vincule a fase a ter o mesmo valor em todos os
pontos. Vértices podem entdo aparecer na regido intermedidria entre dominios caracterizados
por diferentes escolhas de fase. A impossibilidade de remover esses defeitos por meio de trans-
formacdes de calibre se deve as condi¢cdes de consisténcia, discutidas nos apéndices, impostas
as fungdes de transi¢do. Mesmo que fixemos a fase em duas regides distintas, deve haver uma
vizinhanga que as conecta, e nela a fase ndo pode ser constante. Ao contornar a circunferéncia
na integral (3.29), passamos por interse¢oes desse tipo, “ganhando” quanta de fluxo magnético
No pProcesso.

A escala de comprimento que torna preciso o significado dessa expressdo, bem como o tamanho dos domi-
nios causalmente conectados, é definida pelo comprimento caracteristico & = (2Av?)~!/2 = 1/m,, [15], bastante
conhecido na teoria de supercondutividade.
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3.2.2 Solucgoes com simetria circular

Vamos investigar mais profundamente os vortices estaticos do modelo. O problema pode
ser simplificado por uma escolha conveniente de calibre. Em particular, podemos tomar A, = 0
se essa escolha for consistente com a lei de Gauss, como verificaremos ser o caso. Mesmo su-
pondo solucdes estaticas e fazendo essa escolha, o problema ainda fica bastante complexo. Afi-
nal, (3.14) inclui na verdade duas equagdes, para as partes real e complexa de @, enquanto (3.15)
ainda possui outras 2 equagdes diferenciais parciais acopladas, dependentes de x e y, além da
lei de Gauss. Uma técnica bastante ttil na investigacao dessas equagdes consiste em buscar so-
lucdes que sejam simétricas sob a acdo de uma determinada simetria [31]. Esse procedimento é
parecido com o que se faz costumeiramente no estudo de equagdes diferenciais lineares, como
a de Laplace. Entretanto, ele é aqui menos poderoso, pois a ndo linearidade nos impede de
usar as solucdes simétricas como uma base ortogonal em termos da qual uma solu¢do arbitréria
do problema poderia ser escrita. Estamos investigando, portanto, um subconjunto das solug¢des
do modelo. O problema de existéncia e unicidade dessas configuracdes deve ser investigado
separadamente para cada teoria, assim como sua estabilidade, visto que nada proibe a existén-
cia, dentro da mesma classe de homotopia, de configura¢des que nio sejam invariantes por essa
simetria, mas tenham menor energia. Ainda assim, esse método se prova bastante poderoso,
e € em particular muito util no caso dos vortices, em que o ansatz considerado da origem a
uma classe ampla e importante de solucdes. Ha um ponto fundamental que precisa ser enfati-
zado: devemos sempre tomar a forma mais geral possivel que seja compativel com a simetria
desejada [31].

Tomando um ansatz tal que A, = 0, busquemos solugdes que sejam simétricas com relacao
a rotagdes no plano. Por “simétricas”, ndo nos referimos ao sentido mais estrito da palavra,
que consistiria em demandar que os campos fossem invariantes sob essas transformacgdes. Em
vez disso, exigimos que os campos sejam tais que o efeito dessa rotagcdo (isto é, a acdo do
grupo SO(2) nas coordenadas espaciais) deve resultar sempre em uma transformagao de calibre
global, que corresponde a uma rotagdo no espago interno. Analisando a acdo dessa operagdo
nos campos da teoria [62], é possivel mostrar que o ansatz pode ser tomado na forma’

(0] :h(r).ei"6 (3.30)
n A
A=2(1-a(m)b. 3.31)

Veja que a rotacdo 0 — 0 + 6, de fato resulta apenas em uma mudanga global na fase de ¢.
No infinito, exigiremos ¢ = ve™®, condi¢do que sabemos ser necessaria a finitude da energia,
e que significa que o material tem assintoticamente as propriedades de um supercondutor puro.
Note que quando contornamos uma circunferéncia de raio infinito parametrizada por 8, ¢ é
rotacionado n vezes no plano complexo, mostrando que esse inteiro pode ser identificado com
a carga topoldgica. Mas, se n s6 aparece na secao dentro de uma fase, o que nos impede de usar
uma transformacio de calibre (como, por exemplo, ¥ = ¢~"%) para elimind-lo completamente?
Com base no que foi dito até agora, nada. Entretanto, € necessdrio que ¢ se anule em ao menos
um ponto, que, pela invariancia translacional da teoria, podemos supor ser a origem. Essa
necessidade decorre do fato de que n corresponde ao nimero de zeros isolados em uma sec¢ao,

"Na verdade, essa imposi¢do no exclui a presenca de uma componente radial em A. Entretanto, isso s6 é
permitido se for A, = A,(r), sendo possivel, nesse caso, eliminar essa componente por meio da transformagio de
gauge global y = ¢/“4r, que nio afeta Ag e resulta na multiplicaciio de @ por 7, que, por depender apenas de r, pode
ser absorvida em A(r) qualquer perda de generalidade.
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contados com multiplicidade [110]. Quando |¢| = 0, sua fase ndo tem significado, de modo
que a aplicacdo da transformacdo de calibre mencionada em todos os pontos perde o sentido.
Essa condi¢do garante que ¢ seja univocamente definido em r = 0. Além disso, a direcio 6
nao estd bem definida na origem, onde deve ser, portanto, A = 0 para que o potencial vetor seja
ndo singular. No infinito, A deve ser compativel com (3.28). Temos, portanto, as condi¢cdes de
contorno

lim h(r) = v, (3.32) h(0) =0, (3.33)
lim a(r) =0 (3.34) a(0) = 1. (3.35)

Substituindo o ansatz na lei de Gauss, deduzimos que ela € satisfeita com Ey = J, = 0,
mostrando que a escolha A, = 0 ndo gera contradicdo. O voértice de que estamos tratando
ndo possui, portanto, carga elétrica. Na verdade, essa afirmacdo vale em um contexto mais
geral: solucdes das equacdes de movimento desse sistema que tenham carga elétrica diferente
de zero devem ter, necessariamente, energia infinita [111]. Um antivortice pode ser obtido
trocando n por —n, o que equivale a inverter o sinal de A e simultaneamente tomar o conjugado
complexo de ¢. Em notacdo vetorial, podemos escrever as componentes espaciais da derivada
covariante como o operador D =V + A. Utilizando a conhecida férmula que d4 o gradiente em
coordenadas polares [112], deduzimos

. 1 . . A
Do =(0,he™ )P +h (—aeem" —l—ieAge’"9> 0
r

3.36
_ dh(r) inhaé 4ind (3.36)
dr r '
As componentes espaciais de J, formam a corrente
dh(r) .  inha , 2enah? ,
J=2elmq —h F+h 0, = 0, (3.37)
dr r r

em que Im(z) denota a parte imagindria de uma fung¢do complexa.

A corrente circula em torno da origem, possuindo simetria circular que reflete a classe de
solucdes investigada nesta se¢do. Usando a relacdo 6 = — sin 6%+ cos 69 [112], encontramos
as componentes cartesianas

o 2neah’*sin 6 | J— 2neah’*cos 6 . (3.38)
r r
O campo magnético € dado pelo rotacional
/
B=V x 2(1—a(r))é] S (3.39)
er er

em que a linha denota derivacdo com respeito a varidvel radial. As condicdes de contorno im-
postas garantem que essa expressdo tenda a zero assintoticamente, como exige a condi¢ao de
energia finita. Se considerarmos que o plano em que o sistema esta definido estd inserido num
espaco euclidiano tridimensional (como, € claro, serd o caso em um experimento real), podemos
atribuir a esse campo a direcdo Z. A inversao do sinal de n, que corresponde a trocar um vortice
por antivortice ou vice-versa, equivale a inversdo do sentido da corrente que, portanto, origina
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um campo magnético de mesma magnitude e dire¢do, mas sentido contrdrio. Esse campo pode
ser integrado para revelar explicitamente a condi¢ao de quantizacdo do fluxo magnético, calcu-
lada em termos mais gerais na secao anterior. Ao projetar (3.15) na direcdo X e usar a expressao
encontrada para Jy, bem como F2' = B, somos levados 2 equacio

2neah® sin 6
B = jr = T Y (3.40)

-
Escrevendo x,y e os respectivos versores em coordenadas polares, é possivel deduzir:

x; 0 x 0
0,=— 2= i —— 3.41
! (r8r+gl]r289)’ (3.41)
que, substituida em (3.40), da
dB  2neah*
42t . (3.42)
dr r

que é uma das equagdes de movimento do sistema. Se tivéssemos usado a direcao y, seriamos
levados a mesma igualdade, o que € consequéncia da simetria do ansatz. Colocando & = 0
nessa equagao, vemos que B atinge um ponto critico quando o campo escalar se anula. Calculos
numéricos mostram que, em solucdes simétricas, B € um maximo no centro do vortice [21].
Podemos usar (3.39) para escrever essa equacdo em termos da fungdo a(r), resultando em

d*a 1da 2
— —— —2nae’h* = 0. 3.43
dr’  rdr nae ( )
Voltemos agora nossa atencdo a (3.14). Primeiramente, note-se que, pela regra da cadeia,

vale

1o,
Vo = : (3.44)
" 29 Vil
que, para o nosso ansatz, fica .
Vg = Ah(V: — h*)e™. (3.45)

Aplicando a “divergéncia covariante” D- = (V- +A-) em D@, que ja calculamos em (3.36),

deduzimos
1—
DD(p— lne{ ( ) 2ha—1— ( 61) (@)}
rdr r r

{3}

que equivale a expressdo DDy ¢@. Substituindo (3.45) e (3.46) na versdo estdtica de (3.14),
encontramos

(3.46)

rdr \ dr r

que completa as equacdes de Lagrange para o caso de simetria circular. Vemos que o problema
foi bastante simplificado em relagdo ao original, pois s6 sobraram duas equacdes diferenciais
ordindrias acopladas. Mesmo assim, o problema € bastante complexo, e solucdes analiticas
nao sdo conhecidas, embora um tratamento numérico seja factivel. Vamos analisar o comporta-
mento das solu¢des em uma pequena vizinhanga da origem, mantendo apenas o primeiro termo
ndo nulo na expansao em séries de poténcia. Pelas condicdes de contorno e continuidade, deve

2.2
1d <r@) = Ah(v =), (3.47)
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ser possivel escrever h(r) = g(r) e a(r) = 1—b(r), com g(r) e b(r) arbitrariamente pequenos se
a vizinhanca analisada for tomada como um disco centrado na origem, de raio suficientemente
pequeno. Nessa aproximacao, (3.43) se torna
bl r2
b'== - bo—, (3.48)
r 2
em que a condigdo de contorno b(0) = 0 foi usada para eliminar uma constante aditiva. Colo-
cando b = Cr? /2, podemos escrever a* = Cr* + 1 dentro dessa aproximacgdo. Quando substi-
tuido em (3.47), esse resultado leva a equacao

1d
rdr

d 1
(M) = L v (e ) =28 e

que ¢é satisfeita por uma fungdo da forma g(r) o« r", como podemos verificar por substituicdo
direta. Esse argumento nos revela que ¢ possui um zero de multiplicidade n na origem. Entdo
uma solugao tipo vértice ou antivértice ndo pode ter nenhuma outra raiz, dada a ja mencionada
conexio entre n e esses zeros' . Podemos identificar a posi¢io do vértice com esse ponto central,
em torno da qual a corrente circula. Como ¢ = O representa a fase normal, temos um “caro¢o”
dessa fase dentro de um material supercondutor. Em todos os pontos fora do caro¢o, o material
se encontra na fase intermedidria, sendo formalmente um supercondutor apenas no infinito. Se
defeitos desse tipo se encontrarem, é possivel que os zeros se juntem em um s6, dando origem
a uma solugdo que tem um zero de multiplicidade n; 4+ n,. Em particular, quando ny = —ny,
o zero pode desaparecer, o que corresponde a aniquilacdo de um par vortice-antivortice. Na
pratica, o problema ¢ mais complicado devido a questdes de estabilidade: uma solu¢do com
carga topoldgica n pode decair em um conjunto de varios vortices e antivortices, desde que a
soma das cargas topologicas dessas estruturas seja n (a solucao resultante nao serd, nesse caso,
simétrica). Matematicamente, teremos um zero de multiplicidade n se dividindo em varios
outros zeros, que marcam posi¢io dos novos defeitos. E ainda possivel, se houver energia
suficiente disponivel, que um par vortice-antivortice seja criado numa regido em que antes nao
existiam defeitos. O fluxo magnético dessa configuracdo ainda € nulo, visto que a contribui¢cdo
do antivortice cancela exatamente a do vortice.
As componentes do tensor energia-momento para esse ansatz se escrevem, por (3.18)

. _1 n_a/ 2+h/(r)2+ @ Z_I_&( 2_h2)2 (3.50)
079\ er r 2 .
To; =Tjo =0 (3.51)
na'\? nah\> A
T, —§. | (™ ) nan\= A5 20
ik Sjk (er) th +< r) 2<v )
2.2 2 b (552)
2 h=a” €, i Eppx®
+—2(XJth’2+n — )
r r

O primeiro termo da densidade de energia é a expressio B%/2 (que aqui nio tem campo
elétrico, como verificamos), conhecida da teoria de Maxwell, em que ela dé a energia do campo
magnético. Analisando (3.36), vemos que o segundo e terceiro termo correspondem a D@ - D¢,

TIntuitivamente, podemos entender propriedade com base na simetria do problema, ja que uma solugio com
dois ou mais zeros distintos certamente nao é simétrica sob rotagdes. Entretanto, esse argumento sé constitui uma
demonstrag@o se assumirmos que os zeros sdo isolados.
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a generalizacdo natural da expressdo V@ - V@ que tinhamos nas teorias puramente escalares.
Por fim, o termo de autointeragdo, dado por V (k). Pelas condi¢des de contorno impostas, todas
essas contribui¢des tendem a zero separadamente, o que € necessario para que a energia seja
finita. O fluxo de energia nas direcoes x e y (andlogos as componentes do vetor de Poynting na
teoria eletromagnética sem campo escalar) € nulo.

Note-se que no caso a(r) = 1 (vértice global), a energia diverge. Isso ocorre porque a
parcela (nah/r)* da densidade de energia daré assintoticamente uma contribuicdo (nv/r)?, que
corresponde a um integrando o 1/r no funcional de energia. A menos que seja n = 0, essa
contribui¢do resultard em divergéncia logaritmica. Entdo apenas as solugdes triviais podem ter
energia finita na teoria global, ao passo que a versdo local da teoria permite solugdes de qualquer
classe topoldgica, desde que a(r) e a'(r) tendam a zero suficientemente rdpido no infinito.
Como (3.50) foi calculada para o ansatz de simetria circular, seria possivel questionar se essa
diferenca é consequéncia dessa restricdo, o que ndo é o caso. Na verdade, uma aplicacdao do
argumento de Derrick nos mostra que a condicdo de energia finita para o voértice global implica
E, = E, =0, sendo E, e E, definidos como na se¢io 2.6. Segue que ¢ deverd ser a solugido
constante. Isso ocorre porque a imposi¢do |dg@| — 0 da teoria global é muito mais restritiva do
que a condic¢do andloga, [Dg@| — 0, que vale na versao local.

Conquanto uma forma analitica ndo seja conhecida para nenhuma soluc¢do ndo trivial das
equagoes (3.47) e (3.43), sua existéncia ¢ demonstrada em [113]. O fato de essas solugdes exis-
tirem para qualquer valor de n significa que a imposi¢ao de invaridncia com relacio a rotacoes
no plano ndo restringe as classes topoldgicas possiveis para as solu¢des. Essa conclusdo ndo é
de modo algum trivial e hd, de fato, situacdes em que a escolha de um ansatz por um método
similar ao utilizado nessa se¢@o restringe as classes topoldgicas possiveis, como € o caso do
ansatz de t” Hooft Polyakov, estudado no préximo capitulo.

A estabilidade dessas solugdes € estudada detalhadamente por Gustafson e Sigal em [114],
onde € mostrado que os casos n = *£1 (e, obviamente, o caso trivial em que n = 0) sdo estdveis
para todo A, ao passo que, no caso geral, a estabilidade depende do valor desse parimetro, o
qual pode ser usado para classificar os supercondutores em tipo-1 (A < €2) e tipo-2 (A > e?). No
trabalho mencionado os autores mostram que, em supercondutores tipo-1, todas as solug¢des sao
estdveis, ao passo que, para supercondutores do tipo-2, elas sdo instdveis sempre que |n| > 1.
Nesse caso, um n-vortice comumente decai em solugdes de com n vortices de carga topoldgica
unitaria.

Podemos dar uma interpretacao fisica para essa dependéncia da estabilidade com o valor de
A ao considerarmos uma interface plana separando regides de estado normal e supercondutor.
A tensdo superficial nessa interface muda de sinal justamente quando A = ¢, sendo ela positiva
antes e negativa depois desse valor [115]. Quando essa tensdo € positiva, os vortices tendem
a se aglomerar para diminuir a superficie de contato entre as duas regides, ao passo que O
caso em que a tensdo € negativa os leva a maximizar essa superficie. Na referéncia [116], os
autores verificam, por simulagdes numéricas, a existéncia de uma interacdo entre vortices, que
¢ atrativa para supercondutores tipo-1 e repulsiva para tipo-2. Um caso limite muito especial
ocorre quando A = e2, em que os vértices ndo interagem [117], o que possibilita a existéncia de
configuracdes estdveis contendo vortices em posigdes relativas arbitrdrias. Investigaremos esse
limite na subsecao 3.2.4.

3.2.3 Equacoes assintoticas

Diante das dificuldades encontradas na resolugdo direta de (3.43) e (3.47), vamos nos con-
tentar com a andlise assintdtica dessas equacgdes. Supondo as fungdes a(r) e i(r) matematica-
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mente bem comportadas no infinito, deve ser possivel a introdugio de funcdes / e d tais que

h(r)= v+h+O(R*) (3.53)

a(r) = a+ 0(@). (3.54)

Notando que, na mesma ordem de aproximacao,

Ah(VE —1?) = A (v +h)(=2hv) = —2AV?h, (3.55)

podemos escrever (3.47) na forma

Pl =22V P h =0 (3.56)

que é uma equacdo de Bessel modificada de ordem 0 [35], cujas solu¢des linearmente inde-
pendentes sdo as funcdes de Bessel modificadas de primeira e segunda espécie, representadas
respectivamente por Io(V2AV2r) e Ko(vV2AVv2r). O uso da forma assintética dessas fungdes,
encontrada em [35], nos revela que, quando r — o, Ky — 0 e Iy — oo, de modo que nossas
condicdes de contorno sé sdo compativeis com

h= v+ CKo(V2Av2r) + O[(Ko(V2AV2r))?], (3.57)
em que C é uma constante. De modo semelhante:
1
d'—~d —2e8via=0 (3.58)
r

Das substitui¢des { =d/reu = \/QeVr resulta
" +ul —u*l =0, (3.59)
onde §' = d{ /du, etc. Repetindo a andlise que conduziu a (3.57), podemos escrever

a = DK, (V2e2v2r) 4+ O[(K{(V2e2v2r))?], (3.60)

com D constante. Note que os argumentos das func¢des de Bessel que dao as formas assintdticas
das solugdes sdo justamente myr (para h(r)) e Mr (para a(r)), onde my € M sdo, respectivamente
as expressoes que encontramos para as massas do campo de Higgs e de gauge. Se usarmos
a expansdo assintdtica das funcdes de Bessel modificada de segunda ordem [35], podemos
escrever

y A Fro2emvr, (3.61)
am Gr2eMr (3.62)

emque Y =h—V e F e G sdo constantes.

3.2.4 Limite de Bogomol’nyi

O modelo governado pela lagrangiana (3.9) foi um dos exemplos estudados por Evgeny
Bogomol’nyi em seu trabalho acerca da estabilidade de solucdes cldssicas [59]. O método
por ele utilizado nos permite encontrar um limite inferior para a energia do sistema quando a
condiciio A = ¢? é satisfeita. Como discutido acima, essa ndo é uma imposicio arbitraria sobre
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a forma do potencial, tendo significados fisicos que podem ser interpretados a luz da teoria
de Ginzburg-Landau ou das intera¢des entre multiplos vértices. Em particular, € esse o limite
em que a energia de interacdo entre vortices tende a zero, e € também nele que as massas que
encontramos para os campos de gauge e de Higgs se tornam iguais. Satisfeita essa condigdo,
podemos escrever, no caso estitico:

E-g / (B> + 2D, D9 + (V> — |9)?)
1 2 .
_ / {5 BF (V2 [p]?)]* £ eB(v — |9*) + D@ +iDsg? (3.63)
¢i(lT<pD2<p—qu)D2<p)}d2x,

em que ndo foi utilizado o ansatz circularmente simétrico. Abrindo os termos na tltima expres-
Sao entre parénteses, encontramos:

sz(p :81 (¢D2(p) — ¢ (81 82(p + ieA281 o+ ie(p&lAz)

(3.64)
- ieA@&yp + 62A1A2|(p|2,
WD] © =0 (PD19) — (A1 +ieA 1 +iepdrA}) (3.65)
- i€A2681§D+€2A2A1|(p|2, .
cuja subtragdo revela
Fi(D19D2¢ — D29D29) = Fi[1 (@D29) — d2(PD19)] + eBlo[*. (3.66)

A substituicao dessas expressodes no funcional de energia e cancelamento de termos seme-
lhantes conduz a igualdade:

E :/dzx{% [BFe(v:—|o[))] +|D1¢ +iD2q)|2} ievz/dsz

(3.67)
¢/d2x[81 (@D29) — 2 (9D19)] ,

em que se reconhece, no dltimo termo, o rotacional do vetor (@D QX + @D, @¥), cujas com-
ponentes sdo forcadas a tender a zero para que se satisfaga a condicdo de energia finita. A
aplicacdo do teorema de Stokes mostra, portanto, que a ultima integral ndo contribui para a
energia. Essas consideragdes conduzem ao vinculo de Bogomol’nyi:

E >2mv3|n|, (3.68)
com igualdade satisfeita se, e somente se, a solucao satisfaz as equagdes BPS:

B==+e(v’—|op|?) (3.69)

(D1 £iD5)¢ = 0. (3.70)

Uma das caracteristicas que tornam essa classe de solu¢des especial € o fato de que, assim
como acontecia com campos escalares, a saturagdo do vinculo de Bogomol’nyi permite que a
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energia seja identificada sem que seja necessdrio resolver as equagdes de movimento. Mais do
que isso: essa energia € proporcional ao fluxo magnético, de modo que a medicdo desse fluxo
pode ser usada para encontrar a energia no caso de acoplamento critico. Ainda mais importante
¢ o fato de que essas solugdes sdo, por constru¢do, minimos do funcional de energia, o que
garante sua estabilidade no nivel classico.

Essas equagdes podem ser combinadas em uma unica igualdade [118], escrita em termos
da varidvel & = In|¢|, de modo que ¢ = exp (§ + i), valida quando |¢| # 0. Consideremos,
por simplicidade as equacdes de sinal positivo em (3.69) e (3.70). A parte real da equagao
envolvendo as derivadas covariantes se escreve:

816 — 3206 = —eA, R (3.71)
a0 passo que a parte imagindria nos leva a
825 +diox=eA; . (3.72)

Derivando, respectivamente, essas igualdades com respeito a x| € x € somando as expres-
sdes resultantes, escrevemos o campo magnético em termos da varidvel &:

eB=—V?*¢ (3.73)

donde, por (3.69),
VZE + 2 [v? —exp(28)] =0, (3.74)

que, enfatizamos novamente, vale quando |@| # 0, visto que o logaritmo que define & diverge
nos zeros de ¢. Esses pontos podem, entretanto, ser incluidos se adicionarmos ao lado direito
de (3.74) um termo contendo func¢des delta centradas nos zeros da secdo, resultando em [120]

V2E 42 [v? —exp(28)] = 2n25(x—xj), (3.75)

onde o somatorio vai de 1 a n e 0s X; sd0 0s zeros, ndo necessariamente distintos (ou seja, um
zero de multiplicidade m € contado m vezes nessa soma). Levando em conta (3.73) e anali-
sando (3.75), vemos que o campo magnético possui picos proximos aos zeros. O fator multipli-
cativo 27 garante que essa equagao, com o uso de (3.73), leve a expressao correta para o fluxo
magnético. Assim, a conexao entre os zeros de ¢ e o fluxo quantizado pode ser visualizada
de forma bastante direta. No infinito, a integracdo em uma circunferéncia de raio infinito en-
globa todos os zeros, ¢ cada um deles é responsavel por uma contribui¢éo 27tm /e, onde m é sua
multiplicidade. Se analisarmos a integral de fluxo em um circulo centrado em um dos zeros, ob-
teremos essa contribuicdo individual, o que mostra que cada zero isolado pode ser interpretado
como um vortice da teoria, cada um dos quais € estdvel porque, no acoplamento critico, eles
ndo se atraem ou repelem. Ainda vemos que essa quantizagdo estd relacionada ao fato de os
zeros serem isolados (ou seja, ndo hd nenhum tipo de “linha” de zeros no plano xy. A existéncia
de uma tal linha também implicaria em um nimero infinito de zeros e, portanto, uma energia
de Bogomol’nyi infinita).

Note que, mesmo sem a suposi¢do de simetria circular, o problema ji estd grandemente
simplificado, uma vez que temos, agora, uma unica equacao diferencial envolvendo apenas a
magnitude de |@|. No influente trabalho de Taubes [119], é demonstrado que, no caso A = 2, to-
das as solugoes estdticas de energia finita do modelo resolvem as equacoes de primeira ordem,
o que significa que o estudo das equacdes BPS €, nessas condi¢des, completamente equivalente
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ao caso geral. Esse fato, além da j4 mencionada existéncia e estabilidade de solu¢des com mul-
tiplos vértices/antivértices em posicdes arbitrarias, faz com que o estudo do caso A = 2 seja
extremamente rico, e por isso muitos resultados sobre as solucdes de (3.69) e (3.70) podem ser
encontrados na literatura. Na referéncia [120], essa equacgdo € estabelecida e as propriedades da
solucdo e de seus zeros sdo estudadas a fundo, sendo, em particular, demonstrado que, em todo
0 espago, vale |@| < v. Por (3.69) isso implica que B jamais muda de sinal.

Podemos inserir as solugdes simétricas diretamente em (3.69) e (3.70) para obter a forma
das equagcdes BPS na presenca dessa simetria. Como ja calculamos a densidade de energia
em (3.50), é mais rdpido simplesmente completar quadrados novamente, para obter

/

/ o) 5 /
p(r) :1 [@$e(v2_h2)} iﬂ(v2_h2)+ (h’:l:@) - 2h' nah
er - ;.

2 r 3.76
_L[nd ewl—#)2+-hktfﬁ ziff{(v?-#ﬂ o
) er:F r rdr a ’

cuja integral sobre o plano da a desigualdade (3.68), e conduz as equacdes de primeira ordem

na

e, (3.77)
—_l (3.78)
r

em que os sinais superiores ddo uma solugdo tipo vértice, e os inferiores um antivértice. E
claro que, no caso simétrico, essas solu¢des descrevem um unico (anti)vortice, ja que o zero da
origem tem multiplicidade n. Note que, satisfeitas as equagdes de primeira ordem, a densidade
de energia pode ser escrita na forma simples

N\ 2
p= (ﬂ> + 21" = B>+ 21 (3.79)
er

Considere as equagdes que ddo o vortice simétrico. Nesse caso, como |@| < v em todo
o plano, B ¢ estritamente positivo. Por conseguinte, a relagdo (3.39) nos mostra que a'(r) é
uma funcéo estritamente negativa, de modo que a(r) é sempre decrescente, sendo uma fungéo
positiva que vai de 1 a 0. Entdo, como a(r) s6 se nula no infinito, (3.42) nos revela que o
campo magnético sé tem um ponto critico no (inico) zero de &, que ocorre no centro do vértice.
Por (3.77) vemos que, na vizinhanca da origem, B decresce, de modo que esse ponto critico
s6 pode ser um maximo. Temos entdo uma figura fisicamente consistente, em que o campo
magnético é mais intenso na regiao em que o material estd no estado normal e sua magnitude
diminui a medida que nos aproximamos do estado supercondutor, em que o campo ¢é expelido.
Por (3.79), vemos que a densidade de energia também tem um pico na origem, ja que p > B>
em todo o espaco.

3.3 Vortices de Chern-Simons

Além do modelo de Maxwell-Higgs, hd outras teorias de calibre abelianas que também
permitem solucdes tipo vortice, algumas das quais apresentam propriedades interessantes e
notavelmente distintas das estudas acima. Um desses modelos € obtido por meio da adi¢iao do
termo de Chern-Simons(CS) [121]
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K
Los = 7 ePAaFp, (3.80)
a ja estudada lagrangiana de Maxwell-Higgs [121]. Iremos, no entanto, nos concentrar no caso
em que o pardmetro k é suficientemente grande’ para que se estude a chamada “eletrodina-
mica de Chern-Simons”, em que o termo CS domina o de Maxwell, que pode nesses casos ser
descartado, resultando na lagrangiana

L=Lcs+D*oDuo—V(|9|)

3.81
= Ju QI P +ieAy j* + A A 9P + ge“ﬁyAaaﬁAy— V(lel) -0

em que j* =0d" @ — @d* @ é uma corrente associada apenas ao campo escalar. Uma diferenga
importante entre essa teoria e a de Maxwell-Higgs € que a lagrangiana (3.81) ndo € invariante
sob transformagdes de gauge do grupo U(1). Com efeito, submetendo (3.80) a uma transfor-
magio de gauge 7 = ¢/“", obtemos

Los— Les+ 58P (AadpAy+Aadpdrh+dahdphy) (3.82)

usando a simetria das derivadas parciais e o fato de que a contracdo de um tensor antissimétrico
com um simétrico € identicamente nula, encontramos

K
Les— Les+ Ee“ﬁma (AdgA,), (3.83)

que é um termo de superficie. Nesta dissertacao, estamos considerando condi¢des de contorno
tomadas no infinito, onde deve ser |F,;, — 0| para solugdes de energia finita. Nessas condi-
coes, a acdo € invariante sob transformacdes de calibre nao divergentes. Note que, em situacdes
nas quais os valores dos campos na fronteira precisam ser considerados (como acontece, por
exemplo, em uma regido de volume finito), a presenca do termo (3.80) nos obriga a impor
restricdes mais fortes as transformagdes de calibre aceitaveis. O trabalho [122], no qual um
modelo abeliano unidimensional com termo de Chern-Simons € proposto como uma teoria efe-
tiva para o estudo de moléculas de proteinas, exemplifica um contexto em que essa restri¢ao
tem consequéncias fisicamente relevantes.

Estudaremos novamente um modelo com quebra espontinea de simetria induzida pelo campo
de Higgs. Poderfamos novamente tomar o modelo quértico estudado na se¢do anterior, mas,
como trocamos o termo de Maxwell por L¢s, ndo conseguiremos obter um limite de Bogo-
mol’nyi nesse caso. Aqui, serd mais conveniente usar um potencial da forma [121]

212
V(e =7 [(lol? = v*)’ +a?vi(lo]* —v*)?], (3.84)

onde a? > 1 . Note-se que esse potencial possui um minimo em |¢| = 0, em que a quebra de
simetria ndo ocorre. A condicdo o> > 1 garante que o minimo assimétrico seja global.

O tensor energia-momento pode ser calculado, como sempre, por meio da derivada funcio-
nal da acdo em relagdo a métrica. A esse respeito, € interessante notar que o termo de Chern-
Simons ndo contribui para o cdlculo. Com efeito, seja introduzida uma variagdo de primeira
ordem na métrica, e consideremos a contribuigio de (3.80) para 4S:

fComo mencionado em [121], essa aproximagcio é boa para grandes distancias e baixas energias.
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8aﬁ7
0Scs =06 / dQ/|g| mAaFBY , (3.85)

N

em que e®BY ¢ o simbolo de Levi-Civita, ao qual deve ser incorporado, quando € variada a
métrica, o fator | g|’1/ 2, para obter o tensor de Levi-Civita [36], que é a quantidade presente
em (3.80). No espaco-tempo plano, a distin¢do € irrelevante, uma vez que \/@ =1, e por isso
€ comum usar a mesma notacao para simbolo e tensor de Levi-Civita. Como e%BY tem, por defi-
nicdo, as mesmas componentes em qualquer sistema de coordenadas, vemos que a dependéncia
da métrica em (3.85) se cancela, resultando em 6Sc5 = 0, 0 que faz com que apenas a por¢éo
invariante por gauge da lagrangiana contribua para a densidade de energia. Teorias com essa
caracteristica sdo denominadas feorias topoldgicas do tipo Schwarz [123]. Na verdade, o termo
de Chern-Simons € formalmente definido, para esse sistema, em termos da 3-forma F' A A, em
que A =Ayudx*, F = %Fuvdx“ AdxV, onde A denota o produto exterior’. Foi com esse for-
malismo que Chern e Simons originalmente introduziram essa classe de modelos [124], o que
explica a forma da lagrangiana. Teorias do tipo Chern-Simons também podem ser definidas de
forma natural para grupos de Lie ndo abelianos, e em qualquer espaco-tempo de dimensao im-
par. E ainda possivel inserir a teoria num espago-tempo de dimenséo par, como feito em [125],
com uma “varidvel de inser¢dao”. Termos de Chern-Simons aparecem, entre outros, em teorias
modificadas de gravitagdo [125, 126] e no estudo da supercondutividade anyonica [127], em
particular na relacdo dessas quasiparticulas com o efeito Hall quantico fracionério [128].
O tensor energia-momento é dado por:

Tuv = Du®Dy@ +Dy@Dy ¢ —Nuy [D*@Dap —V(|@])], (3.86)
e € invariante por transformacdes de calibre. As equagdes de movimentam resultantes de (3.81)
sdo:
DDt +V5=0 (3.87)
K
Se P Fgy = J°, (3.88)

onde J% = j* —2¢?A%|@|?>. Em termos dos campos elétrico e magnético,as equacdes (3.88) se
escrevem:

KB = —J (3.89)
KE, = €;J". (3.90)

as quais, em contraste com a eletrodindmica de Maxwell, sdo equacdes de primeira ordem.
Em particular, (3.89) € a lei de Gauss dessa teoria. Fisicamente, a mudanga nessa lei é uma
consequéncia extremamente significativa da presenca de um termo de Chern-Simons, visto que
a densidade de carga elétrica agora depende do campo magnético. Uma consequéncia desse
fato é

Qz/daJoz — kP, (3.91)

em que Q ¢ a carga elétrica, de modo que os vortices dessa teoria devem ser necessariamente
carregados. Entretanto, veremos que, mesmo assim, € possivel a presencga de vortices de energia

TUm breve e diditico tratamento sobre formas diferenciais, incluindo as defini¢des de produto e derivada
exterior, pode ser encontrado em [36]
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finita nessa teoria, em notdvel contraste com o sistema que estudamos na se¢do anterior. A pre-
senca de um termo de Maxwell na lagrangiana faz com que a divergéncia V - E seja adicionada
ao lado esquerdo da lei de Gauss [62]. Nessa situacdo, (3.91) continua vélida, pois o campo
elétrico tende a zero no infinito.

O vécuo da teoria € similar ao que encontramos no modelo de Maxwell-Higgs, sendo no-
vamente possivel a introducdo de um inteiro que classifica as solu¢des. H4, entretanto, o caso
a =V =1, que tem o minimo global ¢ = 0 que ndo induz quebra de simetria. Por ser ape-
nas um ponto, os mapas entre o infinito e esse vacuo sdo topologicamente triviais, € nenhuma
solucdo topoldgica pode tender a esse vacuo. Iremos portanto nos concentrar apenas em solu-
¢Oes nas quais || — v, mesmo que essa condi¢do ndo seja sempre necessdria para a finitude
da energia. A partir de um procedimento virtualmente idéntico ao que foi feito na se¢do ante-
rior, concluimos que a quebra de simetria implica em uma massa ny = Aav? para o campo de
Higgs. Analisando (3.88) proximo ao vacuo e usando a propriedade [129]

Equve™®’ = 8P 87— 508

podemos escrever

K (5;; 5 — 5 55) OBAY — KFIY — 2220V (3.92)
donde s
4
JuFH = — eKz" AV (3.93)

que tem a mesma forma de (3.24), de modo que, pelo mesmo argumento, podemos atribuir ao
campo de gauge a massa M = 2¢*v?/|k|.

Por depender apenas da forma da derivada covariante e das condi¢des assintSticas para Dg @,
o argumento que levou a deducgdo de (3.29) continua valido, de modo que, novamente:

2
o= (3.94)
e
donde, por (3.91),
2
0=—k Z”, (3.95)

de modo que a carga elétrica é, neste modelo, uma grandeza cujo valor pode ser previsto com
base apenas nas caracteristicas topoldgicas da solucdo, o que ndo é possivel na eletrodindmica
de Maxwell.

3.3.1 Soluc¢oes com simetria circular

Consideremos agora solucdes independentes do tempo. Aqui, j° = 0, donde, pela defini¢ao
de JH,

I’ = —2e%A,| 0] (3.96)
_JO
A= —— .
A= 23T (3.97)
(3.97) e (3.88) resultam em
B
P (3.98)

~ 22
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0 que implica em um novo contraste com a teoria de Maxwell-Higgs: o campo magnético se
anula nos zeros da sec@o, em vez de ser um maximo.

Exigiremos novamente que a solucdo seja circularmente simétrica, de modo que ¢ e A
continuam dados, respectivamente, por (3.30) e (3.31), com as equacgdes de contorno definidas
por (3.32)—(3.35). Como consequéncia, J continua obedecendo (3.37) e a relacdo

/

B=—— (3.99)

er ’
continua vélida. E claro que a(r) é agora solucdo de uma equagdo diferencial diferente, de modo

que essa semelhanca formal ndo deve ser confundida com a afirmagdo de que o comportamento
de B nao muda. Adicionalmente, tomemos:

Ay = f(r). (3.100)

Como A, pode ser determinada em termos dos outros campos pela igualdade (3.98), ne-
nhuma nova condi¢do de contorno precisa ser imposta. O uso desse ansatz, junto a relagdo

E = —VA,, que segue da defini¢do do campo elétrico, conduz a equacio:
d
E= __ff, (3.101)
dr
ou k 1 /
A i (3.102)
r r

ao passo que o campo magnético se escreve, por (3.30), (3.98) e (3.100), na forma

2f(r)e*h?
B— % (3.103)
Juntas, as equacoes (3.90), (3.37), e (3.102) nos conduzem a equagdo diferencial:
df 2neah®
— =0. 3.104
dr * Kr ( )
De (3.89), (3.39) e da defini¢do de J°, encontramos
da 2e3rh’f
o =0 3.105
dr + Kn ’ ( )
em que podemos isolar f para escrever
Kn da
=———]. 3.106
f 2¢3rh? <dr> ( )

Essa equacdo pode ser usada para eliminar d f /dr em (3.104), o que resulta na troca de duas
equagdes de primeira ordem, (3.104) e (3.105), pela seguinte equagdo de segunda ordem:

2
d (lda d[In(h)] da 2e*h?
rdr(rdr) dr dr K 0 (3.107)

A equagdo para h(r) é semelhante a (3.47), com a diferenca de que o potencial é dado por (3.84)
e o termo D@D, = (ef)’h é agora diferente de zero. Assim:

1d [ dh\ n’a® A?
h(ef)* + — (rE) ——5h= Z[3h(h2 — v 2202 h(R? — V)] . (3.108)
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Uma andlise similar aquela conduzida na subsecdo (3.2.3) pode ser usada para escrever a
forma assindtica das solucdes dessas equacdes de movimento em termos de funcdes de Bessel
de segunda espécie. Uma investigacdo desse tipo pode ser encontrada em [58].

As expressdes obtidas acima resultam em um tensor 7, de componentes

2 / 2
Ty = W%+ (@) + K%) (%)} +V(h), (3.109)

Qenah®fegix!  xnaggix! (nd
Tk = — e (—> (3.110)
r er er
XkXj  p nha\* i ”n nha'\* 2,272
Tij=2|=5h +(—2> Eu€ijx x| + 85 | +<—) +e f°h V|,  (3.111)
r r r

que € bem diferente do que encontramos quando o campo eletromagnético € regido pelas leis de
Maxwell. Note que a presenca do pardmetro K mostra que, embora o termo CS nao contribua
diretamente para o tensor de energia-momento, seu efeito sobre as solu¢des das equagdes de
movimento faz com que ele tenha influéncia sobre a energia do sistema. Note também que
numa solu¢d@o ndo topoldgica (o caso n = 0) o termo dependente de kK desaparece, 0 que segue
do fato de que solugdes nio topoldgicas t€ém carga elétrica e fluxo magnético nulo. Além disso,
solugdes com n # 0 possuem densidade de momento, mesmo com campos independentes do
tempo.

3.3.2 Limite de Bogomol’nyi

Assim como no modelo de Nielsen-Olesen, é possivel escolher os parametros do poten-
cial (3.84) de forma que as solu¢des em cada classe de homotopia sejam limitadas inferiormente
por um vinculo de Bogomol’nyi, saturado por solu¢des de certas equagdes de primeira ordem.
Isso ocorre quando o = 1 e A = 2¢?/|x|. Assim como no modelo anterior, o vinculo emerge
no limite em que as massas dos campos de gauge e de Higgs se igualam?, tendo ambas o valor
2¢*v?/|k|. Nessas condi¢des, o funcional de energia para solugdes independentes do tempo se
escreve

- €4
£ [ {20283 DugDig + &5 [0~V +V(19P—v7] as
(3.112)

K*B* ~— 2 2\3 2001 mI2 L u2)2 2
— [ { i+ oD+ S [(10F ~ v+ v (10 - 2P fa,

em que a passagem para a tltima linha resulta da substituicdo do vinculo (3.98). O termo |D;¢|?
pode ser expandido da mesma forma que na se¢@o anterior, de modo que a maior parte do tra-
balho jé est4 feito. Ignorando os mesmos termos de superficie que encontramos anteriormente,
podemos escrever,

2 KB _ "¢, , 2 ? : 2 2 2 2
E= [ d %:FT(V —[@|7)| +[D1¢ +iD2¢p|” £eB|@~| £eB(v-—|o|°) ¢,
. ) (3.113)
K

2_
2 ) 2 : 2 2
:/d = 202 |oP)| + D16 +iDagl? § +27vn,
2eq K
"Note-se, entretanto, que qualquer combinagdo de o € A tal que @A = 2¢? /|| implica em my, = M. Entdo, a
igualdade das massas é condic@o necessdria, mas ao contrario do sistema de Maxwell Higgs, ela ndo € suficiente

para o estabelecimento do vinculo de Bogomol’nyi, a niio ser que se fixe & = 1 ou A = 2¢?/|k].
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que conduz, novamente, a desigualdade, E > 27tv2|n|, com igualdade se, e s0 se,

26302
B—+ K‘;P‘ V2 —|[?) (3.114)

(D) +iD,)¢ =0. (3.115)

Um argumento semelhante ao que foi usado na deducdo de (3.75) pode ser usado para
combinar as equacdes BPS em uma unica equacdo de segunda ordem, que depende apenas
do médulo de ¢. De fato, (3.115) é exatamente a mesma equacdo que (3.70), entdo todos os
passos necessarios para eliminar a fase da secdo de fibra e relacionar sua magnitude ao campo
magnético permanecem vélidos, sem qualquer alteracio. Resta simplesmente substituir V2&
em (3.114) e adicionar as “fontes” dadas pelas deltas de Dirac. O resultado, para as equagdes
com sinal positivo, é

V25+% [v? —exp(2€)] =21y 8(x—x)). (3.116)
J

A existéncia de solucdes dessas equagdes com qualquer carga topoldgica n foi demonstrada
rigorosamente em [130]. Uma andlise similar a conduzida por Taubes e Jaffe no estudo da
equacdo (3.74) € realizada para os zeros das solucdes de (3.116), e € novamente demonstrado
que |@| < v. Perto de um zero de multiplicidade m, vale ¢ = (z — z,,)"g(z), onde g(z) é uma
func¢do suave e z;,; a posicdo do zero [130].

Vamos agora escrever as equagdes BPS em termos do ansatz simétrico. Ora, um par de
equacdes pode ser obtido imediatamente pela substitui¢do de (3.99) e do ansatz em (3.114):

Mo (V2 — 1), (3.117)

A equacdo restante pode ser obtida substituindo a solu¢do em (3.115). Mas como A, ndo
entra nessa equacao, esse processo consiste em substituir o mesmo ansatz da se¢io passada em
expressoes formalmente idénticas a (3.70), o que naturalmente resulta na mesma equagao:

nah

W= (3.118)

r

que completa o par de equacdes de Bogomol’'nyi circularmente simétricas desse sistema.

3.4 Vortices com multiplas camadas

Em um trabalho publicado em 2019 [131], nos propusemos a estudar vortices em modelos
com simetria aumentada e acdo modificada. Os modelos foram gerados com um procedimento
andlogo ao que discutimos a subse¢do 2.5.3, que consiste em acoplar a lagrangiana de Maxwell-
Higgs um campo escalar ou outro sistema com simetria U (1), resultando em um modelo com
simetria estendida U(1) x G. O termo de Maxwell é modificado por meio da multiplicagdo
por uma fungio f(x), onde ¥ é um campo escalar diferente de @, o que altera as equagdes
de movimento e, em particular, o campo magnético da teoria. A funcdo f() serd usada para
simular um confinamento geométrico, que leva a vortices com propriedades diferentes. Nas
referéncias [132, 133], o efeito de um confinamento desse tipo no diagrama de fases do hélio
superfluido € examinado. Nesta se¢do, examinaremos vortices topoldgicos em dois modelos,
um dos quais apresenta simetria U (1) x Z,, enquanto o outro apresenta simetria U (1) x U(1).
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34.1 SimetriaU(1) x Z;

Primeiramente, consideremos um modelo governado por uma lagrangiana da forma

1 — 1
L= fQOF" Fuy + D" @Dy + 59u 0" x ~ V (l9|. ). (3.119)

onde f() é uma fungdo ndo negativa do campo escalar real x, o qual € eletricamente neutro,
enquanto as outras quantidades de (3.119) t€m o mesmo significado que a elas atribuimos na
secdo 3.2. Essa forma € andloga a encontrada nos modelos propostos em [134], em que vOr-
tices com uma estrutura interna também foram investigados, mas no contexto de uma teoria
modificada de simetria U (1). Suponha que o potencial tenha simetria Z no campo y. Para que
solugdes de energia finita sejam possiveis, é necessério que f(x)|Fyv|? tenda a zero, portanto
f(x) ndo pode tender a infinito mais rdpido do que o quadrado do campo magnético tende a
zero. No caso que investigaremos, f — 1 quando y se aproxima do vacuo, de modo que esse
defeito apenas afeta a permeabilidade magnética na regido em que ele difere apreciavelmente
do vacuo. As outras restri¢des impostas pela condi¢do de energia finita sdo basicamente a com-
binacao daquilo que vimos quando estudamos a variedade de vacuo do modelo de sistemas com
um campo escalar real e da teoria Maxwell-Higgs em (1,1) e (2,1) dimensdes, respectivamente.
A classificac@o topoldgica de solucdes é agora feita com um par (n,q¢), onde g é definida de
forma andloga a carga topoldgica que encontramos em sistemas com um campo escalar real.
A modificacdo da lagrangiana em nada afeta o argumento que levou a quantizacdo do fluxo
magnético na teoria de Maxwell-Higgs, de modo que a condi¢do de quantizacdo encontrada
permanece vdlida.

Consideremos y = x(r) e o ansatz circularmente simétrico, com a escolha de gauge tal que
Ay = 0. As condicdes de contorno para s e a sdo as mesmas da secdo 3.2, e para ¥ podemos

exigir Eéx ) =E 1(,% ), como no Capitulo 2. Por simplicidade, tomamos e = |n| = 1 para a constante
de acoplamento e a vorticidade. As equacdes de movimento se escrevem

1 n’ a’z
;(r)() = fisa tVe (3.120)
1 , a*h 1
—(rt') = —+= 121
P (I" ) ) + 2Vh7 (3 )
AN 2
2
<f“_) _ 2ak” (3.122)
r r
Em particular, podemos tomar um potencial da forma
2 2
1| (1=]gP)” Wy
— _ 12

em que reconhecemos a escolha A = ¢ = 1 correspondente ao acoplamento critico. Introduzi-
mos um superpotencial W () a partir do qual W,, serd obtido, e podemos escolhé-lo de modo
que 0s pontos em que Wf = 0 sejam ) = £1. Quando o potencial tem esse forma, a densidade
de energia pode ser separada em duas contribui¢cdes p = Py, + Py, cOmM

a/Z ) W2
Pror=F(X) 5 +2°  py=2"=—3 (3.124)
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em que notamos que P, tem forma similar a densidade de energia do vortice BPS no modelo
de Nielsen-Olesen, com a presenga de um termo positivo f(¥) que modela uma mudanga na
permeabilidade magnética do material. Note-se que, se f(x) — 1 e f,, — 0 assintoticamente,
a forma das equacdes de movimento em uma regido proxima do vacuo € a idéntica ao que
encontrariamos na auséncia de acoplamento entre os sistemas. Assim, as massas das excitacoes
em torno do viacuo, que apenas dependem da forma assintética das equagdes de movimento, ndo
mudam. Como a igualdade dessas massas engendra um limite de Bogomol’nyi, e a dependéncia
do potencial em y foi escolhida de forma conveniente (veja a discuss@o sobre sistemas de dois
campos na secao 2.5), fica clara a possibilidade de desenvolvermos um panorama de primeira
ordem nesse modelo. Com efeito, o funcional de energia se escreve

1 2 Ao 2027 12 / 17) W)?
E=— B*+2DyoDro + (1 — dx+rm + =5
2@/1U%x) @D+ (1—0|*)*] d’x x5 (3.125)
> 2x(|n| +1),
com igualdade satisfeita se, somente se,
1—|of?
BF ———— =0, (3.126)
S0
(D) +iD3) ¢ =0, (3.127)
© W,
X =+~ (3.128)
r

Note-se que, quando 1/f(x) = 0, B se anula. Desse modo, as solu¢des das equagdes de pri-
meira ordem mantém a densidade de energia finita nesses pontos. Entretanto, B apresenta um
comportamento bem diferente do que vimos no sistema Maxwell-Higgs, em que sua magnitude
¢ maxima no centro do vortice, e diminui constantemente a medida que dele nos afastamos,
sem se anular. Isso indica a presen¢a de uma estrutura interna no vortice, perceptivel na regiao
intermedidria entre o caroco € o limite no qual o estado supercondutor prevalece. Seria nova-
mente possivel reduzir as duas equagdes de Bogomol’nyi a uma tnica expressdo para In|@]|.
Nesse caso, vemos que, numa vizinhanga das raizes da equagéo 1/f = 0, £ obedece aproxima-
damente V£ = 0, desde que essas raizes nio coincidam com os zeros de ¢. Voltando ao ansatz
simétrico e ao caso n = £ 1, podemos escrever (3.126) e (3.127) na forma

M:i?, (3.129)
d _(1-n?)

a_FL-n) 3.130
r ) G130

que, combinadas a (3.128), dao as solu¢des BPS com simetria circular, cuja energia € Egps =
4x. Os sinais positivo e negativo em (3.128) estdo relacionados pela transformagio r — 1/r,
ao passo que aqueles em (3.129) e (3.130), se relacionam por (h,a) — (h,—a). Considerare-
mos a partir de agora apenas os sinais superiores nas equagdes de Bogomol’nyi, com as outras
solugdes BPS podendo ser obtidas por meio dessas transformacdes.

Como primeiro exemplo, tomaremos W (x) = ay — ay>/3, onde o é um parimetro real.
Esse W () leva ao potencial
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que retorna ao caso de Nielsen-Olesen quando ) € uma solucdo de vacuo. A equacdo BPS (com
sinal positivo) para o campo escalar real é

,a(l—yx?) /X dy’' " dr’
0

1 [M 2M], (3.131)

X =—"""">, = =o | —, (3.132)
r o T

onde ryp é um pardmetro de integracdo que escolhemos de modo que x(rp) = 0, o que deve

ser possivel visto que y € continua, e portanto cruza o eixo x. Como a integral em (3.132) é

logaritmica, ndo podemos mais tomar ry = 0, como fizemos no segundo capitulo, mas qualquer

valor positivo € satisfatorio. Integrando e invertendo o resultado, encontramos

rZa_r(%a
x(r) = wa (3.133)

que € uma solucao tipo kink. A contribuicao associada para a densidade de energia é

16062(r0r)4“

= 3.134
X P2(r20 4 ,,(2)05)4 ( )

Na Figura 3.1 estdo representadas a solugdo tipo kink e a contribui¢io p, para dois valores
de ar. Vemos que a altura e a posi¢cdo do maximo de p,, além da inclinagdo da funcdo x(r),
dependem de «.

T —
_— )
[/ 7
0 2-
(a) )
— 1'. T | 0 | . l
0 3 . 0 \ |

Figura 3.1 Solugdo tipo kink da equagdo (3.132) (a) e a contribuigdo p,(r) para a densidade de energia
(b), nos casos & = 1 e o¢ = 2. Nas duas figuras, a espessura das linhas aumenta com « e rg foi tomado
igual aum [131].

Note que fomos capazes de encontrar a solugdo x(r) sem fazer mengdo ao vértice, o que
faz sentido dentro da interpretacdo desse campo escalar como uma “fonte” neutra que alimenta
a permeabilidade magnética f. Para prosseguir, é necessdria a escolha de uma forma funcional
para essa permeabilidade. Tomamos, neste exemplo,

1

=— 1
cos?2(mmy)’ (3.135)

f(x)

com m € N. Assim, o campo magnético se anulard sempre que my = k/2, para k € Z. Ora
x € (—1,1), e varia continuamente nesse intervalo, de modo que my € (—m,m), e deve inva-
riavelmente passar por todos os semi-inteiros que existem nesse intervalo. Se y = £1 em todo
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0 espaco, entdo f = 1, como deve ser, ja que essas solugdes, que tém energia nula, ndo podem
influenciar a permeabilidade magnética do vortice. A equagdo (3.130) com sinal superior se
escreve

! 200 20
—L = cos? (mnﬂ)(l—hz), (3.136)
r

r2o r%“

em que o termo 1/f(x(r)) tem um papel semelhante ao que vimos nos sistemas com solugdes
tipo multikink. As equag¢des de primeira ordem foram resolvidas numericamente, € 0s compor-
tamentos das solucdes, da densidade de energia e do campo magnético, estao representados na

Figura 3.2.
1- N\ s 1-

0.5 0.51
(a) (b)
0+ . . 0+ I T
0 3 6 0 3 6
1'\ 11
0.51 0.51
U (© u (d)
0 = ] - .
0 3 6 0 3 6
2.
2.
1 1
(e) ®
0+ . : 0+ T T
0 2 4 0 2 4

Figura 3.2 Quantidades relativas ao voértice do primeiro modelo, representadas paran =ry = 1,e m = 2.
As fungdes a(r) (linha decrescente) e i(r) (linha crescente) estdo representadas nos casos & = l1(a)e @ =
2 (b). O campo magnético também esta representado para esses valores de o, vistos, respectivamente,
em (c) e (d). Finalmente, é apresentada a contribui¢@o p,,,(r), também nos casos o = 1 (e) e 2 (f) [131].

Vemos que /(r) tem um comportamento qualitativo semelhante ao caso f = 1, incluindo
a propriedade h < 1, apresentada, a0 menos no acoplamento critico, por todos os vortices que
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estudamos. Mesmo na presenca do campo escalar neutro, ¢ se comporta da forma que espe-
rarfamos para um parametro de ordem, aumentando continua e monotonamente de 0 a 1. O
gréfico de a(r), entretanto, é qualitativamente diferente, visto que agora sua derivada se anula
em alguns pontos, de modo andlogo aos multikinks. O maximo global de B continua no cen-
tro do vortice, na vizinhanca do qual a permeabilidade magnética difere pouco da unidade.
Entretanto, € nitida a diferenca no comportamento de B fora das regides assintdticas, onde en-
contramos agora maximos e minimos, controlados pela mudanca na permeabilidade magnética.
A densidade de energia também reflete a nova estrutura interna, apresentando picos nas regides
em que B € mais intenso. Na Figura (3.3), € ilustrada a intensidade do campo magnético no
plano, para dois valores de o e m, permitindo a visualizacdo da estrutura interna dos vOrti-
ces. Vemos que o raio do disco central aumenta com «, € notamos a presenga de 2m anéis ou
“camadas” no plano, engendrados pelos zeros que aparecem quando my = k/2

© O

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.3 Intensidade do campo magnético no modelo de simetria U (1) x Z,, com n = ry = 1. Ilustra-
mos as situagdes x =1=m=1(@),a=2,m=1(0b),a=1,m=2(c),ea =m=2(d) [131].

3.4.2 Simetria U(1) xU(1)

Consideraremos agora um modelo em que G = U(1), definido por uma lagrangiana com
simetria interna U(1) x U(1). Essa escolha é motivada principalmente por sua aplicagdo no
estudo de matéria escura, em que o aumento de simetria € usado para incluir a presenca de um
“setor escondido” [136—-138], que interage indiretamente com o setor visivel, o qual inclui as
particulas usuais do Modelo Padrdao. Devemos incluir um campo escalar complexo ¥ e uma
outra conexdo .4,, com a qual é construida a derivada covariante D, = dy, + iq. Ay, em que
g ¢ a constante que controla o acoplamento entre ¥ a .4,. Introduzimos também a curvatura
Fuv = dy Ay — dy Ay relacionada a essa conexdo. A teoria deve agora ser invariante sob trans-
formagdes de calibre locais Y = (71,7 ), em que ¥; atua em (@,Ay) e 1> em (x,.Ay) segundo
as regras usuais para a representacdo unitdria de U(1). Como 7; e % podem ser a identidade, é
possivel executar transformagdes de gauge separadamente em cada subespaco. A lagrangiana
pode ser tomada na forma

1 1
L= —Zf(|x])Fqu“V - Z}—uv}-ﬂv"’ IDuol* +Dux > = V(o x]), (3.137)

O potencial serd escolhido de modo que os minimos ocorram para |@| =1 e |x| = ®, em que
o € uma constante real ndo nula. Como discutimos na subsecao 2.2.3, a variedade de vacuo do
modelo tem grupo fundamental ) (S X S1) = w1 (S1) X 71 (S1) = Z X Z, em que a igualdade é no
sentido de isomorfismo. Portanto, essa variedade tem a topologia de um toro, sendo necessarios
dois inteiros (nj,ny) para classificar as solu¢des topoldgicas. Uma solugdo correspondente a
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ny = ny, por exemplo, € caracterizada por @ e ) cujas formas assint6ticas podem ser deformadas
em um par de loops, cada um dos quais dd uma volta completa em uma das circunferéncias que
caracterizam o minimo do potencial. Como ¢ sé “percebe” as transformacdes 7, ele sé sente
o efeito da curvatura relacionada a essa conexao. Em outras palavras, ele s6 é carregado em
relacdo aos campos que derivam de Ay, € uma observacdo analoga vale para . Nao podemos
simplesmente tomar e = g = 1 nesse caso, ja que os diferentes acoplamentos sdo em principio
independentes, e ndo sdo necessariamente caracterizados pela mesma constante.

No infinito, todos os termos aditivos dessa lagrangiana devem tender individualmente a
zero e, em particular, |Dg@|? e |Dg@| devem fazé-lo. A uma solucio cuja classe de homotopia
é caracterizada por (ny,n;), associamos dois tipos de campos magnéticos, e as condi¢des sobre
as derivadas covariantes dao origem aos fluxos

27'[1’12
p .

Tomaremos novamente o caso estdtico, calibre tal que A, = A, = 0 e ansatz simétrico, de
modo que ¢ e Ay ndo mudam, e os outros campos tém a forma

x =g(r)e? (3.139)

A—qr(l—c( )0 . (3.140)

com as condi¢des de contorno g(0) =0, g(ee) = @, ¢(0) =1 e ¢(e0) = 0. As equacdes de
movimento, no caso n; = ny = 1, se escrevem

CI)I = 27[111, Cbz =

(3.138)

I\ /
r(fa—> —2ah* =0, (3.141)
r
1 , ath 1
/ /
r<c—> ~2geg? =0, (3.143)
qr
1 N/ 02 2
2 (rd) — 144
L (g) —— fg2r2 (3.144)

A densidade de energia associada a campos que satisfazem esse ansatz é

/2 a2h? /2 2.2
2 h c 7 C
p=1fl(g ) . +—+2 2 +e +r—‘§+v(h,g). (3.145)

Escolhemos um potenc1al que consiste na adi¢do de dois potenciais quarticos de Higgs para
os campos escalares, modificados pela funcdo f. Se supormos, ainda, o acoplamento critico
para os dois sistemas, com interpretacdo fisica andloga a todos aos exemplos deste capitulo,
podemos tomar

PATI
V(o lx) = 2%+%(w2—\xlz)z, (3.146)

que podemos usar para investigar as condi¢cdes de minimiza¢do do funcional de energia pelo
procedimento usual de completamento de quadrados, que nos conduz ao vinculo

E > 27(|n1| + |n2| @?). (3.147)
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Novamente, a energia de Bogomol’nyi depende apenas dos valores assintdticos do campo,
e o resultado é o mesmo que teriamos obtido se fosse minimizada a energia em cada um dos
subsistemas e somados os resultados. Para melhor comparar esse modelo ao anterior, vamos
tomar f(|x|) = 1/(cos?>(2m|x|)) com m € N. As equagdes de primeira ordem, no caso |nj| =
|ny| = 1, sdo

/

C
- G148~ =*a(0° ). (3.149)
r
, _,ah ad 2 2
W=+, (3.150)  —— = cos (2wmg(r))) (1—h%). (3.151)

As equagdes (3.148) e (3.149) dao exatamente os vortices de Nielsen-Olesen com acopla-
mento critico no setor com carga topoldgica unitdria. J4 conhecemos entdo seu comportamento
e o das grandezas associadas a eles. As solu¢des do problema de Nielsen-Olesen podem ser
calculadas numericamente e substituidas em (3.151), fornecendo equacdes de primeira ordem
que também podem ser resolvidas numericamente. A representacdo grifica das funcgdes a e h,
bem como o campo magnético associado a essas solucdes, pode ser vista na Figura 3.4.

N ™

=

o
—

0.51 0.51
(a) (b)
O'. T T 0-I T T
0 3 6 0 3 6
1 11‘ H
0.54 0.54
(c) (d)
| . — ol e
0 3 6 0 3 6

Figura 3.4 Comportamento de a(r) (linha decrescente) e A(r) (linha crescente) para o segundo modelo,
representadas nos casos ¢ = 0.5 (a) e g =1 (b). O campo magnético também esta representado para esses
dois valores de g, vistos, respectivamente, em (c) e (d). Em todas as figuras, foi tomadon; =ny =1¢€
m =3 [131].

Vemos que, embora o modelo da subsecdo anterior seja muito diferente do que estamos con-
siderando agora, tanto do ponto de vista matematico quanto do fisico, o efeito que a modificacao
que define esses modelos tem sobre os vortices de Nielsen-Olesen é qualitativamente muito pa-
recido nos dois exemplos. Novamente, |@| é uma fungdo limitada que os resultados numéricos
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indicam tomar valores apenas em (0, 1), sendo sempre crescente nesse intervalo. Vemos a pre-
senca de degraus no gréfico de a(r) e reconhecemos uma estrutura interna para o vortice, com
a presenca de m anéis, cuja espessura é controlada pelo parametro g (andlogo a & do modelo
anterior). A relacdo entre m e o nimero de camadas decorre do fato de que |x| € (0,1) no aco-
plamento critico. Note que, se esse resultado ndo tivesse sido estabelecido, o niimero de anéis
poderia, teoricamente, exceder esse valor em algumas situagdes. Na Figura (3.5), € ilustrada a
magnitude do campo magnético no plano, em funcdo de r e dos pardmetros do modelo.

) 0 ©

(@ (b) (©) (d

Figura 3.5 Intensidade do campo magnético no modelo de simetria U(1) x U(1), com n; = np = 1.
Ilustramos as situagdes ¢ =0.5,m=2 (a),g=1,m=2(b),g=05,m=3(c),eqg=1,m=3(d) [131].

Outras escolhas de f sdo possiveis, modulando o termo de Maxwell para engendrar o com-
portamento que for mais conveniente a cada situagdo. Em principio, é também possivel o aco-
plamento com sistemas de simetrias diferente, ou com a lagrangiana de Chern-Simmons.



CAPITULO 4

Monopolos magnéticos em teorias
Yang-Mills-Higgs

“Under these circumstances one would
be surprised if Nature had made no use
of it.”

Dirac, sobre o mopololo.

A auséncia de monopolos magnéticos parece ser uma caracteristica fundamental da natu-
reza, a0 menos com respeito ao que a experiéncia nos diz. Quando cortamos um ima no meio,
tentando separar seus polos norte e sul, obtemos dois novos imas, cada um com seus dois res-
pectivos polos. Ndo importa o qudo persistente sejamos, sempre falhamos na tarefa de isolar um
polo magnético, que poderiamos caracterizar como a fonte do campo magnético. Em vez disso,
esses campos parecem ser sempre origindrios de cargas elétricas em movimento [112]. Essa
impossibilidade estd expressa diretamente nas equagdes de Maxwell, em que se 1€ V-B = 0,
que deve ser contrastada a sua contraparte elétrica, que conta com a presenca de uma densidade
de carga.

Entretanto, a assimetria que caracteriza as equagdes de Maxwell fora do vacuo parece ser,
de algum modo, “estranha”, e € natural indagar se ela ndo poderia ser resolvida de algum modo.
Ainda no final do século XIX, esse fato chamou a atencdo de Pierre Curie, o qual ja apon-
tava que a teoria de Maxwell poderia ser modificada para englobar monopolos magnéticos, e
que o fato de ndo encontrarmos magnetos de um polo na nossa experiéncia nao é uma evidén-
cia conclusiva de que eles ndo possam existir [139]. O interesse nesse assunto ressurgiria na
primeira metade do século XX, com o importante artigo de Dirac [26], e na sua posterior conti-
nuagdo [140] em que, dezessete anos depois, foram aprofundados os resultados de seu trabalho
original. Seguindo a sua conhecida filosofia de investigacao que consistia em estudar a légica
interna de uma teoria na forma mais abstrata possivel, generalizando a0 maximo seus axiomas
fundamentais para, depois, analisar as consequéncias fisicas, Dirac ndo apenas demonstrou que
a existéncia de monopolos era perfeitamente consistente com a teoria quantica, como ainda
mostrou que, se monopolos magnéticos existirem, essa teoria impde as cargas elétricas um vin-
culo que explica sua quantiza¢do. Em unidades gaussianas, essa condi¢ao se escreve [140]

Nhc

gedm = Tu 4.1)

onde ¢, e g,, sdo, respectivamente, a carga elétrica e a magnética. Se existir, no universo, ao
menos um monopolo magnético, entdo a carga elétrica de todas as particulas deve ser quanti-
zada em unidades fic/2q,,. Esse foi um grande triunfo das teorias de monopolo, visto que a
explicacdo desse fato experimental por outros meios constitui um grande desafio. Note que a
teoria de Dirac ndo prevé a existéncia de monopolos, ela apenas mostra que essas particulas
podem existir e explica suas consequéncias mas, enquanto um monopolo ndo é observado, a
versao usual da teoria eletromagnética continuaria satisfatoria.

72
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Na primeira metade da década de 1970, t’'Hooft [27] e Polyakov [28] elevaram monopolos a
um lugar de destaque na fisica tedrica ao chamarem atencao para o fato de que essas particulas
podem emergir como defeitos topoldgicos em teorias de Yang-Mills (YM) com quebra espon-
tanea de simetria. Uma consequéncia € que, devido as altas energias disponiveis no universo
primitivo, monopolos deveriam ser abundantes. Esse tipo de previsdo € inevitdvel em teorias de
grande unificacdo (GUT) e outros candidatos a “teorias de tudo” [141], e por isso as constantes
falhas na busca por monopolo sdo um desafio para essas teorias. Esse problema ¢ remediado
por teorias de universo inflaciondrio, para os quais os monopolos foram uma motivagao histé-
rica. Nesses modelos, a producdo de monopolos (e antimonopolos) ainda acontece, mas a a
rapida expansao do universo dilui sua densidade a niveis que impossibilitam a detec¢cdo expe-
rimental [142, 143]. Muitas motivacOes para o estudo de monopolos se devem a imposi¢ado de
vinculos em GUT, modelos inflaciondrios e outros tipo de teoria, que devem ser impostos para
que elas sejam consistentes com o fato de monopolos ndo serem observados. Por exemplo, dada
uma teoria que prevé monopolos, € necessdria uma anélise dindmica das solu¢des para estimar-
mos a taxa de produgdo e de aniquilacdo de monopolos sob certas condi¢cdes de energia. Uma
discussdo bastante elaborada sobre esses vinculos, bem como sobre a producao de monopolos
no universo primitivo, pode ser encontrada em [144].

Outras motivacdes para o estudo de monopolos incluem a presenca de quasiparticulas com
carga magnética, em sistemas de spin ice [145], cuja descri¢do matematica € semelhante a dos
monopolos. As solucdes BPS na teoria YM com potencial qudrtico estdo entre as primeiras
desse tipo a terem sido encontradas [60], e o estudo de monopolos BPS oferece insight na es-
trutura de teorias ndo abelianas supersimétricas com acoplamento forte, que por sua vez também
ampliam nosso entendimento das versdes ndo supersimétricas de tais teorias [146]. Para nossos
propositos, a principal justificativa para o estudo de monopolos serd simplesmente o fato de que
ele fornecerd uma poderosa ferramenta de estudo, que nos ajuda a compreender melhor a forma
como defeitos topoldgicos aparecem em teorias de calibre ndo abelianas, que sdo de grande
interesse na fisica tedrica moderna.

Neste capitulo, estudaremos monopolos em uma teoria de Yang-Mills-Higgs, com grupo
de calibre SU(2) e potencial qudrtico, que engendra quebra espontinea de simetria. Vamos
estudar as propriedades bdsicas de monopolos desse tipo, incluindo o limite BPS, e depois
usar um ansatz com simetria esférica para simplificar as equacdes de movimento. Finalmente,
investigaremos particulas que possuem carga magnética e elétrica, os dyons.

4.1 Teoria Yang-Mills-Higgs com potencial quartico

Neste capitulo, trabalharemos em (3,1) dimensdes, e serd conveniente nos desviarmos da
convengido adotada até aqui, usando agora o tensor métrico 1,y = diag(—1,1,1,1). Para estu-
dar os monopolos propriamente ditos, precisamos primeiramente introduzir o formalismo que
levaré a essas solucdes. Aqui, o campo escalar ¢ estd na representacdo adjunta de um grupo de
Lie ndo abeliano G', tomando valores na dlgebra de Lie correspondente, que denotaremos por g.
Esse campo serd agora representado por uma matriz quadrada, escrita na forma ¢ = ¢“7T“, em
que 7 sdo os geradores de g. Assim como no capitulo anterior, escreveremos Ay = A, T“ na
representacdo adjunta (ad) da algebra de Lie, o que significa que sua atuagdo em ¢ fica definida
por [106]

adAu (¢) = [AIJ’ (p]v 4.2)

"Na linguagem geométrica introduzida no Apéndice A.2, estamos tomando ¢ como uma se¢io do chamado
mago adjunto.




4.1 TEORIA YANG-MILLS-HIGGS COM POTENCIAL QUARTICO 74

e outros elementos de g atuam na secao de maneira andloga. Com relagdo a uma mudanca de
calibre, os campos seguem as leis de transformacgao

¢ — yoy !, Ay = YAy ' = uyy !, (4.3)

onde Y € uma transformacao de gauge, que pode ser representada por uma matriz unitaria n X n
da forma [148]
y=e*"". (4.4)

Para sermos concretos, vamos tomar G = SU(2)", embora muitos dos resultados que en-
contraremos possam ser generalizados para uma vasta classe de grupos de calibre, incluindo
SU(N) [149] ou produtos de tais grupos. No nosso caso, teremos trés geradores, que podemos
tomar como 7% = —ic“/2 [31], onde 6 sdo as matrizes de Pauli, que satisfazem as conhecidas
relagdes de comutagio [6¢, 6°] = 2ig,,.0¢ e anticomutacdo {c?, 6’} =28 [81]. A conexdo
pode ser tomada como gAy, onde g € a constante de acoplamento, de modo que a derivada
covariante se escreve, por (3.1) e (4.2), na forma

Dy¢ =0u¢ +glAu, 9] (4.5)

Sob uma transformag@o de calibre, Dy, ¢ se transforma da mesma forma que ¢. Podemos definir
o tensor intensidade de campo pela relagdo Fyy ¢ = é[D“,Dv]q). Por simplicidade notacional,
vamos tomar g = 1. Quando necessario, podemos recuperar essa constante fazendo Ay, — gA
e lembrando de incluir o fator 1/g na definicdo de Fj;y. De (4.5), vem

DuDv(l) = au&vfl) + [Aw 8u¢] + [Am av‘?’] + [aqu ‘P] + [Aw [Aw ¢H (4.6)

Os trés primeiros termos formam um tensor simétrico em U € V, € por isso desaparecem no
comutador, que fica

(DuDv _DVD[.L)(P - [a,uAv - aVA,llv(P] + [Au7 [AW ¢]] + [AW [(PaAIJHa (47)

em que foi usada a propriedade [A,B] = —[B,A]. Pela identidade de Jacobi, os dois dltimos
termos sdo equivalentes a [[Ay,Ay], ¢], donde

[Du,Dv]¢ = [duAv — dvAu + [Au,Av], 9] (4.8)
O lado direito dessa equacdo € a agdo de Fj,y em ¢, pela representacdo adjunta, donde

Dada uma transformag@o de calibre, Dy, Dy ¢ — }/DHDV(])Q/’I, que substituida no comutador
que define Fyy, nos leva a lei de transformagao Fy,, — yFuv}/_l. Vemos que a curvatura nio &,
aqui, invariante sob transformagdes de calibre, como também nao ¢é o produto F,yF*", que se
transforma da mesma forma. Entretanto, a invariancia do trago sob permutacdes ciclicas implica

"Note que essa escolha é diferente da que foi feita por ’t Hooft, que trabalha com o grupo SO(3). Como nossos
célculos sdo feitos na dlgebra de Lie, e sabemos que su(2) e so(3) séo isomorficas, os célculos feitos em termos
das componentes sdo idénticos. Entretanto, note-se que os grupos SU(2) e SO(3) ndo sdo equivalentes, sendo
relacionados por um mapa 2 : 1 [150], o que tem consequéncias fisicas. Em particular, as duas escolhas levam a
condicdes de quantizacdo diferentes para a carga magnética [27].
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em Tr(yFyyF*Vy~1) = Tr(F,yF*V). Definimos um produto interno (e, consequentemente, uma
norma) pela condigao [31]

(T, T) = —2Tr (T“Tb) — §ab, (4.10)

Portanto, termos proporcionais ao quadrado de ¢, Fy,y € Dy ¢ sdo invariantes por transformagdes
de gauge, de modo que podemos tomar a lagrangiana da teoria na forma

1
L= ST (FuyF*Y) +Tr (DugD*9) =V (|9]), 4.11)
onde |¢|?> = —2Tr(¢ - ) = ¢“¢“. Equivalentemente, podemos escrever £ em termos das com-
ponentes dos campos
1 1
L= —ZF"“VF’?V—5D“¢“Dv¢a—V(|¢|). (4.12)
Podemos tomar A
V(o) =5 (=9l (4.13)

que é um potencial qurtico, o qual alcanga seu minimo quando |¢|> = u?. Por simplicidade,
iremos usar 4 = 1, o que equivale a trocar ¢ por ¢ /u e efetuar uma reescala, de modo andlogo
a0 que fizemos com o modelo ¢*. Inserindo esse potencial na lagrangiana, e extremizando a
acao de acordo com o procedimento usual, obtemos as equagdes de movimento da teoria

D D" ¢ =2¢(|9)* — 1), (4.14)
D“Fﬂv = [¢7DV¢]7 (415)

onde D F*Y = d, F*V + [A,, F*V]. Podemos usar Fy,y para definir as quantidades Ey = Fy e
By = %8,- ikl i/, que sio formalmente analogas ao campo eletromagnético. A equacio corres-
pondente a v = 0 em (4.15) é o andlogo da lei de Gauss dessa teoria e, em termos de Ey, se

escreve
DvE; = [¢,Dy9]. (4.16)

Como invertemos a assinatura métrica, devemos usar (A.9) para calcular o tensor energia-
momento, que fica
Tuy = —2Tr (D¢ Dy — F,"Fpy) + Ny L. (4.17)

Em particular, a componente Ty, se escreve

1
Too = 5 (EXE} + BB+ Do¢“Dog” + Di9“Did”) + V([ 9]), (4.18)

cuja integracdo dé a energia, a qual pode, assim como no caso abeliano, ser escrita como a soma
E=T+U,emque [31,62]

T:%/d3x{|E|2+|D0¢|2} (4.19)
1 1
U=/d3x{§|Dk¢|2+5|B|2+V<|¢|)}, (4.20)

onde |B|*> = BBy, etc. Essas quantidades, que sdo invariantes por transformagdes de calibre,
tém o mesmo significado que a elas atribuimos no caso abeliano. Pode ser demonstrado [31]
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que, nessa teoria, € sempre possivel (embora, como veremos, nem sempre conveniente) escolher
o calibre de modo que A, = 0. Assim, poderfamos escrever, sem perda de generalidade, |d,¢|?
em vez de |Dy¢|? na defini¢iio da energia cinética.

Apesar da maior complexidade do ponto de vista matematico, esse sistema €, em muitos as-
pectos, andlogo a sua contraparte abeliana, que é a versdo (3, 1) da teoria discutida na se¢do 3.2.
H4, entretanto, uma diferenca crucial, que € a dificuldade de se definir campos fisicos nessa te-
oria. Ey e By sdo aqui matrizes, e poderiamos tentar agrupar as componentes £}, B em campos
fisicos, mas isso ndo funcionaria. O motivo é que essas componentes ndo sao independentes da
escolha de calibre, e portanto ndo podem ser medidas. Uma transformacao de gauge “mistura”
as componentes uma nas outras, de modo que ndo possivel, em geral, selecionar uma compo-
nente que corresponda a um campo fisico. Esse problema pode ser resolvido pela introdugdo de
um mecanismo de quebra espontinea de simetria, que é engendrada aqui pelo campo escalar.
Como todos os termos da energia sdo quadraticos, as configura¢des de vacuo devem ser tais
que cada um deles seja nulo separadamente. |Fyy |2 serd nulo para Ay, = 0, ou para campos de
gauge que difiram de zero apenas por uma transformacao de calibre. A variedade de vacuo do
modelo tem, portanto, a forma

M={(¢,Au):|9|*=1, D¢ =0, Ay = —uyy'}. (4.21)

A condi¢@o |¢| = 1 descreve uma esfera em su(2), de modo que o grupo de homotopia
relevante é m,(S,) = Z, mostrando que é novamente possivel classificar as solu¢des do modelo
por meio de uma carga topoldgica corresponde a um nimero inteiro. Para analisar os elementos
dessa variedade, ¢ comum usar uma transformacao de calibre para rotacionar o campo escalar de
modo que ¢ = 77 [27,62], o que sempre pode ser feito para uma configuracio de vacuo. Assim,
a simetria é quebrada para o grupo que mantém ¢ = T invariante, isto é, Y73y~ = T3, que
reduz as transformacdes possiveis para aquelas da forma el (1X)T? Begag transformacdes nao
afetam a solu¢do de vacuo, mas atuam de forma nao trivial em outras secdes do mago. A agdo
do grupo sobrevivente pode ser descrita em termos de um Unico parametro (03, na convengao
que adotamos), e pode ser identificada com a atuagéo do grupo U(1). Ao contrario dos outros
exemplos que estudamos, a quebra de simetria ndo € total, j& que o grupo sobrevivente ndo é
trivial. Ao analisar as excitagdes em torno do vacuo pelo procedimento usual (que € simplificado
se tomarmos um calibre tal que ¢ ~ (y + 1)T? préximo ao vicuo), identificamos a massa
my = V2 do béson de Higgs. Como discutido na préxima se¢ao, a projecdo de A, na dire¢do
de @, que corresponde 2 simetria gerada pela forma assintética do campo de Higgs, ndo é
massiva, e estd relacionada a uma interagdo de logo alcance, que veremos ser consistente com
o eletromagnetismo. As componentes ortogonais a direcado do campo de Higgs, que na versao
quantica da teoria ddo origem aos chamados bésons vetoriais intermedidrios W= [27], adquirem
massa My = 1, que pode ser calculada, novamente, por meio da linearizacdo das equagdes de
movimento numa vizinhanca do vacuo [151].

4.2 Carga magnética

Embora nosso objetivo seja estudar monopolos magnéticos, ainda ndo estd claro o signi-
ficado que deve ser atribuido ao adjetivo “magnético” no contexto da teoria de Yang-Mills.
Definimos os campos E}! € B}, mas vimos que eles ndo podem ser todos fisicos, e ndo hd, em

note que a demonstragio dada em [31] ndio depende essencialmente do grupo nio ser abeliano, e o resultado
pode, portanto, ser entendido para U (1), incluindo a lagrangiana de Maxwell-Higgs do capitulo anterior.
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geral, uma maneira natural de selecionar quantidades que possam ser identificadas com os cam-
pos elétrico e magnético. Nesta secdo, mostraremos que o mecanismo de quebra espontanea de
simetria permite a identificacdo de um tensor que satisfaz as equagdes de Maxwell, e também
de uma carga magnética que pode ser medida sem ambiguidade. Para interpretar de forma mais
profunda o papel de monopolos em teorias YM, convém analisar o problema da forma mais
geral possivel, sem fazer muitas suposi¢des além do requerimento de que a energia seja finita.
A andlise desenvolvida nesta se¢do € baseada na abordagem introduzida em [152]. Note que, se
|¢| # 0 numa regido, podemos escrever ¢ = {(z,x)$, em que { é uma funcio arbitraria dos x*
e ¢ = ¢/|¢| é um versor unitirio que define uma direcio em su(2). E possivel supor sem perda
de generalidade que ¢ é positiva, j4 que um eventual sinal negativo pode ser absorvido por ¢.
Consideremos uma regido para a qual vale D“(f) = 0. Em particular, solugdes de energia finita
sempre satisfazem assintoticamente essa condi¢@o, o que pode ser demonstrado se observarmos
que € sempre possivel usar transformagdes de calibre para garantir que ¢ e A, sejam paralelos
a T3 na superficie de uma esfera de raio infinito *. Com essa transformacio, fica claro que
D,Jd; = ( vale nesse calibre e, portanto, em qualquer outro. Essa condi¢do implica

Dy¢ = (9u8)d+EDud = (9u8)9, (4.22)

que € uma imposi¢ao mais fraca do que Dy ¢ = 0. Note que, nessa aproximagdo, a equagao para
o campo escalar fica (0§ = A¢({? — 1), mostrando que |¢| ndo precisa estar proximo de seu
valor assintético. Isso € fisicamente relevante, pois veremos que o campo magnético s6 pode
ser medido sem ambiguidade quando Dugﬁ = (0 dentro da precisdo experimental considerada, de
modo que essa condi¢do estabelece um comprimento caracteristico.

Usaremos a equacao D“qs = 0 para encontrar Ay,. Tomando o comutador de [Duqa, ¢3] e
usando a hip6tese mencionada, deduzimos

[0u®, 0]+ [[Au,9],9] =0. (4.23)

Usando as propriedades de comutacao e traco das matrizes de Pauli, é simples demonstrar a

relacdo
% [[A,B],C] = ATr(BC) — BTr (AB) , (4.24)

em que A, B e C sdao matrizes de su(2). A aplicagdo dessa relagdo a (4.23), nos conduz a

~ A~

[0u9,9] = —2{AuTr (%) — ¢Tr (Au)},
" Ap=Apd+[0u0,9], (4.25)
em que, na passagem da primeira para a segunda linha, foi usada a relacao ]qﬁ2| =1 e definimos
Ay =—2Tr (Aud) = (Au, ). (4.26)

Devemos agora substituir esse resultado em (4.9) para encontrar a curvatura. Derivando (4.25)
com respeito a x¥, encontramos

OvAy = {[0vIud, 0] — [0v9,0ud] + AL}, (4.27)

Para obter explicitamente essa transformagio, é necessario fixar o calibre separadamente em regides U; e U,
tais que Uy N U, # 0 e que, juntas, cubram S5’ [62].
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donde
Ay — Ay = (IuAy — IvAL) O +2[0vd,ud] + Avdud — Audyé. (4.28)

Por outro lado, o comutador que aparece na curvatura se escreve
[Au,Av] = [[0u9,9],[0v0, 8] + Av [[9u6,9],0] — Ay [[0v9,6],6] - (4.29)
Para calcular os dois tltimos termos de (4.29), note que
Tr (¢dud) =0, (4.30)

cuja deducido consiste simplesmente em derivar a condi¢ao \(]3 > =1 em relaciio a x*. Fazendo
uso de (4.30) e (4.24), escrevemos

[[0u9.9].0] = —{-2Tr (¢9)} 9ud — 9Tr (¢9ud) = —9ué (4.31)

em que um novo uso foi feito da condi¢do |q§\2 = 1. Vemos que a soma de (4.28) e (4.29) leva
ao cancelamento dos dois ultimos termos de cada equagdo. Ora note que

Tr(A[B,C]) = Tr (ABC — ACB + BCA — BCA + BAC — BAC) = Tr (B[C,A)), (4.32)

em que foi usada a ciclidade do trago. Aplicando (4.24) ao primeiro termo de (4.29) e usando
essa relacdo, encontramos

[[aﬂé7$]7 [av(ﬁ?(ﬁu = —2¢?T1’ ([aﬂ(i)\aav(ﬁ](ﬁ) ) (433)

em que também apareceria um termo proporcional a [({3, (ﬁ], que € evidentemente nulo. Mas
note que (4.24) e (4.30) implicam [[d, ¢, 9y §],d] = 0, o que significa que essas matrizes tém a
mesma “dire¢do” em su(2), isto &, [dy @, dv$] = o, com & constante. Basta multiplicar essa
relacdo por —2¢ e tirar o traco para encontrar o, que vale

o = —2Tr ([9u9.9v$]9) (4.34)

de modo que o lado direito de (4.33) é simplesmente a(ﬁ. Substituindo (4.33) em (4.29), so-
mando o resultado a (4.28) e usando novamente (4.34) encontramos, finalmente

Fuv = fuv9, (4.35)

onde

AL A

fuv = Ay — Oy Ay +2Tr ([04 0,0, 9]9) , (4.36)

que coincide com o tensor usado por 't Hooft para definir o campo eletromagnético [27]. Vemos
que, quando as condi¢Oes que estabelecemos sdo satisfeitas, F,y estd na mesma dire¢do que o
campo de Higgs. Portanto, a quebra de simetria engendrada por ¢ faz com que a agdo da
curvatura seja reduzida a do grupo gerado por @, que é U(1). Verifiquemos que as equacdes de
Maxwell sdo satisfeitas quando a simetria é quebrada. Primeiramente, note que

DaFP? = (9afP")$ + fP7Dad = (9ufP")$. (4.37)
Usando (4.22) e a forma suposta para ¢, encontramos

[DY($9),56] =0"([d,9] =0, (4.38)
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que substituida em (4.15) e combinada a (4.37), leva a
M =0, (4.39)

que sdo as equagdes de Maxwell nao homogéneas na auséncia de cargas, de onde se 1€ a pre-
senca de um campo de gauge ndo massivo paralelo a ¢. Para encontrar as equacdes homogéneas,
basta lembrar que a desigualdade de Bianchi, na forma (3.7), continua valida na teoria de Yang-
Mills. Quando Fyy se escreve na forma (4.35), a relacdo (4.37) pode ser usada para trocar as
derivadas covariantes por parciais, resultando em

que corresponde as equacdes de Maxwell restantes. Os campos elétrico e magnético ficam
definidos de forma natural por e; = fi; € by = %8,- ik fi, que sdo simplesmente as proje¢des de
Ej e By ao longo da direcdo ¢. Note que, como usamos o traco para realizar a projecdo, os
campos abelianos sdo independentes do calibre.

Note que (4.40) implica, em particular, em V - b = 0. Entretanto, isso ndo impede a pre-
senca de monopolos magnéticos na teoria, que estariam localizados nas regides em que nossas
hipéteses falham, nas quais as equacdes abelianas ndo podem ser usadas. Uma observacdo ma-
tematicamente simples mas fisicamente muito importante estd na constatacdo de que o campo
magnético nesse sistema simplesmente ndo pode ser definido de forma univoca em todo o es-
paco. Uma possibilidade € seguir 't Hooft [27], que definiu o tensor eletromagnético abeliano
por (4.39). Entretanto, ha infinitas outras defini¢des que correspondem ao mesmo valor na
regido assintdtica. Como aponta Coleman [31], cada uma delas € igualmente vélida, e corres-
ponde a uma forma diferente de definir um magnetometro ideal. Apenas quando a simetria é
reduzida para U (1) a ambiguidade desaparece. Os monopolos estdo, assim, “inseridos” em uma
teoria SU(2), e possuem “niicleos” préximos aos zeros, que sdo regides em que o cardter nao
abeliano do grupo de calibre nos impede de definir os campos de forma precisa, € uma regiao
externa, onde todas as formas de medir o campo magnético se tornam equivalentes. O resultado
essencial da teoria, que desenvolveremos a seguir, depende apenas desse valor.

Estamos finalmente prontos para entender como a carga magnética se manifesta nessa teoria.
Para encontré-la, vamos calcular o fluxo magnético total, que pela versdo magnética da lei de
Gauss V -b = p,, é, em nossas unidades, numericamente igual a carga magnética. Definindo o
b por meio de (4.36) e usando as convengdes que estabelecemos para o comutador e traco dos
geradores de su(2), encontramos

_155
Qm—z .

O tltimo termo € a integral de um rotacional, e o uso do teorema de Stokes garante que ele
ndo contribuird para a carga. Introduzindo o elemento dual a dS; = %eﬂmdS;‘m [37], para o qual

. i 1o oilmgox _ *
vale & dS' = ;& €""dS}, = dek, podemos escrever

00

2

eijksabc&_,éb&k(ﬁctﬁ“dSierg s,-jkajAdei. 4.41)

2

1 "aagy’ aéc *
am =5 ygm Eabc P Wﬁdsjka (4.42)
2

em que reconhecemos o jacobiano da transformacgdo entre o espaco fisico e o interno, em que
os campos estdo representados. Usando esse jacobiano, deduzimos

~ 1 N o
dm = ¢a§8abcdsbc = ¢adsaa (4.43)
S S



4.3 MONOPOLO DE 'T HOOFT-POLYAKOV 80

em que na dltima igualdade foi usada a defini¢do do dual de dsp,, € a integragc@o é agora sobre a
esfera unitdria em su(2). A integral vale N vezes a 4rea superficial dessa esfera, sendo N a carga
topoldgica, isto é

qm = 47N, (4.44)

mostrando que a carga magnética existe para solugdes topoldgicas, e é quantizada. Esse resul-
tado pode ser escrito na forma g,, = 47N /g se redefinirmos novamente os campos de gauge
fazendo Ay — gAy, e nos lembrarmos de incluir o fator 1/g na expressdo que define a curva-
tura. A conclusao de que N corresponde exatamente ao inteiro que identificamos com a carga
topoldgica se deve ao fato de que a passagem de (4.42) a (4.43) € justamente a construcao expli-
cita dos mapas .. : S5 + 82, nos quais o requerimento de que ¢ esteja univocamente definido
garante que N € Z. Veja que, malgrado a maior sofisticagdo algébrica, a relagdo entre o fluxo
magnético e as classes de homotopia é essencialmente a mesma do caso abeliano. Novamente,
N pode ser positivo ou negativo, de modo que a cada monopolo corresponde um antimonopolo
cuja carga magnética tem o sinal oposto.

Note que demonstramos muito mais do que a simples existéncia de monopolos na teoria.
Toda solu¢do homotopicamente distinta do viacuo que satisfaz, ao menos assintoticamente, a
condicdo Du(ﬁ = 0 (o que inclui todas as configuracdes de energia finita) € um monopolo mag-
nético’. Nio foi suposto que a solucdo é estitica ou simétrica e ndo fizemos qualquer referéncia
a carga elétrica, de modo que nossa andlise ndo exclui particulas carregadas eletricamente, desde
que a carga elétrica esteja distribuida na regido em que as equacdes de Maxwell para f;,, ndo
possam ser aplicadas. Além disso, a topologia garante que esses defeitos sejam estdveis contra
decaimento no vacuo. Assim como no caso dos vortices, ainda é em principio possivel que
esses defeitos decaiam em outras estruturas com cargas topolégicas ny + ... +n; = N, mas cada
uma dessas estruturas também tem carga magnética e €, portanto, um monopolo, fazendo com
que a persisténcia de particulas desse tipo na teoria seja inescapavel! Embora a forma explicita
dos nossos resultados dependa da escolha do grupo de gauge, o argumento poderia ser adap-
tado para outros grupos de Lie (sempre contendo U(1) ou um grupo a ele isomérfico), que
resultariam em valores diferentes para o quantum de carga magnética, mas nio eliminariam a
possibilidade de monopolos. Quando a escolha é SU(2), (4.44) é equivalente a condigdo de
Dirac, e implica em carga elétrica quantizada de acordo com (4.1).

4.3 Monopolo de ’t Hooft-Polyakov

Vamos agora analisar diretamente o caso estatico das equagdes de movimento. Faremos uso
frequente das identidades

d
Hhf(r) = ’%d—f (4.45)
£, = 885 — 578", (4.46)

em que a primeira propriedade pode ser verificada sem grandes dificuldades, e a segunda € uma
identidade bastante conhecida do simbolo de Levi-Civita em trés dimensdes. Uma consequéncia
imediata desta tltima propriedade é a relacdo €&, = 28 ik' Primeiramente, vamos abrir (4.14)
e (4.15) em termos das componentes, supondo campos independentes do tempo. Note que

TOs dyons, estudados na se¢io 4.4, também sio incluidos entre os monopolos no contexto desta secio.
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Dka(Pa — akakq)a + 8ars8k(A;;(])s) + EabCAz [ak¢c + gcrsArk¢s:| ’ (447)
mas

8abcgcrsAZArk¢s — (5;6[: o 5552)A2Ark¢s7

= Ab (¢bAak _ (paAbk) 7 (4.48)
que, substituida em (4.47), nos leva a
DD = 3,99 + 2 AP} 9, ¢ +A£ <¢bAak 4 ¢aAbk> + gbege g APk, (4.49)
Um raciocinio semelhante, mas usando o fato de que d,¢ = 0, da
DyD°9¢ = AL (A pb — AP ¢F), (4.50)

que, somado a (4.49) e substituido em (4.14), nos leva a equacdo de movimento para o campo
escalar, que se escreve

D“Duq)a :Ag(Aa0¢b —Ab0¢k) +8kak¢a+28abcAbkak¢c+8abc¢cakAbk
A7 (9PA% 4 AT ) = A (9~ 1)9" .51)

Agora examinaremos as equacdes para o campo de gauge. Para as componentes vV = k
de (4.15), temos

DﬂFauk — DOFaok + DjFajk — Sabc¢ka¢c‘ (4.52)
Ora
DyFk = _gabepbpck (4.53)
c
Dy Fak — glkig, B+ ghepbelicpe, (4.54)

em que foi usada a relagao
FhI = glilgk. (4.55)
deduzida a partir da definicdo de B e da antissimetria da curvatura. Por outro lado,
gibegbpkge — gabegbakge _ abkgbga | pakgbga, (4.56)
Usando (4.56) e substituindo as equagdes acima em (4.52), encontramos
e (AleThBy — ADE — 9P9¢¢ ) + €MIg By + AT 9P 9" — aKgPet —0.  (4.5T)

Escolhendo um gauge tal que A, = 0, vemos que a lei de Gauss € trivialmente satisfeita. Os
campos Ej sdo identicamente nulos, de modo que, em particular, Tr (¢, E;) = 0 ¥ X, mostrando
que em nossa soluc¢do nio ha campo ou carga elétrica.

O problema completo é formidavel, mesmo com o auxilio de algoritmos numéricos. A
busca por solugdes é simplificada por um procedimento andlogo ao conduzido em nossa inves-
tigacdo sobre vortices: investigamos uma classe de solucdes que possuem uma certa simetria e
escrevemos as equacdes de movimento correspondentes. Aqui, seguiremos 't Hooft e Polyakov
ao buscar solucdes invariantes sob a acdo combinada dos grupos de rotagdes e de paridade [31],
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com a palavra “invariante” tendo o mesmo significado de antes: o de que a a¢do desse grupo
resulta em uma transformacao de calibre global. Assim, podemos tomar o ansatz na forma

h
g =" (4.58)
"
k(r)—1
A% = %sa,,ix”. (4.59)

Essa configuragdo foi denominada hedgehog por Polyakov [28], pois sua forma lembra um
ourico. Sabemos que monopolos devem ter carga topoldgica, o que revela a necessidade de que
¢ tenha ao menos um zero, que podemos colocar na origem. Essa € uma simples aplicacdo de
um conhecido teorema da topologia, o qual diz que “é impossivel pentear um coco” (ou, mais
apropriadamente, um “ouri¢o”), pois uma tal tentativa sempre deixard um buraco. Também
devemos levar em conta que o campo de gauge deve estar bem definido em todos os pontos e
que a solucdo deve ter energia finita, o que nos leva a exigir as condi¢des de contorno

lim A(r) = r, (4.60) lim {@} -0, 4.61)
r—roo r—0 r
lim k(r) = 0 (4.62) lim k(r) = 1. (4.63)

Um antimonopolo de carga magnética igual em médulo resulta da transformacio x4 — —x4.
Note que o ansatz foi construido de modo que N = 1, visto que o limite r— oo da simples-
mente a identidade, que mapeia os pontos de uma esfera de raio infinito (representados pelos
angulos polar e azimutal) em seus correspondentes da esfera unitéria de su(2), parametrizados
pelos mesmos angulos. Essa simples observac¢do pode ser usada para exemplificar o poder da
topologia enquanto ferramenta de anélise. Sabemos que o zero localizado na origem € o inico
possivel, entdo i(r) nunca muda de sinal e deve ser estritamente positiva, o que também implica
que, a0 menos em uma vizinhanca da origem, essa funcdo deve ser crescente. Além disso, ja
conhecemos a carga magnética, que vale 47, e essa informacao permite o uso de V-b = p,, para
calcular campo magnético assintético, que € radial pela simetria do problema. Como mencio-
nado, ndo existe uma forma definitiva de calcular essa quantidade em todo o espaco, mas serd
instrutivo seguir 't Hooft [27] e usar (4.36) para todo x. Sabemos que, como a solu¢@o ndo é
topologicamente trivial, ndo existe uma transformacao de calibre que torne ¢ e A; paralelos a
T3 em todo o espaco. Entretanto, isso pode ser alcangado para todos os pontos tais que x ¢ s,
em que 4 € um cone que se estende ao longo do eixo z negativo, incluindo a origem, com &n-
gulo de abertura 8 que pode ser tomado arbitrariamente pequeno [153]. Dessa escolha de gauge
resulta fi,y = 8MA%, — 8VAfL, que satisfaz as equacdes de Maxwell em todos os pontos em que
estd definida, o que significa que a fonte de campo deve estar em 6. Poderfamos naturalmente
mudar a direg@o sobre a qual o cone se estende, e somente o zero de ¢ permanece em 65 em
todas esses cendrios fisicamente equivalentes, sendo esse o ponto em que devemos identificar a
fonte de b. Temos uma carga pontual na origem, e um simples uso da contraparte magnética da
lei de Gauss (V -b =476 (x)) nos conduz ao campo magnético

b= (4.64)

\Nl ~>

Essa demonstragdo ilustra bem a relagdo entre os zeros da secdo e a carga magnética. De
fato, foram consideragdes dessa natureza que levaram 't Hooft a identificar o monopolo nessa
teoria e sugerir essa forma para a solu¢ao. Na referéncia [153], sdo construidas explicitamente
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as transformacdes de calibre que colocam os campos na dire¢do desejada, e € demonstrado que,
no limite em que 3 — 0, essa construg@o resulta numa corda nodal, estabelecendo a conexio
entre os monopolos de Dirac e 't Hooft-Polyakov. Este, entretanto, difere daquele no fato de
que a corda de singularidade, que apareceu por consequéncia da escolha de calibre, ndo € uma
necessidade da teoria, podendo ser “suavizada” dentro do monopolo [152]. Se insistirmos em
usar o tensor de 't Hooft para definir o campo magnético em todo o espago, obteremos sem-
pre uma singularidade na origem, mas existem defini¢des alternativas (as quais, naturalmente,
sempre satisfazem (4.64) assintoticamente) que resultam em uma distribuicao de carga nao sin-
gular [153].

Agora retornamos a (4.58) e (4.59) para procurar as equagdes de movimento do problema
em termos do ansatz. Serd conveniente definir as quantidades { = h/r’ e & = (k—1)/r?, em
termos das quais 0s campos se escrevem Ay = g, jkxj Ee ¢ =C_@d. Lembramos que, devido a
assinatura métrica adotada, as coordenadas espaciais satisfazem x) = njkxk = x;. Para calcular
B{, precisamos de F j“ , que fica

Fii =0;(€aixxi&) — Oh(€aij5i€) + &% (8eadaj — 8¢j8aa) €cprXaxs,

x; (X i€k — Xr€aii (4.65)
:28ajk€ + l< / akr k al])él‘i‘gz (Xchgcfk _)Cangjfk) )
donde | .
B} = Eelijﬁc =28&+¢& (rSﬁ - g) + E2xxf. (4.60)
As derivadas do campo escalar satisfazem
k,cr!
hoe = XX rse (4.67)
r

Podemos agora analisar (4.57). O primeiro termo que aparece naquela equacao é
eabCA]j’-eﬁkBC = (5165;‘ — 51“5]¢) xleijkBié
/
_¢ (xcealk —xaec’k> {ack(zg ER) - (5_ _ 52) xcxk} , (4.68)
r
— xkeaik<2§2 + r2€3).

Sabemos que EX = 0, entdo prosseguimos ao termo seguinte. Examinando o produto
¢?9* ¢, percebemos que

xkxCxb

¢bak¢c — ; C/C + C2xb6kc — 8abc¢b8k¢c _ Sabkxbc2‘ (469)

Em seguida, derivamos as componentes de By, para encontrar

e s 5o
OB = — =+ <2r26é/—é”>+555”xj+(’Tk+%x> (&-¢)., «0

72

!/

r
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Os ultimos dois termos de (4.57), ficam
A2999P = g, XPxEC? =0, (4.72)
107" = €X' EL, (4.73)

em que a ultima igualdade da primeira linha resulta do fato de que 2¢g, jkxij =& jkxij +

& jbxbxj = 0. Juntando tudo, ficamos com
jka 2¢ #2 v, 48 2, 2g3 2
exj re i+ |8+ == ¢ —[2&°+rE°] -7 =0. (4.74)
Devemos agora voltar as fungdes A(r) e k(r). De &€ = (k—1)/r?, vem
K 2(k—1) k' 4k 6(k—1)
r_ Kk (A T S 4.75
ao passo que as derivadas de { em termos de A(r) se escrevem
W 2h W' 4Kn 6h
r_ - = 1 - i
=73 =55+ (4.76)
Substituindo essas equacdes em (4.74) somos levados a
PR —=2(k—1)—hk=3k—1)2+ (k—1)3,
=k>—(2k—1)—k, (4.77)
ou '
K'— = (P +k*—1)=0. (4.78)
r
Resta agora (4.51). Derivando (4.67), encontramos
/.a ka1 k.a !
akak¢a :CX 4 XpX ); C o ka3x C/+ 5 [(aka)Xa +Xa]
x“r r r r (4.79)
=S¢+ "),

onde usamos o fato de que o traco da delta em 3 dimensoes € 5’;{ = 3. Por (4.69), sabemos que
£ ¢ = ek donde

26D APR Lo = 26T g ECx; = —4E LK (4.80)
Ora note que
AiA“k = ﬁzxjxl(5“b5ﬂ — 6“15ﬂ’) = éz(rzé'“b —x“xb), (4.81)
donde
Abk(Aak¢b—Abk¢a) — _2xar2C€2. (482)

A expressio €. P RA o xcxkxjsbjk, ¢ identicamente nula, por ser a contragdo de um
tensor simétrico e um antissimétrico. Falta apenas a derivada do potencial, cujo cdlculo nao
apresenta grandes dificuldades, e sua proje¢ao na direcdo 7 fica

2 a
Ve, 7% = A" (h——1> o (4.83)
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Usando as expressdes encontradas acima e voltando as varidveis A(r) e k(r), deduzimos

2 2
n' — 2hk = Ah <h— — 1) (4.84)

I’

O problema se reduz, entdo, a resolu¢do de um sistema com duas equagdes diferenciais
ordindrias. Esse certamente nao € um desafio que chamariamos de “simples”, mas é inegédvel
0 avango em relacdo ao problema original. Solu¢des analiticas s6 sdo conhecidas no limite
A — 0, mas as equagOes simétricas sdo muito mais amenas a andlise numérica, mesmo para
outros valores de A. A existéncia de solu¢des para A arbitrario foi demonstrada rigorosamente
em [154], e resultados numéricos apontam para a sua unicidade. A demonstracao de que essas
solugdes sdo estaveis pode ser encontrada, por exemplo, em [155].

Vamos agora examinar a densidade de energia da solu¢do. Nesse caso (4.19) se anula, de
modo que Ty, € dada pelo integrando de (4.20). Primeiramente, note que

e ANYC = CE[P 5 — xxy], (4.85)

e as derivadas parciais do campo escalar sdo dadas por (4.67), de modo que podemos escrever
a derivada covariante

Dy¢® = &/ ag

(r*8¢ —x"x) (4.86)

donde
xkxa
(Dk9*)* =38 +2r8 8 + (r8)* +28E(rP 8 — x“x) (Skac - 7(’) +28%E%Y (4.87)

Ora
2CE(r*8f — x"xy) (5"“@ + kxag ) =48%72E =482 (k—1), (4.88)

de modo que
k.a
2GS —xtn) (90 + 0 ) 2P0 20, as9)
r
que implica

S = 2 [ (1420) 4 2L 4204

R 1 (K h\? (450)
— (7 B —2) ’
o qual € o primeiro termo em (4.20). Prosseguimos ao préximo:
2
1 xxk
BakBa 662—1—2637‘24— 541,4_'_5 5ka _X +
2 2 r
e (4.91)

g K rof — "ax"> (264 + &% xk)}

[\

—4rgg
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Notando que r&’ =k’ /r — 2&, podemos escrever

N 2
g @rrreg=age (L) 492)
donde
27 TR \r 2 ’
—j(gr g (4.93)
1 ) (k2 o 1)2

Como |¢| = h/r, a contribuicdo de V(|¢|) para a densidade de energia é simplesmente
A(r?£% —1)?/4 que, somada a (4.90) e (4.93), nos d4

2 1 (K h\? (K\? (K-1% AR\
p = (n) < (5) i () e

A energia obtida de (4.94) pode ser identificada com a massa do monopolo. Essa € mais uma
diferenca com relacdo ao monopolo de Dirac, em que essa quantidade é um parametro livre, que
nao pode ser calculado pela teoria. A massa é uma grandeza especialmente importante no estudo
de monopolos, pois sua ordem de magnitude determina condi¢des experimentais nas quais um
monopolo deve ser encontrado. Em geral, ndo podemos calcular analiticamente a energia, mas
sua ordem de de magnitude € conhecida desde os trabalhos originais de ’t Hooft e Polyakov,
que concluiram ela é da ordem da massa das particulas W+ da teoria [27,28].

4.3.1 Limite de Bogomol’nyi

Assim como o modelo de Nielsen-Olesen, a teoria de Yang-Mills-Higgs foi um dos exem-
plos considerados por Bogomol’ny em seu cléssico trabalho [59], em que a existéncia de um
vinculo de Bogomol’nyi foi estabelecida para o caso A — 0, que corresponde ao limite em que
a massa do béson de Higgs tende a zero. Assim como no caso abeliano, é possivel encon-
trar um limite inferior para a energia de cada setor topoldgico, e encontramos um formalismo
de primeira ordem para solu¢Ges com ou sem simetria rotacional. Note que quando A =0 a
condi¢do de energia finita ndo demanda |¢| — Vv no infinito, mas vamos continuar impondo
esse comportamento por meio das condi¢des de contorno, o que permite que o limite de Bogo-
mol’nyi seja visto como uma aproximagio valida para valores pequenos, mas finitos, de A. Na
referéncia [156], os autores desenvolvem uma discussdo mais profunda sobre a relagcdo entre
sistemas BPS e o caso geral A # 0, e é demonstrado que a massa (que corresponde a energia
de Bogomol’nyi do monopolo) pode ser escrita como uma série de poténcias em my, /My, em
que My € a massa das componentes do campo de gauge ortogonais a ¢. A energia de Bogo-
mol’nyi corresponde ao termo de ordem zero nessa expansdo. No limite A — 0, a energia de
um monopolo estético se escreve

E=— / d®x Tr (D@ Dy + BiBy)
Q (4.95)
=— /Qd3x {Tr (BxBy £ BiDy¢ £ Dy ¢ By + D9 Dy ¢) F 2Tt (B D) }
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em que £ denota o espaco tridimensional euclidiano. Para escrever o ultimo termo de (4.95),
usamos a propriedade Tr(AB) = Tr(BA). Notado seja que, pela identidade de Bianchi, vale
Tr (SOiijjk) =2Tr (DkBk) =0, donde

Tr (BiDi9) = Tr (BiDy¢) + Tr{(DiBi) ¢ } = Tr{Dy(Bx¢)},
= Tr{dk(Br9)},

em que a dltima igualdade decorre do fato de que o trago de qualquer comutador é nulo. Temos,
portanto

(4.96)

E= —/ d*x Tr{ (By kaqb)z}i—Z/ dSK Tr (Bi¢), (4.97)
Q 2Q

em que, na segunda integral, foi realizada uma integracdo por partes para mudar a regido de
integracdo de Q para sua fronteira dQ, que pode ser identificada com S5'. Mas sabemos que, no
infinito, Fy = fuv®, e |¢| = 1, de modo que a proje¢do —2Tr (B¢ ) dd simplesmente a com-
ponente by do campo magnético. O ultimo termo € entdo o valor absoluto do fluxo magnético
em S5, que jd calculamos. Entdo temos o vinculo de Bogomol’nyi

E > 4n|N|, (4.98)
o qual € saturado se, e somente se,

By = FDy¢, (4.99)
que sdo as equagdes BPS da teoria. A equacdo By = —D;¢ dd um monopolo, enquanto a

restante descreve um antimonopolo BPS. E f4cil demonstrar que as solucdes BPS satisfazem as
equagdes de segunda ordem. De By = —D¢ vem DyDy¢ = —D;By =0, que é o caso A =0
de (4.14). Por outro lado, a lei de Gauss € trivialmente satisfeita e, para verificar as outras
igualdades em (4.15), note que (4.55) e as equagdes de Bogomol’nyi implicam

. . 1/ . .
D;F* = eMD;B =3 (£™D,D16 +%DiD;9)
(4.100)

1 .
= Eejlk[DjaDl]q)a

Comparando a ultima expressao de (4.100) com (4.8), vemos que o comutador que aparece €
simplesmente [Fj;,¢], de modo que podemos usar novamente a defini¢do de B e (4.99) para
deduzir, finalmente .

D;F* = [B*, 9] = [9,D"¢), (4.101)
que completa a demonstrac@o. Esses resultados mostram que equacdes BPS existem em qual-
quer setor topoldgico. Podemos substituir o ansatz simétrico em (4.99) para encontrar a forma
que elas tomam nesse caso. Na prética, € menos trabalhoso usar (4.94) e minimizar diretamente
a energia, que fica

= -1\ (Wr—h? _(2—1)(Hr—h)
E=4n | d +2
717/0 r{( V2r ) + 2r2 2r2

- (k% — 1)r(2h’r—h) +k,2}

o 2 2 2
47:/ dr{(ﬂcik) +1(k 1iﬁﬂph’> ii{ﬁ(l—kz)l}
0 r 2 r r dr | r
k

= h S 2
47:/0 dr{(Tik’> 55 (K= 15 (v )] }+47r,

(4.102)
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que conduz ao vinculo de Bogomol’nyi E > 4m, o qual corresponde, como deveria ser, ao
caso |N| =1 de (4.99). De (4.102) lemos a versdo esfericamente simétrica das equacgdes de
Bogomol’'nyi:

rk' = Fhk, (4.103)

1—k>=+(rk' —h), (4.104)

em que os sinais superiores correspondem ao monopolo e os inferiores ao antimonopolo. Sur-
preendentemente para um sistema com essa complexidade, uma solu¢do analitica das equacdes

de movimento é conhecida no limite de Bogomol'nyi. Com efeito, as equacdes de Bogomol’'nyi
para o monopolo sdo resolvidas por

h(r) = rcoth(r) — 1 (4.105)
© r
k(r) = Snh ()’ (4.106)

como pode ser verificado por substitui¢do direta. Um antimonopolo € obtido pela inversdo do
sinal de &(r). Essas solu¢des foram encontradas por Prasad e Sommerfield em 1975 [60], antes
do famoso trabalho de Bogomol’nyi. Embora nenhuma mencao tenha sido feita as equagdes de
primeira ordem no trabalho de Prasad e Sommerfield, eles foram os primeiros a analisar o limite
A — 0. O comportamento das fungdes |@| = h(r)/r e k(r) esté representado na figura 4.1. Note
que h(r) tem exatamente um zero, como haviamos previsto, e é estritamente crescente. Por
outro lado, k(r) é uma fung¢@o estritamente decrescente que varia de 1 a 0, de forma consistente
com as condi¢des de contorno. Note que |¢| se aproxima de seu valor assintdtico de forma
bastante lenta em comparacio a taxa com que o médulo do campo de gauge se aproxima do
vacuo. Embora a solucdo de Prassad-Sommerfield s seja valida no limite de Bogomol’nyi, seu
comportamento é qualitativamente similar ao encontrado para A finito, investigado via métodos
numéricos [156].

~ =

10 20 3 6

Figura 4.1 Grificos de |¢| = h(r)/r (em preto) e k(r) (em violeta) para o monopolo de Prasad-
Sommerfield

A forma analitica de qualquer outra solucdo das equagdes de Bogomol’nyi nao é conhecida
até o momento, mas solugdes BPS com qualquer N existem e podem ser construidas por varios
métodos. Na referéncia [120], € demonstrada a existéncia de solugdes BPS correspondentes a
configuracdes com N monopolos. Uma solugdo desse tipo deve ndo apenas satisfazer as equa-
coes de primeira ordem, como também possuir zeros distintos que possam ser interpretados
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individualmente como os centros de cada um dos monopolos. A demonstragdo € feita “jun-
tando” monopolos de Prasad-Sommerfield distantes e mostrando que essa construg¢do aproxima
uma solugdo exata das equacdes BPS. Fisicamente, esse € um resultado surpreendente. Afinal,
esperariamos que houvesse uma interagdo entre dois monopolos magnéticos, de modo que as
equagdes BPS (que s6 fornecem solucdes independentes do tempo) seriam presumivelmente
violadas. O resultado estabelecido em [152], onde se constata que a forca entre monopolos
de mesma carga é nula, joga alguma luz nessa discussdo. A interacdo entre essas particulas
€ composta por duas contribuicdes distintas: uma interagdo escalar atrativa, intermediada pelo
bdéson de Higgs, e uma que € a versao magnética da lei de Coulomb. Ambas as for¢cas decaem
com 72 e, para dois monopolos de mesma carga, as duas contribui¢des se cancelam, o que
possibilita a existéncia de solugdes estaticas com N monopolos. Uma solucio representando
um par monopolo-antimonopolo (ou generaliza¢des) pode ser construida, mas nesse caso as
duas contribui¢es da forca serdo atrativas, de modo que uma tal solucdo ndo pode ser BPS. E
curioso observar que a “lei de Coulomb” para monopolos pode ser inferida apenas com base
nas propriedades das solugdes [152]. Isso estd longe de ser 6bvio, ja que na teoria de Maxwell
€ necessdrio postular a forca eletromagnética, que nao pode ser deduzida pelas equacdes de
campo [35].

4.4 Dyon de Julia e Zee

Note que nada na nossa discussao proibe a presenca de carga elétrica nas solugdes de (4.14)
e (4.15), ja que nenhuma condig¢do sobre essa quantidade foi suposta. Fora do monopolo, vimos
que fyv satisfaz as equagdes de Maxwell com J# = 0, mas carga e campo elétrico podem emer-
gir sob as mesmas condicdes em que encontramos seus andlogos magnéticos, com uma fonte na
regido em que a simetria SU(2) ainda se expressa. Sabemos que toda solugdo topoldgica dessa
teoria deve ter carga magnética, o que nos leva a considerar particulas que tenham, a0 mesmo
tempo, os dois tipos de carga. Solu¢des com essa propriedade foram denominadas dyons por Ju-
lian Schwinger, um dos pioneiros no estudo dessas particulas [157]. Quando a solugdo € estatica
(i.e, ndo possui energia cinética) vimos que a lei de Gauss € trivialmente satisfeita, impedindo
a presenca carga elétrica. Como essa € uma quantidade fisicamente observdvel, é claro que
nenhuma transformacdo de gauge poderd mudar esse fato. A primeira vista, pode parecer que
o estudo de dyons nos levard a uma situagdo bastante complicada envolvendo equac¢des depen-
dentes do tempo, mas uma solugdo bastante engenhosa e relativamente simples foi proposta por
Bernard Julia e Anthony Zee [111]. Em um trabalho publicado alguns meses apds o artigo de 't
Hooft, os autores propuseram uma simples generaliza¢do do ansatz estudado na secao anterior,
o qual mantém a simetria rotacional e s6 envolve fun¢des independentes do tempo. Tomamos
¢ e A; como na secdo passada e satisfazendo as mesmas condi¢des de contorno, e escolhemos
um calibre tal que

Af = 1ﬁ§EXh, (4.107)
r
com condig¢des as de contorno adicionais
lim j(r) = ar+p, (4.108) lim j(r) =0, (4.109)
r—reo r—0

em que o e f3 sdo constantes. Note que A, é paralelo a @, o que implica [A,, ¢] = 0, de modo
que a solugao satisfaz

Do = 0. (4.110)
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Usando esse resultado, podemos escrever a lei de Gauss na forma
DyE;, =0, “4.111)

que agora admite campos elétricos ndo triviais. Ora Ey = —diA, + [Ag,Ax] €, como o comutador
[Ap,Ay] € ortogonal a A, e, portanto, a ¢, deduzimos que a projecio de Ej ao longo da direcdo
de ¢ deve ser 2Tr (8kA0¢). O campo elétrico, que podemos definir pelo tensor de ’t Hooft, fica

_ |4 (i\]|;
e= Llr(r)}r. (4.112)

Assintoticamente, temos e = 37#/r>. Aplicando a lei de Gauss do eletromagnetismo em uma
superficie esférica que engloba toda a distribuigdo de carga, podemos determinar 8 = g, /4,

em que ¢, é a carga elétrica. Assim,
de

e= Pl (4.113)
que é o campo resultante de uma distribui¢ao de carga elétrica esfericamente simétrica. Note
que ¢g. entra como um parametro da teoria, que s6 pode ser especificado por condicdes de
contorno que o fixem. A presenca do campo elétrico ndo afeta as consideragdes que levaram a
deducao da carga magnética e do campo produzido por ela, que continuam idénticos.

A ndo nulidade de A, ndo contradiz nossa afirmacdo de que é sempre possivel tomar A, =
0. De fato, ndo € dificil encontrar um calibre em que essa condi¢do € satisfeita: basta tomar
Y = exp{t(A§T*)} em (4.4). A razdo pela qual ndo tomamos esse calibre estd no fato de que
essa transformacgdo também altera os outros campos, que passam a depender do tempo. Devido
a forma particularmente simples do ansatz e as simplificagcdes que decorrem da observagdo
de que A, € paralelo a ¢, é simplesmente mais conveniente usar o ansatz de Julia e Zee. Ao
contrario do monopolo, essa solu¢do possui energia cinética, pois ExE; # 0. Pela forma do
ansatz, vemos que os campos sdo fungdes s6 de x, mas € importante notar que essa condi¢ao
¢ dependente do calibre, como acabamos de exemplificar. Se usarmos energia cinética como
critério para definir quando uma solugéo € estatica, obtemos uma condi¢do valida em qualquer
calibre. Veja que o monopolo’, por exemplo, pode ser descrito por funcdes dependentes do
tempo (nesse caso serd invalido tomar A, = 0) mas, se o fizermos, ainda teremos 7 = e = 0.

Vamos agora escrever as equacdes de movimento em termos do ansatz. Ora By, ¢ e as deri-
vadas dessas quantidades ndo mudam, entdo sé precisamos considerar os termos que dependem
de E; e Ay nas equagdes de movimento. Em particular, isso implica que (4.84) continua vélida,
de modo que ainda temos

B —2hk?* = Ah(h* — ). (4.114)

Em principio, precisariamos agora substituir (4.107) e encontrar as outras equacdes de mo-
vimento. Felizmente, podemos evitar a maior parte dos calculos envolvidos por meio de uma
observacao bastante simples, conhecida na literatura como correspondéncia de Julia e Zee [149].
Observe que a forma de A, é perfeitamente andloga a de ¢, além de eles serem, como vimos,
paralelos. Além disso, note que, como dyA; = 0, vale

Ep = — Ao — [Ar, A] = —DyiA,. (4.115)

Entdo a lei de Gauss fica simplesmente DDAy = 0, que € formalmente idéntica ao caso
A = 0de (4.14) se fizermos a correspondéncia entre A, e ¢. Portanto, a lei de Gauss se escreve

j’—2jk*=0. (4.116)

TNesta secdo, estamos usando a palavra “monopolo” para nos referir as solucdes que s6 tem carga elétrica,
embora os dyons também sejam magnetos de um tinico polo.



4.4 DYON DE JULIA E ZEE 91

Para calcular equacdo de movimento restante, note que (4.115) permite que as componentes
espaciais de (4.15) sejam escritas na forma

D,;F* = [¢,D"¢] — [A¢, D*A,]. (4.117)

Como D;F /X ndo possui nenhum termo que dependa de ¢ ou de A,, as contribui¢des dos comu-
tadores em (4.117) sdo andlogas. Na secdo anterior, calculamos o caso A, = 0, e vimos que a
contribuicio de [¢, D] para (4.78) se resume ao termo —h’k/r?, o tinico que depende de /().
Usando a correspondéncia de Julia e Zee e notando o sinal negativo em (4.117), concluimos
que (4.117) equivale a

k”—r—kz(hz—erkz—l):O, (4.118)
que completa as equagdes de movimento do dyon de Julia e Zee. Assim, o “preco’” que pagamos
para incluir a possibilidade de carga elétrica no monopolo de ’t Hooft-Polyakov é bem menor do
que o podiamos razoavelmente esperar: ganhamos uma nova equacao andloga a que ja tinhamos
para o campo escalar e um termo adicional — j?k/r? em (4.118). Pela forma dessas equagdes,
vemos que A, € ¢ ndo influenciam diretamente a dindmica um do outro, algo que ja foi notado
pelos autores do ansatz [111]. A correspondéncia entre A, e ¢ s6 ndo é perfeita por causa do
sinal negativo que aparece em (4.118). Fora isso, a componente temporal do campo de gauge
se comporta, em muitos aspectos, como se um novo tripleto de campos escalares tivesse sido
adicionado ao modelo. A analogia fica ainda mais forte no limite A — 0, o que sugere um
vinculo de Bogomol’nyi sob as mesmas condi¢des que levaram a (4.99). Esse vinculo de fato
existe, e serd examinado na préxima subsecdo. No caso geral, a existéncia de solu¢des para
essas equagdes também foi demonstrada [154]. Sua estabilidade, entretanto, € uma questao
mais complicada, que em geral depende do valor da carga elétrica. Como essa solucdo pertence
ao mesmo setor topoldgico do monopolo de 't Hooft Polyakov, € natural nos perguntarmos
se o dyon poderia decair em uma configuracdo que inclui um monopolo e outras particulas
carregadas. Simulagdes numéricas parecem negar essa possibilidade [111].

Finalmente, vamos calcular a densidade de energia. Ora sabemos que o funcional U[¢,A,]
tem a mesma forma que tinha no monopolo de 't Hooft-Polyakov (para o qual ele era a propria
energia), ja que nenhum dos termos que o compde sofre qualquer alteracio formal®. A, contribui
apenas para a energia cinética, que tem, por (4.19) e (4.115), a forma

1
T = E/de|DkA0|2, (4.119)

que é perfeitamente andloga a contribui¢do da parcela |Dy¢ |2 /2. O uso de (4.94), de (4.90) e da
correspondéncia Julia e Zee, nos conduz a
oo\
(=)
r
(4.120)

) k2h2+ Ko h 2+ K 2+(k2—1)2+?t
y) —m — _——— —_ _— —_
p A 2 4
"Nos referimos aqui a forma desse funcional quando escrito em termos de % e k. E claro que, se calcularmos

explicitamente as integrais em cada caso, podemos obter resultados distintos.
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4.4.1 Limite de Bogomol’nyi

Dadas as analogias entre as solugdes de ’t Hooft-Polyakov e o dyon de Julia e Zee, € natural
procurar estender a andlise da subse¢ao 4.3.1 para tentar incluir dyons. As equacdes BPS apare-
cem, novamente, no limite em que a massa do campo de Higgs € nula. Observando as equacdes
de movimento que encontramos acima, vemos que nesse limite a correspondéncia entre A, €
¢ € a mais forte possivel. Entretanto, a presenca de energia cinética dificulta nossa andlise. O
problema € que ndo basta procurar o minimo da energia em um dado setor topoldgico, pois ele
corresponde ao monopolo BPS sem carga elétrica. Para procedermos, precisaremos assumir
ge # 0, e impor vinculos que possibilitem a execu¢do do procedimento de Bogomol’'nyi. Na
busca por equacdes BPS do monopolo, usamos a igualdade DBy = 0, que segue da identidade
de Bianchi. Precisaremos de uma relagdo andloga que envolva os Ej, 0 que nos motiva a impor a
condicdo Dy¢ = 0, que implicard em (4.111) se for suposto (e serd) que os campos independem
do tempo. Para desenvolver os cdlculos, seguiremos o procedimento introduzido em [158], em
foi usada uma constante o para escrever o funcional de energia na forma

E=— / d*x Tr (sin® aDy Dy + ExEy.) — / d*x Tr (cos” aDy§Dxd + BiBy),  (4.121)
Q Q

em que continuamos a usar a letra E para a energia, acreditando ser improvavel alguma confu-
sdo com os campos E;. Em cada uma dessas integrais, completamos quadrados seguindo um
procedimento matematicamente idéntico ao realizado para o monopolo, e encontramos

E= —/ dx {Tr [(Ey £ sinaDy)?] + Tr [ (By £ cos aDy)?] }

Q (4.122)

:i:Z/ d®x {Tr (Esin oDy ¢ + Bycos D)} .
Q

Como a desigualdade de Bianchi sempre vale, ainda podemos usar (4.96) para escrever
Tr (ByDy9) = Tr{(dBx)9 }. Sob as hipéteses consideradas, vale DyE; = 0, de modo que pode-
moSs usar 0 mesmo argumento para escrever

Tr (ExDi9) = Tr{(dkEx)9} , (4.123)

que contribui para (4.122) com uma integral de fluxo para e. Assim, temos

E= —/ dx {Tr [(Ex — sinaDy9)*] } qcz/ dS* Tr (cos aBy + sin aEo) ,
Q Q

(4.124)
> Ep = 47|N|cosa +|g.|sine,
com igualdade se, e somente se
Ejp = FsinaDy9, (4.125)
By = FcosaDyo. (4.126)

Quando o vinculo de Bogomol’nyi € saturado, encontramos uma relacdo entre g,, € g., 0 que
também fornece uma interpretagdo para o parametro . Com efeito, podemos dividir (4.126)
por cosa e substituir o resultado em (4.125). Projetando a equagdo resultante ao longo da
direcdo de ¢ e integrando em uma esfera de raio infinito, deduzimos

9 _tana, 4.127)

dm
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de modo que & nos fornece uma representagdo geométrica da razdo entre g, € g,,. Podemos
escrever a energia de Bogomol’nyi na forma

Eg=1/q%+ (4nN)>2. (4.128)

Note-se que o vinculo de Bogomol’nyi do dyon € peculiar em vérios aspectos. Ao contrario
dos outros exemplos que analisamos, o dyon nao € a solucdo de menor energia em um dado
setor topologico, de modo que o procedimento de Bogomol’nyi leva a minimizagdo da energia
apenas quando a presenga de carga elétrica € imposta. A condi¢do Dy¢ = 0 também teve que
ser imposta ad-hoc. Ainda assim, essas solu¢des sao andlogas aos monopolos BPS em diversos
aspectos. Em particular, um par de dyons BPS bem separado com cargas magnética e elétrica
iguais ndo experimenta forca [159]. E naturalmente possivel encontrar novamente a forma que
as equacdes de primeira ordem assumem no caso de simetria rotacional, mas podemos obter
uma solucao analitica para o dyon BPS usando (4.125) e (4.126) diretamente. Por simplicidade,
vamos a partir de agora considerar apenas as equagdes com sinal superior, ja que as restantes
podem ser recuperadas pela transformacdo ¢ — —¢@, Ay — —A,. Ora, é ficil ver que cos ¢
satisfaz as equacdes (4.99), cujas solucdes ja conhecemos. Com o uso de (4.115), podemos
ainda escrever

DA, = tanaDy(cos o), (4.129)

0 que nos revela que a equagdes de primeira ordem sdo resolvidas por

h(r) = sec oe[rcoth(r) — 1], (4.130)

j(r) =tanha[rcoth(r) — 1], (4.131)
r

K= Gant) (4.132)

que € equivalente ao resultado encontrado por Prasad e Sommerfield no mesmo trabalho em
que a solucdo analitica para o monopolo de 't Hooft-Polyakov foi apresentada pela primeira
vez [60]. As fungdes h(r)/r e j(r)/r ttm comportamento qualitativamente idéntico ao visto
no grafico a esquerda na Figura 4.1, ja que diferem da funcdo plotada apenas por um fator
multiplicativo constante, enquanto k(r) ndo muda. Note-se que, quando r — oo, temos || —
sec o, que vale um somente quando tanha = 0, o que evidentemente nos leva de volta ao
monopolo sem carga elétrica. A energia do dyon BPS ¢é dada por (4.128), e € finita porque,
no caso A = 0, a condigdo |¢| — 1 ndo precisa ser satisfeita no assintoticamente. Como |¢|
continua tendendo a um valor constante, ainda € possivel definir os campos elétrico e magnético.
Entretanto, note que esse fato impede que essa solugdo seja vista como uma aproximacgao para
valores pequenos de A. Para obter uma soluc@o consistente com as condi¢des de contorno do
problema original, precisamos efetuar uma reescala nos campos [62]. Uma tal solu¢do pode
ser encontrada se considerarmos coordenadas &' tais que x' = cos@&!. Entdo cosaVe(x) =
Ved(&). Podemos introduzir Az = cos ®A(x), para definir a operagdo Dz (&) = Ve (&) +
[Az(€),¢(€)]. que usamos para escrever (4.126) na forma

B=-D;9(&), (4.133)

que d4 as solugdes h(r) = hy(rcosa) e k(r) = ky(rcosa), em que hy, e ky, sdo as solugdes de
Prasad-Sommerfield para 0 monopolo. Por outro lado, (4.125) fica DgA, = sin Ocng)(é), que
nos conduz a solucdo j(r) = sin &thy,(rcosa).



CAPITULO 5

Conclusao e perspectivas futuras

“And in the end, the love you take, is
equal to the love you make...”

The Beatles

Neste trabalho, foram abordados defeitos topoldgicos de energia finita em teoria de campos.
Conduzimos uma investigacdo sistemdtica de alguns dos diversos contextos em que essas es-
truturas se manifestam, e buscamos enfatizar as semelhancas entre essas solu¢des. Conquanto
a complexidade matemadtica dos sistemas considerados tenha evoluido gradativamente ao longo
do trabalho, aumentando desde o kink do modelo ¢* aos muito mais desafiadores monopolos
e dyons, € notdvel que muitas das ideias apresentadas desde os primeiros modelos nos acom-
panharam até o fim. Exemplos incluem a presenca de invariantes topolégicos que permitem
a classificacdo das solugdes, a consequente estabilidade de defeitos topoldgicos contra decai-
mento no vacuo, a relacio entre defeitos de carga topoldgica com sinal oposto, o significado dos
zeros dos campos escalares, entre varios outros aspectos. Com a exce¢do do modelo ¢* inver-
tido, todas as teorias que estudamos apresentam quebra espontanea de simetria engendrada por
um campo escalar, bem como a consequente geragdo de massa por meio do famoso mecanismo
de Higgs.

Iniciamos o segundo capitulo tratando de alguns conceitos gerais, que solidificam a base
sobre a qual construimos o resto do trabalho. A seguir, estudamos modelos em (1,1) dimen-
sdes com um tnico campo campo escalar real, que constituem o paradigma mais simples em
que defeitos topoldgicos podem ser encontrados. Nesse contexto, foram examinados o kink e o
antikink do cldssico modelo ¢*, que apresenta simetria Z, e uma variedade de vacuo discreta,
que contém os campos triviais ¢ = +1. Estudamos também o modelo sine-Gordon, um dos
exemplos paradigmaticos de teoria com sdlitons, no sentido mais estrito da palavra. Diferen-
temente do modelo ¢*, essa teoria possui infinitas classes de solucdes distintas, caracterizadas
por uma carga topoldgica que pode tomar qualquer valor inteiro. A seguir, estudamos o inico
defeito ndo topolégico deste trabalho: o lump do modelo ¢* invertido, que foi incluido com
o objetivo de contraste. Comparamos essa estrutura, que pode ser deformada suavemente na
soluc¢do de vacuo, aos defeitos topologicos das se¢des que o precederam. Investigamos a es-
tabilidade linear desses trés defeitos, € mostramos que os kinks s@o estaveis, ao contrdrio dos
lumps. Avangamos entdo para modelos com dois campos escalares reais, ainda em duas dimen-
soes espaco-temporais. Introduzimos o método de Bogomol’nyi, mostrando que, para certas
classes de potenciais, € possivel estudar a teoria por meio de equagdes de primeira ordem. Mais
importante, as solugdes encontradas por esse método sdo minimos da energia, que devem ser
estaveis sob pequenas perturbagdes. Exemplificamos essas ideias usando o modelo BNRT, para
o qual existe um formalismo de primeira ordem e hd um fator integrante, que usamos para
obter uma expressdo geral para as drbitas descritas pelos campos. Seguimos com um trabalho
desenvolvido durante o mestrado, em que um campo auxiliar foi usado para controlar o compor-
tamento de um campo escalar ¢ em uma regiao do espacgo, simulando a presenga de um vinculo
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geométrico. As estruturas que emergiram nesse modelo foram denominadas multikinks devido
a presencga de degraus na vizinhanga de pontos nos quais a derivada de ¢ de anula. O compor-
tamento dessas solugdes € bastante interessante, e acreditamos que essas estruturas possam ser
usadas para diversos tipos de aplica¢des. Futuramente, podemos estender esse raciocinio para
teorias com mais de dois campos, ou incluir outros tipos de defeitos. Concluimos esse capitulo
apresentando o argumento de Derrick, que mostra a forma com que o requerimento de que as
solugcdes sejam estaciondrias sob uma reescala espacial limita a possibilidade de que teorias de
campo produzam solugdes estdticas, localizadas e de energia finita.

No terceiro capitulo, voltamos nossa aten¢do a teorias de gauge abelianas em que ha o aco-
plamento de um campo escalar que, novamente, engendra quebra de simetria, aos campos de
gauge da teoria. Essas teorias sdo muito diferentes das que foram estudadas no segundo ca-
pitulo, e nos fornecem um meio conveniente de evitar as limitagdes impostas pelo teorema de
Derrick. A simetria de gauge nesse capitulo é U(1), e o espaco-tempo considerado € tridi-
mensional. Nesse contexto, encontramos vortices, estruturas localizadas que prendem o fluxo
magnético, o qual é quantizado nessas teorias. Estudamos o modelo de Maxwell-Higgs, uma
generalizagdo relativistica da teoria de Ginzburg-Landau. A seguir, investigamos vortices em
um modelo de Chern-Simons, que apresenta propriedades Unicas em relacdo as outras teorias
discutidas neste trabalho, como o fato de que todas as soluc¢des topoldgicas da teoria sdo car-
regadas eletricamente. Encerramos o capitulo discutindo vortices com multiplas camadas, que
foram estudados em um trabalho publicado durante o mestrado. Em um procedimento andlogo
ao que levou aos multikinks, aumentamos a simetria de um sistema Maxwell-Higgs por meio
do acoplamento com outro subsistema, resultando na simetria U(1) x G. Apresentamos dois
modelos: um com G = Z; e outro com G = U(1), e observamos o surgimento de uma estrutura
interna nos defeitos, que diferencia esses vortices dos de Nielsen-Olesen. H4 a possibilidade
de implementarmos o aumento de simetria por meio de escolhas diferentes para G. Também
pode ser interessante examinar a presenca de estruturas desse tipo em teorias de Chern-Simons.
Essas possibilidades jé estdo em consideragdo. Em todas as teorias examinadas nesse capitulo,
encontramos solu¢des BPS no chamado acoplamento critico, caracterizado pela igualdade das
massas dos campos de Higgs e de gauge.

O quarto capitulo € dedicado a solu¢des com carga magnética na teoria de Yang-Mills-Higgs
em (3,1) dimensdes. Especificamente, escolhemos SU (2) como grupo de gauge, embora muitos
dos nossos resultados possam ser generalizados para outros grupos. Investigamos o mecanismo
a partir do qual a quebra espontinea de simetria faz com que a teoria se torne abeliana quando
os campos se aproximam do vicuo, o que permite a identificacdo do campo eletromagnético
nesse regime. E particularmente importante o resultado, que deduzimos sob hipéteses bastantes
gerais, de que qualquer solucdo de energia finita homotopicamente distinta do vdcuo possui
carga magnética. Investigamos a seguir duas solugdes esfericamente simétricas. A primeira é o
monopolo de ’t Hooft-Polyakov, que foi o primeiro defeito topoldgico encontrado na teoria. A
segunda € o dyon de Julia e Zee, que pode ser interpretada como uma particula que possui ao
mesmo tempo carga magnética e elétrica. Encontramos, no limite em que a massa do campo de
Higgs tende a zero, vinculos de Bogomol’nyi para esses dois tipos de solu¢do. Mostramos que,
surpreendentemente, existem solucdes analiticas de forma particularmente simples nesse caso.

Defeitos topolégicos compde uma drea extremamente vasta e diversa, com aplicacdes ili-
mitadas. Essa dissertacdo lidou com defeitos escalares, vortices, monopolos e dyons, mas ha
muitos outros defeitos interessantes na literatura, como Instantons e Skyrmions. Também po-
demos considerar situagdes em que a curvatura do espago-tempo € relevante, como ocorre em
modelos cosmoldgicos envolvendo defeitos escalares, teorias de mundo brana, entre outras. As
ideias que levaram aos artigos sobre multikinks e vortices com multiplas camadas podem ser
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generalizadas pra incluirem outros tipos de defeitos, com infinitas novas possibilidades.
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CAPITULO A

A.1 Um pouco mais sobre o tensor de energia-momento

Nesta secao demonstraremos alguns resultados que se revelardao fundamentais no cdlculo de
THY, e também iremos discutir, para referéncia, o significado de cada uma de suas componentes.

Primeiramente, temos que calcular a variagdo 0 g’lp , que aparece quando calculamos o ten-
sor de energia-momento por variagio da métrica. Observe-se que gPgyy = &) = g,v8g"P =
—g"Péguy , donde

8¢ = —g"g"P Sguv. (A1)

Também serd necessério o célculo da variacdo 8(4/|g|). Por simplicidade, assuma-se que o
determinante da métrica é negativo, de modo que |g| = —g. Se g > 0 bastard simplesmente
mudar o sinal no resultado que encontraremos. Temos

-1 bg

T2/ gog %t
1

=5V —80llog(s)] - (A.2)

uv

6(v-g)

Seja M uma matriz simétrica e invertivel, fun¢do de um parAmetro continuo &. Da introdu-
¢do de uma variacéo 8&, resulta [30]

Det(M + M
Ollog(DetM (&))] = log (%) (A.3)
=log[Det(1+X)], (A4)
em que X = M~ '8M e foi usada a relagio DetM ! = =5 e[M Mantendo apenas termos de pri-

meira ordem na expansio em série de poténcias da exponencial, podemos identificar o argu-
mento do determinante com ¢X. O uso da conhecida relacio det(e*) = ™4, em que Tr() é o
traco da matriz, permite escrever (A.3) na forma

8llog(DetM(&))] = Tr(X), (AS5)
donde | |
S(v—g) = —\/—_gglpégap = 5V 88uvs"" (A.6)

em que, na segunda igualdade, foi feito uso de (A.1). Usando esses resultados, supondo que
L ndo depende das derivadas da métrica e definindo £ de modo que L =./— [, podemos
escrever
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lguvi SgH, (A7)

/d"x\/ 3 5

de onde se 1€, pela defini¢do de 7y, e da derivada funcional, a férmula

8L’
Tov =25 v~ 8uvL, (A8)

vdlida quando a acdo € escrita em termos de uma densidade lagrangiana e quando as convengdes
sobre a assinatura métrica e o sinal de seu determinante forem da forma suposta neste apéndice.
No capitulo 4, trabalhamos em (3,1) dimensdes e usamos a assinatura (—,+,+,+). Nessa
situagdo, calcularemos 7,y via [36]

-2 S L

Tyy = \/—__gw = _28gﬂv +guv£ (A.9)
que garante, em particular, que a energia mantenha o sinal positivo apés a mudanca de assi-
natura. Os significados das componentes Ty, sdo facilmente extraidos da definicdo (2.7): eles
representam a densidade de energia (7y) € as componentes da densidade de momento linear
(T°). A interpretagdo das outras componentes do tensor pode ser feita por meio da andlise con-
duzida em [37], que consiste em estudar individualmente as equagdes d, Ty = 0 e I* Ty =0,
integrando-as e, finalmente, interpretando-as a luz do significado das componentes Ty, . Lista-
mos abaixo a interpretacdo de todas as componentes desse tensor:

* Tyo = p(t,x) é a densidade de energia. Sua integral sobre um volume V dé a energia
contida nesse volume;

e Tyx = —T corresponde ao negativo da k-ésima componente do vetor (7:1 w2, 3 ), que
devemos interpretar como a densidade de momento linear da configuragao ;

* Tj representa o fluxo da j-€sima componente de momento que atravessa, em uma uni-
dade de tempo, um elemento de superficie perpendicular a dire¢io definida por x*. Essas
componentes compoe o tensor T ; = —0y, 0 negativo do tensor de estresse do sistema.
Quando o estresse € isotrpico, as componentes diagonais 7y, representam a pressao.

A.2 Macos de fibra

Discutiremos agora alguns conceitos que nos ajudardo a colocar as teorias de calibre em
um patamar sélido. Nao dispomos de espaco suficiente para apresentar uma discussdo profunda
sobre essas ideias, e ao leitor interessado sdo recomendadas as referéncias [160-162]. Aqui, nos
contentaremos simplesmente em estabelecer os conceitos mais importantes. Dado um espaco E
e uma variedade X (espaco de base), como o espaco-tempo, definimos um mapa sobrejetivo

T E—X, (A.10)

que faz o papel de uma projecdo. E é um macgo de fibras se, V x € X, é possivel estabelecer
um homomorfismo entre nfl(x) e um espaco denominado fibra de referéncia, F. Para isso,
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devemos cobrir a variedade X com uma cole¢do de vizinhancas U; tais que exista, em cada
vizinhanc¢a, um homomorfismo

¥ n ' (U)— UixF (A.11)

que mapeia cada elemento p € £~ !(U;) em um par da forma (7(p), fi(p)). Procedendo dessa
maneira para todos os pontos de X, e lembrando que 7! (x) é um elemento de E, percebemos
que o mago de fibras é localmente similar a um produto cartesiano [160]. Em cada vizinhanca,
temos uma aplicacdo

firn '(x) = F, (A.12)

que ¢ um homomorfismo. Entretanto, um obstidculo é encontrado quando examinamos as in-
terse¢des U; NU;. Afinal, os f; foram estabelecidos localmente, e sua defini¢do faz referéncia
apenas a vizinhanca U;. Como garantir que nossa construc¢ao seja consistente nas interse¢oes?
A resposta emerge quando consideramos as funcoes de transigdo, definidas pela composi¢ao
tij=fif j_l, donde 7;;f; = fi. Se essas fun¢bes puderem ser descritas pela acdo de um grupo,
este é denominado grupo de estrutura. E de particular interesse o caso em que a fibra de refe-
réncia e o grupo de estrutura podem ser identificados com um mesmo grupo de Lie, G. Nesse
caso, o maco de fibras é o chamado Maco principal-G, que identificaremos pela letra P. Assim,
tij = gij € G, e vemos que essas fungdes definem operacdes que mapeiam a interse¢io U; NU;
em G, sendo essa aplicacdo efetuada por um elemento do préprio grupo. Essa acdo deve ser
fiel, de modo que a elementos distintos de G correspondam homomorfismos distintos. Portanto,
a agdo pela esquerda do grupo em si mesmo fica bem definida. Definindo os g;; em todas as
intersecdes, obtemos um atlas (G-atlas), estabelecendo uma conexdo entre a acao abstrata do
grupo e cada ponto da variedade.
Numa interse¢do tripla, vale a propriedade [161]

8ij&jk = &ik » (A.13)

que implica que g;; € a identidade, como € necessario por consisténcia, € que a inversa de g;; €
gji- Com isso, a acdo pela direita de G em r! (U;) fica bem definida, e se escreve

gp)=f""giifi(p)), xe€U, (A.14)

que € perfeitamente consistente na interse¢do U; NU;.
Outro conceito de que necessitaremos € o de secoes do maco de fibra, que sdo simplesmente
mapas o : X — E tais que
m(o(x)) = x, (A.15)

ou ¢ (x) = £~ (x). Em geral, essas aplicacdes s6 podem ser definidas em uma vizinhanga de x.
Mas lembre-se que o formalismo desenvolvido até aqui nos permitiu criar um atlas que cobre
o espaco X, e as funcdes de transicdo possibilitam a passagem de uma vizinhanca a outra. As
se¢des podem ser mapeadas, pelos f;, em G e escritas na representagdo R : G — GL(V) do
grupo, permitindo que a acdo de G na secdo fique perfeitamente definida em todo o espago.
Em particular, sdo relevantes as secoes identidade, denotadas por o; e definidas pela relagao
fi(o;) =1, em que I é a identidade em G. Usando as propriedades das fungdes de transi¢do,
podemos deduzir

ci = [ (fi(o}) = 8ij0;. (A.16)
Dado um maco principal-G e um espago vetorial V (em geral complexo) de dimensao finita
e uma representacao, construimos um maco de fibras associado, que possui 0 mesmo espago
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base e grupo de estrutura, e tem V como a fibra de referéncia. As se¢cdes do mago associado
correspondem aos campos de matéria. A representacdo mapeia G no espago de operadores
lineares que atuam em V e, portanto, define a acdo do grupo nos vetores de V. Podemos definir
uma acao pela esquerda em P x V da seguinte forma [162]

g (p,v) = (pg ", R(g)v), (A.17)

que d4 origem ao espaco quociente A = (P x V) /G'. O quociente identifica pontos (p,v) que
estdo relacionadas pela agdo a direita de g em Pe g~!' em V. Notado seja que cada R implica em
um maco associado diferente, entdo € sempre necessdrio especificar a representacdo utilizada,
embora ela fique, frequentemente, implicita na literatura. Definimos a projecao

T A—X (A.18)

de forma natural pelo requerimento de que os pontos a € A que pertengam a mesma classe de
equivaléncia que (p,v) sejam projetados de acordo com 7’(a) = 7(p). Usamos a representacdo
para obter as fungdes de transi¢do #;; = R(g;;) de A a partir das de P. Os campos de matéria &
s@o definidos como as se¢des locais do maco A.

Fixar um calibre significa escolher, para o mago principal, uma se¢éo local o (x), com o uso
da qual podemos escrever, para cada x, ® = [6(x), @ (x)], usando definicdo de A. Diferentes
escolhas de o implicam em diferentes ¢(x), o que equivale a escrever essa quantidade em
uma nova base. Essas escolhas estdo relacionadas por transformagées de calibre, e € por isso
que os objetos mensurdveis devem ser independentes do calibre: quantidades que podem ser
conectadas por uma tal transformacdo diferem meramente por uma escolha de base, que nao
pode ter significado fisico. As transformacdes de gauge sdo mapas da forma ¥; : G — U;, € uma
composi¢do com a representacdo de G nos leva a

Ry ' Ui — GL(V), (A.19)

cujo resultado € um operador que atua em V. Com a transformacdo de gauge, as fungdes de
transicao s@o modificadas de acordo com a regra

g =vgiY; (A.20)

que, por (A.16), resulta em novas segdes identidade, o que € outra forma de entender o signi-
ficado das transformagdes de calibre. Por (A.19), vemos que, como ¢ € V, o efeito da trans-
formacdo de calibre fica perfeitamente definido em cada vizinhanca. Em particular, é possivel
escolher a representacdo de modo que a acdo dessa transformagao possa ser identificada com a
multiplicacdo de uma matriz unitdria nxn e @ fica escrito como um vetor, em geral complexo,
com n componentes que se transformam de acordo com a regra

0% =y",0", (A.21)

onde 7, é uma matriz unitdria. No caso do grupo abeliano U(1), a fibra V pode ser tomada
como o corpo dos complexos. As representacdes de U (1) sdo unidimensionais e podemos tomar
a “matriz” Y como um nimero complexo de médulo 1, que atua na fibra por multiplicagdo direta.

TUm espaco quociente M/r é formado por classes de elementos do espaco que sdo equivalentes com respeito
a relacdo r, com a topologia definida de maneira que um subconjunto do espago seja um aberto se, € somente se,
a unido de seus pontos formar um aberto em M [163]. Intuitivamente, € como se estivéssemos “colando”, isto é,
identificando, pontos de M que pertencem a uma classe de equivaléncia.
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