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Resumo

Neste trabalho nosso principal objetivo é estudar os resultados apresentados no artigo “Cha-
racterizing horospheres of the hyperbolic space via higher order mean curvatures”de Cicero P.
Aquino, Halyson I. Baltazar e Henrique F. de Lima, no qual os autores apresentaram resulta-
dos de caracterizagao de horoesferas do espaco hiperbolico no contexto de curvatura média de
ordem superior. Assim, para atingir este objetivo, apresentamos a r-ésima curvatura média,

as transformagoes de Newton e o operador diferenciavel L,.

Palavras-chaves: Horoesfera. Espaco Hiperbdlico. Curvatura Média de Ordem Superior.

Transformagoes de Newton.



Abstract

In this work our main objective is to study the results presented in the article “Characte-
rizing horospheres of the hyperbolic space via higher order mean curvatures”by Cicero P.
Aquino, Halyson I. Baltazar and Henrique F. de Lima. In this article the authors presented
characterization results of horospheres in hyperbolic space in the context of higher order
mean curvature. So, to achieve this goal, we also present the r-th mean curvature, Newton’s

transformations and the differentiable operator L.

Keywords: Horospheres. Hyperbolic Space. Higher Order Mean Curavture. Newton’s Trans-

formation.
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Introducao

O estudo da geometria das hipersuperficies completas com curvatura média constante em
um espaco Riemanniano constitui uma teoria classica e frutifera dentro da analise geométrica.
Neste sentido, Alias e Dajczer provaram em seu artigo intitulado “Uniqueness of constant
mean curvature surfaces properly immersed in a slab”que as horoesferas sao as unicas su-
perficies imersas em H? com curvatura média constante —1 < H < 1 e que estao contidas
em uma slab.

Além disso, Aquino e de Lima provaram em seu artigo “On the geometry of horosphe-
res” que uma hipersuperficie ¥ completa imersa em uma slab de H"*' com curvatura média
limitada —1 < H <lea' € £(X) é uma horoesfera, onde a € L"*2 é o vetor que determina
esta horoesfera.

No artigo “Characterizing horospheres of the hyperbolic space via higher order mean
curvatures”os autores obtiveram resultados de caracterizagao de horoesferas do espaco hi-
perbdlico H" !, além disso estes resultados traziam hipéteses relacionadas com o conceito
de curvatura média de ordem superior de hipersuperficies. Mais ainda, os autores também
apresentam exemplos que mostram como as hipoteses sobre a r-ésima curvatura média sao
indispensaveis.

Portanto, este trabalho tem como objetivo principal estudar os resultados obtidos em
[1] e seus exemplos. Para atingir este objetivo serd necessario uma descri¢ao preliminar de
topicos sobre teoria das imersoes, estudo das curvaturas de ordem superior, bem como uma

descricao detalhada do espago hiperbdlico, apds isto devemos iniciar o estudo especifico do

10



SUMARIO 11

artigo.

No capitulo 1 iniciaremos com alguns conceitos preliminares que serao importantes para o
melhor entendimento dos outros capitulos deste trabalho, portanto, apresentamos a segunda
forma fundamental e o operador de Weingarten, com os quais concluimos as férmulas de
Gauss e Weingarten, logo depois nos restringimos ao caso em que nosso objeto de estudo é
uma hipersuperficie e, sob este ponto de vista, apresentamos o conceito da r-ésima curvatura
média H,, da r-ésima transformacao de Newton P, e do operador diferencial L.

No capitulo 2 iniciaremos apresentando o espaco de Minkowski "2 e o espaco hiperbélico
H"™!, também concluiremos neste capitulo, que o espaco hiperbélico é uma variedade Rieman-
niana com curvatura seccional constante. Por fim, apresentamos alguns resultados técnicos
usados para a demonstracao dos principais resultados de [1].

Finalmente, no capitulo 3 apresentaremos os resultados obtidos em [1] e os exemplos.
Inicialmente sera apresentado o conceito de horoesfera, que é uma hipersuperficie completa e
totalmente umbilica do espago hiperbdlico com curvatura média constante e igual a 1. Logo
depois apresentaremos os teoremas e exemplos que mostram a importancia das principais
hipoteses propostas nos teoremas.

O apéndice A apresenta alguns conceitos bésicos de geometria Riemanniana que foram

admitidos como conhecidos pelo leitor nos capitulos iniciais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo iremos nos dedicar a apresentar, de forma introdutoria, alguns
conceitos que serao utilizados nos proximos capitulos desta dissertagao. Dentre os conceitos
aqui apresentados vale destacar o da r-ésima curvatura média, H,, o qual serd de fundamental
importancia no decorrer desta dissertacao. Também apresentaremos os conceitos da r-ésima
transformacao de Newton e o seu r-ésimo operador diferencial, L., associado. Mostraremos
também algumas equacoes importantes para os futuros capitulos deste trabalho, como as
formulas de Gauss e de Weingarten.

Por fim, vale destacar que neste capitulo o espaco ambiente M considerado serd uma
variedade Riemanniana' arbitraria e neste primeiro momento iremos considerar uma imersao
isométrica, h : M — M, de uma variedade diferencidvel M em M. Mais & frente, ainda
neste capitulo, iremos estudar o caso em que M é uma hipersuperficie de M (conceito este
que veremos mais adiante) e, apenas nos préximos capitulos, iremos nos restringir ao caso
que realmente nos interessa, que é quando o espaco ambiente ¢ o espaco hiperbélico H" ™, o

qual estd contido no espaco de Minkowski I1."+2.

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana.

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

1.1 Segunda Forma Fundamental, Féormulas de Gauss
e Weingarten

Inicialmente, queremos introduzir o conceito da sequnda forma fundamental, conceito este
que sera importante para definirmos as formulas de Gauss e Weingarten e, posteriormente,
a r-ésima curvatura média H,. Para isso, considere primeiramente o caso geral em que

—k=n+m , .

h: M* — M é uma imersao® de uma variedade diferenciavel M de dimensao n em

uma variedade Riemanniana M de dimensdo k = n + m.

Definicao 1.1.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M uma forma
bilinear, simétrica e positiva definida g, no espago tangente T,M , que varia diferencialmente
no sequinte sentido: se x, : U, C R"™ — M € uma parametrizacao em torno de p, com
q = (x1,...,x,) € Uy, entdo g (%(q), ai%(q)) = g;j(21,...,xn) € uma fungdo diferencidvel

em U,.

Definido o conceito de métrica Riemanniana, veja que a métrica Riemanniana g de M
induz, de maneira natural, uma métrica Riemanniana g em M, pois para todo p € M

podemos tomar u,v € T,M e definir:

9(u,v) = g(dhy(u), dhy(v)), (1.1)

onde dh,, : T,M — T, M representa a diferencial da imersdo h no ponto p € M. Neste caso,
temos que h é também uma isometria, e dizemos que h é uma imersao isométrica.
Voltando ao caso em que h : M"™ —s M"™™=F & uma imersao, entao para cada p € M,
existe uma vizinhanca U C M de p, tal que h(U) C M é uma subvariedade de M. De fato,
existe uma vizinhanga U C M de p, tal que a restrigao h}U : U — M é um mergulho® (cf.
Proposicao 3.7 do capitulo 0 de [17]), o que implica que h(U) é uma subvariedade de M.

Como h(U) é uma subvariedade de M, existe uma vizinhanca U C M de h(p) e um

2Tmersao é uma funcio entre variedades diferencidveis que é diferencidvel e cuja derivada é injetiva em
todo ponto.

3Mergulho é uma imersdo que ¢ também um homeomorfismo sobre sua imagem.

4Vocé pode conferir isto no capitulo 6 de [25], exemplo 2.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

difeomorfismo &€ : U — V C R¥ em um aberto V de R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente
h(U) N U em um aberto do subespaco R" C RF. De fato, sendo h uma imersao, ela é
localmente injetiva®, assim, tomando U suficientemente pequeno, temos que a dimensio de
h(U)NTU éigual an.

Portanto, para simplificar a notagao, iremos identificar U com h(U) e cada vetor v € T, M,
q € U, com dh,(v) € Th(q)ﬂ. Observe que com estas identificacoes h é uma imersao
isométrica, pois a Equagao 1.1 é satisfeita, e podemos estender um campo local (definido
em U) de vetores em M a um campo local (definido em U) de vetores em M®, pois se U é
suficientemente pequeno tal extensao é sempre possivel, para isso basta usarmos o difeomor-
fismo ¢ citado anteriormente.

Além disso, sendo h : M — M uma imersdao isométrica, entdo para cada p € M,

podemos escrever T, M como

TPM = TpM D (TpM)L>

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M determinado pela métrica g, ou

seja, dado v € T,M, p € M, podemos escrever

v=v'+vt v eT,M, vte(T,M)"

T 1

Denominamos v' a componente tangente de v e v— a componente normal de v. Vale
ressaltar que a aplicacio de T,M em (T,M)" dada por v — v e a aplicagao de T, M em
(T,M)* dada por v — vt sdo lineares (cf. capitulo 4 de [18]).

A conezio de Levi-Civita” de M com a métrica Riemanniana g serd indicada por V. Se

X e Y sdo campos locais de vetores em M, e X, Y sdo extensoes locais a M, definimos
VxY = (VYY) (1.2)

A conexao V definida acima é a conexao de Levi-Civita de M com a métrica Riemanniana

g. De fato, denotando por X(U) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em U

Confira isto no teorema 2 do capitulo 6 de [23].
60u seja, o campo local de vetores em M é um subcampo do campo local de vetores em M.
"Para mais informagcdes sobre conexdes, consulte capitulo 2 de [17]
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vizinhanga de p em M e C*°(U) o anel das fungoes reais de classe C* em U, se X,Y, Z € X(U)
e feC®U), entao

VxivZ=Vx52) =(VxZ+V52) = (Vx2)" + (V32)' =VxZ +VyZ,

onde na segunda igualdade usamos a propriedade de linearidade da conexao V (cf. Definicao
2.1 do capitulo 2 de [17]) e na terceira igualdade usamos a linearidade da aplicacao v — v'.
Para mostrarmos que V¢xY = fVxY, consideramos f € C®(U) uma extensdo de f a U e

concluimos que

VixY = (V3xY)' = (fVxY)" = fVxY.

Por fim, para mostrarmos que Vx (fY) = fVxY +X(f)Y, observamos que X (f) = X(f)

em M, portanto,
Vx(fY)=(VxfY) = (VY + X(N)Y)' = (fVxY)' + (X(HY)' = fVxY + X(f)Y.

Observacao 1.1.1. Lembre que, como a diferencial dh, : T,M — TpM é injetiva, pudemos
identificar U com h(U), assim, estamos cometendo um abuso de notagdo no qual o campo
de vetores X representa tanto um campo de vetores em X(U) como um campo de vetores em
X(h(U)). Por exemplo, a sequir iremos calcular g(Y,Z) e (Y, Z), assim, fica subentendido
que no primeiro caso Y e Z sdo campos de vetores em X(U), enquanto no sequndo caso Y
e Z sao campos de vetores em X(h(U)), campos estes os quais identificamos com os campos

de vetores originais em X(U).

Resta mostrarmos que V é compativel com a métrica g e também simétrica. Para mostrar
que V é compativel com a métrica g note que, pela observacao anterior, a métrica g em U

coincide com a métrica g em h(U) e, sendo V compativel com a métrica g, temos que

Xg(Y.Z2)=Xg(Y,Z) =g(VxY.Z)+g(Y.Vx Z)

G(VxY + (VxY)' 2) +9(Y.VxZ + (VxZ)*)

= g(vaa Z) +§(Y7 VXZ) = g(VXY, Z) +g(Y7 VXZ)a
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onde usamos que VyY,VxZ € X(U), logo pudemos decompo-los em parte tangente e parte
normal e, também, usamos que g((VxY)+, Z) =0e g(Y, (Vx2)t) = 0.

Finalmente, para mostrarmos que V ¢é simétrica, veja que

VY —VyX = (VY - VX)) = (X, V) =XY -YX) =[X,Y].

—

Portanto, V definido como na Equagao 1.2 é, de fato, a conexao de Levi-Civita em M.
Agora queremos definir a sequnda forma fundamental da imersao isométrica h : M — M.
Para isso, vamos introduzir a seguinte defini¢ao; se X,Y sao campos locais de vetores em M,
entao
B(X,Y)=VxY — VyxY
o (1.3)
= (VxY)*
¢ um campo local de vetores em M normal a M. Além disso, B(X,Y) nao depende das

extensdes X, Y, pois se X; é outra extensao de X e Y é outra extensdo de Y, entéo
(VY = VyY) = (Vg,Y1 - VxY)=Vx %Y — Vg, (Y1 -Y),

onde o segundo lado da igualdade se anula, pois tomando p € M, como X (p) = X(p) =
X1(p), temos

Vx x)wY = Ve -xipY =0

E se considerarmos Y; e Y ao longo de curvas em M tangentes a Xi(p) = X(p) em
p € M, basta lembrarmos que os valores de vyl(p)Yl e ?yl(p)? nao dependem das curvas
consideradas, mas sim do vetor X (p) (cf. Observacao 2.3 do capitulo 2 de [17]), logo podemos
considerar Y| e Y ao longo de uma curva em M tangente a X;(p), donde concluimos que

Y, =Y =Y e, consequentemente

vyl(p)(vl - Y) == 0

Portanto, B(X,Y) estd bem definida. No que segue, indicaremos por X(U)*+ os campos
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diferencidveis em U de vetores normais a h(U) =~ U®.

Proposigao 1.1.1. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VxY —VxY (1.4)

é bilinear e simétrica.

Demonstracao. Pelas propriedade de linearidade de uma conexao, concluimos que B é aditiva
nas entradas X e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y), com f € C®(U). Resta mostrar que
B(X,fY) = fB(X,Y), f € C®(U). Indicando por f uma extensdo de f a U, temos que

B(X, fY)=Vx(fY) = Vx(fY) = fVxY — [VxY + X(/)Y — X(/)Y,

onde as duas ultimas parcelas se anulam, pois em M, X(f) = X(f) e Y =Y. Além disso,
em M, f = f, logo concluimos que B(X, fY) = fB(X,Y), ou seja, B é linear.

Para mostrar que B é simétrica, observe que

B(X,Y)=B(Y,X)=VxY —VxY - VX + Vy X = [X,Y] - [X,Y] =0,

em M, onde usamos o fato que [X,Y] é uma extensao local de [X,Y]. O

Seja N € X(U)* um campo local de vetores normais a M, entao a aplicacao Iy :

X(U) x X(U) — R, dada por
IIN(X,Y)=9(B(X,Y),N) (1.5)

é, pela proposicao anterior, bilinear e simétrica. Assim, associado a aplicacao I[N existe um
operador autoadjunto Ay : X(U) — X(U), conhecido como operador de Weingarten de M

com respeito ao campo N, e que satisfaz a seguinte igualdade:

IIn(X,)Y) = g(AN(X),Y). (1.6)

8Quando escrevemos h(U) = U significa que estamos identificando U com h(U)
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Observe que se tomamos p € M e escrevemos N, =1, X, = x e Y}, = y, entao I Iy restrito
a p, ouseja, I, : T,M xT,M — R, é¢ uma forma bilinear simétrica que tem associado uma

aplicagao linear autoadjunta A, : T,M — T,M (cf. Proposicao 7.4.5 de [?]) que satisfaz

1T (z,y) = g(Ay(2),y). (1.7)

Definicao 1.1.2. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por

II,(z) = g(A,(z), z) (1.8)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de h em p sequndo o vetor normal 7.

As vezes se utiliza também a expressao sequnda forma fundamental para designar a
aplicagao B : X(U) x X(U) — X(U)* citada anteriormente. Veja que se restringimos a

aplicagdo B ao ponto p € M, teremos B, : T,M x T,M — (T,M)*, que ¢ dada por

By(z,y) = (VxY)*(p), (1.9)

aplicacao esta que em cada ponto p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores
em (T,M)*.
Finalizamos esta secao apresentando as férmulas de Gauss e Weingarten, mas antes disto

precisamos apresentar a proxima proposicao.

Proposigao 1.1.2. Sejap € M, v € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de n

normal a M. Entao
Ay (z)=—(V.N)". (1.10)

Demonstragao. Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, respectivamente, e tangentes

a M. Entao g(Y,N) = 0, o que implica que
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ou seja, G(VxY,N) = —g(Y, VxN). Assim,

9(A,(2),y) = g(B(X,Y)(p),N) =g(VxY — VxY,N)(p) = g(VxY,N)(p) = —g(Y, VxN)(p)

g(_vaa y) = g(_(va)Ta y)>

para todo y € T),M, o que mostra o que queriamos. U

Coroldrio 1.1.1. Sendo X um campo local de vetores de M e {Ni, ..., N,,} € X(U)*+ um
referencial local ortonormal a M, ou seja, para cada p € M, {N1(p), ..., Np(p)} forma uma

base ortonormal de (T,M)*, entdo temos as sequintes igualdades:

An(X) = —(VxN)', NexU)*, (1.11)

VY = VxY + iy(ANi(X), Y)N;. (1.12)

i=1

Demonstracdo. A primeira equacao é consequéncia da proposi¢ao anterior. Ja a segunda

equacao ¢ resultado das igualdades seguintes:

i=1

= VxY + Y G(B(X,Y),N)N; = VxY + > Iy (X,Y)N;

1 i=1

de onde concluimos a igualdade desejada. O

Definigao 1.1.3. (Férmula de Weingarten) Sendo X um campo local de vetores de M e N

um campo local normal a M, definimos a formula de Weingarten da sequinte forma:
An(X) = —(VxN)'. (1.13)

Definicao 1.1.4. (Fdrmula de Gauss) Sendo X e Y campos locais de vetores de M e

{Ny, ..., N, } € X(U)t um referencial local ortonormal a M, definimos a férmula de Gauss
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da sequinte forma:

VxY =VxY + ig(ANi(X), Y)N;. (1.14)

1.2 A r-ésima Curvatura Média H,

Nosso proposito nesta secao é definir a r-ésima curvatura média, para isso iremos analisar
0 caso em que a codimensao da imersao isométrica h : M" — Mg igual a 1, ou seja,
h(M) C M ¢é denominada uma hipersuperficie. O estudo deste caso ird nos motivar na
definicao da r-ésima curvatura média.

Seja p € M™ e N € (T,M)*, |N| = 1. Como o operador de Weingarten, Ax : T,M —
T, M, é uma aplicacao linear autoadjunta e, portanto, simétrica, entao existe uma base orto-
normal de autovetores {Ex, ..., E,} de T,M com autovalores reais A1, ..., A\, (cf. Proposicao
7.4.8 de [?]), isto é, AN(F;) = \;E;, para todo i € {1,...,n}.

Se M™ e M"" sio orientdveis e estio orientadas, entao o vetor N fica univocamente de-
terminado se exigirmos que sendo {E1, ..., E,,} uma base na orientagao de M, {F, ..., E,, N}
seja uma base na orientacdo de M. Neste caso, denominamos os E; direcées principais e
0s A\; as curvaturas principais de h. Portanto, as funcoes simétricas de \q, ..., \,, as quais
veremos a seguir, sao invariantes da imersao h. Por exemplo, como o determinante e o traco
sao invariantes por mudangas de base, podemos escrever det(Anx) = Aj -...- A, que é chamada
de curvatura de Gauss-Kronecker de h e %tT(AN) = %()\1 + ...+ An) que é chamada de
curvatura média de h.

Portanto, para definirmos a r-ésima curvatura média, iremos considerar M uma vari-
edade Riemanniana, orientavel, conexa, de dimensao n + 1 cuja métrica é g e a conexao de
Levi-Civita é representada por V. Seja M™ uma, variedade orientdvel, conexa, de dimensao n.
Dizemos que M é uma hipersuperficie, se existe uma imersao isométrica h : M" — HHH,
neste caso, desde que M e M sdo orientéveis, podemos escolher um campo normal N de ve-

tores unitarios definidos em h(M), e podemos assumir que M é orientada por N. Denotando
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por V a conexao de Levi-Civita de M, entao a formula de Gauss assume a seguinte forma
VxY =VxY +G(An(X), YN, (Férmula de Gauss para hipersuperficies) — (1.15)

para todo X,Y € X(M). Além disso, como N é um campo unitério e normal a M, temos que
VxN é um campo tangente a M, pois §(VxN,N) = XgG(N,N) = 0. Portanto, a férmula

de Weingarten assume a seguinte forma
AN(X) = —VxN, (Férmula de Weingarten para hipersuperficies) (1.16)

para todo X € X(M).

Veja que, no caso das hipersuperficies, o campo N estd bem determinado, como pudemos
ver na discussao feita acima, portanto, nestes casos iremos suprimir o subindice N. Além
disso, também iremos usar a notagao A, : T,M — T,M para designar o operador de
Weingarten restrito ao ponto p € M, e lembre que o operador A, ¢ uma aplicagao linear
autoadjunta, cujos autovalores \i(p), ..., \,(p) sdo as curvaturas principais da hipersuperficie
associados as diregoes principais E1(p), ..., E,(p).

Como podemos ver em [4], a r-ésima fungao simétrica, S, : M — R, de Ai(p), ..., \(D),

denotada por S,(p), é definida como
ST(p) :UT()‘l(p)7"'7)‘n(p))7 1 ST STL, (117)
onde 0, : R® — R sao as fungoes simétricas elementares em R, dadas por

(21, ..y ) = Z Ty + e Xy 1 <1 <. (1.18)

Assim, convencionamos que Sy(p) = 1 e S,.(p) = 0 quando 7 > n, e as demais funges sao

dadas por

Se)= > A Xi(p), 1<r<n, (1.19)

11 <oo.<lp
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ou seja, com as notacoes acima, temos que

Sl :)\1++)\m

52 == )\1>\2 + )\1>\3 + ...+ Al)\n + )\2)\3 + ...+ )\n71>\n;

Denotando por diag(t — Aq,...,t — A,) a matriz diagonal com entradas t — Aq,....t — \,,,

entao o polinomio caracteristico de A, ¢ dado por

det(tl — A,) = det(diag(t — M\(p), ..

=S (1S ()

St=a() =t =M(@) - (t = Aa(p))
(1.20)

A 1ltima igualdade se justifica, pois escolhendo r curvaturas principais \;, e realizando o
produto, obtemos (—1)"- X, (p) - ...- Xi, (p) - "7, i1 < ... < ir. Assim, somando os termos que
tem o fator t"~" em comum, obtemos (—1)"S,(p)t"" e, por fim, basta variarmos r de 0 até

n para obtermos a igualdade desejada.

Definicao 1.2.1. A r-ésima curvatura média H, da hipersuperficie M ¢é definida por

H.=5, 0<r<n. (1.21)

1
Portanto, veja que se 7 = 1, temos H; = —tr(A) = H, que é a curvatura média de M.
n

Jaser =n, temos H, = A\; - ... - A, = det(A), que é a curvatura de Gauss-Kronecker de M.

1.3 A r-ésima Transformacao de Newton P,

Nesta secao iremos apresentar as transformacoes de Newton, as quais serao importantes
para estudarmos o operador diferencial L, associado a P, e também serd importante para a

demostracao de alguns lemas do préximo capitulo.
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Como podemos ver em [4], as r-ésimas transformagoes de Newton P, : X(M) — X(M)
sao definidas recursivamente, a partir do operador de Weingarten Ay = A : X(M) — X(M),

da seguinte maneira
Ph=1 e P.=S1—-AP._,, 1<r<n, (1.22)

onde I denota a identidade em X(M) e estamos suprimindo o subindice N, pois a partir da
secao anterior estamos estudando o caso em que M é uma hipersuperficie.

Desenvolvendo a expressao de P,, obtemos

PT - STI - A(ST,1] - APT,Q)
- STI - SrflA + Az(ST,Q - Aprfg)
=S80 -8, A+ ..+ (=1 S A 4 (—1)" A"
Agora observamos que, pelo teorema de Cayley-Hamilton (cf. segao 5.3 de [?]) e pela

Equacao 1.20, temos a seguinte igualdade Z(—I)TSTA"*T = 0, ou seja,
r=0

A" — SIA 4 L (D), A (—-1)S, T =0,
e multiplicando a equagao acima por (—1)", concluimos que
P, = (—1)"A" + (=) 'S A S, A+ S, =0.

Um outro fato importante sobre a r-ésima transformacao de Newton é que, sendo o
operador de Weingarten uma aplicacao linear autoadjunta, nao ¢ dificil ver que P, também

é um operador linear autoadjunto, para todo r € {1, ...,n}, ou seja,
9(P(X).Y) =g(X, P(Y)), VXY €X(M), (1.23)

e portanto, o operador P, é diagonalizdvel quando restrito a cada plano tangente T, M. Mais



CAPITULO 1. PRELIMINARES 24

ainda, a mesma base de autovetores que diagonaliza o operador A, também diagonaliza o
operador P..

Finalizaremos esta secao com as proposicoes a seguir, que podem ser encontradas em
[4] e [12], proposigoes estas que serdo importantes para a demonstracao de alguns lemas
do proximo capitulo. Para isso, considere Ei,..., F, as direcoes principais correspondentes,
respectivamente, as curvaturas principais Ay, ..., A,. Para cada i € {1,...,n} denote por A; a
restricao do operador de Weingarten A sobre o subespago (n — 1)-dimensional normal a E;.

Assim, denote por S,.(A4;) a r-ésima fungao simétrica associada a A;, ou seja,

So(A) = D Ay A (1.24)
1< .. <lp
P1yenyir i

Assim, com estas notagoes, temos a proposicao a seguir.

Proposicao 1.3.1. Para todo r € {0,...,n}, i € {1,...,n}, temos que:

- aSrJrl

(i) PAB) = 5

E; = S.(Ai)Ei;
(ii) H? > H,.

Demonstragao. (i) Observe que esta propriedade é vélida quando r = 0, pois =1 =

O

Agora, supondo que esta propriedade é valida para r > 0, queremos mostrar sua validade

para r+ 1. Considere que i = 1, o que facilitara o entendimento dos préoximos passos. Assim,

08, 05,
Prii(By) = Sel (Ey) = AP(Br) = 1 By — — S A(Ey) = (sm o Al) E,
1 1

= E >‘i1 ."'.Air+1 — E )‘11>‘1r>‘1 E1
11<..<lp41 11 <...<lp
i1y il
= E )\Z'l et )\ir+1 E1
11 <.o.<lpg1
i1yeirp 171

o aSr+2
_(aM)EL
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S,
Como S,41(A;) = E iy * oot Aipyy, concluimos que H,41(Ep) = 8)\+2E1 =
1< <ipg1 1
i1irp17£1

Sy+1(A7)Ey. De maneira analoga mostramos a igualdade para i € {2,...,n}, o que conclui a
prova.

(77) Observe que

1, 2

2 _ =
Iy 2L 2 A
= E - () o
i=1 i<j i<y
1 « 2 -
==Y - — = NN
nzz ‘ nz(n—l)z !
i=1 1<j
J I 2 &
S I EFE SN
| i=1 i<j
1 n ) n
> 5 [ -2y
| i=1 i<j
> 0,

n

onde na ultima igualdade usamos que Z()\Z — )\j)z > 0, o que implica que Z)\f >

ij=1 i=1

ij=1

Proposicao 1.3.2. Para cada r € {1,...,n}, se Hy, ..., H. sdo ndo-negativas, entio:
(Z) HrlerJrl S HE;
1 1 1
(ZZ) Hl 2 H22 2 H33 2 e 2 Hrr.

Demonstragao. (i) Iremos usar indugao sobre a dimensao n, portanto, veja que se n = 1,
entao a propriedade ¢ trivialmente valida. Suponha que a propriedade seja valida paran > 1
e mostremos que ela é véalida para n + 1.

Iremos adotar as seguintes notagoes:

rl(n

! —T)!S/.

n! "

Sl = Z Aip ot Aipy onde Ay € AL At ejed{l ) H =

11 <...<ip
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rl(n+1—71)!

D XA onde Ny € (A, A teje{l Ll H, = TE

11 <...<ip

S

Com as notagoes acima, veja que S, = S/ + A\, 1.5/ _; e, consequentemente,

rl(n+1—71)! rln+1—r)! ,
H, = r = )\n —
eSS O S
rl(n+1—71)! n! n!
= H' + ) H
(n+1)! {rl(n — r) + = Dl(n—r+1)! Tl}
n+1l—r
= ——H +N\y1——H._

Com o valor de H, calculado na expressao acima, obtemos que:

n+2—r r—1 n r+1
H. H. ,— H?= 7H/ A1 ——H' . H A H
r—141p41 r ( —1 + n+l~ o n + 1 7"2) (TL+ 1 r+1 + n+1"— 1 n+ 1 r)

n+1
—(ﬁ%${1H4+mH5§7H;QQ
N
+MH9{§§%}QH;Jm1+aﬂgff%%§QHi#ﬁ
L o O
= ﬁ ( {(n +2=r)(n—r)H_H,—(n+1- T)zHﬁz]

et {m 2= )+ VH H + (r — V) (n— 1) H_H,
C(n+1- r)H;H;l} 2, [(ﬁ _HH — HD

= ﬁ([(”“—ﬂ(n—r) —(n+1—r)?|H?
A [0 F2 =P+ 1)+ (r = V(n—r) —2r(n+1—1)|H_ H

+MHKW—1%4ﬂHfO

1
= (nﬂ)z[—H;MzAnﬂH’ H. — A2 H?

1 ! ! 2
= _(TL + 1)2 (Hr - )‘n+1Hr71) S 07
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onde, para obter a desigualdade, usamos as seguintes hipdteses de indugao: H._H/,, < H}*;

Hy ,H) < H?, e H) yH; < H]_Hj, pois

HL_ HUH,(HL _ HE P

H H =
e T L, S

Desta forma, concluimos que H, 1H, 4 — Hf < 0, ou seja, H._1H,y1 < Hf, como
queriamos demonstrar.

(77) A partir do item anterior, concluimos que:

(HoHs)(H H3)?(HyHy)?....(H, _3H, 1) *(H, oH,) "(H, 1H, )" < HLHyHS-....H> *H?"

T

o que implica que H/,; < H/™'. Elevando ambos os lados a 1/r(r + 1), obtemos que

_1 1
T 1
H < Hy,

como queriamos demonstrar. O

1.4 O r-ésimo Operador Diferencial L,

Nesta secao, finalizaremos este primeiro capitulo apresentando o operador diferencial L.,
associado ao operador P,, para isso precisamos de algumas defini¢oes, portanto, iremos iniciar

com as defini¢oes do gradiente e da hessiana.

Definigao 1.4.1. O gradiente de uma fungio f € C*(M) é o campo de vetores Vf : M —
TM dado por

9(V [, X) = X(f), (1.25)

para todo X € X(M), onde TM € o fibrado tangente de M.

Definicao 1.4.2. A hessiana da fungio f € C®°(M), Hessf : X(M) — X(M), € definida
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da sequinte forma:
Hessf(X)=VxVf, VX eX(M). (1.26)
Iremos adotar a seguinte notacao:
Hessf(X,Y)=g(Hessf(X),Y), X, Y €X(M), (1.27)

notacao esta que sera usada na demonstracao do penultimo lema do préximo capitulo.
Tomando p € M, seja U uma vizinhanca de p em M e {Ey, ..., E, } um referencial ortonor-

mal em U, ou seja, E; € X(M) e, para todo ¢ € U, {Ey, ..., E,} forma uma base ortonormal
de T,M. Assim,

Vi =Y BB = gf E. (1.28)

of
al’i ’

onde estamos usando a notagao E;(f) = Observe que, a partir da equacao acima,

concluimos que Vf € X(M). Além disso,

_ _ af L 9f
Hessf(E;) = VgV f=Vg, (j 1 ) Z: (8x 8xk Fk) E, (1.29)

L

onde Ffj sao os coeficientes da conexao V em U.
Assim, com as defini¢oes de P, e Hessf, podemos definir o operador diferencial L, asso-

ciado a r-ésima transformacao de Newton P,., da seguinte forma.

Definigao 1.4.3. Dado f € C®(M) ¢ 0 < r < n, o r-ésimo operador diferencial, L,

C®(M) — C>®(M), associado ao operador P., é dado por
L.(f) =tr(P,. o Hessf). (1.30)

Nés iremos denotar por V2f : X(M) — X(M) o operador linear autoadjunto metrica-
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mente equivalente a hessiana de f e dado por

g(VPf(X),Y)=g(VxVSY), VXY €X(M). (1.31)

Portanto, concluimos a validade da seguinte igualdade:
g(VxVLY) = g(Vf(X),Y) = g(V*f(Y),X) = g(VyV[,X). (1.32)

Desta forma, observe que
tr(P, o Hessf) = Z g(P.(Hessf(E;)), E;) = i g(Hessf(E;), P.(E;))

i=1

S VRV R(E) = S o(VA(E), P(E) (1.53)
i—1 i=1

=3 WPV (B, B = tr(B o V),

onde usamos, nas equacoes acima, o fato de que P, é um operador autoadjunto. Assim,

podemos escrever
L.(f) = tr(P, o V2f). (1.34)
Enfim, a partir da Equacao 1.32, concluimos que
(B0 90) = Y0l ), ) - ingf(Eo,Pr(Ei))
= Zg (Ve VP Zg Vo) V. By (1.35)

= 3 UV (B (E)), E) = (¥ o )

A préxima expressdo que iremos mostrar pode ser vista em [1], para isso consideramos
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¢ : R — R uma fungao suave e f € C*°(M), entao

Li(po f) = tr(P, o V*( Zg P(V(po [)(E), E)
—Zg Vi (po f) Zg Ve (V(po f)), P(E))
- Zg(VEi(gol(f) Zg VeV +E((N))VS P(E))
Zg (V2( +Zg "(F)E(S)V . Po(E) (1.36)

"(f) Z 9(B (V2 f(E)), i) + ¢"(f) Z 9(P(Vf), Ei(f)Ei)

= ¢ (Htr(B oV f) +¢"(fg (Pr(Vf), ZEi(f)Ez)
= ¢ (NLe(f) + " (Na(P(VF), V),

onde também usamos que o fato de P, ser um operador linear autoadjunto, nas equagoes

acima.

Definigao 1.4.4. Definimos o divergente de um campo X € X(M) como a aplicagio divX :
M — R, dada por

divX(p) =tr{v— (V,X)(p)}. (1.37)

Veja que, com a definicao de divergente dada acima, obtemos que

Lo(f) =tr(Hessf) = Zg Hessf(E Zg (Vg VI E)=div(Vf). (1.38)

Da mesma forma como fizemos em 1.29, tomando p € M, U vizinhanga de p em M e
n

{Ey, ..., E,} um referencial ortonormal em U, entao se X = ZajEj, com a; € C®(M),
j=1
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temos que

n

divX =Y " g(VpX,E) =Y 9(Ve(a;E), E) = Y g(Ei(a))E; + a;T5 By, E;)
=1

i=1 i=1

i=1

(1.39)

Definigao 1.4.5. (Operador de Laplace-Beltrami) Seja f € C°(M). Definimos o operador
de Laplace-Beltrami de f como a aplicacio Af : M — R dada por

Af = div(VF). (1.40)

Com a definigdo acima e a Equagao 1.38, concluimos que Ly = A, ou seja, Lo é um
operador eliptico, o que significa que P, é positivo-definido. No proximo capitulo veremos
alguns condigoes para que L,, v € {1, ...,n — 1}, seja um operador eliptico, visto que L, = 0,
pois P, = 0.

A 1ltima equagdo aqui apresentada, que também pode ser vista em [1], resultard numa
equagao simplificada para div(P,(V f)) quando o ambiente tiver curvatura seccional constante
e, também, nos trard uma importante equivaléncia para verificar se o operador L, ¢ eliptico,

portanto, veja que:

Giv(PL(V)) = igmi(mw», £)
—Zg (VeP)(V)E +Zg (Ve V), E)
—Zg (ZE (Vi P)(E >Ez-> +g(P(Hessf(E)), E)  (141)
— Z (Ve P)(E;), E;(f)E;) + tr(P. o Hessf)

i,0=1

= g(d’l’UPT,Vf) + Lr(f),

onde na primeira igualdade usamos a regra do produto (cf. Proposicao 13 do capitulo 2 de

[18]) e na terceira igualdade usamos a definigdo de V f e a definigao 11 do capitulo 2 de [18],
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onde o divergente de P, em M foi denotado por

n

div(F,) = tr(VE,) =Y (Vg P)(E). (1.42)

i=1
O lema abaixo (cf. Lema 3.1 de [5]) nos d4 uma caracterizagdo para o divergente da
transformacao de Newton P,.

Lema 1.4.1. O divergente da transformacao de Newton T, em M ¢é dado pela sequinte

formula de recorréncia

d’i’UPO = 0,

(1.43)
divP, = —A(divP, 1) = Y ' [R(N, P (E:)Ei] T,

onde R denota a curvatura de M, N € X(M)* e E; € X(M), para todo i € {1,...,n}.

Com o lema acima, observamos que, se a componente [R(N, T, 1(F;))E;]" for nula para
todoi € {1,...,n}, entdo teremos que div P, = 0, para todo r € {0, ..., n}. Mas como podemos
ver no lema abaixo (cf. Corolario 43 de [18]), quando o ambiente tem curvatura seccional

nula, entdao a componente [R(N,T,_1(FE;))E;]" é nula.

Lema 1.4.2. Se M tem curvatura seccional constante C, entdo

R(z,y)z = C{g(z,2)y — g(z,y)x}, Va,y,ze€T,M, (1.44)

onde R(X,Y)Z =VyNxZ —VxVyZ +Vixy|Z, com X,Y,Z € X(M).

De fato, dado p € M, pelo lema anterior, temos que

[R(N, T,_1(E))E]" (p) = [C{g(E;, N)T,_1(E;) — g(Ei, T, 1 (E;))N} ' (p)
= [~C{g(E:, T,_1(E))N} " (p)

=0.
Assim, como divP, = 0, para todo 0 < r < n, podemos escrever:

Li(f) = div(P.(V])). (1.45)



Capitulo 2

O Espaco Hiperbdlico e Resultados

Técnicos

Neste capitulo iremos nos dedicar a apresentar alguns lemas que serao importantes para
o proximo capitulo, onde apresentaremos os teoremas de caracterizacao de horoesferas.
Também apresentaremos neste capitulo o espaco de Minkowski e o espaco hiperbolico, pois
estes espacos serao os ambientes nos quais os teoremas principais desta dissertacao estarao
embasados. Além disso, iremos concluir que o espaco hiperbdlico H**! é uma variedade Rie-
manniana de curvatura seccional constante e iremos obter equacoes importantes relacionadas

com a imersao isométrica v : X" — H""! da hipersuperficie two-sided conexa ™.

2.1 O Espaco de Minkowski L""? e o Espaco Hiperbélico
Hn+1

Nesta secao apresentaremos o espaco de Minkowski 1L.""2 e o espaco hiperbolico H™ 1.
Dentre os objetivos principais desta secao estao o de concluir que o espaco hiperbdlico é uma
variedade Riemanniana, mostrar que sua curvatura seccional é constante e trazer as equacoes
e conceitos apresentados no capitulo anterior para este ambiente.

Nés representamos o espaco de Minkowski I."*2 como o espaco vetorial R"*2 munido da

33
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métrica Lorentziana®

n+1
(v,w) = Zviwi — UpyoWp o (2.1)
i=1
Assim, dado v € L"*2, definimos o cardter causal de v como
(i) tipo-espago, se (v,v) >0 ou v = 0;
(i) tipo-tempo, se (v,v) < 0;

(iil) tipo-luz, se (v,v) =0 e v # 0.

Se W é um subespago vetorial nao nulo de "2, denotando por (-,-)yy a métrica (-, -)
restita ao subespago W, dizemos que W é do tipo-espaco, se a métrica (-, )y é positiva-
definida?; W é do tipo-tempo, se a métrica (-, -)y é nao-degenerada®; e W é do tipo-luz, se
a métrica (-, )y é degenerada®.

Alguns fatos que podem ser verificados em [20] (Corolario 1.2.16 e Corolario 1.2.17) é
que W é um subespaco de "2 do tipo-espaco (respectivamente, tipo-tempo) se, e somente
se, W+ é um subespaco do tipo-tempo (respectivamente, tipo-espaco). E se W ¢ do tipo-
luz, entao W+ é do tipo-luz. Mais ainda, se W é do tipo-tempo, entdao W possui um vetor
tipo-tempo e se W é do tipo-espago, entao todos os vetores de W sao do tipo-espaco.

Finalmente, se M é uma subvariedade diferencidvel de L."*2, dizemos que
(i) M é do tipo-espaco, se T,,M é do tipo-espago, para todo p € M;
(i) M é do tipo-tempo, se T,M ¢é do tipo-tempo, para todo p € M;
(iii) M é do tipo-luz, se T,M ¢é do tipo-luz, para todo p € M.

Definimos o espaco hiperbdlico como a hiperquddrica de L."*? dada por

H™ = {peL"|(p,p) = —1, pot2 > 1} (2.2)

'Métrica Lorentziana é uma forma bilinear simétrica de fndice 1, ou seja, a assinatura da métrica é
(—Fyees ).

2Positiva-definida significa que (v,v)y > 0, Vo € W\{0}.

3Dizemos que a métrica é nao degenerada, se a condicao (v, w)y = 0, Yo € W, implicar que v = 0.

4Degenerada significa que Ju € W\{0}, tal que (v, w)y =0, Vo € W e W # {0}.
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equipada com a métrica induzida de L"*2,

Para mostrarmos que H"™! é uma variedade Riemanniana, precisamos mostrar que, dado
p € H""! a métrica (-, -) — é positiva-definida. Para isso, considere a funcao diferenciavel
f:L*? — R dada por ’

f(@) = (g, 9),

onde L7 = {p € L"*2 | p,,o > 0}.

Lembre que o gradiente de f no ponto p é ortogonal ao conjunto de nivel de nivel de f
que passa por p (cf. pdgina 51 de [23]). Assim, como f~}(—1) = H"™! e Vf(q) = 2q, para
todo g € L""2, concluimos que, dado p € H"", o vetor posicao p é do tipo-tempo, pois
(p,p) = —1, e é ortogonal a H" ™, ou seja, p é ortogonal a T,H"*!.

Portanto, como a codimensdo de H"™ ¢ 1, temos {p}*+ = T,H"™! e, concluimos que,
T,H" ™! é do tipo-espago, pois a assinatura da métrica (-,-) em L""2 é 1. Consequentemente,
T,H" ! s6 possui vetores do tipo-espago, o que garante que a métrica (-, -) — é positiva-
definida (cf. Corolario 1.2.33 de [20]).

Agora queremos mostrar que a curvatura seccional de H""! é constante e igual a —1.
Para isso, considere uma base ortonormal {F\, ..., B, o} de L"™ com E,,» = p € H"L
Como vimos anteriormente, T,H"*! = {p}+, ou seja, T,H" ™ = span{F\, ..., B, 1}

Denotando g¢;; = (E;, E;), 1,5 € {1,...,n + 2}, concluimos que Ffj = 0, para todo i, j, k €
{1,...,n + 2} (cf. Observagao 3.7 do capitulo 2 de [17]), onde T'}; sdao os coeficientes da

n+2 n+2
conexao V? de L"*2. Portanto, dados Y, Z € X(L"™2), com Y = ijEj e Z = chEk,
j=1 k=1

n—+2
entdo VY7 = Z Y (¢;)E; (cf. Observagao 2.3 do capitulo 2 de [17]), onde b;, ¢, € C°°(L™2).
=1
Considere N € X(U)* uma extensdo local de p ortonormal a H"*!, ou seja, existe uma
vizinhanca U de p em H""!, tal que o campo N estd definido em U e, dado ¢ € U, N, €

T,H" ™. Como a codimensao de H"™! é igual a 1, entao N, = ¢, para todo q € U. Portanto,

em coordenadas locais temos que Nq = ({L‘l, ...,{L‘n+2) =q.
n+1

Assim, dado X € X(H"!), com X = Z%’Ei, a; € C®°(H"), temos, pela Equagao

i=1
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1.16, que An(X) = =V N, logo

An(X) = Ax (Z aE> =Y @wAN(E) == aVpN==> a (Z Ei(xl)El>

i=1 i=1 i=1 i=1
n+1

i=1

Assim, Ay = —1I, onde I é a identidade em X(H""!). Em particular, A, é a identidade
em T,H" .

Dados X,Y € X(H"™!), pelas Equagoes 1.6 e 1.7, observe que (B(X,Y),N) = (An(X),Y),
de onde concluimos que (B(X,Y),N) = —(X,Y), logo a 2° forma fundamental é dada por

B(X,Y) = (X,Y)N, (2.3)

ou ainda, B,(z,y) = (z,y), onde z,y € T,H"*.

A curvatura seccional de uma segao plana® independe da base escolhida (cf. Proposigao
3.1 do capitulo 4 de [17]), assim, escolhendo E;, E;, i,j € {1,...,n+ 1} e i # j, como base de
uma sec¢ao plana de T,H"™! temos, pela férmula de Gauss (cf. Teorema 2.5 do capitulo 6 de

[17]), que

K(E;, E;) — K(E;, Ej) = (B(Ey, E;), B(E;, E;)) — |B(E;, Ej)|?
= ((Ei, Ei)p, (Ej, E;)p) — ((Ei, Ej)p, (Ei, Ej)p)

= <p7p> = _17

onde K representa a curvatura seccional em L"+2.

Como K estd em funcao dos coeficientes Ffj da conexao VY (cf. pdgina 103 de [17]),
concluimos que K(FE;, E;) = 0. Logo K(E;, E;) = —1, para todo i,j € {1,....,n+ 1}, i # j,
de onde concluimos que a curvatura seccional de H"*! ¢ constante e igual a K = —1.

Agora iremos trazer alguns conceitos e equagoes do capitulo anterior para o ambiente do
espaco de Minkowski "2 e o espaco hiperbdlico H"*!.

Considere a imersao isométrica 1 : X" — H"™! C L"*2 da hipersuperficie two-sided

5Secao plana é um subespaco bidimensional do espaco tangente da variedade em questdo.
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conexa X", onde por two-sided queremos dizer que existe um campo de vetores normal e
unitario N globalmente definido em »". O campo de vetores normal e unitario definido em
H"! continuard sendo denotado por N, assim, observe que, em particular, N € X(H""!),
enquanto N € X(H""1)L. O operador de Weingarten de X" com relacio ao campo de vetores
N sera denotado por A : X(X) — X(X) ou Ay : X(¥) — X(X), enquanto o operador de
Weingarten de H"™! serd denotado por An : X(H"™) — X(H").

Também iremos denotar por V.V e V as conexdes de Levi-Civita em L""2 H"! e
Y™, respectivamente. Assim, as formulas de Gauss e Weingarten para a hipersuperficie

apresentadas nas Equagoes 1.15 e 1.16 assumem, respectivamente, a seguinte forma:

VxY =VxY + (A(X),Y)N, (2.4)
A(X)=~-VxN = V%N, (2.5)

para todo campo de vetores tangentes X,Y € X(X). Observe que temos a igualdade
~VxN = —-V4N, pois

VYN =VxN + (AN(X),N)N =VxN + (- X, N)N = VN,

onde X € X(¥) e N € X(2)*.
Destacamos também que a férmula de Weingarten com relacao a hipersuperficie H* ™ de

L2 é dada por

onde X, Y € X(H""!) e N € X(H" )+,
Por dltimo, se ¢ : R — R é uma fungao suave e f € C'*°(X), entdo é valida a Equagao

1.36, ou seja,

Li(go f) = ¢ (f)Le(f) + " (/IP(V), V). (2.7)
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E como H""! tem curvatura seccional constante, temos a validade da Equacao 1.45,

Ly (f) = div(P.(Vf)). (2.8)

2.2 Resultados Técnicos

Nesta secao iremos apresentar alguns lemas que serao importantes para o préximo capitulo
onde iremos estudar os principais teoremas desta dissertacao.

Nos dizemos que o operador L, é eliptico se P, é positivo-definido, com isso veja que
Lo = A é sempre eliptico. Porém, L; nao é necessariamente eliptico, portanto, apresentamos
o préximo lema, que pode ser visto em [4], o qual nos d4 uma condigdo para que L; seja
eliptico. Mas antes disso observe que escolhido um campo de vetores normal e unitario N
globalmente definido em ", entao o sinal H, depende de N se r é impar e nao depende de N

se r é par. Este fato decorre da definicao de S, e do fato dos sinais das curvaturas principais

mudarem quando a direcao de N é trocada, ou seja, se Z Aiy * ... = A, € positivo para o
<. <y
campo de vetores N, entao trocada a direcao de N temos que Z Aiy © .o = Aj, se torna
<. <y

negativo quando r é impar e o sinal nao se altera se r é par

Lema 2.2.1. Seja ¢ : X" — H""! uma hipersuperficie two-sided em H"". Se Hy > 0
em X", entdo Ly € eliptica ou, equivalentemente, Py é positiva-definida (para uma escolha

apropriada da orienta¢ao N ).

Demonstracao. Como Ly é eliptico se, e somente se, P, é positivo-definido, iremos mostrar
que esta tultima propriedade é valida.

Como por hipétese Hy > 0 e pela Proposicao 1.3.1 H? > Hs,, conclufmos que H; > 0.
Assim, Hy : ¥ — R é uma funcdo que nao se anula e, sendo ¥ conexa, H; tem o mesmo
sinal em .

Portanto, escolhendo N de maneira que H; seja positiva, concluimos que S; = mH; > 0.

Além disso, como por hipdtese Sy > 0 e vale a desigualdade S} = Z)\f 1+ 2S5, > A2,
i=1

concluimos que S; > \;, para todo 7 € {1,...,n}.
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_ 9% _
= -
P(E;) = 51(A;)E;, concluimos que P, é positiva-definida, pois (P(E;), E;) = S1(4;) > 0,

Assim, pela Proposicao 1.3.1, temos que S;(A4;) S1 — A > 0, ou seja, como

para todo 7 € {1,...,n}. O

O préximo lema, que pode ser encontrado em [4] na Proposicao 3.2, nos diz sob quais
condigoes o operador L, é eliptico. Com este lema obtemos o corolério seguinte que pode ser

visto em [1] no Lema 2.

Lema 2.2.2. Seja M wuma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional orientdvel e X"
uma variedade Riemanniana n-dimensional orientdvel e conexa. Suponha que 1) : ¥ — M
¢ uma imersao isométrica com H, > 0 para algum r € {1,...,n}. Se existe um ponto p € X
tal que todas as curvaturas principais em p sao nao-negativas, entao Ly, € eliptico para todo

ke{l,..r—1}.

Demonstracao. Mais uma vez, para mostrarmos que L, ¢é eliptico iremos mostrar que P
é positivo-definido, k& € {1,...,r — 1}, ou seja, Sp(A4;) > 0 em X para todo i € {1,...,n}.
Também, a partir de agora, iremos considerar no decorrer desta demonstracao que k €
{1,..,r—=1}eie {1, ..,n}.

Como por hipétese S,. > 0 e todas as curvaturas principais de ) em p sao nao-negativas,
temos, pela definicao de S, que ao menos r curvaturas principais sao positivas, pois caso
contrario terfamos A;, - ... - A;, = 0, o que implicaria S, = 0. Sem perda de generalidade
iremos supor que A, ..., A, sao positivas.

Consequentemente, veja que, em p, Sp(A4;) > 0, pois

11 <..<ip
11 yeeey b7l

logo se A\; > 0, ainda restam r — 1 curvaturas principais positivas e, sendo k£ < r — 1,
concluimos que Si(A;) > 0. Assim, pela continuidade de Si(A4;) : ¥ — R, existe uma bola
aberta B(p) C X centrada em p, tal que Si(A;) > 0 em B(p).

Portanto, dado ¢ € 3, como ¥ é conexa, existe um caminho, v : [0,1] — 3, em X

ligando p a ¢, tal que v(0) = p e (1) = ¢. Defina J = {t € [0,1] | Sp(A;) > 0 em (t)} e
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seja tg = sup J. Veja que como Si(A;) > 0 em p, entdo tg > 0, logo, por continuidade, temos
que ter S(A;) > 0 em t.

Nés iremos mostrar que Si(A;) > 0 em ty, consequentemente, ¢, € J. Para isso, primeiro
iremos mostrar que S,_1(A;) > 0 em t;. De fato, se ndo acontece que S,_1(A4;) > 0 em
to, entao existe i € {1,...,n}, tal que S, 1(A4;) = 0 em t,. Para este i, é facil verificar que
podemos escrever S, = \;S,_1(A;) + S.(A;), logo S,.(A;) = S, > 0 em ty. Entao, em t,

Sk(4;) > 0e S,.(A;) >0, portanto, pela Proposigao 1.3.2, temos a seguinte desigualdade:

N o=
=
Y
V
=
|
=
V
T
=
V
=

Hy(A;)) > H

1
ou seja, H 1 (A;) > 0, isto é, S,._1(A;) > 0, em tg, 0 que é uma contradigao.

Assim, S, _1(A4;) > 0 em ¢y e como Hy(4;) > HQ%(AZ) > .. > Hrﬁ(Ai) > 0, concluimos
que Si(A;) > 0, em tg, logo ty € J.

Supondo que ty < 1, entao existe uma bola B(7(ty)) centrada em () tal que Si(A4;) > 0
em B(v(ty)). Logo existe t; > to, tal que Si(A;) > 0 em t;, ou seja, t; € J, o que contaria
to = supJ. Assim, t; = 1, e concluimos que Si(A;) > 0 em ¢, o que significa que P, é

positiva-definida, pois Py (E;) = Sk(E;)E;. O

Observacgao 2.2.1. Na demostra¢io do Lema acima, usamos que S, = X\;S,_1(A;) + S-(4;).

Este fato decorre do sequinte cdlculo:

MNSii(A) S (A) =X D A A Y A Ay

i1<...<ip i1<...<ip
11 yeeeyir 7l 11 yeeeyir 7l
11 <...<ip
=5,

Com o lema acima e observando que um ponto eliptico p € ¥ é um ponto onde todas as

curvaturas principais sao positivas, obtemos o corolario abaixo.

Coroldrio 2.2.1. Seja ¢ : X" — H"™ uma hipersuperficie two-sided em H" . Se eiste
um ponto elitico de 3", com respeito a uma escolha apropriada da orienta¢ao N, e H,.,1 >0

em X", com 2 < r < n—1, entao para todo 1 < k < r o operador Lj € eliptico ou,
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equivalentemente, Py, é positiva-definida (para uma escolha apropriada da orientagio N, se

k é impar).

No préximo lema, que pode ser visto no Lema 5.4 de [11], iremos apresentar condigoes
para que uma hipersuperficie X" de ! possua um ponto eliptico, mas antes precisamos
destacar alguns pontos importantes.

Como pode ser visto em [11], dizemos que o campo de vetores V' em M ¢ conforme

quando a derivada de Lie da métrica g de M com respeito a V' satisfaz:

Lyvg = 249, (2.9)
para alguma funcio suave ¢ € C*°(M). Em outras palavras,

G(VxV.Y) +3(X,VyV) = 265(X,Y), (2.10)

para todo X, Y € X(M). Veja que, pela equacao anterior, a fungao ¢ pode ser caracterizada

da seguinte forma:

1 —
= divV. 2.11
¢ n+1 ' ( )
A equacao acima se justifica pois
n+1 n+1 n+1

divV = g(VeV.E) =) 209(E:. ) = Y _g(E.ViV).
i=1 ’

i=1

divV.

o que implica que 2divV = 2(n+ 1)¢, ou seja, ¢ = —
n

Um caso particular de um campo de vetores conforme ocorre quando € satisfeita a seguinte

condicao:

ViV = o6X, (2.12)

para todo X € X(M). Neste caso dizemos que o campo V é fechado.

Por ultimo, como pode ser visto na Equagao 4.3 de [11], dados X, Y € X(X), V € X(M)



CAPITULO 2. O ESPACO HIPERBOLICO E RESULTADOS TECNICOS 42
e N € X(X)1, temos que

GVxVTY)+g(X,VyV1) =g(VxV' = (AX),K")N,Y) +g(X,VyV' — (A(Y),K")N)
=3(Vx(V—=3g(V,N)N).Y) +g(X,Vy(V —g(V,N)N))

(2.13)

onde usamos que V' =V —g(V, N)N na primeira igualdade e na tltima igualdade usamos

que A é autoadjunta.

Lema 2.2.3. Seja M wma variedade Riemanniana munida com um campo de vetores
conforme fechado completo V e X" seja uma hipersuperficie two-sided completa em M
Suponha que o divergente de V' em Mnﬂ, denotado por divV , nao se anula em nenhum ponto
de X" onde a restri¢do de |V| sobre X", denotado por |V, atinge um mdximo local. Entdo

existe um ponto eliptico em ¥".

Demonstragao. Suponha que existe um ponto p € ¥ onde a fungao |Vx, ou equivalentemente
a funcio f = g(V,V)| , atinge um maximo local, com divV, # 0 (ou equivalentemente
b

¢(p) # 0). Portanto, (cf. Teorema 5 do capitulo 3 de [24])
Vfp)=0 e Hessf(v,v) <0,

para todo v € T,X, com v # 0. Nés queremos calcular o gradiente da funcao f, para isso

observamos que dado X € X(X), entdo:

9(V/.X) = X(f) = Xg(V, V)| =29(VxVi V)| = 296X, V)| = 2050V,
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ou seja, Vf =24V ". Além disso, dado X € X(X), temos que:

Hessf(X,X)=g(VxVf,X)=g(Vx(26V "), X) =2¢5(VxV ", X) +2X(¢)5(V ', X)
= 2¢°| X|* + 2¢g(V, N)g(A(X), X) + 2X (¢)g(V ", X),

onde usamos que ¢g(VxV', X) = ¢|X|? + g(V, N)g(A(X), X), equacio esta que decorre
da Equacgao 2.13. Portanto, no ponto p € ¥, temos que V' (p) = 0, consequentemente

g(V.N)(p) =/ f(p). Assim, obtemos que:
£ Hess f(v.0) = S (W)ol? + 6v/TRIFAW). ) <0

para todo v € T,X. Tomando {E}, ..., E,} a base de diregdes principais no ponto p, concluimos

que:

5 Hess (B, B) = 6(0) (9(0) + v/ TON®)) <0, Vi € {1},

o que implica que \;(p) < et < 0, quando divV,, (ou equivalentemente ¢(p)) é positivo;
f ()
e Xi(p) > \_/(% > 0, quando divV}, (ou equivalentemente ¢(p)) é negativo. Ou seja, o ponto
p
p € X é eliptico. O

Finalizamos esta secao apresentando o préximo lema, cuja demonstragao pode ser con-
sultada na Proposicao 2.1 de [3]. Como podemos ver em [1], Yau generalizou um resultado
anterior de Gaffney e estabeleceu a seguinte versao do Teorema de Stokes em uma variedade
Riemanniana ¥" completa, nao compacta e n-dimensional. Se w € Q" !(X) é uma forma
(n — 1)-diferencial integrdvel em X", ou seja, |w| € L£1(X), entao existe uma sequéncia B; de
dominios em X" tais que B; C B, X" = U;>1B; e

lim dw = 0. (2.14)
i——+00 B;
Supondo que X" é orientada pelo elemento de volume dX e seja L1(X) o espaco das funcoes

Lebesgue integravel em »". Se w = 1xd> é uma contracao de dX na direcao de um campo
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de vetores X em X", entao Caminha obteve a seguinte consequéncia do resultado de Yau.

Lema 2.2.4. Seja X um campo de vetores em uma variedade Riemanniana orientada com-
pleta n-dimensional X", tal que divX ndo muda de sinal em X". Se |X| € LY(X), entdo

divX = 0.

Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que divX > 0 em X". Se {ey,...,e,} é

uma base ortonormal em um aberto U C 3, com base dual {wy, ..., w,}, entao
ixdY = (—1)"HX, e)wi A Ay A A .

Desde que as (n — 1)-formas wy A ... A@; A ... A w, sao ortonormais em Q" (3), temos

que
W =) (X.e)® = |X]”

i=1

Entao |w| € LX) e dw = d(1xdX) = (divX)d>.

Sendo B; definido como na discussao acima, temos que

/ (divX)dx = / dw — 0, quando i — 400,
B;

B;

assim, como divX > 0 em X, concluimos que divX =0 em 3. O



Capitulo 3

Caracterizando Horoesferas de H?+1

Neste capitulo apresentaremos os resultados principais obtidos em [1], no qual Aquino,
Baltazar e de Lima estabelecem novos resultados de caracterizagao de horoesferas do espaco
hiperbdlico sob certas condigoes apropriadas no comportamento das curvaturas médias de
ordem superior. Também apresentaremos, neste capitulo, os exemplos mostrados por eles e
que sao de fundamental importancia para concluir a necessidade das principais hipoteses dos

resultados.

3.1 Conceitos Iniciais

As horoesferas sao hipersuperficies do espaco hiperbdlico que sao planas, totalmente
umbilicas, com curvatura média constante e completas. Assim como Lépez e Montiel fi-
zeram em [8], iremos caracterizar uma horoesfera em H"™! como a intersegao entre H"™! e
um hiperplano afim tipo-luz P**! de LL"*2, ou seja, hiperplanos da seguinte forma: P"*! =
{p € L"2 | (p,a) = k}, onde a € L"™ é um vetor tipo-luz e 7 > 0. Assim, as horoesferas

sao conjuntos da seguinte forma:
L. ={p ™" | {p,a) =1} (3.1)

Observe que quando fixamos o vetor a e variamos 7 € R, , obtemos uma folheacao com-

45
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pleta de H"™! por meio de horoesferas. Além disso, nao é dificil ver que

{p)=-p— L (3.2)

T

¢ um campo de vetores do tipo-espago normal e unitdrio em L, com relacao ao qual a

horoesfera tem curvatura média constante igual a 1. De fato, dado p € L., temos que

(€(p);&(p)) = <—p - %a, —p — %a> = (p,p) + 2(p, a) + %(a, a)=—-1+2=1;

T

(€(p),p) = <—p - %a,p> = —(p,p) — %(a,p> =1-1=0.

Figura 3.1: Espaco hiperbdlico folheado por horoesferas.

Além disso, tomando X € X(L,), temos que
VA 0 0 1 0 L oo 0
Agp)(X) = =Vx&(p) = =Vxllp) = ~Vx [ -p——a ) = Vip+ -Vya=Vip =X,

ou seja, A¢py = I, onde I é a identidade no espaco tangente de L,. Assim, concluimos
que H = %tr(Ag(p)) = %tr(]) = 1, como querfamos. Além disso, a equacao acima também
implica que as horoesferas sao totalmente umbilicas (cf. Exercicio 6 de do capitulo 8 de [17]).

Iremos fixar o vetor a € L"*2 e no que segue vamos considerar duas funcoes particulares

que estao naturalmente relacionadas com uma hipersuperficie two-sided v : ¥ — H" ™! A
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primeira delas é a funcao altura com relacao ao vetor a, definida por

l,: X" —R
(3.3)
pr— (¢(p). a),
enquanto a segunda delas é a funcao angulo com relagao ao vetor a, definida por
fo: X" —R
(3.4)
pr— (N(p),a).

Dado X € X(X), como a conexao V° é compativel com a métrica, concluimos que:
(Vi X) = X(I.) = X (¢, a) = (VX a) + (¢, Via) = (X (¥),a) = (X,a) = (X.a'),
de onde conclufmos que VI, = a'. Da mesma maneira concluimos que V f, = —A(a"), pois

<Vfa>X> = X(fa) = X<N>a> = <Vg{N7 a> + <N7 Vg{a> = <vXN7 a> = <_A(X)>a>
= (~A(X),a") = (X, ~A(a")).

Veja que, para cada p € L""2, podemos decompor o espaco de Minkowski da seguinte
forma, L% = T,5" @& span{N,, 1 (p)}. Assim, o vetor a’ é a projeciao ortogonal de a sobre

o fibrado tangente T¥", assim vamos adotar a seguinte definicdo para a':

a' =a—(N,a)N + (4p,a)) = a — f,N + 1,0 (3.5)

Finalmente, no que segue, iremos usar as seguintes formulas classicas, decorrentes dos
trabalhos de Reilly e Rosenberg (cf. [14] e Teorema 5.1 de [15]), para exprimir o operador
L, atuando sobre as fungoes altura e angulo em uma hipersuperficie Riemanniana. Assim,

para o caso do espaco hiperbdlico, temos que:

L.(ly) = c.(Hyy1 fo + Holy); (3.6)
n Cr
Lr(fa) = — (7" + 1CTHH7«+1 — CTHT+2) fa — CTHT+1la — m(VH7«+1’ aT>’ (37)
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n n
onde ¢, = (r+ 1) =(n—r)
r+1 T

3.2 Teoremas de Caracterizacao de Horoesferas e Exem-
plos

Em [2], os autores obtiveram um resultado para o caso de hipersuperficies X" imersas em
uma slab de H"*! determinada por um vetor tipo-luz a € L"*2 com |a'| € £1(2) e tal que
a fungao curvatura média H satisfaz —1 < H < 1. Quando dizemos que X" estd imersa em
uma slab de H"*! significa que a imagem da imersao isométrica 1 : ©* — H" ! estd entre
duas horoesferas, ou seja, existe um vetor tipo-luz a € L"™ e 7,7 > 0, tais que a funcao
altura [, = (¢, a) satisfaz 7 < [,(p) < 72, para todo p € X",

Mais precisamente, o resultado obtido no Teorema 3.5 de [2] foi o seguinte:

Teorema 3.2.1. (Aquino-de Lima): Seja ¢ : X" — H"™ wuma hipersuperficie completa
imersa em uma slab de H"™ determinada por um vetor do tipo-luz a € L™ com curvatura
média —1 < H < 1 (ndo necessariamente constante). Se |a'| € LY(X), entdo X" € uma

horoesfera.

Assim, observando o teorema acima, os autores apresentaram resultados que buscam
estender o teorema acima para o contexto de curvatura média de ordens superiores. Portanto,

neste sentido segue o proximo teorema.

Teorema 3.2.2. Seja ¢ : X" — H" uma hipersuperficie two-sided completa de H" ™ com
a sequnda forma fundamental limitada. Suponha que, para algum 1 < r < n —1, a r-ésima

curvatura média H, de X" ¢ tal que
0< Hr+1 S Hr-

Se la"| € LY(X) para algum vetor tipo-luz a € "2, entdo X" é uma horoesfera L, para

algum T > 0.
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Demonstracao. Inicialmente, usando as ideias apresentadas em 1.36, iremos calcular uma

expressao para L,(I2). Assim, veja que

L(12) = (P, o V) = S (PVPE(E)). E) = S (Vi VI2. P(E)
= i(VEi(QlaVla), P.(E))) = i(QlainVla + 2E;(1,)Vl, P.(E;))

= 21, i(P,(vzza(Ei)), E;) +2 i(Pr(Vla), Ei(la)E;)
= 21,L.(L,) + (P.(Vl,), Vi),

onde na quarta igualdade usamos que dados f,g € C*(X), entdo V(f -g) = fVg+ gV /f.

Agora usando a Equagao 3.6, obtemos a seguinte expressao para L, (I2),

Lo(12) = 26, Hy i1 falo + 26, H 12 + 2(P(V1,), Vi),

n
onde ¢, = (n —r) . Observe também que

2

H, 2 H
Cr (\/ Hrfa + \/%1%) = CrHrfg + 2CTH7"+1fala + ¢ ;;Ll lg;

de onde concluimos que

H 2 H?
L.(?) = ¢, (\/Hrfa + ﬁza) —oH, f2—¢ }}“[?L + 2¢, H 12 + 2(P.(V1,), Vi,)
2

2
H
= (Vb Tt ) 2= )t (H, = T ) ot 2T, L),

Como a é um vetor tipo-luz e a = a' + f,N — l,2, concluimos que

0={(a,a)=(a",a") + fo(N,N) + (v, ) = |VI|* + f7 — I3,
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ou seja, 2 — f2 = |VI,|*. Voltando para a expressao de L,(I?), obtemos que

H 2 H?
L) =¢ (\/Hrfa 4 T;l) + ¢, H, |V + ¢ (H — TH) 12+ 2(P.(Vl,), V).

Como 2(P,(V1,),Vl,) = L.(I?) — 2l,L,(l,), concluimos que

H, 2 H?
20, L, (l,) = ¢, (\/H,fa + T;l“) + e H |V + ¢ (H — Tﬂ) I2. (3.8)

Por outro lado, desde que as horoesferas L, folheiam todo o espaco hiperbdlico, entao para
qualquer hipersuperficie ¥" imersa em H"™! temos que a fungao altura, l,(p) = (¥(p),a) =

T > 0, é estritamente positiva. Visto que 0 < H,,; < H,, concluimos que L,(l,) > 0 em X",
HYy

pois H, — > 0. Além disso, como a segunda forma fundamental é limitada e |a'| €

L1(Y), podemos aplicar o Lema 2.2.4, pois div(P,.(a")) ndo muda de sinal em ", visto que
div(P.(a")) = div(P.(Vl,)) = L.(l,) > 0, e assim concluimos que div(P,(a")) = L,(l,) = 0.
Consequentemente, H,|Vi,]* = 0, e como H, > 0, concluimos que |V[,|?> = 0, ou ainda,

Vi, = 0. Portanto, [, é uma constante positiva em X", o que implica que l,(p) = (¥ (p),a) =

7 > 0, ou seja, X" é uma horoesfera de H" !, O
Exemplo 3.2.1. Considere um inteiro k, tal que 0 < k < n, e defina a fun¢ao suave

f:H"" — R dada por:

fp) =pi+ ...+ Dpy1s

onde p = (p1, ..., Ppy2). Tomando p > 0, entao f~1(p?) = X" ndo possui pontos criticos com
relagio ao campo N(p) abaizo, ou seja, p é um valor reqular, logo X" é uma hipersuperficie

completa, imersa em H" e orientada pelo campo

Ny Yoy L
N(p)—ﬁﬂ(p) Wi

onde v(p) = (p1,...,prs1,0,...,0) e Vf € o gradiente de f em H'*'. De fato, considerando

(v(p) + p°p), (3.9)



CAPITULO 3. CARACTERIZANDO HOROESFERAS DE HN+! 51

f L2 — R a extensdo de f em L" 2, dada por f(p) = (v(p),p), e X € X(L"2), entdo

(VF(p), X) = X(v(p),p) = (Vxv(p).p) + (v(p), Vip) = /(X)) + (X, v(p)) = 2(v(p), X),

ou seja, V f(p) = 2v(p), onde Vf representa o gradiente de f em L"2. Desta forma,
Vf(p) = 2v(p) + 2v(p), p)p,

ou seja, o gradiente de f sobre X" assume a sequinte forma V f(p) = 2v(p) + 2p*p, logo

N v/ 2v(p) +20°p 2v(p) +2p°p 1 2
N - v B - - .
v VI Vap? +8pt —dpt /4P (1+p?) p\/Tp?(’/(p) +0°p)

Sep=(p1,.Pnt+2) € um ponto de X", entao considere as imersdes canonicas

S*(p) — RFHY,

ank(m) s Lnkarl

e, tomando a imersao produto, veja que X" = S¥(p) x H" %, pois p? + ... + P = p° e

Pipo+ . — iy = —(y/1+ p?)2 Além disso, o operador de Weingarten A com rela¢io ao

vetor N = —N tem as sequintes curvaturas principais:
A = YEEZ A P
1= = A=, k1 = o = Ap = T/,
p Vv 1+ p?

pois tomando X € X(X) podemos escrever X = (X1, X»), com X1 € X(S*(p)) e Xo €
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X(H"*), logo pela férmula de Weingarten para hipersuperficies, temos que

An(X) = —Vx(N) = —V4N

1 1
= ———V{x, 0 W(p) + p*p) + ——=V{o.x,) (¥ (D) + p°P)
(leo) (07X2)
P/ 1+ p? pV/ 1+ p?

1 1
= ———(v(X1,0) + p*(X1,0)) + ——=—=(v(0, X3) + p*(0, X2))
PV 1+ p? PV 1+ p?
= —F———=(X1,0) + ——=(0,X3)
it Wit

VISR o)+ (0, X).

p V1+p?

Em particular, veja que X" tem a sequnda forma fundamental limitada, pois dado p > 0,

1+ p?
p

Agora vamos considerar o caso em que k =1 e 1 <r <n —1. Observe que a r-ésima

temos que \; < , para todo 1 < i < n.

curvatura média de X" € dada por:

HT:STZ Z >\1.>\i1."'.>\ir71+ Z )‘il AZT

r 1< <y i1<... <ip
i1yeyip 1
r—1 T
I B VA B e p
r—1 p V1+p? r Vitp?)
1 2
Portanto, denotando o = ﬁ, temos que
n 1 n—1 n—1 1
H, = r—1 o+ P
r « r—1 r «

de onde concluimos que

1 (n—=1!  rli(n—r) n—=1! 7rl(n—r)!1
Hr = ar—l {(T—l)!(n—r)! n! O[Jrrl(n—r—l)! n o«

1 n—r
= {ToHr }>0.

nar—1 «Q
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1 —r—1
De maneira andloga, também concluimos que H,.1 = — |[(r + 1)a + nmre e > 0,
na’” o
logo
1 3 2
H.—H, = na”l[ra +(n—ra—-(r+1)a”—(n—r—1)]
1
= +1[T0z2(0z—1)—T(Oz—l)+n(oz—1)+1—oz2]
nao’”
T Dlaz_10™ 1 «
= —mla—Djat =144 -+ — (3.10)
r 1 n+l-—r
> 0,

pois o > 1. Assim, concluimos que 0 < H,., 1 < H,, para todo 1 < r < n — 1. Finalmente,
observando a Equacdo 3.8 vemos que se L.(l,) = 0, para algum vetor tipo-luz a € L""2
entao H, = H,,1, porém como neste exemplo temos H, > H, 1, concluimos que L.(l,) > 0
e, consequentemente, |a'| & L1(X), para todo vetor tipo-luz a € L"*2.

Portanto, este exemplo mostra a importancia da hipdtese |a'| € LY(X), pois X" cumpre

todas as hipdteses do teorema anterior (com exce¢do desta ultima) e nao é uma horoesfera.

Antes do préximo teorema nds precisamos esclarecer que uma hipersuperficie %" imersa
em H"™! ser localmente tangente abaizo de uwma horoesfera L, de H"'! significa que existe
um ponto p € X" e uma vizinhanca U C X" de p tal que l,(p) = 7 e l,(q) < 7, para todo
qgelU.

Figura 3.2: A curva C acima é localmente tangente abaixo da horoesfera L, de HS3.
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Teorema 3.2.3. Seja ¢ : X" — H" uma hipersuperficie two-sided completa de H" ™ com
a sequnda forma fundamental limitada. Suponha que, para algum 1 < r < n, a r-ésima

curvatura média H, de " satisfaz

0< H, <1.

Se la"| € LX) para algum vetor tipo-luz a € 1L""2, e X" € localmente tangente abaivo da

horoesfera L., entao X" ¢ a horoesfera L..

Demonstragao. Considere o campo de vetores definido em H"*! por

V(p) =a+(p,a)p.

Observe que V' é um campo de vetores conforme fechado completo, pois dado X € X(H"*!),

temos, pela Equagao 2.6, que

VxV = VSV + (4,(X), V)p = (Vip.a)p + (p.a)Vip — (X,a+ (p,a)p)p

= (X,a)p + (p,a) — (X,a)p = (p,a) X.

Além disso, divV, = (n + 1)(p,a) e |V,|z = ((p),a) = l,(p), p € E". Supondo que X" é
localmente tangente abaixo de uma horoesfera L., temos que |V|y atinge um méaximo local
em X", pois existe um ponto p € £" e uma vizinhanca U C X" de p, tal que l,(q) = |V, |z <
|Vols = la(p), para todo ¢ € U. Visto que |V|y =, > 0 em X", podemos aplicar o Lema 2.2.3
e garantir a existéncia de um ponto eliptico em X". Além disso, como estamos supondo que
H, > 0, segue do Lema 2.2.1 que P; é positiva-definida e, consequentemente, H; ¢ positiva
para todo j € {1,...,7 — 1}.

Agora definimos o campo de vetores em " a seguir:

r—1

X =Y LWL,

C
i=0 "
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n
onde ¢; = (i +1) . Observe que:
1+1
r—1 r—1 1 r—1 1
divX = —div(Pi(Vl,)) = —Li(la) = —¢i(Hip1fo + Hila)
Ci — Ci — Cj
=0 =0 =0

= (Hfa + la) + (HQfa + Hla) + + (Hrfa + Hrflla)

=lo+H(fotl)+ ...+ H 1 (fo+1l)+H fo>(HA+ ...+ H)(fo+ o),

onde a ultima desigualdade decorre do fato que 0 < H,. <1 el, > 0 em X". Por outro lado,

como |Vi,|? + f2 — 12 = 0, concluimos que

lczt - ff = (la + fa)(la - fa) >0,

ou seja, l, + f, > 0, pois de outra forma teriamos [, + f, < 0 e l, — f, < 0, onde a ultima
desigualdade implica que f, > 0, pois [, > 0, e a primeira desigualdade implica que [, < 0, o
que é absurdo. Portanto, como H; é positivo para todo 1 < j <r, temos que divX > 0. Além
disso, como a segunda forma fundamental de ¥" é limitada concluimos que dado Y € X(X),
entao |A(Y)| < M|Y]|, para algum M >0e A : X(X) — X(X) o operador de Weingarten
em X". Assim,

r—1 1

X => ~IP(VI)| < M|VL|,

i=0

para algum M > 0. Como |Vi,| = |a"| € £L1(X), concluimos que |X| € £L}(X) e, pelo Lema

2.2.4, concluimos que divX =0 em X", logo [, = — f,, ou seja,
|Vla|2 = lczt - fc% = 07

de onde concluimos que [, é constante em ", o que significa que X" é uma horoesfera em

HnJrl . O

Observacao 3.2.1. Observe que se r = 2 no teorema anterior, entao pelo Lema 2.2.1 con-

cluimos que nao € necessario supor que a hipersuperficie two-sided completa X" € localmente
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tangente abaixo de uma horoesfera T, pois este ultimo fato implica que Hy > 0, mas ja temos

essa conclusao pela Lema 2.2.1.

Exemplo 3.2.2. Fize um ponto p € H? C L* e considere uma base ortonormal {e1,es,e3}
de T,H3. De acordo com o exemplo 10 de [9], podemos definir um toro de revolugdo 1 :

[0, 27] x [0,27] — H? da sequinte forma:

1(n, ») = cosh p(cosh Rp + sinh R(cosne; + sinnes) + sinh p(cos ¢(sinh Rp + cosh R(cos ne;

+ sinnes))) + sinnes),

onde R > p > 0. Como podemos ver em [9] as curvaturas principais Ny e Ay da imersio $ao

dadas por:
N sinh p sinh R + cosh p cosh Rcos ¢
'™ cosh psinh R + sinh p cosh R cos ¢’
A2 = — coth p.

Veja que em A1, trocando cos ¢ por 1 no numerador e cos ¢ por —1 no denominador, entao a

fragao atinge seu mdximo, pois cosh psinh R > sinh p cosh R, jd que coth p > coth R. Assim,

sinh psinh R+ coshpcosh R (ef — e ) (e — e ) 4 (ef + e *)(eff + e )
cosh psinh R —sinh pcosh R~ (er + e°)(ef — e B) — (er — e=°)(ef — e~ R)
_ 2(efttr ey cosh(R + p) < cosh(R — p)
~ 2(eftr 4 e~B+r)  sinh(R — p) ~ sinh(R — p)

A1l =

= coth(R — p).

Portanto, || < coth(R — p), ou seja, —1 < A\ <1 e Ay = cothr < —1. Assim, concluimos
que Hy = (A + X2)/2 < 0. Veja também que Hy < 0, pois caso contrdrio teriamos, pelo
Lema 2.2.1, que Hy > 0. Logo, concluimos que H, < 0 no toro de revolugado.

Por outro lado, como o toro ¢ compacto, temos que a sequnda forma fundamental €
limitada, |a"| é Lebesgue integrdvel, para todo vetor tipo-luz a € L""2. Desta forma, junto
com a observacao anterior, vemos que o toro cumpre todas as hipoteses do teorema anterior,
com exce¢do da hipotese que 0 < H, < 1, o que mostra que esta hipdtese é necessdaria para

concluir que a hipersuperficie € uma horoesfera do espaco hiperbolico.

Baseado na Equagao 3.2, Aquino e de Lima observaram em [2] que as fungdes altura e
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angulo de uma horoesfera L. de H*"! satisfazem a identidade I, = —f,, onde a é o vetor
tipo-luz que define a horoesfera. Motivados por este fato, eles mostraram no teorema 4.2
de [2] que as tUnicas hipersuperficies completas com curvatura média constante imersas em
H"™ tais que [, = \f,, para algum vetor tipo-luz a € "™ e alguma constante A € R, sdo
as horoesferas ou os cilindros hiperbélicos de H"!. Portanto, inspirados neste resultado os

autores mostraram o seguinte teorema.

Teorema 3.2.4. Seja ¢ : X" — H" wuma hipersuperficie two-sided completa de H* ™ com
a sequnda forma fundamental limitada. Suponha que l, = Af,, para algum vetor tipo-luz
a € L"2 e alguma constante ndo nula X € R, e que a r-ésima curvatura média de X"
satisfaz

0< Hr+2 S Hr;

para algum 1 < r < n—2. Sela"| € LX), entio X" ¢é uma horoesfera L., para algum

7> 0.

Demonstracao. Como [, = \f,, entao
IVI|* =15 — fo = (1= A7)

Em particular, veja que (1 —A72) > 0. Agora, definimos em ¥" o seguinte campo de vetores

tangentes:

X =-

At 1
Pri1(Via) + — P (Via),

Cr41 T
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n
onde ¢; = (i + 1) . Assim, concluimos que
i+1
: At 1 At 1
divX = — div(P,41(Vl,)) + —div(P.(Vl0,)) = — Lyi1(ly) + — L (1)
Cri1 Cr Cri1 Cr
- - Cr+1(Hr+2fa + Hr+1la) + _Cr(Hr+1fa + Hrla)

Cr41 Cr

= N'Ho o\ — N Hyly + Hep MM, + Hly

= (H, — \*H, ), > (1 - X?H,l, >0,

onde na penultima desigualdade usamos que H,,» < H,. Além disso, como X" tem a
segunda forma fundamental limitada e |VI,| = |a'| € £}(2), mais uma vez concluimos que
| X| € £L}(X). Portanto, como divX nao muda de sinal em X", podemos aplicar o Lema 2.2.4
e obter que divX = 0. Consequentemente, concluimos que A\?> = 1 e, portanto, |VI,|> = 0,
ou seja, [, ¢ uma constante em X", o que significa que X" é uma horoesfera L., para algum

7> 0. O

Exemplo 3.2.3. No exzemplo 3.2.1 considere o vetor tipo-luz a = (0,..,1,1) € L""2. Agora

veja que:
fulp) = { @, —— =) + p*p) ) = ——L—(a.p)
"o/ 2 Vi+p2
ou seja, l, = — p fa- Porém, mais uma vez podemos ver na Equacao 3.10 do exem-

1+ p?
plo 3.2.1 que H, o < H,, para todo 1 < r < n — 2. Assim, como X" tem sequnda forma

fundamental limitada, concluimos que |a'| € LY(X) é uma hipdtese necessdria no teorema
anterior, pois caso contrdrio nao poderiamos garantir que a hipersuperficie do teorema an-
terior seria uma horoesfera, pois poderia ser a superficie do exemplo 3.2.1, que ndao é uma

horoesfera.



Apeéendice A

Conceiltos Basicos de Geometria

Riemanniana

O propésito deste apéndice é apresentar algumas ferramentas e conceitos basicos da te-
oria de geometria Riemanniana, que podem ser encontrados nos capitulos iniciais de [17],
ferramentas e conceitos estes que sao importantes para um melhor entendimento do que foi
apresentado neste trabalho. Dentre estas ferramentas e conceitos destacamos as métricas

Riemannianas, as conexoes afins e a curvatura.

A.1 Campos de Vetores e Colchetes

Um campo de vetores ¢ uma aplicacao que relaciona pontos da variedade diferencidvel com

vetores tangentes a superficie nestes pontos, mais precisamente temos a defini¢ao a seguir.

Definicao A.1.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma corres-
pondéncia X : M — TM, que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. O campo

é diferencidvel se a aplicagao X : M — T M ¢€ diferencidvel, onde T M é o fibrado tangente.

Se considerarmos uma parametrizacao x, : U, C R"* — M é possivel escrever

X(p) =Y i) o), (A1)

59
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n
onde cada a; : U — R sdo fungées em U, para cada i € {1,...,n}, e {8ax (p)} é a base
i i=1

de T,M associada a z,. E claro que X = (ay,...,a,) é diferencidvel se, e somente se, as
funcoes coordenadas a; sao diferenciaveis para alguma parametrizacao, o que implica que
elas sao diferencidveis para qualquer parametrizagao, pois sendo X = (ay, ..., a,) com relacao
a parametrizacio x, : U, = M e X = (by,...,b,) com relacdo a uma parametrizacao yz :
Ug = M, entao a; = hob;, onde h é a mudanga de coordenadas, logo sendo a; diferenciavel,
b; também serd diferencidvel.

As vezes é conveniente utilizar a ideia sugerida por A.1 e pensar em um campo de ve-

tores como uma aplicagdo X : C*°(M) — F do conjunto C*(M) das fungoes diferenciaveis

definidas em M no conjunto F das fungoes reais definidas em M, definida do seguinte modo:

(D) = Y alp)sl o), (22)

7

onde, por um abuso de notacao, f € C*°(M) indica f o z,, que é a expressao de f na
parametrizacao x,. A funcao X f obtida em A.2 nao depende da escolha da parametrizacao
Tq, além disso, veja que X é diferenciavel se, e somente se, X : C®°(M) — C*(M), isto é,
XfeC®(M), para todo f € C®(M).

A interpretacao de X como um operador em C*°(M) permite-nos considerar os iterados
de X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis em M e f: M — R é uma funcao
diferenciavel, podemos considerar as funcgoes X (Y f) e Y(X f). Em geral, tais operagoes
nao conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de ordem superior a primeira,

entretanto, podemos afirmar o lema a seguir.

Lema A.1.1. Sejam X e Y campos diferencidaveis de vetores em uma variedade diferencidavel
M. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € C*(M), Zf = (XY —
YX)f.

Demonstracao. Inicialmente, iremos supor que existe o campo vetorial Z. Entao considere

p €M ez, : U, — M uma parametrizacao em torno de p. Além disso, tome

- 0 - 0
X:;aia—xi, Y:ija—%
= j=1
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as expressoes de X e Y nesta parametrizacao. Entao para todo f € C*°(M), temos

B o ob; 8f
X(Yf)—zaia—xi<z ’(%) Z "Ox; O, ;a”axaxj

7

f) = ;bja—xj (; ) Zbﬂa% or, ZZ bjaxjaxz

de onde concluimos a

0b; da;\ 0
Portanto, Zf = X(Yf) = Y(X[f) = ; (aia;i — bia;i) 8—xfj’
unicidade de Z, visto que a tultima expressao depende apenas das coordenadas dos campos
vetoriais ja determinados X e Y.
Para demonstrarmos a existéncia de Z, consideramos 7, definido na vizinhanca coor-

denada z,(U,) pela expressao anterior. Pela unicidade, temos que Z, = Zz em z,(U,) N

x(Ug) # 0, o que permite definir Z em toda variedade M. O

O campo vetorial Z dado pelo Lema(A.1.1) é chamado o colchete [X,Y] = XY —Y X de
X e Y. Vale salientar que aqui a notacao XY significa X o Y. Veja que Z é evidentemente
diferenciavel, pois X e Y sao diferenciaveis, além disso, a operagao colchete possui as seguintes

propriedades demonstradas na proposi¢ao abaixo.

Proposicao A.1.1. Se X, Y e Z sao campos diferencidveirs em M, a, b sdo nimeros reais,

¢ f, g sdo funcdes diferencidveis, entio:
(a) [X,Y] = —[V, X] (anticomutatividade);
(b) [aX + VY, Z) = a[X,Y] + b]Y, Z] (linearidade);
(c) [[X,Y],Z) + Y, Z), X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi);
(d) [fX.gY] = fglX. Y]+ [(Xg)Y —g(Y /)X

Demonstragao. Os itens (a) e (b) sdo imediatos. Para o item (c) observe que, usando (a),

precisamos mostrar que

HX> Y]>Z] = [X> [Y> Z“ + [Y> [ZaXH
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Assim, observe que

=XYZ - XZY - YZX+ZYX+YZX - YXZ —-ZXY +XZY
=XYZ+2ZIYX -YXZ - ZXY,

XY, 2] =[XY —-YX,Z|=XYZ-YXZ - ZXY + ZY X,

de onde concluimos a igualdade desejada. Para concluirmos (d) tomamos h € C®(M) e

verificamos que

[fX,9Y(h) = (fXgY = gY fX)(h) = [Xg(Yh) — gY f(Xh)
= J(X9)(Yh) + fgX(Yh) — g(Y [)(Xh) — fg¥ (Xh)

= (fg[X, Y]+ f(Xg)Y — g(Y [)X)(h),

de onde concluimos o item (d). O

A.2 Meétricas Riemannianas

Dada uma variedade diferenciavel, queremos introduzir em cada ponto uma maneira de
medir comprimentos de vetores tangentes que varia diferencialmente com o ponto. Neste

sentido segue a proxima definicao.

Definicao A.2.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto
interno (-,-), (isto é, uma forma bilinear, simétrica e positiva definida) no espago tangente
T,M, que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se x, : U, C R" = M ¢ uma parame-
trizagio em torno de p, com q = (xq,...,x,) € Uy,, entdo <(9ixz(q>’ ai%(q)> = gij(z1, ..., )

¢ uma funcao diferencidvel em U,.

Veja que a definicao acima nao depende da escolha do sistema de coordenadas, pois se

escolhermos um novo sistema de coordenadas yz : V3 — M, em torno de p, a base de T,M
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associada a yg ¢ uma combinacao linear da base de T),M associada a z, que, por hipétese,
varia diferencialmente.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica é dizer que para todo par X
e Y de campos de vetores diferencidveis em uma vizinhanga de W de M, a funcao (X,Y") é
diferenciavel em W. Claro que esta definicao implica na defini¢ao anterior, mas veja também
que estas defini¢oes sao equivalentes, visto que os campos X e Y podem ser escritos em cada
ponto como combinacao linear da base associada a x,.

As funcoes g;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
Ty : Uy, C R" — M. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana

chama-se uma variedade Riemanniana.

Definicao A.2.2. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N

é chamado uma isometria se:

(u,v), = <dfp(u)>dfp(v)>f(p)> (A.3)

para todo p € M e todo u,v € T,M.

Se M e N sao duas variedades Riemannianas e f : M — N uma aplicagao diferenciavel,
dizemos que f é uma isometria local em p € M, se existe uma vizinhanca W C M de p tal
que f: W — f(W) é um difeomorfismo satisfazendo A.3. E usual dizer que a variedade
Riemanniana M ¢é localmente isométrica a variedade Riemanniana N se, para todo p € M,
existe uma vizinhanca W de p em M e uma isometria local f: W — f(W) C N.

As préoximas definicbes serao importantes para entendermos alguns conceitos dados nas

secoes seguintes como, por exemplo, quando abordamos a derivada covariante.

Definicao A.2.3. Uma aplicagao diferencidvel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R em

uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva (parametrizada).

Definicao A.2.4. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c: I — M é uma aplicagcao
que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € ToyyM. Diz-se que V' ¢ diferencidvel se
para toda fungao diferencidvel f em M, a fun¢do t — V(t)f € uma funcao diferencidavel em

I.
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A.3 Conexoes Afins

Nesta se¢ao iremos estudar as conezoes afins e suas propriedades, veremos que este con-
ceito nos da uma nocao de derivada de campos vetoriais e, mais que isso, iremos verificar que
associada a uma métrica Riemanniana existe uma unica conexao afim, a qual serda chamada
de conexdo Riemanniana ou conexdo de Levi-Civita. Para isso indicaremos por X(M) o con-
junto dos campos de vetores de classe O em M e por C*°(M) o anel das fungoes reais de

classe C'*° definidas em M.

Definicao A.3.1. Uma conezxao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicag¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) s VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixigwZ = fVxZ +gVyZ;
(ii) Vx(Y +2)=VxY +VxZ;
(iii) Vx(fY)=fVxY + (Xf)Y
onde X, Y, Z € X(M) e f,g € C®(M).
A proposicao a seguir ird nos apresentar a derivada covariante e suas propriedades.

Proposicao A.3.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao
existe wma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

DV
diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial —— ao longo de ¢, denominado derivada

dt
covariante de V' ao longo de c, tal que:
DV DW
(a) —(V + W)= s +— o
df , , .
— = — , onde V' é um campo de vetores ao longo de ¢ e f é uma fungao
(b) (fV) dtVJrf de V de vet [ d f fi

dzferencmvel em 1.

(¢c) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)), entao

DV
c/dtY .
s = Vac/at
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Demonstragao. Suponhamos que existe uma correspondéncia satisfazendo (a), (b) e (¢). Seja
Zo : Uy — M um sistema de coordenadas com ¢(I) Nz, (Uy) # 0 e (z1(t),...,z,(t)) as

coordenadas de ¢(t), t € I, em U,. Entdo podemos expressar o campo V' localmente como

J=1

DV D 0 dv; 0 D/ d
- dt<238x> T o T @ (ax)

enquanto, por (¢) e pela primeira propriedade de conexao, temos que

D[ 0 0 0 dx; 0
at (a?) = Vacjig - =V (st 2 ) g~ 2 gy VO
Portanto,
Dv dv; 0 oixZ 0

v 9 Vosom——, i.j=1...n.
dt &= dt O0x; 4 di Yoy, "

DV

A expressao de s acima nos mostra que se a correspondéncia existe, entao ela é tinica,
pois depende apenas do vetor velocidade da curva ¢, das coordenadas de V' com relacao a

n
base {8—} e os valores da conexao associados a esta base.
l‘ .
b 1

Para mostrar a unicidade definimos o em zo(Uy) pela expressao acima, na qual a

primeira e segunda propriedade sao imediatas e para a terceira consideramos Y = Z b;- ai,
- €
j
entao V = Zb 8—% Assim,
Dv 0 db; 0 0
= b; - ; _ bV g ——
i dt ag;, Z Vo, ; ( T T /dtaxj)

0
_ z Ve (bj - %)
J

J

= Vdc/dty
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v
Se yz(Vp) é outra vizinhanca coordenada com x,(U,) Nys(Vs) # 0 e definimos g como na

DV
expressao acima, entao as defini¢des concordam em z,(U,) Nys(V3) pela unicidade de e
em ,(U,). Assim, estendemos a definigao para toda M. O

Veja que a proposicao acima mostra que a escolha de uma conexao afim em M da origem
a uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas que satisfaz as propriedades (a) e

(b), ou seja, as propriedades da derivada da soma e regra do produto do produto.

A.3.1 Conexao Riemanniana

Nesta secao iremos falar de uma conexao bastante particular, porém muito importante,
visto que toda variedade Riemanniana possui essa tal conexao, a qual chamaremos de conezxao
Riemanniana ou conexao de Levi-Civita. Iniciamos com as definigoes e proposigoes que irao
nos dar o significado de uma conexao ser simétrica e compativel com a métrica para, entao,

concluirmos a existéncia e unicidade da conexdo Riemanniana.

Definicao A.3.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (-,-). A conexdao € dita compativel com a métrica (-,-), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos X eY ao longo

de ¢, tivermos (X,Y) = constante.

A proposicao seguinte mostra que se a conexao V é compativel com a métrica Riemanni-
ana (-, -), entdo podemos derivar o produto interno pela regra do produto usual, como pode

ser visto abaixo.

Proposicao A.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é com-
pativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao longo
da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DWW
—(VWY={( == W — tel. A4
s =(BLw ) (25 e (A1)

Demonstracdo. E claro que a equagao A.4 implica na definigdo acima, pois sendo V e W

d
campos de vetores paralelos, entao —(V, W) = 0, o que implica que (V, W) = constante.

dt
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Agora supondo que a conexao é compativel com a métrica, escolnemos uma base ortonor-
mal {X;(ty), ..., Xn(to)} de T,4)M, ty € I, a qual estendemos paralelamente ao longo de c.
Como V ¢ compativel com a métrica, {X;(t),..., X, ()} é uma base ortonormal de Ty M,

para todo t € I. Podemos escrever,
V:Z’UZ'XZ', W:Z’LUZXZ, 1= 1,...,71,
i i

onde as fungoes v; e w; sao diferenciaveis em I. Dessa forma, temos

A il ‘g il g il ‘g i il ‘g il il ‘o

dt — dt Z+;vl dt — dt ¢ — dt Z+;vl dt Z dt "
Portanto,

o que conclui nossa demonstracao. 0

O préximo resultado nos da uma caracterizagao mais utilizada quando queremos verificar

a compatibilidade da métrica com relagao a conexao.

Corolario A.3.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ), XY, Z € X(M). (A.5)

Demonstracao. Suponha que V é compativel com a métrica. Sejam p € M e ¢: I — M uma

= X(p). Entao

t=to

DY DZ
(=, Z Y, =2
t=t < dt ’ > +< ’ dt >
=to p p

= <VX(:D)Y> Z>:D + <Y> VX(P)Z>:D-

dc
curva diferencidvel com c(ty) = p, to € [ e —

dt

X(p)Y, 2) = %(Y(C(t)),Z(C(t)»

Como p € M é um ponto arbitrario, concluimos a Equagao A.5. A reciproca segue da
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terceira igualdade na equacao acima em conjunto com a proposi¢ao anterior. ]

Definicao A.3.3. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando

VY —Vy X = [X,Y], VX,YE%(M) (A6)

Veja que segue da definicao acima que se tivermos um sistema de coordenadas z,, : U, —

M e V for simétrica, entao

0 0 o 0 g 0 o 0
Vojowig— = Vojon; 5~ = {—, —} = A =0 (A7)
z; Ox; Oz, Oz, Ox; 0x; Oz, O0x;
o . 0 " :
para todo 7,5 = 1,...,n. Ou seja, Vé‘/@mia— = Va/amja—, o que justifica chamarmos tais
€4 Z;
0
conexoes de simétricas. Veja que também concluimos que Ffj = Ffi, onde Vé‘/@mia— =
Ly

5,
;rga—%.

Agora vamos enunciar e demonstrar o que afirmamos no inicio desta secao.

Teorema A.3.1. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica co-

nexao afim V em M satisfazendo as consigoes:
(a) V € simétrica;
(b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao. Suponhamos que exista tal conexao V, entao a compatibilidade com a métrica

garante que

XY, Z) = (VY. Z) + (Y,VxZ), Y{(Z,X)=(VyZ X)+(Z, VyX),
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, VY).

Somando as duas primeiras equacoes e subtraindo a ultima, temos, usando a simetria de
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V., que

XY, Z) + Y{Z,X) — Z(X,Y) = (VxZ — V,X.Y) + (VyZ — VY, X) + ([X,Y], Z)
+(Vy X, Z)+ (Z,VyX)

(X, Z2],Y)+ (Y, Z], X) + ([ X, Y], Z) + 2(Z,Vy X).

Portanto,

(Z,VyX)==-(X(Y,2)+Y(Z,X)-Z(X,)Y) = (X, Z].Y) = (V. Z], X)) — (X, Y], 2)).

|

A expressao acima mostra que V estd univocamente determinada pela métrica (-,-).
Portanto, caso exista, ela sera tnica. Assim, para mostrar a existéncia, definimos V como
na tultima expressao acima, de onde concluimos que V esta bem definida, é simétrica, pois
(Z,VxY —VyX)=(Z[X,Y]), e é compativel com a métrica, visto que sendo simétrica, as

implicagoes que fizemos acima sao, na verdade, equivaléncias. O

Observacao A.3.1. A conexao dada pelo teorema anterior é denominada de conexao de

Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

Iremos finalizar este topico calculando os simbolos de Christoffel. Para isso consideremos

um sistema de coordenadas z, : U, — M, entao dizemos que as funcoes Ffj definidas em

a ~ . ~ 7/ N
U, por Va/amia— sao os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel
l‘.
J
. o 0 . .
da conexao. Lembre que 9 | = 0, para todo 7,5 = 1,...,n, e no teorema anterior
Ty OX;

encontramos uma expressao para a conexao, logo

o o\ _1fo o o
oxy’ a/amiaxj 2 8xigjk 8%»9]% 8xkg” ’

Mas também, temos que

o 0N |0 =y 0\
<a_xk’va/amia7j> - <a$k’zrwaxl> - ;Fijgllﬂ

l
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o 0

onde g;; = < ET (97> Como a matriz (gkm) admite uma inversa (g*™)
i OTj

, temos que

1 (9 (9 (9 km
mas veja que
> g - g™ Z TG = T2,
k,l

de onde concluimos que
1 0 0 0
= E i— =i | §"™ A.
(a gjk + a gk al‘kg _7) g ) ( 8)

onde esta ultima equacao ¢ a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Rie-
manniana em termos dos g;; dados pela métrica. J& a derivada covariante assume a seguinte

forma classica, em termos dos simblos de Christoffel:
— = r A9
dt Z{ Z””dt}axk (A.9)

A.4 Curvaturas

Nesta secao iremos estudar o conceito geral de curvatura e logo apés os casos particulares
das curvaturas seccionais, de Ricci e escalar. Veremos que a curvatura mede, de certa forma,
o quanto a variedade M deixa de ser euclidiana. Também veremos que a curvatura mede,

em um sentido nao muito formal, a nao-comutatividade da derivada covariante.

Definicao A.4.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyvVxZ -VxVyvZ + V[Xy]Z, = %(M),

onde V € a conexao Riemanniana de M.

Se consideramos M = R", entdao R(X,Y)Z = 0, para todo X,Y,Z € X(M), pois indi-
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cando por X = (z1,...,x,) e Z = (21, ..., 2,) as componentes do campo X e Z nas coordenadas
naturais do R", também lembrando que os simbolos de Christoffel na Equacao A.8 para o

ambiente euclidiano sao nulos e, por fim, observando que

0 ( 0 0
VxZ =V zi— | = 2V —+X(z»)—)
rve (55 5 (e 5
0 0
- Z (ijivé’/amig + X(Zj)g)
ij J J

0
_ k
k i,
temos que VxZ = (Xz, ..., Xz,), de onde concluimos que VyVxZ = (Y Xz,....YXz,), o
que implica que
R(X,Y)Z =VyVxZ —=VxVyZ +Vixy1Z = 0.

Outro fato é que se considerarmos um sistema de coordenadas x,, : U, — M em torno de

o 0

— —— | =0, teremos que:
(9%-’ aZE‘J:| ' d

um ponto p € M, como {

g 0 0
R ( ) B~ VosonNojon; = Vojon;Vojoz)Vojon

o que de certa forma mede a nao-comutatividade da curvatura, além disso, mais adiante vere-
mos que se R = 0, entao Vy/a., € Voo, comutam, pois veremos que R(X,Y) = —R(Y, X).
A préxima proposi¢ao nos da algumas propriedades da curvatura R, que na verdade é

uma aplicacao multilinear, por isso a linearidade da curvatura ocorre em todas as entradas.

Proposicao A.4.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das segquintes pro-

priedades:

(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,

R(fX1+gXo, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X5, Y1), (A.10)
R(X1, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2), (A.11)

f)g € COO(M)7 X17X27Y17Y2 S %(M)
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(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é linear,

1sto €,

RIX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W, (A.12)
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z, (A.13)

fecCc>M), Z,WeX(M).
Demonstragao. (i) Para mostrarmos a primeira igualdade, observamos que
[f X149 X, V1] = [f X0, V1] + [gXo, V1] = [ X0, V1] 4+ 0 = Yi(f) X1 + g[Xo, V1] 4+ 0 = Yi(g) Xo,
logo Virx,+exevi] = fVixivi) + 9Vixe v — Yi(f) X1 — Yi(g)Xa. Veja também que
VviVirxiigxs) = Vn(fVx, +9Vx,) = Vv Vx, + 9V Vi, + Y1(f) X1 + Yi(g) Xo.

E por fim, veja que —V(tx,49x)Vyy, = —fVx,Vy; — gVx,Vy,. Assim, somando os
termos, verificamos a igualdade desejada. A segunda equacao é andloga ao que fizemos para
a primeira equacao.

(ii) A primeira equagao deste item segue diretamente das linearidades do colchete e da

conexao Riemanniana. Para a segunda equacao verificamos que

VyVx(fZ)=Vy(fVxZ+ X (f)Z) = [VyVxZ +Y([)VxZ+ X([)VyZ +Y(X(f))Z.

Analogamente, temos que

—VxVy [Z = —fVxVyZ - X([)VyZ =Y (/)VxZ - X(Y(f))Z.

Finalmente, observando que fVxy|(fZ) = fVixy)Z+([X,Y]f)Z, e somando os termos
anteriores concluimos a igualdade desejada, onde foi usado que Y(X(f))Z — X(Y(f))Z =
(Y, X]f)Z. u

Antes de estudarmos algumas curvaturas particulares vamos finalizar esta secao com duas
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proposicoes que sao véalidas para curvaturas Riemannianas gerais.

Proposicao A.4.2. (Primeira Identidade de Bianchi) E vdlida a sequinte relagao
RX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

para todo X,Y,Z € X(M).

Demonstracao. Pela definicao da curvatura R e da simetria da conexao Riemanniana, temos

que

R(X,Y)Z 4+ R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =VyVxZ = VxVyZ +Vixy1Z +V;VyX —VyV X
+ Viyz X +VxVzY = VzVxY + Vizx)Y = Vy(VxZ -~ V2 X)+ Vx(VzY - VyZ)
+Vz(Vy X =VxY)+VixyiZ + Vy X + VizxY = Vy([X, Z]) + Vx([Z,Y])
+ V(Y. X)) = Vyx)Z = Vv X = Vix Y =Y, [ X, Z]| + [X,[Z, Y]] + [Z,]Y, X]] = 0,
onde na ultima igualdade foi aplicada a identidade de Jacobi para campos de vetores. O
Proposicao A.4.3. Para todo X,Y,Z,T € X(M) sdo vdlidas as sequintes relagoes:

(a) (R(X,Y)Z,T)+ (R(Y,Z2)X,T) + (R(Z,X)Y,T) =0;

(b) (R(X,Y)Z,T)=—(R(Y,X)Z,T);

(c) (RIX,Y)Z,T)=—(R(X,Y)T,Z);

(d) (R(X,Y)Z,T)=(R(T,Z)X,Y).

Demonstragao. (a) Segue imediatamente da desigualdade de Bianchi vista anteriormente.
(b) Segue diretamente da defini¢ao de R.
(c) Observe que (R(X,Y)Z+T, Z+T) = (R(X,Y)Z, Z2)+(R(X,Y)Z, T)+(R(X,Y)T, Z)+
(R(X,Y)T,T). Assim, se mostrarmos que (R(X,Y)Z,Z) = 0, para todo Z € X(M), entao

concluiremos a igualdade desejada. Temos que

(R(X,Y)Z,Z) =(VyVxZ =V xVyZ+VixvZ,Z),
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mas lembre que Y(VxZ,Z) = (VyVxZ,Z) +(VxZ,VvZ) e [X,Y(Z,Z) = 2(Vxy], Z),
logo

(R(X,Y)Z,Z) = Y(Vx 2, Z) — (V5 7, Vy Z) — X(Vy 2, Z) + (Vy 2,V x Z) + %[X, Y](Z, 2).
Como X(Z,7Z) =2(VxZ,7), temos que
(R(X,Y)Z, Z) %Y(X(Z, 7)) — %X(Y(Z, 7)) + %[X, Y](Z,2) = 0.

(d) Para mostrarmos este item iremos usar o item (a) somando os termos seguintes:

(RIX,YV)Z,T)+(R(Y,Z2)X,T)+ (R(Z,X)Y,T) =0
(RY,2)T, X))+ (R(Z,T)Y,X)+ (R(T,Y)Z,X) =0,
(R(Z,T)X,YY+ (R(T,X)Z,Y) +(R(X,Z)T,Y) =0
(R(T, XY, Z) + (RIX, V)T, Z) + (R(Y, )X, Z) =0

de onde concluimos, usando os itens (b) e (¢), que

2R(Z, X)Y,T) =2(R(Y,T)Z,X),

ou seja, (R(Z, X)Y,T) = (R(Y,T)Z, X). O

A.4.1 Curvatura Seccional, Curvatura de Ricci e Curvatura Esca-

lar

No que segue vamos usar a seguinte notacao. Dado um espago vetorial V| indicaremos

por |z A y| a expressao

\/|I|2|y|2 - <'I7 y>27

que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores x,y €
V.

A proposicao seguinte mostra a interessante propriedade de que o que definiremos como
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curvatura seccional depende apenas da secao plana considerada, isso acontece mesmo com a

definicao estando em fun¢ao de uma base dessa secao plana.

Proposicao A.4.4. Seja o C T,M um subespaco bidimensional determinado pelo par de

vetores x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(x,y)z,y)

K([L‘,y) = |l’/\y|2

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Demonstragao. Primeiro vamos observar que podemos mudar de uma base {z,y} de o para

outra base {T, 7} por iteragao das seguintes transformagoes lineares:

0) Az,y} —Ay,2y, @) {zy} —{dzw), @) {zy} — {z+ Ay}

Observe que K(x,y) é invariante pela transformagao no item (iii), pois os itens (b) e
(c) da ultima proposi¢ao da segdo anterior implicam na igualdade K(z,y) = K(y,z). No
item (ii) a invariancia de K(z,y) segue da multilinearidade de R e no item (c), inicialmente

observamos que

|+ Xy) Ayl = o+ AyPlyl® = (@ + Xy, y)°
= (|=[* +2X{z, y) + N2[yl?) - ly1* = ((z, 9) + Ny[*)
= [z |y* + 2X(z, y) - [y]* + NJyl* = (z,9)* = 2\ @, 9)|y]* = VJy|*
= [z*ly]* — (z,9)?

= |z Ayt
E, finalmente, vemos que

(R(x + Ay, y) (@ + Ay),y + Ay) = (R(x, y)z,y) + (R(2, 9)\y, ) + (R(Ay, )2, y)
+ (R(Ay, y) Ay, )
= (R(z,y)v,y),
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pois mais uma vez pela multilinearidade de R e pelos itens (b) e (c) mencionados anterior-

mente os outros termos se anulam. Dessa forma conseguimos o que queriamos provar. 0

Definicao A.4.2. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T, M o nimero
real K(z,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional

de o em p.

Assim, a definicao e o lema acima nos mostraram, que escolhido um subespaco bidimen-
sional no espaco tangente da variedade, a curvatura seccional independe da base escolhida
desse subespaco.

Agora iremos finalizar este trabalho apresentando os conceitos de curvatura de Ricci e
curvatura escalar. Essas curvaturas sao combinagoes das curvaturas seccionais, e por apare-
cerem com bastante frequéncia no estudo da geometria Riemanniana, iremos nomea-las.

Seja x = z, um vetor unitario em 7,M; tomemos uma base ortonormal {2, ..., 2,1} do

hiperplano de 7}, M ortogonal a x e consideremos as seguintes médias:

1

Ricy(z) = m——] Z(R(w,zi)x,zi% 1=1,2,...,n—1,
1 , 1 ‘
K(p) = - Zchp(zj) = Wi =1 Z(R(zi,zj)zi,zj>, j=1,...n,
J .3

que sdo chamadas curvatura de Ricci na dire¢io x e curvatura escalar (ou média) em p,
respectivamente.

Para mostrarmos que as curvaturas acima estao bem definidas precisamos mostrar que
elas independem da base ortonormal escolhida, para isso consideramos x,y € 1, M e definimos
a aplicacao linear A : T,M — T,M, dada por Az = R(x, z)y. Entdo, definimos a aplicacao
Q : T,MxT,M, por Q(x,y) = tr(A), que é bilinear, pois a funcao trago ¢ linear e a curvatura
R é multilinear.

Escolhendo x unitario e uma base ortonormal {z1,...,2,-1,2, = «} para T,M, entdo

podemos calcular o traco da aplicacao A da seguinte forma:

Q(xay) = tT(A) = Z(AZM ZZ> = Z(R(‘Ta Zi)y> ZZ> = Z(R(ya Zi)‘r7 ZZ> = Q(y> {L‘),
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de onde concluimos que ) é simétrica e Q(z, z) = (n—1)Ric,(x), visto que (R(2n, 2n)2n, 2n) =
0. Como o trago é invariante por mudanga de base concluimos que Ric,(z) independe da
base ortonormal considerada.
Por outro lado, a forma bilinear simétrica () corresponde a uma aplicacao auto-adjunta
B :T,M — T,M dada por
(Bz,y) = Q(z,y).

Tomando uma base ortonormal {z1, ..., 2z, 1, 2, }, temos que

tr(B) =Y (Bz,z) =Y (Qzi,2)) =Y (n—1)Ric,(z) = n(n — 1)K(p),

o que nos mostra que K (p) também independe da base ortonormal considerada.
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