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Resumo

Neste trabalho, estudamos familias de fun¢oes definidas sobre um conjunto subanalitico
ou sobre espacos analiticos complexos. Damos condi¢Oes suficientes para que uma
familia que depende linearmente de um parametro tenha tipo topolégico constante,
estendendo assim um resultado classico de Parusinski. No caso particular de familias
de singularidades isolados definidas sobre ICIS, provamos que p-constancia implica

trivialidade topoldgica.

Palavras-chave: Conjuntos Subanaliticos; Espacos Analiticos Complexos; Estratifi-
cagoes de Whitney; Intersecoes Completas; Nimero de Milnor; Deformagoes Lineares;

Trivialidade Topolégica.
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Abstract

In this work we study families of analytic functions defined on either subanalytic
sets or complex analytic spaces. We give sufficient conditions for a family depending
linearly on one parameter to have constant topological type, extending a classical result
due to Parusiniski. In the particular case of isolated singularity families defined on an

ICIS, we prove that the pu-constancy implies topological triviality.

Keywords: Subanalytic Set; Complex Analytic Spaces; Whitney Stratification; Com-

plete Intersections; Milnor Number; Linear Deformations; Topological Triviality.
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Introducao

O estudo de deformacoes de espagos analiticos e fungdes analiticas é de grande
interesse em geometria real e complexa. Eles desempenham um papel central em
muitas areas da matematica, tal como Teoria de Singularidades, Geometria Diferencial,
Geometria Algébrica e Analise Complexa.

Teissier conjecturou em [27| que o tipo topolégico de uma familia de germes na
origem de hipersuperficies complexas n-dimensionais com singularidade isolada, nao
muda se o nimero de Milnor for constante. Em 1976, D. T. Lé e C. P. Ramanujam [18]
provaram a conjectura de Teissier para n # 2. O caso n = 2 é um dos principais pro-
blemas em teoria de singularidades. Em 1980, H. C. King [13] estudou a configuragao
mais geral de familias de germes de fungoes analiticas reais afins, a varios parametros,
tendo uma singularidade isolada na origem. Ele deu condigoes suficientes para que
uma familia seja topologicamente trivial.

Em 1998, A. Parusinski [21| deu condigoes suficientes para que uma familia de

germes de fungoes analiticas F': (K" x K, {0} x K) — (K, 0) da forma

fo(x) i= F(z,t) = folz) + sp(x),

com K = R ou C, seja topologicamente trivial. Isto significa que para cada s €
K suficientemente proximo da origem, existe um homeomorfismo hg : (K",0) —
(K™, 0) que se restringe a um homeomorfismo (V' (fs),0) — (V(fy).0), onde V(f;) =
f7(0). Na configuracio complexa com singularidade isolada, a hipotese de Parusinski
é equivalente & constancia do ntmero de Milnor. Portanto, d4 uma solucéao para o
problema de Lé-Ramanujam para deformacoes lineares.

Neste trabalho, estudamos familias de germes de aplicagoes analiticas definidas so-



bre um conjunto subanalitico (quando K = R), ou sobre um espago analitico complexo
(quando K = C). Como Parusinski, nos consideramos apenas familias que dependem

linearmente do parametro s € K, isto é,
fs: (X,0) — (K, 0),

com fy(z) = fo(z) + sp(x).
Dizemos que tal familia (f;) tem tipo topoldégico constante se existe uma vizi-

nhanca W de 0 em K tal que cada s € W, existe um homeomorfismo de germes

hs : (V(fs)70) — (V(fo),o)

Claramente esta ¢ uma noc¢ao mais fraca de trivialidade topologica. Nosso objetivo é
dar condigoes suficientes para que uma familia (f;) como acima tenha tipo topologico
constante.

Dizemos que uma familia (fs) tem conjunto singular uniforme se existe uma

vizinhanga W de 0 em K e um ntimero real € > 0 tal que
X(fs) NB. = X(fo) N B,

para cada s € W. Neste caso definimos ¥ = X(f;) N B, e dizemos que (f;) tem con-
junto singular uniforme ¥. Esta defini¢ao generaliza (para o cenario subanalitico com
singularidade arbitraria) o conhecido conceito de nao coalescing de pontos criticos (no
ambiente afim com singularidade isolada, veja [13]) que no caso particular de familias
de hipersuperficies complexas de singularidades isoladas, é equivalente & constancia do
namero de Milnor (veja [12]).

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Seja (X,0) um germe de conjunto subanalitico em RY (resp. um
germe de espaco analitico complexo em CV) e seja fs : (X,0) — (K, 0) com K =R
(resp. K = C) uma familia de germes de fungoes analiticas que depende linearmente
de s € K. Se (fs) tem conjunto singular uniforme ¥ = {0}, entdao tem tipo topoldgico

constante.

A prova depende de uma implicacao geométrica interessante da condigao de ter

conjunto singular uniforme, que chamamos de A-regularidade (Defini¢do 3.1.1) que



nos permite construir um campo de vetores rugoso sobre X (no sentido de [26]), cuja
integracao da os homeomorfismos desejados.

Objetivando apresentar resultados e ferramentas necessérias para o entendimento
dos principais resultados, organizamos o texto da seguinte forma: no capitulo 1, apre-
sentamos algumas ferramentas da Topologia Diferencial.

No Capitulo 2, fazemos um estudo da trivialidade topolégica em uma configuracao
mais geral. Abordamos os principais resultados de trivialidade topologica em familias
de aplicagoes analiticas reais e complexas com singularidade isolada na origem.

Por fim, no capitulo 3, abordamos os resultados de trivialidade topologica para
familias de fungoes definidas sobre conjuntos subanaliticos ou espagos analiticos com-
plexos. Este capitulo é subdividido em trés secoes. Na primeira secao tratamos de
nocao de A-regularidade e trivialidade topoldgica. Em seguida, na se¢ao 3.2, aborda-
mos o conceito de Conjunto Singular Uniforme. Na tultima secao, restringimos nossa
atencgao ao caso particular em que X é uma ICIS e cada fs tem singularidade isolada.

Neste caso, provamos que:

Teorema 0.0.2 Seja (X,0) C CV o germe de uma ICIS e seja fs : (X,0) — (C,0),
com s € C, uma familia de germes de fungoes com singularidade isolada dependendo
linearmente de s € C. Se a familia (fs) € p-constante, entiao tem tipo topoldgico

abstrato constante.



Notacao e terminologia

e Em todo esse texto, K denotard o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos

nimeros complexos C.

e Usaremos o termo “aplicacao” com o mesmo sentido de “fun¢ao”, nos casos em

que o contradominio nao é a reta.

e Denotaremos por B! a bola unitaria n-dimensional centrada na origem de raio e,

e por S, sua respectiva fronteira, isto é:
B = {z e R";[[z]| < ¢},
Se™h = {z e R%||z]| = ¢}
e Denotaremos por dA o bordo (ou fronteira do conjunto A).
e Denotaremos por A o fecho topolégico do conjunto A.
e Denotaremos por A o interior do conjunto A.

e Denotaremos por C'(X) o cone sobre o espago topolégico X, i.e.,

C(X) = (X x [0,1])/(X x 0).

e Dada uma fungao f denotaremos o conjunto de zeros de f por V(f) := f~1(0).



Capitulo 1

Ferramentas da Topologia Diferencial

Neste capitulo abordaremos os conceitos bésicos essenciais para o desenvolvi-
mento dos resultados relacionados a trivialidade topologica em familias de aplicagoes
analiticas reais ou complexas. As principais referéncias deste capitulo sao [15], [1], [26]

e [2].

1.1 Conjuntos Semianaliticos e Subanaliticos

Nosso principal foco nesta sec¢ao, é o estudo dos conjuntos subanaliticos. Para
isso, seguiremos 2] e [1].

As funcoes analiticas sao aquelas que localmente podem ser expandidas em séries
de Taylor. Trata-se de uma classe mais ampla que as fun¢oes polinomiais. Formal-

mente, temos:

Definicao 1.1.1 Uma fungio f : U C R" — R ¢ dita analitica se para cada xo € U,
existe uma vizinhanga Uy de xo em R™ onde f pode ser desenvolvida como série de

poténcias.

Dizemos que um conjunto A C R™ é localmente analitico se para cada x € A,
existe uma vizinhanga V, de x em R" e fungbes analiticas f; : V, — R, 1 = 1,....n,
tais que

ANV, = ﬁf{l(o).
i=1



Recordando que um conjunto algébrico é o lugar geométrico dos zeros comuns
de uma cole¢do de polinomios definidas em um corpo K, temos que todo conjunto
algébrico é um conjunto analitico. A reciproca é falsa. Com efeito, considere a fungao
analitica real h(z,y) = y+sin(x). Por defini¢do, h~1(0) ¢ um conjunto analitico, porém
nao é algébrico, pois sin(z) nao é uma fun¢ao polinomial.

Nosso objetivo aqui, é definir conjuntos subanaliticos. Para isso, precisamos de

algumas defini¢oes. De acordo com [2]:

Definicao 1.1.2 Um subconjunto A C R™ é semianalitico se para cada x € A, existe

uma vizinhanga V, de x em R™ e funcoes analiticas fji, gji definidas em V, tais que:

Anv,=J (ﬁ{f €R"; fix(x) =0, g(x) > 0}> :

j=1 \k=1

Note que todo conjunto analitico é um conjunto semianalitico.
Definicao 1.1.3 Uma funcao f: U C R" — R € dita semianalitica se seu grdfico
Graf(f) = {(z,y) eR" w e U e y= f(x)}

€ um conjunto semianalitico.

Agora podemos definir uma categoria mais geral que a dos conjuntos semianali-

ticos, a dos conjuntos subanaliticos, que de acordo com [2]:

Definicao 1.1.4 Um subconjunto A C R™ € dito subanalitico se existe um conjunto
A c R™, semianalitico, m > n, tal que a projecao m : R™ — R™ restrita a A ¢ uma

aplicagdo propria e A = w(A).

De acordo com [1], temos o seguinte teorema para conjuntos subanaliticos:

Teorema 1.1.5 (Teorema de Tarski-Seidenberg para Conjuntos Subanaliticos)
A imagem de um conjunto subanalitico A C R™ por uma projecio m : R"*1 — R

propria € um conjunto subanalitico.

Anélogo ao que foi feito anteriormente, podemos definir aplicagoes subanaliticas

da seguinte forma:

Definicao 1.1.6 Dizemos que uma fungao f : A C R* — R € subanalitica se seu
grdfico Graf (f) = {(z, f(z)) € R"™Y; x € U} € um conjunto subanalitico.



1.2 Estratificagoes de Whitney e Teorema da Estru-

tura Conica Local

Dada uma variedade algébrica V', Whitney provou que V' pode ser particionada
em finitas subvariedades com um nimero finito de componentes conexas. Posterior-
mente Whitney refinou sua definicao, estabelecendo o conceito de estratificagdo de
variedades analiticas reais ou complexas.

A ideia da estratificagdo de Whitney é decompor um espago singular em subvari-
edades diferenciaveis disjuntas, tais que estas subvariedades satisfacam certas proprie-
dades, chamadas condi¢oes de Whitney, as quais nos dao um certo controle sobre como

fragmentar esse espaco. As referéncias mais usadas nesta secao sao 7] e [26].

Definigao 1.2.1 Seja X C R". Uma estratificacao localmente finita de X € uma
particio X = J,e; Xa, onde cada X, € uma subvariedade analitica suave e um su-
bespaco subanalitico de X, chamadas de estratos, tal que para cada x € X, existe uma

vizinhanga V,, de x em R™ que intersecta apenas um nimero finito de estratos.

Os proximos exemplos sao classicos e foram retirados de [1].

Observagao 1.2.2 Algumas referéncias nao pedem que os estratos sejam subconjuntos
analiticos em X, no entanto, em [26], Verdier pede essa condi¢io para que se tenha
uma condi¢ao especial sobre a estratifica¢io, que é a (w)-condig¢ao, que abordaremos

no decorrer da secao.

Exemplo 1.2.3 O “Guarda-Chuva de Whitney” dado por G =V (2? —y*2) C R3, tem

a sequinte estratifica¢ao:

V. Estratificagdo 1

Figura 1.1: Estratificacao de V



Exemplo 1.2.4 Seja f(z,y,2) = 2(2* — y?) + 2 + y*. Entao V; € definida por:
Vi =V(z2(2* —y*) + 2 +y') CR?

e tem as sequintes estratificagoes:

v Estratificacdo 1 Estratificagdo 2

Figura 1.2: Estratificacao de Vy

Exemplo 1.2.5 Seja h(z,y,2) = xz(x — y*). Entao V; € definida por:
Vi=V(z(xr —y*)) CR®

e tem as sequintes estratificagoes:

-
S

Estratificacdo 1 Estratificacdo 2

/N

~

Figura 1.3: Estratificagao de V;

Definigao 1.2.6 Uma estratificacio {X,} de X satisfaz a condi¢io de fronteira se
para cada par de estratos (X,, Xg) com 75 N X, # 0, tivermos Xz C X,.

Exemplo 1.2.7 Considere o conjunto analitico X = V(xy) C R%  Considerando
X = V(z), Xo = {(z,0);x > 0} e X3 = {(2,0); z < 0}, entiao {X1, X, X3} €

8



uma estratificagao finita de X que nao satisfaz a condi¢ao de fronteira, uma vez que
XiNX, #0, mas X, ¢ 0X,. No entanto, podemos refinar essa estratificagio, obtendo
os estratos X7 = {(x,0); z > 0}, Xo = {(x,0); z < 0}, X3 = {(0,y); y > 0}, X4 =
{(0,y); y <0} e X5 ={(0,0)}, que claramente satisfazem a condi¢ao de fronteira.

Exemplo 1.2.8 Considere M = R® e 0 cone X = V(2> +y* — 2%), com z > 0.
Tomando X; = {(0,0,0)} e Xo = X\Xi, temos que essa estratificacao satisfaz a

condi¢ao de fronteira.

Definigao 1.2.9 (Estratificagao de Whitney) Seja { X, }acs uma estratificacao de
um conjunto X obedecendo a condi¢ao de fronteira. Dizemos que {X,}acs satisfaz as
condigoes de Whitney se para cada par de estratos (X, Xgz) tal que Xp C X, e para
cada ponto y € Xz, temos:

i) (a)-regular: Dada qualquer sequéncia de pontos {x,} em X, que converge para
y e tal que o limite lim T, X, =T existe na Grassmanniana correspondente,
n—oo
entao Ty Xg CT.

i) (b)-reqular: Dada qualquer sequéncia de pontos {y,} em Xz que converge para y

e tal que o limite lim T.y, = \ existe no espago projetivo, entao X C T.
n—oo

Se uma estratificagao localmente finita {X,} satisfaz a condi¢ao de fronteira e as con-

digoes de Whitney, dizemos que {X,} € uma estratifica¢io de Whitney.

Dizemos que a tripla (y, X,, X ) satisfaz a condi¢ao (a)-regular (resp. (b)-regular)
se ela satisfaz em todos os pontos.
Vejamos agora que a condigao (b)-regular implica a condi¢@o (a)-regular. Assim,

para obtermos uma estratificagao de Whitney seré suficiente checarmos a condigao (b).

Proposicao 1.2.10 [1, Proposicao 2.1| Se o par de estratos (X,,Xp) satisfaz a
condigao (b) de Whitney em y € Xp, entao vale a condigao (a) em y.

Exemplo 1.2.11 Seja C' um cone de duas folhas com vértice na origem (conforme
imagem abaizo). Consideremos a estratifica¢ao {S1, S2} com Sy uma geratriz do cone

e Xo = C\{X1}. Entao, esta estratificagio nao satisfaz as condigoes de Whitney.



Figura 1.4: Estratificagao do cone C'

Considere agora um conjunto analitico X C R" com uma estratificagao de Whit-
ney X = (X,). Dizemos que essa estratificagdo satisfaz a (w)-condigao de Kuo se:
dados subespagos vetoriais A e B de R”, seja g a projecao ortogonal em B. Definamos
a distancia (ou angulo) entre A e B por

0(A,B)= sup dist(a,B)= sup |la—mp(a)ll|

a€A,|lal|=1 a€A,||a||=1

Considere a tripla (y, X,, X3), onde X,, X3 sao estratos de X comy € X, C Xp.
A (w)-condigao de Kuo (também conhecida como condigao forte de Whitney) para a
tripla (y, X,, Xp) é satisfeita quando existe uma vizinhanga U, de y € X, C R" e uma

constante C' > 0 tal que
6(Ty’Xm TrXﬁ) < CHy, - x||,

para todo y' € U, N X, e todo z € U, N Xjz.

A estratificagao X = (X,) de Whitney de classe ¢ dita (w)-regular se toda tripla
(y, Xa, Xp) satisfaz a (w)-condigao de Kuo.

Teissier em [25] mostra que nos conjuntos analiticos complexos, as condi¢oes (w)-
regular e (b)-regular sao equivalentes. Em ([26], p. 297) consta-se a necessidade de
definir cada estrato como um subespago subanalitico no espago mergulhado (Observa-
¢ao 1.1.8), para termos (w) < (b) no corpo dos reais, caso contrario nao teriamos essa
implicacdo em geral.

O préximo resultado ilustra porque estratificagoes de Whitney constituem uma

boa ferramenta para o estudo de variedades analiticas.

10



Teorema 1.2.12 Toda variedade analitica (em R™ ou C") admite, localmente, uma

estratificagao de Whitney.

Em ([26], Théoréme (2.2)), Verdier prova que todo conjunto subanalitico possui
uma estratificagao de Whitney que é w-regular.

O proximo resultado é de extrema importancia, pois nos diz que a ideia de uma
estratificagao é decompor uma variedade numa uniao disjunta de estratos, onde cada

estrato consiste de pontos igualmente “ruins”.

Teorema 1.2.13 (Thom — Mather, [22] e [23]) Seja V' uma variedade estratificada so-
bre a condigao (b)-reqular. Ao longo de cada estrato X;, localmente, a figura topoldgica
permanece invariante no sequinte sentido: se x ey sao dois pontos na mesma com-
ponente conexa do estrato X;, entao existem uma vizinhanga U, de x em V, uma
vizinhanga pequena U, de y em V' e um homeomorfismo h tal que h(X;) = X, e, além
disso, h(X; NU,) = h(X; NU,) para cada j.

Exemplo 1.2.14 Considere o conjunto estratificado abaixo:

Observe que, localmente, em x ey temos que X; N U, € homeomorfo a X; NU,,

para cada i =1,2,3.

Definigao 1.2.15 Sejam X e Y conjuntos analiticos com estratificagoes de Whitney
(Xa)aea € (Y3)pen, respetivamente. Uma aplicagao f: X — Y € dita uma aplicagio

estratificada se
(i) [ € continua;
(ii) f(Xa) estd contido em algum estrato Yy, para algum B(o) € B;

(iii) A restrigao de f a cada estrato X, induz uma aplicagdo suave fo : Xo — Y(q)-

11



Dizemos que uma aplicagao estratificada f é uma submersao estratificada se cada
fa € uma submersao.
Dizemos que uma aplicacao estratificada f é um homeomorfismo estratificado se

cada f, é um difeomorfismo.

Definigao 1.2.16 Seja X um conjunto analitico com uma estratificagao de Whitney
(Xa)aen- Dizemos que um campo de vetores v em X € um campo de vetores tangente
estratificado se para cada o € A, a restricio v, de v a X, € um campo de vetores

tangente ao estrato.

Nesta tese, vamos assumir que todo campo estratificado é continuo, integréavel e
nao nulo.
Uma funcao real g : X — R é dita uma fungao rugosa se para cada o € A,

temos:
e a restricao de g a S, é suave;

e para qualquer z € S,, existe uma vizinhanca U de x em R™ e uma constante

real C' > 0 tal que para cada '’ € UN S, e para cada y € U N X, tem-se
lg(z") = g(W)Il < Clla" —yl|.

Dizemos que uma aplicacao G : X — R™ é uma aplicagao rugosa se cada fungao
coordenada é rugosa.
Um campo de vetores estratificado v em X é chamado rugoso proximo a y € S,

se existe uma vizinhanca U de y em R™ e uma constante real C' > 0 tal que

lo(y) = v(@)[] < Clly" — =],

para todo par (z,y’) € (UNSs,UNS,) com S, C Ss.
O préximo resultado nos garante a existéncia de um campo de vetores rugoso

levantado.

Teorema 1.2.17 [26, Proposition 4.6] Seja X um espaco analitico real e seja A um
subespaco localmente fechado de X, munido de uma estratificagao de Whitney S. Seja
Y um espacgo analitico real suave de R™, f : X — Y uma aplicagao transversal a S en
um campo de vetores C> em Y. Entao existe uma campo rugoso & de vetores tangentes

a (A,S) que levanta 0, isto €, tal que para todo x € A, temos D f,(&2) = N(a)-
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Seja n um campo rugoso de vetores tangentes a (A, S). Veremos que a este campo
corresponde um grupo a um parametro de difeomorfismos. Vamos munir AxR C X xR
com a estratificacio S x R. Em outras palavras, isso significa que todo campo rugoso
é integravel.

Proposicao 1.2.18 [26, Proposition 4.8| Eziste uma vizinhanga aberta U C A x R
de A x {0} e uma aplicagao rugosa 6 : U — A com as sequintes propriedades:

(i) para todo estrato S, de S, ((So x R)NU) C S,;
(ii) para todo estrato S, e para cada x € S, tal que (z,t) € (So x R)NU, temos que

0
ae(%t) = Mo(a,t)-

Agora, veremos um resultado muito importante em Teoria de Singularidade. Ele

nos garante a estrutura conica (no sentido abaixo) de V(f) = f~*(0).

Definicao 1.2.19 O subespago X C R™ tem estrutura conica quando é homeomorfo ao
Cone(XNS,), o qual € definido como sendo a uniao de todos os segmentos tp+(1—1t)xy,

0<t<1ondeaec XNS, exy € o ponto base, neste caso, o centro da esfera de raio €.

Com esta definigao, finalmente podemos enunciar o Teorema da Estrutura Coénica

Local:

Teorema 1.2.20 [15, Theorem 2.10| Seja X € R"™ um conjunto analitico e x € X.
Existe €9 > 0 real suficientemente pequeno tal que, para cada € com 0 < € < €y, existe

um homeomorfismo de pares

(Be(z),Be(z) N X) = (Cone(Se(z)), Cone(S.(z) N X)).

Assim, temos a conhecida ilustracao da esfera de Milnor.

Figura 1.5: Esfera de Milnor
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1.3 Aplicacoes Homotdpicas

Definicao 1.3.1 Sejam X e Y espagos topoldgicos e f,g : X — Y aplicagoes conti-

nuas. Dizemos que f e g sao homotdpicas se existe uma aplicagdo continua
h:[0,1]x X —Y

tal que h(0,x) = f(x) e h(1,z) = g(x) para todo x € X.

A fungao h é dita uma homotopia entre f e g. A notagao que se usa para indicar que
f é homotopica a g é:

h:f~g.
Uma homotopia h entre f e g ¢ uma familia a um parametro de fungdes continuas entre

X eY, isto é, para cada t € I:
ft:X—>Y

é continua, onde fi(x) = h(z,t). Intuitivamente, uma homotopia deforma continua-

mente f em g.

Figura 1.6: homotopia entre caminhos

Observagao 1.3.2 Seja C(X,Y) o espago das aplicagoes continuas de X em 'Y, com

a topologia compacto-aberta. Uma homotopia deve ser vista como um caminho
a:[0,1] — C(X,Y)
ligando as fungoes f e g em C(X,Y).

Exemplo 1.3.3 Sejam X = {a}, Y = {a,b} com a topologia discreta e f,g: X — Y
definidas por f(a) = a e g(a) = b. Entao f nao é homotdpica a g.Com efeito, Suponha
que H : f ~ g, entao o : [0,1] — Y definida por a(t) = h(t,z) € uma caminho tal
que a(0) = a e (1) = b. Logo a e b estao na mesma componente conexa por caminho,

0 que € um absurdo.
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A relagao de homotopia entre fungdes ¢ uma relagao de equivaléncia no espago C(X,Y).
Se Y é um espago vetorial, entao C(X,Y’) ¢ também um espago vetorial. Neste caso,
quaisquer duas fungoes f,g € C(X,Y’) sao homotopicas entre si através da homotopia

h:]0,1] x X — Y definida por

h(t,z) = (1 —t)f(x) + tg(z).
Se Y C R™ é um subconjunto convexo, uma homotopia semelhante mostra que quais-
quer duas fungdes em C(X,Y") sao homotopicas.

Exemplo 1.3.4 Sejam f,g : R — R? definidas por f(z) = (z,2?) e g(x) = (z,z);

logo f ~ g. De fato, definamos a sequinte homotopia:

h : RxI — R?
(z,t) +—  (z,2% —t2* + tx).

Claramente, h € continua, h(z,0) = f(x) e h(z,1) = g(x) para todo x € R. Logo:

f~g

Figura 1.7: homotopia entre f e g

1.4 Teoria de Fibracoes e o Lema de Ehresmann

Em Topologia Diferencial, um fibrado vetorial (f.v) é um espago topologico que
é uma associacao de um espaco vetorial a cada ponto de um espaco mais simples
satisfazendo determinadas propriedades que ligam as estruturas do espago topologico

a0s espacos vetoriais.
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Fibras em um Espaco Topologico

e X chama-se base;
e [, ¢é a fibra sobre x;

e UF, chama-se espaco total do fibrado.

Essencialmente, a propriedade de ligar a base as fibras é que localmente, o fibrado
vetorial seja muito parecido com um cilindro, ou seja, para cada x € X, existe uma
vizinhanga U de x em X tal que U X F, ¢ homeomorfo a um aberto do fibrado. Neste tra-
balhamo, abordaremos apenas os fibrados topoldgicos, que formalmente sao definidos
da seguinte forma:

Definicao 1.4.1 Um fibrado topoldogico localmente trivial é uma aplica¢do continua e

sobrejetiva
f+EFE—B

entre espagos topoldgicos tal que para cada b € B, existe uma vizinhanga aberta Vi, de

b em B e um homeomorfismo:
h o f7H (V) — Vo x fH(D)

tal que o sequinte diagrama comuta:

f
f7HUy) Up
hy, -
Ub X Rk

onde m € a projegcdo na primeira coordenada.

Na defini¢ao acima, dizemos que E ¢é o espago total (espago fibrado) e que B ¢ a

base do fibrado f.
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Observagao 1.4.2 Se f : E — B ¢ um fibrado topoldogico localmente trivial, entao
f~Y(b) € homeomorfo a f~1(V') para todos b,b’ € B.
Analogamente, definimos o seguinte:

Definicao 1.4.3 Um fibrado suave localmente trivial é uma aplicagdo suave e sobre-
Jetiva:
f+EFE—B

entre variedades suaves tal que para cada b € B, existe uma vizinhanga aberta Vi, de b

em B e um difeomorfismo:

B [~ (Vi) — Vi x f4(0)
tal que (f ohy) : Vi x f71(b) — f71(b) € a proje¢io na primeira coordenada.
Neste caso, todas as fibras f~1(b) sao difeomorfas, para b € B.

Observagao 1.4.4 Sejam: E — B um fibrado localmente trivial. Se B € um espaco

contrdtil, entao é um fibrado globalmente trivial.

Da teoria geral de fibrados, sabemos que a projecao de fibrado suave localmente
trivial ¢ uma submersao. Assim, um problema natural é o seguinte: Dadas M e N
variedades suaves e f : M — N uma submersao sobrejetiva suave, encontrar condigoes
suficientes para que f seja um fibrado suave localmente trivial. Uma tal condi¢ao é
dada pelo Teorema de Fibracao de Ehresmann:

Teorema 1.4.5 [7, Theorem 3.4] Se f: M — N ¢ uma submersao propria, suave

e sobrejetiva, entao f € a projecio de um fibrado suave localmente trivial.

Temos a seguinte versao do Teorema 1.4.5 para variedades com fronteira:

Teorema 1.4.6 [16, Theorem 3.1] Seja f : M — N wuma aplica¢io suave entre
variedades suaves, com OM # (). Se f € uma submersdao sobrejetiva e prépria, e se a
restri¢cao de f a fronteira de M também € uma submersao, entio f é um fibrado suave

localmente trivial.

O proximo resultado é uma generalizagao do Teorema de Fibracao de Ehresmann
para conjuntos analiticos singulares.
Lema 1.4.7 (1° Lema de Isotopia de Thom-Mather) |7, Theorem 7.17| Seja
f X — N uma aplicagao suave e sobrejetiva entre um conjunto analitico X com
uma estratificacao de Whitney (Sa)aeca € uma variedade suave N. Se f é propria e se

a restricao fo : So —> N € uma submersao sobrejetiva para cada o € A, entao [ € a

projecao de um fibrado topoldgico localmente trivial.

17



1.5 Transversalidade e pontos criticos de uma restri-
cao

Nesta secao, abordamos um conceito que descreve como espagos podem se inter-

sectar.

Definicao 1.5.1 Sejam f : M — N uma aplicagio suave e L C N uma subvariedade
suave. Dizemos que [ € transversal a L, e denotamos por f M L, se para cada x €
f~YL), temos:

dfo(Ty M) + Ty L = Ty N.

Teorema 1.5.2 Sejam f: M — N uma aplicacao suave e L C N uma subvariedade
de N de codimensio k. Se f h L e f~Y(L) # 0, entao f~*(L) é uma subvariedade de

M de codimensao k.

Definigao 1.5.3 Sejam A e B subvariedades suaves de uma variedade suave M e seja
xr € AN B. Dizemos que A intersecta B transversalmente em x, e denotamos por
A, B, se

T,A+T,B=T,M.

Se A intersecta transversalmente B para todo x € AN B, dizemos que A €

transversal a B e denotamos por A M B.

Teorema 1.5.4 Sejam A, B C M subvariedades suaves de M. Se A th B, entao ANB
€ uma subvariedade de M e codim(A N B) = codim(A) + codim(B).

Definigao 1.5.5 Seja X wum conjunto analitico com uma estratificacao de Whitney
(Xa)aca- Seja N uma subvariedade suave de uma variedade suave M e x € X, N N.
Dizemos que X intersecta transversalmente N em x em M no sentido estratificado se
X, intersecta transversalmente N em x em N.

Dizemos que X intersecta N transversalmente em M no sentido estratificado, se

X intersecta N transversalmente em x em M para todo x € X N N.

Lema 1.5.6 (Pontos criticos de uma restrigao) Seja f : M — N uma aplicagio
suave entre variedades suaves e seja Z C M uma subvariedade suave. O conjunto dos

pontos criticos da restrigao f|: Z — N € dado por:
(1) Os pontos criticos da f que estao em Z.

(ii) Os pontos requlares x de [ que estio em Z tais que a fibra f~1(f(z)) intersecta

nao transversalmente Z em x em M.
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Isto é,

Crit(f]) = (Crit(f) N Z) U {x € Reg(f): Z t £~1(f(2))}.

Observacgao 1.5.7 Nas condi¢oes do lema acima, os pontos requlares de f|z sao os
ponto requlares de f tais que f~1(f(z)) M T,.Z.

Definicao 1.5.8 Dizemos que ¢¢ > 0 é um raio de Milnor para uma aplica¢do f :
X — R¥ com 0 € X e com f(0) = 0 (com respeito a uma dada estratificacio de
Whitney f~1(0) = (Sa)aca) se f1(0) intersecta as esferas S. transversalmente no

sentido estratificado, para todo 0 < € < €.

Temos o seguinte corolério do Lema 1.5.6:

Corolario 1.5.9 Seja f : X — R*¥ com 0 € X e f(0) = 0. Seja f~1(0) = (Sa)aca
uma estratificagio de Whitney de f=*(0). Entdo:

(i) Eziste um raio de Milnor ¢g > 0 para f (com respeito a estratificagao de Whitney

de f7(0) = (Sa)a);

(17) Se eg € um raio de Milnor para f, entao para todo € com 0 < e < €y, existe um

homeomorfismo de pares:

(Be(z),Be(z) N X) = (Cone(Se(x)), Cone(S(z) N X)).

Definigao 1.5.10 [26, Définition 3.2] Sejam X e Y espagos analiticos reais (resp.
complexos), f: X — Y uma aplica¢io e S = (Sa)aen uma estratificagao de Whitney
de X. Dizemos que f € transversal a estratificacio S se, para cada o € A, a restri¢ao

de [ a cada estrato S, € uma submersao.

Observagao 1.5.11 [26, Remarque 3.7| Sejam X e Y como acima, A um sub-
conjunto de X com uma estratificacao de Whitney S e f : X — Y uma aplicagao.
Suponha que Y seja suave e f transversal a S. FEntao, para qualquer subespaco suave
localmente fechado Z CY, f~HZ)NS é uma estratificagio de Whitney de AN f~1(Z)

satisfazendo a propriedade (w).
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Capitulo 2

Trivialidade Topologica em Familias
de Aplicacoes Analiticas Reais e

Complexas

Uma familia de germes ¢ o germe em K? x {0} de alguma fun¢ao continua
F: (R? x K", K? x {0}) — (K*,0).

Usualmente denotaremos uma familia de germes por f, : (K*,0) — (K*,0), com
s € KP, onde fy(z) = F(s,x).

Neste capitulo, estaremos interessados em familias de germes de aplica¢oes ana-
liticas reais e complexas com singularidade isolada, que sao topologicamente triviais.
Abordaremos aqui os resultantes mais relevantes que se tem sobre trivialidade topolo-
gica.

No caso complexo, muito se sabe sobre trivialidade topolégica de familias de
aplicagOes analiticas e vérias equivaléncias foram obtidas por véarios autores, como Lé-
Ramanujam [18| e Timourian [24]. As principais referéncias para este capitulo sao [13],

[14], [18] e [24].

Defini¢ao 2.0.1 Sejam f,g: (R",0) — (R¥,0) germes de aplicagoes analiticas. Di-
zemos que f e g sdo topologicamente R-equivalentes, e denotamos por f ~g g, se

existe um germe de homeomorfismo h : (R",0) — (R™,0) tal que o sequinte diagrama



comuta:

(R™,0) (R*,0)

(R",0)

Exemplo 2.0.2 Pela Forma Local das Submersoes, toda submersao (topoldgica) € to-

pologicamente R-equivalente a uma projecao.

Definigao 2.0.3 Dizemos que fs € topologicamente trivial (ou que tem trivialidade
topoldgica forte em 0 € K), se existe uma vizinhanga V' de 0 em KP e uma familia de

germes de homeomorfismos
hs : (K",0) — (K", 0),
para cada s € V' que se restringe a um homeomorfismo (V(fs),0) — (V(f5).,0).

Definicao 2.0.4 Dizemos que F tem tipo topoldgico constante se existe uma vizi-

nhanca W de 0 em KP? tal que para cada s € W, existe um homeomorfismo de germes
hs = (V(fs),0) — (V(/0),0),
onde V(f;) = f71(0).

Observe que esta é uma nocao mais fraca de trivialidade topolégica.

Definigao 2.0.5 Dizemos que a familia f; nao tem curva de coalescing (curva de
pontos criticos) se existem nimeros reais € > 0 e 0 > 0 tal que para cada t € (—6,0),
temos que a origem € o unico ponto critico de f, em B!. Caso contrdrio, dizemos que
a familia tem curva de coalescing.
Exemplo 2.0.6 A familia f, : (R*,0) — (R,0) dada por

folw,y,z) = sa® +xz+0P, pg=2,
nao tem curva de coalescing. De fato,

gradfy(z,y,2) = (gsa'™" + 2, py" ™ z).
Como (p—1),(¢—1) > 1, tenemos

gradfs(z,y,2) =0<=2=0,y=0 e z=—qsz? ' =0,
logo,
Crit(fs) = {(0,0,0)} x R.
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Figura 2.1: Curva de coalescing

No caso complexo, combinando os Teoremas de Lé-Ramanujam e Timourian [24],
temos para n # 3 um resultado que garante que para familias de fung¢oes holomor-
fas com singularidade isolada, nao existéncia de curva de coalescing é uma condigao

suficiente para garantir trivialidade topologica.

Teorema 2.0.7 (Lé-Ramanujam and Timorian) Para qualquer deformagio F
(C" xC,0 x C) — (C,0) de uma fungao holomorfa f : (C*,0) — (C,0) (n >1 e

n # 3) com singularidade isolada, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) F € topologicamente trivial.

(17) F € uma deformagao p-constante de f.

(i1i) {(z,t) e C* x C | g—fi =0,i=1,...,n} = {0} x C numa vizinhanga de (0,0).
Uma pergunta natural é: no caso real analitico, nao coalescing de pontos criticos

é uma condigao suficiente para garantir trivialidade topologica? A resposta é nao, veja

o exemplo abaixo.

Exemplo 2.0.8 King mostrou em [15] que para n > 5 existe um germe de polinémio

g: (R",0) — (R,0) com as sequintes propriedades:
(1) g tem singularidade isolada na origem;
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(17) Seja h os mondmios de grau mais alto de g. Vamos pedir que 0 seja o inico ponto

critico de h;

(iii) Para cada € > 0 suficientemente pequeno, g~*(0) N'S. e h™1(0) N'S. nao sio

homotopicamente equivalentes.

Assim, a deformagao F : (R" x R0 x R) — (R, 0) dada por

thg(z/t), se t#0

F(x,t) =
h(z), se t=0,

nao tem coalescing de pontos criticos, tampouco trivialidade topoldgica. De fato,

th=lgradg(z/t), se t#0

gradf,(z,t) =
gradh(x), se t=0,

logo se x # 0, gradf,(x,t) # 0, ou seja,

Crit(f) = {(0,)}.

Portanto, a familia f; nao tem coalescing de pontos criticos. Agora, para € > 0 sufici-

entemente pequeno e para t # 0, temos o sequinte homeomorfismo

p o SN fH0) — S/ NgH0)
x = xft

Analogamente temos um homeomorfismo entre S, N f31(0) e S’:/;l N h~1(0). Logo pela
propriedade (iii), S, N f71(0) ndo pode ser homeomorfo a S. N f3*(0).

Ou seja, no caso real, apenas a nao existéncia de curva de coalescing nao é sufi-
ciente para garantir trivialidade topolégica. No entanto, King apresenta uma condigao
suficiente para que familias de germes com nao coalescing de pontos criticos, tenha
trivialidade topoldgica. Os proximos resultados caracterizam, de forma completa, esta
condicao.

Definigao 2.0.9 Seja fs: (R",0) — (R, 0) uma familia de germes com ponto critico
isolado. Dizemos que fs tem raio de Milnor uniforme se existem nimeros reais g > 0

e 6 > 0 tais que para cada s € (—6,9), B, € uma bola de Milnor para f;, ou seja,

[H0) intersecta transversalmente as esferas S., para cada s € (6,0) e cada € < €.

Se 9 pode ser tomado arbitrariamente grande, dizemos que f; tem raio de Milnor

uniforme global.
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Observagao 2.0.10 Note que f; tem raio de Milnor uniforme se, e somente se, existe
€0 >0 e d > 0 tais que os vetores normais a f71(0) e S,, que sio dados, respectiva-

mente, por gradf(p) e o vetor posi¢ao, nao sao paralelos para todop € B, e s € (—9,9).

Proposicao 2.0.11 Seja f; uma familia de germes com ponto critico isolado. Se existe

uma curva vy : (—ee) —> R" tal que y(s) € V(fs) para s € (—¢¢€),

Vis(v(s)) = as(v(s)) (as € uma constante que depende de s) e limofy(s) = (0,0),
5—>

entao fs nao tem raio de Milnor uniforme.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que f; tem raio de Milnor uniforme, logo
existem numeros €y, 0 > 0 tais que os vetores V fs(p) e p' ndo sao paralelos, para cada
p € B.es € (—0,0). Pela nossa hipotese inicial, existe uma curva v em R” tal que
Vi(7(s)) = a(s) e sli_r)no 7(s) = (0,0). Logo, existe sy € (—¢,€) tal que
(so) € B, implicando que V fs(7(s9)) = as¥(so) , 0 que contraria nossa hipotese

de absurdo. Portanto, f; nao tem raio de Milnor uniforme. m

Exemplo 2.0.12 A familia f,(x,y) = sz +2* —y?* nao tem raio de Milnor uniforme.

De fato, pelo Teorema da Estrutura Conica Local, existe €g > 0 raio de Milnor para fo.

Seja s suficientemente pequeno. Sabemos que em cada ponto p € V(fs), o vetor
normal a V(fs) em p € dado por V fs(p). Assim, a curva vy(s) = (—s,0) € tal y(s) €
V(fs), Vfs(v(s)) € paralelo a 5(s) e limo'y(s) = (0,0). Portanto, pela Proposi¢cao

5—>

2.0.11, fs nao tem raio de Milnor uniforme.

Definigao 2.0.13 |9, Definition 3.6] Um germe de aplicagao analitica f : (R™,0) —
(R¥,0) com wvalor critico isolado é d-reqular, se existe eg > 0 tal que (X, \ V(f)) M S,,

para cada € < €y e para cada linha L em R¥ passando pela origem, onde Xy, := f~1(L).

Para o proximo resultado, precisamos de uma reformulacdo sutil da defini¢ao

dada acima:
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Definigao 2.0.14 Seja f : (R™,0) — (R*,0) um germe de fungio analitica com valor
critico isolado. Dizemos que f € d*-regular, se eziste ey > 0 tal que (Xi,\ Crit(f)) M S,

para cada € < €y e para cada linha L em R* passando pela origem.

Proposicao 2.0.15 Seja f : R*,0 — R, 0 um germe de funcio analitica com valor

critico isolado. Entao, f é d-reqular se, e somente se, é d*-regular.

Demonstragao. E imediato verificar que d*-regularidade implica d-regularidade. De

fato, suponha que f é d*-regular, entao existe ¢y > 0 tal que
(Xp \ Crit(f)) M S,

para cada € < ¢. Em particular, se x ¢ V(f), como Crit(f) C V(f), segue que
x ¢ Crit(f), logo X1, intersecta transversalmente S, em z. Portanto, f é d-regular.

Reciprocamente, suponha que f é d-regular, entao existe ng > 0 tal que

(XLA V() S,

para cada € < 19. Seja x € V(f) \ Crit(f) e seja (S,)o uma estratificacio de Whitney
para V' (f). Temos que = € S,, para algum «. Pelo Teorema da estrutura Coénica Local,
existe dg > 0 tal que S, é transversal a S, em z, para cada ¢ < §y. Ou seja, existe
veT,S, tal que v ¢ T,S.. Como S, C X, segue que v € T,(Xy, \ Crit). Portanto,
existe €y > 0 tal que (X1, \ Crit(f)) m'S,, para cada € < ¢. =

Observagao 2.0.16 Seja f = (g,h) : (R",0) — (R%,0) um germe de fungdao anali-
tica e considere a familia definida por fs(x) := sg(z) + h(z), com s € R. Entao, para

cada s fixo:

(f)7H0) = {zeR" —sg(x) = h(z)}
= {z eR% f(x) = (9(2), —sg(x))}
= {2z eR" f(z) € ((1,—s)) :== Ls}
= XL,

onde {(1,—s)) denota a linha que passa pela origem e pelo ponto (1, —s).

Lema 2.0.17 Seja f = (fo, f1) : (R",0) — (R?,0) um germe de funcdo analitica
com valor critico isolado. Se f € d-reqular, entao a familia fs:= sfo+ f1 tem raio de

Milnor uniforme.

25



Demonstragao. E uma consequéncia imediata da Definicdo 2.0.13 e da Observacio
2.0.16. m
O préximo resultado nos diz que raio de Milnor uniforme é uma condigao suficiente

para garantir a trivialidade topologica de familias sem curva de coalescing.

Teorema 2.0.18 [13, Corollary 4] Suponha que f; : (R",0) — (R*,0) ¢ uma
familia de germes de polindémios que nao tem coalescing de pontos criticos e que tem
raio de Milnor uniforme. Entao existe uma familia continua hy : (R",0) — (R™,0)

de germes de homeomorfismos tal que fo = fi o hy para todo t.

Observe que esse Teorema nos da um resultado de trivialidade topologica, apenas
para os casos em que a familia de germes f; nao possui curva de coalescing e tem raio de
Milnor uniforme. No entanto, nada sabemos a respeito da trivialidade em familias de
germes que gozem de apenas uma (ou nenhuma) dessas propriedades. Veja os exemplos

abaixo.

Exemplo 2.0.19 A familia f(x,y) = sz®+xt+y> tem tipo topoldgico localmente cons-
tante.  Primeiramente vejamos que fs tem raio de Milnor uniforme.  Seja
v(s) = (x(s),y(s)) uma curva tal que v(s) € V(fs) e Vfs(7(s)) = asy(s), para alguma
constante as. Vejamos que neste caso, Slino'y(s) # (0,0). Com efeito, as hipdteses de

v nos fornecem o sequinte sistema:

5s (x(s))t 4+ 4(x(s))® = asx(s)
3y(s)? = asy(s)
s(a(5))” + (x(s)* + (y(s))* = 0

Da sequnda equagao, temos y = 0 ou ag = 2. Para y = 0, usando a terceira
equacao concluimos que x(s) = —1/s. Logo v(s) = (—1/s,0) e, portanto, Sli_r)nofy(s) #
(0,0). Pela Proposi¢ao 2.0.11, fs tem raio de Milnor uniforme.

Por outros lado,

Vf(z,y) = (5sz* + 42®, 3y?),

assim,

Viz,y)=(0,0)<=y=0 e x=—1/s

isto €, fs tem curva de coalescing.
Vamos provar que existem &y, €9 > 0 tais que V (fs)NBe, € homeomorfo a V(fy)N
B.,, para todo s € (—dy,0y). Considere a projecio candnica © : R? — R, dada por

m(x,y) = x. Afirmamos que a restrigio |y (s, € um homeomorfismo local. De fato:
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o E imediato que Tly (s, € continua. Agora, seja a € R. E facil verificar que
(a,(—a*(sa +1))'/?) € V(fs) e que m(a,(—a*(sa + 1))1/3) = a. Logo 7|y s, €

sobrejetiva.

o Ty (1. 11) = T (@2, y2) <= 21 = x2. Por outro lado, como (x;,y;) €
V(fs), i =1,2, temos:

{sxmm%:o . {y1=(—sx?—xi‘)”3

sw3 4y +y5 =0 y2 = (—sa —ap)!/?

Portanto, 7|y (s,) € injetiva, e pelo item anterior, € bijetiva.

o A inversa de 7|y (s, € dada por

(mlv(s) " H@) = (2, (=a'(s2 + 1)),

que claramente € continua.

Se considerarmos a familia fi(x,y,2) = tx + zz + y?, ¢ facil verificar que f, tem
raio de Milnor uniforme, tem curva de coalescing e, mesmo assim, tem tipo topologico
constante. Ou seja, ¢ possivel a existéncia de trivialidade topologica (ainda que em
um sentido mais fraco), para familias de germes que nao gozem das propriedades do
Teorema 2.0.18.

Dada uma familia de germes de singularidades isoladas f,, vimos que trivialidade
topoldgica no sentido fraco nos d4 um homeomorfismo entre as variedades V' ( f5), para s
em uma vizinhanga da origem no espaco de parametros. Em geral, pode nao ser possivel
estender esse homeomorfismo a todo o espaco ambiente, o que nos faz acreditar que
trivialidade fraca e forte nao sao conceitos equivalentes.

O Teorema 1 abaixo nos diz que em uma familia (f;) de germes que nao tem
coalescing de pontos criticos, trivialidade topologica (forte) implica R-equivaléncia.
Teorema 2.0.20 [13, Theorem 1| Seja fi : (R",0) — (R¥,0) wma familia de
germes de fungoes analiticas que nao tem coalescing de pontos criticos e suponha que
existe uma familia de germes de homeomorfismos g, : (R*,0) — (R",0) tal que o
germe em 0 de g,(f7(0)) € o germe de f;(0). Entio ewiste uma familia continua

he : (R",0) — (R™,0) de germes de homeomorfismos tal que fo = f; o hy para todo

teV, ondeV é uma vizinhanga de 0 em RP.

Pergunta 1 Triwialidade topologica fraca implica a nao existéncia de curva coalescing
de pontos criticos? A resposta € nao!  Vimos anteriormente que a familia
fi(z,y,z) = to + xz + y> tem tipo topoldgico localmente constante (sentido fraco) e

tem curva de coalescing.
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Capitulo 3

Trivialidade Topologica em Familias
de Funcoes sobre Conjuntos
Subanaliticos e Espacos Analiticos

Complexos

No capitulo anterior, vimos que toda familia de germes de polinémios reais com
raio de Milnor uniforme e sem curva de coalescing de pontos criticos, tem tipo to-
poldgico constante. Contudo, nada afirma para familias que nao gozam dessas duas
propriedades. Neste capitulo estudaremos a trivialidade topologica de familias de ger-
mes que dependem linearmente do parametro s, incluindo casos que nao satisfazem as

hipoteses do Teorema 2.0.18.

3.1 A - regularidade e Trivialidade Topolégica

Lidamos com fung¢oes definidas em conjuntos subanaliticos (resp. espagos analiti-
cos complexos), entao nos referimos a Se¢ao 2 de [19] para um breve resumo de alguns
resultados classicos que nos permitirao lidar com tais objetos.

Seja K = R ou C, e seja (X,0) C KV o germe em 0 de um conjunto subanalitico.
Seja (fs) uma familia de germes de aplicagoes analiticas fs : (X,0) — (K,0), com
s € K, da seguinte forma:

fs = fo+ sep.



Seja S = (S4)acn uma estratificacao subanalitica de Whitney de X com a pro-
priedade (w), como em [26], tal que V' (¢) ¢ uma unido de estratos.

Recorde que z € X é um ponto singular de f; se a restricao de f; ao estrato
Sa(z) que contém z nao é uma submersao em z. Isto significa que V. fs(2) = 0, onde
Va:)fs(2) denota a projegao do vetor gradiente V fs(z) de f; em z, sobre o espago
tangente T.S,.).

Note que

Va) [5(2) = Vae) fo(2) + sVaemp(2),
onde V(2 fo(2) é a projecao de V fy(z) sobre T.S,(z) € Va(2)9(2) € a projecao de V()
sobre 7.S,(z). Denotamos por 3(f;) C X o conjunto dos pontos criticos de fs.

Um ponto p € K é um valor critico de f5 se X(fs) N (fs) " (p) # 0. Segue do
Teorema de Sard que os germes de fy e ¢ em 0 € KV, tém valor critico isolado em
0 ek

Defina o seguinte germe de aplica¢ao analitica:

F : (X,00 — (K2,0)
s = (fol) =)
Lembre-se que z € X ¢ um ponto critico de F se a restrigao de F ao estrato S,(;) que
contém z, ndo ¢ uma submersao em z. Isto significa que V() fo(2) e Var)p(2) sdo
linearmente dependentes sobre K. Note que X(fs) C X(F), para cada s € K.

Seja X(F) o conjunto dos pontos criticos de F e considere o conjunto discrimi-

nante:

que é um conjunto subanalitico em K2,
Agora, para cada s € K, defina a linha H, em K? dada por:
Hs = {yo + sy1 = 0}.
Note que

FHH,) {r e R"; F(x) € H,}
= {z e R"(fo(z), (7)) € Hs}
= {z €R" fo(z) + sp(x) = 0}

= V(fs)
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para cada s € K.

Recorde que, dada uma curva « (real ou complexa), uma linha secante a v é
uma linha que intersecta v em pelo menos dois pontos distintos. Este conceito é muito
utilizado quando queremos definir (quando existe) a linha tangente a v em um ponto
P € ~, a qual é definida como um limite de linhas secantes & v passando por P e por

pontos préoximos a P.

Secant Line

Tangent Line

Figura 3.1: Linhas secante e tangente a uma curva

Definigao 3.1.1 Dizemos que a familia (fs) é A-reqular se a linha Hy em K2, nio é

limite de linhas secantes a Ar em 0 € K.

Observagao 3.1.2 A familia (fs) € A-reqular se, e somente se, existe uma vizinhanga

pequena U de 0 em K2 e um nimero real pequeno 6 > 0 tal que
HNArNU C {0},
sempre que ||s|| < 9.

Exemplo 3.1.3 Considere o germe de funcio F(x,y,z) = (2> +9>, y*+2?). Note que

2z 3y 0
Jf(x,y,Z)=< 0 2 2Z>

Assim, X(F) = {(2,0,0); z € R}U{(0,v,0); y € RyU{(0,0,2); z € R} e o discrimi-
nante de F €

Ay ={(0.2)} U{(=*0)} U{(x".y")}-

Consequentemente, o limite de retas secantes a Ax € dado por
Oz U Oy.

onde Oz e Oy denotam os eizos coordenados. Portanto, Ho € limite de retas secantes

a Ar em 0 € R? ¢, assim, f, ndo é A-regular.
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Figura 3.2: A esquerda, Ax. A direita, limite de secantes a Ar em 0 € R?

Nos proximos exemplos, estaremos interessados em analisar possiveis curvas de

coalescing, raio de Milnor uniforme e a A-regularidade. Aproveitaremos ainda para

estudar se essas familias tém, localmente, tipo topologico constante.

Exemplo 3.1.4 Seja F(z,y,2) = (z,2z +y®) e considere a familia que depende line-

armente do parametro s, dada por fy(x,y,2) = sz + 1z + y°.

(i) Pontos criticos e A-regularidade:

1 0 0
JF(z,y,2) =
2 3y
calculando os menores, temos:
32 =0
=0
Assim,
Crit(F) = {(0,0,2)}
e

A(F) = {(0,0)}.

Portanto, (f,) é A-regular.

(ii) Curva de Coalescing de f:

gradf,(z,y,2) =0 < (s + 2,3y%, 2) = (0,0,0) <=

Portanto, fs tem curva de coalescing.

=y=0ez=—s.

(iii) Raio de Milnor uniforme de f;: Como F é d-regular, segue do Lema 2.0.17 que

fs tem raio de Milnor uniforme.
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(iv) Trivialidade Topologica: vamos provar que existem dg, €5 > 0 tais que V'(f5) NB,,
¢ homeomorfo a V(fy) N B,,, para todo s € (—dy,dp). Considere a projegao
candnica 7 : R* — R? dada por 7(z,y,2) = (z,2). Afirmamos que a restrigao

7|y (s, ¢ um homeomorfismo local. De fato:

e E imediato que 7|y (s,) € continua. Agora, seja (a,b) € R2, é facil ver que
(a,(—a(s + b)Y, b) € V(f,) e que w(a,(—a(s +b))/3,b) = (a,b). Logo

7|y (s, € sobrejetiva.

o Ty (T1,y1, 21) = Tl (2, 12, 22) = (21, 21) = (72, 22) &= 71 = 13 €

21 = 2z9. Por outro lado, como (x;,y;, z:) € V(fs), i = 1,2, temos:

sty + 1121+ Y3 =0 . Y1 = (—sx1 — 1121)'/3

STo + Tozo + Y3 =0 Yo = (—s31 — 1721)'/3
Portanto, 7|y (s,) € injetiva, e pelo item anterior, é bijetiva.

e A inversa de 7|y (y,) ¢ dada por
(mlvis) e, y) = (2, (—a(s +9) "%, y),
que claramente é continua.

Desta forma, o Teorema [13] é inconclusivo em relagao a trivialidade topologica
da familia f;. No entanto, verificamos que esta familia tem tipo topoldgico localmente

constante.

Exemplo 3.1.5 Seja F(x,y,z) = (127, coxz + c3y? ), com ¢; # 0 para todo i = 1,2,3
ep,q € N\ {0}.

(i) Pontos criticos e condi¢ao A-regularidade:

crqrdt 0 0
IFwy )=

CoZ 03pyp_1 CoT

calculando os menores, temos:

crespgr?™lyPt =0

cicoqx? =0
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e como c1¢2q # 0, segue que rank(JF(z,y, z)) = 0 se, e somente se, z = 0. Assim,

N(F) =1(0,y,2)}

Ar ={(0,cs9")}.

Note que o limite de secantes a Az em 0 € R?, é 0 eixo Oy. Logo (f) ¢ A-regular.
(ii) Curva de Coalescing: considere a familia a um-parametro dada por
fs(z,y,2) = scrx? + coxz + e3y”,

gradfs(z, y, 2) = 0 <= (sc1q2"™" + c22, cspy? ™", c2x) = (0,0,0),

assim,

p=1,g>1: f;nao tem curva de coalescing;
q=1,p>2: fstem curva de coalescing;

p,q > 2: fs nao tem curva de coalescing.

(iii) Raio de Milnor uniforme de f,: Seja (z,y, z) € V(fs) tal que

grad fs(x,y, 2) = as(z,y, 2).

Assim: )

sc1qr?™t 4 coz =

espyP !t = oy

Co = (lg2

sc1x? 4 coxz +csy? =0
Da segunda equagao, temos dois casos:

Caso 1 y=0:

q q ch?
sc1z? + coxz =0 = scix? +

B2 \ T2
=0=2x=0 ou x:(— > .

s sSCy

2 3
Para ©x = 0, temos a solugdo trivial. Para x = (— 2 > , temos z =
sSCy

C2

Qs

cg q-2
— , e pela dltima equacao do sistema
QsS8Cq

+ = =0

ser (- A&\ 2 aci(—c2)? 772 + 173 (scy )23 _0
Qs (ugscp)172

33



[28])-

assim, como s,c1 # 0, temos:

(_cg(q—2)—2> =

SCq

g =

Co
Cok = Qg2 =—> 2 = ,
Qg
assim, da primeira equacao do sistema:
cax?
-1, & 2 2 -2, 2
sc1qr?™ + — — aa” = 0 <= 2 (agsc1qe?™" + 5 — 1) =0,
A

. O primeiro caso nos dd uma solug¢ao trivial.
sSC1q

Considerando a sequnda solugao:

—c2+1 7 2 [(—c2+1 = o =
scy (—2 ) + =2 (—2 ) +c3 (—S> =0
QgSC1q Qg QsSC1q pcs

Portanto, a medida que s converge para zero, a sequéncia dos pontos (x,y, z)

2 1 =
logo,xz()ouxz(i)q

obtidos acima nao converge para a origem. Pela Proposi¢ao 2.0.11, f; tem raio

de Milnor uniforme.

O proximo exemplo esté inspirado nas aplicagoes de S. Lopez de Medrano (veja

Exemplo 3.1.6 Seja F = (f,g) : R* — R? uma fungdo analitica da forma:

onde

.F(x17 () xn) = (i aix?a i blx?) )
=1 =1

a;,b; € R sao constantes em posi¢ao genérica, isto €, sao tais que a origem estd

na envoltoria conveza dos pontos (a;, b;), e p,q > 2 sao inteiros.

(i)

Pontos Criticos e A-regularidade: Uma simples conta nos mostra que Crit(F) é
dado pelos eixos coordenados de R" e, assim, A(F) é a unido de segmentos de
retas unindo a origem e os pontos (a;,b;). Logo, como a; # 0, temos que (fs) ¢

A-regular.

34



(ii) Curva de Coalescing de fs: Considere a familia

n

fS(xh 71'71) =S (Z a#ﬂf) + iblfﬂg
=1

i=1

gradfy(zy, ... 2,) =0 <= (saypal™" + byqz?™", ..., sap,pal ™ 4 bygzd™') = 0

— sapr? " +bigr!t = 0.
Assim,

e Sep=¢q>2 2 (sapp+big) =0 = z; =0 ou sa;p—+big =0, logo f,

nao tem curva se coalescing.
1

_ _ biq \ P4

e Sep>q>2: xfl(saiprq—l—biq):0:>xi:0ouxi:(— q) )
sa;p

Se p — q é impar, f; tem curva de coalescing. Se p — ¢ é par, f; também

tem curva de coalescing, pois se —b;q/sa;p < 0 para determinado s, entao

—biq/(=s)aip > 0.
1
sSa; a-p
e Seq>p>2 2’ Ysapp+bigz??) =0 = 2, =0 ou x; = (— 7, p) )
iq
Se ¢ — p é impar, f; tem curva de coalescing. Se p — ¢ é par, f; também

tem curva de coalescing, pois se —sa;p/b;q > 0 para determinado s, entao

—(=s)aip/biqg > 0.

(iii) Raio de Milnor uniforme: Note que cada segmento de reta L. C R? tem uma das

seguintes formas:

{z+py=0}n{y >0}
{r+py=0}n{y <0},
{y =0}n{z >0},
{y =0}n{z <0},

para algum 3 € R.

Assim, cada Xy, = f~}(L) tem uma das seguintes formas:
{f + 89 =0}0{g >0},

{f+Bg=0}rn{g <0},

35



{g=0yn{f >0},

{g=0yn{f <0},
para algum 8 € R. Em cada caso, todas as equagoes e inequagoes sao homogéneas,
implicando que Xy, intersecta transversalmente cada esfera centrada na origem. Logo
F é d-regular, e portanto, a familia f; = sf + ¢ tem raio de Milnor uniforme.

Portanto, pelo Corolério 4 de [13], para p = ¢ > 2, a familia f; tem tipo topologico

constante. Os demais casos sao inconclusivos pelo mesmo teorema, porém, aplicando
o mesmo argumento dos exemplos anteriores, provamos que, localmente, f, tem tipo
topologico constante.
Proposicao 3.1.7 Se a familia fs = fo + sp é A-regular, entao para cada € > 0

suficientemente pequeno, existe uma vizinhangca W de 0 em K tal que para cada s € W,

existe um homeomorfismo
hs - (V(£) \ V() NBe — (V(fo) \ V(p)) NB..
Demonstragao. Nos vamos organizar nossa prova em alguns passos.

(a1) Como (f5) é A-regular, pela Observagao (3.1.2), podemos escolher uma vizinhanga

U de 0 em K? e um ntimero real § > 0 tal que que para cada s € Dy, temos:
H.NAxNU c {0}.

Vamos escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que F(B.) C U. Entao, para
cada s € Dy e para cada z € (V(f,)\ V(¢)) NB., temos que F(z) & Ax e, assim,
z ¢ 3(F). Logo, para cada s € Ds, temos:

(VU)\ V(@) NEF) B = 0.
Por outro lado, como X(f;) C X(F), segue que para todo s € Dy,

(V(f)\V(9) NS(fs) N B = 0.

Como V() é uma uniao de estratos, segue que a restrigdo de fs ao conjunto su-
banalitico (X \ V(¢)) NB, ¢ transversal a estratificacio S no sentido de Verdier (o
que significa que a restri¢ao de f; a cada estrato, ¢ uma submersao, de acordo com
a Defini¢ao (1.5.10)). Em particular, segue da Observagao (1.5.11) que S induz

uma estratificagdo subanalitica (w)-regular sobre cada conjunto subanalitico

o

Xo:=(V(f)\V(e) N B,
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(a2) Por outro lado, pela estrutura conica local do conjunto subanalitico V(fy) na
origem, podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que V(fy) \ V(p)
intersecta a esfera S, transversalmente no sentido estratificado. Isso significa que
para cada estrato S, fora de V(yp), a intersecao V(fy) NS, é uma variedade
suave que intersecta transversalmente S, em K. Assim, para cada ||s|| sufici-
entemente pequeno, a pequena pertubagao V(fs) NS, também ¢ uma variedade
suave que intersecta transversalmente S.. Portanto, podemos escolher ¢’ > 0 su-
ficientemente pequeno com 0 < ¢’ < 4, tal que V(f5) \ V(p) intersecta a esfera S,
transversalmente no sentido estratificado, sempre que ||s|| < ¢’. Em particular, S

induz uma estratificagao subanalitica (w)-regular sobre o conjunto subanalitico

Xo:=V(f)\V(e) NB,

onde cada estrato ¢ da forma S, NV (fs) N I@E ou da forma S, NV (fs) N'S,, para

a € A (veja Lema 10 de [19], por exemplo).

(a3) Seja y € K\ {0}. Para cada s € Dy, temos que V(f,) intersecta o(y) N B,
transversalmente, no sentido estratificado. De fato, é suficiente mostrar que, para
cada z € S, NV (f,) Ny t(y)N I?Bm os vetores V, fs(z) e V,p(2) sdo linearmente
independentes sobre K em 7.S5,.). Mas como V,f(2) = V. fo(2) + sVap(2),
temos que V,fs(z) = ¢Vap(z) para algum ¢ € K se, e somente se, V, fo(z) =

'Vap(z) para algum ¢ € K, implicando que z € X(F). Isto contradiz (ay).

(a4) Fixe a € A e considere a restrigao de ¢ a V(fy) NS,. Como ¢ tem a propriedade
ay de Thom ([4], Segao 5, Corolario 1), segue que para cada y € K com ||y
suficientemente pequeno, ¢! (y) NS, intersecta transversalmente V(fy) NS, NS,
em S,. Assim, temos que ¢ ~!(y) NS, NS, intersecta transversalmente V(fy) N
SeNS, em S.NS,. Entao podemos mostrar (veja Lema 2.3 de [20]) que V(fy) NS,
intersecta o~ !(y) NS, NS, transversalmente em S,. Portanto, para cada s € K
com ||s|| suficientemente pequeno, temos que V(f,)NS,, intersecta =1 (y)NS. NS,

transversalmente em S,,.

(b) Agora, para cada nimero real suficientemente pequeno ¢ > 0, considere a pequena

vizinhanga de V(¢) em X, dada por:
Ny = ()7 (D,)-
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Desde que V(p) é uma unido de estratos e como ¢ : (X,0) — (K, 0) tem valor
critico isolado pelo Teorema de Sard, segue que a restrigao ¢ : (X \ V(p),0) —
(K,0) é transversal a S (isto é, ¢ uma submersao em cada estrato). Assim, segue
da Observacao 1.5.11 que S induz uma estratifica¢gdo subanalitica (w)-regular
sobre o conjunto subanalitico X \ N,, para cada ¢ > 0. Seus estratos sao da

forma S, \ N, ou da forma S, N¢~'(S,), para a € A.

(¢) Defina o conjunto

M, :=(X\ N, NB.,
que é um conjunto subanalitico fechado. Pela estrutura conica local do conjunto
subanalitico X na origem, podemos assumir que € > 0 é pequeno o suficiente
para que cada estrato S, \ N, intersecte a esfera S, transversalmente em K.
Podemos assumir também que cada estrato S, N ¢~ (S,) intersecta a esfera S,
transversalmente em K”. De fato, no caso complexo, isto segue do fato que ¢ tem
a propriedade a; de Thom; no caso real, isto segue aplicando o Teorema de Sard
para a restrigdo de ¢ a S.NS,. Assim, segue (Lema 10 de [19], por exemplo) que
S induz uma estratificagio subanalitica (w)-regular S(g) sobre cada M,. Cada

estrato de Mq tem um dos seguintes tipos:

(d) Agora, defina o seguinte conjunto

M= | | V) | n(X\N)NB..

llsll<é’

que tem uma estratificacdo subanalitica (w)-regular S(¢) dada por

Salq) = Sa(‘]) N U V(fs)

llsll<o’
Defina a aplicacao
H, : M, — D
z (7r0]:)(z)’
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onde 7 : K?\ {y; = 0} — K ¢ a aplicagao dada por 7(yo,y;) := % Entao, para

cada s € Dy, temos:
(Hq>_1(5> = [V(fs) \ Ng] N Be = V(fs) N M,

Nos afirmamos que H, é transversal a estratificacao S(g). De fato, se S(¢) é do
tipo (7;), para i = 1,2,3,4; segue de (a;) que a restricao de H, a S,(¢) é uma

submersao.

(e) Os resultados de Verdier (Proposigoes 4.6 e 4.8 de [26]) nos dao que a aplicacao
H, & a projecao de um fibrado topoldgico localmente trivial, para cada ¢ > 0
suficientemente pequeno. Além disso, é facil ver que se ¢ < ¢/, entao H, ¢ a
restricao de Hy a M, C M,y. Assim, para cada Dy e para cada ntmero real

q > 0 suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo
h = (V) \ Ny 0 Be — (VI(fo) \ Ng) N B,
tal que h? é a restricao de h? sempre que ¢ < ¢'.

(f) Dado z € (V(f5)\V(p))NB,, existe ¢ € R suficientemente pequeno tal que x ¢ N,
logo z € (V(fs) \ N,) NB.. Assim, temos a seguinte extensao do homeomorfismo

hi:
he o (V(F)\V(@)) 0B — (V(fo) \ V(p)) N Be
z —  hi(z)

para cada ¢ com 0 < g < [|¢(2)]].
[

Exemplo 3.1.8 A familia f, : (K 0) — (K,0) dada por fi(z,y) = xy + sy € A-
reqular, pois Ar = {(0,0)}. Note que V(fs) = {x +s = 0} U{y = 0}. Como
V(p) = {y =0}, temos

V(I)\V(p) = {z + 5 =0},
para cada s € K. Assim o homeomorfismo hs : V(fs) \ V(¢) — V(fo) \ V() ndo
pode ser estendido a wm homeomorfismo V(fs) — V(fo) que fira 0 € K2 Este

exemplo mostra que, em geral, nao € possivel estender o homeomorfismo hs a um
homeomorfismo de germes (V(fs),0) — (V(fo),0) (veja Teorema (3.1.10) abaizo).
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Exemplo 3.1.9 Considere X = {2* —y*> = 0} C K3 com a seguinte estratificacio de
Whitney
So=X\{z=y=0}, S ={zr=y=0}.

Considere a familia de germes fs: (X,0) — (K, 0) dada por
fs(z,y,2) = ° 4+ y4 + 2% + s,
com a > 2. O conjunto critico da restri¢ao de F ao estrato Sy € o conjunto
So(F) = {2® —y* = 2 = 0},

enquanto o conjunto critico da restri¢ao de F a Sy € o conjunto ¥1(F) = {0}. Assim,
o conjunto singular de F é o conjunto X(F) = {2? —y? = 2 = 0}. A imagem por F do
discriminante Ax, € a curva parametrizada t — (3 +t*,t*) em K2. Note que o cone
tangente desta curva € a linha Ho = {(yo, 1) € K?%; yo = 0} se, e somente se, a = 2.

Portanto, (fs) € A-reqular se, e somente se, a > 2.

Teorema 3.1.10 Se (fs) € A-reqular e se V(fy) NV (p) = {0}, entao (fs) tem tipo

topoldgico constante.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 3.1.7, para cada € > 0 suficientemente pequeno,
existe uma vizinhanca W de 0 em R tal que para cada s € W, existe um homeomorfismo

hs - (V(fs)\{0}) nB. — (V(fo) \ {0}) N B.. Entao a aplicagao
hs : V(fs) NB, — V(fo) NB.

definida por
_ hs(z), se z#0,
() = (2) #

0, se z=0.

¢ um homeomorfismo. m

Exemplo 3.1.11 No Ezemplo 3.1.9, temos que V(fo) NV (p) = {0}, para cada a > 2.
Por outro lado, se considerarmos X = K3 e a familia fi(z,y,z) = 23 + y* + 22 + s2¢,
temos que V(fo) NV (p) = {0} se, e somente se, K =R.

Observagao 3.1.12 Se o discriminante A(F) C K? associado a famdlia fs como

acima estd contido na linha {y, = 0}, entao podemos tomar W = K.
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3.2 Conjunto Singular Uniforme

Definigao 3.2.1 Dizemos que a familia fs : (X,0) — (K, 0) tem conjunto singular

uniforme se existe € >0 e d > 0 suficientemente pequeno tal que
E(fs) N ]BE = E(.f()) N Bea

para cada s € Ds. Definimos o conjunto 3 := X(fo) N B,.

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.2 Se a familia f; : (X,0) — (K, 0) tem conjunto singular uniforme,

entao € A-reqular.

Demonstragao. Suponha que (f;) nao é A-regular. Pela Observagao 2.2 acima, para

cada vizinhanca U de 0 em K? e para cada § > 0, existe s € D5 tal que
HNAxN (U \ {0}) # 0.

Em particular, dado algum a > 0, para todo £ € (0, a), existe um ponto p(§) # 0 tal
que

p(§) € Hye) N Ar N By

para algum s(&) com |[|s(§)|| < & Esses pontos podem ser escolhidos de modo que
definam uma curva continua p : (0,a) — K2.

Agora, para cada p(€) existe um ponto y(£) € F~(p(€)) tal que v(£) é um ponto
singular de F, isto é, é um ponto critico da restricao de F a algum estrato S, de
X. Esses pontos v(£) podem ser escolhidos de modo que definam uma curva continua

~v:(0,a) — S, tal que lin%’y(t) € F10) e tal que para cada t € (0,a), temos:
—

(i) () & F~H(0);
(i7) y(t) € La(F);, onde X, (F) € o conjunto critico da restrigdo de F ao estrato Sy;

(iit) F(y(t)) € Hy para algum s(t) € K, com lim s(t) = 0.

t—0
Por (iii) nés podemos supor que ¢(v(t)) # 0, para cada t € (0,a). Como
¢ (X,0) — (K,0) tem valor critico isolado em 0 € K, nés podemos assumir que
Vap(y(t)) # 0 para cada t € (0,a), onde V,p(7(t)) denota a projegao do vetor
gradiente de ¢ em () sobre o espaco tangente T';S,.
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Recorde que os pontos criticos da restricao de F ao estrato S,, sao os pontos
x € S, tais que V,, fo(x) e V() sdo linearmente dependentes sobre K, onde V., fo(z)
denota a projecao do vetor gradiente de fy em x sobre o espago tangente T,.S,. Assim,

como 7(t) € X(F) para cada t € (0,a), temos que existe r(t) € K tal que

Vafo(v(#)) + () Vap(y(t)) =0,

Consequentemente ¥(t) € 3o (fr1))-

Nos também podemos supor que y(t) ¢ X,(fo), para cada t € (0,a). De fato, se
~(t) € Xu(fo), para algum t € (0,a), entao y(t) € X, (fs) para cada s € Dy, pois (fs)
tem conjunto singular uniforme. Mas como V,fs(7(t)) = Vafo(7(t)) + sVap(y(t)).
isso implica que V(v(t)) = 0, o que é uma contradigao.

Entao, s6 precisamos mostrar que lg% r(t) = 0 para obter uma contradigdo com

o fato de que (fs) tem conjunto singular uniforme. Segue de (ii7) que

o O _
R e Genll ~

Pela regra de L'Hospital (aplicada & norma), temos que

o) (Vafo(r (), 7' (1))
)

RGO _ OO
t=0 {|o((2))l] =0 [ e(v(1)(Vap(r(#)), 7' (1))
||90( @)l
iy BOOUTuhla0)70) S0 o)1
=0 o(7(£))(Vae(7(1)), 7' (@) [[fo(y@)II »(7(1))
o P Veh00) fo(®) leG )]
=0 pryvn Vae(y(1)) [[fo(y@)Il ¢(v(1))
Assim,
oo P Vaho0(0) o) Nl _

=0 prym Vae (Y1) [Lfo(y@O)Il ((2))
Tomando a norma, temos que

lor o VA (O)]
= (oo Ve )

onde pryVafo(y(t)) denota a projegao do vetor V,fo(7(t)) sobre o vetor 7/(t) e

b

m
S()Sa € pry ) Vap((t)) denota a projecao do vetor V,p(7(t)) sobre o vetor +/(t) em
Ty1ySa- Mas como V, fo(7(t)) + (1) Vap(y(t)) = 0, segue que

Py Vafo(7(t)) +1(#)pry i Vap(y(t)) =0,
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de modo que,
_ lpryVafo(y ()|

"0 = oo Vap @I

Assim, lim ||r(¢)|| =0. =
t—0
O Exemplo 3.1.8 mostra que a reciproca da Proposigao 3.2.2 é falsa.
Note que se (fs) tem conjunto singular uniforme ¥ (e consequentemente é A-

regular, pela Proposigao 3.2.2), entao
L CV(fo) NV(e) NB..

Neste caso, pode-se voltar a demonstracao da Proposi¢ao 3.1.7 e em vez de remover
V(p) de X, pode-se remover apenas Y. (tomando uma estratificagao apropriada S tal

que ¥ seja uma uniao de estratos). Assim obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 3.2.3 Se (f,) tem conjunto singular uniforme X, entao para cada € > 0
suficientemente pequeno, existe uma vizinhangca W de 0 em K tal que, para cada s € W,

existe um homeomorfismo
hs - (V(f)\E) N Be — (V(fo) \ X) N B..

Exemplo 3.2.4 Em [10], J. Fernandes Bobadilla dd exemplos de familias de hipersu-
perficies singulares com nimero de Lé constante, fibragdo de Milnor constante e tipo
topoldgico nao constante, respondendo negativamente a uma pergunta de D. Massey.
Um dos seus exemplos foi a familia f,: (C°,0) — (C,0) definida por

fs(@1, mo, 3, Y1, 40) = 220192 + 23(y3 — ¥3) + s2195.

Ele provou que ( f,) nao tem tipo topoldgico constante, mostrando que se houver um ho-
meomorfismo V(f,) NB. — V(fo) NB,, entao deve se restringir a um homeomorfismo
de pares (X(fs) NBe, Z2(fs) NB.) — (X(fo) N B, XZ%(fo) NB.), onde Z2(fs) e Z%(fo)
denotam os conjuntos de zeros do determinante das matrizes Hessianas de fs e fo res-
pectivamente; o que ele mostra ser impossivel. E facil ver que o discriminante associado
Az € alinha {(yo,y1) € K% y; = 0} e, assim, (f) € A-reqular. Na realidade, a familia
(fs) tem conjunto singular uniforme ¥ = {21 = zo = 0}. Assim, seque da Proposi¢ao
3.2.3 acima que existe, de fato, um homeomorfismo (V(fs)\X)NB. — (V(fo)\2)NB.
que, portanto, nao pode ser estendido a um homeomorfismo V(fs) NB. — V(fy) NB-.

Seguindo o mesmo argumento da prova do Teorema 3.1.10, obtemos o seguinte

resultado:
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Teorema 3.2.5 Seja (X,0) um germe de conjunto subanalitico em RY (resp. um
germe de espaco analitico complexo em CV) e seja fs : (X,0) — (K, 0) com K =R
(resp. K = C) uma familia de germes de funcgoes analiticas que depende linearmente
de s € K. Se (fs) tem conjunto singular uniforme ¥ = {0}, entdao tem tipo topoldgico

constante.

3.3 Familias p-constante de funcgoes definidas sobre
ICIS

Recorde que dada uma variedade analitica complexa em C" de dimensao d e [
um ideal que define X, dizemos que I define uma interse¢ao completa em 0 se I admite
n — d (codimensao de X) geradores ¢i, ..., g,_q, onde g; € uma fungao analitica. Uma
intersecao completa com singularidade isolada é chamada de ICIS.

Agora seja (X,0) C CV o germe em 0 € CV de uma intersegao completa de sin-
gularidade isolada (ICIS). Nos vamos estudar familias de germes de funges holomorfas

fs 1 (X,0) — (C,0) da seguinte forma

fs=f0+390

tal que cada germe de funcao f; tem uma singularidade isolada, o que significa que
existe um nimero real e, > 0 tal que a restricao de f, a (X\{0})NB., é uma submersao.

Recorde que no caso afim X = C", dizemos que a familia ( f) nao tem coalescing
de pontos criticos se existem ntmeros reais positivos € > 0 e § > 0 tal que 0 é o tnico
ponto critico de f; em B, para cada s € Ds. G. M. Greuel provou em [12] que (f;) ndo
tem coalescing de pontos criticos se, e somente se é p-constante.

No caso geral em que X é uma ICIS, tem-se uma versao analoga deste resultado.
A nocgao de nao ter coalescing de pontos criticos é equivalente a ter conjunto singular
uniforme ¥ = {0}. Em [11], Carvalho Oréfice-Okamoto e Tomazella provaram que isso
também ¢é equivalente & p-constancia da familia (f5).

Assim o Teorema 3.2.5 fornece:

Teorema 3.3.1 Seja (X,0) C CV o germe de uma ICIS e seja f,: (X,0) — (C,0),
com s € C, uma familia de germes de fungoes com singularidade isolada, da forma
fs = fo+ sp. Se a familia (fs) € p-constante, entao tem tipo topoldgico abstrato

constante.
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No caso em que X = C", n # 3, o resultado acima pode ser estendido para
familias arbitrarias f; : (X,0) — (C,0) com conjunto singular uniforme ¥ = {0},

pois neste caso, (fs) é p-constante (Teorema 2.0.7).
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