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Resumo

Nesta dissertagao, provaremos resultados sobre a compacidade de solugoes para
equagoes do tipo Yamabe em variedades Riemannianas de dimensao 3. Para isso,
faremos uma anélise local sobre sequéncias de soluc¢oes proxima a pontos de blow-up e
usaremos o Teorema da Massa Positiva. Além disso, veremos algumas aplicagoes sobre
tal resultado: o céalculo do grau de Leray-Schauder e a existéncia e multiplicidade
de sequéncias minimizantes. Por fim, veremos que os mesmos resultados continuam
validos para uma classe de equagoes com peso mais geral do tipo Yamabe também em

dimensao 3.

Palavras-chave: Anélise de blow-up; Compacidade; equacao de Yamabe.



Abstract

In this dissertation, we will prove results on the compactness of solutions for equa-
tions of the Yamabe type in Riemannian manifolds of dimension 3. For this, we will
do a local analysis of a sequence of solutions near blow-up points and use the Positive
Mass Theorem. In addition, we will see some applications about this result: the calcu-
lation of the Leray-Schauder degree and the existence and multiplicity of minimizing
sequences. Finally, we will see that the same results remain valid for a class of Yamabe

type equations with more general weight also in dimension 3.

Keywords: Blow-up analysis; Compactness; Yamabe’s equation.
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Introducao

Uma consequéncia do Teorema da Uniformizacao de Poincaré para uma variedade
(M, g) compacta bi-dimensional é que existe uma métrica g conforme a g de tal forma
que (M, g) possui curvatura Gaussiana constante. Uma pergunta natural seria: é
possivel generalizar o Teorema de Uniformizacao para n > 37 Surge entao o problema
proposto por Yamabe.

Problema de Yamabe: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta suave
de dimensdo n > 3. Entao, existe métrica g conforme a g com curvatura escalar
constante.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta suave de dimensao n > 3 e g
uma métrica conforme a ¢g. Entao, g pode ser escrita por § = = g, onde u é uma
funcao real positiva e suave definida em M. Assim, podemos relacionar as curvaturas

na métrica g e g da seguinte forma

n+2 n — 1
R;=u"n—2 (4 Ayu+ Ryu
] ( n_9°9 g ) ’
onde R, e R; sao as curvaturas escalares de M na métrica g e g respectivamente.
Analiticamente, o problema de Yamabe é equivalente a encontrar uma solucao positiva

u para a chamada equacao de Yamabe

n

-2 n+2
Bt = g oy ot K =0 em W

onde A, é o operador de Laplace-Beltrami associado a métrica g e K é uma constante.
O operador L, = A, — n_2 R, é chamado de Laplaciano conforme na métrica g.

4(n—1)
Yamabe observou que (|l)) é a equacao de Euler-Lagrange para o funcional

R.d
Q(3) = fMigg

(fM dvé) !

que é conhecido como funcional de Yamabe. E possivel definir ainda o invariante de



Yamabe como sendo

A(M) = inf Q(9).

geld]
onde [g] representa a classe de equivaléncia de métricas conformes a g. O sinal desse
invariante nos da informacgoes sobre o conjunto solugao do problema de Yamabe. Se
A(M) < 0, a solugao do problema é tinica. Caso A\(M) = 0, a solu¢ao é unica a menos
de um fator constante. Em nosso trabalho, estamos interessados no caso em que o
A(M) > 0, pois a estrutura do conjunto de solu¢oes do problema pode ser muito rica.

O proprio Hidehiko Yamabe acreditou ter provado tal problema em 1960 no artigo
[30] utilizando técnicas do calculo variacional e de equagoes diferenciais parciais elip-
ticas. No entanto, em 1968 Neil Trudinger descobriu um erro na prova de Yamabe.
Em [29], Trudinger conseguiu adaptar alguns resultados feitos por Yamabe ao intro-
duzir a hipotese do invariante de Yamabe A\(AM) < 0. Na verdade, ele mostrou que se
o invariante de Yamabe fosse menor que uma constante positiva «(M) os resultados
valiam. Em 1976, Aubin estendeu o resultado de Trudinger em [2] mostrando que
a(M) = \(S™) para toda variedade M, onde S™ é a esfera unitaria munida da métrica
usual. No mesmo trabalho, Aubin resolveu ainda o problema de Yamabe para o caso
nao localmente conformemente flat para as dimensoes n > 6. Por fim, Schoen com-
pletou em 1984 a prova do problema de Yamabe no artigo [24] resolvendo os casos
restantes para as dimensoes 3 < n < 5 e 0 caso em que a variedade é localmente
conformemente flat. Destacamos que os resultados obtidos por Schoen foram possiveis
gracas ao uso do Teorema da Massa Positiva da Relatividade Geral.

A solucao do problema Yamabe foi uma conquista notavel pois pela primeira vez,
foi dada uma teoria de existéncia bastante satisfatoria para uma equacao diferencial
parcial nao linear envolvendo um expoente critico de Sobolev.

Ainda sobre o problema de Yamabe, John Lee e Thomas Parker [I7], alguns anos
depois, deram uma outra demonstragao para o problema, apresentando melhorias para
alguns resultados ao introduzir um sistema de coordenadas normais conformes, que
simplificou a anéalise local.

Apos a resolucao completa do problema de Yamabe, surgiram tentativas em descre-
ver o conjunto de solugoes da equagao de Yamabe . A Conjectura de Compacidade
tenta investigar a Compacidade das solugoes em variedades Riemannianas que nao sao
equivalentemente conformes a esfera. Exclui-se a esfera pois em Obata [23] é demons-
trado que o conjunto de solucoes de para a esfera unitaria (S™, go) é nao-compacto.
Tal Conjectura foi proposta em 1988 por Richard Schoen enquanto estudava o caso
localmente conformemente flat em [25]. Vejamos:

Conjectura de Compacidade: O conjunto de solugoes do Problema de Yamabe, no

caso em que o invariante de Yamabe for positivo, é compacto a nao ser que a variedade



seja conformemente equivalente a esfera euclidiana.

Em 1991, Schoen obteve resultados de compacidade para o problema de Yamabe
no artigo [26] provando que quando (M, g) é localmente conformemente flat mas nao
conformemente equivalente & esfera unitéria, todas as solucoes para o problema Yamabe
permanecem em um conjunto compacto em relacao a norma C? e o grau total de todas
as solucoes de Leray-Schauder ¢é igual a —1.

Em 1999, YanYan Li e Meijun Zhu [20] provaram para variedades Riemannianas de
dimensao 3 o caso nao localmente conformemente flat. Por ser um trabalho pioneiro
e em dimensao 3, esse artigo tornou-se uma referéncia na literatura. Os trabalhos
posteriores em dimensoes maiores tiveram como referéncia o trabalho e a metodologia
desenvolvidos por Li e Zhu. Devido a sua importancia, nosso objetivo nesta dissertacao
é estudar os resultados sobre compacidade obtidos no artigo [20] em variedades Rie-
mannianas de dimensao 3. Para obter tais resultados, precisaremos de uma Identidade
do tipo Pohozaev, analisar as sequéncias de solucoes proximas a pontos de blow-up e
do Teorema da Massa Positiva.

Mais recentemente, sobre variedades nao localmente conformemente flat, Druet
provou resultados sobre compacidade em dimensao 4 no artigo [8] e dimensao 5 em [9)].
Em 2008 Simon Brendle provou no trabalho [4] que a Conjectura de Compacidade é
falsa quando n > 52. No mesmo ano, Fernando Cod& Marques e Brendle provaram em
[5] que a Conjectura é falsa para 25 < n < 51. Por fim, em 2009 Marcus Khuri, Marques
e Schoen finalmente provaram em [16] que a conjectura é valida para 3 <n < 24. Um
texto acessivel sobre o ultimo trabalho é a dissertagao [7]. Em resumo, a Conjectura
da Compacidade ¢ valida em qualquer variedade Riemanniana para 3 < n < 24.

Estudaremos a seguir os resultados obtidos em [20] que comprovam a Conjectura
da Compacidade em dimensao 3. Nosso trabalho estd dividido em trés capitulos. No
primeiro capitulo, veremos os resultados preliminares que serao utilizadas durante a
dissertacao, passando por alguns resultados de Geometria e de Analise. No segundo
capitulo, apresentaremos a equacao do tipo Yamabe que estudaremos, definiremos os
pontos de blow-up, blow-up isolado e isolado simples para uma sequéncia de solucoes,
além da Identidade de Pohozaev, bem como diversos resultados sobre a andlise dos
pontos de blow-up. A segunda parte deste capitulo é dedicada a provar dois teoremas
de compacidade um com respeito a norma H' e outro em C?. Depois discutiremos as
seguintes aplicacoes: o calculo do Grau de Leray-Schauder e a existéncia e multiplici-
dade em problemas de minimizacao. O tltimo capitulo é destinado a compacidade de
solugoes para uma classe de equacoes do tipo Yamabe com peso, que é um caso mais
geral que o visto no Capitulo 2 e que inclui o problema de equagoes de curvatura esca-

lar prescrita e terd a mesma metodologia do capitulo anterior. Encerramos o capitulo



destacando um resultado de compacidade obtido quando o peso é permitido mudar de

sinal e a existéncia de uma funcdo minimizante também neste caso.



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo seré dedicado a relembrar ou conhecer, de forma introdutoéria, alguns
conceitos e resultados que serao utilizados durante toda a dissertacao. A primeira
secao é destinada aos operadores diferencidveis em variedades Riemannianas. Em se-
guida, veremos defini¢oes e resultados sobre o Teorema da Massa Positiva que, embora
provenha da teoria da relatividade, sera fundamental para o nosso resultado sobre a
compacidade de solucoes em C2. Dando continuidade, relembraremos alguns resulta-
dos sobre a teoria eliptica e por fim veremos alguns resultados para solugoes positivas

de equacoes elipticas lineares em bolas perfuradas.

1.1 Operadores Diferenciaveis em Variedades Rieman-

nianas

Definicao 1.1. O gradiente de f € C*> é o campo vetorial de classe C*, Vf : M —
T M, definido por
<Vf, X> = Xp(f)a

para todo X pertencente ao conjunto dos campos de vetores de classe C*° em M, ou
ainda X € X(M).

1. Se {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal em uma vizinhanca U de M, ou seja
E; € X(U) de modo que para todo ¢ € U,{E; }i—1.... , forma uma base ortonormal
de T, M, entao

1,5=1

2. Dadop € M ev € T,M, seja a : (—e,¢) — M uma curva de classe C™ tal que
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a(0) =pea(0) =v. Entao

(V1) = S (F o a)(t)

t=0
Veremos a seguir uma caracterizacao do gradiente em coordenadas locais.

Proposigao 1.1. Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Se f: M — R
é de classe C® e U C M é uma vizinhanga coordenada com campos coordenados
o1, ...,0,, entdo

En: k9]

kl=1

Em particular,

|vf|2 i kl 6f 6f

Ty O
k=1 duy Oy

Demonstragao. Sejam ap € C*°(U) com k= 1,...,n tais que V[ = Zakak. Entao,

k=1
8 n n n
af (V00 = O arde,0) = ax(O, ) =Y arghl.
11 k=1 k=1 k=1
Assim,
En:zaf W~ o\ L L 3 S —
g Zg Za]g]l —Za] Zg gij _Zaj kj = Q-
j=1 7j=1 j=1
Logo,
wOf
Vf Zakak Z g 8—@((%
kl=1
Como consequéncia, temos que
VI[P = (V£ V)
" 8f 8f
O g 20,0k Z —0m)
kl=1 8%
3f of
_ kl _mj
B Z 99 gmaﬁla%]'
7.k, lm=1
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Ou ainda,

Portanto, \VfF Z klgj ggf
l

k=1

O

Defini¢ao 1.2. Seja X € X(M). A divergéncia de X é a funcao de classe C* div X :
M — R dada por
(div X)(p) = tr{v = (V. X)(p)}.

onde tr representa o traco do operador linear v € T,M — V, X € T,M.

Proposicao 1.2. Sejam X € X(M) e {Ey, ..., E,} um referencial ortonormal em uma
vizinhanga U C M. Se X = Z fiE; em U, entao
i=1
div X = Z —(Vg,E;, X)) em U.

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, ou seja Vg, Ej(p) = 0, entao
div X = >~ E(£) )
i=1

Demonstracao. Pela definicdo de divergéncia, temos que

n

div X = tr{v = (V,X)(p)} = > (V5 X, E)

i=1
usando a compatibilidade da conexao Riemanniana,

div X = i(Ei<X; E;) — (X, Vg, E;))

i=1

:;( (5 B) - (Vi >>

n

::Zamx ) = 2 (X, ViE)

1,5=1
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Ou ainda,

div X = i: Ei(f;)0i; — Z(X, Vi E)

Em particular, segue diretamente do que acaba de ser provado ja que se o referencial
n

for geodésico, Vg, E;(p) = 0. Logo, div X = Z Ei(f). O

i=1
Lema 1.3. Sejam X € X(M) e U C M uma vizinhanga coordenada com campos

coordenados 91, ...,0,. Se X = Z fi0; em U, entao

i=1

div X = Zail +Zfz ijs

i,7=1
onde Ffj sao os simbolos de Christofell da métrica de M em U.

Demonstracao. Observe que usando as propriedades da conexao Riemanniana temos

que

Vo, X = Vy (Z fk8k> = ZVai(fkak) = Z (gfk O + kaazak)

k=1

= Z(afkak-kaZF ) afkak-i-kaFma

- ae Yo=Y (3? 3o

k= G k=1 k=1 v

A expressao entre parénteses da linha anterior é um termo genérico da matriz que

representa a aplicagao Y — Vy X no referencial {Ox;,i =1,...,n}. Portanto,
af; “ ,
div X = Z Ji —l— Z fil;.
ij=1

O

Proposicao 1.4. Sejam X € X(M) e U C M uma vizinhan¢a coordenada com campos
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coordenados i, ...,0,. Se X = Z fi0; em U, entao

i=1

div X = det
det G Z O, )

em U, onde G = (g;;) é uma matriz da métrica.

Demonstragao. Observe que

irﬂf. _y <6gzk L 9%k 39@) e
— K = k:l Oz, ox; oxy,
1 n 891]€ kj 8g]k k agl] k
e — Z —g _l_ J Z J
2 (j,k—l 61']' ) afEk
1N~ 995 gk N 99k g N~ 090 g
2 Ox gt ox; g ox g
k=1 K k=1 O k=1 Ok
- 1 3 8gjkgk1
7,k=1

Para demonstrar a proposicao precisaremos da afirmacgao a seguir.

Afirmacao Vale a sequinte identidade:

ag]k- k‘] o 1 8
];1 axz ~ det GOz, o, (det G).

Demonstragio da Afirmagao: Seja (G*); a matriz obtida de G = (g;;) derivando as

entradas da k-ésima coluna na direcao de 0;. Ou seja,

g1 - 3z‘g1k o Jin
(G*), = g -0 Oiga c Gon

Como det G é linear em cada coluna, temos

1 0 R,
Epare 8301 (det G) Zdet ) det((G*) Zdet i)

10
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Usando o fato que G~'G = Id, segue que

11
GHGH) = 7

nl

i

onde Aj, = Zgl]%. Assim,
J=1

1 0

det G (91'@

0 que prova a afirmacao.

1k
ng
gnk
0
0
0
(det G)

n g - 0iguk
92n g - 0igak
g Gt Oignk
Ay O 0
A1 O
Ak
Apprp 1 0
Ay 0 1
= Zdet D) det((G*),)

= ZAkk

o

7,.k=1

Agora, usando o Lema e a Afirmacao anterior, obtemos

div X =

colocando

1
vdet G

i=1

i=1

0fi

n 8](;
Z ((9:@ *

+ szHg)
j=1

fi 0
2det G Ox; (det G)

\/dﬁ Gaii( det G)>

em evidéncia, obtemos

11

9in
9on

g’I’L’I’L
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_ B 1 <~ (0fi —— 0

Portanto, a proposicao esta provada. O

Definigao 1.3. Seja M uma variedade Riemanniana. O Laplaciano em M é o operador
A C®(M) — C*®(M), também chamado de operador de Laplace-Beltrami, definido
por

Au =div Vu, ue C™®(M).

Observacao 1.1. Usando o Lema [1.4] e a Proposicao obtemos que em uma vizi-

nhanca coordenada U C M, o operador Laplaciano assume a seguinte forma:

Au g7V det Gﬁ)
a{E]‘

1 "9
- 75 2 on

L 0%u ou
— ij N
— Z q (axiaxj F”axk)' (1.1)

i,5,k=1

1.2 Teorema da Massa Positiva

Nesta segao, veremos alguns resultados e definicoes com o objetivo de chegar ao
Teorema da Massa Positiva, que a priori ¢ um resultado fisico da Teoria de Relatividade,
e a sua relacao com a constante A da funcao de Green. O Lema[I.11]sera indispensével
para a demonstracdo do Teorema [2.23] Gragas a Schoen, foi possivel relacionar o
Teorema da Massa Positiva ao Problema de Yamabe e inferir sobre a positividade da
constante A da funcao de Green através de variedades assintoticamente planas.

Nao demonstraremos os resultados desta segao por exigirem mais aporte tedrico
do que aqui seréd exibido. Além do mais, o nosso interesse é apresentar o Teorema da

Massa Positiva e deixar claro sua relagao com o nosso trabalho.

Defini¢ao 1.4. Suponha que (M, g) seja uma variedade Riemanniana compacta com
A(M) > 0. Dado P € M defina a métrica §j = GP~2g sobre M = M \ {P}, com

G=(n—-2w,_1al'p

onde w,_1 é o volume da bola unitaria em R" e I'p é a funcdo de Green sobre o ponto

12
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P. A variedade (M, §) juntamente com a aplicacio natural o : M\ P — M é chamada

de projecao estereogrdifica de M a partir de P.
Na proposicao a seguir, P, denotard um polinémio homogéneo em x de grau k.

Lema 1.5. Em um sistema de coordenadas normais conformes (®,2) em P a fungao

de Green G tem uma expansao assintotica da forma

Gla) = |o]" (1 3 wx)) + (c+u +uz) log ] + a(x)

para todo x € ®(Q) \ {0}, ¥r € P, a(z) € C** uy e uy sdo fungoes harmonicas com
uy € P us € Py e 0s termos com log aparecem apenas se n é par.
Em particular, se n = 3,4,5 ou M é localmente conformemente plana em uma

vizinhanca de P entao a expressao anterior é simplificada e dada por
G(r) = |z]* "+ A+ 0"(r) (1.2)

onde A é uma constante (ndo necessariamente positiva).
A prova pode ser vista em [I7] pagina 65.

Definicao 1.5. Dada (M, g) uma variedade Riemanniana, (M, g) é dita assintotica-
mente plana de ordem 7 > 0 se existe uma decomposicao M = My U M., com M,
compacta, M, difeomorfa a R" \ Bg para algum R > 0 e o difeomorfismo fornece um

sistema de coordenadas {z'} sobre M, tal que
9ij =05+ O(p™"), gy =O0(p ™), hdigi; = O(p™™7?)

para p — 0o. As coordenadas {z'} sao chamadas coordenadas assintdticas.

Essa definicao aparentemente depende da escolha de coordenadas assintéticas. No
entanto, na Se¢ao 9 de [6], vé-se que a estrutura assintoticamente plana é determinada

apenas pela métrica.

Teorema 1.6. M ¢ assintoticamente plana de ordem 7 =1 se n = 3, de ordem 2 se

n >4 e ordemn —2 se M é conformemente plana perto de P.

A projecao estereografica de M recebe esse nome pois a curvatura escalar na métrica
§ sobre a variedade M = M \ P ¢ identicamente nula. Mais ainda, M = M \ P ¢é
assintoticamente plana. Isso simplifica bastante o problema, similarmente ao que se
faz no caso da esfera no qual usa-se a projecao estereografica de S™ sobre R”, visto que

sobre R™ a curvatura escalar é identicamente nula.
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Definigao 1.6. Dada uma variedade Riemanniana assintoticamente plana (M, g) com

coordenadas assintoticas {z'}, definimos a massa da variedade como sendo o limite

m(g) = lim w_l/ o dz
SR

R—o00

se o limite existe, onde p é o campo vetorial de massa-densidade definido em M, por

p="Y_(0igij — 0;gii)0;.
ij=1
Teorema 1.7. (Teorema da Massa positiva): Seja (M, g) uma variedade Rieman-
niana assintoticamente plana de dimensao n = 3 e ordem T > % com curvatura escalar
nao-negativa. Entao a massa m(g) é nao-negativa e m(g) = 0 se, e somente se, (M, g)

¢ isométrica ao espaco Euclidiano R3.

Para a prova e mais detalhes veja o artigo [27]. Schoen e Yau conseguiram ainda

generalizar o resultado acima para 3 <n < 7.

Teorema 1.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana assintoticamente plana de
dimensao 3 < n <7 e ordem T > "T_Q com curvatura escalar nao-negativa. Entdo a
massa m(g) € nao-negativa e m(g) = 0 se, e somente se, (M, g) € isométrica ao espago
FEuclidiano R™.

O Teorema da Massa Positiva continuou sendo tema de pesquisa. Devido a sua
ligacao com os resultados de compacidade e outros temas. Muitos pesquisadores ten-
taram generaliza-lo para dimensao n qualquer. O trabalho de Schoen e Yau [28] ainda
em andlise publicado em 2017 talvez conclua essa pesquisa.

Vejamos mais resultados sobre o assunto.

Teorema 1.9. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta (coneza) localmente
conformemente plana de dimensao n > 3, entdo a massa de M satisfaz m(g) > 0.

Mais ainda m(§) = 0 se, e somente se, (M,§) é conformemente equivalente a esfera

(Sn790)'

Lema 1.10. Seja (M,g) a projecao estereografica de M a partir de P € M. Se n =
3,4,5, ou M é localmente conformemente plana proximo a P, entao m(g) = 4(n — 1)A.

Onde A é a funcao que aparece na funcao de Green.

A demonstragao do lema pode ser encontrada em [I7] na pagina 79. O resultado

a seguir é o fato mais importante da secao e serd a peca chave para demonstrar o

Teorema 2.241
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Lema 1.11. Sen = 3,4,5 ou (M, g) for localmente conforme plana em uma vizinhanga
de P, entao a constante A na funcdo de Green de (1.2) é nao-negativa. Mais ainda,

A = 0 se, e somente se, M é isométrica ao espaco Euclidiano R".

Demonstracao. Se M for localmente conformemente plana, o resultado segue do Teo-
rema 1.9 acima e do lema anterior. Nos outros casos, considere a projecao estereografica
(]\Y, g). Temos entao que M tem curvatura escalar igual a zero. Pelo Teorema 1.6, sa-

bemos que M é assintoticamente plana de ordem 7 = 1,2 ou 2, se n = 3,4, ou b5,

(n=2)
2

segue que m(j) > 0 e m(§) = 0 se e somente se M é isométrica ao R”. Pelo Lema 1.10,

respectivamente. Assim, nessas dimensoes, temos que 7 > e pelo Teorema 1.8

segue que A > 0 e A = 0 respectivamente. O

O lema anterior nao se aplica a variedades arbitrarias de dimensao n > 6, pois
a projecao estereografica de M tem ordem 7 igual a 2 para n > 4, mas a condicao
(n—2)

T > 5~ nao ¢é satisfeita para dimensao maior ou igual a seis.

1.3 Equacoes Elipticas

Dedicamos esta secao a um breve estudo de equagoes diferenciais elipticas. Em
diversos momentos do trabalho, faremos uso delas. A referéncia principal desta se¢ao é
o livro de Gilbarg e Trudinger [11] onde podem ser encontradas as demonstragoes dos
resultados aqui presentes.

O primeiro resultado que veremos sobre equagoes elipticas é o Principio do Maximo
em suas duas versoes, a classica e a forte. A primeira versao é conhecida também como

o Principio do Maximo Fraco.
Proposigao 1.12. (Principio do Maximo Fraco) Seja u € C*(Q) N C(2) uma fungao

harmonica onde €2 é limitado. Entao,

SuUp u = sup u.
Q 19)

O mesmo resultado vale se substituirmos sup por inf. Tal versao é chamada de

Principio do Minimo.

Proposicao 1.13. (Principio do Méaximo Forte) Se Au > 0 (< 0) em 2 e suponha

que exista um ponto y € € tal que

u(y) = Sup (inf u)
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entao u é constante.
Consequentemente, uma funcao harmonica nao pode assumir no interior um valor de

maximo ou minimo, a menos que seja constante.

O Principio do Minimo Forte é uma versao do resultado acima substituindo-se «
por —u e sup por inf.

O proximo resultado que veremos é a Desigualdade de Harnack. Essa desigualdade
afirma que os valores de uma fungao harmoénica nao-negativa u em €2 sao todos com-
paraveis, ou seja, u nao pode assumir valores muito pequeno (ou muito grande) em
qualquer ponto de © a menos que assuma valores muito pequeno (ou muito grande)

em todos os pontos de €2.

Proposicao 1.14. (Desigualdade de Harnack)
Seja u uma funcdo harmonica nao-negativa em (). Entao, para todo subdominio

Q' cc Q limitado, existe uma constante C' dependendo de n, ) e Q tal que

supu < C'inf u.
QI Q’

A demonstragao dos trés resultados acima pode ser encontrada em [II] nas paginas
15 e 16.

Teorema 1.15. (Teorema de Bdicher)
Seja u uma fungao harmonica positiva em B1(0) \ {0}. Entao, existe uma fung¢ao

harmoénica b em By(0) e uma constante a > 0 tal que

—alog|z| + b(z), sen =2
u(r) =
M% ‘l‘b(iﬂ), sen > 3.

Vejamos mais alguns resultados.
Em um dominio €2 C R”, consideremos o operador eliptico diferenciavel de segunda
ordem da forma
0*u ou

+bi— +cu (1.3)

Lu=—a;;———
“ aj@xj(?xj 6.@1

com os coeficientes limitados a;; = aj;, b; e ¢ satisfazendo a condigao eliptica
2
a;;6€ > MNE|,

para alguma constante A > 0, para todo & € R". Por convencao, os indices repetidos

sao somados de 1 a n.

Teorema 1.16. Seja L um operador eliptico do tipo (1.3) com coeficientes de classe
C>® eu € C*Q). Supondo que Lu = f € C*(Q), entio u € C**(Q) e para todo
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Q' cc Q temos
[ullcze@y < C ([ullze@) + 1 fllca@y) -

Além disso, se Q € de classe C*™ e se u € C°(Q) coincide com a fungao u, € C*T*(Q)

sobre 0Q, entdo u € C**(Q) e

lullcza@ < C (Ilellseo) + I fllca@) + lluollcag) -

1.4 Solucoes positivas em bolas perfuradas

Nesta secao fornecemos algumas descricoes bem conhecidas na literatura sobre os
comportamentos singulares de solugoes positivas para algumas equagoes elipticas line-
ares em bolas perfuradas. Para n > 3, B, denotara a bola em R" de raio r centrada

na origem. Denotaremos por g = g;;dz'dz? alguma métrica Riemanniana suave em By

(§ k(fL’) < Cl(Bl>

Lema 1.17. Suponha que u € C*(B; \ {0}) seja uma solugao de
—Ayu+k(z)u=0, em B; \ {0}

e u(z) = o(|z|*™") quando |z| — 0. Entdo u € C**(B.1) para todo 0 < o < 1.

1
2
Demonstrag¢ao. Primeiro mostraremos que —Aj u + k(x)u = 0 em By no sentido das

distribuicoes. Para todo € > 0, consideremos a funcao corte &. :

1 se |z <e,
E(r) =140 se|z| > 2e,
|vg€5| < gv |V52;€5| < 5%

Entéao, para todo ¢ € C°(By), temos que

[ A6t / Fuo(l — £.) = 0.

Bl Bl

De fato, para todo ¢ € C°(By), temos que

[ A1) + / Fud(l— &) = 0.

Bl Bl

Por outro lado, integrando por partes duas vezes consecutivas, obtemos

Al —e)) + / kuo(l—€) = — [ Ag(o(1—&))u+ / Fu(l — £.)

B1 By By By
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Logo, a afirmacao realmente vale.
Usando a regra do produto para o laplaciano para a afirmacao anterior e a defini¢ao

de &, encontramos que

C
’_ quf)u—l—/ kug| < —2/ lul +C |u
B1 B € Bo:\Be Be

Fazendo ¢ tender a zero, obtemos pela Desigualdade de Hélder e a Continuidade abso-

luta da integral que

C

= jul = o(1)
62 B2E\Bs

e pelo fato que u(z) = o(|z|*™") quando |z| — oo,

C | |ul=o(1).
B.
Portanto, ’— [, Agu+ [ kuqﬁ‘ < o(1).

Sabemos que u(z) = o(|z|*™") e u € L{ (B;) para s < -"5. Pelas estimativas de

W?2# temos que u € VVIQOCS(Bl) O lema entao segue do método padrao de bootstrap e

de estimativas elipticas. O

Lema 1.18. Existe alguma constante o > 0 dependendo de n, ||gi;||c2(s,) € [|k(2)]| L
tal que o Principio do Méximo seja valido para —A, + k(z) na By, e existe uma tnica
G € C?(Bs, \ {0}) satisfazendo

—A,G+k(z)G = 0 em B, \ {0},
G = 0 sobre 0Bs,
lim |z|"?G(z) = 1.

|z|—0

Além disso, G(z) = |2|*™™ + R(x) onde R(x) satisfaz, para todo 0 < & < 1, as estima-

tivas

1"~ R ()| + 2|V R(2)| < C(e), para todo & € By, 0> 4

|z[*'[R(x) — R(0)| + |2[7|[VR(x)| < C(e), para todo = € Bs,, n =3,
onde C(e) é alguma constante dependendo de £, n, ||g;;]lc2(s,) € [[k(2)| L= -

A demonstracao deste lema pode ser encontrada por exemplo no Apéndice B de

[20].
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Lema 1.19. Se u(z) € C*(B; \ {0}) satisfaz
—Aju+k(z)u=0, v>0 em B\ {0}, (1.4)

entao

a = lim max u(x)|z|"? < +o0.
r—0 |z|=r

Demonstragcao. Suponha que o Lema 1.19 seja falso, isto é, a = 4o00. Portanto, para

todo A > 0, existe r; — 07 tal que
u(z) > Alz[*™, para todo |z| = ;.
Note ainda que, pela Desigualdade de Harnack, existe C' > 0 tal que para 0 <r < 1
ﬁi}:u(x) <C ﬁlzriu(x) (1.5)

Considere agora va(z) = 4G(z), onde G(z) foi definido no Lema Segue do

Principio do Méaximo que para i suficientemente grande
u(x) > va(z), para todo r; < |z| < &.
Fazendo 1 — 400, temos que

A
u(z) >valz) = EG(x), para todo 0 < |x| < dy.

Tendendo agora A para o infinito, temos que u(z) — 0o o que contraria ((1.5). O que

conclui a prova.
O

Proposicao 1.20. Se u(x) € C?(B; \ {0}) satisfaz
—Ayju+ K(x)u=0, u>0 em B; \ {0},
entao existe alguma constante b > 0 tal que
u(z) = bG(x) + E(z), na Bs, \ {0},
onde G(z) e dy sao definidas no Lema e E(z) € C*(B,) satisfaz

—AyE(x)+ K(2)E(z) =0, em B.
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Demonstracao. Considere
b="0b(u) =sup{\ >0 | A\G <wuem B, \{0}}. (1.6)

Pelo Lema [1.19] e a definicao de b acima, temos que 0 < b < a < +00. Entdo temos

dois casos a considerar.

Caso 1: b=0.
Neste caso, afirmamos o seguinte:

Ve>0,3r.€(0,0): mn{u(z) —cG(z)} <0 YVO<r<r.

|z|=r

Provaremos que a afirmacgao vale argumentando por contradicao. Suponha que seja
falsa, entdo existe €9 > 0 e uma sequéncia r; — 07 tal que

|Irllin {u(z) —eoG(2)} > 0.

xr :T‘j
Note que pelo Lema , u(x)—eoG(z) > 0 para |z| = dy . Pelo Principio do Maximo,
u(x) —eoG(z) > 0 no anel B, \ B,,. Consequentemente, u(x) —goG(z) > 0 em Bs, \ {0},
o que implica que

b>ey>0,

contradizendo o fato de b = 0. A afirmacao portanto esta provada.
Assim, para todo € > 0 e 0 < r < r. existe z. com |z.| = r tal que u(z.) < eG(x.).

Pela Desigualdade de Harnack, temos

max u(z) < Cu(z.) < CeG(x.),

|z|=r

de onde obtemos

u(z) = o(|z|*™) quando |z| — 0.

Tomando E(x) = u(z), segue do Lema o resultado para o caso em que b = 0.
Caso 2: b> 0.

Considere v(z) = u(x) —bG(z). Pela defini¢ao de b(u), temos que v(x) > 0. O Principio
do Méaximo nos garante que v(z) = 0 ou v(xz) > 0 em By, \ {0}. Se v(z) = 0, basta
escolher E(x) = 0 e o resultado segue. Se v(z) > 0 na Bs,\ {0}, temos que v(z) satisfaz

(L.4). Seja
b(v) =sup{p >0 | pG < v em By, \ {0}}.

Se p > 0e puG < vem Bs, \ {0}, entao uG < u(x) — bG(x), o que implica que
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(n+ b)G < u e pela defini¢ao de b, temos b > p + b. Logo, p < 0. Portanto, u = 0,
o que nos leva a b(v) = 0. Argumentando da mesma forma como fizemos no Caso 1,
temos que v(x) = o(|x[*™™) quando || — 0. Escolhendo E(z) = v(z), o resultado para

este caso segue do Lema [1.1 O
Vejamos, por fim, um corolario imediato da Proposicao [1.20]

Corolario 1.21. Para n > 3, se u é uma solugao de (1.4) que é singular perto da

origem, entao

im [ % i [ 2C
r—0 OB, 81/ r—0 OB, alj

— —(n— 25"y

onde b > 0 é definido em (1.6 e v denota o vetor unitario normal externo.

A primeira igualdade do corolario anterior segue da Proposicao [I.20] e a segunda
igualdade do Lema [1.18§
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Capitulo 2

Compacidade de solucoes para uma

classe de equacoes do tipo Yamabe

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estabelecer resultados de compacidade para uma classe
de equacgoes do tipo Yamabe em dimensao 3. Precisamente, estudaremos a compaci-
dade das soluc¢oes em variedades Riemannianas compactas (M, g) de dimensao 3 que
satisfazem a equacao

—Aju+Ku=u’, uw>0 em M, (2.1)

onde K € C'(M)e 1 < p<5. Note que parap=>5e K = %Rg a equacgao anterior
coincide com a equacao de Yamabe.

Para obter tais resultados sobre compacidade, precisaremos da Identidade de Poho-
zaev além de uma anélise sobre os pontos de blow-up. Dentre as propriedades que
veremos, destacamos a Proposicao que juntamente com o Teorema da Massa Po-
sitiva, visto no capitulo anterior, serao a chave para a demonstracao do nosso principal
resultado.

Em todo o capitulo M, denotard o conjunto solucao de em C?(M). Vejamos
agora quais sao os principais resultados deste capitulo. Eles se referem a compacidade
para uma classe de equacoes do tipo Yamabe . O primeiro teorema da estimativas

para a solugdao com respeito a norma H'(M).

Teorema 2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3 compacta e

suave. Entao, para todo €y > 0,

[wll g1 ary < €, para todo u € U Mk,
14+e9<p<5
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onde C depende somente de M., g, <o e ||K|| o1y -
O proximo Teorema é o principal resultado desse capitulo e também deste trabalho.
Teorema 2.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3 compacta com

primeiro autovalor \; positivo e K € C*(M). Se

min Axg(y) >0

entao, para todo 9 > 0,

1
c <u<CemM e |ulgsy < C, para todo u € U Mk p. (2.2)

1+e0<p<5

onde C é uma constante positiva dependendo somente de M, g, o, || K ||c1 5y € 0s limites

inferiores positivos de Hjlxlln Agg e A1

Observagao 2.1. Uma condi¢ao necessaria para que exista solucao u € Mg, esta-
belecida por Bahri e Brezis em [3], é que o primeiro autovalor A\; de —A, + K seja
positivo. Como estamos interessado em estudar o conjunto de solugoes, neste capitulo

quando nos referirmos a A; estaremos supondo que seja positivo.

No final do capitulo, discutiremos algumas aplicacoes do nosso teorema principal
sendo elas o grau de Leray-Schauder e resultados de existéncia e multiplicidade para
problemas de minimizacao. Salientamos que tais resultados nao serao demonstrados

neste trabalho, mas serao apontadas referéncias, como por exemplo [25].

2.2 Definicoes e notacoes

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 3. Em coordenadas

locais, o operador Laplace-Beltrami pode ser escrito como:

Agu = Z 9 (Dapu — I 505u),

af
onde Fgﬁ denota o simbolo de Christoffel que é dado pela expressao

1 0 0 0
Y o = _ oy
Los =3 > { 9z 9+ 9y %% 8%90‘5} g

)

Seja 2 C M um conjunto aberto, {K;} uma sequéncia de fungoes convergindo para

K em CY(M), {p;} uma sequéncia numérica tal que 2 < p; < 5, p; — 5 e {u;} uma
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sequéncia de funcoes satisfazendo

— Agu; + Kju; = v, u; > 0, em Q. (2.3)

7 )

Vejamos as defini¢ées de ponto de blow-up, blow-up isolado e blow-up isolado sim-

ples para uma sequéncia de solucoes.

Definicao 2.1. Um ponto y € Q é chamado de ponto de blow-up de {u;}, se existe
uma sequéncia {y;} C  tal que w;(y;) — oo quando y; — ¥.

Definigao 2.2. Seja u; satisfazendo (2.3). O ponto y € Q é dito ponto de blow-up
isolado de {u;} se existir 0 < 7 < d(y,02), C' > 0 e uma sequéncia y; tendendo a ¥ tal

que:
1. y; € maximo local de u;;
2. u;(y;) = +o0 quando i — oo;

3. Para i suficientemente grande,

u;(y) < Cd(y, yi)@ifl), para todo d(y,y;) < T, (2.4)

onde d(y,y;) denota a distancia geodésica entre y e ;.

Seja y; — y um ponto de blow-up isolado de {u;}. Definimos a média esférica de
u; COmo
1

121(74):— Uid5,0<7"<g,
0B (i)l JoBowsy

onde B,(y;) denota a bola geodésica de raio r e centro em y;, dS; é o elemento de area
e |0B,(y;)| denota a area de 0B,.(y;) com relagdo a métrica g.

Na defini¢cao de ponto de blow-up isolado simples a seguir identificaremos
2
wi(r) =r®Du(r), 0 <r<uy.

Definicao 2.3. O ponto § € €2 é chamado de ponto de blow-up isolado simples se § é
um ponto de blow-up de {u;} tal que para algum p € (0,7) independente de 1,

w; tem exatamente um ponto critico em (0, p)

para 7 suficientemente grande.

Quanto a notacao, durante varias partes do texto identificaremos y; com a origem,

pois utilizaremos coordenadas normais = = (z1, 22, 23) centrada em y;. Denotaremos
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ainda u;(exp,, () por u;(x), d(y;,y) por |y| e C,Cy, C1, ... representaram constantes

possivelmente diferentes.

2.3 A Identidade de Pohozaev

Nesta secao provaremos uma Identidade do tipo Pohozaev que sera utilizada em
resultados a posteriori. Como usaremos a Identidade do tipo Pohozaev apenas para vi-
zinhangas pequenas de algum ponto, escreveremos em uma carta de coordenadas locais.
Seja 2 C M um conjunto aberto em uma carta coordenada local x = (z1, 22, x3) com

n
9i(0) = d;; e T%.(0) = 0. Denotaremos nessa segao A = Za“’ V = (01, 09,05),dv =

i=1
dry A dxg A das, |z)* = (21)? + (22) + (23)%, B, = {(21,29,73) : |2] < 0} e dS denota

o elemento da area e com respeito a métrica flat.

Considerando para K € C1(Q2) e p > 0, a seguinte equacao
—Aju+ Ku=u", u>0 em Q, (2.5)

temos o seguinte Lema.

Lema 2.3. Se u € C%(Q) é uma solucao da Eq. (2.5), entao

r-VEK(x)\ 3 1 sl
/BU<K(3U)+ 5 )u dx—l—(p+1 2)/Bgu dz — A(g, )
2 p+1
Ku*  w )dS’,

(2.6)
= B(xz,0,u,Vu)dS — o —
/BBG (= ) 0B, ( 2 p+1

onde
Alg,u) = / (2% 0pu)(g"" — 6°")0z,udx — / (2% 0au) (g7 — I )0,udx
Bes Bs
1 1
+ —/ u(g? — 8°)0g,udr — 5/ u(gﬁvfgv)aﬂudx;

2

o\’ o , 1 Ou
B(z,0,u,Vu) =0 (5) — §|Vu| + 3Us

e v denota o vetor unitario normal externo & 0B, com relacdo a métrica flat. Em
alguns momentos, utilizaremos a notacao de Einstein ocultando os somatorios para

simplificar a notacao, como fizemos anteriormente.

Demonstracao. Seja f € C?*(B,), entao
2Au(Vu - Vf) = div[2(Vu - V)Vu — [Vul>Vf] + |Vu|?)Af — 2Vu - VAf - Vu, (2.7)
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2
onde V2f = <%

Para provar (2.7)), defina F' = 2(Vu -V f)Vu — |[Vu|>?V £, ou seja,

B ou Of N A
=2 ( ox; 8%) (; (&ml) > v/

Por definicao, temos que

| " du of 0 N~ (0w of
w3l (k) o) o (5 () o))

Usando as regras de derivagao, obtemos

| " ou of 0 [~ (ou) of
div(F) = Z[ dz; {(Z 8%8%) ax]}_a_xj{; (ax) 3—%}]

j=1
ou Pu Of  Ou O*f
va oz, ;(f% oz, 8xl+8xi8xi8xj>]

) denota a matriz Hessiana da funcao f.

— QZ
- [zaw o3yt

ou seja,

+ 2VuV2fVu

. " 9% 0
div(F) = 2AuVqu+ZZax Z@x@m&f
J = ] i

Af|Vu|2+ZZ Z Ou_Fu
s 8IEZ(9{EZ(9"E]
= 2Au(Vu~Vf)+2Vu~V2f~Vu—Af]Vu]2.

Assim provamos ((2.7)).
Agora, considerando f(z) = 3|z[% temos que Vf =z, Af =3 e Vu-V3f-Vu=

|Vu|?. Utilizando integragio por partes em B,, obtemos

/ 2Au(Vu -z)dx = / div[2(Vu - 2)Vu — |Vu|*z] dx—i—/ (3|Vul* - 2|Vul?) dx
Bs B,

Bs

= / div[Z(Vu-x)Vu—|Vu|2x]dx+/ |Vul|® dz.
Bs B,
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Notemos também que

/ div[2(Vu - 2)Vu — |Vul*z]dz = / 2(Vu - 2)Vu — [Vul?z] - “ds
Bo OB, g

2 {E2
:/ 20| 2~ v ds
OBg o
= 0/ 2
9B,

/|Vu|2dx:—/ Auudx—l—/ u%ds.
Bs Bs oB, OV

Assim, combinando estas estimativa obtemos

/ 2Au(Vu~x)dx+/ uAudx:/ {2
B, B, 9B,

Denotando g = g,sdz®dz” a métrica e usando a notagio de Einstein, temos que

ou

ov
ou

ov

2
— |Vuy2> ds

6U 2 2 au

Au = Agu — ("7 = 6°7)Oapu + g*°T 40,1,

8“’ ? 1 2 1 (9u 1
_/aBU l(a) O'—§|VU| 0+§u$] dS__/BUAgU(VU.x)dz_i/B,,UAgUd$

e
1
—/B Agu(Vu-a:)da:—i/B uAgudr = —/B (xo‘aau)Agudx—}—/ 27 0,u(g*” — §*°) 9, pudz
1
— / x787u(gaﬁfgﬁ)8#ud$—§/ ulAgudz
B, Bo
1
— 5/1; u(go‘ﬁflﬁ)&yudm
1
+ —/ u(g® — 6°7)Oupudz. (2.9)
2 /g,

Como u satisfaz a equacao ([2.5), usando a integracao por partes temos que

—/ (x%0qu)Ajudr = /(x“@au)(up—Ku)dx
B, B,

1
_ 3 wPtde + —— up+10d5+§/ Ku?dx
p+1Jg, p+1Jsg, 2 Jg,
1 1
+ —/ (- VK)u*dr — - Ku*odS
2 /g, 2 Jom,

—1/ uAyudr = 1/ u(u? — Ku)dz.
2 /s, 2 /s,
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Substituindo o resultado anterior em (22.9)), obtemos

3 1 3
—/ B(o,z,u,Vu)dS = ——— [ w'"tde4+ —— up+10dS+—/ Ku*dx
9B, p+1Jg, p+1Jag, 2 /B,
1 1 1
+ —/ (z-VK)u*dr — = Ku20d5+—/ uP™ da
2 /B, 0B, 2 /s,

1
+ —/ Ku®dz + A(g, u),
2 Jp,

e consequentemente, obtemos

_/Bd <K(x)+%m) u?dz + (1% —%) /Bnu”“dx—A(g,U)

2 p+1
:/ B(x,0,u,Vu)dS — o (Ku _ > ds.
0B, 9B, 2 p+1

Assim, concluimos a prova do Lema. O

2.4 Propriedades dos pontos de blow-up

Nesta secao veremos algumas propriedades referentes aos pontos de blow-up isolado
e blow-up isolado simples definidos anteriormente.
O primeiro resultado mostra que proximo a um ponto de blow-up isolado, as solugoes

da equagao (2.3 satisfazem uma Desigualdade do tipo de Harnack.

Lema 2.4. Seja u;(y;) satisfazendo a equagao (2.3) e y; — y €  um ponto de blow-up

isolado. Entao para todo 0 <r < z, temos

max u; <C min u;(y), 2.10
Y€Bar(yi)\ By (v:) (y 1yGBar(yi)\Bg(yi) (y ( )

onde Bs(y;) denota a bola geodésica centrada em y; de raio s e C; é uma constante

positiva que independe de 7 e r.

Demonstragao. Seja x = (x1,xs,x3) as coordenadas geodésicas normais centrada em

y; dada por exp, (z) e h = hog(x)dz®da’ = gus(re)dz®dz” a métrica. Definindo

vi(z) = rl’l?_*lui(expyi (rz)) para |z| = \/(21)2 + (22)? + (73)2 < 3, entdo v;(x) satisfaz
—Avi(z) + 7 Ki(2)vi(z) = v ()" lz| < 3,
0 < vi(z) < Cla| 77 2| < 3,
onde K; = Ki(exp,, (rz)).
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

De fato, relacionando os laplacianos de u; na métrica g e de v; na métrica h junta-
mente a equagao (2.3), temos

( fgﬁ(x) = rFZﬂ exp,, (1)

(97}1 2 auz
ax (35') =T 171+18 (eXpy (T.Z'))
(927}1‘ 242 aQUZ
| Fro0m, W =7 Gaa, OPu (D)
Dai,
—Apvi(z) = —h*?(2) (8,152}1» - fzﬁ(x)&/v»
— —rﬁ“g“ﬁ(rx) ((%Bui(expyi (ra)) — Flﬁ(expyi (rx))aaui(expyi (rz)))
= —T%HAgui(expyi (rx)).
Portanto,

—Apvi(z) + 17 K;(exp,, (rz))vi(z) Tt Agui(exp,, (rz))

+ rK; (exp,, (1"x))7“ﬁ u;(exp,, (rr))
2p;

rPi-1 (—Agui(expyi (rx)) + Ki(exp,, (r7))ui(exp,, (7‘1‘)))

2p; i
TP tul (exp,, (1))

= (r izflui(expyi (Tx)))pi

— Pi
= Ui .

i

A afirmacao 0 < v;(z) < C~’|3U|_ﬁ segue diretamente da desigualdade da defini-
¢ao de ponto de blow-up isolado.

Assim, existe C' > 0 tal que para todo 1 < |z| <2, v;(z) < C. Pela Desigualdade
de Harnack Cléssica,

max v;(z) < C; min v;(x).

3 <|a|<2 3 <|e|<2

2
Como v;(r) = r#i-Tu;(exp,,(rr)), segue que

max u;(exp,, (rz)) < C1 min wu;(exp,,(rr)),

3<[wl<2 3<z|<2
ou seja,
max ui(y) < Cy min ui(y)
y€B2r(yi)\Bg (vi) Y€ B2r(yi)\ By (v:)
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

O

Lema 2.5. Seja u; solucao de (2.3) e y; — y € Q um ponto de blow-up isolado. Entao
para todo R; — +00,g; — 07, temos a menos de subsequéncia (que continuaremos

denotando por {u;},{y:}, etc.) que

(SIS

wi (y;) g (expyi (ui(yz‘)_p%lx» B (1 * %|x|2>_

C2(Bag,)
(2.11)

pi—1 1 _%
o oo (o, (mtn4)) - (14 31ep)

H(Bsg,)

i

—— — 0 quando 7 — o0, 2.12
log u;(y:) (212)

onde x = (x1, 22, x3) denota as coordenadas geodésicas normais centrada em y; dada

por exp,, ().

Demonstragio. Seja h = hyp(r)dz*dz’ = gag(ui(yi)_piTAx)dxadxﬁ a métrica. Defina-

mos
&) = i)~ wi (oxp,, (wily) "% 2)) , vara fol < Fui() ™%
Note que
~ i—1
(T, = wi(y:) "7 Ty;
0&; i1 Ou; -
&f’a = u1(y1>_pT+1 8;: (expyi (ui(yi)—l’2 1x>> ;

| afjg;ﬂ = Ui(yz‘)_p"% (expyi (Ui(yi)_piTAx>> :

Dessa forma,

~Bn&i) = —h (@) (Dapile) — T2,50,6:)
pi—1 0%, pi_1
- _g%B ()" T () "Pi v ()" T
= g XDy, (ul(yZ) 17) (UZ(yZ) 81?a8135> XDy, (ul(yz) 73)
—p 1 —ri—1 Ou; pi—l

+ uz(yz) 3 I‘Zﬁui(yi) Pl 8—mlexpyi (ul(yl)_Tz)

82 1 i a 1 .
= w(y:) ™ (—gaﬁ 6‘%;935 expy, (ui(yi)_pTlf) +Fl/337ua exp,, (Ui(yi)_pTlfﬂ)> .
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Logo,
— Ap&i(z) = UZ(yZ) ( Agu; €XPy, <u1(y1> ;1$>> (2'13)

Denotando por

Ty = ui(y) K (exp,, ()T x) ) &)
obtemos pela definicao de &; que

1 i—1

o= wly) MK, (eXPyi (Uz‘(yz‘)_plTx» (Ui(yi)_lui (expy~ (Ui(yi)_pzT$>>>
= wu(y;) MK (expyi (uz(yz)_ 2 1x>> u; (expyi (ui(yi)_ ;lx>>

Pela equacao (2.13) e usando a estimativa anterior, segue que

pi—1

—M&(@) + g = i)™ (~Agui (exp,, (uily) 7))
+ K (expy, ()" @) i (exp,, (wly) "7 7))
= u(ys) P (expyi (Uz‘(yi)_pi;ﬁ))
N

Logo,
D) + ) K (exp,, ()T ) ) ) = &)

Portanto,

~A&(w) = (@) — u () K (expy, (i) @) ) o)

Temos ainda que &(0) = 1 e VE(0) = 0 pois a origem é um ponto de maximo. Pelo

fato de u; ser um ponto de blow-up isolado, segue que

_2

p;—1 ~ pi—1
i (exp,, wsly)™"F ) < Clusly) ™ | 7

e assim,

Em resumo,

—Ap&i(r) = &i(x)P — ui(yi)l K, ( )&i(x) 2] < TUZ(yZ) 2,
&Gi(0)=1
vE(0) =

2.14
; (2.14)
0 < &(x) < Cla| 7 o] < ()T,
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

onde K; = Ki(exp,, (ui(yi)_pinlx)).Segue do Lema que para todo 0 <r < 1,

max & (z) < Cmin&;(x), (2.15)

|z|=r |z[=r

onde C independe de i e r. Como u;(y;)' 7" K; — 0 uniformemente para |z| < 2, pois

¢ o produto de uma fungao que tende a zero e uma limitada, temos por (2.14) que
(—Ap +0;(1)) &(x) >0, para todo |z] > 2,
onde 0; — 0 quando 7 — co. Pelo Principio do Maximo, temos que

&(0) > inf &(x) = inf &(x) para todo 0 <r <1,

Tzl |z|=r

que juntamente com o fato que §;(0) = 1 e pela desigualdade (2.15)), temos

1 1
1=¢&(0)> |i?_f &i(x) > 5 |i?_f &i(x) > %rlnlzixfl(x), para todo 0 < r < 1.

Consequentemente, usando a continuidade de &;, obtemos

, < C.
fﬁ?ff@(x) <C

De forma mais genérica, pelo fato anterior e pelo quarto resultado de (2.14)), segue que

pi—1

&i(x) < C) para todo |z| < 7ui(y;) 2,

onde C' independe de i e 7.
Usando estimativas elipticas para {§;}, obtemos passando a uma subsequéncia se ne-
(R?)

cessario {&;,}, (que continuaremos denotando por {&;} ), que & — £ tanto em CZ,

como em H!(R?) para algum ¢ satisfazendo:

{ ~A&(x) = E(x)5, E(x) > 0 em R?,
€0)=1, V&0)=0.

Segue do Corolario 8.2 de Caffarelli, Gidas e Spruck em [6], que

£() = 1+ gt

pois u; (1) "t (expyi (ul(yz)_prlx» — & em C%*(Bsyp,). Além disso,

1
2
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

w; (y;) (expyi <u1(yl)_p74x>> & ‘

H1(B2pg, )

/B | <|Vui(yi)_1ui (expyi (ul(yl) ;lx>> - V§i|2> dz

+ /B | <|ui(yi)_1ui (expyi (ui(yi)_pi;:p)) — §i|2> dz

— 0, quando 7 — oo.

Consequentemente, passando a outra subsequéncia, obtemos (2.11) e (2.12), o Lema

estd demonstrado. O

Antes de exibirmos uma estimativa importante sobre os pontos de blow-up isolado
simples, introduziremos a fun¢ao de Green de —A, + K em bolas pequenas. Sejam
g€ Qe K e CHQ). Como foi visto no Lema_para 0o > 0 suficientemente pequeno,
existe uma tnica G(-,7) € C*(Bs,(9) \ {7}) satisfazendo

_Agé + Ké =0, em B5o(g> \ {g}v
G =0, sobre 0Bs, (7). (2.16)
lin (s, 7)Cy) = 1.

Proposicao 2.6. Seja {u;} satisfazendo a equagao (2.3) e y; — y € ©Q um ponto de
blow-up isolado simples cumprindo (2.4) e (2.3) para qualquer i. Entdo, para alguma

constante C' dependendo somente de p, C' e | Kill o1 (). temos

Uj (y> < Cul (y1>_1d(y7 yi)_17 para todo d(ya yz> < p/27 (217)

onde p e C sao dados pelas Definicdes e
Além disso, passando a uma subsequéncia, para alguma constante positiva a > 0 e
K(z)= lim K;(x),

i—+00

ui(yi)ui = aG(-5) + b em Cite (B(5) \ {#}) .

onde p = min{dy, p/2}, G é dado por e b e C*(B;(y)) satisfaz —Ayb+ K (y)b =0

Para provar essa proposicao, precisaremos de alguns resultados complementares que

serao obtidos por uma série de lemas dada a seguir.

Lema 2.7. Sejam u; satisfazendo (2.3) e y; — ¥ € © um ponto de blow-up isolado
simples. Sejam R; — oo e 0 < g; < e sequéncias que satisfazem (2.11) e (2.12).
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Entao para todo 0 < § < 1/100, existe p; € (0, p) que independe de i (mas depende de
J), tal que

ui(y) < Cui(y:) ™ Nd(y, yi)~'*°, para todo Riui(y;)~"7 < d(y,y:) < pr; (2.18)
Vi (y)| < Cui () d(y, ;) >0, para todo Riui(y:)™ 7 < d(y,u:) < pr; (2.19)

IV2u;(y)| < Cuy(ys) ™ d(y, ) >, para todo Ruuy(y;)™ T < d(y,y:) < pr, (2.20)

pi—1

7 — 1 e C é uma constante positiva independente de 1.

onde \; = (1 —9)

Demonstragao. Seja r; = R@uz(yz)_%1 Como R; — oo, temos que r; — 0. De fato,

note que

i i i\Yi . i logu(y;
lim r; = lim R1u1(y1)_pT1 = lim Rp,fl log ui(y:) = lim l o8y E,yj
e T =50 () B Tog i) v 10 (1) vy () B
visto que pelo Lema [2.5] logfm — 0 quando 7 — oo.

Se d(y,y;) = r; entao |z| = R; e pelo Lema
ui(y) < Cui(y:) Ry (2.21)

Temos ainda pela definicao de ponto de blow-up isolado simples e juntamente com o
Lema que a funcao

2
rPi—11,;(r) é estritamente decrescente para r; < r < p. (2.22)

Para todo r; < d(y,y;) < p, temos pelo Lema [2.4] e as Afirmacoes (2.22) e (2.21)) que

2 2
d(y, vi) P Tu(y) Cd(y.y:) 7~ (d(y, y:))
2
CT;iil ’lZZ(TZ)
2
Crl iy R
y2

—1+=2

Sttoi(1)

I IAN IANIA

Dessa forma, para todo r; < d(y,y;) < p, temos que
wi(y)" "t < ORZMd(y. i)
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Consideremos agora o operador:

-1

lip=Ago+ui(y)" o — Ki(y)p.

Notemos que l;u; = 0 pela equagao (2.3) e que w; > 0. Entao, vale o Principio do
Maximo para [;. Para 0 < 1 < 1 temos que

—pd(y, y;) "2 4 p(p+ 2)d(y, ) P = —p(l — p)d(y, y) PR

Moo

Ay (d(y, yi)~

=1

Assim segue que para todo 0 < § < podemos escolher p; < p tal que para i

1
100°
suficientemente grande e r; < d(y,y;) < p1, temos

L(d(y, y:)™°) = —6(1—0)d(y,y:) ">+ O:(1)d(y, )~ + wily)” 'y, y:)~°
< =01 = 0)d(y,y:) 2+ CR7ZWd(y, y,) 07+ Oi(D)d(y. i)™
< —%5(1 — 8)d(y, y)2 (2.23)

De forma analoga, temos

B 1 s 1 _
Li(d(y, yi) ) < =501 = 0)d(y, y:) 0T = —50(1 = )d(y, ys) . (2.24)
. pi — 1
Sejam \; = (1 — ) —1,M; = max u;e
BBP1(?/1)

1 . . B
ei(y) = Mipld(y,y:)~° — 5001 = 0)d(y, i) 7072 4 Auy(y) Md(y, yi) T,

para r; < d(y,y;) < p1, onde A é uma constante positiva grande que veremos em

instantes. Pelas Desigualdades (2.23) e (2.24), Lip;(y) < 0 para r; < d(y,y;) < p1.
Sobre 0B, (y;), temos que ¢;(y) > M; > w;(y). Ja sobre 0B,,(y;), obtemos

wi(y) > Au;(y:) Md(y, yi) ™" > Awg(y) M0 = Awg(yi) MR

Escolhendo A grande o suficiente, temos por (2.21) que ¢;(y) > u;(y) sobre B, (y;).

Em vista de l;u; = 0, pelo Principio do Maximo,

wi(y) > ui(y) em r; < d(y,y;) < p1. (2.25)

Por sua vez, para r; < 6 < p; e i suficientemente grande, tem-se pelo Lema e as
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Afirmacoes (2.22) e (2.25) que

2 2

pr M, Coi " wi(py)
COmTa,(9)
COm Ty (6)
COFT{Mi 207" + Auy(y;) 070}

INIA A

IN

Desde que ]ﬁ —0> % para ¢ suficientemente grande, podemos fixar 6 suficientemente

pequeno (independente de i), tal que pelo que acabamos de ver segue
M; < Cuy(y;) ™.
Disto e juntamente com , temos
wi(y) < Cuiy) ™ (d(y, vi) ™ + dy, yi) ™) < Cou(yi) d(y, yi) ™' F°

para r; < d(y,vy;) < p1, o que demonstra ([2.18)).
Provaremos agora a estimativa (2.19). Assumamos por simplicidade, que a métrica
g em questao é a métrica flat. O caso geral pode ser obtido essencialmente da mesma

i —1 ~ .
forma. Para qualquer Ryu;(y;)~ "= < |j| < £L, considere

<zl <2

DO | =

vi(2) = 91" w(ya) Vs (|9]2),

Calculando de forma similar ao que foi feito nos Lemas e usando (2.3, temos
que v; satisfaz para 1 < |z| < 2,

— Aui(2) + |91 Ki(|9]12)vi(2) = 51770700 Piay (i) PRy (2)7 (2.26)

pi—1

Segue da definigao de \; e do fato que |§| > Ryu;(y;)~ 2 que

G770y (y) P < RETETM = 04(1), (2:27)
Tendo em vista l) substituindo apenas R; por %, obtemos v;(z) < C| para todo 5 <

|z| < 2. Em virtude de (2.26]), (2.27) e de estimativas elipticas, segue que

1
2

|Vu;(2)| < C, para todo |z| = 1.
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Observemos ainda que

Voi(2)] = (g1~ wiya) ™ |91 Vas(19D)] = (51 i)™

Vui(lg])] < €.

Logo,

(Vui (9)] < Cui(y;) g+,

pi—1
2

que demonstra (2.19) no intervalo 2R;u, < d(y,y;) < %pl. No entanto, podemos

estabelecer (2.18) em uma escala maior e utilizando o argumento acima para obter
(2.19)).
Por fim, encontraremos a estimativa (2.20)) utilizando o mesmo argumento anterior,

pois as estimativas elipticas garantem também que
|V20;(2)| < C, para todo |z| =1,

V2u; ()| < C. Portanto,

acarretando que |V2v;(2)| = |72 2u;(y;)™
[V2u;(9)| < Clg1~* Pui(ys) =

De onde concluimos o Lema 2.7. O

Observagao 2.2. Mais a frente corrigiremos d para zero, logo ajustaremos p;. Nosso
objetivo é obter ([2.18) com 0 = 0 para ; < d(y,y;) < p1, que junto com o Lema [2.4]

resultard na Proposicao [2.6

Lema 2.8. Seja u; satisfazendo (2.3) e y; — ¢y € Q um ponto de blow-up isolado

simples. Sejam R; — oo e 0 < g; < e~ sequéncias nas quais (2.11) e (2.12) valem.

Fixado 0 < § < -

050 entao para todo 0 < o < p; fixado, temos para i suficientemente

grande que
/ d(y, yi)ul v, = Oi(u(ys) W), (2.28)
d(y,y:i)<
2 —2\;
/ u;dv, < Csou(y;) =", (2.29)
d(y,yi)<o
/d( | d(y,y:)*|Vu|*dv, < Oi(ui(yi)_4+oi(1))+C(7ui(yi)_2)\ia (2.30)
Y,yi) <

onde C' é uma constante que independe de i e o.

Demonstracao. Para provar as trés estimativas acima separaremos cada uma em duas
partes. O primeiro é o caso em que d(y,y;) < r; e usaremos ([2.12)) para estimar u;.
O segundo caso sera analisar no anel r; < d(y,y;) < o e usaremos o Lema para

estimar u;.

37
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Adotemos a notagao y = exp,, uz(yl)—%1 T.

Provaremos a seguir a estimativa (2.28). Fazendo uma mudanca de variavel e usando

(2.11)), temos

/ Ay, ) dv, = / 22 (2)(1 4 of|2[) d.
d(y,y:)<r; |z|<r;

Como 0;(|z|?) denota uma expressdao em fungao de |z|? que tende a zero quando i — oo e
tende a zero mais rapido que o restante da estimativa, podemos omiti-lo nos préximos
passos. Dessa forma, de agora em diante, quando fizermos a mudanca de variavel

omitiremos esse passo. Segue que

—5p; +5

[ dwaratan, = w@) [ Pl ) ) a
d(y,y:i)<ri lz|<R;

i+l
—q4 3 2 |z[? —
< Cuily;) = 2| (14 —— dx
|z|<R; 3

< Cuz‘(yz‘)_“g%,

onde z = u1(y1)_172;1x e, =H5—pier; = Riui(yi)_piTA. Assim fica provado entao a
estimativa (2.28) para a primeiro parte. Para a segunda parte, por ([2.18]) temos

' Y - i+1
/ d(y,y:)u} " dv, < C d(y, yi)? (ui(y) N dy, )™ 0) " do,
ri<d(y.yi)<o r;<d(y.y;)<o
< Cuiys) M / pi 1=ty
< C’ui(yl,)_Ai(Pi+1)r?_(1_6)(pi+1)

37;

_ CR?—(1—§)@i+1)ui(yi)—4+T'

O segundo caso segue do que acabamos de provar. Portanto, (2.28) esta demonstrado.
Dando continuidade verificaremos a estimativa (2.29). O procedimento é similar a
estimativa anterior. De fato, por (2.11)) obtemos

[ e, = [ e
d(y.,yi)<r; |z|<rs

—3pi+3 pi—1

= wi(y:)” 7 /||<R. uf(uiy:) ™ = x) dx

—3p; +3

1 _
< Cui(ys) ™2 / ui(yi)Q(l—i—ng!Q) tde
|z|<R;

—ap, 1 !
= Cu;(y;) g2”/ (1+—|x|2> dz
|z|<R; 3
= Oi(u;(y:) " Ry).
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Como u?y) — 0, entao u}fy) < 0. Logo,
Oi(ui(y:) "W Ry) = O4(ui(y:) ™) < Cooui(ys) 7M.
Portanto,

/ uldv, < Cyou;(y;) 2.
d(yyi)<r

Por outro lado, se r; < d(y,y;) < o, por (2.18)) segue que

/ ufdvg < C’g/ Ui(yi)_Q/\id(yayi>_2+26d”g
ri<d(y.,y;)<o ri<d(y,y;)<o

Cyu; (y;) N / d(y, yi) 7> du,

ri<d(y,yi)<o
— C3ui (yi)_2)\i(01+26 _ ri1+26>

Cgui (yi)_”‘i ag.

IN

Logo,
/ uldv, < Cyui(y:) o
d(y.yi)<o

provando ([2.29).

Por tltimo estimaremos ([2.30)). Temos que

/ d(y.)* |V *dv, / 2 Vui(2) dz
d(y,yi)<ri |z|<r;

—5p;it5

= uy) / 2f? [Vas(us(ys) P )P da
|z|<R;

—3p;+7

1
< Cus(y)=%" / (14 S[2?) da
|z|<R; 3
= Cui(y;) " M)0i(R;)
S C’ui(yi)_”"'o.

Em contrapartida, por (2.19)) encontramos que

/ . Tufdn, < Gy | Ay, )Py, )",
ri<d(y,y:;)< ri<d(y.y;)<o

= Cayu;(y;) ™ / d(y, yi) 7> du,

ri<d(y,yi)<o
S Cgui (yi)_”‘i()'.

Assim, a estimativa (2.30) esta estabelecida. O lema portanto esta provado.
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Lema 2.9. Seja u; solugao da Equacao (2.3) e y; — y € Q um ponto de blow-up
isolado simples. Se R; — oo e 0 < g; < e % sdo sequéncias que satisfazem (2.11)) e
(2.12). Entao para 0 < o < p;, temos que

|A(g,wi)| < Csoui(y) =",

onde C3 é uma constante que independe de i e o.

Demonstracao. Por definicao, temos que
Alg,u) = / (2 0au) (g7 — 6°7)05,u da — / (2*0pu) (g™ — I's)0,u dx
Bg BU
1

1
t 3 /Bd u(g? — 6705 u do — 5/}3 u(gﬁvfgv)aﬂu dzx.

o

Denotemos por

Separando nos casos em que d(y,y;) <1 e r; < d(y,y;) < o, segue pelos Lemas e

2.7 respectivamente, que
Lol < o [ [PVl [V duy < Coouty)
B,

Mgl < o [ JaPIVul du, < Couly) ™

o

N(gw)| + |P(g;0)] < C / s [Vsg] duy < Coous(ys) ™.
Bs

Como A(g,u;) = L(g,u)+M(g,u)+N(g,u)+P(g,u), entao |A(g, u;)| < Czou(y;) =M.
U

Lema 2.10. Seja u; satisfazendo (2.3) e y; — y € © um ponto de blow-up isolado
simples. Se R, — oo e 0 < g; < e i sao sequéncias que cumprem (2.11)) e (2.12)),

entao

7 = O(uq(y;) ™).

Consequentemente, u;(y;)™ — 1 quando i — oo.
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Demonstracao. Notemos que

pit+1 _ pi+1
/ u T de, = / u? i (z) dz
d(y,yi)<r; |z|<r;
_3mi—1) 1

= wi(y) 2 / ubitt (ui(yi)_p%@ dx
|z|<R;
1 _pi+1
— s 2
> O luy(y) / <1+—|x|2> d
lo|<R; 3

Como In(u;(y;)) > 0, segue que u;(y;)* > 0. Assim,
/ ufi+1dvg > C'_lui(yi)% >t (2.31)
d(y.yi)<r;

onde r; = Riui(yi)_piTil.Temos ainda que

5 ! /uf"ﬂdx > LA / g
i+l 2/ Jp, pi+l 2) Jp.

[

L / uf"ﬂdx
2(pi +1) By,

-
> ot
~ 2pi+1)

2 Tic_l.

Logo,

3 1 .
7 <C — = / P dz
pi+1 2] Jp,

Pela Identidade de Pohozaev de u; dada pelo Lema [2.3] e usando os Lemas 2.7] e

temos que

n=c ( =5 %) / uf e < Cugys) 7M.
) .

Logo, 7; = O(u;(y;)~2*). Consequentemente, se denotarmos #; = u;(y;)™, temos que

In(t;)) = 7in(ui(y:))
= Cui(y:) ™" In (w;(yy))

_ Maowaﬂd“%m

u;i(yi) 2
Logo, In(t;) — 0 e portanto t; — 1, ou seja, u;(y;)™ — 1. 0

Lema 2.11. Seja u; verificando (2.3) e y; — y € Q um ponto de blow-up isolado
simples. Se R; — oo e 0 < &; < e % sdao sequéncias que satisfazem (2.11) e :
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

entao para todo 0 < o < 7/2, temos que

limsup( max ui(y)ui(yi)) < C(o).

is+oo \YEIBs (i)

Demonstracao. Pelo Lema [2.4] precisamos estabelecer este lema apenas para o caso
em que o > 0 é suficientemente pequeno. Sem perda de generalidade, assumiremos

7 = 2. Separaremos a prova em dois casos, de acordo com o sinal de Kj;.
Caso 1: K;(x) > 0 para todo = € B1(y).

Considere a aplicacao
&iy) = wiys) " uily),

onde y, é escolhido de modo que d(y,,y;) = o e &(y) satisfaga

—Ag&i(y) = ui(ye)" & W) — Ki()&i(y) = wi(yo) " wi(y)? — Ki(y)&i(y).

Segue do Lema que para qualquer conjunto compacto K C B;(y\ {y}), existe uma
constante C'(K) tal que
C(K) <& <C(K)em K.

Pela Equacao (2.18)), u;(y,) < Cou,(y;) o1+, Logo, u;(y,) — 0, pois é o produto de
uma sequéncia que converge para zero e outra limitada quando ¢ — co. Entao, usando

estimativas elipticas, temos ap6s passar a uma subsequéncia, que

& — & em Cioe (Bu(7) \ {7}) .

onde ¢ satisfaz
—AL+KE=0, >0, em (Bi(9) \ {1}),

em que K(y) = lim K;(y). Note que fixado 0 < r < o,

i—+00
w0 )" PTG (1) = 3 E
i wi(yo) et (r) = r2E(r),
- 1
onde {(r) = ———— & dS,.

0B, (9)| Jos, @)

Desde que y; — y é um ponto de blow-up isolado simples de {u;}, temos que raé (r)é
nao-decrescente para r € (0, p), o que implica que £ é regular perto de g. Pelo Corolario

1.21] para o suficientemente pequeno, existe uma constante m > 0, que independe de
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

1, tal que para ¢ grande,

—/ Ag&dx = —/ ngi-ljds
B (y:) 0Bs(yi)

= —/ V,&-vdS +0;(1) >m > 0. (2.32)
9B (1)
Por outro lado, como K;(x) > 0, temos

- / AG(y)dr = / wi (o) s ()P dy — K(9)6ily) dy
Bo(yi) Bo(y;)
< wly,) / w(y)” dy. (2.33)
Bo(yi)

Similarmente a (2.31), podemos obter

T

/ u?'du, < C’ui(yi)_l"’?.
d(y,y:)<rs

Usando o Lema para 0 < ¢ < 1/100, segue que

/ up'dv, < 02/ (us(ys) 7 d(y, yi) )" dug
ri<d(y.y;)<o r;<d(y,y;) <o

CTs_pi(l_‘;)ui(yi)—)\ipi

_ CR?‘—pi(l_‘;)ui(yi)—l-l-%

= oi(Dui() T E.

IN

Utilizando o Lema [2.10] temos

/ uVidv, < Cuyy;) ™ (2.34)
Bo (y:)

pelas Equagoes (12.32)) , (2.33) e (2.34),

- / A&y dvy < uslyn) " Cusly) ™
Bo (yi)

Portanto, u;(y,)u;(y;) < C.
Caso 2: K;(x) < 0 para algum z € B;(y).

Para o, > 0, vamos denotar ¢ como sendo a primeira auto-func¢ao do operador —4A,

em Bs,, (y) com respeito a condigao de bordo de Dirichlet, isto é
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

_Ag('tg = )‘1(107 ¢ >0, em B201 (g>
o =0, sobre 0By, (y),

onde \; denota o primeiro autovalor do operador —A,.
Podemos escolher o; > 0 suficientemente pequeno e independente de i tal que Ay >

| K[| oo (Bay, (7)) + 1 para todo i. Fixado oy, temos que
—Ayjpo+ Kip >0em B, (y). (2.35)

Seja g = p'g e considere L, e L; os operadores Laplaciano conformes de g e § respec-

tivamente. Sabemos que

Lz = g0_5Lg(1/J<,0), para todo ¥ € C*(B,,(y)). (2.36)

Definindo @; = ¢~ !u;, deriva da Equacao (2.3 e da estimativa acima para 1) = 1; que

Ly(ti;) = ¢ Ly(t;p)
= 99_5Lg(ui)

1
= (19_5 (—Agui + gRgUZ)

) 1
= (.,9_5 (uf’ — Kiu; + gRgUZ> .

Por outro lado, .
Lg(ﬂl) = —Agﬂi + gRgaz

Assim,
1 .
—Agu; + gRgﬁi + K™ = o7,
isto é,
~ 1 ~ ~ _4 _5 ~ .
—Agui + gRguz + KZUZ(,D = @ (Ui(p>p’
— @—(5—pi)ﬂfi
= SO_Tiaiiv
ou ainda,

_Agai + f(ﬂ]l = (,D_Tiﬂpi

com f(z = %Rg — (%Rg — Kz) (.,9_4.
Fazendo ¢ = 1 na Equagao (2.36), tem-se Lj(1) = ¢°ua!". Note também que
Ly(1) = §Rg e que 9" Ly(p) = 977 (~Ayp + §Ryy) . Logo,
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

1 _ 1
gRé =g (_Ag‘P + gRg(P) .

Usando (2.35)) e a expressao anterior, temos em B,, (y) que

~ 1 1
K; = gl — Ry~ + K™
-5 1 1 —4 —4
= ¢ —Agp + gRg(p — gRgcp + Kip

= ¢ (—Agp+ Kip) > 0.

Escolhendo agora o € (0, 1) pequeno e definindo & = @; (y, )~ @ (y) = ©(ys) o (¥)&(y)

temos que as Equacdes (2.32) e (2.34) continuam validas ao substituir & por & e u;
por u;. Usando o fato de K; ser positiva, obtemos de ([2.33) que

0< —/ Az&dr < ﬂi(ya)_l/ aidz.
Bs Bs

Da mesma forma que provamos no Caso 1, vale / @dr < Cﬂi(yi)_l e portanto o
BU
Lema esta demonstrado no Caso 2. O

De posse dos lemas anteriores, provaremos agora a Proposicao [2.6

Prova da Proposicao 2.6:
Inicialmente, provaremos que (2.17) realmente vale, argumentando por contradicao.
Para tanto, suponha que (2.17) nao seja valido. Entao, ao passar a uma subsequéncia,

existe {7} tal que d(y;, ;) < p/2 e
wi(yi ) wi(9;)d(y;i, y;) — oo quando i — oo. (2.37)

Passando a outra subsequéncia, as estimativas (2.11) e (2.12) valem para algum R; —
+ooe 0 <eg <e B Sed(y;, ;) <y, terfamos por (2.11)) que

pi—1

wi(y;) " Mui(9;) < O, onde d(yi, §;) < 1 = Riwi(yi) ™ 2 .

Dessa forma,

wi(ya)uwi(G)d (s, G:) = wi(ys) ™ s (G )ui (i) d(ys )
Cd(ys, §s) 7 d(ys, §i)
Ca

IN

IN
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o que implicaria que w;(y;)u;(y:)d(yi, ;) — C, contradizendo (2.37). Portanto, temos
que r; = Ruui(y:) "% < d(yi. i) < p/2.
Seja x = (xy, 9, r3) um sistema de coordenadas geodésicas normais centrado em y;

dado por exp,, (). Considerando 7; = d(y;, 7:) e

2

ai(x) = (Fy) 7 Tu; (expy, (Fix)) , o] <2,
temos que u; satisfaz

— Ay () + Ki(x)a(x) = ab, x| < 2,

70

onde f(z(x) =2K; (expyi (fzx)) e (9:)ap(T) = gup(Fix)dzdz®.

A métrica g; depende de i, mas se g; converge uniformemente, entdao os resultados
anteriores ainda sao validos para a métrica limite.

Como u; ¢ uma renormalizagao de u;, temos que a origem é um ponto de blow-up

isolado simples para ;. Além disso, {u;} satisfaz as hipoteses do Lema e entao,

Tnlé}li w;(0)a;(x) < C.

Assim, uz(gjl)ul(yl)al(y“gjl)ﬁ < C. Como d(y;, gl)ﬁ — d(yi, Ui), temos
wi (9w (ya)d(yi, 9:) < C,

o que contradiz nossa hipotese . Portanto,
wi (9 )ui (y:)d(yi, 9:) < C.

Provaremos agora a segunda parte da proposicao. Em vista da Equagao (2.3,

temos que u;(y;)u; satisfaz
—Ag (ui(yi)w;) + K (ui(yi)us) = wiys) ™ (wa(ys)us)”

Por (2.17)), temos que u;(y;)u;(z) < Cd(x,y;)~". Logo, u;(y;)u; é localmente limitada em
qualquer conjunto compacto que nao contenha y. Podemos entao aplicar a Desigualdade

de Harnack e, por estimativas elipticas, apds passar a uma subsequéncia, obtemos

wiyiJui — v em Cio. (B5(9) \ {y}) .
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onde v > 0 e satisfaz
—Agv+ Kv=0em B;(y) \ {y}

com K(x) = lim K;(x). Observe também que para todo 0 < r < p,

i—+400

lim uz(yz)r%ﬁz(r) = T%T)(T).
1—+00

onde u;(r) é a média esférica definida em (2.2)) e v(r) é definida da mesma forma.
Como ja vimos, pela Defini¢ao e a estimativa , T%T)(T> é nao-decrescente para
r € (0,p), o que implica que v é singular na origem. Pela Proposi¢ao temos que
v = aG + b onde a > 0 é uma constante e b € C?(B;(y)) satisfaz —Ayb + Kb = 0
em B;(y). Como v é singular na origem, segue que a > 0. Portanto, a Proposicao esta
demonstrada.

Apos a Proposicao podemos determinar os Corolarios a seguir como versoes
mais fortes dos Lemas e A demonstracdo dos seguintes Corolarios difere
da prova dos Lemas apenas ao substituir a estimativa de por .

Corolario 2.12. Seja u; satisfazendo (2.3) e y; — y € © um ponto de blow-up isolado

simples. Sejam R; — oo e 0 < g; < e sequéncias que satisfazem (2.11)) e (2.12).
Entao existe p; € (0, p) independente de i tal que

IV ui(y)| < Coui(ys)~'d(y, y;) ™ para todo Ruuy(y;)~ 7 < d(y,4:) < pr

_ _ _pi—l
\VZu;(y)| < Coui(y:)~'d(y,y:) ™ para todo Riui(y:)~ 2 <d(y, ;) < pr1.
onde C5 é uma constante positiva que independe de 7.

Corolario 2.13. Seja u; satisfazendo (2.3) e y; — y € © um ponto de blow-up isolado
simples. Sejam R; — oo e 0 < g; < e sequéncias que satisfazem (2.11) e (2.12).

Entao para todo 0 < 0 < p; fixado, temos para i suficientemente grande que
/ d(y,y) e vy = Oiui(y:) W),
d(y.yi)<o
[ e, < Gt o))
d(y.yi)<o

€ / d(y7yi)2|vui|2dvg < Oi(ui(yi>_4+oi(1))+030Ui(yi)_2a
d(y.yi)<o

onde C3 é uma constante independente de 7 e o positiva.

Corolario 2.14. Seja u; cumprindo (2.3) e y; — y € Q um ponto de blow-up isolado
simples. Se R; — oo e 0 < g; < e T sdao sequéncias que satisfazem (2.11)) e (2.12).
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Entao
|A(g, u)| < Cyous(y:) ™2,

onde A(g, u;) é definido no Lema2.3]e C5 ¢ uma constante que independe de i e o.

Corolario 2.15. Seja u; satisfazendo (2.3) e y; — y € € um ponto de blow-up isolado

simples. Apos passar a uma subsequéncia de {u;}, as estimativas a seguir valem:

i—+00

lim uz(yz)Q/ d(ya yi)gug)i-'_ldvg = 0
d(y,yi)<o

lim limsupui(yi)Q/ d(y,yi)2|ui|2dvg = 0;
d(y,yi)<o

o—=0F 5400
o 2 2 — 0
lim limsup u;(y;) uidv, = 0;
70T im0 d(y,yi)<o

lim lim sup w;(y:)*|A(g, w;)|dv, = 0.

o—=0F 5400

A proposic¢ao a seguir é uma das principais ferramentas que usaremos para demons-
trar nosso resultado mais importante sobre compacidade. Além disso, sera usado em

algumas demonstragoes mais a frente.

Proposi¢ao 2.16. Sejam u; satisfazendo (2.3), y; — y um ponto de blow-up isolado

simples, e para algum p > 0,

ui(ys)u; — h em Cie (Bj(5) \ {7})-

Supondo que, para algum a > 0 em um sistema de coordenadas geodésicas normais

x = (x1, T, 3), tem-se

h(z) = % + A+ o(1) quando |z| — 0,

entao A <0.

Demonstracao. Para o > 0 suficientemente pequeno, a identidade de Pohozaev de u;

dada pelo Lema [2.3| e torna-se

r-VK(z)\ , 3 1 Pl
/Bd <K(x)+ 5 )uidx—l-(p_l_l 2)/}35% dz — A(g, w;)

Ku? p+l
:/ B(z,0,u;, Vu;)dS — 0( Yi Y > ds.
0B, 9B, 2 p+l

Multiplicando a equacao acima por u;(0)? e calculando o limite, lim lim sup, obtemos
=0t 400
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usando o Corolério [2.15] que

lim B(x,0,h,Vh) = lim limsup ui(O)Q/ B(z,0,u;, Vu;) > 0.
9B,

oc—0t+ OB, o—=0t 5100

Por outro lado, pela definigao de B(z, o, h, Vh) temos

on\? o 1. 0h
li B h.Vh) = i DY _Zwnp 4 opt
i, [, Baonve) =t [ o(3) - §vir+ g
aA 9
= —7|§ B

onde |[S?| denota a area da esfera unitaria. Pelas duas estimativas acima, como a > 0,

segue que A < 0. O

Observacao 2.3. A Proposicao [2.16] continua valendo ao substituirmos a métrica g

por uma sequéncia de métricas suficientemente suave.

Observacgao 2.4. Para constatarmos essa afirmacao, notemos que Adimurthi e Yadava
provaram em [I] que para as dimensoes 4 < n < 6, existe uma sequéncia de soluc¢oes

radialmente simétricas para o seguinte problema de Neumann:

—Au;(x) + %uZ = uiz_g, u; > 0, em B;(0),
(2.38)
(9ui
ov

=0, sobre 0B(0),

com u;(0) = maxu; — 00.
B

O lema a seguir, juntamente a descoberta de Adimurthi e Yadava, validam nossa

afirmagao.

Lema 2.17. Para n > 3, seja u; uma solugao radialmente simétrica de (2.38)). Entao,
apos passar a uma subsequéncia, ou u; — 0 uniformemente na B; ou u;(0) — oo, para
todo 0 < |z| < 1, u;(0)u;(z) — oo.

Demonstragao. Como apontado na Observacao 4.4 de [19] , {w;} pode ter no maximo
um ponto blow-up isolado em x = (0. Mais precisamente, temos

Passo 1 Para alguma constante C' independente de 7, afirmamos que
|x|n772uz(x) < C, para todo |z| < 1.

Provaremos a afirmacao anterior por contradigao. Supondo o contrario, temos que para
algum 0 < |z;| <1,

filw:) = A fi(z) — oo,
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onde f;(z) := |x|"772u1(x) Seja o; = %|x1| notemos que
n-2 n—2
0,2 max wu; >2 2z fi(x;) > o0
|I—:L‘i|§0i
e
(20i>|n772%($¢) > max f; > man? max u;.
|1‘—1‘i|S0'i |:t—:ti|§0'i
n—2
Consequentemente, o; > u;(z;) — oo e
wi(z;) > 27" max u. (2.39)
|1‘—1L‘i|S0'i

Consideremos
2 2
wi(z) = ui(xi)_lui (ui(xi)n%z + xl> 2] < wilz) 2oy — o0
Observemos em vista de (2.39) que w; satisfaz

( n+2 4

—Awi(z) = wi(x) 2 — i ()T 2w (2), ul(xz)_%z + 2, € B1(0),

27" wi(z) < w;(0) = 1, wi(x;) "2z + 2; € By(0).

\

Apos passar a uma subsequéncia, w; converge fortemente para algum w em qualquer
subconjunto compacto com w > 0 satisfazendo w(0) = 1 e —Aw = w2 em todo o
espaco R™ ou em um semi-espago que contenha a origem do tipo R’.. No segundo caso,
também sabemos que w satisfaz a condicao de fronteira nula de Neumann na fronteira
do semi-espaco. Pelo Teorema do tipo Liouville de Caffarelli, Gidas e Spruck tem-se
a expressao que representa w. Essa expressao e a convergéncia forte de w; para w em
qualquer conjunto compacto viola a simetria radial de u; o que é uma contradicao. A
afirmagao portanto esta demonstrada.

Pelo passo 1, sabemos que {u;} é uniformemente limitada distante da origem. As-
sim, podemos obter a Desigualdade de Hanack (incluindo a condi¢ao com bordo, como

pode ser visto por exemplo no Lema A.1 de [14]) a seguir
Passo 2. Para todo 0 < ¢ < 1, existe C'(¢) independente de ¢ tal que

max u; < C(g) min wu;.

e<|z|<1 e<|z|<1
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Vejamos agora o seguinte passo:

Passo 3. Depois de passar a uma subsequéncia, u; converge uniformemente para zero

na B ou u;(0) — oco.

De fato, ap6s passar a uma subsequéncia, podem ocorrer dois casos; {u;(0)} per-
manece limitada ou u;(0) — oco. Se {u;(0)} permanece limitada, entdo junto ao passo
1 podemos mostrar, de forma anéloga ao que foi feito na prova do Lema que {u;}
¢ uniformemente limitado em B;. Passando a outra subsequéncia e usando estimativas

elipticas, u; — u em C?(B;) para alguma funcio radialmente simétrica u satisfazendo
n+2
—Au = un_tQ, u >0, em B(0),

0
a—z =0, sobre 0B;(0)

Como a tnica solucao radialmente simétrica neste caso é u = 0, temos que u; — 0.

Portanto, u; converge uniformemente para zero na B ou u;(0) — oo.

Passo 4. Apoés passar a uma subsequéncia, u; converge uniformemente para zero em
Bl ou
u;(0)u; (1) — oo. (2.40)

Depois de passar a uma subsequéncia, mostramos que u; converge para zero unifor-
memente em B; ou u;(0) — oco. Se u;(0) — 0o, temos a partir da equacdo de u; que
Au; < 0 perto da origem o que juntamente a simetria radial de u; implica que 0 é um
ponto de maximo local de u;. Portanto, pelo Passo 1, {0} é um ponto de blow-up iso-
lado de {u;}. Aplicando o Lemasabemos, depois de passar para uma subsequéncia,
que

Cu;(0) < uy (ul(O)_ﬁ> < Cuy(0).

Notemos também que
1 —|z||,.]12—n
—A+ =) (e7™z|*™™) <0, para todo |z| <1.
i

Pelo Principio do Maximo em B, \ B (o) 7 (0), temos para algum C independente de

1 que

wi(z) > C 'y (0) e l|z|>™ — 1], para todo ui(O)_% <l|z| <1
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Consequentemente, para todo 0 < |z| < 1,

lim inf u;(0)u,(x) > C~ e x> — e722%77). (2.41)

1—>00

Agora vamos provar ([2.40) por contradi¢cao. Suponha o contrario, ou seja u;(0)u;(1) <
C' em uma subsequéncia. Segue do Passo 2 que {u;(0)u;} é localmente limitado em

By \ {0}. Passando a uma subsequéncia,
ui(0)ui () — Go(x) em Gy (Br\ {0}),

onde G satisfaz
—AGO = 0, Go 2 0, em Bl (0) \ {0},

oG,
ov
Temos por (2.41) que Gy é singular perto da origem, portanto para ag > 0,

=0, sobre 0B (0).

- |x|n—2

Go(x) + Ho(z), em B,(0)\ {0},

onde Hy é uma fungao harmonica regular em B;. Aparentemente H, é uma funcgao

harménica em C'(B;) e satisfaz 22 = (n — 2)ag > 0 sobre dB;. Mas isso viola o
Principio do Méaximo e o Lema de Hopf. O Lema segue portanto do Passo 1 ao Passo
4. O

O resultado de Adimurthi e Yadava nos garante para 4 < n < 6 a existéncia de
solugoes radialmente simétricas para (2.38) com wu;(0) — oo, pelo Lema temos
que para todo 0 < |z| <1, u;(0)u;(z) — oo, logo o anédlogo de (2.17) nao se aplica as

dimensoes 4 < n < 6.

2.5 Todo ponto de blow-up isolado é um ponto de

blow-up isolado simples

Para finalizar a primeira parte do capitulo, que foi dedicado aos resultados sobre
os pontos de blow-up isolado e isolado simples, veremos que todo ponto de blow-up

isolado é também simples.

Proposicao 2.18. Seja {u;} uma sequéncia de solugoes de (2.3) e y; — y um ponto

de blow-up isolado. Entao y é um ponto de blow-up isolado simples.
Demonstrag¢ao. Provaremos por contradigao. Suponha que 4 nao seja um ponto de
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

blow-up isolado simples. Entao apés passar a uma subsequéncia existem ao menos
-2 _ . _ A e
dois pontos criticos de r7~Tu;(r) no intervalo (0, ji;) para alguma sequéncia ji; com

lim 1; = 0. Passando a outra subsequéncia, podemos assumir que as estimativas (2.11])

1—00
e (2.12) valem para as sequéncias R; — oo e 0 < g; < e . Segue de (2.11) que

pi—1

7 . . _
r7i—Tu;(r) tem exatamente um ponto critico no intervalo 0 < r < r; := Ryu;(y;)” z .

2 _
Seja f1; o segundo ponto critico de r7i—Tu;(r). Portanto, p; > r; e lim p; = 0.

71— 00
Sejam z = (x1, 9, x3) algum sistema de coordenadas geodésicas normais centrado em

y; dado por exp, (), h = hagdxo‘dﬁ = gag(,uix)dxo‘dﬁ a métrica e

T 1
i(z) = p ui(expy, (niw), |z < —.
Entao &; satisfaz
4 ~
—Ap&i(@) + Ki(2)&(2) = &), o] < o
@7 TE(2) < C, ] < L
im &(0) = oo; (2.42)

rPi—1&(r) tem precisamente um ponto critico em 0 < r < 1;

d 2 0
- pi—1 L. =
| S TTE) e =0,
onde K;(z) = 12K, (exp,, (i) e &(r) é a média esférica de &;.
A primeira equacao pode ser obtida da mesma forma que fizemos durante a demons-
tracao do Lema A segunda provém da definicdo de ponto de blow-up isolado. A

terceira afirmagao decorre do seguinte fato

2 2

&(0) = #iprlui(%) > rz‘piilui(yi) = R; — oo.

A quarta afirmacao ocorre pois do fato que r%ﬂl(r) tem apenas um ponto critico
no intervalo (0,7;). Segue que z = 0 & um ponto de blow-up isolado simples de {¢;}.
Sabemos, pela Proposicao [2.6] e a Desigualdade de Harnack, que para todo conjunto
compacto K C R?\ {0},

C(K)™ < &(0)& < C(K) em K
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e para alguma constante a > 0 que

&(0)&(x) = h(z) == ﬂ +b(x) em C2.(R*\ {0}), (2.43)

onde b(z) satisfaz Ab =0 em R3.

Desde que h(z) é positiva, temos que lim _)inf b(xz) > 0. Assim, utilizando o Principio
do Méximo concluimos que b(z) > 0. Pellzﬂ)| Tzoorema de Liouville, como b é harmonica
e limitada inferiormente, b(z) é constante, ou seja b(z) = b. Por e

d /1
— (mh(ﬂ) oy = 0.
Logo,
1 s 1
<§r7(a|r|_1 +0b) — r5a|r|_2) l=1=0
assim,
a+b
= a.
2
Segue que
b=a>0.

O que contradiz a Proposicao [2.16] pois deveriamos ter b < 0. A proposi¢ao portanto

estd demonstrada. O

2.6 Descartando as acumulacoes de bolhas

Nesta secao analisaremos algumas propriedades relacionadas a compacidade do con-
junto Us<,<sM, definido na Introdugio para K(x) € C*(M).

A proposicao a seguir d4 uma descricao preliminar para fungoes u € Us<p<sMk,),
que se baseia em dois Teoremas do tipo Liouville. Um é devido a Gidas e Spruck [13] o
qual afirma que paran > 3el <p < Z—J_rg a unica solucdo seria a funcao constante igual

a zero, entao nao ha solugao para a seguinte equacao envolvendo o expoente subcritico
de Sobolev

—Au=uP, em R",
u >0, em R".

O outro Teorema é devido a Caffarelli, Gidas e Spruck [6] que afirma que para
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

n > 3, qualquer solucao da equagao critica

n+t2
—Au=u"2, em R",
u >0, em R",

é da forma .,

\ e
u(z) = —
(1 + n(nl_Q))\2|x — x|2>

para algum A > 0 e z € R"™.

Observacao 2.5. Com algumas hipoteses adicionais sobre o decaimento de w(z) no
infinito, os Teoremas do tipo Liouville acima foram obtidos para equagoes gerais que
envolvem o expoente subcritico em Gidas, Ni e Nirenberg [12], enquanto que para
equagoes que envolvem o expoente critico encontram-se em Obata [23] e Gidas, Ni e
Nirenberg [12].

Em resumo, a proxima proposicao mostrara que para v € Us<,<sMj , onde u nao
é limitado, p precisa estar se aproximando de 5 e pode-se encontrar uma colecao finita
de bolas disjuntas By, (y1), ..., B (yn) (N podendo depender de u) dentro do qual u é
bem aproximado com relacao a convergéncia forte por standard bubbles. Além disso,
u satisfaz a condicao u(y) < Chd(y, {yi, ..., yN})p%Ql para todo y € M, onde C; é uma

constante positiva que independe de wu.

Proposicao 2.19. Dado qualquer € > 0 suficientemente pequeno e R suficientemente
grande, existem constantes positivas Cy e C dependendo apenas de M, g, [|K||c1(ar) €

R tal que para todo u € Us<,<5M},,, com
max u > Cj,
M

entao existe algum inteiro N = N(u) > 1 e N pontos de méaximos locais de u, denotados

por yi, ..., yn, tal que

1.5—e<p<h;

2. By, (y:) N By, (y;) = 0, para i # j e para cada j;

) (exm, () *50)) = (14 31aP)

onde 7; = Ru(yj)_%, By, (y;) C M denota a bola geodésica de raio 7; centrado

1
2

<& (244)
C2(|z|<2R)

em y;,r = (21,2, r3) denota alguma coordenada geodésica normal de centro y;
e x| = v/(21)? + (22)% + (23)%;
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

3. d(y:.y;)7Tu(y;) > Co para j > i, enquanto d(y, {y1.....yx})7-Tu(y) < C; para
todo y € M.

Para demonstrar tal proposi¢ao, usaremos o lema a seguir.

Lema 2.20. Dado qualquer ¢ > 0 suficientemente pequeno e R > 1, entdo existe al-
guma constante positiva suficientemente grande C, dependendo apenas de M, g, ¢, R e || K||c1(ar)
tal que para todo S C M compacto e todo u € Us<p<sM ,, com
2
max d(y,S)»Tu(y) > Cy,
max d(y, $)>Tu(y) = Co
temos p > 5 — ¢ e para algum ponto de maximo local de v € M\S,que denotaremos

por Yo,

<e, (2.45)
C2(|z|<2R)

s st 5) (1)

onde d(y, S) denota a distancia de y & S com d(y,S) = 1se S = 0.

Demonstracao. Suponhamos que para algum € e R tal Cy ndo exista. Entao existe um
compacto S; C M,2 < p; < 5 {[|Ki||c1(ar)} uniformemente limitado e u; € M, , tal

_2 . ~ . s .
que ma\%g d(y, S;)»Tu;(y) > i, mas nao exista tal ponto de maximo y, que satisfaca
yeM\S;

(2.45) . Seja y; € M\S; tal que

2 2
d(ys, Si)Pi T (y;) = d(y, S;) P Tu(y).
(G Si) 7~ ui(9i) . (y, Si) 7 Tui(y)
Note que esse ponto y; de fato existe pois se g; € M\int(S;) entdo g; € 9S; o que
implicaria que d(y;, S;) = 0 logo, d(y},Si)%ui(gji) = 0 > i gerando um absurdo.

Agora consideremos a seguinte funcao

w;() = u;(G:) "t (expy; (us(%:) i;1$> ;

_\Pi—1

para ‘fL" < R1 = iu1(y1) 2 d(ng,S'Z)

Observe que

Logo, R; — oo.
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Se y = expy, (ul(gj1)_p74x> ey = expyfi1 (ui(gji)_piTAx>, temos que

d(@i, Si)

IN

d(gi, 9) + d(7, Si)
o\ Pi—1 1 _\Pi—l - ~
ui(7;)” 2 (Zui(yi) 2 d(yusi)) + d(g, Si)

IN

1. .
= Zd(yi,Si)er(y,Si)

logo, 5

Portanto, 1d(y;, S;) < d(y, S;), para todo |z| < R;. Segue entao que

1 pﬁl 2 2
(ﬁd@i,si)) uily) < d(y, S)Fuly) < d(gi, S)7Tw(G), para todo |z] < R.

Assim,

2
pi—1

2 2
d(y;, S;)7i—T =271 < 4, para todo |z| < R;.

w;(z) < (%d(gjj,&))

Usando as estimativas elipticas, apds passar a uma subsequéncia que continuaremos

denotando por {w;}, temos que p; — p € [2,5] e
2 (o3
w; — w em C} . (R?),

onde w satisfaz a equacao —Aw = w?, w > 0 em R?.
Pelo Teorema do tipo Liouville de Gidas e Spruck, obtemos p = 5 e em particular

p; > 5 — e para 7 suficientemente grande. Por sua vez, segue do Teorema do tipo
A
143Nz -1z

1 0 —)\ :
=wl0)= (1+§A2|x|2)

A
e como <ﬁ) < A2, obtemos A > 1. Além disso, é facil ver que A < oo.

2
Liouville de Cafarelli, Gidas e Spruck que w(z) = ( ’2> para algum

7 € R3. Observe que

Nl

Assim, 1 < A < oo. Pela forma explicita de w podemos encontrar x; — T que sao
pontos de maximo local de w;(z). Note que w;(x;) — Az = maxw. Definindo Yi =
expy;, <uz(gjz)_prlx1>, entdao y; € M \ S; é um ponto de méximo local de u;. Repetindo

o argumento que acabamos de fazer substituindo apenas g; por y; encontramos um novo
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1

limite w tal que w(zx) = (TW
3

3
) . Logo, para 7 suficientemente grande, temos

1
2

<e.
C2(|z|<2R)

) (oxm, () 0)) = (14 31aP)

Isso mostra que para ¢ suficientemente grande, u; satisfaz (2.45) contrariando nossa

hipotese. Portanto, o Lema estd demonstrado. O

De posse do Lema anterior, provaremos agora a Proposicao [2.19
Demonstracao da Proposicao 2.19

Primeiramente considere S = (), entao temos que d(y, S) = 1 e pelo Lema anterior,
p>b5—¢, y; =yo ¢ um ponto de méximo de u e a estimativa (2.45) vale. Em seguida,

—1

tomemos S = B, (y1), onde 7, = Ru~"7 (). Se

d = < 2.4
max (y,S)7 T uly) < Co, (2.46)

paramos. Pois nao existem outros pontos de maximo de u. Caso contrario, obtemos
Y2 = Yo dado pelo Lema Segue novamente do Lema que By (y1) N By, (y2) = 0

desde que € > 0 seja pequeno o suficiente desde o inicio. Continuemos com esse

processo. Tal processo tem que parar ap6s uma quantidade finita de vezes, pois cada

|Vul? > Cy > 0, para todo i € N . Dessa forma, obtemos {y1, s, ...,yn} C M
Bﬁ;(yi)
2

satisfazendo a condigdo 2 e além disso, d (y, U}, Br,(y:))” " u(y) < Co, para todo y €
2

Provemos a condigao 3. Note que d(y;, y;)»Tu(y;) > Cy. Além disso, dado y € M,

temos que y € By (y;) para algum i ou d(y,y;) > 27, paratodo 1 < i < N. No

primeiro caso, d(y, {y1,v2,...,yn}) < d(y,y;) < 2r;. Para i — oo, temos por ([2.44)
que

u(y) < 2u(y;) = 275 P TR,
Logo,
2 2 2 _ 2 _ 2 2 9
d(y,{y1,y2, ... yn}) P Tu(y) < 2p 17127, -1 Rp-1 = 2(2R)» 1 < 8R".

No segundo caso,
dy. {y1,y2. - yn}) < 2d(y, UL, Br, (1:))-
Logo,
d(y, {y1, ya; - - -,yN})P_EIU(y) < 2%00 < 4C,.
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Se chamarmos C; = 8R? + 4C), obtemos

d(y7 {y17 Y2, .- 7yN})ﬁu(y) S Cl'

A Proposicao [2.19) portanto estd demonstrada.
A proxima Proposicao exclui possiveis acumulagoes dessas bolhas e isso implica que

em uma sequéncia de solucoes apenas pontos isolados podem ocorrer.

Proposicao 2.21. Seja K € CYM), € > 0 suficientemente pequeno e R > 1
suficientemente grande. Entao existe alguma constante positiva 0* dependendo de

M,g,e,R e ||K||c1(ar tal que para todo u € Us<,<sMg ), com max u > Cy, temos
d(yj,y) > 6", paratodol <j#1<N,

onde y; = y;(u), y = yi(u), N = N(u) e Cy foram definidos na Proposicao [2.19]

Demonstrag¢ao. Provaremos por contradigao. Suponhamos que para alguns € > 0, R
suficientemente grande, K; — K em C'(M), p; € [2,5] com p; — p € [2,5] e
u; € Mk, p, tenhamos max u; >(Che

lim mind(y;(w;), yi(w;)) = 0.

i—+00 j#£L

Podemos assumir sem perda de generalidade que

oi = d(yi(u;), y2(u;)) = min d(y;(us), yi(ui)) — 0.

Como B - 2igt (y1)NB y1) = 0, em vista do item 3 da Proposi¢ao [2.19

R“i(y2)7%7_1 (
tem-se que u;(y1), u;(y2) — co. Seja x = (x1, X2, x3) um sistema de coordenadas geodé-

sicas normal centrado em y1(u;), g = gop(z)dz,dzs denote a métrica em coordenadas
locais. Seja hap() = gap(oix) € h = hos(r)dr,drs a métrica escalar. Considere a

renormalizagao
2

wi(z) = ol " ui(exp,, (o:1)).

Segue que w; satisfaz

; (2.47)

—Apw;(z) + l%i(x)wi(x) = w;(z)?, em B, -1,
w;(z) > 0, em B -1,

onde Kz = 0'12K1 (GXpy1 (O’Zl'>) .
Seja x; = xj(u;) o ponto tal que exp, (0:7;) = y; € Bys(yi), j € {1,2,...,N}.

99



2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Note que
71 =0, min [zj — @l 2 1+0(1), [z2] =1+0(1).
J

Apos passar a uma subsequéncia, temos que z2(u;) — Z onde |Z| = 1. Observe que

1 pi—1 -2l
o; > Emax {Rui(yl)_T,RUi (y2 : )} :

Assim, w;(0), w;(z2) > Cf, cada x; ¢ um ponto de maximo local de w;, pois y; sao

2
7T, (x) < €4, para todo |z| < 7! pelo

pontos de maximo local de u; e min |z —x;
1<j<N
item 3 da Proposicao [2.19

Mostraremos primeiro que
w; (0) = 00 e w;(xg) — 00. (2.48)

De fato, se um deles tende ao infinito ao longo de uma subsequéncia, digamos que
w;(0) — oo entao z = 0 é um ponto de blow-up isolado, logo um ponto de blow-up
isolado simples pela Proposicao Entao w;(z2) tem que tender ao infinito ao longo
da mesma sequéncia, pois caso contrario, por um argumento usado na prova do Lema
2.5l w; seria uniformemente limitado proximo de x5 ao longo de outra subsequéncia.
Por sua vez, usando a Proposicao [2.6] e a Desigualdade de Harnack, temos que w;
converge uniformemente para zero proximo de xa, o que viola o fato de w;(z2) > Cj.
Caso {w;(0)} e {w;(x2)} fossem limitadas, sabemos por um argumento parecido ao
mencionado a cima que {w;} é localmente limitado. E por estimativas elipticas, ao

passar a uma subsequéncia, w; — w em C}

(R?) donde w cumpre —Aw = w’, w >
0€ R?e Vw(0) = Vw(z) = 0. O que é uma contradi¢do, uma vez que nao ha solugio
positiva para a equacao com dois pontos criticos distintos de acordo com o Teorema
do tipo Liouville de Caffarelli, Gidas e Spruck, pois teriamos w = 0. Estabelecemos
portanto ([2.48)).

Assim, x = 0 e 9 — & sao pontos de blow-up isolado de {w;} e de acordo com a
Proposicao [2.18] esses pontos sao de blow-up isolado simples.
Passando a subsequéncia, denotemos S como o conjunto dos pontos de blow-up de w;.
Teriamos que 0, = € Se d(z,T) > 1 para quaisquer dois pontos distintos & e T em S.
Em razao da Proposicao temos que {w;(0)w;} é localmente limitado em R?\ S.
Multiplicando (2.47)) por w;(0) e fazendo ¢ tender ao infinito, obtemos ao passar a uma
subsequéncia que

lim w;(0)w; = h* em C2_(R*\ 9),

1—00
donde h* é uma fungao harmonica em R? \ S. Como todos os pontos de blow-up de

{w;} sao pontos de blow-up isolado simples, pela Proposigao e pelo Teorema de
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Bocher, segue que
h* = ay|z| ™ + aglz — Z|7' + b*(x), para todo R*\ S,

onde a1, ay sdo constantes positivas e b* é alguma funcao harmonica em R?\ {S\{0,z}}.
Deriva do Principio do Maximo que b*(z) > 0 para todo z € R*\ {5\ {0,z}}. Dai,

h*(z) = ay|z|™" + A+ O(|z|) para |z| proximo a 0.

donde A é alguma constante positiva. O que contraria a condi¢ao do sinal na Proposicao
2.16| Portanto, d(y;,y;) > 0%, paratodo 1 < j # [ < N. Logo a Proposicao esta

demonstrada. O

Pela Proposigao acima temos que para qualquer sequéncia dada de fungoes {u;}, o
inteiro N = N(i) da Proposigao deve permanecer uniformemente limitado. Caso
contrario, pela compacidade da variedade existiria uma sequéncia com subsequéncia
convergente, por outro lado pela Proposicao anterior existe uma constante 6* > 0 tal
que d(xj,z;) > 0* assim ¢* < 0 gerando um absurdo. Como consequéncia imediata

obtemos o resultado a seguir.

Corolario 2.22. Seja {u;} uma sequéncia de solu¢oes positivas de (2.3, com max u; —
oco. Entao p; — 5 e o conjunto dos pontos de blow-up é um conjunto finito formado

apenas de pontos de blow-up isolados simples.

2.7 Prova dos resultados principais

A secao a seguir é destinada a dois resultados sobre a compacidade das solug¢oes. Um
com respeito a norma H' e outro em C?, este segundo resultado ¢ o mais importante
de todos e veremos algumas de suas aplicagoes na proxima segao.

O nosso primeiro resultado da estimativas a priori para a solucao de
—Aju+Ku=u", u>0, em M (2.49)

na norma H'(M.)

Teorema 2.23. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo 3 compacta e

suave, entao para todo 9 > 0,

[ull g1 (ary < C, para todo u € U Mk,
14+e0<p<5
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

onde C depende somente de M., g, <o e ||K|| o1y -

Demonstrag¢ao. Provaremos por contradicdo. Suponha que existe p; — p € (1,5],
K; — K em C'(M) e u; € Mg, ,, tal que ||z, — 00, 0 que por estimativas
elipticas implica que max u; — 0.

Pelo Teorema do tipo de Liouville de Gidas e Spruck e usando argumentos de blow-
up, como na prova do Lema temos que p; — 5. Aplicando a Proposicao [2.21],
obtemos para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, R > 0 suficientemente grande e al-
gum inteiro positivo IV, independente de i que 3" =y (w,), ... 4™ = y™(w;) € M
sao tais que as condigoes 1, 2 e 3 da Proposicao [2.19] valem. Argumentando como
na prova da Proposigao sabemos que {ygl)}, ey {yl(N)} sao pontos de blow-up

isolados de {u;} logo eles sao pontos de blow-up isolado simples de {u;} em vista da
1

Proposicao 2.18, Como [|ul[ 1,y = (/ |Vul? + |ul? do, > , temos pelos Lemas
M

ue
e a estimativa (2.12) que [[u|| ;1 € limitado o que & uma contradigao. Por-
tanto, o Teorema estd demonstrado. O

Embora o Teorema acima dé estimativas a priori na norma H' para as solucoes
de , as estimativas na norma L* nao valem em tal generalidade como veremos.
Para estimar a priori em normas de convergéncia uniforme sob hipoteses adequadas,
introduziremos uma fungao em M que serd denotada por A(y) = A ,4(y) e definida a
seguir. Suponha que o primeiro autovalor A\; de —A, + K seja positivo. Para y € M,

considere a fungao de Green de —A, + K denotada por G, com centro em y, ou seja
(—A,+ K)G, =6, em M.

Seja © = (x1, 22, 73) um sistema de coordenadas geodésicas normais centrado em ,
entdo a métrica g é localmente dada por g;;(z)dz'dz? com g;;(0) = d;; e 9y,9:;(0) =0

para todo 7,7 e [. Segue do Lema que para algum numero real Ag ,(y),

1
Gy(r) = —— 4+ Ax,4(y) + O(|z|*), para |z| perto de 0,
3ws|z| '
para todo 0 < a < 1, onde w3 é o volume da bola unitaria em R3. O valor de Ag ,(y)
independe da escolha do sistema de coordenadas geodésicas normais e A 4(y) é uma

funcao continua em M.

Teorema 2.24. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3 compacta,

suave com primeiro autovalor A\, positivo e K € C*(M) . Se

min Axg(y) >0
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

entao para todo €y > 0,

1
c <u<CemMe |ullcsny < C. para todo u € U Mk, (2.50)
1+eo<p<5

onde C € uma constante positiva dependendo de M, g, €y, ||K||CI(M), e dos limites in-

feriores positivos de min A , e ;.
M ’

Demonstragao. Por estimativas elipticas e a Desigualdade de Hanack, a demonstragao
se resume a provar que a norma L é limitada, isto é u < C. Suponhamos que u nao

seja limitado na norma L, entdo existe p; — p € (1,5], K; — K € C'(M) tal que

max u; — 00.
M

Como fizemos na demonstracao do Teorema [2.23] apds passar a uma subsequéncia

temos que p; — 5 e {u;} tem N pontos de blow-up isolado simples

1 N
N T
onde N é um inteiro positivo que independe de i. Podemos assumir sem perda de
generalidade que

1 . 1 N
wi(yM) = minfui(y V), . ws (g™}

para todo i. Pela proposicao [2.6] existem p, C' > 0 tais que

wi(yui(y) < Cd(y, y?)

quando d(y,yi(j)) < p, para todo j ={1,...,N}.

Por outro lado, sabemos que a sequéncia u; ¢ uniformemente limitada em M \U;VZIB§ (y\9),
desde que nao haja pontos de blow-up na regiao. Aplicando a Desigualdade de Harnack
concluimos ainda que ul(yfl))uz (y) é uniformemente limitada em M \ Uévleg (y). Os

fatos acima implicam que, apos passarmos a uma subsequéncia,
N
1
wi(y;uily) = hiy) =Y a;Gyo(y) + bly) em Cro (M \y ™, ... .y™),
j=1

onde ay,...,ay sdo constantes positivas e b € C%(M) satisfaz (—A, + K)b =0 em M.

Como \; > 0, segue que b = 0.

. . ) L. 1
Seja x = (1, x9,z3) sistema de coordenadas normais geodésicas centrada em y<( )

i .
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Pelo Teorema da Massa Positiva, segue que A > 0 independente de i, assim
a
h(z):=h (expym (m)) = 3—1|x|_1 + A; + O(|z|*) para |z| perto de 0,
i w3

onde A; > A > 0 para todo i por hipotese, w3 é o volume da bola unitaria em R? e
0 < a < 1. Logo, A; > 0 o que contradiz a condi¢gao do sinal de A; pela Proposi¢ao
O Teorema portanto estd demonstrado. O

Corolario 2.25. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana positiva compacta suave de
dimensao trés que nao é equivalentemente conforme a esfera unitéaria tri-dimensional.
Entdo para todo g9 > 0 e para qualquer K € C'(M) satisfazendo K < %Rg em M,

tem-se

1
c <u<Cem Me |ufcspy < C. para todo u € U Mk,
1+e0<p<5

onde C' é uma constante positiva que depende apenas de M, g,¢q e || K Hcl( ) -

Para provar o Corolario podemos assumir que o primeiro autovalor A\; de —A,+ K
é positivo pois caso contrario, My , = (). Fazendo uma mudanca de métrica conforme
usando uma auto-funcao positiva associada a A\;, podemos assumir sem perda de gene-
ralidade que K > 0 em M. Pelo Principio do Méaximo, vemos que a funcao de Green
de —A, + K é maior ou igual & funcao de Green de —A, + %Rg. Segue entao que
Agg = Aip, 4 > 0, a tltima desigualdade provém do Teorema da Massa Positiva. O

Corolario entao segue do Teorema [2.24

2.8 Algumas aplicacoes do Teorema 2.24

Uma vez que temos os resultados de compacidade no Teorema [2.24] podemos derivar
a existéncia de resultados e resultados de multiplicidade (multiplicidade de contagem).

Consideremos o seguinte problema de minimizagao
min{E(v):vEHl(]W),/ 06:1}, (2.51)
M

onde E(v) :/ (|V,0]* + Kv?).
M

Teorema 2.26. Supondo as mesmas hipoteses do Teoremam , entao (2.51)) € atin-
gido para alguma funcao positiva v € C*(M).
O Teorema 2.26 deriva do Teorema da seguinte forma. Sendo A\; > 0,/ E(v)

é¢ uma norma equivalente a H'(M.) Para 2 < ¢ < 6, o mergulho de H'(M) em
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

Li(M) é compacto, entdo podemos encontrar um minimizador v, nao negativo para

min {E(v) NS HI(M),/ V% = 1} . A equacgao de Euler-Lagrange de v, é
M

—Ayv, + Kv, = E(vy)v?™, em M.

q

Note que E(v,) é limitado longe de zero e do infinito. Pelo Principio do Maximo
forte temos que v, é positivo em M. Aplicando o Teorema e algumas estimativas
elipticas para E (vq)q+2 temos, ao longo de uma subsequéncia, que v, — v € C*(M)
quando ¢ — 6. Portanto, v € um minimizador positivo de .

Seja v o minimizador positivo obtido pelo Teorema , entao u = E(v)Tlt € Mg 5.
A existéncia de u em Mg 5, sob a hipdtese necessaria de A\; > 0, foi bem estabelecida
em Bahri e Brezis [3]. E interessante notar que nao admite minimizador se
K é suficientemente grande, embora My ; # () de acordo com o resultado em [3].
A inexisténcia de minimizadores para K grande pode ser vista da seguinte forma.

Observemos inicialmente que

min{E(v) TvE Hl(]W),/ V8 = 1} < L
M S

onde

1 . fR3|VU|2 6 (T3 2 3}
— =inf{ By e L5(R?) \ {0}, Vu € L3(R?) 5 .
S1 {(fR3u6)/

Segue dos resultados de Hebey e Vaugon [15] que para alguma constante C' = C(1M, g),

/ Vol? +C [ v*> Si’ para todo v € H*(M), / v =1

M M 1 M

Portanto, se K > C em M, teriamos que min E(v) > Sil logo nao tem minimi-
zador.

Em vista que do que vimos acima e do fato que o Teorema deriva do Teorema
temos que o resultado de compacidade nao se mantém se K > C' em M. O
motivo é que v, construido anteriormente nao tem nenhuma subsequéncia convergindo
em H'(M) devido & inexisténcia de minimizadores de ([2.51).

Para exibir um resultado sobre a multiplicidade, introduziremos o operador F' :
C**(M)* — C**(M) dado por

F(v) =v— (=4 + K) 7 (E()”)

onde 0 <a <1le E(v) :/ (V0> + Kv?).
M
Consideremos também o subconjunto D, limitado e aberto de C?*(M)T para A sufi-
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2. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe

cientemente grande definido por
D,y = {v € C**(M) : [ollgaay < A, minv > 1//1} .

Entdo pela teoria eliptica sabemos que a aplicagio v — (A, — K)"'(E(v)v®) é uma
aplicacao compacta. Assim, o operador F' é da forma I+ compacto e podemos portanto
definir o grau de Leray-Schauder de F na regiao D, com respeito a 0 € C*, denotado
por deg(F, D4,0) desde que 0 nao pertenga a F(0D,). Para mais propriedades sobre
o grau de Leray-Schauder veja Nirenberg [22].

Teorema 2.27. Sob as mesmas hipdteses do Teorema [2.24 temos que para A sufici-

entemente grande, 0 nao pertence a F(0D,) e
deg(F, Dy,0) = —1.

Consequentemente, My 5 # 0.

Usando o Teorema [2.24] o Teorema anterior pode ser provado da mesma forma
como em Schoen [26].
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Capitulo 3

Compacidade de solucoes para uma
classe de equacoes do tipo Yamabe

com peso

3.1 Introducao

Neste capitulo veremos generalizagoes dos resultados obtidos no Capitulo 2 para
uma classe de equacdes do tipo Yamabe com peso. Nosso objetivo é estudar a compa-
cidade das solucoes em variedades Riemannianas suaves compactas (M, g) de dimensao

trés que satisfazem a equacao
—Aju+ Ku=Qu", u>0, em M (3.1)

onde 1 <p<b5eQeC*M).
Assumiremos durante o capitulo, a menos de indicagao, que K € C'(M) e Q €
C?*(M). Para 1 < p < 5 denotaremos M, ,, 0 conjunto solugio de (3.1)) em C?(M).
Os principais resultados deste capitulo sao os teoremas de compacidade para as
solugoes da equacao (3.1) a seguir. O primeiro resultado é uma versao do Teorema

[2.24] para o caso com peso.

Teorema 3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo trés compacta

com \; positivo, K € CY(M) e Q(y) € C*(M) uma funcao positiva. Se

min Ax,(y) > 0.
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3. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe com peso

entao para todo €y > 0,

1
c <u<CemMe |ullczy < C. para todo u € U Mg kp
1+eo<p<s

onde C' € uma constante positiva dependendo somente de M, g, <y, HKHCI(M) ; HQHCz(M)

e 0s limites inferiores positivos de Ak 4, A\ e Q.

Veremos também um resultado de compacidade com respeito a norma H' como
foi visto no capitulo anterior. Além desses resultado, no final do capitulo veremos
que é possivel obter um resultado sobre a compacidade de solugbes de energia finita
em variedades tri-dimensionais quando () é permitido mudar de sinal. Tal resultado é

dado pelo teorema a seguir

Teorema 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com Ny positivo,

K e CY{M) eQ € C*(M) uma fungdo positiva em algum lugar. Assumindo que

min Aq(y) > 0.

Entao para todo p; < 5 com p; — 5, K; — K em C*(M), Q; — Q em C*(M) e

y2
70

toda solugao u; de —Aju; + Kju; = Qu", u; > 0, em M com energia {HuiHHl(]w)}

uniformemente limitado, temos

1
G <u; < C e lluillesary < C, para todo i

onde C' € uma constante que independe de i.

Em geral, os resultados expostos neste capitulo serao semelhantes ao exibidos no
Capitulo 2 bem como suas demonstragoes, por esse motivo omitiremos algumas provas.
Quando houver diferengas significativas deixaremos claro. O roteiro deste capitulo
serd estudar a Identidade de Pohozaev, fazer a andlise dos pontos de blow-up, exibir

resultados de compacidade e discutir sobre algumas aplicagoes.

3.2 A Identidade de Pohozaev

Seja 2 C M um conjunto aberto, {K;} uma sequéncia de fungoes convergindo para
K em C*(M), {Q;} uma sequéncia de funcdes convergindo para alguma fungio positiva
Q em C*(M), {p;} uma sequéncia numérica satisfazendo 2 < p; <5, p; — 5 e {u;}
uma sequéncia de funcoes de C? satisfazendo
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3. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe com peso

As defini¢coes de ponto de blow-up isolado e blow-up isolado simples sao as mesmas
vistas nas Defini¢oes [2.2] e

A identidade do tipo Pohozaev para uma solucao de
—Aju+ Ku=Qu¥, u>0, em ()

é da forma

_/Ba (mn%m) o+ (———)/ Qurtt d

—A(g,u) + ; (2.VQ(x)) uPdx

p+1

2 p+1
Ko’ Qu >dS, (3.3)

= B(x,0,u,Vu)dS — 0( —
/630 ( ) 9B, 2 p+1

a notacao usada é a mesma do Lema

A demonstracao é similar a que detalhamos no Lema A maior diferenca é que

por (51,

—1/ uAgudvgzl/ w(Quf — Ku) dv, = / QuPT! dvg——/ Ku? do,
2 /B, 2 /B,

—/ (%0qu) Agu dv = / (2%0qu) (Quf — Ku) du,
Bs

Bs

= / r%0qu QuP du, —/ 2%0yu Ku dv,.

Integrando por partes, obtemos

o -3
— /U (%0qu) Agu dv, = Pl Qup+1 dv — =1 (xVQ)up'H do,
o
+ QuPt + / Ku? dv, + / VKz)u? dv
P 4 1 9B, g ( ) g
_ g Ku?
2 JoB,

substituindo as duas estimativas acima na igualdade (2.9)), obtemos (3.3]).
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3. Compacidade de solugoes para uma classe de equagoes do tipo Yamabe com peso

3.3 Propriedades de blow-up isolado e isolado simples

Nos dedicaremos agora as propriedades dos pontos de blow-up e pontos de blow-up
isolado simples. Basicamente todos os resultados vistos nas secoes 2.4 e 2.5 estarao
presentes aqui para o caso em que as solugoes satisfazem ({3.2). Veremos também mais

alguns resultados adicionais.

Lema 3.3. Seja u; satisfazendo (3.2)) e y; — y €  um ponto de blow-up isolado, entao

para todo 0 <r < £, temos

max u;i(y) < C4 min ui(y)
y€B2:(yi)\ B (yi) Y€ B2 (yi)\Bg (i)
onde B,(y;) denota a bola geodésica centrada em y; de raio s e C'; é uma constante

positiva que independe de 7 e 7.

Lema 3.4. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — y € Q um ponto de blow-up isolado.
Entao para quaisquer sequéncias R; — +00 e ¢; — 07 temos apos passarmos a uma

subsequéncia {u;,} (continuaremos denotando por {u;},{y;},etc. ), que

- 1 -3
) (exm, () 0)) = (14 3@l
C2(Bag;)
(3.4)
- 1 -3
(1) Loy ()T _ Z RYPE: < &
o R e O B CRE <e
HY(Bsg,)
e
L—>0quandoi—>oo, (3.5)
log u;(y:)

onde © = (xy, 25, x3) denota as coordenadas geodésicas normais centrada em y; dada

por exp,, (7).

Proposicao 3.5. Seja {u;} satisfazendo a equacao e y; = ¥ € Q) um ponto de
blow-up isolado simples cumprindo (2.2)) e (2.3) para qualquer i. Entao para alguma
constante C' dependendo somente de p, C, 1 Kill 1o« 1 Qill 2oy € o limite inferior po-

sitivo de inf inf Q;(y) temos
1 yeQ
ui(y) < Cui(y)~'d(y. ;) ™", para todo d(y,y:) < p/2,
onde p e C sdo dados pelas Defini¢oes e

70
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Além disso, passando a uma subsequéncia, para alguma constante positiva a > 0 e
K(z) = lim K;(x),

wi(yi)ui — aG(-. ) +bem Cp, (Bs(y) \ {7})

onde p = min{dy, p/2}, G & dado por (2.16) e b € C*(B,(7)) satisfaz —A,b+k(y)b =0

Para estabelecer esta proposicao é necessario alguns resultados auxiliares que serao

dados pela série de Lemas abaixo.

Lema 3.6. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — ¢y € Q um ponto de blow-up isolado

simples. Assuma que R; - o0oe 0 < ¢ < e

i sao sequéncias que satisfazem ((3.4) e
(3.5). Entao dado 0 < 6 < 1/100, existe p; € (0, p) que independe de i (mas depende

de ¢), tal que

uiy) < Coui () Nd(y, yi) ™, para todo Ruui(y:)~ 7 < d(y, ;) < p1,

pi—1

IV ui(y)| < Coui(y;)Md(y, y;) "%, para todo Riui(y;)™ = < d(y,y;) < pa

—1

IV2u;(y)| < Cous(ys) ™ d(y, yi) ">+, para todo Rywi(y) ™ = < d(y,u:) < pi

pi—1

7~ — 1 e Cy é uma constante positiva independente de 1.

onde \; = (1 —9)

A demonstracao do Lema anterior é similar a prova do Lema uma das diferencas

¢ definir o operador I; como ;o = Ay + Q:(y)u;(y)P o — Ki(y)p.

Lema 3.7. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — ¢y € Q um ponto de blow-up isolado
simples. Sejam R; — oo e 0 < g; < e % sequéncias nas quais (3.4) e (3.5) valem.

Fixado 0 < ¢ < ﬁ. Entao para todo 0 < o < p; fixado temos para ¢ suficientemente

grande que

/ Ay, = Ouy(ys) o),
d(y.yi)<o

d(y,yi)<o

/ d(y, 4|Vl
d(y,yi)<o

/ d(y, y)u? ™ = O(ui(y;) ™M)
d(y,y:)<o

IN

CgO’UZ‘(yZ‘)_Q)‘i

IN

O(ui(y;) W) + Caous(y;) >N

71
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onde C5 é uma constante que independe de i e o.

As trés primeiras desigualdades seguem analogamente ao que fizemos no Lema [2.8
e a tltima segue os mesmos passos, basta analisar os dois casos sobre a distancia, no
primeiro onde r; < d(y,y;) < p usamos o Lema para estimar e utilizamos no
segundo caso onde d(y,y;) <1; .

No restante desta se¢ao (x1, z2, 23) denotara um sistema de coordenadas geodésicas

normais centrado em y;. Usaremos a mesma notagao do Capitulo 2.

Lema 3.8. Seja u; cumprindo (3.2)) e y; — ¥ €  um ponto de blow-up isolado simples.
Se R, — oo e 0 < g < e i s3o sequéncias que satisfazem e . Entao para
0 <o < pq, temos que

|A(g, us)| < Caoui(y) ™

onde C5 é uma constante que independe de i e o.

Lema 3.9. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — ¢y € Q um ponto de blow-up isolado
simples. Se R; — 0o e 0 < g; < e~ s30 sequéncias que cumprem (3.4)) e (3.5)), entdo

7 = O(u;(y:) ™).

Consequentemente, u;(y;)™ — 1 quando i — oo.

A prova é uma modificacao do Lema substituindo por exemplo (2.11)) por (3.4)
e permutando a Pohozaev por (3.3)).

Lema 3.10. Seja u; atendendo (3.2) e y; — y € ©Q um ponto de blow-up isolado
simples. Se R; — oo e 0 < g; < e~ % sdo sequéncias que satisfazem (3.4) e (3.5)). Entao
para todo 0 < o < 7/2, temos que

li i i(yi) < C(o).
i sup max u (y)ui(y:) < C(o)

A Proposicao [3.5] entao pode ser demonstrada da mesma forma que a Proposicao
2.6l usando o resultado dos Lemas vistos anteriormente.

Os Corolarios a seguir sao versoes mais fortes dos Lemas [3.8lobtidos atraves
da Proposicao A demonstracao dos seguintes Corolarios difere da prova dos Lemas

apenas ao substituir a estimativa do Lema pela estimativa da Proposicao [3.5

Corolario 3.11. Seja u; satisfazendo (3.2) y; — v € © um ponto de blow-up isolado
simples. Sejam R; — oo e 0 < g; < e~ sdo sequéncias que satisfazem (3.4) e (3.5).
Entao existem p; € (0, p) independente de i tal que

IV ui(y)| < Coui(yi) " "d(y, y;)~> para todo Riu;(y;)~ 7 < d(y,u:) < pr
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IV2u;(y)| < Coui(yi) " d(y, y:) ™ para todo Riu;(y,)™ 2 < d(y,y:) < pr

onde C5 é uma constante positiva que independe de 7.

Corolario 3.12. Seja u; satisfazendo (3.2) y; — v € ©Q um ponto de blow-up isolado
simples. Sejam R; — oo e 0 < &; < e T sequéncias que satisfazem (3.4) e (3.5)). Entao

para todo 0 < o < p; fixado, temos para ¢ suficientemente grande que

/ d(y, g = Ous(ys) ),
d(y,yi)<o

d(y,yi)<o

/ Ay, )|V
d(yyi)<o

/ d(y,y)ul™ = O(u;(y:)
d(y,yi)<o

IN

0301%(%)_27

IN

O(u;(y:) ™M) + Caoui(y;) 2,

/ Ay, y) [Vl = O((us(ys) 2 log us(y:).
d(y,yi)<o

e / Ay, V2l = O((us(ys) > log us(y:)
d(y,yi)<o

onde C3 é uma constante independente de i e o positiva.

As duas tltimas estimativas sdao obtidas analisando os casos em que d(y,y;) < o e
r; < d(y,y;) < o. No primeiro caso, basta usar o Corolario anterior e no segundo fazer

uma mudanca de varidvel e usar (3.4]).

Corolario 3.13. Seja u; cumprindo (3.2) e y; — y € Q um ponto de blow-up isolado
simples. Se R; — oo e 0 < g; < e sdo sequéncias que satisfazem (3.4) e (3.5). Entao

|A(g, u;)| < Csou(y;) ™

onde C5 é uma constante que independe de i e o.

Corolario 3.14. Seja u; satisfazendo (3.2)) e y; — y € © um ponto de blow-up isolado

simples. Apos passar a uma subsequéncia de {u;}, as estimativas a seguir valem:

lim 1s(y)? / Ay, g™+ = 0,
d(y,yi)<o

i——+00
. . 2 2 2 _
lim lim supu;(y;) / d(y, yi)“lw| = 0,
050+ i—+00 d(y.yi)<o

lim lim supui(yi)g/ ui = 0
d(y,yi) <o

o—0t i—+o0

e lim lim supu;(y;)?|A(g,u;)| = 0.

oc—0t 1—=+o00
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O Lema a seguir tras uma estimativa sobre o gradiente da funcao (), que é uma

novidade quando comparado ao Capitulo 2 pois a equagao (2.3) nao envolvia tal funcao.

Os proximos dois resultados usam a mesma ideia das provas dos Lemas 2.5 e 2.6 de

Li em [I8]. Em nosso caso teremos 3 = 2.

Lema 3.15. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — y € ©Q um ponto de blow-up isolado

simples. Entao

7 =5—pi = O(ui(y:) ), IVEi(y:)] = O(ui(y;) log wi(ys).

Demonstrag¢ao. A estimativa sobre 7; segue da identidade de Pohozaev [3.3] e das esti-
mativas obtidas de u; perto dos pontos de blow-up isolado simples.
Sejam x = (1, x9, x3) as coordenadas normais geodésicas centradas em y; e n uma

funcao corte suave onde 7(z) = 1 se [z[ < § e n(z) = 0 se [z| > 0. Multiplicando a

du;
Equagao (3.2) por n— oz, e integrando por partes em |z| < o, temos

Ou; 1 0
/ A um / Kyumam / Qi+
|z|<o 81'] |z|<o ax] Di + 1 |z|<o axl

Usando as estimativas para u; perto dos pontos de blow-up isolado simples, segue que

[ Gt

z|<o 81’1

= O(ui(O)_2 log u;(0)).

Pela condigao (*)s e argumentos usados na prova do Lema 2.5 de [I8], temos que

aQ’ Di
50O [ oy

d i Qi
— O(u;(0)?logu;(0)) < ‘/|z|<a { (922] _ a_i} uPit!

< |2 |ul ™
|z|<o

Logo,
<C |x|ulJr + O(ui(O)_2 log u;(0))

|z|<o

8Q1 Di
(9301( )/lzl<aui(x) +1

Com argumento analogo ao que fizemos em ([2.31)), temos que / uP T < C. Assim,
|lz|<o

IVQ:i(0)| < O(u;(0) % log u;(0)) + C |z|w;(z)P " dr = O(u;(0) 2 log u; (0))
|z|<o
pelo Corolério Logo, o Lema esta demonstrado. O
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Proposicao 3.16. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — y € Q um ponto de blow-up

isolado simples com algum p > 0, tal que

ui(yi)u; = h em Ch (Bs(9) \ {7}) -

Assumindo que para a > 0 em um sistema de coordenadas normais geodésicas © =

(21, 9, x3), tenha-se

h(z) = |%| + A+ o0(1) quando |z| — 0,

entdao A <0.

A demonstracao é similar a Proposicao A grande diferenca é que ao estabelecer
a Identidade de Pohozaev neste caso obtemos mais uma estimativa, entao para provar

a Proposicao precisamos calcular a estimativa extra

lim u?(0)

1—00

—0. (3.6)

/B(x.VQi(x))ui(x)pi‘Hdv

Pelos argumentos usados na demonstracao do Lema 2.5 de [18], podemos escrever

/Bg(:c.VQi(x))ui(x)pinv = VQZ»(O)/

Bs

zu;(2)P T dv + O (/ |2 [P ()P dv)
Bs

A estimativa (3.6) entdo pode ser deduzida pelo Lema e o Corolério [3.14]

A proxima Proposicao afirma que todo ponto de blow-up isolado é simples.

Proposicao 3.17. Seja u; satisfazendo (3.2) e y; — y €  um ponto de blow-up

isolado. Entao y é um ponto de blow-up isolado simples.

Com a Proposicao [3.16] o resultado acima pode ser estabelecida com pequenas

modificagoes nos argumentos da Proposigao [2.18

3.4 Teoremas de Compacidade

Nesta secao veremos as generalizacoes dos Teoremas de compacidade e
vistos no capitulo anterior, além de alguns resultados adicionais obtidos a partir do
Teorema 3.19.

O Teorema a seguir é uma generalizacdo do Teorema [2.23]e que fornece estimativas

a priori na norma H' (M) para solu¢oes da Equacao (3.1]).
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Teorema 3.18. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3 compacta,

entdo para todo 9 > 0,

[ull grary < €, para todo u € U Mo xp
1+e0<p<5

onde C' depende somente de M., g.<o € ||kl [|Qllc2ary € 0 limite inferior positivo
de Q em M.

Continuaremos denotando A; como o primeiro autovalor de —A, + K. O préximo

resultado é uma extensao do Teorema [2.24]

Teorema 3.19. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao trés compacta

suave e K € CY(M), \; positivo e Q(y) € C*(M) uma funcgao positiva. Se

min Ax,(y) > 0.

entao para todo €9 > 0,

1
c <Su<CemM e |[ulpey < C, para todo u € U Mo .k p
1+e0<p<s

onde C' € uma constante positiva dependendo somente de M, g, o, || K [|c1ppy - 1@l c2an

e o0s limites inferiores positivos de Ak 4, A\ e Q.

De posse da Proposicao [3.16] os Teoremas e podem ser estabelecidos
com pequenas modificagbes nos argumentos usados no capitulo anterior utilizando o
Teorema da Massa Positiva. Veremos as definicoes de variedade positiva e de um

operador compacto para estabelecer o proximo Teorema.

Definigao 3.1. A variedade Riemanniana ()M, g) é dita positiva se o primeiro autovalor

de —L, = —A, + 4(7;—__21)]%9 é positivo.

Definimos em variedades positivas o operador compacto T : C**(M)* — C**(M)
por
1 -1
Tu= (—Ag + gRg) (QuP),
onde 0 < a < 1 e C**(M)* denota o conjunto das fungdes positivas em C**(M). O

conjunto D, referido a baixo serd o mesmo definido no Capitulo 2.

Teorema 3.20. Seja (M, g) uma variedade Riemanianna de dimensao 3 positiva com-

pacta suave que nao € equivalentemente conforme a esfera unitdria tri-dimensional.
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Entao, para todo 1 < p <5 e toda funcao positiva Q € C*(M), existe alguma cons-
tante C' dependendo de M., g.||Q|c2(ar) € 0s limites inferiores positivos de Q) e p—1 tal
que

1

6 <u< Ce ||Ullc’3(]\/1) < C,

para toda solugio u de —Agu + Ryu = QuP onde u> 0 em M. Além disso, deg((I —
T),D4,0) = —1 para A suficientemente grande. Consequentemente a equagao —A u+

1 — ()5 ~
sRyu = Qu’ tem pelo menos uma solugao.

A estimativa a priori do Teorema anterior segue do Teorema [3.19]e do Teorema da
Massa Positiva de Schoen e Yau. O grau de contagem de todas as solucoes segue das
estimativas a priori e argumentos de [26].

Podemos derivar do Teorema[3.19 resultados de existéncia e de multiplicidade (mul-
tiplicidade de contagem) como fizemos no capitulo anterior com o Teorema Con-

sidere o seguinte problema de minimizacao:

min {E(v) ‘v € HY (M), ; Qv = 1} , (3.7)

onde E(v) :/ (|V40|* + Kv?).
M
O Teorema a seguir é uma extensao do Teorema [2.26

Teorema 3.21. Supondo as mesmas hipdteses do Teorema entao (3.7) é atingido

em alguma fungao positiva v € C*(M).

Podemos derivar o Teoremas 3.21 do Teorema 3.19 do mesmo jeito que deriva o
Teorema [2.26] do Teorema [2.241
Considere o operador F : C>*(M)* — C%*(M) dado por

F(v)=v— (=2 + K(y) " (BE(v)Qv%).

onde 0 < o < 1.

O proximo resultado é uma extensao do Teorema

Teorema 3.22. Supondo as mesmas hipdteses do Teorema [3.19] entao para A sufici-

entemente grande temos que 0 nao pertence a F (092)) e
deg(F,Q,0) = —1.
Em particular, Mg g5 # 0.
Usando o Teorema podemos provar o Teorema anterior como em Schoen [26].

7
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Observagao 3.1. Se (M, g) = (S?, g) é a esfera unitaria tri-dimensional, K € C(S?)
satisfaz K (y) < 2 = £Ry, ¢ Q € C*(S?) ¢ uma funcdo positiva, entdo as hipoteses do
Teorema [3.19]sao satisfeitas. Consequentemente, os resultados dos Teoremas

e B.22 sao todos validas.

Observacgao 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta suave de dimen-
sao 3 positiva nao equivalentemente conforme a esfera unitaria tri-dimensional. Entao,
pelo Teorema da Massa Positiva, existe € = (M, g) > 0 tal que para todo K € C*(M)
satisfazendo K < %Rg + e em M e toda fungio positiva Q € C%(M); as hipoteses do
Teorema [3.19] valem. Logo, os resultados dos Teoremas [3.19] [3.21] e [3.22] sao validos.

3.5 Compacidade e existéncia de fun¢ao minimizante

quando () é positiva em algum lugar

Veremos nesta tltima se¢ao um resultado de compacidade no caso em que a funcao
Q € C? da equacao é permitida mudar de sinal desde que seja positiva em algum
lugar. Veremos como consequéncia desse Teorema de compacidade que o problema de
minimizagao neste caso tem solugdo. O Lema a seguir nos ajudard a demonstrar tal

resultado.

Lema 3.23. Seja K; — K em C°(M), Q; — Q em C°(M), p; < 2, p; — 2 ey,

satisfazendo

70

{HUZH o 1)} seja uniformemente limitado.
Entao para algum nimero positivo €y e C' independente de i,
w < Cem {ye MQy) <e}.
Demonstragao. Provaremos por contradi¢do. Suponha entdo que apds passar a uma

subsequéncia exista uma sequéncia y; — y € M tal que u;(y;) — oo e Q(y) < 0.

Escolhendo ¢; — 0" de modo que o conjunto

O; :=={y € M|Qi(y) <&}
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tenha a seguinte propriedade
d(5i, D0;) 7T uy () — 0o, (3.9)

Considere a seguinte fungao em O;:

2

fily) = d(y, 00;) 7 Tu,(y),

e seja y; € O; o ponto de maximo da fungao f; em O;, isto é

filys) = max f;.
Note que por (3.9) temos que f;(y;) — oo. Considere agora o; = 3d(y;,00;) > 0, temos

entao que

= __2
O’ipi71 max > 2 pi*lfi(yi) — 00,
Bai(yi)

2
(ZUz)ﬁUz(yz) > max f; > o/ max u;.

By, (yi) Bo; (yi)

Consequentemente, ,
o ui(y:) — o0
e
wi(y;) > 2R T max Uj. (3.10)
Bo; (yi)
Sejam = = (x1,--- ,x,) a coordenada geodésica normal de centro em y; e w; o conjunto

definido por

pi—1

w;i(r) = wi(y;) (expyi (ui(yz)_pTilx>> x| < oui(yi) T — o0l

Note que w; satisfaz em vista de (3.10)
—Apwi(w) = Qi(w)wi(@) — wi(y) P Ki(w)wi(x), o] < osui(y)>
(3.11)

2 i —1

2 mTwi(z) < wi(0) =1, 2] < Uiui(yi)pzT
onde Qz(l') = Q; (eXPyi (Uz(yz)_%x>> J@‘(@ = K; (eXpyi (Uz(yz)_p—;l$>> e h =

hos(2)dzda? = g.s(ro)dz*dz” denota a métrica escalar.
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Por outro lado, temos pelos Teoremas de Mergulho de Sobolev que

[t <clu
M

pois ||| g1 (ary € uniformemente limitado por hipotese. Logo,

pi+1
H(M) <C

) (pi—Ln )
/| ot WP < Cuy () T2t / W< O (3.12)
z|<owu;(y;)” 2 M

Calculando o limite com i — oo, temos por (3.11)), (3.12)) e a teoria eliptica que ao

passar a uma subsequéncia

w; — W € Cfoc(Rn),

onde w € L%(Rn), satisfaz para alguma constante Q < 0,
A g2
—Aw = Quw~»=2, w>0, em R".

Note que para Q < 0 a equacao acima nao tem solucao. Quando Q = 0, todas as
solugoes sao constantes positivas logo nao podem pertencer a =T que é uma

contradicao. Portanto, o Lema esta provado. O

A seguir veremos o principal resultado desta se¢ao sobre a compacidade de solucoes

de energia finita em variedades tri-dimensionais quando ) é permitida mudar de sinal.

Teorema 3.24. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta suave, K em
CH(M) com A\ positivo, Q € C*(M) uma fungao positiva em alguma parte. Assu-
mindo que

min Aq(y) > 0.

Entao para todo p; <5 com p; — 5, K; — K em CY(M), Q; — Q em C*(M) e toda
solugao u; de (3.8) com energia {HuiHHl(M)} uniformemente limitado, temos

1
ol <u; < C elluillesary < C, para todo i

onde C' € uma constante que independe de i.

Demonstracao. Pelo Lema temos que para algum ¢y > 0, {u;} é uniformemente
limitado na regiao em que ) < g,. Para este caso portanto, estd provado. Vejamos
agora caso ) > €. Devido ao que vimos no Capitulo 2, {u;} é uniformemente limitado
em M ou apds passar a uma subsequéncia, existem muitos porém finitos pontos de
Blow-up isolado simples na regiao em que @ > y. Se {u;} é uniformemente limitado,

entao as estimativas das derivadas superiores seguem da teoria eliptica. Caso contrario,
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) (m)

— g, y™ — 5 todos os pontos de blow-up isolado simples. Sabemos

sejam /' ;
pela Proposigéoque {ui(yf) u;) } € uniformemente limitado em qualquer subconjunto
compacto de {y € M | Q(y) > =0/2} \ {#V,...,y™}. Além disso, usando o fato
que {u;} é uniformemente limitado em {y € M | Q(y) < ¢} e a Desigualdade de
Harnack, obtemos que {ui(yfl) u;)} € uniformemente limitado em qualquer subconjunto
compacto de M \ {#V), ..., 5™ }. Dessa forma, podemos escrever a Identidade do tipo

Pohozaev de u; em Bg(y(l)

2

), usando a hipotese que min Ay ,(y) > 0 e chegarmos a
yeM ’
uma contradicdo. Portanto, a sequéncia minimizante {u;} é de fato uniformemente

limitado. Logo, o Teorema esta provado. O

Vejamos por fim uma aplicacdo do Teorema anterior.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta suave de dimensao n > 3, K €
CY(M) com primeiro autovalor A\; positivo e Q € C?(M) uma funcao positiva em

n+2

alguma parte. Considere para 1 < p < =5, o seguinte problema de minimizagao:

Sp:inf{/ (|Vyul® + Ku®);u € H' (M), QlulPtt :1}.
M '

M

n+2

Note que para 1 < p < 2%,

S, € atingido para alguma func¢ao positiva, denotemos

ela por u, e S, — Sz—té € (0,00) para p — Z—J_rg pela esquerda. A equacao de Euler-
Lagrange de u, é

—Agup + Kuy = S,Qup, up, >0, em M.
Vejamos entao o seguinte resultado.

Corolario 3.25. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tri-dimensional compacta

suave com A; positivo e K € C'(M). Assumindo que

grlrélﬁ Ak 4(y) > 0.

Entao para todo Q € C%(M) positivo em alguma parte, S5 é atingido em alguma

funcao positiva. Em particular, Mg x5 # 0.

Observacao 3.3. Quando (M, g) é uma variedade Riemanniana positiva tri-dimensional
compacta suave nao equivalentemente conforme a esfera unitaria de dimensao 3 e
K = £R, temos pelo Teorema da Massa Positiva que Hjlvijn Aip, 4 > 0 e assim existe
solucao pelo Corolério Mas neste caso especifico Escobar e Schoen em 1986 ja

haviam provado tal resultado em [10].
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