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Resumo

Neste trabalho, estudamos a obtencao de subvariedades compactas do tipo-espaco
de codimensao 2 através das hipersuperficies especiais do tipo-luz. Para um enten-
dimento mais aprofundado abordaremos os principais resultados das geometrias Rie-
manniana e semi-Riemannianas até que possamos definir o que é uma subvariedade
aprisionada. Iremos ver que obter uma orientacao temporal para a subvariedade Lo-
rentziana Y e uma base pseudo-ortogonal para o (T'Y)* possuem o cunho fundamental
para a nossa base de calculos e, desse modo, podemos definir e caracterizar as subvari-
edades aprisionadas quanto a sua causalidade e informar quais as restricoes necessarias

para que possa ser consideradas compactas.

Palavras-chave: Subvariedades Aprisionadas, Cone de Luz, Steady State Space.



Abstract

In this work, we study the obtainment of compact submanifolds of the codimension
2 spacelike through special lightlike hypersurfaces. For a more in-depth understanding,
we will approach from the main results of Riemannian and semi-Riemannian geome-
tries. We will see that obtaining a temporal orientation for the Lorentzian submanifolds
¥ and a pseudo-orthogonal basis for (T£)* have the fundamental feature for our calcu-
lation base and, thus, we can define and to characterize the trapped submanifolds as to

their causality and inform which restrictions are necessary to be considered compact.

Keywords: Trapped Submanifolds, Lightcone, Steady State Space.
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Introducao

Neste trabalho, com base no artigo de Luis J. Alias, Verénica L. Cédnovas e Marco
Rigoli, [2], estudamos os métodos de obtengao de subvariedades aprisionadas do tipo-
espaco de codimensao 2 que fatorizam através das hipersuperficies do tipo-luz especiais:
o cone de luz e o steady state space.

Nosso trabalho, foi construido de modo que apenas o conhecimento prévio de vari-
edades sudveis é necessario ou uma breve leitura na referéncia [9] nos capitulos iniciais
para um entendimento.

No Capitulo 1, estudamos as adequagoes necessarias para a modelagem do nosso
problema, assim como em todo curso de geometria Riemanniana aprendemos sobre as
geometrias semi-Riemannianas. Entao, colocamos aqui os principais resultados e re-
feréncias para o pleno compreendimento de nosso trabalho. Cada informacao aqui pode
ser refinada com uma leitura aprofundada do livro [15], o qual as ideias necessérias
foram retiradas e integradas no artigo que esse trabalho foi baseado. Inicialmente,
abordaremos o basico de variedades Lorentzianas com algumas defini¢oes e proprieda-
des. Nas secoes 1.2 e 1.3 estaremos aprendendo um pouco mais sobre a base do nosso
problema: hipersuperficies e seus operadores vinculados. Na secao 1.4, trataremos
de produtos Warped com alguns de seus conceitos. Finalmente, na se¢ao 1.5 iremos
caracterizar as subvariedades do tipo-espaco em variedades Lorentzianas.

O Capitulo 2 é dedicado aos resultados de construcao das subvariedades do tipo-
espaco através das hipersuperficies do tipo-luz: o cone de luz e o steady state space. Na
secao 2.1 iremos comegar com as ideias de Orientabilidade Temporal, até que possamos
definir o espaco-tempo. Na secao 2.2 iremos definir o principal espaco-tempo de nosso
trabalho: o espaco-tempo de Sitter, determinaremos as subvariedades do tipo-espaco
com codimensao 2.

No Capitulo 3, estudamos uma caracterizagao para as subvariedades determinadas
nas subsecoes 2.2.1 e 2.2.2, de modo que as subvariedades sejam compactas. Apre-
sentaremos inicialmente Lemas importantes para tais caracterizacoes que podem ser
encontradas nas referéncias [4] e [7], ambas sao textos bases de um curso de geometria

Riemanniana. Nas sec¢oes 3.1 e 3.2 trataremos as caracterizagoes dos compactos através



do cone de luz e do steady state space. Finalmente, traremos na se¢ao 3.3 um resultado

de unicidade para a equacao diferencial citadas nos Capitulos 2 e 3.



Capitulo 1
Preliminares

Concentraremos nossa atencao nas variedades Lorentzianas neste capitulo, onde sao
atribuidas as nocoes fundamentais de causalidade e orientacao temporal, de modo que
possamos, mais tarde, descrever a geometria dessas variedades assim como sao feitas
na Geometria Riemanniana. Partiremos da premissa que, se tenha o conhecimento
prévio do que é uma variedade diferencial (em particular, suave) e suas propriedades,
do contrario recomendamos as referéncias [8] e [9] para um pleno aprofundamento do

assunto.

1.1 Variedades Lorentzianas

Definigao 1.1. Uma Variedade Lorentziana m-dimensional é um par (M, g) onde M
é uma variedade m-dimensional e g é uma métrica com indice i= 1. Essa métrica serd
chamada de métrica Lorentziana e tera assinatura (1,m — 1). Isto é, a métrica g serd

representada como

m
g(v,w) = —viwy + Y vaw;
i=2
com v,w € M.

Por simplicidade, denotaremos a variedade Lorentziana m-dimensional (M, g) por
apenas M, lembrando sempre que estamos usando a métrica Lorentziana definida em
M e indicaremos a dimensao de M quando necessario.

Verifica-se que, a métrica Lorentziana nos propoe novas classes de vetores em M.
E, assim, abrir um novo conjunto de informacgoes e regras que editara todo o corpo

desse trabalho. A Definicao a seguir ird caracterizar essas novas classes.

Definicao 1.2. Seja v € T, M um vetor tangente do ponto p € M. Nés diremos que v

é
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i) tipo-espago, se g(v,v) > 0 ou v = 0;
ii) tipo-tempo, se g(v,v) < 0;
iii) tipo-luz, se g(v,v) =0; e
iv) causal, se g(v,v) > 0e v #0.

A Definicao 1.2 é o que chamaremos de carater causal do vetor v. Podendo ser
estendido para o caso de campo de vetores tangente, isto é, se X € X(M) diremos que
X é tipo-espago (respectivamente, tipo-tempo, tipo-luz e causal) se X, := X(p) é um

vetor do tipo-espago (respectivamente, tipo-tempo, tipo-luz e causal).

Definicao 1.3. Seja W C T,M, com p € M, um subespaco vetorial. Entao, W ¢é dito:
1. tipo-tempo se, e somente se, W possui um vetor do tipo-tempo;
2. tipo-espaco se, e somente se, todos os vetores em W sao do tipo-espago; e
3. tipo-luz caso contrario.

Proposicao 1.1. Seja W C T, M um subespaco.

a) W ¢é do tipo-tempo se, e somente se, W+ é do tipo-espaco. Além disso, W é do

tipo-espaco se, e somente se, W é do tipo-tempo;
b) W é do tipo-luz se, e somente se, W NW= # {0} se, e somente se, W é do tipo-luz.

Demonstragao. (a) Se W C T,,M é um subespaco do tipo-tempo entao W contém um
vetor do tipo-tempo. Deste modo, W conterda um vetor unitario, digamos, w entao
existe uma base ortonormal {ei,...,e, i, w} de M. Desde que WL C Span{e;|i =
1,...,n—1} e g é positiva e definida neste gerado, W= é um subespaco do tipo-espaco.
Reciprocamente, suponhamos W+ seja um subespaco do tipo-espaco. Entéo, T,M =
W e W+, Sejav € T,M do tipo-tempo, entdo v = w+u para alguns w € W eu € W+
e g(w,w) = g(v,v) — g(u,u) < 0. Dai, w é vetor tipo-tempo e, desse modo, W é um
subespaco do tipo-tempo. Para a segunda parte note que W+ = W.

(b) Seja W um subespaco do tipo-luz entao W contém um vetor wy do tipo-luz,
mas nenhum vetor do tipo-tempo. Entao, Ya € R e Yw € W, g(w + awy, w + awy) =
g(w,w) + 2ag(wy,wy) > 0. Desde que a foi escolhido de modo arbitrario, ndés temos
g(w,w) =0 Yw € W = wy € Wt = WNWH=. Reciprocamente, se 0 # wy € WNW+
entao wy é um vetor do tipo-luz. Desde que, pelo item a), W nao pode conter um
vetor do tipo-tempo e, além disso, W é um subespaco tipo-luz pois wy € W. Para
concluirmos a demonstracao notemos que W+t = W voltando, entdo, ao caso da do

inicio da demonstracao. O
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Corolério 1.2. w € W é um vetor do tipo-tempo se, e somente se, wt C V é do

tipo-espaco.

Corolario 1.3. Dois vetores tipo-luz sao ortogonais se, e somente se, eles sao propor-

clonais.

Demonstragao. Seja v,w € T,M vetores tipo-luz e v € T,M um vetor tipo-tempo.
Suponhamos que g(v,w) = 0. Entao, pelo Corolario 1.2, g(u,v) # 0, tomemos a € R
tal que g(u,w 4 av) = 0. Entao, novamente pelo Corolario 1.2, w + av é um vetor do
tipo-espago. Mais ainda, g(w + av, w + av) = g(w, w) + 2ag(v,w) + g(v,v) = 0, entao

w + av = 0 e os vetores sao proporcionais. A Reciproca é trivial. O

Exemplo 1.1. Seja W C T,M um subespaco (n — 1)—dimensional do tipo-luz. Entao,
W+ é um subespaco do tipo-luz e possui dimensdo 1. Além disso, W+ Cc W. Sew € W

ew ¢ W entdo w é do tipo-espaco.

1.1.1 Conexao de Levi-Civita

Sejam V e W campos de vetores em uma variedade Lorentziana M. Queremos
definir um novo campo de vetores, Vi, W, em M cujo o valor em cada ponto p é o vetor
taxa de variacao de W na direcao de V,. Existe uma maneira natural de fazer isto em
M.

Definigao 1.4. Seja uy, -+ u,, as coordenadas natural em M. Se Ve W = > W0,

sao campo de vetores em M, o campo de vetor
VoW = V(W)

é chamado de derivada covariante natural de W com respeito a V.

Desde que a definicao nao distingue as coordenadas em M, acaba nao sendo obvio
como estende-la para uma variedade Lorentziana arbitraria. Neste contexto, podemos

axiomatizar essas propriedades.

Definicao 1.5. Uma conexao V em uma variedade suave M é a fungdo V : X(M) x
X(M) — X(M) tal que

i) VixigvZ = fVxZ + gVy Z (R-linearidade);
i) Vx(Y+Z) =VxY + VxZ (F(M)-linearidade); e

iil) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
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onde X,Y,Z € X(M) e f,g sao aplicagoes suaves. VyW é chamado de derivada

covariante de W com respeito a V para a conexao V.

Vejamos agora um resultado de carater algébrico, o qual nos diz que na presenca

da métrica podemos identificar campos com 1-formas.

Proposicao 1.4. Seja M uma variedade Lorentziana. Dado V' € X(M), seja V* a

1-forma em M tal que
V*(X) = g(V, X) para todo X € X(M).

Entao, a funcao V' — V* é um isomorfismo F(M)-linear de X(M) até X*(M)

Demonstragao. Desde que V* é F(M)-linear isto é, certamente, uma 1-forma e a funcao

V — V* é também F(M)-linear. O isomorfismo segue de dois fatos:
(1) Se g(V, X) = g(W, X) para todo X € X(M), entao V =W.

(2) Dado qualquer 1-forma 6 € X*(M) existe um tnico campo de vetores V € X(M)
tal que 6(X) = g(V, X) para todo X.

Seja U = V — W. Entao, para a afirmagao (1) basta apenas provarmos que se
9(U,, X,) = 0 para todo X € X(M) e p € M, entao U = 0. Desde que todo elemento
do T),M possui a forma X, o resultado segue pela nao-degeneracidade da métrica.

Agora (1) é exatamente a afirmacao que garante a unicidade em (2), desse modo a
prova de (2) é suficiente para encontrarmos V' em uma vizinhanga coordenada arbitraria
U. Dado 0 = 3 0;dr; em U, seja V = 37, - ¢"70,0;. Entao, desde que (g; ;) e (g"7) sdo
matrizes inversas,

g(V.0k) = g"76:9(0;,0%) = D> 0:g" g1
i irj

= 0:0;1 = 0k = 0(0p).

Segue pela F(M )-linearidade que g(V, X) = 6(X) para todo X em U. O

O seguinte resultado fundamental é conhecido como milagre da geometria semi-

Riemanniana:
Teorema 1.5. Em uma variedade Lorentziana M existe uma unica conexdo V tal que
[) [V;W] = V\/W— VXV €

1) Xg(V.W) = g(VxV, W)+ g(V,VxW)
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para todo X, V,W € X(M). V é chamado de conexdo de Levi-Civita de M, e é carac-

terizada pela formula de Koszul

2g9(Vy W, X) = Vg(W, X) + Wg(X,V) — Xg(V, W)
—g(V.[fW. X]) + g(fW, [X,V]) + g(X, [V, fW])

Demonstragao. Suponha que V é uma conexao em M satisfazendo (I) e (/). Verifica-

se que
Vg(W, X) = g(VyW, X) + g(W, Vi X),
Wg(X,V) =g(VwX, V) +g(X,VwV),
—Xg(V,W) = —g(VxV,W) — g(V,VxW),
—g(V,[W.X]) = —g(V,.Vi X = VxW) = —g(V. Vi X) + g(V, VxW),
gW X, V]) =g(W,VxV = VyX) = g(W,VxV) = g(W,VyX) e
g(X,[V.W)) = g(X, VW = Vi'V) = g(X, Vy W) — g(X, Vi V).

Donde, conclui-se que, somando as equagoes acima temos 2g(Vy W) e, desse modo,
a formula de Koszul é satisfeita. Note ainda que, a afirmagao (1) na Proposi¢ao 1.4,
garante a unicidade. Para provarmos a existéncia defina a aplicacao F' : X(M) x
X(M) x X(M) — R dada por F(V,IW,X) = Vg(W,X) + Wg(X,V) — Xg(V,IWV) —
gV [fW, X]) + g(fW,[X, V]) + g(X, [V, fW]). Note que, para VW € X(M) fixos
a funcao X — F(V,W,X) é §F(M)-linear, e desse modo é uma 1l-forma. Pela Pro-
posicao 1.4, existe um tnico campo de vetores, o qual denotaremos por VW, tal que
29(VyW, X) = F(V,W, X) para todo X € X(M). Portanto, a férmula de Koszul é
garantida e, com isso, podemos deduzir as propriedades de conexao junto de (I) e (11)

O

1.1.2 Curvaturas

Nessa secao falaremos, um pouco sobre a nocao de curvatura em uma variedade
Lorentziana, que no final, possuira o mesmo critério comportamental de uma variedade
Riemanniana. A nogao de querermos medir a curvatura de uma variedade, é pensar o
quanto a curvatura influéncia para M deixar de ser euclidiana. Assim, segue a primeira

definicao de curvatura devido a Riemann.

Definigao 1.6. Seja M uma variedade Lorentziana com uma conexao de Levi-Civita
V. A aplicagao R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

R(X,)Y)Z =Vxy)— [Vx,Vy| Z

8
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é chamada de Curvatura Riemanniana.

Observe que se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"). Com
efeito, se indicarmos por Z = (2, - - - , z,,) as componentes do campo Z nas coordenadas

naturais do R", obteremos que
VXZ = (XZl, . XZn),
donde
VyVxZ =YXz, ,YXz,),

o que implica que
R(Xv Y)Z = V[X,Y] - [VX, VY] Z =0,

como haviamos afirmado.

O que nos leva a seguinte Definigao:

Definigao 1.7. Dizemos que uma variedade é plana (ou flat) quando a curvatura

Riemanniana é identicamente nulo.

Exemplo 1.2. Os espagos Euclidianos e os Semi-Euclidianos sao variedades planas,
pois os simbolos de Christoffel sdo identicamente nulos, nesse contexto, sao dados pelas

derivadas da métrica que sao nulas nesses espacos.

Proposicao 1.6. Sejam z,y, z,v,w € T,M, entao
(1) R(z,y) = —R(y,);
(2) 9(R(z,y)z,w) = —g(R(z,y)w, v);

(3) R(x,y)z+ R(y,z)x + R(z,z)y =0; e

(4) g(R(ZC, y)U, w) = g(R(Uv U))x? y)

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada na referéncia [15] Proposigao
3.36. 0

Note que, os itens (1) e (2), da Proposicao anterior, mostram que a curvatura
Riemanniana contém uma anti-simetria que precisa ser considerada. O item (3) é
conhecido como a Primeira Identidade de Bianchi.

Trabalhar com a curvatura Riemanniana R nem sempre é simples. Assim, para
facilitar o entendimento iremos definir uma nova curvatura o qual, estd intimamente

relacionado com o curvatura Riemanniana.
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Um subespaco bidimensional II do espaco tangente 7, M é chamado de plano tan-

gente de M em p. Para vetores tangentes v, w € T, M defina a seguinte funcao

Q(v,w) = g(v,v)g(w, w) — g(v,w)’

Verifica-se que, Q (v, w) # 0 se, e somente se, I1 é um plano tangente nao-degenerado.
Proposicao 1.7. Seja II um plano tangente nao-degenerado de M em p. O ntmero

g(R(v,w)v,w)

Bl w) =0 w)

nao depende da escolha da base {v, w} de II, e chamaremos K (II) de curvatura seccional
de M.

Demonstracao. Quaisquer duas bases de II sao relacionadas pelas equagoes

v=ax+by
w = cxr+dy

onde o determinante dos coeficientes ad — be é diferente de zero. Um céalculo direto

mostra que
g(R(U7 w>v7 U}) = (ad - b())gg(R({E, y)IE, y)

Q(v,w) = (ad — be)*Q(z,y).
O

Portanto, a curvatura Seccional K de M é uma funcao real definida no conjunto de
todos os planos tangentes nao-degenerados de M.

Dizemos que uma aplicagao multilinear F' : T,M* — R é tipo-curvatura, se ela
satisfaz todos os itens da Proposi¢ao 1.6 para a funcao (v, w,z,y) — g(R(v,w)z,y).
Assim, se F(z,y,z,y) = 0 para quaisquer v,w € T,M tais que II = span(v,w) é um
plano tangente nao-degenerado entao F' = 0. Segue que K determina R no seguinte

sentido:

Lema 1.8. Seja F' uma funcao tipo-curvatura em 7,M tal que

F(v,w,v,w)
g9(v,v)g(w, w) — g(v, w)

K(v,w) = 5

para quaisquer que sejam v e w geradores do plano tangente nao-degenerado. Entao

g(R(U7 U))l', y) = F(v’ w’ x’ y)

10
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para todo v, w,z,y € T,M.

Demonstracao. Como a diferenga de fungoes tipo-curvatura também é tipo-curvatura
definimos Y(v, w, z,y) = F(v,w,z,y) — g(R(v,w)z,y). Por hipdtese, T (v, w,z,y) =0
se IT = span(v, w) é um plano nao degenerado de T,M. Assim pela observagao feita

antes deste coroldrio, T = 0. O

Uma variedade Lorentziana M possui curvatura constante se a fun¢ao curvatura
seccional é constante. O proximo resultado nos fornece uma férmula para R quando

K é constante.

Proposicao 1.9. Se M possui curvatura seccional constante C', entao

R(z,y)z = C{g(z,7)y — g(z,y)r}

Demonstragao. Observe que definindo F(z,y,v,w) = C{g(v, z)g(y,w) — g(v,y)g(x,w)}

temos F' uma funcao tipo-curvatura em cada ponto, e

F(z.y,z.y) = C{g(x.2)g(y,y) — g(x,y)*} .

Se IT = span(x,y) é um plano tangente nao-degenerado, entao

F
K(z,y)=C= )
9(x,2)9(y,y) — g(z,y)
e o resultado segue do Lema 1.8. ]
Seja r = z, um vetor unitério em 7M. Tomemos uma base ortonormal {z1,- -+, 2,-1}

do hiperplano de T,,M ortogonal a x.

Definicao 1.8. Seja R a curvatura Riemanniana de M. Diremos que a curvatura de

Ricci a média dada por

Definicao 1.9. Seja R a curvatura Riemanniana de M. Diremos que a curvatura

escalar de M é a média dada por

K(p) = %ZRiCp(Z]‘) = n(n;—l) Zg(R(zi, %)%y %5)

11
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Verifica-se que, as Defini¢oes acima nao dependem da escolha das correspondentes
bases ortonormais. Os devidos resultados pode ser encontrado em [4] na pégina 108 e

para uma leitura mais completa recomendamos [15].

1.2 Subvariedades em variedades Lorentzianas

Apresentaremos algumas das defini¢coes e propriedades importantes que traremos
da Geometria Riemanniana para o nosso meio Lorentziano, e veremos que a métrica
Lorentziana fara com que a geometria aqui abordada seja, pontualmente, diferente da
praticada no meio Riemanniano. Tendo isso em mente, faremos esse estudo um pouco

mais aprofundado. De modo que, fique claro cada um dos tépicos aqui abordado.

Definicao 1.10. Sejam M™ e 3" variedades Lorentzianas. Uma aplicacao diferenciavel
@ : 3% — M é uma imersao se dy, : T, — T,(p)M ¢é injetiva para todo p € M. Se,
além disto, ¢ é um homeomorfismo sobre ¢(3) C M, onde ¢(X) tem a topologia

induzida por M, diz-se que ¢ é um mergulho.

Nas condigoes da Definicao 1.10, podemos definir o que é uma subvariedade Lorent-

ziana.

Definicao 1.11. Uma subvariedade n-dimensional ¥, de uma variedade Lorentziana
m(> n)-dimensional M, é uma variedade n-dimensional tal que existe uma imersao

¢ : X — M. O inteiro m — n é chamada de codimensao da subvariedade.

A imersao ¢ : ¥ — M fornece uma métrica para .. Isto é chamado de métrica

induzida e é definida por

onde X,Y € X(X) e gus representa a métrica em M.

Proposicao 1.10. Seja ¢ : M{" — MJ", n < m, uma imersao da variedade M; na
variedade Ms. Para todo ponto p € My, existe uma vizinhanca V' C M; de p tal que a

restri¢ao ¢|V — My é um mergulho.
Demonstrag¢ao. A demonstracao pode ser encontrada na referencia 4 pag 14. O

Introduziremos algumas defini¢oes, as quais serao de grande importancia para os

futuros capitulos. Comegaremos com as definicao de subvariedades conformes.

12
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Definicao 1.12. Seja ¢ : ¥ — M uma imersao entre duas variedades (3, gs) e (M, gar)-
Diremos que ¥ é uma subvariedade conforme (e 1) uma imersao conforme) se a métrica

induzida satisfaz
V*(gs) = Ngu

para alguma funcao A € C®(X),A > 0. A funcdo positiva A é chamada de fator

conforme de gj; com respeito a gs.

Se A é uma constante, digamos, ¢ diremos que ¥ é uma homotetia de M com

coeficiente ¢?. No caso, em que ¢ = 1 tem-se a seguinte definicao.

Definicao 1.13. Seja 1) : ¥ — M uma imersao entre duas variedades (3, gs) e (M, gar)
com dim(Y) = dim(M). Diremos que ) é uma isometria se a métrica induzida coincide

com a métrica original de X, isto é,

V*(9s) = gur-

Neste caso, diremos que X e M sao variedades isométricas.

1.2.1 A segunda forma fundamental

Seja ¥ uma subvariedade Lorentziana de M. Cada espago tangente 7, ¢, por
defini¢ao, um subespaco nao-degenerado de 7),M. Portanto, podemos decompor 1), M
na seguinte soma direta

T,M =T,Y @ (T,%)*

e (T,2)* é nao-degenerado.

Sev € T,M, pe M, podemos escrever

v=uv' +ot o' € T,M, vte(T,M)*

T 4 1

onde v' é a componente tangencial de v e v— é a componente normal de v. Tal

composicao é diferenciavel no sentido que as aplicacoes de T'M em T'M dadas por

(p.v) = (p,v") e (p,v) = (p.vh)

sao diferenciaveis.
A conexao de Levi-Civita de M serd indicada por V. Se X e Y sao campos locais

de vetores em X e X,Y sao extensoes locais a M, definimos

13
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Verifica-se que essa expressao é uma conexao de Levi-Civita relativa a métrica

induzida de . Sem perda de generalidade, podemos tomar X = X.
Lema 1.11. Seja IT: X(X) x X(¥) — X1(X) dada por

I(X,Y) = (VxY)*+ (1.2)
¢ uma bilinear e simétrica. II é chamada de segunda forma fundamental.

Demonstracio. Desde que Vi W é F(X)-linear em V e R-linear em W. Para f € F(X),
Vv (fW) =V W + fVyW.
Entretanto, W é tangente a M, e a projegao normal é §(3)-linear, desse modo
IV, fW) = (Ve (fW)* = [Ty W)* = [TV, W),
Finalmente,

(VW) = I(W,V) = (Vy(fW) =V V)" = (V.W])" =0

A equacao (1.1) junto do Lema 1.11 pode ser sumarizado da seguinte forma

VW = VyW +1ILV,W)

tangente a X normal a 2

Essa decomposicao é conhecida como Formula de Gauss e ela nos levara a um dos

resultados fundamentais de curvatura.

Teorema 1.12. Seja ¥ uma subvariedade Lorentziana de M com curvaturas Rieman-
nianas R e R, respectivamente, e seja II a sequnda forma fundamental. Entdo, para

campos de vetores tangentes V.W, XY a 3,

g(R(V,W)X.Y) = g(R(V.W)X.Y) + g(I(V,X), I(W,Y))
— g(I(V,Y), [IW, X)).

Demonstrag¢ao. Assuma, sem perda de generalidade, que [V, W] = 0. Portanto,
RV.W)X = Vi Z — [V, V] X

- —V\/VWAX + vavX

14
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Observe que a primeira parcela da soma pode ser descrita da seguinte forma:

ViV X = V(Vi X + (W, X))
= Vy VX + Vy(IL(W, X))
= VvV X + IV, Vi X) + Vi (IL(W, X)).

Entao, dado o campo de vetores tangente Y € X(X), temos

9(VyVwX.Y) = g(Vy Vi X,Y) + g(II(V, Vi X),Y) + g(Vy (II(W, X)), Y)

( ) +
= 9(VyVwX,Y) + g(Vy(II(W, X)),Y)
= g(Vy VX, Y) + Vg(IL(W, X),Y) — g(II(W, X),Vy/Y)
= g(VyVwX,Y) — g(II(W, X), VvY)
= g9(VyVwX,Y) — g(I[(W, X), (Vv Y) T + (VyY)h)
= g(VyVwX,Y) — g(I[(W, X), (Vv Y) ")
= g(VyVw X, Y) — g(II(W, X), II(V. Y))

Analogamente, temos para a segunda parcela da soma em (1.3)
g(VwVyX,Y) = g(VwVyW,Y) — g(II(V, X)), IL(W.,Y)).
Nestas condicoes, temos

IRV, W)X, V) = g(VwVyX = Vy Vi X,Y) + g(II(W, X), II(V,Y))
— gV, X), TI(W,Y))
= g(R(V, W)X, Y) + g(II(W, X), IV, Y)) — g(IL(V, X), I{(W, "))

O

A férmula do Teorema 1.12 é conhecido como Equagao de Gauss e possui uma

importancia imensuravel no estudo de curvaturas.

Corolario 1.13. Se os vetores v e w formam uma base para um plano tangente nao-

degenerado em M, entao

g(II(v, v), [l(w, w)) — g(Il(v,w), II(v,w))

K(v,w) = K(v,w) + g(v,v)g(w,w) — g(v, w)?

Veremos um exemplo de aplicacao do Corolario 1.13, donde mostraremos que a

curvatura da esfera S"(r) é constante igual a 1/r?.

Exemplo 1.3. Seja P = Zerll x;0; o campo de vetores posicao da esfera euclidiana n-
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dimensional de raio r. Denotaremos de V a conexao de Levi-Civita do espaco euclidiano
R"*1. Verifica-se que, VxP = Z?;l X(x;0;) = X para todo campo de vetores X.

Facamos, U = %P um campo de vetores unitario. Observe-que,

g(II(V,W),U) = (Vv W)*", U)

— 1
= Q(VVVV, ;P)

1
= ;Q(VVW, P)

1 _

= —;g(W, VyP)
1

= —;g(Wa V)-

Implicando que a segunda forma fundamental sera dada por

1
IV, W) = ——g(W.V)U,

pelo Corolédrio 1.13, dados vetores v e w, os quais formam uma base para o plano

tangente nao-degenerado de S"(r) temos

v, w) = K (v, w) + 20 Tw,w)) = g(11(v, w), (v, w)
K( ) ) K( ) )"‘ g(v,v)g(w,w) _9(0,11})2
_ 1 g v)g(w,w) - g(v,w)?
72 g(v, U)g(w, u)) _ g(v, w)g
1

r2’

Portanto, a curvatura seccional da S™(r) é 1/r>.

1.2.2 Hipersuperficies

Nessa secao abordaremos um pouco sobre hipersuperficies e suas principais carac-

teristicas.

Definicao 1.14. Diremos que uma subvariedade é uma Hipersuperficie quando ¢ :
¥ — M™! é uma imersdo, com codimensdo 1, tal que p(X) C M e a métrica é

preservada.

Definicao 1.15. Diremos que ¢ é o sinal de uma hipersuperficie > de M quando dado
z € (X(X))* tem-se que, g(z,2) # 0. Atribuiremos para ¢, os valores +1 e —1 quando
g(z,2) > 0e g(z,2) <0, respectivamente.

Proposigao 1.14. Seja ¢ um valor regular de f € F(M). Entdo ¥ = f~'(c) é uma
hipersuperficie de M se, e somente se, g(Vf, Vf) > 0ou <0 em X. Se no caso em que
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g(Vf,Vf)=g(z,2) = constante, para todo z € (T,2)*, e fazendo U = tem-se

Vi
IVA

que U é um campo de vetores normal unitario de X..

Demonstracao. Desde que Vf é metricamente equivalente o operador diferencial df,
segue que Y é uma hipersuperficie, e a condigdo em ¢(V f, Vf) garante que ¥ é uma

subvariedade de M. Finalmente, V f é normal a X, desde que para qualquer v € T,

9(Vf,v) =v(f) = v(f[M) =0,

pois, f é constante em 3. O

Um exemplo simples da aplicacao da Proposicao 1.14 é o caso em que M = R,
Se f=>(dz;)? entao f~1(r?) é a representacio da esfera euclidiana S".

Porém, nem toda hipersuperficie > C M pode ser obtida através da Proposicao
1.14, desde que, em geral, ha existéncia de um campo de vetores normal unitario em
todo ¥ nao é garantida e isso pode ser observado quando tomamos a fita de Mdbius

no R3.
Definigao 1.16. Seja ¢ € (X(X))* um campo de vetores unitario. Chamaremos de
operador de Weingarten, o operador linear A, : X(X) — X(X) dado por

9(AV, W) = g(II(V, W), ()

para todo V, W € X(%).

Lema 1.15. Se A é o operador de Weingarten derivado de ¢ € (X(X))*, entao AV =
—Vv(, e para cada ponto p € ¥ o operador linear A em T, é auto-adjunto. Em
particular, A;V = —(Vy()".

Demonstracdo. Desde que g((, () é constante, tem-se que g(Vy(, () = 0. Desse modo,
V¢ é tangente a ¥ para todo V € X(X). Entretanto, se W € X(32) entao

g(AV. W) = g(II(V, W), ()
= g(VyW)*,0)
= g(VvW,()
= —g(W, V()
= g(=Vv¢, W).

Desse modo, A;V = —(Vy()". A simetria de II implica que A é auto-adjunto. [
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O operador de Weingarten A mede a taxa de variacao de ¢ em todas as dire¢oes
tangentes, desde que (X(X))) = T,().
Para hipersuperficies a equacao de Gauss serd da seguinte forma.

Corolario 1.16. Seja A o operador de Weingarten de uma hipersuperficie Lorentziana

3 C M. Se v,w geram um plano tangente nao-degenerado em X, entao

g(Av,v)g(Aw, w) — g(Av, w)?

K(v,w) = K(v,w) +¢ g(v,v)g(w,w) — g(v, w)?

onde € é o sinal de X C M.

Demonstragao. Segue imediatamente do Corolario 1.13, desde que (v, w) = eg(Av, w)(
eg(¢.¢) =« O

Definicao 1.17. Um ponto p de ¥ C M é umbilico se existe um vetor normal z €
(T,%)* tal que
(v, w) = g(v,w)z

para todos v,w € T,X. Entao z é chamado de vetor curvatura normal de X em p.

Diremos que uma subvariedade Lorentziana ¥ é totalmente umbilica se para todo

p € X, p é um ponto umbilico.

Lema 1.17. Uma hipersuperficie > C M é totalmente umbilica se, e somente se, o

operador de Weingarten € escalar.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que Y seja totalmente umbilica, com o campo de vetores
curvatura normal z. Seja A o operador de Weingarten derivado de um campo de vetores

normal unitario U, definido localmente. Entao,
g(AyV. W) = g(I(V. W), U) = g(V.W)g(z,U)

para todo campo de vetores tangente V,W. Portanto, AyV = g(U, z)V para todo V,
entao Ay é um escalar.

Reciprocamente, suponhamos que para toda escolha de U o tem-se que Ay seja um
escalar, isto é, existe uma funcao ky em um dominio de U tal que AyV = k,V para
todo V. Entao

IV, W) =eg(AgV, W)U = ek,g(V,W)U.

Desde que k_y = —ky o campo de vetores z = ekyU é globalmente definido e a

equagao acima se torna II(V, W) = g(V, W)z. O
A partir de agora, trataremos o Lema 1.17 como a seguinte definicao.
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Definicao 1.18. Uma variedade n-dimensional @ : ¥ — M ¢é dita ser totalmente
umbilica se a mesma é umbilica com respeito a todos os possiveis direcoes normais

¢ € X1(2). Isto é, para cada ¢ € X1(3) existe uma fungao suave A\ € C*(X) tal que
Ac= Al

onde A; é o operador de Weingarten de (.

Da mesma forma que podemos lidar com a esfera S**2, no espaco euclidiano R"*3, o
seus conceitos podem ser aplicado na variedade Lorentziana M"™*3. Pois, uma variedade
Lorentziana M"™*3 pode ser identificada como um Espaco semi-Euclidiano de dimensao
(n + 3). Seja ¢ € F(M"™3), como de usual a fungao ¢(p) = g(p,p). Em relacio as

coordenadas canonicas, temos

n+3

q=—(e1)* + Z(ei)g-

Se P ¢ um campo de vetores posigao de M"3, entdao q = g(P, P). Consequente-

mente o Vq = 2P, desde que para todo V/,
9(Vq. V) =V(q) = V(9(P. P)) = 29(VvP, P) = 29(V. P).

Verifica-se que, g(Vq, Vq) = 4q. Pela Proposicao 1.14, concluimos que para r > 0 e
e ==+1, Q = ¢ (er?) é uma hipersuperficie Lorentziana de M"™ com vetor normal
unitario U = %P e sinal . Estas hipersuperficies serao chamadas de hiperquadricas
centrais de M"*3. As duas familias geradas pelos valores de ¢ preenchem todo M"*3,
com excegao do conjunto ¢~'(0) que consiste do cone de luz A = ¢7'(0) — {0} e a

origem 0.

Proposicao 1.18. O Cone de Luz A C M™" é uma hipersuperficie invariante sob
multiplicagao por escalar e é difeomorfo a (R—{0}) xS"™!. O campo de vetores posicio

P em M"3 ¢ ambos tangente e normal a A e desse modo, A nao é Lorentziana.

Demonstracao. Desde que P = 0 na origem 0, pela Proposicao 1.14 que A é uma
hipersuperficie e P é normal a A. P é também tangente a A desde que, dado v € A, o
vetor P = vy é tangente a geodésica radial do tipo-luz ¢t +— tv € A. A afirmacao quanto
a multiplicacao por um escalar é ébvia, entao resta determinarmos a estrutura de A
como uma variedade suave. Seja S"™! a esfera unitaria em R"*2, e defina a aplicacao
¢: (R—{0}) x S" — M"*3 por

¢(x7p> = (iL‘, |x|p1a e a|x|pn+2>-
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Desde que
9(¢(x,p), ¢, p) = —a® + |z[> = 0

temos ¢((R — {0}) x S"1) C A.
Se v € A, seja ¥(v) = (z,p) € (R—{0}) x S"™, onde z = vy e p = (va,"+ , v, +
1)/ (Znﬂ(w)Q)l/Q. Entao, as ¢ e ¢ sao difeomorfismos. O

i=2
Definicao 1.19. Seja n > 2. Entdo, a pseudoesfera de raio r > 0 em M"*3 é a
hiperquadrica

Si7(r) =q'(r*) = {p € M"*? 1 g(p,p) =17}
com dimensao (n + 2).

Lema 1.19. A pseudoesfera S}*%(r) é difeomorfa a R x S"*1.

Demonstracio. Dados z € R e p € S"*1. Seja
oz, p) = (z, (r* + |z[)?p) € R x R™L,

Note que, R x R"*! ~ R"*2. Dai, equipando R x R"*! com a métrica Lorentziana g,

temos
9(o(x,p), 8w, p)) = —|z* + (* + |2*) = +*

e, desse modo, ¢(R x R™™) C S7™2(r). Desde que ¢ possui inversa dada por (z,q)

(z, (r* + |z|?)"2q) tem-se que, ¢ é um difeomorfismo. O
Corolario 1.20. S}**(r) é completa.
Assim como a esfera as hiperquéadricas sao totalmente umbilicas.

Lema 1.21. A hiperquddrica Q = ¢~ !(er?) C M3 de sinal € ¢é totalmente umbilica,

com o operador de Weingarten A = —%I ,onde I é o operador identidade, derivado de

um campo de vetores normal externo ( = P/r.
Demonstragdo. Se V € X(Q), entao A (V) = —VyP/r = -V/r. O
Segue que o campo de vetores curvatura normal de @) é dado por z = —(¢/r)U

Proposicao 1.22. Seja n > 2. A pseudoesfera S'f”(r) é uma variedade Lorentziana

completa e possui curvatura seccional contante K = 1/r?

Demonstragdo. A completude da pseudoesfera S} (r) segue do Corolério 1.20. Verifica-
se que, para a curvatura seccional, o Lema 1.21 garante que S}?(r) é totalmente
umbilica, nestas condicgoes, e pela Definicao 1.18 aplicada no Corolario 1.16 que a

curvatura seccional é igual a 1/r?. O
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1.2.3 A equacgao de Codazzi e conexao normal

Para ¥ C M, se a geometria de X é considerada pelos vetores tangentes de > entao

existe uma geometria andloga quanto aos vetores normais a .

Definigao 1.20. A conexdo normal de ¥ C M é a fungao V4 : X(X)x X(2)*+ — X(X)*+
dada por
ViZ = (VyZ)*: para V€ X(%), Ze€X(D)*

Vv Z é chamada de derivada covariante normal de Z com respeito a V.
Segue da Defini¢ao 1.20 a seguinte expressao

VvZ = (VvZ)" +(Vy2)*

(1.4)
= AV +ViZ

com A sendo o operador de Weingarten derivado de Z € (X(X))*. Iremos chamar (1.4)
de formula de Weingarten .
Algumas das propriedades de V sao fornecidas de imediato, como podemos ver a

seguir:

(1) VyZ é §(X)-linear em V e R-linear em Z;

(2) VvfZ=fVyZ+V(fZ),onde f€F(X) ;e

(3) Vy(Y.2) = g(VvY,Z) + g(Y. VvZ), onde Y, Z € (X(X))*.

Definicao 1.21. Seja II(, ) a segunda forma fundamental de ¥ C M. Dados V, X, Y €
X(X), temos

Vi (II(X,Y)) = Vi (II(X, Y)) = I(VyX,Y) = II(X, VyY)

A equacao de Gauss descreve (R(V,W)X)T, onde V, W, X sdo todos tangentes a ¥,
em termos da segunda forma fundamental. O andlogo para a (R(V, W)X)+ é chamada

de equacao de Codazzi.

Proposicao 1.23. Seja ¥ uma subvariedade Lorentziana de M. Se VW, X € X(X)
entao
(R(V, W) X)) = =V (II(W, X)) + Vi II(V, X).

Demonstragdo. Suponhamos, sem perda da generalidade, [V, W] = 0. Entao, (R(V, W)X )+ =
—(Viy Vi X))t + (Vi Vv X)*. Verifica-se que,

(VyViw X))t = (Vy Vi X)) + (Vi (IL(W, X))+
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Note que, a primeira parcela da soma sera igual a II(V, Vi X). De fato,

(Vv ViwX)t = (Vi Vi X +11(V, Vi X)) *
=TI(V, Vi X).

A segunda parcela é, por definicio, Vi:(II(W, X)) o que implica em

(Vv (IL(W, X))+ = Vi (I(W, X))
= Vy(I(W, X)) + I(Vy W, X) + (W, Vi X).

Portanto,

(Vy Vi X))t =11V, Vi X) + Vy (II(W, X)) + I(Vy W, X) + II(W, Vi X)
Analogamente,

(Vi Vi X))t =1I(W, Vv X) + Vi (II(V, X)) + I(VwV, X) + I(V, Vg X).
Desse modo, (R(V,W)X)* serd dada por
(R(V,W)X)* = Vi (IL(V, X)) + IL(VyV, X) — Vy(II(W, X)) - I(Vy W, X)
Note que, II(Vy V, X) = II(Vy W, X) = 0. De fato,

(Vi V, X) = I(VyW, X) = (Ve vX)t = (Vo,wX)*

(_
(vavx — VvaX)L
(
0,

<

)L

Vywv—Vv,w

pois [V, W] = 0. Nestas condigoes, (R(V, W)X)* sera dada por

(R(V.W)X)* = Vi (I(V. X)) + = Vy (LW, X)).

O

Para subvariedades Lorentzianas de codimensao maiores do que 1, a conexao V=*

torna-se mais importante. Pelo fato de que a segunda forma fundamental de > C M

mede a diferenca entre V e V e isto também mede a diferenca entre V* e V.

Observagao 1.1. Seja II a segunda forma fundamental de ¥ C M. Entao, algumas

propriedades sao verificadas
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(1) Se © C M entdo para V € X(X) e Z € (X(2))* defina II(V, Z2) = (Vy2)7.
Portanto,
VvZ=1(V,Z) + VW .

tangente a normal a X

(2) A segunda forma fundamental II nio possui novas informacoes, desde que
g(II(V, Z), W) = —g(I[(V, W), Z)

para todo V, W € X(2) e Z € (X(X))*.

1.3 Operadores Diferenciais

Abordaremos algumas das principais definigoes de operadores diferenciais, na ge-
ometria, associados a métrica assim como suas propriedades mais 1teis para o nosso
meio Lorentziano. Para isto, nds denotaremos V como sendo a conexao de Levi-Civita

na variedade Lorentziana M.

Definigao 1.22. O gradiente, V f, de uma func¢ao f € C>*°(M) é o campo de vetores

metricamente equivalente a diferencial df € X*(M). Isto é definido pela relagao

9(Vf, X) = X(f) = df (X)

para cada X € X(M).

Observe que em termos de sistema de coordenadas df = > (0f/0x")dx’ e desse

modo,

)
V=) g% 323]‘
i

onde [¢"/] representa a matriz inversa da métrica de M.
Da mesma forma, seja f: M — R e g: R — R duas fungoes suaves, nds podemos

computar o gradiente da composicao go f : M — R.

Vigof) =g (/)Vf

Vale ressaltar que, a notagao para conexao de Levi-Civita e o operador gradiente
sao os mesmos. Podemos assegurar que nao existird nenhum tipo de desentendimento
desde que o gradiente atua como funcao, enquanto a conexao de Levi-Civita trabalha

com campos de vetores.
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Definigao 1.23. O divergente, div(X), de um campo de vetores X € X(M) é uma

funcao suave definida por
div(X) = tr(Y — Vy X)

onde tr denota o trago com respeito a métrica de M.

Agora, seja f: M — R uma funcao suave e X € X(M). Entao, segue que
div(fX) = fdiv(X) + g(V ], X)

Definigao 1.24. A Hessiana, V2 f, da funcio f € C*(M) é a segunda derivada cova-

riante

V2 =V(VYf)

Por outro lado, para quaisquer f € C*°(M) nés denotaremos por Hess; a simetria

(0,2) do tensor em M que é metricamente equivalente ao operador Hessiano,

Hess; : X(M) x X(M) — R
(X7 Y) = g(VX(Vf)ﬂ Y) = g(VQf(X), Y)

Por fim, introduziremos o operador Laplaciano.

Definigao 1.25. O Laplaciano, Af, da func¢ao f € C®(M) é a fungao suave definida

como o divergente do gradiente, isto é,
Af = div(Vf)
O Laplaciano tem como expressao coordenada
N f of
Af = (e =y TF
/ ;g (ax@ﬂ Ek: I 6x3>

! 0 o Of
= et 2 g et 2 i)

onde Ff j denota os simbolos de Christoffel associados a métrica de M.

Sejam g : R — R e f: M — R duas fungoes suaves, o Laplaciano da composi¢ao

go f: M — R é dada por

Algof)=g (HAf+g (HIVFIP
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1.4 Produto Warped

Nesta secao abordaremos alguns dos conceito de variedades Lorentzianas que sao
produto de variedades, ou seja, quando M é uma variedade Lorentziana munida da
métrica gy tal que M = B x F e gy (v, w)y = gp(dn(v), dn(w)) + gr(dn(v), dn(w)),

onde 7 e 1) sdo as projecoes de B X F' em B e F', respectivamente.

Definicao 1.26. Seja (B, gp) uma variedade n-dimensional (n > 1) com uma assina-
tura (—,+, ..., +), e seja (F, gr) uma variedade Riemanniana. Seja f : B — (0, 4+00)
uma fungao suave e consideremos as projecoes 7 : BX FF — Ben: Bx F — F. O
produto warped Lorentziano B x ; F' ¢é a variedade M = B x F' equipada com a métrica

Lorentziana gy definida por v, w € T,,M por

gu(v,w) = gp(dr(v),dr(w)) + (f o m)*(p) - gr(dn(v), dn(w))
Definicao 1.27. Um produto warped B x; ' com f = 1 é chamado de produto

Lorentziano e sera denotado por B x F'.

Observacao 1.2. Pode-se também obter variedades Lorentzianas considerando o pro-
duto warped F' x; B, onde (F,gp) é uma variedade Riemanniana, (B, gp) é uma

variedade Lorentziana e f: F' — (0,400) uma fung¢ao suave.

E denotaremos B como base de M = B X F' e F de fibra. Assim, estudaremos a
geometria de M em termos da funcao warped f e das geometrias de B e F'. Como no
caso de um produto Lorentziano sera facil observar que as fibras p x F' = 77%(p) e as

folhas B x ¢ = n~!(q) sdo subvariedades de M.
Observacgao 1.3. Seja B x; F' um produto warped Lorentziano

(1) Para cada b € F, a restri¢ao 7|,-14) : 7 *(b) — B é uma isometria sobrejetora de
n~1(b) em B

(2) Para cada m € B, a restri¢ao n)|,—1(y,) : 7 '(m) — F é uma funcao homotética de

7~Y(m) com o fator homotético 1/ f(m)
(3) Para cada (m,b) € M, a Folha B x b e a Fibra m x F sao ortogonais em (m, b)

(4) Sev € T(Bx F), entao gp(dnv, drv) < gar(v,v). Assim, dr : T,(BX F) = Ty, M

sera uma funcao de vetores causais para vetores causais.

(5) Se ¢ : F — F é uma isometria, entao a funcdo ® = 1x ¢ : Bx;F — B x I dado
por ®(m,b) = (m, ¢(b)) é uma isometria de B x ¢ F.
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(6) Se v : B — B é uma isometria de B tal que fo1 = f , entao a fungao W =1 x 1 :
B x; F — B x¢ F dado por ¥(m,b) = (1(m),b) é uma isometria em B x ¢ F.

A relacao de um produto warped com a base B é quase tao simples quanto no caso
especial de um produto Lorentziano; no entanto, a relacao com a fibra F' geralmente

envolve a funcao warped f.

Lema 1.24. Seja h uma funcao suave arbitraria de dominio na variedade Lorentziana
B, entao o gradiente do levantamento hom de h em M = B x; F' é o levantamento de

M pelo gradiente de h em B.

Demonstragao. Devemos mostrar que V(hor) é horizontal e m-relacionado ao Vh em B.
Se v é um vetor tangente vertical a M, entao gg(V(hon),v) =v(hon) = dr(v)h =0,

uma vez que dm(v) = 0. Assim, V(h o 7) é horizontal. Se x é horizontal,

gp(dn(V(h o)), dr(z)) = gs(V(hon), x)
=x(hom)
=dn(z)h
= gp(Vh,dr(x))

Portanto, em cada ponto, dm(V(hon)) = Vh. O

Chamaremos de £(B) o conjuntos dos levantamentos da base B e £(F) o conjuntos
dos levantamentos da fibra F'.

A conexao de Levi-Civita de M pode ser relacionada com B e F' da seguinte forma:
Proposicao 1.25. Em M = B x; F,se X,Y € £(B) e V,W € £(F) entao
(1) VxY € X(B) é o levantamento de VxY em B
(2) VxV =V X =(Xf/f)V.
(3) (VyW)r =T(V.W) = —(g(V.W)/[)V
(4) (VyW)T € X(F) é o levantamento de VyW em F

Demonstragao. (1) A férmula de Koszul para 2¢)/(VxY, V) reduzird em
—Vou(X,Y) + gu(V, [X,Y])

desde que [X,V]=[Y,V] =0. Como X e Y sao levantamentos de B, temos gy (X,Y)
constante nas fibras. Desde que V' é vertical, V gy (X,Y) = 0. Porém [X, Y] é tangente
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as folhas, desse modo gy (V,[X,Y]) = 0. Portanto, g (VxY,V) = 0 para todo V €
L£(F), entao VxY é horizonta. Desde que 7|(B X ¢) é uma isometria o resultado segue.

(2) VxV = VyX desde que [X, V] = 0. Segue de (1) que esses campos de vetores
sao verticais, gy (VxV)Y) = —gu(V,VxY) = 0. Todos os termos na férmula de
Koszul, 2g)(VxV,W), se anulam com excegao de Xgp (V,W). Pela definigao de
métrica warped, ga(V,W)(p,q) = f*(p)gr(Vy W,). Escrevendo f no lugar de for
temos gy (V, W) = f2((V,W) on). Note que o termo em parenteses é constante nas

folhas onde X ¢é tangente. Desse modo,
Xgu(V.W) = X[f((V.W) on)] = 2f X fF(V. W) o) = 2(X [/ f)gu (V.W).

Dai, VxV = (X f/f)V.
(3) Segue de (2),
gu(VyW, X) = —gu (W, Vy W)
= —gu((Xf/F)V)
= —(X[/ g (V. W).
(4) Desde que V e W sao tangentes em todas as fibras, pelo Lema 1.2,(Vy W)+t é

derivada covariante, da fibra, plicada na restricao de V e W na fibra. Entao, n-relagoes

seguiram, desde que homotetias preservam conexoes de Levi-Civita. O

Corolario 1.26. Seja M x; H um Produto Warped Lorentziano. Entao, cada b € H,
a folha n~1(b) é totalmente geodésica e para cada p € M, a fibra 7=!(p) sao totalmente

umbilicas.

Demonstragao. Segue de 1 da Proposicao 1.25 que a Segunda Forma Fundamental de

Cada folha serda Nula. Enquanto as fibras segue diretamente de 3. O

Exemplo 1.4. Uma superficie de revolugao é um produto warped com folhas de dife-
rentes posicoes das curvas rotacionadas e as fibras sao os circulos de revolucdo. Expli-
citamente, se M é dada pela revolucao da curva plana C' sobre um dos eixos do R? e

f: C — RT dada pela distancia ao eixo, entao M é C' x; S*.

Lema 1.27. Se M e H sao Variedades Riemannianas completas, entdo M = M x H

é completo para cada funcao Warped f.

Demonstrag¢ao. Usaremos a métrica utilizada na demonstracao do teorema de Hopf-
Rinow. Note primeiro que se v é tangente a M entao, desde que f > 0 e F' é Riemanni-
ana, gy (v,v) > gy (dm - v,drm - v). Desse modo, L(a) > L(7m o o) para algum segmento

de curva. Portanto, d(mg,my) > d(m(mg), 7(m)) para todo mg, my € M.
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Esta propriedade implica que , se tomarmos uma sequéncia de Cauchy (p;, ¢;) em
M, entao (p;) é Cauchy em B. Desde que B é completo, (p;) converge para algum
ponto p € B.

Nos podemos assumir entao que a sequéncia encontra-se em algum conjunto com-
pacto K em Be, desse modo , f > ¢ > 0 em K. Agora, (¢;) é Cauchy em F e dai
convergente. Nestas condigoes, a sequéncia original converge em M, e portanto M é

completa. O

Observacao 1.4. Esse resultado falha em métricas indefinidas.

1.5 Subvariedades do tipo-espaco em variedades Lo-

rentzianas

Aqui discutiremos sobre as subvariedades do tipo-espaco e a geometria por tras
dela. Num ponto de vista mais intrinseco, elas sao nada mais do que variedades Rie-

mannianas. Inicialmente definiremos a causalidade de uma subvariedade.

Definicao 1.28. Seja ¥ uma subvariedade imersa em uma variedade Lorentziana M.

Nos diremos que:

(i) X é tipo-espago, se a métrica induzida possui indice v = 0, isto é, se esta é uma

métrica riemanniana em >;

(ii) X é tipo-tempo, se a métrica induzida possui indice v = 1, isto é, se esta é uma

métrica Lorentziana em X; e
(iii) ¥ é tipo-luz, se a métrica induzida é degenerada em X.

Agora que definimos a causalidade de uma subvariedade Lorentziana, podemos
entrar em um dos principais pontos de nosso estudo, o campo de vetores curvatura

média.
Definigao 1.29. Seja I1: X(X) x X(¥) — X1(X) dada por
I(X,Y)=—(VxY)* (1.5)

¢ uma bilinear e simétrica. II é chamada de segunda forma fundamental.

Observacao 1.5. Note que a Definicao 1.29 ela difere do Lema 1.11 a menos de
um sinal, e isso é devido ao contexto da Relatividade dos problemas que aqui serao

abordados. Uma vez que, o sinal trocado em (1.5) representard um campo de vetores
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normal externo a X e, desse modo, podemos interpretar o campo de vetores curvatura

média de uma esfera sempre pontando para fora.

Existiram algumas consequéncias pela utilizagao da Definicao 1.29 e uma delas é
que o operador de Weingarten ele serd dado como AV = (Vy¢)t, com V € X(2) e
¢ € (X))

Seja 1 : ¥ — M uma subvariedade tipo-espaco, e sejam V e V as conexoes Levi-
Civita de M em X, respectivamente. Denotaremos por V' a conexio normal de ¥ em

M. Entao, as formulas de Gauss e Weingarten de 1) sao dados por

VxY =VxY —1I(X,Y) (1.6)

Vx(=AX+VE (1.7)
para todo campo de vetores X, Y € X(X) e o campo de vetores normal ¢ € X*+(X).

Definicao 1.30. O campo de vetores curvatura média de > é dado por
1 1
H=—tr(Il) € X~ (%)
n

onde tr representa o traco com respeito a métrica induzida em X.

A definicao seguinte nos permite classificar a subvariedade que estamos manuseando

em termos de seu campo de vetores curvatura média.

Definicao 1.31. Seja 1 : ¥ — M"™*2 uma subvariedade do tipo-espaco com codi-

mensao 2. Nos diremos que X é

1. Aprisionada no Futuro (Passado), se H é tipo-tempo e estd apontando para o

futuro (passado);

2. Marginalmente aprisionada no futuro (passado), se H é tipo-luz e estd apontando

para o futuro (passado) em .

3. Fracamente aprisionada no Futuro (Passado) se H é causal e apontando para o

futuro (passado) em X.

Em condic¢oes extremas em que H = 0 a mesma correspondera a uma subvariedade

minima.

Estudaremos a geometria de ¥ em termos do referencial ortonormal {£,n}, o qual

é uma base para (T,X)* tal que g(&,n) = —1. Assim, para quaisquer X,Y € X(X) a
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segunda forma fundamental podera ser descrita da forma
I(X.Y) = a(X,Y){+ B(X,Y)n

onde a, 5 : X(X) x X(X) — C*(X). Calculando

9((X,Y)E+ B(X,Y)n, §)
9(a(X,Y)E, &) + g(B(X,Y)n,€)
BX,Y)g(n,§) = —B(X,Y)

g(II(X,Y),€)

Logo, B(X.,Y) = —g(A:X,Y), onde A¢ é o operador de Weingarten de £&. De modo

andlogo obtém-se
g(II(X,Y), ) = a(X,Y)g(n, §)
=—ao(X,Y)

Logo, B(X,Y) = —g(A,X,Y), onde A, é o operador de Weingarten de 7. Daqui

por diante, podemos descrever a segunda forma fundamental da seguinte forma

Assim, se tomarmos o trago na expressao (1.8) obtemos o campo de vetores curva-

tura média dado por

1
H =~ (ir(A,)¢ + tr(Adn) (19)
1 1
Note que fazendo 0y = —tr(A¢) e 0, = —tr(4,), tem-se que
n n

g(H, H) = g(=0,§ — O¢n, —0n& — Oen)
= 9(=0n&, =048) + 9(=04E, =0en) + 9(=0en, —0en) + g(=ben, —0,¢)
= 029(n,m) + 029(£.€) +20,0:9(n, §)
= —20¢0,
Logo,
o(FL ) = — = ta(4, (A
Entao, nés podemos definir o campo de vetores curvatura média do tipo-luz da seguinte

maneira:

Definicao 1.32. A curvatura média do tipo-luz associado a £ e 7, respectivamente,
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sao as funcgoes
1 1
O = —tr(A 0, = —tr(A
€T, r(Ae) e 0y 0 r(Ay)

onde tr representa o traco com respeito a métrica induzida em X.

Desde que, em nosso contexto, o operador de Weingarten A X = (Vx()T para cada

Campo de Vetores Normais ¢ € X1(X), tem-se que
1. 1 .
0 = —divs€ e 0, = —diven.
n n

Isso significa que, fisicamente, ¢ (respectivamente, #,) mede a divergéncia dos raios
de luz emanados de ¥ na diregao de £ (respectivamente, n). Em termos de curvatura

Média tipo-luz o campo de vetores curvatura média sera dada por
H=-0,{—0en. (1.10)

Neste contexto, de curvatura média, podemos reescrever a Definicao 1.31 usando o

referencial ortogonal {£, n}.

(i) X éuma subvariedade aprisionada se, e somente se, ou e < 0 e 6, < 0 (aprisionada

no futuro) ou ¢ > 0 e #,, > 0 (aprisionada no passado);

(ii) ¥ é uma subvariedade marginalmente aprisionada se, e somente se, ou f¢ =
0 e 6, # 0 (marginalmente aprisionada no futuro se ¢, < 0 e marginalmente
aprisionada no passado se ¢, > 0) ou ¢ # 0 e #,, = 0 (marginalmente aprisionada

no futuro se # < 0 e marginalmente aprisionada no passado se ¢ > 0); e

(iii) ¥ é uma subvariedade fracamente aprisionada se, e somente se, ou ambos 6 ,
6, < 0 com Hg + 0727 > 0 (fracamente aprisionada no futuro) ou ambos 6,6, > 0

com (92 + 9727 > 0 (fracamente aprisionada no passado).

Essa nova reescritura da Definicao 1.31 foi dada por Penrose [16] em termos do
anulamento de curvatura média tipo-luz. Historicamente, as superficies aprisionadas
foram introduzidas para estudar as singularidades e buracos negros. Mais tarde, ganhou

um contexto mais matematico devido a Yau [17].
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1.5.1 Curvaturas

Reformularemos as expressoes da Curvatura Riemanniana de Y, R, e a curvatura

de Ricci de X, Ric. Desse modo, usaremos a equacao de Gauss da seguinte maneira

g(R(V,W)X,Y) = g(R(V.W)X,Y) 4+ g(II(V, X), II(W,Y))
— G(T(V, Y), (W, X)) (L11)
=g(R(V.W)X,Y) + g(AnwxyW.Y) — g(Any W, X)

onde X, Y, V., W € X(X) e R representa a curvatura Riemanniano de M.

Lembrando que
R(X,Y)Z =Vixv)Z — [Vx,Vy|Z

temos
R(Xv Y>Z = (E(X7 Y)Z)T + AH(X,Z)Y - AH(Y,Z)X-

Logo,
Ric(X,Y) =tr(R)

= Z g(R(Xe;)Y, e)

= Z(g((E(X, €z‘>Y)T7 ei) + Q(AH(X,Y)% €;) — Q(An(ei,y))@ )

=1
n

= Z(Q(E(Xy e;)Y,e;) + g(I(X,Y), (e, €;)) — g(II(X, €;), IL(Y €;)))

=D ((R(X,e)Y,e;) + g(I(X,Y),nH) — g(II(X, ), 11(Y, e;)))

i=1

Aqui, {ey,---,e,} representa o referencial ortonormal de ¥. Tomando em consi-
deracao (1.8),
g(II(X, e;), I1(Y, €;)) = —29(A, X, €:)g(Ag, €;).
Desse modo,

i=1

S gI(X. ), TI(Y. ;) = ~29((A¢ 0 4,)X.Y)

Donde conclui-se que,

n

Ric(X,Y) = (9(R(X. &)Y e;) + g(II(X,Y),nH)) + 29((A¢ 0 A,)X.Y)

i=1
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Estudaremos o termo Y. | g(R(X,e;)Y,¢;). Denotaremos por Ric a curvatura de

Ricci de M e lembrando que, de | [15],Lema 3.52]

Ric(X,Y) = g(R(X, v1)Y,v1) — g(R(X, 02)Y, v3) + Zg R(X.e))Y.e;)  (1.12)

=1

onde {vy, vy} é um referencial ortogonal de X () tal que g(vi,v1) = 1 e g(vq, v2) = —1.

Nos podemos construir esses dois campos de vetores como sendo

(5 n) e vy = —(€+?7)

3\
g

e com estas escolhas
g(E(Xa U1>Y7 Ul) - g(E(X7 UQ)Y7 UQ) = _g(R(Xa §>Yva 77) - Q(E(X, W)Ya g)

Com isso dito, a identidade (1.12) serd agora representa por
Zg R(X,e;)Y, &) = Ric(X,Y) + g(R(X,£)Y,n) + g(R(X,n)Y,€)

e, desse modo, poderemos escrever a curvatura de Ricci da nossa subvariedade ¥ como

sendo

RiC(Xv Y) = %()Q Y) + g(R(X,é)Y, 77) + g(E(Xv 77)}/7 g) (1 13)
+ng(II(X,Y), H) + 2g((A¢ 0 A,)X,Y). '

Iremos agora interpretar, em nosso meio, a curvatura escalar de 3, o qual é definida

usualmente por
K = tr(Ric).

Para isso, seja {ey,---,e,} um referencial ortonormal de 3. Entao, usando a

equacao (1.13) e algumas das propriedades da Curvatura R,

K = Ric(e;, e;) + 2 g(R(e —1i,&)e;,n)
Z Z (1.14)
+ TLtI‘(AH) + 2tI‘(A§ o A’?)

Por outro lado, tomando em conta a Definicao de v; e vy nds podemos escrever a
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curvatura escalar de M sendo

K= ZR_ic(ei,ei) + Ric(vy,v1) — Ric(vy, v9)

i=1

= Ric(es, ;) — 2Ric(&, ).
i=1
Seguindo alguns calculos simples teremos

Ric(€,n) = Z 9(R(ei, )ei,n) — g(R(En)n, §)

e entao,

K= Ric(e;,e;) — 2 g(R(ei, )ei,n)
- Z; (1.15)

+29(R(& m)n. §).-
Substituindo (1.15) em (1.14) segue que

K =K + 4Ric(&,m) + 29(R(&,n)n, )

(1.16)
+ TLtI‘(AH) + 2tI‘(A§ o A’?)

Por outro lado, desde que {£,,7,} é uma base para (7,%)* em qualquer p € ¥, a

curvatura seccional gerada por £ e n sera dada por

g(R(&,n)¢, )

Kgnn = Q&)

onde Q(€,1) = g(&.€)g(n.n)—g(& n)*. Entdo, K(EAn) = —g(R(E, )€, 1) = g(R(En)n, ).

Inserindo essas informacoes adicionais em (1.16) e usando que tr(Ang) = ng(H,H), a

Curvatura Escalar sera dada por

K = K +4Ric(¢,n) + 2K(€ An)
+n?g(H, H) + 2tr(A¢ 0 A,).

Podemos resumir toda essa secao em uma simples proposicao.

Proposicao 1.28. Seja ¢ : X" — M"*2 uma subvariedade do tipo-espaco de co-
dimensao 2, tal que existe um referencial ortogonal normal do tipo-luz {&, 7} com

g9(&,m) = —1. Entao, com a notagao prévia, nés temos em X que:

34



1. Preliminares

(i) A segunda forma fundamental
II(X7 Y) = _g(AnXa Y)f - g(AEXa Y)W
(ii) O campo de vetores curvatura média
1
H =~ (ir(A,)€ + tr(Ag))

(iii) A curvatura Riemanniana

R(X.Y)V = (RX,Y)V)" + Anxv)Y — Auyny X

(iv) A curvatura de Ricci

RiC(Xv Y) = m(X, Y) + g(I_%(X, g)yva 77) + g(E(Xv W)Ya g)
+ng(II(X,Y),H) +2¢9((A¢ 0 A,)) X,Y)

(v) curvatura escalar

K =K +4Ric(&,m) + 2K (£ An)
+n?g(H, H) + 2tr(A¢ 0 A,)
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Capitulo 2

Construcoes de subvariedades do
tipo-espaco com codimensao 2
através das hipersuperficies

especiais do espaco-tempo de Sitter

Nesse capitulo iremos construir as ideias inicias de espaco-tempo e daremos alguns

exemplos praticos.

2.1 Orientacao temporal

Aprofundaremos aqui os conceitos iniciais de cone de luz e algumas de suas pro-
priedades que, de modo geral, sao estabelecidas em qualquer ambiente que estejamos

trabalhando com a métrica Lorentziana.

Definicao 2.1. Chamaremos de cone de luz o conjunto de todos os vetores v € T, M,

com p € M, tal que g(v,v) =0e v #0.

Do mesmo modo que na Defini¢ao 2.1, podemos introduzir o conjunto dos vetores
do tipo-tempo em T,M, com p € M, chamaremos esse conjunto de 7. Para todou € T

facamos o conjunto

C(u) ={v eT :g(u,v) <0}

Chamaremos C'(u) de cone temporal do T,M contendo u. Enquanto, o cone temporal

oposto sera dada por

C(—u)=—Cu)={veT:g(uv) >0}
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causal curve

Figura 2.1: Cone de Luz

Lema 2.1. Dados os vetores do tipo-tempo v,w € T,M, com p € M, diremos que u e

v estao no mesmo cone se, e somente se, g(v,w) < 0.

Demonstrag¢ao. N6s mostraremos que, se v € C(u) e w é um vetor do tipo-tempo,

entdo w € C(u) se, e somente se, g(v,w) < 0. Desde que C(L) = C(u), nds

podemos assumir que u é um vetor do tipo-tempo unitario. Fageyg’o’s v=au-+7ve
w = bu + W, onde T, €< u >*. Desde que u e v sdo vetores do tipo-tempo temos
que |a| > |[7]| e |b] > ||w]||. Agora, g(v,w) = —ab+ ¢(v,w), onde pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz, |¢(7,w)| < ||7]|||w|| < |ab|. Desde que v € C(u), a > 0. dai,
sgn(g(v,w)) = sgn(—ab) = —sgn(b). Portanto, g(v,w) < 0. O

O Lema 2.1 nos garante duas informagoes importantes com respeito aos cones tem-

porais.
(1) ue Cv) <= vel(u) < C(v)=C(u)
De fato, se u € C(u) entao pelo Lema 2.1, g(u,v) < 0, isto é, v € C(u) .

(2) Os cones temporais sa0 convexos.

Com efeito, assumindo que u,v € C(w) e seja t € [0,1]. Entao,
gtu+ (1 —t)v,w) =tg(u,w) + (1 —t)g(v,w) <0

e, dai, tu + (1 — t)v € C(w).

Algumas coisas importantes sao herdadas do fato de que as variedades Lorentzianas
podem ser vistas como um espaco topolégico com produto interno de indice 1. Uma
delas é a desigualdade de Cauchy-Schwarz que ganha uma nova forma de ser inter-
pretada quanto aos vetores do tipo-tempo e, assim, podemos encontrar as primeiras

nocoes de geometria que é o angulo entre vetores.
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Proposicao 2.2. Sejam v, w € T,M vetores do tipo-tempo, com p € M. Entao,

(1) |g(v,w)| > ||v]|||w]|, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, v € w sao coline-

ares.

(2) Se v e w estdao no mesmo cone temporal entao existe um tnico nimero § > 0,

chamando angulo hiperbdlico entre v e w, tal que

9(v,w) = —|[v][[[w[|cosh()

Demonstragdo. (1) Facamos w = av + W, onde w €< v >*. Desde que w é um vetor
do tipo-tempo,
g(w, w) = a*g(v,v) + g(@W, W) <0
entao,
g(v,w)* = a’g(v,v)

= (9(w,w) — g(w,W))g(v,v)

> g(w, w)g(v,v)

= [[wlP[Jv]?
Desde que g(w,w) > 0 e g(v,v) < 0. Donde, ocorrera a igualdade quando ¢g(w,w) = 0,
o que é o mesmo do que dizer que w = 0, isto é, w = av.

(2) Se v e w estao no mesmo cone temporal entao g(v,w) < 0. Desse modo,

e o resultado segue usando a propriedade do cosseno hiperbdlico. O

Desde que a desigualdade de Cauchy-Schwarz funciona em nosso contexto podere-

mos descrever a versao da desigualdade triangular.

Corolario 2.3. Se v e w sao vetores do tipo-tempo que encontram-se no mesmo cone
temporal, entao ||v|| + ||w|| < ||v 4+ w||, com a igualdade sendo satisfeita se, e somente

se, v e w sejam colineares.

Demonstrag¢ao. Uma vez que g(v, w) < 0, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ||v]|||w|| <
—g(v,w). Dali,
(el + [lll)* = l[l[* + 2l[o[l[lw]] + [lw]?
< oIl = 29(v, w) + ||w]]?
= —g(v+w,v+w)

= [Jv+wl[?
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Donde, a igualdade é valida se, e somente se, ||v||||w||] = —g(v,w). Mas, o ultimo

termo é |g(v, w)|, segue entao, da Proposi¢ao 2.2, a colinearidade. O

A existéncia de cones de luz levanta uma questao fundamental sobre uma arbitraria
variedade Lorentziana M. Pois, em cada espago tangente T),M existem dois cones
temporais, donde nao existem uma maneira intrinseca de distinguir uma da outra. No
momento que escolhemos um desses cones temporais estamos dando uma orientagao
temporal para T,M. Desse modo, teremos a seguinte questao: “Podemos dizer que
cada espaco tangente de M é tempo-orientada?”

Seja 7 uma funcao em M que associa cada ponto p € M a um cone temporal 7, em
T,M. 7 é suave se para cada p € M existe um campo de vetores suave V' em alguma
vizinhanca U de p tal que V, € 7, para cada ¢ € U. Chamaremos 7 de orientagao
temporal de M. Se M admite uma orientacao temporal, entao M sera dita tempo-
orientada. Além disso, escolher uma orientacao temporal para M é tempo-orientar
M.

Podemos formular uma definicao para orientagdao temporal do seguinte modo.

Definicao 2.2. Uma orientacao temporal em uma variedade Lorentziana M é uma
escolha suave entre dois cones temporais. O Cone escolhido serd chamado de Cone

Futuro e o outro de Cone Passado.

Consequentemente, diremos que os vetores do tipo-tempo que estao no cone futuro
sao vetores que apontam para o futuro e analogamente diremos que os vetores tipo-

tempo no cone passado apontam para o passado.

Lema 2.4. Uma variedade Lorentziana M é tempo-orientada se, e somente se, existe

um campo de vetores tipo-tempo X € X(M).

Demonstracao. Se existe X entao atribuindo cada p € M o cone temporal contendo
X, daremos uma orientacao temporal.

Reciprocamente, seja 7 a orientagao temporal de M. Desde que 7 é suave, cada
ponto de M possui uma vizinhanca U em que é definido um campo de vetores Xy
do tipo-tempo cujos valores em cada p € U esta em 7,. Agora, seja {f, : o € A}
uma particao suave unitaria subordinada ao recobrimento de M por cada uma de
suas vizinhancas. As funcoes f, sao nao-negativas e os cones temporais sa0 convexos.

Portanto, o campo de vetores X = fo, Xy (4) € do tipo-tempo. O

No contexto do Lema 2.4 podemos reformular a ideia de tempo-orientacdo com a

seguinte definicao.

Defini¢ao 2.3. Uma variedade Lorentziana (M, g) é dita ser tempo-orientada se M

admite um continuo, e nao-nulo, campo de vetores X do tipo-tempo.
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Para uma variedade Lorentziana nao existe uma relacao entre orientabilidade e

tempo-orientabilidade. Por exemplo:

(i) O Espago de Minkowski é orientavel e tempo-orientével;
(i) A Esfera S! é orientdvel, mas nao é tempo-orientavel;

(iii) A faixa de Mobius é nao-orientavel. Mas, podemos equipa-la com uma métrica

Lorentziana que nao é tempo-orientavel; e

(iv) O cilindro (R x S') é orientavel. Pode ser equipado com uma métrica Lorentziana
ds® = —dt* + df?

que é tempo-orientavel. Mas também, pode ser equipada com a métrica Lorent-

ziana

ds® = cos(0)dt* + 2sen(0)dtdd — cos(0)do”

que nao é tempo-orientavel.

A partir de agora, podemos apresentar o espaco-tempo Lorentziano.

Definicao 2.4. Um espago-tempo Lorentziano é uma variedade Lorentziana M onde

podemos escolher uma orientacao temporal em cada um de seus pontos p € M.

Podemos observar que a Defini¢ao 2.3 assegura que a tempo-orientacao da variedade
Lorentziana é a existéncia de um globalmente definido campo de vetores tipo-tempo
X € X(M). De fato, dado p € M, nés definimos o cone futuro em p como a componente
do cone temporal contendo X,,. Neste caso, nés diremos que a tempo-orientacao em M
é dada por X e seremos capazes de orientar cada vetor causal em M com o seguinte

critério.

Definicao 2.5. Seja M um espaco-tempo Lorentziano cuja tempo-orientagao é dada
por um globalmente definido campo de vetores tipo-tempo X. Diremos que um vetor
causal v € T, M, com p € M, esta apontando para o futuro se, e somente se, g(v, X,) <

0. Analogamente, diremos que v esta apontando para o passado.

Exemplo 2.1. O espaco de Lorentz-Minkowski é uma variedade Lorentziana (n + 3)-
dimensional, denotada por "3, que pode ser identificada com o espaco vetorial R**3

munida da métrica Lorentziana

n+3

9() = —(don)? + Y (dr)?
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2.1.1 Construcao da base pseudo-ortogonal

A construgao de uma base pseudo-ortogonal estd intimamente ligado aos nossos
proximos resultados e, desse modo, a geometria, quando pertinente, poderd ser descrita
em seu termos. Para uma explicacao detalhada sobre as suas propriedades recomen-
damos as referéncias [15] pagina 84 e [14].

Queremos construir um conjunto com campo de vetores do tipo-luz globalmente
definidos que estejam apontando para o futuro, para uma subvariedade do tipo-espaco
de codimensao 2. E, para isso, seja & um campo de vetores do tipo-luz globalmente
definido apontando para o futuro. Isto é, g(&,&) =0e g(&,7) < 0.

Decomponha 7 como

r=7" 47t

onde 77 representara a parte tangente de 7 em X enquanto Tt representara a parte

normal de 7 em Y. Podemos tomar 7 sem perda de generalidade unitario. Entao,

—1=g(r,7)=g(r" +7H, 7" +11)
= g(TT7TT) + g(TTa TL) + g(TTa TL) + g(Tlv Tl)
2
I o)

e, portanto,
g(Tl,Tl) =-1-— HTTHQ <-1<0

Considere o campo de vetores unitarios globalmente definidos

TL

Y (2.1)
1+ || 7)*

que também é normal em ¥ e esta apontando para o futuro. Portanto, g(§,v) < 0.
Agora, seja n um campo de vetores normal do tipo-luz, tal que n = a& + bv, isto é,

g(n,n) = 0. Notemos que,

0=g(n,n) = g(a€ + bv,a& + bv)

= g(a&, a&) + 2g(a&,bv) + g(bv, bv)
a’g(&,€) + 2abg (€, v) + b?g(v,v)
= 2abg(&,v) — b?

Logo, b? = 2abg(&,v) = b = 2ag(&,v).
Seja A uma constante, tal que, g(§,7) = A. Notemos que, A # 0, de fato, do

contrario teriamos que 7 e £ seriam linearmente dependentes.

41



2. Construgoes de subvariedades do tipo-espaco com codimensao 2 através das
hipersuperficies especiais do espago-tempo de Sitter

Calculando ¢(&,n) teremos que

A=yg(&n) = g(& a& + bv)
=ag(§,§) +bg(&,v)

= bg(&a U)
A A A
Logo, b = ——. Segue que =2a9(&,v) =>a=—.
o€ e T g up
E desse modo, temos que
A - A
n= v
29(&0)*7  g(&,v)

Notemos que, para fazermos com que 7 e £ estejam no mesmo cone de luz teremos

que determinar que A < 0, entao sem perda de generalidade, podemos tomar A = —1
e, assim,
1 1
n=- £— v (2.2)
29(&,0)*7 g(&v)

nos provera um segundo campo de vetores normal globalmente definidos ao logo de uma

subvariedade, de modo que esteja apontando para o futuro e satisfazendo g(n,§) = —1.

2.2 O espacgo-tempo de Sitter

Iniciaremos esta se¢ao definindo o que é o espago-tempo de Sitter (n+2)-dimensional.
Para isto, consideraremos que ela esteja imersa em um espaco-tempo Lorentziano L3
com coordenadas (zg, 1, -+ ,Z,12). Daqui por diante, usaremos (,) para se referir a

métrica no espaco.

Definigao 2.6. O modelo que representa o espago-tempo de Sitter (n+2)-dimensional
é a hiperquadrica
S ={r e L"?: (z,2) =1}

consistindo de todos os vetores unitarios do tipo-espaco em L."*3 e dotado com a métrica
de L"*3,

O espaco-tempo de Sitter S7*? é uma variedade Lorentziana (n + 2)-dimensional
completa e simplesmente conexa com curvatura seccional igual a 1. Essas afirmagoes
seguem da consequéncia de que o espago-tempo de Sitter é uma hiperquéadrica pseudo-
esférica como vimos no capitulo anterior.

Iremos tomar em S} a orientacio temporal induzida pelo globalmente definido
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> S%

Figura 2.2: O espago-tempo de Sitter no caso tridimensional
campo de vetores tipo-tempo e} € X(S7"?) dada por
eo(z) =ep — (eg, x)x = ey + xozr, T € S’f+2,
onde ey = (1,0,0,---,0). Observe que, para todo z € S}*2,

(eg, €0) = (eo — (eg, x) x, 60 — (€0, ) x)

= (eo, €0) — (€0, %) (€0, ) — (€0, x) (€0, ) + {eq, 2)* (z, )
—1—2(eg,2)* + (eg, z)*
= —1— (ep, x)2

< -1<0.

Nés estamos interessados no caso onde a subvariedade 1) : ¥ — SP € L+ est4
contida em uma hipersuperficie do tipo-luz no espago-tempo de Sitter. Mas ainda,
queremos encontrar uma base pseudo-ortogonal do tipo-luz {£,n} em ¥ seguindo as
ideias de construcao do capitulo anterior. Identificaremos com V, V e V° as conexdes
de Levi-Civita de X, S} e L"*3, respectivamente. Seja et a componente normal de
eo ao longo da subvariedade, isto é, para cada p € ¥ nds temos que a decomposicao
ortogonal

eo = ey + ey + {eo, V) U, (2:3)
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onde ¢] € X(X) ¢ tangente em ¥ e eg € X*(X) é normal em Y. Notemos que,

(o, o) = (g + €x + (0, V) V. e + ex + (€0, 1) V)
= (eg.eq ) + {eq,eq) +2{eo, ¥) (e, 1) +2 (e, ¥) (eg, ) + {eo, ¥)°
= (eg.e ) + (e e ) +2 (0. ¥) {eg + €5, 1) + (€0, )’
= (e, eq) + {e5. ex) + (0, ¥)
= Jleg |I” + (et ed) + (eo ).

Logo,
ey, eg)=—1— HeOTH2 — {eg,1h)* < —1 < 0.

O vetor v dado em (2.1) possui expressao

P i (2.4)
leall /14 gl + teo )?
Logo,
€0
<€7 U) =(¢ 5
VIt lleg ]|+ (eo.v)
= ! <§, eé> < 0.
V1 lled || + (eo, v)?
Portanto, (£,v) < 0 e usando a férmula (2.2), o campo de vetores
L1
= (e, e0) 1 (2.5)

2SS T eé
2<€7 e()> <€’ €0>

nos fornece um segundo campo de vetores do tipo-luz globalmente definido ao longo
da subvariedade que estd apontando para o futuro e satisfaz (¢,n7) = —1. Por outro

lado, segue das equacoes de Gauss para subvariedades que a curvatura Riemanniana
R de ¥ é dada por

RIX,Y)Z =(X,2)Y — (Y, Z) X + Auwx,2)Y — Any,nX
Para quaisquer X,Y,Z € X(X), onde em nossa convengao
R(X7 Y)Z = v[X,Y]Z — [VX, Vy]Z

Em particular, tomando as férmulas (1.20) e (1.21), a curvatura de Ricci e a Cur-
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vatura escalar de X serao dadas, respectivamente, por

Ric(X,Y) = (n—1)(X,Y) +n(HI(X,Y)) +2((Ac 0 4,)X,Y)  (26)

K =n(n—1)+n*H H) + 2tr(4¢ 0 A,) (2.7)

2.2.1 Subvariedades de codimensao 2 através do cone de luz

Para obtermos as primeiras hipersuperficies do tipo-luz do Espago-Tempo de Sitter,
iremos considerar o cone de luz do espago-tempo (n+3)-dimensional Lorentz-Minkowski

com vértice em a € L3
A%n+3 _ {l' c Ln+3 : <x —a,xr —a> = Oax 7é CL}.

Queremos interceptar esses subconjuntos com o espago-tempo de Sitter de dimensao
(n +2). Entdo, tomemos a € S7™ e observe que a condi¢io (v —a,z —a) = 0 é
equivalente a

(x,z) + (a,a) —2(x,a) =0

. , n+2 ~ . . .

isto é, se z € SN AL entdo (x,a) = 1. Daqui por diante seremos capazes de criar
as primeiras hipersuperficies do tipo-luz dentro do Espaco-Tempo de Sitter onde nossa
subvariedades do tipo-espaco de codimensao 2 estarao contidas. Definiremos, assim

como 1o caso do Espaco-Tempo de Lorentz-Minkowski, o cone de luz de S7*2.

Definigao 2.7. Seja a € S"™ um ponto fixado do Espaco-Tempo de Sitter. O cone

de luz de S§™ com o vértice em a é o subconjunto
Ay ={z €SI (a,7) = 1,2 # a}.

Segue da Definicao 2.7 que um ponto z € S!*? estd contido em A, se, e somente

se, x — a € do tipo-luz. Isto é,
No={z €SI : (v —a,x—a) =0,z # a}.

Este subconjunto corresponde ao subconjunto de todos os pontos do Espago-Tempo
de Sitter que sao alcancados através de uma geodésica do tipo-luz que sai do ponto a.
Em particular, o cone de luz, assim como o cone de luz no espaco-tempo de Lorentz-
Minkowski, ele possui duas componentes conexas. N§s iremos assumir que nossas

(sempre conexas) subvariedades fatorizam através do cone futuro.
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Definicao 2.8. A Componente futura de A, consiste de todos os pontos x € A, tais

que o vetor do tipo-luz x — a esta apontando para o futuro, isto é,
AF ={z €SI (a,x) = 1,{x —a,ep) = —x¢ + ap < 0}.

Respectivamente, a componente passado de A, é o subconjunto
A, ={z €SI :{a,2) =1,{x —a,e)) = —x¢ +ag >0}

e este conjunto correspondera a todos os pontos z € A, tal que o vetor do tipo-luz

r — a esta apontando para o passado.

Seja 1) : £ — ST uma subvariedade de codimensao 2 e assuma que ¥ (X) fatoriza
através da componente futura do cone de luz, com a € S7™? o vértice de A,, isto é,

(X)) C Af. Em outras palavras, ¥(p) # a para todo p € X, e que satisfaz

<¢7¢>:17<¢}7a>:16 <7,Z)_Cl,€()> < 0.

Facamos
E=v—a

onde £ serda um campo de vetores do tipo-luz globalmente definido na subvariedade
tangente ao Espaco-Tempo de Sitter e que estd a apontando para o futuro. Portanto,
podemos tomar £ como o primeiro Campo de Vetores tipo-luz globalmente definido e
apontando para o futuro, para a nossa base pseudo-ortogonal.

No6s definiremos a fungao u : ¥ — (0, +00) dada por
u=— (Y —a,ey) =1y —ag > 0.
Verifica-se que, o gradiente de u é da forma
Vu=—e].
De fato, note que Vu € X(X) tal que

(Vu, X) =du, - X = X(u(p)), VX € X(X).
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Dai,
(Vu,X) = X(u)

=X (= (¥ —a,e))
—((Vx(¥ —a),eq) + (¢ —a, Vxep))
—(Vx(¥ —a), )
—(Vx¢¥ — Vxa, e)
—(Vx, e0)
= _ <VX1/J,60T +eg + (1, eg) @Z)>
= —(Vxt.eq) = (V) — (. e0) (Vx, )
= —(Vx¥,eq)
=—(X(¥).e9) = — (9. X).

Nestas condigoes, Vu = —e_ .

Uma vez que, ey = e) + ex + (1, eg) ¥ como em (2.3), obtemos a expressio
eo = eg — Vu — (u+ ag)Y (2.9)

usando (2.4) e (2.9), nés deduzimos que

1
\/1 + | Vaul® + (u + ag)?

(eo + Vu + (u+ ag)t))

(€ v) = <¢—a, 1 (e0 + Vu + (u+ao)1/))>
VI IVl + e+ ao)?
_ 1 (v —a,eq + Vu+ (u+ ag))
T+ IVl + o+ a?
= i (Y —a,ep) + (¥ —a,Vu) + (¢ — a, (u+ ap))]
VI IVal + (ut ao)?
_ 1 (¢ — a, e0) + 0+ (u+ ao) (¥, %) — (¢, a))]
VI+IVul? + (u+ a)?
_ 1 (& — a,e0) + (u+ ag)(1 — 1)
V1+ 190l + (0 + ao)?
1

<@Z) - a, €0>

VIVl + (ot o)
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Logo,
1

¢1+HVMV+(U+WW

u

vﬁ+”vmﬁ+mu+a@2

<€7 U) <77Z) - a, 60>

Portanto, de (2.2) nés obtemos

1+ || Vul’ + (u+a0)?, 1
n=- ” ”2u2 ) f—l—aeé. (2.10)

Seguindo todas as informacoes adquiridas até o momento, podemos criar a seguinte

Proposicao.
Proposigao 2.5. Seja ¢ : X" — AT C ST uma subvariedade tipo-espaco de codi-
mensao 2 localizada no cone de luz futuro A}. Entao,

1+ | Vul|* + (u + ag)? 1,

=V —aen= 5 £+ -6y (2.11)

sao dois campos de vetores normal tipo-luz globalmente definidos ao longo da subvari-

edade, que estao apontando para o futuro que satisfaz (£, 7) = —1.
Agora, identificaremos os operadores de Weingarten.

Proposicao 2.6. Seja 1) : " — AT C ST uma subvariedade tipo-espaco de codi-
mensao 2 localizada no cone de luz futuro A. Entao,

1+ || Vul]® — u? + a? 1
1|V G

2
— 2.12
2u? uv “ ( )

AEZIGAWZ

sao os operadores de Weingarten associados a £ e 7, respectivamente. Em particular,

a curvatura média luz serao dadas por

2ulu — n(1+ ||Vaul® —u® + ag)?
2nu?

e =1¢e0, = (2.13)

onde V2 e A representa, respectivamente, a Hessiana e o Operador Laplaciano.

Demonstragao. Aplicando a férmula de Weingarten (1.7), nds temos que a expressao

Vxé=ViE+AX=0+AX =X
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Dados X.,Y € X(X) temos

(II(X,Y),n) = <H(X7 Y),— 502 £+ —ep

:<H(X7Y> 1+|yvu|y + (u + ag)? > HXY

_ LIVl (ot a)” (I(X,Y),€) + — (HXY )

1+ |Vul> + (u+ap)? 1 L>

K °> (2.14)

2u?
1 2 2 1
L LIl vy Ly
2u2 u 0
Lembrando que
(II(X,Y),n) = (A4, X,Y) (2.15)

e substituindo (2.15) em (2.14), teremos

1+ || Vul]* + (u+ ag)?
2u?

1
(A4, X,Y) = — (AX,Y) + = <AE#X, Y> ,

desse modo )
1+ || Vul” + (u+ ag)?

A = 2u?

1
ASX + —AELX.
U 0

Segue que o Operador de Weingarten A, sera dado por

1+ || Val® + (u+ ag)? 1
A, =— 92 Ae + EAE#
Usando a férmula (2.9), para cada X € X(X)
0=V%e = Vier — V& Vu — V% ((u+ ag)i). (2.16)

Além disso,

vX 0 — v)l(eol +AeoiX7
Vi Vu=VxVu— (X, Vu) ) = VxVu —1[(Vu, X) — X(u) e
V& ((u+ ao)t) = X(u)t) + (u+ ag) X.

Desse modo, inserindo as expressoes (2.16) temos
0= Vyer + A, 1 X = VxVu+1I(Vu, X) — (u+ ag) X.

E, em particular,
At X = VxVu+ (u+ ap)X.
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Nestas condicoes,

1+ || Vul® + (u+ag)? . 1
A, =— I ”2u2( o) ]—I-E(VQu—i-(u—i-ao)[)
2
_ 14 [V +—u2+a%]+lv2u'
2u? u

Como querfamos demonstrar. Finalmente, tomando o trago nas expressoes A¢ e A,

nos obtemos (2.13). O

Note que (,7) = 0 tem-se (Vxn,7) = 0 e usando o fato de que (£, ) = —1 segue
que <V)l(77,§> = 0. Portanto, Vxn = 0. Uma vez que, V& = 0, a base pseudo-
ortogonal {&, n} sera paralela no fibrado normal e, em particular, a conexao serd plana.

Usando a Proposigao (2.6) e a férmula (1.18), o campo de vetores curvatura média
de uma subvariedade do tipo-espaco de codimensao 2, ¥, localizada na componente

futura do cone de luz, A}, do Espaco-Tempo de Sitter é dado por

H= —5— (2uAu — n(1+ | Vul]® —u® + ap))€ — 1
e, em particular,
1
(HH) = —— (2ulu — n(1 + |Vul® — u? 4 a2)). (2.17)

Portanto, M é marginalmente aprisionada se, e somente se,
2 2 2y _
2uAu —n(1+ ||Vul|” —u* +a5) =0

em Y, e neste caso Y é necessariamente marginalmente aprisionada no passado desde
que 0 =1 > 0. Pelas férmulas (2.6) e (2.7) nds obtemos a expressao para a curvatura

de Ricci e a curvatura escalar de 3,

Ric(X,Y) = (n—1)(1 + (H,H)) (X, Y)

n—2 (2.18)

— (Au (X,Y) —nHess u(X,Y)),

K=n(n—-1)(1+ (H,H)). (2.19)

Corolério 2.7. Seja ¢ : " — AT C ST uma subvariedade do tipo-espaco localizada

na componente futura do cone de luz A}. Sao equivalentes as afirmagoes:

(i) ¥ é marginalmente aprisionada (necessariamente no passado);
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(ii) A funcao positiva u = — (¢ — a, ey) satisfaz a equagao diferencial

2ulu —n(1+ |Vul]> —u+a2) =0 em X (2.20)

(iii) ¥ possui Curvatura Escalar constante K = n(n — 1)

Observacao 2.1. Verifica-se que, ¥ é aprisionada se, e somente se, 2uAu — n(1 +
|Vul]> —u+a2) > 0, e, portanto, ¥ é fracamente aprisionada se, e somente se, 2uAu —
n(1+ ||Vu|® —u+a2) > 0.

Ao longo desse capitulo, iremos denotar para v a fungao positiva em ¥ dada por
u=— (Y —a,ey) > 0.

Exemplo 2.2. Seja ¢ : U CR?* - St C L% com U = {(z,y) e R* : 2,y € (O,g)},
uma aplicacao dada por

Y(z,y) = (1,sin(x), cos(z) cos(y), cos(x) sin(y), 1)

Segue da Definicao 2.8 que v fatoriza através da componente futura do cone de luz ,

com o vértice a = (0,0,0,0,1) € S}. Dado (z,y) € U, tem-se

0 0
cos (z) 0
Jo(,y) = | —sin(x)cos (y) — cos (2)sin (y)
—sin(2)sin (y)  cos (x) cos (y)
L 0 0 _

Logo, para v = (v, v5) € R? temos

Az v = (0,01 cos(z), —vy sin(x) cos(y) — va cos(x) sin(y),

— vy sin(z) sin(y) 4 vo cos(x) cos(y), 0).
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Entao, dado w = (w, ws) € R?, tem-se

<d1/1(x7y)v, d¢(zyy)w> = VW cosQ(x) + vjw; Sin2(x) COSQ(y)

isto é,

vy cos(a)cos(y) sin(x) sin()
+ vow; sin(y) sin(z) cos(x) cos(y)
(

2

+ vaws cos? () sin®(y) + vyw; sin®(x) sin®(y)

— vywe sin(y) sin(z) cos(x) cos(y)

(y) sin(z)
— vowy sin(y) sin(z) cos(x) cos(y)
? “(y)

= vyw; cos? (1) + vywy sin®(z) + vows cos?(z)

+ wavq cos” () cos

= V1w + VaWs cosg(x)

V*((,)) = da® + cos®(x)dy”.

Isto significa que a métrica induzida é uma métrica Warped com a funcao Warped

cos(z).

Definindo u(z,y) = —

u(z,y)

(W(x,y) — a,ep), para (x,y) € U e ¢y = (1,0,0,0,0) temos

— (2, y) — a,e)
—{(1,sin(z), cos(x) cos(y), cos(z) sin(y), 0), eg)

Calculando o gradiente e o operador laplaciano de u, verifica-se

Au=0eVu=0

Segue do Corolario 2.7 item (ii) que a subvariedade é marginalmente aprisionada.

Exemplo 2.3. Seja ¢ : R? — S| C L’ uma aplicagao dada por

Q/J(xv y) =

(cosh(z) cosh(y), cosh(z) sinh(y), sinh(x), 1,1)

Segue da Definicao 2.8 que v fatoriza através da componente futura do cone de luz ,

com o vértice a = (0,0,0,0,1) € S]. Dado v = (v, v,) € R?, tem-se
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[ sinh (x)cosh (y) cosh (z)sinh (y) |
sinh (x) sinh (y) cosh (x) cosh (y)

Jy(x,y) = cosh () 0
0 0
0 0

Logo,
dt(zyyv = (v1 sinh(x) cosh(y) 4 vy cosh(z) sinh(y),

vy sinh(x) sinh(y) + v9 cosh(x) cosh(y), vy cosh(z), 0,0)

Entao, dado w = (w, ws) € R?, tem-se
<d1/1(z7y)v, dz/)(z,y)w> — V1w + V9ws cosh? ().
Isto é, a métrica induzida por ¥ é uma métrica Warped do tipo
V*((,)) = dz* + cosh®(z)dy?

com a fun¢ao Warped dada por cosh(z).
Seja u : R* — S} dada por u(z,y) = — (¥(z,y) —a,ep). Dados (z,y) € R? e
ep = (1,0,0,0,0) temos
u(z,y) = = (Y(z,y) — a, &)
= cosh(z) cosh(y) > 0.
Portanto, podemos calcular o gradiente e o operador laplaciano de u. Para isto, observe

que a matriz da métrica é dada por

1 0
[9:.3] = )
0 cosh” (z)

e a matriz inversa serd representada por

1 0
9] = 1
0 P

cosh”(z)

0 0
Além disso, as derivadas parciais serao dadas por a_u = sinh(z) cosh(y) e a_u =
€ Y
cosh(x)sinh(y). Nestas condigoes, o gradiente de u, Vu, sera dada por

sinh(y)
cosh(y)

Vu = (sinh(x) cosh(y), ).
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Logo,
|Vu||* = sinh?(x) cosh?(y) + sinh?(y)

= sinh?(z) cosh?(y) — 1 + cosh?(y)
= —1 + cosh®(y)[sinh?*(z) + 1]
= —1 + cosh?(y) cosh?(z)
= —1+u2
Por outro lado, para obtermos o operador laplaciano iremos levar em consideracao

o determinante da matriz da métrica. Note que

0 1,1% _é i
5.V [ det(9i)l(g7"5-)) = 5-(cosh(z) cosh(y) sinh(z)) (2.21)
= cosh(y)[sinh*(z) + cosh®(z)]
¢ 0 220U 0 - I
8_y( | det(g:5)|(g 8y>> = 6y(COSh(x)[cosh2(x) cosh(z) sinh(y)}) (2.22)

= cosh(y).

Entao, pela Definicao 1.25, temos

Au = (cosh(y)[sinh?(z) + cosh?(z)] + cosh(y))

cosh(z)

1 . 19 2
— cosh (D) (cosh(y)[1 + sinh”(z) + cosh®(x)])

cosh(y)

_ 2
= 2cosh(:p) cosh”(x)

= 2cosh(y) cosh(x)

= 2u.

Portanto,
2ulu — n(1 + ||Vul]* — u?) = 2uAu = 4u? > 0.

Donde podemos concluir que a subvariedade é aprisionada.

2.2.2 Subvariedades de codimensao 2 através do passado infi-

nito do modelo Steady State Space

Abordaremos nessa secao um caso interessante de hipersuperficie do tipo-luz do

espaco-tempo de Sitter. Seja a € L"*3, com a # 0, um vetor do tipo-luz e consideremos
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a hipersuperficie do tipo-luz
L={zeS"?: (a,z) =0}. (2.23)

Suponha que a esteja apontando para o passado, isto é, (a,eq) > 0, onde ¢y =

(1,0,---,0). Entdo, a regido aberta do espaco-tempo de Sitter S"™2 dada por
H'? = {z €SI (a,7) > 0}

é chamada de Steady State Space.

Verifica-se que, H"*2 é estendivel e nao-completo. De fato, H"+? é isométrico a um
aberto de S7*? e, por isso é nao-completo. Em particular, H"*2 é somente uma metade
do espago-tempo de Sitter. A sua fronteira, como um subconjunto de 7+, ser4 (2.23)
cuja a topologia é equivalente a de R x S". Para uma melhor compreensao sobre as

propriedades recomenda-se a leitura das referéncias [6], pag. 127, e [10].

Figura 2.3: O Steady State Space no caso tridimensional

Podemos olhar o modelo steady state space como um produto warped Lorentziano,
tomando a fungdo Warped f = exp(t), consideraremos H"*? como —R X exp(t) R+,
que corresponde ao modelo steady state do universo proposto por Bondi, Gold e Hoyle
(cf. [6], pdg. 126). O que reforga a nao-completude de H"™2, uma vez que a métrica
do produto Warped ¢ indefinida. Esse exemplo pode ser visto em [15], pdg. 209, no
Exemplo 7.41.

Definicao 2.9. Diremos que o passado infinito do modelo steady state space H"+? é
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a hipersuperficie do tipo-luz definida como
I~ ={r e St (a,x) =0}, (2.24)

onde a € L"*3 é um vetor do tipo-luz que estd apontando para o passado. Analoga-
mente, diremos que o futuro infinito do modelo steady state space é a hipersuperficie

do tipo-espaco definida como
It ={r €St (a,z) = 0} (2.25)

O steady state space possui uma propriedade especial, o qual admite uma folheacao

por meio de hipersuperficies do tipo-espaco totalmente umbilicas
Ly={zeH""?: (z,a) =7}, 7>0

possuindo curvatura média constante H = 1 com respeito a aplicacao de Gauss

1
N, (z)=z——a

T

que esta apontando para o futuro. ( cf. [1], pag. 712)
Vale ressaltar que cada L, é isométrico ao espago Euclidiano (cf. [10], pdg 918).
Neste contexto, iremos dizer que uma hipersuperficie tipo-espaco ¥ em H"*?2 é limitada

no futuro infinito se existir um 75 > 0 tal que
V() C{r € "™ : (z,a) < 7o},

e diremos que ela é limitada no passado infinito se existir um 7 > 0 tal que
V(B) C {r € H"? : (x,a) > 71}

Diremos que X é limitada no infinito se ambos passado e futuro infinitos ocorrem, isto
é, existem 7y, 71 tal que 0 < 71 < 79. Em outras palavras, ¢(X) esta entra as folhas L,
e L.

Iremos agora tratar o caso das subvariedades do tipo-espaco de codimensao 2 que
fatoriza através do passado infinito .#~. Entdo, seja ¢ : X" — £~ C S!*? uma
subvariedade do tipo-espaco que fatoriza através do passado infinito .#~ do modelo

steady state space. Neste caso, tomemos

é-:_aa
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Figura 2.4: O Steady State Space sendo folheado tridimensionalmente

note que, £ é um campo de vetores do tipo-luz globalmente definidos que estd apon-
tando para o futuro que, por sua vez, é normal a subvariedade. Desse modo, £ pode
ser escolhido como o primeiro campo de vetores tipo-luz globalmente definido para a

construcao da nossa base pseudo-ortogonal. Defina a fungao u : ¥ — R dada por

u = —(eg,1) = bp. Assim, como visto anteriormente Vu = —e] e v serd dada pela
expressao
et 1
v = 0 = (eo + Vu + ua))
\/1 + |Vl + u? \/1 + ||Vl + u?
satisfazendo
ol
<€7 U) = <_a7 ) >
\/1 + || Vul|? + u?
1
= {a,eq)
\/1 + | Vul® + u?
< 0.

Verifica-se que, <a, eol> = (a, €g). De fato,

<a, eol> = (a, €9 + Vu + u1))

a, €0> + <aa VU> + <aa Uw
a,ep) +0+0

o~ o~~~

a,ep) .
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Nestas condigoes, segue da equagao (2.2) que

77__1+|]Vu|]2—|-u2 N 1 oL
2<a7 €0>2 <a’€0> 0

Assim, como anteriormente podemos enunciar a proxima Proposicao.

Proposigao 2.8. Seja 1 : ¥" — £~ C SI? uma subvariedade do tipo-espaco de
codimensao 2 que fatoriza através do passado infinito .~ do modelo steady state

space. Entao,
1+ ||Vl + u? 1
E=—a e n=— §+ e
2 (a, eo>2 (a, eg) 0

sao dois campos de vetores normais do tipo-luz globalmente definidos ao longo da

subvariedade que estao apontando para o futuro e que satisfaz ({,7) = —1.

Proposicao 2.9. Seja 1) : ¥" — £~ C S uma subvariedade do tipo-espaco de
codimensao 2 que fatoriza através do passado infinito .~ do modelo steady state

space. Entao, os operadores de Weingarten associados a £ e 1 sdao, respectivamente,

1
Ac=0 e A, = @ €O>(V2u+u1).
Em particular,
1
0 = 0, =——(A . 2.2
=0 e 0, n(a,e())( u+ nu) (2.26)

Demonstracio. Note que Vx& = 0. De fato,
Vxé=Vx(—a)=0
Aplicando a férmula de Weingarten (1.7) em Vx&, obtemos a expressio
0=Vxé=ViE+AX =0+ AX = A X =0.

Portanto, A¢ = 0.
Note que, dados X, Y € X(X) temos
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_1+HVUH2+U2 N 1

I(X,Y),n = (II(X,Y), e
(X, Y).0) < (¥), =y P e e
1+ ||Vl + w2 < 1 l>
= (II(X,Y), — + (II(X,Y), e
< ( ) 9 <a’€0>2 5 ( ) <a’ €0> 0
1+ || Val]® + w2 1 N (2.27)
= — II(X,Y),&) + ——(II(X,Y),e
9 <a7 €0>2 < ( ) €> <CL,€0> < ( ) O>
2 2
_ LIVl et v vy L <AELX, Y>
2 (a, ep) (a,eq) \ 0
1
= ALX,)Y).
<(1/7 eo) < E(J)‘ ) >
Uma vez que,
(II(X,Y).n) = (4,XY) (2.28)
temos
1
(A,X,Y) = s <AE#X, Y> .
Desse modo,
1
A X = ——A.X
<aa €0> 0
Segue que o Operador de Weingarten A, sera dado por
1
A, = AL
Ui <a’ €0> e
Usando a férmula (2.9), para cada X € X(X)
0=V%eo = Vieg — Vi Vu — V& (uv) (2.29)

Além disso,

Vier = Vxey + A X,
Vi Vu=VxVu— (X, Vu) ) = VxVu —1[(Vu, X) — X(u) e
Vo (urh) = X (u)) + uX.

Desse modo, inserindo as expressoes (2.29) temos que

0=Vyey + A X = VxVu+11(Vu, X) — uX.
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E, em particular,
AeOiX = vau + uX.

Portanto, temos
1

A, = (VZu + ul)
! <aa €0>
Como querfamos demonstrar. Finalmente, tomando o trago nas expressoes A¢ e A,

obtemos (2.26). O

Observacao 2.2. Segue da Proposigao 2.9 e da férmula (1.18) que o campo de vetores

curvatura média sera dada por

1

—— (Au+ nu) a. (2.30)
Nestas condigoes, (H, H) = 0.

Devido a Observacao 2.2 temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.10. Seja ¢ : ¥ — £~ C S} uma subvariedade do tipo-espaco de
codimensao 2 que fatoriza através do passado infinito .# ~ do modelo steady state space.
Entao, ¥ é marginalmente aprisionada com excegao do ponto onde u = — (1, eg) que

satisfaz Au +nu =0 em X.

O resultado segue, e sem perda de generalidade, se assumirmos a = (—1,0,---,0, —1)

um vetor do tipo-luz que estd apontando para o passado.
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Capitulo 3

Subvariedades compactas do
tipo-espaco de codimensao 2
através das hipersuperficies

especiais do espaco-tempo de Sitter

Nesta secao iremos caracterizar os subvariedades compactas de codimensao 2 que
sao determinadas através do cone de luz e do passado infinito do modelo steady state
space.

Primeiramente, inciaremos esse capitulo com um Lema bastante técnico que pode

ser encontrado no artigo [3] no Lema 5.2.

Lema 3.1. Seja (,) uma métrica completa em uma variedade Riemanniana ¥ e seja r

a funcao distancia de origem fixa o € 3. Se a funcao w satisfaz

w0 A(p) > O

= m, T(p) > 1, (3.1)

com C uma constante positiva, entdo a métrica conforme (, ) = w* =2 () é completa.

Demonstragao. Seja Q = {p € ¥ : r(p) < 1} e suponha 7 : [0,b) — ¥ uma geodésica
para (,) com 7(0) = o e que nao se estenda até b. Para qualquer conjunto compacto
O € ¥ tem-se que v nao esta completamente contida em ©. Pois, (X, (,)) é completo.

Em particular, com respeito a 2, existiram duas possibilidades.

(i) ~ passa por  um nimero finito de vezes e nao retorna, ou

(ii) ~ retorna para € infinitas vezes.

Em ambos os casos, nos interessa o comprimento de vy fora de €. Entao, suponhamos

0<a<fB<bcom v|,g €
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hipersuperficies especiais do espago-tempo de Sitter

Considere a particao o < t; <ty < --- < t,, < [ tal que existe uma bola geodésica

B(v(t;),6;), com centro em 7(t;) e raio J;, tal que

Y(tj+1) € B(v(t5),95),

e que em B(7(t;),0;) existe um sistema de coordenadas em que possamos escrever a

métrica (,) como

() = (drj)* +75 (), (3:2)

onde r; sendo a distancia geodésica de ~(t;). Para t;_1 <t < t;;; e h > 0 suficiente-

mente pequenos, temos

r(y(t +h)) <r(y(@) +r;(v(t +h)) =15 (3(1)),

logo,

dr(y(t)) _ dry(2(1))
. — dt

O comprimento de (,) em {v(t) : t; <t <t;41} é dada por

Jj+1

L™ () = ()2t

j+1

JRRGIORT
' 1 PN N\ 1/2
L mpato O

Usando (3.1) e (3.2) tem-se que
¢, dry(7 (1)
L5 ) </ ) el (@) dt

= C1[log(log(r(v(tj+1)))) — log(log(r(v(¢;))))],

onde C] é uma constante. Portanto,

Ly (v) < Cilog(log(r(v(8)))) — log(log(r(v(a))))] (3-3)

Desde que v nao esta completamente contida em qualquer compacto ©, podemos tomar

uma sequéncia (b;) en tal que

lim b; =0 e lim 7(y(b;)) = +oo (3.4)

j—+oo j—+oo
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Agora suponhamos 7 satisfazendo o item (i), isto é, para algum a € (0, b) tem-se que
~(t) ¢ Q para a <t < b. Entao, por (3.3) temos
lim LY(y) =
lim Ly () = +o0

logo, 7 possui comprimento infinito em (, ).
Por outro lado, se v satisfaz o item (ii), entao segue que 7 passa por ) infinitas
vezes. E, desse modo, podemos tomar sequéncias (b;)en, satisfazendo (3.4), e (a;)jen

tais que
bji—1 <a; <b;, v(a;) €0 e ~(t) ¢ Q paraa; <t <bj.
Por (3.3) temos

Ly (y) > Ciflog(log(r(v(b))))) — log(log(r(v(a;))))]
> Ch[log(log(r(v(8)))) — log(log(r(v(do))))]

onde dy = max{r(p) : p € 9Q}. Resumindo, dado j nés podemos encontrar v possuindo

comprimento infinito em (,). Portanto, (,) é completa. O

Os préximos Lemas terao um papel importante para as préximas se¢oes, 0s mesmos

podem ser encontrados nas referéncias [4] e [7] nas paginas 166 e 102, respectivamente.

Lema 3.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f : M — M um
difeomorfismo local sobre uma variedade Riemanniana M que possui a seguinte pro-
priedade: para todo p € M e todo v € T,M, tem-se ||df,(v)|| > ||v|. Entao f é uma

aplicacao de recobrimento.

Demonstra¢ao. Por uma propriedade de espagos de recobrimento (Cf. [5], pag. 460),
basta mostrar que f possui a propriedade de levantar arcos de M, isto ¢, dada uma
curva diferenciavel ¢ : [0,1] — M e um ponto ¢ € M com f(q) = ¢(0), existe uma
curva ¢ : [0,1] = M com ¢(0) =qge foc=c.

Para provar pedido, observe que, como f é um difeomorfismo local em ¢, existe
e > 0 tal que é possivel definir ¢ : [0,e] — M com ¢(0) = g e fo€ = ¢, isto é, é possivel
levantar ¢ em um intervalo pequeno a partir de ¢. Como f é um difeomorfismo local em
todo M, o conjunto dos valores A C [0, 1], tais que ¢ pode ser levantada em A a partir
de g é um intervalo aberto a direita, isto é, A = [0,%p). Se mostrarmos que t, € A,
teremos que A é aberto e fechado em [0, 1], logo A = [0, 1] e ¢ pode ser inteiramente

levantada.
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Para mostrar que ¢y € A, seja (,)nen uma sequéncia crescente em A com limt,, = t.
Entao, a sequencia (¢(t,))nen esta contida em um compacto K C M. com efeito, se

isto nao acontecer, como M é completa, a distancia de ¢(,,) e ¢(0) serd arbitrariamente

tn d&
dt = / dfs (—) ‘ dt
0 (t) dt

%‘ dt < d(e(t,),e(0)),

grande. Como, por hipdtese,

tn
é[)ytn(c> :/
0
tn
<]
0

isto implica que o comprimento de ¢ entre 0 e ty é arbitrariamente grande, o que é um

dc

dt

absurdo, e prova a afirmacao feita.

Como (¢(t,))nen C K, existe um ponto de acumulagao r € M de (¢(t,))nen. Seja
V' uma vizinhanca de r tal que f|V é um difeomorfismo. Entao, c¢(ty) € f(V) e, por
continuidade, existe um intervalo I C [0,1],¢y € I, tal que ¢(I) C f(V). Escolha um
indice n tal que ¢(t,,) € V' e considere o levantamento g de ¢ em I passando por r. Os
levantamentos ¢ e ¢ coincidem em [0,%,) N I, pois f|V é biunivoca. Portanto, g ¢ uma

extensao de ¢ em I, donde ¢ em I, donde ¢ esta definido em ty e tg € A. O

Lema 3.3. Seja f : ¥ — M, com X sendo uma variedade Riemanniana completa e
conexa e M sendo uma variedade Riemanniana conexa com a mesma dimensao de X.

Se f aumenta a distancia entao f é uma aplicacao recobrimento e M é completa.

Demonstracio. Seja (,),, € (,)yx, as métricas de M e ¥, respectivamente. Desde que, f
aumenta a distancia, f*((,),,;) ¢ também uma métrica Riemanniana em ¥. Para cada
curva ¢ € ¥, seu comprimento de arco com respeito a (, ). ¢ menor ou igual do que em
relacio a métrica f*((,),,). Segue-se que, se d e d denotam a funcdes distancias de

(,)s; € f*((,) ), respectivamente, entao
d(x,y) > d(z,y) paraz,y€ .

Entéo, toda sequéncia de Cauchy para d é uma sequéncia de Cauchy para d e, desse
modo, é convergente. Logo, ¥ é completa com respeito a (, )s,. Desde que a topologia
de ¥ é compativel com qualquer métrica Riemanniana em ¥ tem-se que, . é completa
com respeito a métrica f*((,),,)-

Substituindo (, )y por f*({,),;), podemos assumir que f : ¥ — M é uma imersao
isométrica, isto é, que (, )y = f*((,),,)- Logo, X é o espago de recobrimento de M com

projecao f e M é também completo. O
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3.1 Caracterizacao das subvariedades do tipo-espaco

compactas através do cone de luz

Nesta secao podemos assumir, sem perda da generalidade, que o cone de luz possui
o vértice no ponto a = (0,---,0,1) € S’f+2 e, desse modo, a componente futura do

cone de luz no espago-tempo de Sitter sera dada por
AT = {l' < S’f+2 [ Tpyo = 1,29 > 0}

Observacao 3.1. Note que nessa se¢ao temos u = g > 0.

Uma vez enunciados e devidamente demonstrados os Lemas acima, podemos intro-

duzir o primeiro resultado dessa secao.

Proposicdo 3.4. Seja 1) : ©¥* — AT C S'"™? uma subvariedade tipo-espaco de codi-
mensao 2 que fatoriza através de A*T. Assuma que X é completa e que a funcao positiva

u satisfaz

u(p) < Cr(p)log(r(p)), r(p)>1 (3-5)

onde C' é uma constante positiva e r denota a fun¢ao distdncia Riemanniana saindo
da origem fixada o € . Entao, ¥ é compacto e conformemente difeomorfa a es-
fera S”. Em particular, isto é garantido se supsu < 400 e, mais geralmente, se o

< +00.

lim su
r—>+oop r 10%0“)

Demonstragao. Note que, para cada p € 3, ¥(p) = (u(p), ¥1(p), -+ ,¥ns1(p), 1), onde

n+1

wa(p) = u*(p) > 0. (3.6)

Defina a funcao ¥ : X" — S™ por

1

U(p) = m(%(p), T ,¢n+1(p)),

e entao, para cada p € X e v € T2, obtemos

d\I/p(U> = — U(u> (7/11(10)7 U a@Z}n-‘rl (p)) +

w2(p) (1), 0(Pntr)).

L
u(p)
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Denote por (,), a métrica na esfera S*. Portanto, para cada v, w € T, temos
n+1

(A0, (0), AT, (w)), = “2“’ > i) !

u*(p)

_U(iuwn-i-lz_w(uUn-i-l‘2
2u?(p) (Zw> 2u?(p) (Zd))

(
1 1
= ug(p) <dwp( ) dwp( )> 2(p) <077U>
Em outras palavras,
() = 5 () (37

onde (,) é a métrica Riemanniana em ¥ induzida pela imersao 1.

Verifica-se que, a equagao dada em (3.7) garante para ¥ um difeomorfismo local.
Assumindo que ¥ é completa (isto é, (,) é uma métrica Riemanniana completa em
¥) e u satisfazendo a hipétese dada em (3.5). Tomemos a funcio w = u~""2/2 pelo

Lema 3.1 e pelo fato de que a métrica

<7>0:_2<ﬂ>

u

é conforme, segue que a métrica (,) é completa em X. Entao, a equagao (3.7) ditara

para a aplicacao

U (X" () = (S™,())

uma isometria local entre variedades Riemannianas completas e, pelos Lemas (3.2) e
(3.3), um recobrimento. Desde que, S" é simplesmente conexo, tem-se que ¥ é um

difeomorfismo global entre > e S™. O

Exemplo 3.1. Seja f : S — (0, +00) uma fungao suave positiva escolhida de modo

arbitrario. Podemos construir um mergulho ¢y : S" — A* C S"*2 dada por

Vi(p) = (f(p), f(p)p,1).

Para cada v, w € T,S" tem-se que

d(@y)pv = (v(f), o(f)p + f(p)v,0)
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(d(Wr)p v, d(s)p - w) = ((0(f), v(fp + fP)v,0), (w(f), w(fp+ f(p)w,0))
= —o(f)w(f) +o(H)w(f) (p.p)o +v(f)f () (w, )y
+ f(p)w(f) < ,w)o + fg(p) <an>o
= fQ(p) <U7 w>o
Isto é,

() =23 =F (o (3.8)

e isso significa que 1) determina uma imersao tipo-espago de S através de A* do qual

induz uma métrica conforme a esfera.

Verifica-se que, quando u = f obtém-se a expressao da segunda forma fundamental
para 1y em termos da funcao f, do gradiente e da Hessiana de f com respeito a métrica
(,)o- Lembrando que A = I e 6 = 1, podemos determinar A,. Note que, (3.8) é uma

métrica conforme, desse modo determinara as seguintes expressoes

1% = 211115 » (3.9)
Vf= %Vof, e (3.10)
Hessf = Hessyf — ;df®df+%\|vof“§(,>o. (3.11)

Portanto, por (3.9) e (3.10) temos

1
IVFI* = 7 Vs (3.12)

L4 [VAIP =2 —f o+ 2+ |VOF
2f2 n 2f4 ’

Enquanto, por (3.11) para todo campo de vetores tangente X,Y € X(S"),

(3.13)

Hess(X,Y) = f*(VxV/[.Y),
= (TRVOLY )y = £ (X9, (1), + £ [ 9 (X,

O que nos fornece

1

ViVf =

Ve VOf — % (X, VOf), VOf + % Vo) x (3.14)

67



3. Subvariedades compactas do tipo-espago de codimensao 2 através das
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para todo campo de vetores tangente X € X(S"). Portanto, usando (3.13) e (3.14) em

(2.12) aplicado ao campo de vetores tangente X € S", arbitrario, temos

2
A4,(X) = (_1+!|Vf|! _f21+1v2f>X

212 f
L |VAE -
T X+fV xVf
- 4_|_ 2_|_ VO 2 1 1
_ f2f4” f”0X+?(f2v°v°f— 3<X,V°f>OV°f+FHV°fH§X>

f1 = P+ IV flly

JVXVf——<X VOf), VOF + 77

T

Desse modo, obtemos a expressao

IV°flls + £ = 2

A4,(X) = T

3va0 i <X, V), VOf +

Z (3.15)

para todo X € S*. Note-se que, tomando o traco de (3.15) com respeito a (, ), obtemos

_ 2fDof + (n—4) VS llg — nf* (1~ f2)

h = 3.16

n 2nf4 ( )
e, em particular, vy é marginalmente aprisionada se, e somente se,

2fAof + (n— D) ||Vf| —nf2(1— f2) =0 (317)

O préximo resultado é uma consequéncia direta da Proposicao 3.4. Daqui por
diante, cada subvariedade compacta do tipo-espaco de codimensao 2 fatoriza através

de AT e, além disso, admitird um difeomorfismo conforme de acordo com o Exemplo
3.1

Corolério 3.5. Seja ¢ : ¥" — AT C S7™ uma subvariedade compacta do tipo-espaco
de codimensao 2 que fatoriza através do cone de luz A™. Entao, existe um difeomorfismo
conforme ¥ : (X7, (,)) = (S", (,),) tal que

\Il*(<7>0) =3 <,>

u

comu=—{(,e)) =ty >0etp =10V, onde f =uoW e, :S" = At C S} ¢

o mergulho

Vi(p) = (f(p), f(p)p,1).
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S (0, +00) s Yo A+ S
ol b
f b
Sn STL

Em particular, a imersao 1) é um mergulho.

Demonstragao. Sejam u e W como na demonstracao da Proposicao 2.18, tem-se que

U (27, (,)) = (S"(,),) ¢ um difeomorfismo conforme com

W () = = ().

Tl
Seja @ : S" — X" a inversa de V. Entao, fazendo f = w o ®. Verifica-se que,

u=foWer =150V, desde que

(b 0 W)(p) = (f(¥(p)), f(¥(p)¥(p),1)
= (u p)a %(P)a tee awn+1(p>v 1)

O

Utilizando das discussoes acima, o seguinte exemplo nos fornecera uma grande

ferramenta para a caracterizacao dos compactos marginalmente aprisionados.

Exemplo 3.2. Para cada vetor b € R"™ fixo, seja f, : S* — (0, +00) uma funcio

dada por
1

(p.b)y + /1 + [l

onde (,), representard, para ambas, a métrica euclidiana em R"*! ¢ a métrica padrao

fo(p) =

induzida na Esfera Euclidiana S". Observemos agora que, para b = 0 € R"*! temos

fo = 1. Afirmamos que o correspondente mergulho
QJZJb = @Z)fb S s AT C S?+2

¢ uma subvariedade marginalmente aprisionada (no passado) . De fato, basta provar-

mos que, para f = f, satisfaz a expressao (3.17). E, para isso, facamos f, = 1/g

9(p) = (p,b)g + /1 + [[b3]|-

Além disso, uma vez que [g; ;], a matriz métrica de S", é igual a matriz identidade,

co1m

tem-se, a matriz inversa [¢"’] igual a matriz identidade.
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Dai e das Definigoes 1.22 e 1.25, obtém-se para fi,

1 A\ 1
Vo=V (1) =T |l = vl (3.15)

- () E8E 3 (o)
:—g—Aog+ HVOgHO (3.19)

Os quais o Gradiente e a Norma de g serao dadas por

Vo) =b—(pb)yp e [V = IIbll; — (p.b): . (3.20)

donde conclui-se que

Ib]l — (p. b)g

0
e

(3.21)

para todo p € S". Portanto,
ngog = - <pa b>() v

para todo v € T,S", de modo que Agg(p) = —n (p,b),. Substituindo isto em (3.19) e
usando (3.20) obtemos

n(p.b), , 2 (bl ~ (b))

Bofe = 92(p) 93(p) ’

desse modo

20 (p,b), | 4 (Bl — (D))

9°(p) 9'(p)
Finalmente, aplicando as expressoes (3.21) e (3.22) em (3.17) para f = f}, garanti-

2fu(p)Aofo(p) = (3.22)

mos que a subvariedade é marginalmente aprisionada (no passado).

Entraremos no principal resultado dessa se¢ao, para mostra que os exemplos acima
sao as unicas subvariedades compactas marginalmente aprisionadas de codimensao 2

que fatorizam através de AT C SP2.

Teorema 3.6. Seja ¢ : ¥ — At C S"2 uma subvariedade compacta do tipo-espaco
marginalmente aprisionada (necessariamente no passado) de codimensio 2 que fatoriza

através de A*. Entao, existe um difeomorfismo conforme ¥ : (X", (,)) — (S, (,),) tal
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que v =10 U, onde f, : S" — (0, +00) €
1

(p. b)g + /1 + 1Bl

para qualquer b € R™ e ¢y, : S* — AT C S"2 ¢ 0 mergulho

fo(p) =

Vi(p) = (f(p), f(p)p,1).

Em particular, 32 estd mergulhada.

Demonstracao. Pelos Corolérios 2.7 e 3.5 a demonstracao do Teorema 3.6 reduzira na

solucao da equacao diferencial
2ulu —n(1 + ||Vul® —u?) =0

em (X", (,)). De acordo com a informacoes apresentadas anteriormente, nessa se¢ao,

isto é equivalente a determinar as solucgoes positivas da equacao diferencial
0 £]|2 2
2fAof —n(1+||VOf|, = ) =0 (3.23)

em (S™, (,),), onde (,) = £2(,),. Iremos denotar por ||-||2, V° e Ay a norma, o gradiente
e o operador Laplaciano na S" com respeito a métrica (,),. Pelo Corolario 2.7, temos
(X7, (,)) possuindo curvatura escalar constante n(n—1) e, desse modo, o mesmo valera
para (S, (,),). Obata em [12], garante o resultado de que uma métrica conforme na
esfera euclidiana S™ possui curvatura escalar constante n(n—1) se, e somente se, possui
curvatura seccional constante 1.

Assim, o problema de caracterizar subvariedades compactas marginalmente aprisi-
onadas através do cone de luz do espago-tempo de Sitter torna-se equivalente a resolver
o problema de Yamabe! na esfera unitaria. Isto é, determinando as funcoes positivas
f na S™ para o qual a métrica conforme f? (, ) Possui curvatura seccional constante 1.

Este problema foi resolvido por Obata em [12] (ver também [13]), que provou que a
métrica conforme f2(,), é obtida de (,) por um difeomorfismo conforme da esfera. Em
particular, f é o fator conforme de um difeomorfismo conforme da esfera unitaria. Lem-
brando que (Veja [11]), a menos de uma transformacao ortogonal, todo difeomorfismo

conforme de (S", (o, )) é uma aplica¢ao F. : S" — S™ dada por

b+ (e <pa C>o + )‘)C
Felo) =305, o)

1O problema de Yamabe, em geometria diferencial refere-se & existéncia de métricas Riemannianas

com curvatura escalar constante, e recebe seu nome do matematico Hidehiko Yamabe.
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para todo p € S”, onde ¢ € B"*!, a bola aberta unitaria em R"!,
A== fell)™? e p=A=1)cly”
Para cada v € T,S" tem-se que
dFe(p) - v =A"*((p,€)g + 1) {A((p, )y + 1o = A0, €)gp + (v, (1= V) [[eflg* ¢} -

Assim, para quaisquer dois vetores v, w € T,S" temos

2
1 — [lello

(dFe(p) - v, dFe(p) - w), = 0.0y + L7

(v, w), .

Portanto, o fator conforme f é dado por

1= el !
f(p) = -
Tl oy, 1+ bl

para qualquer ¢ € B!, temos

C 1
b= —— cR",

2
V1= llelly

completando a prova do teorema. O

Observacao 3.2. Vale ressaltar que embora todo mergulho através de 1, dado pelo
Exemplo 3.2, é conforme na esfera e possui curvatura seccional constante 1, eles nao
congruentes um com o outro. Com efeito, assuma que vy, é congruente a vy, para
b;, b, € R*"L. Entdo, existe uma isometria A € Iso(S}?) = O;(n + 3) que torna

comutativo o seguinte diagrama

sr A+ c S
T
A
At C SiH?
Entao,
dip, (p) - v =d(Aoy,)(p) - v = A(dp, (p)) - v, (3.24)

e, em particular,

T @) 19115 = [y (p) - 0II” = lldebw, () - l|* = £, (0) IIvllg
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para cada p € S" e v € T,S". Dal, segue-se que, fp, = fb, Ou, equivalentemente,
b; = bs.

3.2 Caracterizacao das subvariedades do tipo-espaco
compactas através do passado infinito do mo-

delo steady state space

Nesta secao, caracterizaremos as subvariedades compactas de codimensao 2 contidas

no passado infinito do steady state space.

Proposigao 3.7. Seja 1 : ¥" — £~ C SI"? uma subvariedade do tipo-espaco de
codimensao 2 que fatoriza através de £~ e assuma que X é completo. Entao, ¥ é

compacto e isométrica a esfera (S", (,),)-

Demonstracao. Observe que, para cada p € X podemos escrever

V(p) = (u(p), v1(p), -+ s ns1(p), u(p))

onde
n+1

Zw?(p) =1

Defina a aplicacao ¥ : 3" — S™ por

U(p) = (V1(p), -+, ¥ns1(p)).

Para cada p € ¥ e v € T2 obtemos

AV, v = (v(t), - ,v(P, + 1)),

e portanto, para cada v, w € T,% temos

n+1

(d¥, - v,dV, -w), = Z v(;)w(1;)
i=1
n+1

= —v(u)w(u) + ZU(M‘)?U(%) +o(u) +w(u)

i=1

= (dpy, - v, d, - w) = (v, w) .

Em outras palavras, U*((,),) = (,), isto significa que ¥ : (X", (,)) — (S",(,),) é

uma isometria local. Desde que (X", (,)) é completa e S™ é simplesmente conexa, isto
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implica que ¥ é de fato uma isometria global. O
O Resultado acima acaba motivando o seguinte exemplo.
Exemplo 3.3. Para cada func¢ao suave f : S — R podemos construir um mergulho

¢f: S — = C SPH? dada por

or(p) = (f(p),p, f(p))-

Para cada v, w € T2 obtemos

d(wf)p(v) = (U(f), v, v(f))

(d(05)p(v), d(@5)p(w)) = (v, w)q -

Isto é, ¢3((,)) = () e ¢ determina uma imersao isométrica tipo-espago da esfera
euclidiana através de .#~. Nestas condigbes, a imersao é marginalmente aprisionada

com excecao dos pontos onde Agf +nf =0 em S™.

Corolario 3.8. Seja ¢ : ¥" — .#~ C S"™ uma subvariedade do tipo-espaco completa
de codimensao 2 que fatoriza através de .#~. Entao, ¥ é compacta e existe uma
isometria ¥ : (X",(,)) — (S",(,),) tal que ¥ = ¢y o ¥, onde f = wo ¥~! com
u=—{,e)) =y e ds:S" = I~ C S é o mergulho

o5(p) = (f(p),p, f(p))-

$n LR s Y. g C Sy
At ol
Sn Sn

Em particular, a imersao 1 é um mergulho e marginalmente aprisionada exceto nos

pontos onde Au + nu =0 em 3.

Como uma consequéncia, podemos caracterizar as subvariedades do tipo-espago de

codimensao 2 que fatorizam através de £~ e tendo o vetor curvatura média paralelo.

Corolédrio 3.9. Seja 1) : " — #~ C ST uma subvariedade do tipo-espaco completa
de codimensao 2 que fatoriza através de .#~ e tendo vetor curvatura média paralelo.
Entao, ¥ é compacto e existe uma isometria ¥ : (X", (,)) — (S, (,),) tal que ¥ =
Gbe:S" = I C S'*2 é um mergulho

Obe(p) = ((p,b)y + ¢, p, (. b)y + ©).
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para algum b € R"*! e ¢ € R. Mais ainda:

(i) X é minima se, e somente se, ¢ = 0;

(ii) X é marginalmente aprisionada no futuro se , e somente se, ¢ < 0; e
(iii) ¥ é marginalmente aprisionada no passado se, e somente se, ¢ > 0.

Demonstragao. Desde que (a,ep) = 1, segue que (2.2) que

1
H = —(Au+ nu)a. (3.25)
n

Entao, H ¢é paralelo se, e somente se, Au + nu = constante em (3, (,)). Equivalen-
temente, desde que v = f oW com ¥ uma isometria entre (X3, (,)) e (S",(,),), H é
paralelo se, e somente se, Agf + nf = constante em (S", (,),).

Portanto, o laplaciano de f satisfaz
Aof =—n(f—c)
para alguma constante c. Defina a funcao g = f — ¢, dai
Aog +ng =0,

onde implica que ou g = 0 ou g € Spec(S™, (,),) é a primeira autofungio da esfera
euclidiana. No primeiro caso f = ¢ é constante (e corresponderd a b = 0). No
segundo caso g(p) = (p,b), para algum vetor b € R"™' b # 0. Isto entdo segue que
f(p) = (p.b), + c. Enquanto o terceiro caso segue de (3.25) desde que H = ca, com a

apontando para o passado. O

Em particular, para os casos em que a subvariedade é minima temos o seguinte

resultado.

Corolirio 3.10. Seja ) : ¥" — .#~ C ST uma subvariedade do tipo-espaco completa
de codimensao 2 que fatoriza através de .#~. X é minima se, e somente se, ela é
compacta e existe uma isometria ¥ : (X", (,)) — (S",(,),) tal que ¥» = ¢, o ¥, onde
on:S" — #~ C SP™? é o0 mergulho

Ob.e(p) = (D, D)y, s (P, b))
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3.3 Um resultado de unicidade para a equacao dife-
rencial do tipo marginalmente aprisionadas em

variedades compactas

Nesta secao, motivado pelo significado geométrico das solugoes para a equagao

diferencial parcial (2.20), estabelecemos o seguinte resultado de unicidade intrinseca.

Teorema 3.11. Seja (X7, (,)) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo

n > 2 e curvatura Ricci satisfazendo
Ric > K (3.26)

para alguma constante K > (n—1). A dnica solu¢ao positiva para a equagao diferencial

parcial

2ulu —n(1+ |Vul]> —u?®) =0 em ¥ (3.27)
¢ a funcgao constante u = 1.

Demonstragcao. Considere o campo de vetores
1 A
V =y " (—V | Vul|* - —“Vu) .
2 n
O divergente de V' é dado por

div(V) = u=) (%A IV ulf? - %((AU)Q (VA vu>)>

) . (3.28)
_n —u (V[ VulP, Vu) + i — ™" ||V
Pela formula de Bochner - Lichnerowicz temos
1
52 (IVul®) = (VAu, Vu) + [V2u||* + Ric(Vu, V).
Sob essas condigoes, verifica-se que, a expressao (3.28) serd reescrita como
A 2
div(V) = u= """ (Hv?uH2 + Ric (Vu, Vu) — %)

—1 —1

+ 2 - u” "V (V Au, V) — nTu_" (V| Vul?, Vu) (3.29)
—1

+ 2 L A |V
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Usando agora (3.27), temos
no-1 2 2
Au = SU (1 —u”+||Vu|) (3.30)

e, dai,
Vau= (1 | Vul) Vo B [Vl (3.31)

Aplicando as contas (3.30) e (3.31), na expressao (3.29) obtemos

div(V) = u "D (HVQuHQ B (Au)2)

n (3.32)
+u~ "D (Ric(Vau, Vu) — (n — 1) |Vul]?) .
Entao, integrando e usando o teorema do divergéncia obtemos
A 2
/u—(n—l) (HVQUHQ ~ (Au) )
= " (3.33)

+ / u” " (Rie(Vu, Vu) — (n — 1) [[Vul*) = 0.
>

Verifica-se que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(Au)®

n

[V2ull” -

>0,

com igualdade se, e somente se, Vu é um campo de vetores conforme em .. Por outro

lado, no momento em que assumimos (3.26) temos
Ric(Vu, Vu) — (n — 1) |Vul|? > (K — (n — 1)) || Vul* > 0

Portanto, de (3.33) podemos concluir que

2
TR R i (3.34)
n

Ric(Vu, Vu) — (n— 1) |[Vul]> = (K — (n — 1)) || Vul* = 0. (3.35)
Desde que K > (n — 1), (3.35) implica que u é constante e, por (3.27) tem-se que
u=1. U

Observacao 3.3. Quando K = n — 1, se u é nao constante, conclui-se de (3.34) e
(3.35) que Vu é um campo de vetores conforme em X que estd na diregdo da menor
curvatura de Ricci em pontos onde Vu(p) # 0. Isto, de fato, ocorre quando fazemos

u(p) = fu(p), onde fi, é tomado sob as condigoes do Exemplo 3.2 e ¥ = §" com a
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métrica (,) = f2(,),-
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