Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Uma prova da conjectura do

anulamento de Serre via K-teoria
algébrica

José Carlos de Araujo

Joao Pessoa — PB
Fevereiro de 2021


http://lattes.cnpq.br/2058690193414909

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Uma prova da conjectura do

anulamento de Serre via K-teoria
algébrica

por
José Carlos de Araujo

sob a orientacao do

Prof. Dr. Roberto Callejas Bedregal

co-orientagao do

Prof. Dr. Napoleon Caro Tuesta

Joao Pessoa — PB
Fevereiro de 2021


http://lattes.cnpq.br/2058690193414909
http://lattes.cnpq.br/3209681900533197
http://lattes.cnpq.br/2522358502756972

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e C assificacéo

A663p Araudjo, José Carlos de.
Ura prova da conjectura do anul anento de Serre via

K-teoria algébrica / José Carlos de Aradjo. - Jodo
Pessoa, 2021.
95 f. : il.

Orientacdo: Roberto Call ejas Bedregal.
Coori entagdo: Napol eon Caro Tuesta.
Di ssertacao (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Algebra. 2. K-teoria comsuportes. 3. Qperacdes de
Adans. 4. Cup product. 5. Formula de intersecédo. 6.
Conj ectura de Serre. 7. Grupo de G oethendieck. I.
Cal | ej as Bedregal, Roberto. Il. Caro Tuesta, Napol eon.
[11. Titulo.

UFPB/ BC CDU 512(043)

El aborado por Larissa Silva Oiveira de Mesquita - CRB-15/746




Uma prova da conjectura do
anulamento de Serre via K-teoria
algébrica

Dissertagao apresentada ao Departamento de Matemética da Universidade Federal da
Paraiba, como requisito parcial para a obtencao do titulo de Mestre em Matemaética.

Area de concentracao: Algebra

Aprovado em: __ 26 /_ 02 / _2021

COMISSAO EXAMINADORA:

Prof. Dr. Roberto Callejas Bedregal - UFPB (Orientador)

E o

Prof. Dr. Napoleon Caro Tuesta- UFPB (Co-Orientador)

MMCM

Prof. Dr. Ricardo Burity Croccia Macedo - UFPB (Interno)

(panie, etz

N S16AEI1 16502487

Prof. Dr. Daniel Levcovitz - USP (Externo)




Existe uma estrada. FEssa estrada é
a estrada que eu amo. FEu a escolhi.
Quando trilho esta estrada, as espe-
rancas brotam e, o sorriso se abre em
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mais fugirei. (Daisaku Ikeda).
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Resumo

Considere um anel comutativo Noetheriano local regular (A, m) e sejam p e ¢ dois
ideais primos de A tais que 4(A/p ®4 A/q) < oo. No ano 1958, Jean Pierre Serre
definiu a multiplicidade de intersecao de A/p e A/q por

o0

X(A/p, Afq) ==Y (=1)"a(Tor'y(A/p, A/a)).

=0

e conjecturou, entre outras coisas, que se
dim(A/p) + dim(A/q) < dim(A),

entao

X(A/p, Ala) = 0.

Tal conjectura ficou conhecida como conjectura do anulamento de Serre e foi provada
em 1985 por Paul C. Roberts e, de maneira independente, por Henri Gillet e Chris-
tophe Soulé. O objetivo desta monografia é ilustrar e detalhar, seguindo as ideias de
Gillet e Soulé, como algumas ferramentas da K-teoria algébrica podem ser usadas para

demonstrar a referida conjectura.

Palavras-chave: grupo de Grothendieck, K-teoria com suportes, operacoes de Adams,

“cup product”, férmula de interse¢ao, conjectura de Serre.



Abstract

Considerer a commutative local Noetherian regular ring (4, m) and let p and q be
two prime ideals of A such that (4(A/p ®4 A/q) < oco. In 1958, Jean Pierre Serre
defined the intersection multiplicity of A/p e A/q by

o0

X(A/p, Afq) ==Y (=1)"0a(Tor'y(A/p, A/q)),

=0

and he conjectured, among other things, that if
dim(A/p) + dim(A/q) < dim(A),

then
X(A/p, A/q) = 0.

Such conjecture became known as Serre wvanishing conjecture. This was proven by
Paul C. Roberts and, independently, by Henri Gillet and Christophe Soulé in 1985.
The main of this dissertation is to illustrate and detail, following the ideas of Gillet e
Soulé, how some notions and machinery of algebraic K-theory can be used to prove

such conjecture.

Keywords: Grothendieck group, K-theory with supports, Adams operations, "cup

roduct”, intersection formula, Serre’s conjecture.
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Notacoes

Conjuntos e Operacoes

C - Inclusao.

= - Igualdade.

\ - Diferenca.

C - Subconjunto proprio.

D - "Contém”.

¢ - ”"Nao estd contido ”.

= - Isomorfismo.

U - Uniao.

N - Intersecao.

>~ - Somatério.

oo - Infinito.

<, > - 'Menor”, "Maior”

o - Composicao.

() - Conjunto vazio.

N - Conjunto dos Nuimeros Naturais
7 - Conjunto dos Numeros Inteiros.
Q - Conjuntos dos Numeros Racionais.
K - Corpo.

Ker(f) - Nucleo de f.

Im(f) - Imagem de f.

Coker(f) - Co-nticleo de f.

Categorias

Mon - Categoria dos Monoides Comutativos.
Mod, - Categoria dos A- modulos
Ab - Categoria dos grupos abelianos.

M fg(A) - Categoria dos A- médulos finitamente gerados.



Perf?(A) - Categoria dos complexos limitados de A- médulos finitamente gerados
"suportados”’em Z.
Hom¢(A, B) - Conjunto de todos os homorfismos entre objetos A e B de uma

categoria C.

Grupos de Grothendieck

St - Grupo de Grothendieck associado a um monoide comutativo.

Ko(A) - Grupo de Grothendieck dos A- médulos projetivos finitamente gerados.
Go(A) - Grupo de Grothendieck dos A—médulos finitamente gerados.

KZ(A)- Grupo de Grothendieck de um anel A suportado em Z.

Homologia

P ®4 @ - Produto tensorial de dois elementos sobre um anel A

P, — L — 0 ou P - Resolugao projetiva de um A—mddulo M.
Py~ Resolugao projetiva de M

Tor (M, N) - i-ésimo médulo Tor de M em N, em um anel A.

C, - Complexo de A- médulos.

Z,(C)- Médulo dos n- ciclos.

B, (C)- Médulo das n- limitagoes.

0,- Homomorfismo conector.

H;(C) - i-ésimo grupo de Homologia do complexo C.

P ® @ - produto tensorial de dois complexos P, e (),.

K(a, A) - complexo de Koszul associado a um elemento a.
K(aq,...,a;, A) - Complexo de Koszul associado a uma sequéncia finita de elemen-

tos ay, ..., a;.

Invariantes Algébricos

dimg (V') - Dimensao de um espago vetorial V' sobre um corpo K.
dim(A) - Dimensao de um anel A.

dim(M) - Dimensao de um A- médulo M.

ht(I) - Altura de um ideal I.

[A(M) - Comprimento de um A- médulo M.

pda(M) - Dimensao projetiva de um A- médulo M.

posto(P) - Posto de um médulo projetivo P.

X (M, N) - Multiplicidade de intersecao de Serre.

X1



Outras Notagoes

(X) - ideal gerado pelo conjunto X.

(a) - ideal gerado pelo elemento a.

I < A - Notacao para "I é um ideal de A”.

gN A - Contracao de um ideal primo p .

VT - Radical de um ideal I.

Alxy, ..., x| - Anel de polindnios nas indeterminadas xy,...,z, € A
Al[t]] - Anel de séries de poténcias na indeterminada t sobre um anel A.
S7tA - Anel de fracao de um anel A

Ap - Localizacao do anel A sobre um ideal primo P.

S=IM- Médulo de fracio de um A- médulo M.

CF(A) - Corpo de fragoes de um anel A.

K = A/m - Corpo residual de um anel local (A, m).

A" (M) - n-6sima Algebra exterior de um A- médulo M.

my A ... \Nmy, - "wedge product”.

EB M; - Soma direta de A- médulos M;.

i=0
Anny (t)- Anulador de um elemento t.

(
Anng (W) - Anulador de W sobre o anel B.
Spec(A) - Espectro de um anel A, conjunto de todos os ideiais primeos de A.
Max(A) - Conjunto de todos os ideais maximais de um anel A.
V(I) - Variedade algébrica de um ideal I, conjunto dos zeros de um ideal I.
wlj,’ , - Operacgoes de Adams de um anel comutativo A de grau k.
f ~ g - homotopia entre f e g.
Assa (M) - conjuntos dos primos associados.
Miny (M) - conjuntos dos primos minimais.
Z(M) - conjuntos dos zeros de M.
Supp(M)- Suporte de um A-mdédulo M.
[P] U [Q]- " cup product”
1dc - Morfismo identidade.



Introducao

Sejam A um anel (neste trabalho iremos supor que A é um anel comutativo com
identidade), M, N dois médulos projetivos finitamente gerados. Iremos agora supor
que (A, m) seja um anel local e os suportes de M e N se encontram apenas em m, ou
seja. Supp(M) N Supp(N) = {m}. Com isso, temos que Tor; (M, N) tem comprimento
finito para ¢ > 0, e ao assumirmos que a dimensao projetiva dos modulos sejam finitas,

temos a definicao da multiplicidade de intersecao definida por Serre, que € o inteiro

o0

X(M,N) = (=1)1a(Tor{' (M, N)).

i=0
Serre formulou esta definicao em 1958, para quocientes de ideais primos, onde a
partir dessa ideia ele elaborou quatro propriedades importantes, nos quais se tornaram
conjecturas. Dentre elas, temos as seguintes:
Desigualdade das Dimensées: dim(M) + dim(N) < dim(A).

Nao-Negatividade: (M, N) > 0.

Positividade: Se
dim(M) + dim(N) < dim(A)

entao
X(M,N) = 0.

A dltima dessas conjecturas € a conhecida Conjectura do Anulamento de Serre cujo

seu enunciado é:

Conjectura do Anulamento de Serre: Seja A um anel local, e M e N dois
A—modulos finitamente gerados, cuja suas dimensoes projetivas sejam finitas. Se
dim(M) + dim(N) < dim(A), entao x(M, N) = 0.

Serre afirmou a conjectura quando A é um anel regular, e provou quando A é um
anel regular e contém um corpo. Mais tarde, Gillet-Soulé e Roberts estenderam o

resultado para anéis locais regulares arbitrarios em meados dos anos 80’s. Ambos os



grupos provaram para anéis de intersecoes completas e Roberts provou para anéis locais
com singularidades isoladas.

Neste trabalho iremos focar na prova baseada em Gillet- Soulé, com uma ligeira
simplificacao feita pelo Walker. Esta prova é baseada no estudo da K-teoria, em parti-
cular a K-teoria Algébrica. Em um contexto geral, a K-teoria surgiu no final da década
de 1950 quando Alexander Grothendieck associou grupos chamados de K| a certos ob-
jetos da geometria algébrica para dar sua generalizacao de um resultado nomeado o
teorema de Riemann- Roch.

No primeiro capitulo exploraremos os grupos de Grothendieck, objetos de extrema
importancia na K-teoria algébrica. Estabeleceremos uma definicao geral envolvendo
monoides e depois iremos particularizar em dois casos, que chamaremos dos grupos
Ko(A) e Go(A). Por fim, iremos provar um resultado envolvendo localizagoes.

No segundo capitulo iremos exploramos a nogao de produto exterior para construir-
mos as chamadas Operacoes de Adams. No terceiro capitulo, iremos apresentar o grupo
KZ(A), algumas propriedades como funtorialidade, e definiremos o “cup product”.

No capitulo final iremos apresentar os Axiomas de Gillet-Soulé e demonstraremos
a célebre Conjectura de Serre.

Adicionamos um apéndice com definigoes e resultados que usamos constantemente
em nosso trabalho. Esses conceitos servirao para familiarizar o contetido ao leitor. Esta
leitura é opcional para quem ja possui conhecimento de Algébra Comutativa Classica
e Algébra Homoldgica.

Para o desenvolvimento deste trabalho, as principais referéncias foram [DUGGER],
[GILLET-SOULE] [WALKERI], [WALKER2] e [WANG].

Para auxiliar na teoria e nos resultados envolvendo algebra homolégica e da algebra
comutativa cldssica utilizamos as referéncias [KUNZ|, [MATSUMURA], [ROTMAN],
[SERRE] e [WEIBEL].



Capitulo 1

Os grupos de Grothendieck de um

anel

Nesse capitulo introduziremos as ferramentas base da K-teoria algébrica conhecidas
como grupos de Grothendieck. Veremos como esses grupos sao construidos de modo
geral e destacaremos esse momento para duas categorias: modulos projetivos e médulos
finitamente gerados.

As principais referéncias utilizadas nesse capitulo foram [DUGGER] e [ROTMAN].

1.1 O grupo de Grothendieck de um Monoide

Vamos denotar inicialmente por Mon a categoria dos monoides comutativos. Iremos

definir um Grupo de Grothendieck de um monoide por uma propriedade universal.

Defini¢ao 1.1. Um grupo de Grothendieck de uwm monoide comutativo (S,%) € um
par, (L;[ . ]) formado por um grupo Abeliano L e um homomorfismo de monoides
[.]:S5 — L com a sequinte propriedade universal: dados um grupo abeliano G e um
homomorfismo de monoides v : S — G, existe um unico homomorfismo de grupos
I': L — G tal que

para todo a € S.

Observacao 1.1. A propriedade acima nos diz que o sequinte diagrama comuta

g [-]

5 ar



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Exemplo 1.1. Considere o monoide (N,+), e o homomorfismo inclusio | . ] : N — Z.
Afirmagao: (Z,] . ]) é um grupo de Grothendieck de N.
De fato: dados G um grupo abeliano e um homomorfismo de monoides v : N — G,

defina a sequinte aplicacao I : Z — G como sendo:

v(n), sen>0
I'(n) = 0, sen =10
—y(—n), sen <0

A fungao T' € construida da sequinte forma : se n > 0 definimos I'(n) = y(n); se
n =0, temos I'(0) = (0). Paran <0, temos —n > 0, e assim I'(—n) = y(—n).
Porém,

0=7(0) =~(n+ (—n)) =~v(n) +y(-n),

donde seque que I'(n) = —y(—n).

Notamos que T' é um homomorfismo de grupos e que I' o[ . | = 7. Perceba que
como estamos lidando com o homomorfismo inclusao, temos que dado um T'y tal que
Iyol[.] =7, I'i(n) =~n) para todo n € N. Dai, I'(n) = I'1(n) para todo n € N,

garantindo a unicidade.

Exemplo 1.2. Considere agora o monoide aditivo N U {co}, onde adicionamos o
elemento "infinito” ao conjunto dos miumeros naturais com a conveng¢ao a + 0o =
o0+ a = oo. Vamos supor que G € um grupo abeliano e v : NU {co} — G € um
homomorfismo de monoides.

Note que y(oco) = v(oo + a) = v(o0) + v(n), consequentemente y(n) = 0, para
todo n € NU{oo} . Defininindo | . ] : NU {oo} — {0} como [ . ](n) = 0 temos
I': {0} — G dada por I'(0) = 0 e consequentemente I' o [ . | = . Em consequéncia,
o grupo abeliano trivial {0} juntamente com o homomorfismo zero é um grupo de

Grothendieck de N U {oo}.

Até entao, demos exemplos de monoides onde encontramos um grupo de Grothen-
dieck associado. O proximo resultado garantira que todo monoide comutativo possui

um unico grupo de Grothendieck associado a menos de um isomorfismo.

Teorema 1.1. (Ezisténcia e Unicidade do grupo de Grothendieck) Todo monoide co-
mutativo (S, x) possui um grupo de Grothendieck. Além disso, se (L,[.]) ex(L',[.])
sao dois grupos de Grothendieck de S, entao existe um tunico isomorfismo de grupos
f:L— L tal que

fol 1=I[.1



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Demonstra¢ao. Primeiro construiremos um grupo de Grothendieck de S. Vamos ini-
cialmente considerar o grupo abeliano livre F com base S. Vamos adotar por + a
estrutura aditiva de F e ¢ : S < F a injecao canodnica. Seja o subgrupo H gerado

pelos elementos de F da forma
i(a)+i(b) —i(axb), a,beS.
Sejam L := F/H o grupo quociente, 7 : F —> L a projec¢ao candnica e
[.]:moi:S— L

a composicao de i e . Perceba que dados a,b € S, temos que i(a) +i(b) —i(axb) € H,

laxb] = n(i(a)+i(D))
= m(i(a)) +m(i(b))
= o]+ 0]
Isto prova que [ . | é um homomorfismo de anéis.

Afirmacao: (L, [ .]) é um grupo de Grothendieck de S. Com efeito, dados um grupo
abeliano G e um homomorfismo de monoides v : S — G, temos pela propriedade
universal do grupo abeliano livre F que existe um tnico homomorfismo de grupos

B F — G tal que o seguinte diagrama comuta.

S : F

¥ A

Em outras palavras, foi = ~.

Note que para todo a,b € S,

Bli(a) +i(b) —i(axb)) = B(i(a)) + B(i(b)) — B(ia xb))
= 7(a) +7(b) = v(axb) = 0.

Portanto, H C kerf e segue pelo teorema de fatoragao de grupos que existe um

unico homomorfismo de grupos I' : L — G tal que o seguinte diagrama é comutativo.



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

F 2 G
N al r
I
Consequentemente,
Fo[.]=Tomoi=LFoi=r.
Por outro lado, se IV : L — G é outro homomorfismo de grupos tal que IVo[. ] =~

entdao (IVom)oi = [ oi. Como S é uma base de F segue que [Vom = 3. Como I" é o
tnico homomorfismo tal que I' o 7 =  concluimos que I' = IV, assim provando nossa
primeira afirmacao.

Suponhamos agora que (L, [ . ]) e (L',] . ]') sdo dois grupos de Grothendieck de S.

Consideremos o seguinte diagrama

n
n

Desde que (L, [ . ]) é um grupo de Grothendieck de S, existe um tinico homomorfismo
de grupos f: L — L’ tal que o quadrado da esquerda é comutativo, isto é, fo[.] =
[ .]. Analogamente, desde que (L',[ . ]) também é um grupo de Grothendieck de S,
existe um unico homomorfismo de grupos f’ : L' — L tal que o quadrado da direita
comuta, isto é, f'o[.] =1].].

Portanto, o seguinte diagrama é comutativo

s = L
[-] frof
L
Como idy o[ .| = [ . ], temos pela unicidade dos homomorfismos com esta pro-
priedade que f' o f = idy. Por um argumento andlogo segue que f o f' = idp.

Consequentemente, f é um isomorfismo de grupos.
O



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Ao garantirmos o resultado anterior, podemos falar do grupo de Grothendieck de

um monoide comutativo S. Denotaremos o grupo por S™.

Observagao 1.2. Suponha que S e T sejam dois monoides comutativos ey : S — T
um homomorfismo entre os monoides. Para cada monoide, temos associados os seus
respectivos grupos de Grothendieck ST e TF. Pela propriedade universal de ST temos
que dado o grupo T existe um tnico homomorfismo de grupos v* : ST — T tal que

o sequinte diagrama comuta

Com isso,temos que
i ids = idg+.
ii. (yoB)T =~toft.

iii. As correspondéncias S — ST e (y: S — T) — (v : ST — T") definem
um funtor
(=) : Mon — Ab

onde Ab denota a categoria dos grupos abelianos.

De iii), temos que a propriedade universal do grupo de Grothendieck garante que
(=)t € um funtor adjunto a esquerda do funtor Ab — Mon. Em outras palavras,

existe um isomorfismo natural
Homap(S™,G) = Hompron(S, G)

para todo monoide comutativo S e todo grupo abelianno G.

Vamos agora para algumas propriedades do grupo de Grothendieck por meio da

proxima proposicao.
Proposicao 1.2. Seja (S, *) um monoide comutativo. Entdo:
i. Todo elemento de ST pode ser escrito como [a] — [b] onde a,b € S

ii. Sejam a,b € S. FEntdao [a] = [b] € ST se, e somente se, existe s € S tal que

a*x8s=>bxs.



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

1i. O homomorfismo de monoides

.

p: SxS§ — ST
(a,0) +— o(a,b) := [a] —[b]

¢ sobrejetivo.

Existe uma bijecao entre o conjunto S* e o conjunto quociente (S x S)/ ~ onde
~ € a relagao de equivaléncia em S x S definida por: (a,b) ~ (c,d) se, e somente

se, existe s € S tal que axd*s=>bxcxs.

Demonstracao. Ao longo de toda demonstragao, usaremos como referéncia o modelo

de grupo de Grothendieck apresentado na demonstragao do Teorema

i. Seja x um elemento de ST. Logo, existe um elemento de y € F tal que = = 7 (y).

ii.

Desde que S é uma base do grupo livre F, podemos escrever y = >, nyi(cy) para

alguns ny € Z e alguns ¢, € S e assim
= me(i(er) = Y nufe].
k k

Separando os coeficientes positivos dos negativos, temos que

x:Zmi[al ij .mi,p; > 1ea;,b; €8

Defina a = *m;a; e b := xp;b;. Entao x = [a] — [b], (estrela representa a repetigao

da operagdo * em S vérias vezes).

Sejam a,b € S. Suponhamos que exista s € S tal que a x s = bx s. Entao em
ST temos que [a] + [s] = [a * s] = [b*s] = [b] + [s]. Isto implica que [a] = [b].
Reciprocamente, suponha que [a] = [b] € ST, ou seja 7(i(a)) = 7(i(b)). Entao
i(a) —i(b) € Ker(m) = H. Logo podemos escrever,

= (i(er) +i(dy) —iler xdi)) = Y (ilej * f;) —i(e;) —i(f))
k=1 7j=1
para ¢, dg, e;, fj € S e m,n > 1. Organizando os termos positivos e negativos,

temos que

n n

—I—Zz cx * dy,) Z( i(ej) +i(f;)) —I—Z i(ck) +i(dg)) Zi(ej*fj).
k=1 k=1

J=1 J=1



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Como F é um grupo Abeliano livre com base S, as duas somas podem ser iguais
se, e somente se , m=n e os geradores se diferem por permutacdo. Assim, ao
definirmos ¢ := ¢, d := xdy, e :=*e; e f := xf;, obtemos a seguinte igualdade
em S:

axs=>bxs, onde s =cx*xdxexf.
iii. E consequéncia direta de (i.).

iv. Suponha que (a,b) ~ (¢,d) € S x S. Entdo, a*xd+*s = b*cxs para algum s € S.
Pela parte (ii.) [a * d] = [b * ¢|, donde ¢(a,b) = [a] — [b] = [¢] — [d] = ¢(c,d).
Consequentemente, ¢ induz uma aplicagdo ¢ : (S x S)/ ~— ST que faz o

seguinte diagrama comutar, onde 7 é a aplicagdo quociente (a,b) — (a, b).

S xS L St

(S x 8)] ~

Desde que ¢ é sobrejetiva pela parte (iii.), a aplicagao induzida ¢ também é
sobrejetiva. Por outro lado, a parte (ii.) conclui que ¢ é injetiva, sendo assim

uma bijecao.
m

Observacao 1.3. A bijecio construida na parte (iv.) da Proposi¢ao anterior gera uma

forma de obter outro modelo para o grupo de Grothendieck de S.

1.2 O grupo Ky(A)

Consideremos agora um anel comutativo A. Denote por ©2(A) o conjunto de todos
os A-modulos projetivos finitamente gerados e defina a relacao de equivaléncia ~ em
Q2(A) da seguinte maneira: P ~ @, se existe um isomorfismo P = (). A classe de
isomorfismo de um A-médulo projetivo finitamente gerado P serd denotada por P e o
conjunto quociente 2(A)/ ~ por P(A). Desde que a soma direta de dois A-mddulos
projetivos finitamente gerados também é um A- médulo projetivo finitamente gerado,
o conjunto P(A) equipado com a operagao bindria

P+xQ:=PaQ

10



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

¢ um monoide comutativo.

Defini¢ao 1.2. Seja A um anel comutativo. O grupo Ko(A) € definido como o grupo
de Grothendieck (P(A))t do monoide P(A) .

Se P e Q sdo duas classes de A-médulos projetivos finitamente gerados, entdo em

Ko(A) cumpre-se a seguinte igualdade

[PeQl=[PI+[Q]

Além disso, pela Proposicao todo elemento de Ky(A) pode ser expresso da
forma [P] — [Q] onde P e Q sdo dois A-médulos projetivos finitamente gerados. Desde
que todo A-mdédulo projetivo finitamente gerado é somando direto de algum A-mddulo
livre de posto finito, existe um inteiro positivo n e um A-mdédulo @’ projetivo finita-

mente gerado tal que @ ® Q' = A" em P(A). Logo,

[Pl = Q] = [P+ Q] - [A7].

Isto mostra que todo elemento de Ky(A) é da forma [P] — [A"] onde P, é um

A-médulo projetivo finitamente gerado e n é um inteiro positivo.

Definicao 1.3. Sejam P e @ dois A-mddulos projetivos finitamente gerados. Dizemos

que P e Q) sao estavelmente isomorfos, se existe um inteiro nao negativo n > 0 tal que

PaA"~Qa A"

Desde que A-moédulos projetivos finitamente gerados sao soma direta de A-moédulos
livres de posto finito, segue que dois A-mddulos projetivos finitamente gerados sao
estavelmente isomorfos se, e somente se, existe um A-moédulo projetivo finitamente
gerado L tal que P® L =2 Q & L.

O préximo resultado nos dard uma condigao de igualdade de elementos em Ky(A).

Proposigao 1.3. Sejam P e QQ dois A-mddulos projetivos finitamente gerados. Entao

P e Q sdo estavelmente isomorfos se, e somente se, [P] = [Q] em Ky(A).

Demonstracao. Pela parte ii.) do Teorema [P] = [Q] em Ky(A) se, e somente
se, existe um A-médulo projetivo finitamente gerado L tal que Px L = Q % L em

P(A). Equivalentemente, existe um A-médulo projetivo finitamente gerado L tal que

P& L =@ L. Em outras palavras, existe um A-moédulo projetivo finitamente gerado
Ltalque POL=Q® L. ]

11



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Sejam z e y dois elementos de Ky(A). Entao existem P, A-mddulos projetivos
finitamente gerados, m,n inteiros positivos tais que x = [P] — [A™] = [P] — m[A]

e y = [Q] — n[A]. Desde que produto tensorial de A-médulos projetivos finitamente
gerados é também é um A- médulo projetivo finitamente gerado podemos definir uma

multiplicagao em Ky(A) da seguinte maneira:

vy =[P ©aQ] = n[P] =m[Q] +mn[A]

Tal multiplicacdo estd bem definida. Com efeito, suponhamos que x = [P;] —m;[A]

e y = [Q1] — n1[A] sdo outras representacdes dos elementos x e y, respectivamente.
Temos [P] — m[A] = [P,] — m1[A], donde [P @ Am1] = [P, @ A™].
Pela Proposigao existe [ > 0 inteiro tal que

PoA™T = p o A™, (1.1)

Dai, temos a seguinte igualdade em Ky(A):

[P] 4+ my[A] = [P1] +m[A]. (1.2)

Depois de tensorar por () o isomofismo em obtemos o seguinte isomorfismo

(P2aQ)@ Q™™= (PoiQ)eQm,

que por sua vez origina a seguinte igualdade em Ky(A):

[P @4 Q] +mi[Q] = [P ®a Q] +m[Q)] (1.3)

Por outro lado, [Q] — n[A] = [Q1] — n1[A], donde [Q © A™] = [Q & A"].
Pela Proposicgao [1.3| existe um inteiro p > 0 tal que

Q@AM = @ AP, (1.4)
Tal isomorfismo gera a seguinte igualdade

[Q) +m[A] = (@] +n[A] (1.5)

Depois de tensorar o isomorfismo por P; obtemos o seguinte isomorfismo

(PL®4Q)® PP 2 (P ®4Q) ® PP

que por sua vez origina a seguinte igualdade em Ky(A):

12



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

[PL ®4 Q] +ni[P] = [P ®a Q1] + n[P] (1.6)

Usando as relagoes e obtemos que

[P ®4 Q] — n[P] —m[Q] + mn[A] = [P ® Q1] — m[Py] — ma[Q1] + mina[A],

o que mostra que a operacao esta bem definida.
Por outro lado, notemos que as leis de distributividade sao satisfeitas. Portanto,

concluimos que Ky(A) tem estrutura de anel comutativo com identidade [A].

Observagao 1.4. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e P um A-mddulo
projetivo finitamente gerado, entao B& AP € um B- mddulo projetivo finitamnte gerado.

Desde que o produto tensorial se distribut com relagao a soma, a aplicagao

v: P(A) — P(B)
P +—— ~(P):=[B®4P]

¢ um homomorfismo de monoides. Entao, pela propriedade universal do grupo Ko(A),

existe um unico homomorfismo de anéis
Ko(f) : Ko(A) — Ko(B),

tal que o sequinte diagrama € comutativo

De maneira mais explicita,

Ko(f)[P] = [B®a P] para todo A- médulo projetivo finitamente gerado.

13



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

1.3 O grupo Gy(A)

Seja A um anel. Vamos denotar por M fg(A) a categoria dos A-mé6dulos finitamente

gerados.
Definigao 1.4. Seja G um Grupo Abeliano. Uma aplicagdo ¢ € dita aditiva sobre
M fg(A) com valores em G se, para qualquer sequéncia exata

0— M —M-—M"—0

em M fg(A) vale a igualdade

(M) = (M) +p(M").

Note que 1(0) = 0. As fungoes aditivas possuem algumas propriedades importantes,

como iremos listar no Lema abaixo.

Lema 1.4. Sejam A um anel, G um grupo abeliano e ¢ : M fg(A) — G uma fungdao

aditiva.

i. Para qualquer sequéncia exata em M fg(A)

OﬁMnﬁMn_l M1 MO 0

temos que

ii. Se A € Noetheriano, entao para todo complexo de A-mddulos em M fg(A)

On on—1
C, : M, ——= M, _4 ..

vale a igualdade

onde
H;(C,) = %

€ 0 j-ésimo grupo de homologia do complexo Cl.

1. Se
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¢ uma filtracao de M por A-mddulos finitamente gerados, entdo

Y(M) = Zw(Mj/MjH)-

Demonstragao. i. Seja

On on—1
C, : M, ——= M, 4 o

um complexo de A-médulos em M fg(A).

Considere as sequéncias exatas curtas

0 —= Z;—> M; — B;_; —=0

onde Z; := Ker(0;) e Bj := Im(0;41). Desde que cada M; é finitamente gerado,
entao B; também é, pois é a imagem de M;; via 0;4,. Portanto, se C, é exato,

entao Z; = B; e portanto Z; é finitamente gerado. Logo,

O(M;) = ¥(Z5) + ¥(Bj1) = ¥(Z;) + ¥(Zj-1) € G.

Assim,

D) = D (170(Z) = Y- H(Zi) = 0.

J J

ii. Agora suponhamos A é Noetheriano, mas que o complexo C, nao é necessaria-

mente exato. Considere as seguintes sequéncias exatas curtas

em Mfg(A).
Logo, ¥(Z;) = ¥(B;) + ¢ (H;(C,)) em G.
Por outro lado, ¥(M;) = ¥(Z;) + ¢(B;_1), donde

15



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

D) = D (=DRe(Z5) =Y (=17 (Bj)

= SO @B) + H(H;(C) — S (-1 (Z)

iii. Das seguintes sequéncias exatas curtas
O I Mj+1(—> Mj I Mj/Mj+1 ——— O

temos as relacoes

V(M) — (M) = »(M;/Mji).

Consequentemente,

]

Seja FG(A) o conjunto das classes de isomorfismos M dos A-médulos finitamente
gerados. Sejam L o grupo abeliano livre com base FG(A) e N o subgrupo de £ gerados

pelos elementos M — M’ — M”, para toda sequéncia exata curta

0 M’ M M 0
de A-mdédulos finitamente gerados.

Definigao 1.5. O grupo de Grothendieck dos A-mddulos finitamente gerados é dado
por Go(A) := L/N.

Um elemento de Go(A) é da forma (M) onde tal elemento é a classe médulo N do
elemento M € FG(A).

Assim, dada uma sequéncia exata curta em M fg(A) (A-mddulos finitamente gera-
dos)

16



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

temos que

(M) = (M) + (M").

Concluimos entao que a funcao

Y Mfg(A) — Go(A)
M (M) := (M)

¢ aditiva. Além disso, (M fg(A)) gera o grupo Gy(A).

Observacao 1.5. Note que € importante que na defini¢io de Go(A) usemos apenas
A-maodulos finitamente gerados, pois caso contrdrio o grupo pode ser o trivial. Neste

caso, vamos considerar para cada modulo M a sequinte sequencia exata
0— M“—s M>®— M>®—0
onde M* :=M&MeMBSMS---. Entao
(M) = (M) + (M) € Go(A).

Portanto, (M) = 0, concluindo que Go(A) = 0.

O proéximo resultado mostrara que Go(A) pode também ser caracterizado por uma

propriedade universal.

Teorema 1.5. O par (Go(A),v) possui a sequinte propriedade universal: para qual-
quer fun¢ao aditiva n : M fg(A) — G existe um unico homomorfismo de grupos
0 : Go(A) — G tal que

o =1

Em outras palavras, o sequinte diagrama é comutativo

M fg(A) v Gio(4)

&

G

Demonstracao. Seja G um grupo abeliano munido com uma funcao aditiva

n:Mfg(A) — G.

17



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Note que se dois A-moédulos finitamente gerados sao isomorfos, entao a sequéncia

exata curta

0 M N 0 0

implica n(M) = n(N). Portanto, existe uma tunica aplicacao 77 : FG(A) — G tal que
n(M) =n(M), para todo M € M fg(A).

Pela propriedade universal do grupo abeliano livre £ existe um tinico homomorfismo

de grupos 3 : L — G que faz comutativo o seguinte diagrama.

FG(A) -

s

¥

G

Consideremos uma sequéncia exata curta em M fg(A)

0 M’ M M" 0

Pelo Lema , segue que

BM—M —M") = B(M)—B(M)— B(M")

Portanto, N C kerf3.
Seja m : L — Go(A) a projecao canonica. Pelo teorema de fatoracao de grupos,
existe um tinico homomorfismo de grupos ¢ : Go(A) — G tal que o seguinte diagrama

é comutativo.

18



1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Ell <P

Go(4)
Portanto, para M € M fg(A)

po (M) =p((M)) = pon(M) = B(M) = i(M) = n(M),

donde poh =n
Por outro lado, se ¢’ : Go(A) — G é outro homomorfismo de grupos tal que
¢ 01) = n, entao

o' (M) = n(M) = 7(M),

para todo A-médulo finitamente gerado M. Portanto, ¢’ o m = 3, pois FG(A) é uma

base de L. Como ¢ é o inico homomorfismo tal que ¢ o ¢ =  concluimos que ¢’ = ¢,

provando o teorema. O
Agora, seja a aplicacdo 7 : P(A) — Go(A) definida por v(M) = (M).

Proposicao 1.6. A aplicagao v € um homomorfismo de monoides.

Demonstracao. Sejam M e N dois A-moédulos projetivos finitamente gerados. Consi-

dere a sequéncia exata curta
0O— M —>M®N—N—7-=0

Entao, (M @ N) = (M) + (N) em Gy(A), donde

V(M +N)=y(M&N)=(M&N) = (M) +(N) =+(M) +~(N).

Com essa proposigao, a propriedade universal de Ky(A) garante a existéncia de um

tnico homomorfismo de grupos « : Ko(A) — Go(A) tal que

a([M]) = (M),

para todo A-mddulo projetivo finitamente gerado M.

Vamos definir o que é um anel reqular de acordo com a defini¢ao dada pelo [DUGGER].
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Definigao 1.6. Um anel A € dito reqular, se todo A— mddulo finitamente gerado possui

uma uma resolucao projetiva finita de M.

O teorema a seguir nos dard uma condigao necessaria sobre o anel para que o

homomorfismo seja de fato um isomorfismo de grupos.

Teorema 1.7. Se A é um anel reqular entao o : Ko(A) — Go(A) € um isomorfismo
de grupos.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiro que « é sobrejetiva. Tome um gerador (M) de
Go(A) e escolha uma resolugao projetiva finita de M formada por A-médulos projetivos

finitamente gerados de M. Entao,

@ ( > (=1 Fﬂ) = (~1/(P) = (M),

J J
onde a segunda igualdade é consequencia da parte (i.) do Lema
Para provarmos que « ¢ injetiva, construiremos uma inversa a esquerda de a da

seguinte forma: considere a funcao

n: Mfg(A) — Ko(A)
M o (M) := Z(—l)j[ﬁj]

onde P, — M — 0 é uma resolugao projetiva finita de M formada por A-mddulos
projetivos finitamente gerados.

Afirmacao 1: n estd bem definida. Com efeito, suponhamos que Qg — M — 0
é outra resolucao projetiva finita de M. O homomorfismo identidade idy;: M — M

induz um morfismo de complexos f : P, — (), dado pelo diagrama
o1
P B M 0

le fll foj idMl
1 1

Q2 - Q1 - Qo M 0.

Agora, seja C, 0 cone de f,, isto ¢, o complexo de A-médulos C; = Pj_; @ (); com
diferencial d; : C; — C;_; dada por d;(a,b) = (—0;-1(a), —fj—1(a) + J;(b)). Entao

existe uma sequéncia exata curta de complexos

0 Qo —+Co—"= (P[-1])e —=0

onde (P[—1]); = Pj_1, i;(b) = (0,b) e m;(a,b) = a.
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

A sequéncia acima induz uma sequéncia exata longa

Hy(Qu) —— Hy(Cu) == Hy(P[~1]s) — " H(Qs) ——

Hi(Ca) = Hy(P[—1].) —E> Hy(Qu) —2— Hy(Cu) —=— Hy(P[~1]) —=0

Desde que H;(Q.) = 0 para todo j > 1 e H;(P[-1]) = H;_1(P,) = 0 para todo
Jj > 2 vemos que H;(C,) = 0 para todo j > 2. Note também que H;(P[-1]) =
Ho(Qs) = M e Hy(P[—1]s) = 0, donde H,(C,) = Hy(C,) = 0. Consequentemente, o
complexo C, é exato.

Um argumento semelhante usado na parte (i.) do Lema mostra que

> (~1Y[C]] = 0 em Ko(A)

Portanto,

e assim 7 estd bem definida.

Afirmagao 2: n é aditiva. De fato, seja

0 L M—=-N 0

uma sequéncia exata em M fg(A). Escolha resolugoes projetivas finitas P, — L — 0
e Qe — M — 0 dos moédulos L e M respectivamente. O homomorfismo # induz um

morfismo de complexos g : P, — Q..

02 o1

P2 P1 P() L 0
921 gll gol Je

b2 01
Q2 Q1 Qo M 0.

Seja T, := Cone(g) o cone do morfismo g. Considere como acima, a sequéncia exata

longa (nos médulos de homologia) induzida pela sequéncia exata curta de complexos
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A principio, H;(T,) = 0 para j > 2. Logo, a sequéncia exata longa se reduz seguinte

sequéncia

T

0— H\(T,) =~ L2~ M

Hy(T.) —0.

Desde que 6 é injetiva, Hy(T,) = 0. Além disso,
Ho(T,) = M/Im(0) = M /Ker(e) = N.
Em consequéncia, T, — N — 0 é uma resolucao projetiva finita de N. Portanto,

n(N) =Y (DT ==Y (=1 [P + Z(—l)j (@51 =n(L) +n(M).

J J

Pela propriedade universal do grupo Go(A) existe um unico homomorfismo de gru-
pos B : Go(A) — Ko(A) tal que

BIOD) = (-1)'[P],

J
onde P, — M — 0 é uma resolugao projetiva finita de M. Pela aditividade,

(Boa)([M]) == B((M)) = > (-1Y[P] = [M]
J
para todo A-mdédulo projetivo finitamente gerado M. Em particular, « é injetiva.
]

Usaremos o isomorfismo « para equipar o grupo Go(A) com uma estrutura de anel
comutativo da seguinte forma: dados M e N dois A-mddulos finitamente gerados,

definimos

(M) ® (N) := a(B((M)) - BU(N))).
O proximo resultado mostra como este produto funciona em termos do funtor Tor.

Proposicao 1.8.

(1) © (N) = S (=1 Tor, (M, )

Demonstracao. Sejam Py, — M — 0 e ()¢ — N — 0 duas resolugoes projetivas
finitas de M e N, respectivamente. Para cada k fixo, o complexo P, ®4 () é uma
resolucao projetiva finita de M ® 4 @y, pois @ € um mddulo plano.
Logo,
Z(PJ ®a Qr) = (M ®4 Qy).

J
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Usando esta igualdade e a propriedade (ii.) do Lema obtemos que

Dado M um A-médulo vamos definir o A[t] médulo
Mt] .= M ®4 Alt],

onde t é uma indeterminada sobre A.

Note que se M é finitamente gerado entao M|t] é finitamente gerado como Alt]-
moédulo. Além disso, se M e N sao dois A-médulos e f : M — N é uma aplicacao
A-linear temos que f ® 1ap : M[t] — N[t] define um funtor exato da categoria Mod4
na categoria Modp. Pela propriedade universal dos grupos de Grothendieck, temos

que existe um homomorfismo a : Go(A) — Go(At]) tal que

O proéximo resultado exibird uma condigao para « ser um isomorfismo de grupos.
Teorema 1.9. Se A é um anel Noetheriano, entio o« € um isomorfismo de grupos.

Demonstrag¢ao. Para provarmos a injetividade, iremos encontrar uma inversa a es-

querda para «. Seja entao

uma resolucdo projetiva (livre) de A[t]/(t). Aplicando o produto tensorial por N na

resolucao anterior, temos
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Portanto,
Tory (N, A[t)/ () = N/tN

Torf (N, A[t]/(t)) = Ker(t : N — N) = Anny(t) = (0 1y t)
Para i > 2, Tor! (N, Alt]/(t)) = 0.

Definimos entao

Explicitamente,

BUN)) = (N/tN) — (Anny (2)).

Temos que 3 esta bem definida e 3 o o = idg,(4)-

Afirmamos agora que « é sobrejetiva. Temos que se B = A[t] é um anel Noetheriano,
entdo o conjunto {(B/q) : q € Spec(B)} gera Go(B). Logo, é suficiente provar que
(B/q) € Im (a). Suponhamos por contradicio que exista um elemento (B/q) ¢ Im ().

Considere
T = {p € Spec(A) | p = q N A,q € Spec(B) e (BJa) & Im (a)}.

Como T # (), existe um elemento mdximal em T que denotaremos por p = q N A.

Considere os homomorfismos B-lineares

B> B/pP— (A —p)~ ((A/p)[t])-
Observe que:
i. B/p? = (A/p)[t], portanto um dominio;

(A—p) " (A/p)[E]) = (Ap/pAy)[] = KTt],

onde K = (A, /pA,) e K = CF(A/p), onde CF(A/p) é o seu corpo de fragoes.

Com isso, concluimos que K[t] é um dominio de ideais principais e assim seja Qo
ideal gerado por iom(q). Como Q = (f), temos que f = Gg+ait+...+ant", a; € A/p

e assim f € g.
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Seja entao o B-modulo
q

w=_—9__
pB+(f)
Desde que (A —p)'W = 0, existe u € A — p tal que u € Anng(W) (além disso,
pW = 0), portanto p + (u) C Anng(WV).

Seja a seguinte cadeia em W,
OCWeCWC...CW,

tal que Wi 1/W; = B/q,; com q; € Spec(B).

Perceba que para cada i, p C p + (u) € Anng(W) C q;, e desde que p é maximal
em T temos que p C q; N AeassimqNAET.

Como (B/q;) € Im «, entdo temos que W = S (Wi 1 /W;) € Im av.

Seja entao a seguinte sequéncia exata

R f G
Dai, temos que
<BL> = (W) + (BJa).
pe+(f)
Entretanto, note que se p C A é primo e f € B\ pB, entdo a seguinte sequéncia
exata
f B
O Bl Bl

gera a seguinte igualdade

By — B B _

BNy
pE+(f) /)

concluindo que (B/q) € Im «. Contradigao!

dai

]

Observacao 1.6. Por questio de notagao, vamos denotar os elementos de Go(A) e

Ko(A) por (. ) e[ .], respectivamente (sem a barra).
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Para o préximo corolario, vamos lembrar do seguinte resultado

Lema 1.10. Seja A um anel noetheriano. Se A é reqular , entio Alxy,...,x,] € um

anel regqular.
Demonstragao. Ver Corolario 2.7 em [KUNZ]. O

Esse resultado é um corolario do conhecido ”Hilbert Syzygy Theorem”. Com isso,

temos o seguinte isomorfismo:

I

Corolério 1.11. Seja K um corpo. Entao Ko(K[zy,...,z,]) = Z.

Demonstracao. Pela Proposicao temos que K|xy,...,z,] é regular. Portanto
vale o Teorema [1.9] Como Ko(K[z1,...,2,]) & Go(K[z1,...,z,]) = Go(K),temos
que mostrar que Go(K) = Z.

Tome v : M fg(K) — Z tal que y(F) = n, para F' = K". Como v é aditiva, segue
pela propriedade universal de Gy(K), Go(K) = Z. O

1.4 Localizacao

Dados A um anel e f € A, sejam o anel A/(f) e a localizagdao Ay = f~*A. Observe
que se M é um (A/ f)-médulo finitamente gerado, entao M é um A-moédulo finitamente
gerado. Logo, para cada um dos conjuntos, podemos associar a seus respectivos grupos
de Grothendieck.

Antes de seguirmos para os préximos resultados vamos assumir o seguinte lema:

Lema 1.12. Seja S C A um sistema multiplicativo. Assumiremos que todos os A-

modulos desse enunciado sao finitamente gerados.

i. Para todo S™*A-mddulo W, existe um A- mddulo M e onde S™'M = W,

ii. Para quaisquer A- mddulos M, e My e para qualquer aplica¢io S™'A-linear f :
STIM, — S7'M,, existe uma aplicacio A-linear g : My — My e o sequinte

diagrama

S—1g

S_lMl S_1M2

IR

S_lMl S_lMQ.
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

iii. Para qualquer sequéncia exata de S~*A-mddulos

0 W1 W2 W3 0 )

ezxiste uma sequéncia exata curta de A-modulos

0 M,y M, Ms 0

e isomorfismos

0—=S M) —= S My ——= S~ My ——=0

F )

0 Wl W2 W3 0

Demonstracao. Ver Lema 4.7 em [DUGGER]. O
Com este lema iremos provar o seguinte resultado:
Proposicao 1.13. Sejam os subgrupos de Go(A) :
i 5= ((M) — (N) | My = Ny);
i. Sy = (M) —(N)|3F¢: M — N tal que p; € um isomorfismo);
iii. Sz = ((J) | Jy =0).
Entao, S = Sy = S;

Demonstragao. Perceba que S; D Sy O S5, pois Sy C S e se J; = 0, entao (J) =
(J)—(0) € Sy. Mostremos que S; C Sy. Seja x = (M) — (N) um gerador de S, ou seja,
existe um isomofismo ¢ : My — Ny. Pelo Lema [1.12] (item ii.) existe o : M — N
A-linear tal que ¥ o ay = 0.

af

My

Ny

<
1%

My —— Ny

Como o ¢ isomorfismo, oy ¢ isomorfismo e assim x € Sy ¢ S; C Ss.
Provemos que Sy C S5. Seja x = (M) — (N) gerador de Sy, ou seja, existe uma

funcao ¢ : M — N tal que ¢ ¢ isomorfismo.
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Considere a sequéncia exata

0 —— Ker(yp)~ M—~>N Coker(yp) —0.

Em Gy(A), temos pela aditividade que

(M) = (N) = (Ker(p)) — (Coker(p)).

Aplicando a localizacao na sequéncia exata, temos

0 — (Ker(p))y My Ny (Coker(g)); —0,

donde (Kery); = (Cokery)s = 0.
Portanto, (Ker(y)) — (Coker(yp)) € S3 e

(M) — (N) € S55.

Com isso, temos condigoes de mostrar o seguinte teorema:

Teorema 1.14. A sequéncia

Go(A/f) = Go(A) =2 Go(Ay) —= 0,
com di((M)) = (M) e do((M)) = (My) onde My = M ®4 Ay, € exata.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que dy é sobrejetiva. Seja Z um Ap-médulo
finitamente gerado, ou seja, existem z1,...,2; € Z tais que Z = As(z, ..., 2) (gerados
por zi,..., 2, com coeficientes em Ay).

Defina W := A(zy, ..., 2x)

Afirmagao: Wy = Z. De fato: primeiramente note que Wy = W ®4 Ay. Com a
aplicagao bilinear de W x Ay em Z dada por (w,a/f") — (a/f") - w, temos pela
propriedade universal do produto tensorial que existe ¢ : W ®4 Ay — Z tal ¢ é

isomorfismo e o diagrama abaixo comuta. Em outras palavras, o(W ®a/f") = (a}-w).

WXAf W@AAf
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Definimos entao a seguinte aplicagao:

Q: W — Z
(w/f") — pw/f") = 1/f") - w.

Por construgao, temos que ¢ ¢é sobrejetiva.

Vamos supor que (w/f") € Ker(¢), ou seja ¢(w/f™) = 0. Portanto, w = 0 e assim
w/f* = 0/f* = 0, donde w/f™ = 0. Concluimos que ¢ é injetiva e, portanto um
isomorfismo.

Assim, dy((W)) = (Wy) = (Z) e dy ¢ sobrejetiva.

Provaremos agora que dy o dy = 0. Se M é um A/f—mdbdulo finitamente gerado,
entdo f € Anny(M). Assim, fM = 0= M; = 0. Portanto,

do o dy((M)) = do((M)) = (M) = 0.

Por fim, vamos mostrar que Ker(dy) C Im(d;). Seja entao o grupo de Grothendieck

Go({M | My = 0}). E assim temos uma sequéncia exata natural

Go({M | My = 0} —2> Go(A) —2= Go(A;) —=0

Mostremos que a fungao ¢ : Go(A) — Go({M | My = 0}) é um isomorfismo.
De fato, seja M um A-mddulo finitamente gerado tal que M; = 0. Existe N € N
tal f~¥ .M =0, onde este N é minimo com tal propriedade. Temos entdo a seguinte

cadeia

MDfMDffPMD...D "M =0.

Vamos denotar My = M e M; = f'M para 1 <i < N. Perceba que M;/M;,; é um
(A/f)—mddulo. Assim, defina a fungao

U Go({M | M;=0}) — Go(A/f)
(M) —s U((M)) ;:Z<Af;>

Temos que V¥ esta bem definida, Vo® =Ide ®o ¥ =1d
Provemos entao que Ker (dy) C Im (d;). Sabemos que Go(A) = £L/N, onde Rel(A) =

N sao as relacoes e £ é o grupo abeliano livre com base M, com M finitamente gerado.
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Seja o diagrama comutativo:

Py

0 —— Rel(A)— L(A) —A Gy(A) ——0

C
0—> Rel(Ap)—= L(A;) —2= Go(A) —=0.
Perceba que 7 é sobrejetiva. Seja entao Ker(dy) = Pa(Ker(m)), e vamos denotar
Im(Jl) = Sg.
Seja x € Ker(n). Dali,

r=M+...+My— N, +...+ N, € L(A)

e desde que 7(x) = 0 segue que

O=na(@)=f"'"My+...+f'My+ f'Ni+...+ [N € L(Ay).

Como k = [, temos que f~'M; = f'Nyy), onde 0 < j < ke 0 < i(j) <, com
Zj = Nig)-
Portanto,
Z':(Ml—Nl)—F—f—Mk—Nl,

com f~'M; = f~'Ny;. Conclufmos que Pa(x) € Sy = Ss = Im(d,).

Vejamos um exemplo de como esse resultado se aplica.

Exemplo 1.3. Seja F um corpo e defina A = F[t]/(t?). Perceba que Go(A) € gerado
por F'. De fato: para qualquer A-mddulo M sobre A temos a filtracao M O tM, e
assim (M) = (M/tM) + (tM). Entretanto, ao fazer o produto por t, M/tM e tM
desaparecem no quociente. Portanto, ambos sao soma direta de copias de F ou seja,
qualquer elemento de Go(A) € gerado por F. Desde que Gy(A) é um dominio de ideais
principais (todo elemento é gerado por nF,onde n € Z), seque que Go(A) = Z.

Agora, seja B = Z[\/=5] e f = (2). Note que R nio é um dominio de ideais
principais, porém f~'B é, e assim Go(B) = Z.

Temos que

Z/2e) _ 22 _ 2/2a) _ Z/2
(x2+5) (2241) (z+1)? (t2)

B/f =

Portanto, G(B/f) = Z, pois F =7/(2) é corpo.
Temos que G(B/f) = (B/(2,x + 1)) = (B/(2,1 — /=5))
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1. Os grupos de Grothendieck de um anel

Calculando a sequéncia exata, temos a seguinte forma

di

d
7 — -

G(B)2~7—0,

onde di(1) = (B/(2,1—+v/—=5)) e dy({B)) = 1. Seja, I = (2,1++/—5) e temos entao
que G(B) é gerado por B ou B/I.
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Capitulo 2
As Operacoes de Adams

Neste capitulo iremos mostrar, a partir da nocao de produto exterior, a existéncia
das chamadas Operacoes de Adams. Essas operacgoes serao primordiais para o Capitulo
4.

A principal referéncia utilizada foi [WALKERI].

2.1 Produto exterior

Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mdédulo e n > 0. A n-ésima poténcia exte-
rior de M é um par (H, ) formado por um A-médulo H e uma aplicagdo multilinear

alternada ¢ : M x4 ... x4 M — H com a seguinte propriedade universal: dado um

-~

n—uvezes

A-modulo L juntamente com uma aplicacao multilinear alternada v existe um tunico

homomorfismo A-linear ¢ : H — L tal que o seguinte diagrama é comutativo

Mx...xM - H

L
Em outras palavras, temos que o o ¢ = 1.

Observacao 2.1.  a. Lembremos que uma aplicacdo multilinear
p:Mx...xM-—H
¢ dita alternada, se o(myq,...,my) =0, para todos (my,...,m,) € M X ... x M

tais que m; = m;, com i # j.
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2. As Operagoes de Adams

b. Como a n-ésima poténcia exterior foi definida via uma propriedade universal,

temos que a existéncia garante unicidade, a menos de isomorfismo canonico.

O proximo resultado garante a existéncia de poténcia exterior para qualquer A-
modulo M.

Teorema 2.1. Dados um A-mddulo M e n > 0, existe a n-ésima poténcia exterior de

M.

Demonstragao. Seja N o submédulo de @'y M = M®y...®a M gerado pelos ele-

-~

n—uvezes

mentos m; ® ... ® m, tais que m; = m; para alguns indices ¢ # j.

Defina H := Q3 M/N e ¢ : M x ... x M — H como a composi¢do dos mapas

naturais
0 n T
¢
onde O(mq,...,my,) = m3 ® ... ® m,,. Como # é multilinear, segue que ¢ é uma

aplicacao multilinear alternada.

Vejamos que o par (H, ¢) satisfaz a propriedade universal. Sejam L um A-médulo
Vv M x ... x M — L uma aplicacao multilinear alternada. Pela propriedade
universal do produto tensorial @)’y M, existe um tnico homomorfismo de A-mddulos
n:Q4M — L tal que nof = 1.

Note quese m; ®...®m; ® ... m; ... ®m, ¢ um gerador de N, entao
NMme..OmR...0m;...0my,) =M ...m;...0m;...dm,) =0,

pois ¥ ¢ alternada. Com isso N C Ker 7. Logo, pelo Teorema fundamental dos homo-
morfismos, existe um tinico homomorfismo de A-médulos o : H — L tal que oo = 1.
Portanto, cop =00 (mof) =nof =1.

Se ¢/ : H — L é um homomorfismo de A-mddulos tal que o’ o ¢ = 9, entao
o' o p = oo . Portanto, (6/ o p) 0@ = (0 0 ) o 6, e pela propriedade universal do

tensor, 0’ om = g o 7. Como 7 é um epimorfismo, segue que o’ = o. O]

Notagao: denotamos H := A”(M) para denotar a n-ésima algebra exterior de M.

Com relagao a notacao dos elementos, é usual denotarmos
o(my,...,mp) :=my A ... A\ my,

Chamaremos a funcao ¢ de "wedge product”.
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2. As Operagoes de Adams

Observagao 2.2. Note que A%(M) = A e AY(M) = M.

Nesta se¢ao, iremos omitir algumas demonstragoes. Porém, o livro texto para base

dessa secao estara disponivel na bibliografia.

Teorema 2.2. Sejam S um subconjunto multiplicativo de A, M um A-mddulo e n >0.
Entao,

(NAM)s = (A Ms).
Demonstragao. Ver Teorema 10.2.15 em [WANGI. O

Sejam M, N A-médulos e f: M — N um homomorfismo de A—mddulos. Defina

F: Mx...xM — N
(my, —>,my,) —> F(my,...,my,) = f(m) A... A f(my).

Note que F' é uma aplicagao multilinear alternada, e pela propriedade universal de
Ay M existe um unico homomorfismo fa : AYM — AN tal que fy oo = F.
Assim,
falmi Ao AmMmy) = f(my) AL A f(my).

Note que

1. (ZdM)A = idAjM;

ii. Se f: M — N e g: N — L sdo homomorfismos de A-mdédulos entao
(9o f)a=gao fa
Portanto, as correspondéncias M —— AT M e f+—— f) definem um funtor

AZ(—) : MOdA — MOdA

Notagao: f) pode também ser escrito como A”%(f).
Proposicao 2.3. i. Se [ € um epimorfismo, entao fp € também um epimorfismo;
1. Se f € um isomorfismo, entdo fn € um isomorfismo.

Demonstragao. Ver Teorema 10.2.16 em [WANG]. O
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2. As Operagoes de Adams

Teorema 2.4. Sejam M e N dois A-maédulos e n > 0. Entao

AL (M @ N) = @A (M) @4 AN,
=0

Demonstracao. Ver Teorema 10.2.17 em [WANGI. O

Corolario 2.5. Se L é um A-mddulo livre de posto k, entao A% (L) é um mddulo livre

de posto (Z) Em particular, se n > k entao N'(L) = 0.

Demonstragao. Ver Corolario 10.2.18 em [WANG]. O

Observagao 2.3. Se {ey,...,e,} € uma base de L =2 A* e n < k, entdo
{6“/\/\€Zn ‘21 <22<<2n}

¢ uma base de A% (L)
Lembremos do seguinte resultado:

Proposicao 2.6. Seja P um A-mddulo. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. P é projetivo finitamente gerado;

ii. P € de apresentagao finita e Py é um Ay-mddulo livre para todo m € Max(A),

onde Max(A) conjunto de todos os ideais maximais do anel A;

iii. Para todo m € Max(A) existe f € A\ m tal que Py € livre de posto finito sobre
Ay

Temos que dado P um A-mdédulo projetivo finitamente gerado e m € Max(A), segue
que
(AL(P))m = Al (Pa).

Como P, é um A-médulo livre de posto finito, o corolario anterior implica que
A%y (Pn) é livre sobre Ay. Logo, (A% (P))m ¢ livre sobre A,. Por outro lado, como P ¢é
de apresentagao finita, A’(P) também é.

De fato, dada a seguinte sequéncia exata curta

0 NLop 9. p_ .9

onde L é livre de posto finito e N ¢é finitamente gerado. Como g é sobrejetiva, segue

que g € sobrejetiva.
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2. As Operagoes de Adams

Assim, seja

A% (L) 2= A% (P) —0,

onde A”(L) tem posto finito.

Como A é Noetheriano, K = Ker(gy) ¢ finitamente gerado. Logo,

0— K —A%(L) —=A%(P)—=0

é uma sequéncia exata curta. Entdo A’(P) é de apresentagao finita. Usando a pro-

posi¢ao anterior, concluimos que A’ (P) é projetivo finitamente gerado.

2.2 Operacoes Lambda

Seja 0 — P’ — P — P” — 0 uma sequéncia exata curta de A-mddulos
projetivos finitamente gerados. Como P” é projetivo, temos P = P’ @ P”. Pelo
teorema [2.4]

ALP = DAL (P) @4 AT (P)).

=0

Com isso, temos em Ky(A) a seguinte relagao

n

[AL(P)] = Y NG (P]IAG (P")]. (2.1)

1=0

Lema 2.7. Para cada n > 0 existem fungoes
A" K(](A) — Ko(A>
unicamente determinadas pelas sequintes propriedades:

i. Para todo A—mddulo projetivo finitamente gerado P

AM([P]) = (AL (P)];

ii. Para todo o, B € Ko(A),

N(a+ B) = 3 NN (B).

Além disso, tais operacoes sao naturais para homomorfismos de anéis.
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2. As Operagoes de Adams

Demonstragao. Considere o anel Ky(A)[[t]] e para cada médulo finitamente gerado P,
defina

o0

A(P) =Y IAM(P))i" € Ko(A)[H].

n=0

Desde que o termo constante de \(P) é [A°(P)] =1 € (Ky(A))*, segue que
A(P) € (Ko(A)[[]])"

Note que a relagao 2.1 nos diz que
M (P) = M(PHN(P").

Consequentemente \; : P(A) — (Ko(A)[[t]])* é uma aplicagao aditiva e pela proprie-

dade universal de K((A) existe um unico homomorfismo de grupos

A Ko(A) — (Ko(A)[[2]])”

que estende ;.

Agora, considere a aplicagao

am o (Ko(A)[])T — Ko(A)
(ap+art+...) — a™(ag+ait+...) = ay,

e defina

A" i=a" o (\y).

Note que A" satisfaz (i.) e (ii.) (por 2.I)). A unicidade segue por indugao sobre o
indice n.

Note que, se f: A — B é um homomorfismo de anéis entao
A (P)®4 B = ANL(P®a B).
Portanto, dado P um A—moddulo projetivo finitamente gerado, temos que

Mg o Ko(f)([P]) = AR([P ®a BJ)
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2. As Operagoes de Adams

Observagao 2.4. \°([P]) = [A] =1 e AM[P] = [P].
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Vamos calcular \*>(—[P]). Sabemos que 0 = N*([P] + [—P]). Aplicando

7. obtemos

0 = M([PPA(=[P]) + M ([=PDA([=P]) + A ([PDA*([=PD),

ou seja,
0 = [AL(P)] + [PI(=[P]) +\*([-P)).
~[P®4P]
Portanto,

N([=P]) = [P @4 P] - [A4(P)]

Antes de ilustrarmos o préximo exemplo, vamos relembrar alguns resultados envol-

vendo o Spec(A).

Observagao 2.5. Sejam S C A um conjunto multiplicativo e P um A-mdédulo pro-
jetivo. Entao ST'P € um S'A-mddulo projetivo. Se P é um A-mddulo projetivo
finitamente gerado e p € Spec(A) entao P, é um Ay,—mddulo projetivo finitamente

gerado. Como A, é um anel local, B, é livre de posto finito. Além disso,

posto(Fy) = dimg (p)(P ©4 K(p)),

onde

Podemos entdo considerar a funcao,

¢: Spec(A) — Z
P plp) = posto(By) = dimg (p)(P ®4 K(p))

Afirmagao: ¢ € localmente constante. De fato, seja p € Spec(A) e escolha m €
Max(A) tal que p C m. Pela parte (iii.) da Proposi¢ao existe f € A\ m tal que
Py é Ay—livre de posto finito. Com isso, temos que D(f) = A\V(f) € uma vizinhanga
aberta de p tal que ¢ restrita ao conjunto D\ V(f) € constante.
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2. As Operagoes de Adams

Quando ¢ € constante, dizemos que o modulo projetivo finitamente gerado tem posto

bem definido. Neste caso,

posto(P) := posto(P,) = dimy (p)(P ®4 K(p)).

Observagao 2.6. i. Se Spec(A) € conexo (com respeito a topologia de Zariski),

entdo ¢ € constante e P tem posto bem definido.

ii. Se A € um dominio, p € constante. Por exemplo, em anéis requlares esse resultado

€ valido, pois anéis requlares sao dominios.

Exemplo 2.2. Suponhamos que (A, m, K) € local, onde K é seu corpo residual, entdo

todo A—mddulo projetivo finitamente gerado P € livre, cujo posto € igual a
dimg (P ®4 K).
A funcao

v: P(A) — Z
P+~ A([P])=dimxkP ®4 K

¢ aditiva. Pela propriedade universal de Ko(A) existe um unico homomorfismo 7 :
Ko(A) — Z tal que 5([P]) = dimxg P4 K. Por outro lado, a fungio 5 : N — Ky(A)
definida por B(k) = [A¥] é aditiva. Como Z é o grupo de Grothendieck associado a N,
existe um tinico homomorfismo de grupos 8 : 7. — Ko(A) tal que B(k) = [A¥], para
todo k € N. Note que 7 e B também sao homomorfismos de anéis, e que B oy =1ide
5o B =id. Concluimos que 7 : Ko(A) — Z € um isomorfismo.

O

Denotaremos a aplicacdo 0™ :== 70 \"o 3 como sendo a "traducdo”de \", de Ky(A)

para 7.
Ko(A) —2—— Ky(A)
] gl
Z z Z
Para k € N,

0"(K) =7 0 A"(B(k)) = 7 0 [AF] = 7 o ([N5(AM)]) = 7([AW)) = (’“)
ou seja,
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2. As Operagoes de Adams

AN k! Ck(k=1)...(k—(n—1)
>_n!(k3—n)!_ n-(n—1)-...-1 (22)

Para k < 0, primeiro observe que 3(k) = —f(—k) = —[A~*]. Por outro lado, temos
que \i(—[P]) = (\[P])", para P projetivo finitamente gerado.

Logo,
0"(k) = FoX o f(k) = 7oN(—[A)
= Jo (oz” o /\~t( — [A_k]))
= Foa"(M(AT)T)
Note que,
M([ATH) = YA = 31
Sejam

MN([ATF)™ = Zbit",

com b; € K,(A) ea; = [A(fik)], onde a; =0 para i > —k e ag = 1. Temos entdo:

boag =1 = by =1;
boar + biag =0 = by = —ay;
boas + b1a; + byag =0 — by = —ag + a%;
boas + bras + byay +bsag =0 =— b3 = —asz + 2a1as — azl"

Assim, obtemos que
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2. As Operagoes de Adams

Sequindo o mesmo processo, para o caso geral temos :

k(k—1)...(k—(n—1))

o (k) = n-(n—1)-...-1

, para todo k € Z, n > 0.

2.3 Operacoes de Adams

Dado um anel comutativo A defina o homomorfismo de grupos abelianos dlog como

sendo a funcao

dlog : A[[t]]" — A][t]] ”
Pt
p(t) = dlog(p(t)) = )

Suponhamos agora que A é um anel tal que Spec(A) é conexo. Defina

vr: P(A) — Ko(A)[[1]]
P +—— posto(P) —t dlog(A_¢(P)).
Temos que 9, é aditiva e pela propriedade universal de Ky(A) existe um tinico homo-

morfismo de grupos abelianos

b+ Ko(A) — Ko(A)[[t]]

tal que ﬂt([P]) = 4(P), para todo A-mddulo projetivo finitamente gerado P.
Seja a fungao a” : Ko(A)[[t]] — Ko(A) definida por

a"(ag +art+...) = ap.

Seja, 9" : Ko(A) — Ky(A) a composicio ¢" := a™ o 1. Por construcao, 1" é um
homomorfismo de grupos abelianos. Chamaremos ¥™ das operagoes de Adams.

Lembremos da demonstracao do Lema no qual

= f:[Ak(P)]tk, para P € P(A).

k=0

Entretanto, A\*([P]) = [A*(P)]. Consequentemente

o0

Z k)\k :

k=0
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2. As Operagoes de Adams

e assim temos

d L logr(P)) = M(P)  =AY[P]) + 2X2([P])t + =3N3([P])t* + AN ([P])t* + . ..
" (P 1+ M ([P])t + X2([P)E2 + N ([P + ...

B —[P] +2)\2([P]) 3)\3([P])t3+4)\4([P])t4+...

N 1 — [Pt 4+ X2([P)t2 = N([P])t3 + ...

= (—=[P] 4+ 2)\*([P])t + =3N*([P])t® + 4X*([P])t* + .. ) (1 + [P]t + ([P)?

—N([PD)E + ([PP = 2[PIN[P] + N ([P])* + .. ),
poisse g = 1+ayt+ast’+...e h=(g7') = by +bit+byt?>+..., com gh = 1, entao
bo = 1;
b1+b0a1:0 — b1:—a
b3 + boay + bras + b0a3 =0 - bg = —az + 2a1a9 — CL?

Logo,

jt(logA ((P)) = =[P]+ (=[PP + 2\ ([P]))t + (=3A*([P]) + 3[PIN*([P]) — [P)t* + ...

Sabendo que

W (P) = posto(P) — tjtlog)\ «(P),
temos que
Y°([P]) = posto(P);
vH(P)) = [P);
VAP = [P = N([P))
V(P = 3N((P) = 3[PI([P)) + [P)
Note que,
VA((P)) =o' ([P N ([P]) +2X*([P]) = 0
[P]2=222([P]) [P] (P]
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2. As Operagoes de Adams

(P) = (PYA(P]) + ([P ([P]) =3¢ ([P)A([P]) = 0.

J
-~

3N [PIA2([P]) [PIA2([P))

Com esses exemplos, temos em geral que a equacao funcional que define as operagoes

de Adams é dada pela seguinte formula recursiva.

WP R TIAL kAR L (— )RR AR e~ 1)RAR = 0,
Assim, podemos dar continuidade com a seguinte proposicao:
Proposicao 2.8. Para cada k > 0,
i. YF: Ko(A) — Ko(A) € um endomorfismo de anéis.
ii. V¥ é natural para homomorfismo de anéis;

1i. Se L € um A—mddulo projetivo finitamente gerado de posto 1, entdao
YM((L]) = [L*].

Observacgao 2.7. Y% ¢ natural para homomorfismo de anéis se dado f : A — B um

homomorfismo de anéis temos que

Ko(f) o vy = ¢ o Ko(f).

Observacgao 2.8. A demonstragdo da iltima proposi¢ao encontra-se no material [WALKERT).

43



Capitulo 3
K-teoria com suportes

Neste capitulo estudaremos o grupo de Grothendieck associado a categoria de com-
plexos limitados de médulos projetivos finitamente gerados sobre um anel Noetheriano
A cuja homologia estd suportada em um fechado de Spec(A), seu comportamento fun-

torial e o produto “cup”.

3.1 O grupo K{(A)
Defini¢ao 3.1. Sejam A um anel Noetheriano e Z C Spec(A) fechado. Um complezo

P, 0 P, P P, 0 e

com P, € M fg(A), € "suportado”em Z se para cada p € Spec(A) \ Z, o complexo

(Fp)e = 0= (Pp)y—— = (Pa)y — -
€ exato.
Vamos denotar o complexo P, = P.

Observagao 3.1. i. (By)e € exato se, ao tomarmos as sequintes sequéncias exatas

curtas

P —2=pP—Y P,

e localizarmos em p, temos que a sequinte sequéncia exata

by

(Pi1)p —2= (P)p —= (Pic1 )y

gera a sequinte igualdade: Ker(i,) = Im(py).
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3. K-teoria com suportes

Portanto,

Ker(y) = Imlgy) <> (K”W)p -

Im(¢p)

=7 (i)

< p € Spec(A) \ Supp(Hi(P)).

ii. Denotaremos Per fZ(A) a categoria dos complezos limitados de A-mddulos pro-
jetivos finitamente gerados “suportados” em Z. Note que a observacao dada em

1. implica que
P € Perf?(A) <= Supp(H;(P)) C Z, para todo i.

Definigao 3.2. O grupo de Grothendieck de A com suporte em Z, denotado por KZ(A),
¢ o grupo abeliano gerado pelas classes de isomorfismos dos elementos de PerfZ(A)

vindo das sequintes relagoes:
i. [P]=1[Q] se P e Q sao homotdpicamente equivalentes.

ii. [P] = [P'] + [P"] para toda sequéncia exata curta de complexos

P'—sP——>P"

Em outras palavras

(P,P € Perf?(A))

(relagao i., relagao ii.)

K7 (4) =

Observagao 3.2. P e P’ sao homotopicamente equivalentes se existirem f : P — P’
g: P — P tais que fog~ 1p e go f ~ 1p. Equivalentemente, dizemos que f € um

quase-isomorfismo e que H;(f) : H;(P) — H;(P") é um isomorfismo para todo i.
Proposicao 3.1. K7W (A) = K (A).

Demonstragio. Considere ¢ : Ky** ™ (A) — Ky(A) por ¢([P]) = 32,(~1)[P}]. Dado
[M] € Ko(A) defina o complexo

1 0
=~ ~NN
0—s—="0 M 0

A fungao ¢ : Ko(A) — KSPGC(A)(A) dada por ([M]) = [M] é tal que ¢ = o~ L.
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3. K-teoria com suportes

Propriedade Universal: Denotemos por Perf?(A) o conjunto formado pelas
classes de isomorfismos de objetos de Perf?(A). Se G é um grupo abeliano e p :
Perf?(A) — G é uma aplicacao tal que p(P) = p(Q), se P e Q sao quase isomorfos e
p(P) = p(P")+p(P") para toda sequéncia exata curta de complexos P —— P —— P" |
entdo existe o : KZ(A) — G tal que

o([P]) = p(P), para todo P € Pert?(A).

3.1.1 Funtorialidade

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. ¢ induz a fungao continua
¢* : Spec(B) — Spec(A).
Sejam Z =V (I), I<AeW =V(J), J<QB, tal que W D (¢*)~'(Z). Note que
V(J) 2 V({(¢(I))) =V({IB) < VIBDJ.

Afirmagao: Se P € PerfZ(A), entao P ®4 B € Perf(B).
De fato, se P € Perf#(A), entao Supp(H;(P)) C Z, para todo i. Perceba que

Supp(H;(P)) = V(Ann(H;(P)) S V(I) <= 1< Amn(H(P))
< 1" C Annu(H;(P)) (%).
Note que ao tensorizar por B sobre o anel A a sequéncia exata curta

P 2= P — P,

obtemos
P ®a B E P, BY L P ®,B.
Onde
Hi(PoB) = KXW Ol  Keld)  popy o g
Im(p®15)  Im(p)
Por (%),

J CI"B C Anng(H;(P ® B)).

Como consequéncia, temos que Supp(H;(P ® B)) C V(J) = W. Portanto, P ® B €

Per fV(B), concluindo a afirmacao.
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3. K-teoria com suportes

Com isso, definimos

oIV Kf(A) — K'(B)
[Pl — o2"([P]) =[P ® B

Exemplo 3.1.  i. Se ¢ = ida e W D Z, temos o mapa KZ(A) — KV (A) com
PerfZ(A) C Perf"(A).

it. Sejam B = Ay, com f € A, e p: A — Ay 0 mapa de localiza¢ao. Lembre que
Spec(Ag) = {ps = p € Spec(A), f & p} = D(f) = Spec(A) \ V(f).
Sejam Z =V (I), com I A eW =Z\ D(f).

Nesse caso teremos o mapa

7V KE(A) — K\VPU(4y)
[P — ¢ZW([P)) = [P].

3.1.2 Produtos

Sejam P e () dois complexos de A—mddulos. Definimos o complexo C' ® D por:

(C® D), = EB (C; ®a D),

i+j=n

onde 0 : (C® D),, — (C ® D),,—1 é dado por
a®b) =05 (a) @b+ (—1)'a® 7 (b),

coma € C;, be Dj tal que i+ j = n.

Sejam Z e W fechados em Spec(A) . Note que é possivel definir KZ™W (A), pois se
Supp(H;(P)) € Z e Supp(H;(Q)) € W, entao Supp(H,(P ® Q)) C Z N W. Portanto,
defina

Kg(A) x Kg'(A) — K" (A)
([P, [Q0) — [PeQ]

chamaremos de “cup product” e a notagao serd dada por

[PIU[Q] :=[P® Q]
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3. K-teoria com suportes

3.2 O grupo K'(A)

Sejam (A, m) um anel local e P € Perf™(A). Como Supp(H;(P)) C {m} temos
que l4(H;(P)) < oo e podemos definir

p: PMA) — Z

P p(P) =2y (— 1) a(Hi(P)).

Note que se P e Q) sdao quase-isomorfos entao H;(P) = H;(Q) para todo i . Logo,

p(P) = p(Q). Além disso, se

é uma sequéncia exata curta em Per f™(A), entao ela induz uma sequéncia exata longa

* * *
i—1 ) Pi—1

S Hy(P") A H(P) " H(P) = Hi(P") =2 Hiy(P) T

Temos entao a sequéncias exatas curtas:

0 — Ker (1) — H;(P) —= Im(¢)¥) — 0,

)

que nos fornece

[a(Hi(P)) = La(Im(#7)) + La(Im(47));

i
0 — Ker(A) — H;(P") —2>Im(A) —0 ;

onde

La(H;(P")) = La(Im(3)])) + La(Ker (o] 4));

1ii.
0 — Ker(p}) —= H;(P') —=Im(p}) —= 0.

que nos gera
LA(Hi(P")) = La(Ker(¢])) + La(Im(g]))
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3. K-teoria com suportes

Portanto,
o(P) = fg—lm(ﬂiw»
_ f;lA(Im(gof)) + La(Im(¥;))
_ ZZA Hy(P")) ZZAKer%l +Z )'La(Im(¥;))
_ 2( )il (Hi (P")) +§;lA Ker(¢})) + La(Im(¢])))
- i(—l)ilA(Hi(P”)) + i(_l)ilA(Hi<P,))
APy

Temos entao que p é aditiva e pela propriedade universal de K§'(A) existe um tinico

homomorfismo de grupos [ : KJ'(A) — Z. tal que

o0

U([P) =) (~1)'La(Hi(P)).

=0

Iremos provar que se A for um anel regular, [ é de fato um isomorfismo de grupos.
Antes disso, vamos relembrar o complexo de Koszul.

Seja A um anel e a € A. Seja o complexo

K(a,A) : 0 A—=A 0.

Definicao 3.3. Seja a: ay,as,...,a; € A uma sequéncia finita de elementos de A. O

complexo de Koszul de A associado a a € dado por

K(a,A) = K(a1,A) ® ... K(a;, A).
Exemplo 3.2. Para t =2 temos
Ka,a5:4): 00— A9A-2o(A0A)BARA) T A0A——0.

Entretanto, A= A® A, pela aplicagio v — v ®1 e A2 2 (AR A)® (A® A) com
a identificacdo (z,y) — (r® 1,1 ®y). Consequentemente, o complexo de Koszul para

t =2 serd dado por

K((Il,ag;A) : 0 A
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onde di(z,y) = a1z + a1y e do(z) = (—agz, ayx).

Portanto,

A .
(a1, a2)’
{(z,y) € A? | ayz + agy = 0}
{(—agx,a1x) | x € A}
Hy(K(ay,a9;A)) = {x€A| aqx =ar =0}

H()(K((ll, a9, A)) =

Hi(K(ay,a9; A))

Suponhamos agora que ai,as € uma sequéncia reqular em A, isto €, a; nao € divisor
de zero de A, ay ndo € divisor de zero de Af(a1) e {a1,a2) & A. Temos entio que
Hi(K(ay,a9;A)) =0, parai=1,2.

Com efeito:

a. Se v € Hy(K (a1, aq; A) entdo ayz = 0. Logo, x = 0. Se (x,y) € A* € tal que
a1z +asy = 0 entdo yaz; = 0 em A/{a,). Consequentemente y = 0 e assim, a;x =
0 em A, concluindo que x = 0. Assim, Ker(dX) = 0, donde H,(K (ay,az; A)) = 0.

b. Hy(K(ay,as; A)) =0 pelo mesmo argumento inicial do item a.

De maneira geral, se a = a4, ..., a; ¢ uma sequéncia regular, entao
A .
—, se i=0
HZ(K(Q,A)) = <CL1,...,CLt>
0, se i #0

Com isso, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Se (A,m) € reqular, entio | : KJ'(A) — Z € um isomorfismo de

grupos.

Demonstra¢ao. Vamos supor que dim(A) = d. Denotemos por K o complexo de Koszul
K(ay,...,aq; A). Entao,

oo

(K] =) (—1)1a(Hi(K)) = La(Ho(K)) = La(A/m) = 1.

1=0

Isto implica que [ é sobrejetiva.
Considere o complexo XK definido por (>  K), = K,_;. Entao, [([XK]) = —1.
Para finalizarmos o teorema, provaremos que K{J'(A) é um grupo ciclico gerado por

[K].
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3. K-teoria com suportes

Com efeito, dado E € Perf™(A) defina

Demonstraremos por indugao em h que [E] € ([K]).

Se h = 0, entao H;(E) = 0 para todo i. Portanto, E e 0 sdo quase isomorfos e
assim [E] = [0] € ([K]). Vamos supor que h > 0. Escolha i € Z tal que H;(F) # 0 e
H;(E) =0 para todo j > i.

Considere E dado pelo diagrama a seguir

df dE dE
. i+1 i i—1
E: ——=FEin E; Ei Ei
\ T \id ‘id
E
E 0 i B LR
i—1 i—2

[—
2
S8

i+1)

Como Ker(m) = Im(dZ;) C Ker(dF) existe um tinico morfismo
T EZ/Im(dil) — F; 4

tal que

Fom=dF

Note que (d¥ | o7)om =dFf o (7o) =dEf ,odf =0. Como 7 é sobrejetiva, segue
que df | o7 = 0 e assim, £ é um complexo.

Perceba que
H;(E) = Ker(7) = Ker(d”)/Im(d~.|) = H;(F)

e que

Hy1(E) = Ker(d”,) /Im(7) = Ker(d” ) /Im(dF) = H,_y(E).

Isso mostra que os mapas verticais dos diagramas definem um quase-isomorfismo e
portanto [E] = [E]. Portanto, podemos assumir que E; > 0 para todo j > i.

Perceba que como H;(E) = Ker(d¥) e Supp(H;(E)) = {m} segue que existe k > 1
tal que m*Ker(d¥) = 0 e m* 'Kerd? # 0. Tome a € m*Kerd?, com a # 0 e ma = 0.

Seja YK = N(X(X(... (2K)))) ou seja, (X'K), = K,_;.

S

VvV
i—vezes
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3. K-teoria com suportes

dE
L "' 0 0 Ei——FEi 4
, , . K
YK i (UK )0 — (Y Ky —— (K, 0
N—_—— N——
—K;=Ad =Ko=A

Vamos definir g : ¥'K — F com g; : A — E; dada por g;(z) = za.

Note que g; o d K = 0, pois ma = 0. Além disso, como d¥(a) = 0 , segue que
d¥ o g;(z) = zd¥(a) = 0.
Vamos considerar C' := Cone(g) onde C,, = (X'K),,_1 ® E, e
d°(x,y) = (=d”Fx, —gx + d"y).

Temos

C; = Kj_i_1, para todo j >+ 1.

Perceba ainda que

Civo = (YK)iy1®Eipo =K 60=K; = A%
Cis1i = (YK)i®Eip1=Koyd0=K,=A4;
C; = (YK)i1®E =08 FE; = FEj;

C; = Ej, paratodo j <i.

Portanto, o cone serda dado por

dSK dg dF

C: K = K, s E; —F;_y B

one df, ;(z,0) = (0, —za). Portanto, Ker(d, ;) = m = Im(d;12), que nos diz H;1(C) =
0.
Além disso, H;(C) = Ker(d¥) /().
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Temos entao que

WE) = h(C) = la(Hi(E)) = a(Hi(C)) = la(Ker(d}')) — la(Ker(d;") /()
= la((a)),

devido a sequéncia exata
0 — (a) — Ker(dF) —— Ker(d¥) /{a) — 0.

No entanto, A/m = («), via a aplica¢do r + m — ra.
Assim, h(C') = h(E) — 1. Por hipétese de indugao, [C] € ([K]).

Por fim, note que a sequéncia exata

0 E—C—>%(YK))—=0

implica que

Portanto, [E] € [{([K])].

Lema 3.3. Seja A um anel reqular e I < A. Entao
Go(A/T) = Ky (A)

Demonstragao. Defina,

pr Mfg(A/)l) — KyP(A)
M — p(M):= [Py,

onde P); é uma resolucao projetiva de M como A-méddulo,

Py~ M 0,

onde [Py] € KS/(I)(A) pois A é regular.

Temos entao que
HQ(PM) = Po/Im(dl) = PQ/KGI‘(O!) = ]\47
e consequentemente,

Supp(Ho(Par)) = Supp(M) € V(I).

53
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Além disso, H;(Py) = 0, para i # 0. Assim, p estd bem definida.
Note que, se
0 M M M" 0

é uma sequéncia exata curta de A/I-mdédulos finitamente gerados, entao ela também é
vista como uma sequéncia exata curta de A-mddulos finitamente gerados. Além disso,
se Py e Py sao resolucoes projetivas de M’ e M”, repectivamente, entao Pyyr & Pyyr

¢ uma resolucao projetiva de M.

Ff (T)
0 ]\T[’ M ]\T” 0
PM’ PM"

Logo, p(M) = [Py ® Py] = [Par] + [Par] = p(M) + p(M").
Pela propriedade universal de Gy(A/I) existe um tnico homomorfismo de grupos

0:Go(A/I) — K(‘)/(I)(A) tal que o seguinte diagrama comuta

Mfg(A)T) —L—— Ky P (A)

Go(A/T)

Assim, (M) = [Pu]
Agora se P € PerfV)(A) entdo

V(Anny(H;(P))) = Supp(H;(P)) C V(I), para todo i.

Desde que P seja um complexo finito, existe n > 1 tal que I"™ - H;(P) para todo i. Isto
implica que cada H;(P) tem estrutura de A/I"-médulo. Desde que A/I é de maneira
natural um A/I"-mdédulo, entao H;(P) ®a/m A/I é um A/I-médulo.

Vamos defnir a aplicacao

o: PerfVW(A) — Go(A/I)

[e.o]

P — o(P) =Y (=1)"(Hi(P) ®a/mm A/I).

i=0
Note que se P,Q € PerfV)(A) sdo quase isomorfos, entdo H;(P) = H;(Q) como
A-médulos para todo i. Logo, H;(P)®a/m A/I = H;(Q)®a/m A1 como A/I-médulo,
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e assim temos que o(P) = o(Q).

Se 0 P’ P P 0 é uma sequéncia exata curta em PerfV((A),

pelo mesmo argumento da sequéncia exata longa induzida ja feita, é possivel ver que
o(P) = o(P') + o(P"). Temos pela propriedade universal de K} "(A) que existe um

unico homomorfismo de grupos
e Ky D (A) — Go(A/])
tal que o seguinte diagrama é comutativo;

PerfV(A) —2 Go(A/I)

¥
Ky (A)
Em outras palavras,
O([P]) = Y (~D{Hi(P) ®@apr- A/1).
=0

Perceba que para A/I—mddulo finitamente gerado M temos

(¥ o @) ([M]) = v ([Pul)-

No entanto,

E como [ - M =0,
(W op)([M]) = [M @41 A/I] = [M].

Portanto, ¢ o ¢ = idg,(a/1), € em particular, ¢ ¢é injetiva.
Agora, seja E € PerfV1(A). Defina

h=h(E) = ilA(Hi(E)) € Zso.

Provaremos por indugao sobre h que [E] € Im(p), o que mostrard que ¢ é sobrejetiva.

Se h = 0 entao H;(F) = 0 para todo i e, como consequéncia segue que F e 0 sao
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quase isomorfos e [E] = [0] € Tm(yp).
Suponhamos que h > 0. Escolha i € Z tal que H;(E) # 0 e H;(E) = 0 para j > i.
Como no resultado anterior, podemos supor E; = 0, para todo j > i. Dai, H;(E) =
Ker(d¥).
Considere uma resolucao projetiva P = Py, g de H;(E), da seguinte forma:

dg df

P: P2 P1 Po aHZ(E)—>O

Iremos definir novamente um morfismo ¢ : 3*P — E como se pode ver no préximo

diagrama

E - E—" - F

g

Yip . e (X P),+1i>
N—_——

=P 7P0

Neste diagrama a funcao j : Ker(d¥) — F; é a inclusao natural.
Perceba que d; o (j o a)) = 0.
Seja C':= Cone(g).

Entao,

Cioi = 08 E_1=E;_q;
C; = 0QE;,=FE;
Ciq1. = Py® 0= Fy;
C; = FEj, paratodo j <i;C; = Pj_;_;, paratodo j > ¢+ 1.

Portanto,

C: Py Py—=E—=FE;_, R

e temos que

Hi(C) = Im(d?) = Hy(P) = 0;
H,(C) = Ker(dF) _ Ker(dF) 0

Com isso, segue que h(E) — h(C) = l4(H;(E)) > 0 e assim, h(C) < h(E).
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Pela hipétese de indugao, [C] € Im(p). Finalmente, a sequéncia exata curta,

implica que

pois [P] = ¢({Hi(E))).
O

Consideremos A um anel regular, Z = V(I) um fechado do Spec(A) e f € A. Por

funtorialidade, existem homomorfismo de grupos

pr KA — KF(A)
[P] — @([P]) = [P].

v KZ(A) — K4y
[Pl  — ([P)) == [P ®a Afl.

Observacao 3.3. Utilizamos o sequinte abuso de notac¢ao: K(]Z\V(f)(Af) no lugar de

V(A
Ko( f)(Af)-

Teorema 3.4. (Gillet-Soulé) A sequéncia
Ko(A)7MD Fe K (A) = K (A7) —0

€ exata.

Demonstracao. Note que
ZNV(f)=VI)nV(f)=V{I+(f)).
Pelo Lema B.3

ZOV() [ A\ oo A
A

Perceba que

A A/
I+(f)  I+(f)
I

Escrevendo B := A/I e g =m(f), onde m: A — A/I é a projegao natural, segue que

~ B ZOV() 1 4y
I+ (f) = (9) = K (A) = Go(B/(9)).

A B
g
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Por outro lado, o mapa localizacao v : A — Ay induz um homomeomorfismo , :
Spec(Af) — D(f), onde D(f) := Spec(A) \ V(f) = {p € Spec(A) | f & p}. Como
Z\V(f) = ZND(f) é um fechado de D(f) entdo Z := (7.)"Y(ZND(f)) é um fechado
de Spec(Ay). Mais ainda Z = V(I Ay).

Como A é um anel regular, sua localizagdo Ay também é regular. Pelo Lema

Ky U (Af) 2= Go( A /TA;) = Go((A/ D)) = Go(By).

Portanto, provar que a sequéncia do enunciado é exata é equivalente a provar que

a sequencia

Go(B/I) —= Go(B) —= Go(By) —=0

é exata. No entanto, esse caso é o Teorema [1.14

Com isso, temos o seguinte resultado
Corolario 3.5. Seja A um anel reqular Z = V(I) um fechado do Spec(A) e p um

primo minimal de I. Entao existe uma sequénca exata a direita

P &V (A) — KE(A) —Z—0
feA\p

onde o mapa n: KZ(A) — Z é a composicao dada pelo diagrama

KE(A) 2= K3 (4,)

||zl~
N

com 8([P]) = [y,

Demonstracao. Pelo Teorema , para cada f € A\ p existe uma sequéncia exata
a direita

Yy
_—

ZNV ® Z\V
KVI(A) s kP (A) = KD (Af) ——o0.

Ordene o conjunto multiplicativo S := A\ p da seguinte forma: f < g se existe a € A

tal que g = af. Para f < g, o mapa

Vo /}’f — r ar
- qbf,g(—) = ?

f f

¢ um homomorfismo de anéis.
Sejam Z' =V (IAy) e W =V (IA,).
Considere o mapa induzido, (¢y4). : Spec(A4,) —> Spec(Ay).
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Entao ,
(drg), (2" CW".

De fato: seja qA, € (¢14): (Z"), com q € D(f). Portanto,

(Dr.g)«(ady) € 7 = (‘ﬁf,g)il(qu) € V(I Ay)
— [A; C (¢f,g)_1(qu)

= ¢rg(lAy) C ¢fvg(¢;é(qf49)) C q4,
IA

— qA, € V(IA4,) =W"
Por funtorialidade, existe um mapa induzido

Org: Ki (Af) — Ky (Ay)
——— —_———
KOZ\V(f)(Af) KOZ\V(Q)(Ag)

O

Note que, como estamos lidando com um anel comutativo com unidade, existe 1 € A,
tal que 1- f = f. Portanto, ¢y = ida, onde chegamos a conclusio que 0y = idy(a,)-

Além disso, se f < g < h,temos que ¢4 0 ¢rg = ¢pn. Portanto,

Ogno0f,g="=0s4.

Assim, o conjunto
Z\V
{K(Ay), br se f < g,

¢ um sistema direto de grupos abelianos.

Portanto,

3 limKo(Ay) = Ko(limAy) = Ko(Ay).
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Capitulo 4

A Conjectura do Anulamento de

Serre

Neste capitulo iremos provar a conjectura do anulamento de Serre usando as ferra-

mentas de K-teoria algébrica estudadas nos capitulos anteriores.
As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram |[GILLET-SOULE] e [NALKERZ].

4.1 Interpretacao da Conjectura do Anulamento de

Serre em termos da K-teoria

Seja (A, m) um anel local noetheriano, M um A—mddulo finitamente gerado com

dimensao projetiva finita. Defina
[M] := [Pu] € Kg"™(A),

onde Py, é uma resolucao projetiva finita de M, onde a resolucao

di

0 P, P Py—=M 0,

gera o complexo

Py 0 P, P

Se p & SuppM, entdo 0 = M, =2 (Coker(d;)), e assim (Py), é exata e [M] estda bem
definida.

Seja entao M, N dois A—mddulos finitamente gerados tais que
Supp(M) N Supp(N) = {m},
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4. A Conjectura do Anulamento de Serre

e suas dimensoes projetivas sao finitas.
Portanto,

Seja P € Perf™(A). Como Supp(H;(P)) C {m} temos que [4(H;(P)) < oo e assim
podemos definir p : P™(A) — Z como
p(P) =Y (=1)1a(Hi(P))

=0

No6s mostramos que a partir de p, existe
l: KO(A) — 7

tal que se A for um anel regular entao [ é isomorfismo.
Note que Hy(Py ®4 Py) = Tor (M, N), e assim
(IMJUIN]) = > (=1)'La(Hi(Pa ®4 Py))

1=0
oo

= Z(—l)ilA(TorlA(M, N))

= x(M,N).
Neste capitulo iremos mostrar que se dim(M) + dim(N) < dim(A) entao

X(M,N)=0.

4.2 Os axiomas de Gillet-Soulé e a Conjectura de

Serre

Defini¢ao 4.1. (Aziomas de Gillet-Soulé) Seja C uma subcategoria da categoria dos
anéis comutativos Noetherianos tais que sao fechados sobre a localizagao, isto €, se
Q € C entao S1Q € C para todo subconjunto multiplicativo S de A. Dado um inteiro

positivo, k, uma operacao de Adams de grau k definida em C é uma colecdo de fungoes

Wiz Ky (A) — K (4)

tais que satisfazem os sequinte axiomas:

i. (Aditividade) Cada @Z’ffx,z ¢ um endomorfismo de grupos;
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4. A Conjectura do Anulamento de Serre

ii. (Compatibilidade com a multiplicagao) Para cada A € C e cada par de fechados
Z, W de Spec(A) temos,

¢1]Z,me(a Up) = 1/},131,2(@) U Mi,w(ﬂ)

para todo o € KZ(A) e B € KV (A); Em outras palavras, o sequinte diagrama é

comutativo

K§(A) x K (A) ————= K{™(4)

k k k
¢A,Z><w,47w ¢A,ZQW

K§(A) x K (A) ———— K{™(4)

iti. (Naturalidade) Dados A e B em C, ¢ : A — B um homomorfismo de anéis, e
dois subconjuntos fechados Z C Spec(A) e W C Spec(B) tal que (p)™'(Z) C W,

o sequinte diarama é comutativo

k k
wA7Z wB,W

. (Normalizagdo) Para todo A € C e a € A,

Vi K (a, A)] =k [K(a,A).

No caso de uma sequéncia finita de elementos aq,...,aq de A, concluimos a partir

dos axiomas (i.) e (iv.) a seguinte igualdade

V(K (ay,...,a;A)]) = ¢"([K(a1,A) ®...® K(ag, A)])
= MK (ar, D) U... UH([K (ag, A)])

Em particular, se (A, m) é uma anel regular local, ou seja K§'(A) = Z, toda operagao

de Adams de grau k atua como k¢, onde d = dim(A).
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4. A Conjectura do Anulamento de Serre

Os préximos resultados tem uma grande relevancia para o resultado principal deste

trabalho, cuja demonstragoes desses resultados serao omitidas nesta dissertacao.

Teorema 4.1. (Gillet- Soulé) Para cada k > 1, existe uma operacio de Adams Vg
de grau k definida sobre a categoria dos anéis comutativos Noetherianos. Mais ainda,

esses operadores satisfazem a sequinte igualdade:

wgs o z/;és = wlgs, para todo j, k > 1.
Em particular, tais operadores sao comutativos.

Demonstragao. Ver Teorema 3.4 em [WALKER?2]. O

Teorema 4.2. Suponhamos que V* é uma operacdo de Adams de grau k > 2 sobre
uma categoria de anéis comutativos C que € fechada por localizagdo. Se A € C é regular
e Z =V(I) é um fechado em Spec(A) entdo

dim(A)
Ef(A) @, Q= P Kf(A)Y
J=hi(D)
onde KZ(A)9) = Ker(KZ(A) @20 "8 KZ(4) 2, Q).
Demonstragao. Ver Teorema 3.7 em [WALKER?2]. O

Em outras palavras, o teorema diz que o operador ¥* ®; Q ¢é diagonalizdvel e seus
autovalores estdao contidos no conjunto {k? | ht(I) < j < dim(A)}.
Antes de demonstrarmos a conjectura de Serre, iremos provar o seguinte resultado

auxiliar.

Lema 4.3. Seja (A, m) um anel local reqular. Se M, N sao dois A- mddulos finitamente

gerados tais que Supp(M) N Supp(N) = {m}. entdo
L4(Tor (M, N)) < oo.
Demonstracao. Primeiramente, temos que
Supp(M @ N) = Supp(M) N Supp(N) = {m}.

Portanto, Supp(M ® N) = {m}.

Seja Py uma resolugao projetiva de M (pois M é finitamente gerado) como sendo

di

0 P, P Py—=M 0.
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4. A Conjectura do Anulamento de Serre

Ao tensorizar Py, por ® 4N, temos o complexo

Py @4 N 0— P, @A N—>- — =P o, N2 p

em que cada P, ® N estd suportado em em {m}, para cada i. Portanto, P; ® 4 N
tera comprimento finito, para cada i.

No entanto,

Ker(d;®a 1
Tor,'(M,N) = Hy(Pyy ©4 N) = ]m(d<'+1 ®i‘4 1))'

Como Ker(d;®41) € P,®4 N é um A- submédulo, segue que I4(Tor (M, N)) < oo.
[l

Com este resultado, temos que a férmula de intersecao de Serre tem comprimento

finito e assim podemos enunciar com precisao a célebre Conjectura do Anulamento de
Serre (CAS).

Teorema 4.4. (Conjectura do anulamento de Serre (CAS)) Sejam (A,m) um anel
Noetheriano local e M, N dois A—mddulos finitamente gerados de dimensao projetiva
finita tais que Supp(M) N Supp(N) = {m}. Se dim(M) + dim(NV) < dim(A), entdo

X(M,N)=0.

Demonstracao. Sejam (A, m) um anel noetheriano regular local com d = dim(A), M e
N dois A—moddulos finitamente gerados de dimensoes dim(M) = dy; e dim(N) = dy,
respectivamente. Seja entdao ¢* uma operaciao de Adams de grau k > 2 (de acordo com
o Teorema [4.1]) e duas resolugdes projetivas Py, e Py de M e N respectivamente.
Pelo Teorema temos:

I

d
M]®1=[Pyele K™ A) e, 0= P K",
i=d—dp

ii.

d
(INMel=[Pelek k™M) e,Q= P K" (A)9.
j=d—dn

Pelo item (i.) temos que existem «;, tais que
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onde a; € K5 (4)@),

Portanto, (¢4 ¢,ppan) — k) (i) = 0 e assim % g o (i) = Ko,

Analogamente,

[Py]® 1= Z B,

j=d—dn

com wfl,Supp(N) (BJ) = kjﬁj-
Perceba que

(IMJUIN) @1 =[M®N|©1=[Py®Py]®1 e K, PMer™N () — gn(4),

e pelo Teorema |4.2

[Py ® Pyl®1 € &b KA,
12d—dp; j>d—dn

com

i>d—dyy
j>d—dn

Desde que ¢* é multiplicativa e K'(A) = Z, temos

(o UB)) = Yh(aiUB) = ¥duppan(0d) U (6)
= (Koq) U (k;8))
= k'K (a; U ;)
= k" (a; UB;)) €Q.

Além disso, como dy; + dy < d, segue que
i+j7>(d—dy)+(d—dy)=2d— (dy +dy) >2d—d=d.
Portanto, temos que
k4 uB)) = k™ (a; U B)) e i+j>d.
Consequentemente, a; U §; = 0 para todo ¢, j, donde [Py ® Py| = 0. Isto implica que
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Pela formula de intersecao, temos

X(M, N) = I([M]U[N]) = 0.
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Apeéendice A

Um breve momento sobre a Teoria

das Categorias

Neste apéndice, iremos adentrar nas definicoes de categoria e subcategoria e fun-
tores. Na matemadtica, a teoria das categorias prové uma linguagem interdisciplinar
capaz de delinear resultados e construcoes gerais, separando-os dos especificos a cada
area, possibilitando a simplificacao e clarificacao de demonstracoes. A teoria é centrada
nos conceitos de categoria, que é uma abstracao do conceito de composicao de funcoes
e de funtor. Sendo de alto nivel de abstracao, é recomendada, antes do estudo de teoria
das categorias, familiaridade de conceitos basicos de dlgebra linear, dlgebra abstrata e
topologia, por exemplo.

A principal referencia utilizada para esse capitulo foi o [ROTMAN].

A.1 Categoria e Subcategoria

Definicao A.1. Uma categoria C consiste em uma classe de objetos Obj(C) , um
conjunto de morfismos Hom(A, B) para todo par ordenado (A, B) de objetos e uma
composicao Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C) denotada por (f,g) — go f

para qualquer tripla de objetos, que obedecem os sequintes axiomas

i. Cada f € Hom(A, B) possui um unico dominio A e um unico contradominio B;

it. Para cada objeto A, temos um morfismo indentidade 14 € Hom(A, A) tal que
fola=felaof=f paratodo f: A— B,

1. A composicao € associativa: dados homomorfismos

At.p .0t D
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SeEque que

ho(gof)=(hog)of.

Exemplo A.1. Categoria Sets: esta categoria os objetos sao conjuntos, 0s morfismos

sao0 as funcoes e a composi¢cdo € a composicao de funcaoes.

Exemplo A.2. Os anéis comutativos com unidade munidos com seus homomorfismos

de anés formam a categoria dos anéis comutativos com unidade.

Exemplo A.3. Seja A um anel comutativo com identidade. Sejam os A-médulos como
sendo o0s objetos com suas aplicacoes A-lineares sendo os morfismos. Elas definem a

categoria dos A- modulos denotada por A-Mod.

Exemplo A.4. Um monoide é um conjunto nao vazio G munido de uma opera¢ao
bindria associativa x e um elemento neutro e: isto € , ge = g = eg para todo g € G.
Dados os monoides (G1.x) e (Gy,0), definimos um homomorfismo de monoide como
sendo o morfismo f : Gy — G3 tal que f(ai*xaz) = f(ay)Of(as), para todo aq,as € Gy
e fleg,) = ey, onde eq, € eq, sio seus respectivos elementos neutros. Temos que o
conjunto de todos os monoides junto a seus morfismos € uma categoria. Denotaremos
de Mon a categoria de todos os monoides comutativos, ou seja, dado um monoide

(G, %) temos a1 * ay = as * aj., para quaisquer ai,as € G.

Exemplo A.5. Sejam, fy , fi duas funcgoes continuas onde X e Y sao espacos
topodgicos. Dizemos que fo € homotopico a f1 (fo ~ fi1) se existem fungdes continuas
hoyhy : [0,1] x X — Y tais que h(0,z) = fo(z) e h(l,z) = fi(z) para todo z € X.
Chamamos h de uma homotopia. Uma equivaléncia homotopica é um mapa continuo
f X — Y para qual existe um mapa g : Y — X continuo tal que go f ~ 1x e
fog~1y. Se X eY admitem uma equivaléncia homotdpica, dizemos que X eY sdo
homotopicamente equivalentes.

Podemos mostrar que a homotopia € uma relagao de equivaléncia de todas as fungoes
continuas X — Y, e a classe de equivaléncia [f] € chamada de classe de homotopia.
A categoria das homotopias Htp € formada pelos objetos que sao os espacos topoldgicos

e seus morfismos sao as classes de homotopia das funcoes continuas.

Para mais exemplos, consulte [ROTMAN], pagina 9.

Definiremos agora a nocao de subcategoria.

Definicao A.2. Uma categoria S é uma subcategoria de C se
i Obj(S) C Obj(C);
it. Homs(A, B) C Home(A, B), para todo A, B € Obj(S).
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iii. Se f € Homg(A,B) e g € Homs(B,C), entio go f € Homg(A,C) € igual a
go f € Home(A,C).

. Se A € Obj(S), entao 14 € Homg(A, A) € igual a 14 €€ Home(A, A).

Uma subcategoria S de C, é uma subcategoria completa se para todo A, B € Obj(S)
temos Homs(A, B) = Home(A, B).

Exemplo A.6. Ab é uma subcategoria completa da categoria dos Grupos.

Exemplo A.7. Uma categoria € dita discreta se os morfismos sao apenas 0s morfismos
identidade. Se S € a categoria discreta com Obj(S) = Obj(Sets), entdo S nao é uma

subcategoria completa.

A.2 Funtores

Vamos agora definir dois tipos de "homomorfismos”entre categorias.

Definicao A.3. Sejam C e D duas categorias. Um funtor é uma funcao T : C — D

tal que obedece as sequintes condigoes:
i. Se A€ 0bj(C) entio T(A) € Obj(D);
ii. Se f:A— BeC entio T(f):T(A) — T(B) € D;

T(f) T(g)

iii. Se A—L-B-2~C €, entio T(A)—L1(B) L) €D, e

T(gof)=T(g)oT(f);

w. T(14) = Lpeay para todo A € Obj(C).

Podemos mostrar que existe uma bijecao entre os objetos A e o morfismo identidade
14. Assim, podemos considerar uma categoria consistindo apenas dos morfismos. Ver
como categoria mostra que a notagao T : C — D ¢é coerente com a notagao padrao de

fungoes. Vamos ilustrar a definicao com um exemplo.

Exemplo A.8. Se C ¢ uma categoria e A € Obj(C), entdo podemos definir o funtor
Hom, Ty : C — Sets, usualmente denotado por Hom(A,D), definido por

T4(B) = Hom(A, B)
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para todo B € Obj(C), e se f: B— C €C, entdo
Ta(f) : Hom(A, B) — Hom(A, C)

€ dado por
Ts(f):h+— foh.

Nds chamamos o mapa Ta(f) = Hom(A, f) como sendo o mapa induzido, denotado

por f..

Para mais detalhes e exemplos, consulte [ROTMAN], pagina 18.
A definicdo que damos de funtor é a que chamamos de funtor covariante. E possivel
mostrar que o funtor do exemplo anterior é um funtor covariante. Vamos definir o que

¢ um funtor contravariante.

Definicao A.4. Sejam C e D duas categorias. Um funtor contravariante € uma fung¢ao

T :C — D tal que obedece as sequintes condi¢oes:
i. Se A€ Obj(C) entao T(A) € Objs(D);

it. Se f:A— BeC entao T(f):T(B) — T(A) € D;

T(9) ) T(f)

iii. Se A—1~B-2-C ¢ C, entao T(C) T(B T(A) €D, e

T(go f) =T(f)oT(g);

w. T(14) = 1peay para todo A € Obj(C).

Em outras palavras, o funtor contravariante ”inverte a seta”. Vamos ilustrar esta

definicao com o seguinte exemplo:

Exemplo A.9. Se C é uma categoria e B € Obj(C) entdo o funtor contravariante

Hom, T® : C — Sets, usualmente denotado por Hom(O, B) é definido por
T2(C) = Hom(C, B), para todo C € Obj(C)
ese f:C — D eC, entao
TE(f) : Hom(D, B) — Hom(C, B)

€ dado por
TP(f):h+— hof.
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Também chamamos o mapa TP(f) = Hom(f, B) de mapa induzido e nds denotamos
fr

E possivel mostrar que o funtor 72 é um funtor contravariante.
Para mais exemplos de funtores contravariantes consulte [ROTMAN], pdgina 20.

Sejam uma categoria C e A, B € C.

Definigao A.5. Um morfismo de f : A — B um isomorfismo se existe um morfismo

g:B— A€C tal que
gof=1lgefog=1p.

O morfismo ¢ é chamado de morfismo inverso de f. E possivel mostrar que um

isomorfismo possui um tnico morfismo inverso.

Observacao A.1. Morsfimos identidade em categorias sao sempre isomorfismos. Na
categoria Sets, morfismos sao bijecoes. Na categoria dos grupos, modulos, anéis os
isomorfismos sao os definidos de modo usual. Na categoria dos espagos topoldogicos, os

1somorfismos sao os homeomorfismos.
Dai, temos o seguinte resultado para funtores:

Proposicao A.1. Seja T : C — D um funtor covariante (contravariante). Se f €

um isomorfismo em C, entao T(f) é um isomorfismo em D

Em outras palavras, os funtores preservam isomorfismos.
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Apendice B
Alguns invariantes algébricos

O objetivo deste apéndice é apresentar um pouco da teoria da algebra comutativa,
explorando a teoria da decomposicao primaria para ideais e as nocoes de dimensao,
altura e comprimento.

As principais referéncias utilizadas nesse apéndice foram [ATTYAH]| e [KUNZ].

B.1 Teoria da Decomposicao Primaria

Vamos supor que A seja um anel comutativo com identidade.

Definigao B.1. Sejam A um anel e M- um A- médulo. Um ideal p C A € dito um

primo associado de M se P é o anulador de algum elemento m € M, ou seja,
p=0:4m.

O conjunto dos primos associados de M é denotado por Asss(M). Perceba que
Assa (M) C Spec(A).

Exemplo B.1. Se A # 0 é um dominio de integridade e M = A. Entao
Assa(M) = {0}.

Podemos caracterizar o conjunto dos primos associados pela seguinte proposi¢ao:

Proposicao B.1.
Assa(M) = {p € Spec(A) | 3 isomorfismo A/p = N, para algum submddulo N C M}.

Demonstracao. Ver pagina 176, em [KUNZ]. O
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Seja N C M um A- submoédulo de M.

Proposicao B.2.
Assa(N) C Assa(M) C Assa(N)U Assa(M/N).

Demonstragao. Ver Lemma 2.3, em [KUNZ]. O
Proposicao B.3. Se A é um anel Noetheriano e M # 0 entao Assa(M) # ().
Demonstracao. Ver Proposition 2.4 em [KUNZ]. O

O préximo resultado garante que a uniao de todos os primos associados é igual aos

zeros do A- mdédulo M.

Proposicao B.4.

U p=Za(M),

pEAssa(M)

onde

meM\{0}

¢ o conjunto dos zeros de M.
Demonstracao. Ver Proposition 2.5 em [KUNZ]. O

Proposicao B.5. Suponha que M seja um A- mddulo finitamente gerado sobre um

anel Noetheriano A. Entao existe uma cadeia de A- submddulos de M
O=MyCcM,C...CM,=M,

tais que M;/M; 1 = A/p;, com p; € Spec(A).
Demonstracao. Ver Proposition 2.6 em [KUNZ]. O
Como consequéncia do resultado anterior, temos

Corolario B.6. Para um A- mddulo finitamente gerado M sobre um anel Noetheriano
A, Assa(M) é finito.

Seja agora M um A- médulo. O suporte de um A-médulo M é o conjunto

Supp(M) = {p € Spec(4) | M, # 0}.
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Proposicao B.7. Se M e N sao dois A- médulos finitamente gerados entao:
Supp(M @ N) = Supp(M) N Supp(N).

Demonstragao. Ver Proposition 4 do Capitulo I em [SERRE]. ]
Assim, temos o seguinte resultado:

Proposicao B.8. Seja A- um anel Noetheriano, M # 0 um A- mddulo finitamente
gerado. FEntao,
Supp (M) = {p € Spec(A) | p O Ann(M)}.

Demonstragao. Ver Proposition 2.9 em [KUNZ]. O

E possivel mostrar que Supp(M) = V (Ann(M)).

Utilizando localizacao e a Proposicao B. 1. podemos mostrar que
Asss (M) C Supp(M).

Observagao B.1. Se A é um anel e I C A € um ideal proprio de A tempos pela

Proposicao anterior que
Supp(A/I) = {p € Spec(A) | p 2 I}.
Portanto, M € um A- mddulo finitamente gerado e I = Ann(M), seque que
Supp(M) = Supp(Ann(M)).

Como Ass, (M) é um conjunto parcialmente ordenado com respeito a inclusao, po-
demos definir o conjunto Min 4 (M) := Min(Ass4(M)), dos primos associados minimais,
ou simplesmente, primos minimais.

Perceba que, Miny (M) C Assa(M), e Miny (M) = Min(Supp(M)).

Definicao B.2. Cada elemento de Mina(M) é chamado de primo associado minimal.
Um elemento de Assa(M) \ Mina(M), caso exista, é chamado de primo associado

merso.

Em outras palavras, um primo associado ¢ imerso se ele contém algum primo mi-
nimal.

Seja N C N um A- submoédulo de M. N é dito p- primario se

Assa(M/N) = {p}.

74



B. Alguns invariantes algébricos

Lema B.9. Seja A um anel Noetheriano A intersecao de uma quantidade finita de

ideats p- primdrios € também um ideal p- primdrio.
Demonstragao. Ver Lemma 2.13 em [KUNZ]. O

Diremos entao que N C M possui uma decomposi¢ao primdria se existem submaodulos

priméarios Ny, ..., Ny de M tais que
N =N N...NN;.

Uma decomposicao primaria é dita reduzida se obedece as seguintes condigoes:
i. Se N; é p;- primadrio, entao p; # p;, para ¢ # j;
il. ﬂNj ¢ N;, para todo 1 <i < s.
J#
Caso N admita uma decomposi¢ao primaria, os N;’s sao chamados de compo-

nentes primarias de N

Com isso, enunciaremos o célebre teorema que Emmy Noether provou para o caso
em que [ é um ideal. Mais tarde, houve uma generalizagao que serd afirmada nesse

trabalho, cuja demonstracao estd no material do [KUNZ|, na pagina 180.

Teorema B.10. (Existéncia de uma Decomposi¢ao primdria) Seja A um anel Noethe-
riano, M um A- mdodulo finitamente gerado. Entao qualquer A- submdodulo de M, com
M # N possui uma decomposi¢ao primdria reduzida N = Ny N ...N Ng onde N; € p;-

primario, para 1 <1 <'s;

E possivel mostrar que Ass(M/N) = {p,,...,ps}.

B.2 Dimensao
Seja A um anel nao nulo.
Definicao B.3. A dimensao de Krull de A, denotada por dim(A), é dada por
dim(A) :==sup{n € N | I po C ... C p,,p; € Spec(A)}

Exemplo B.2. Seja K um corpo. Entao dim(K) = 0. Mais precisamente, um anel

A #0 € um dominio com dim(A) =0 se, e somente se, A é um corpo.

Exemplo B.3. Seja A um dominio de ideais principais que nao seja um corpo. Entdo

dim(A) = 1.
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Exemplo B.4. Se K é um corpo , entao K[z| tem dimensao 1. Pode se mostrar que

se A é um anel Noetheriano, entao o anel de polinomios Alxy, ..., x,| tem dimensao
dim Alzy, ..., x,] = n + dim(A).
Defini¢ao B.4. A altura de P € Spec(A), denotada por ht(P), é dada por

ht(P):=sup{neN |3 B C...C P, =P, P € Spec(A)}
Equivalentemente,

ht(P) = dim(A,).

Com a teoria da decomposicao primaria, podemos definir a altura de um ideal

qualquer em um anel Noetheriano.

Definigcao B.5. Sejam A um anel comutativo Noehteriano com identidade e I um ideal

de A. Definimos a altura do ideal I como sendo
ht(I) := min{ht(P) | P € Mina(A/I)}

Definicao B.6. Seja M um A- mddulo a dimensao do mddulo M, denotada por
dim(M) € dada por

dim(M) = dim (ﬁ)

Uma cadeia de A- submédulos de um A- médulo M é uma sequéncia (M;)", de
submodulos de M tal que

M=MyDM 2...2 M, =/(0).

- =

O comprimento da cadeia é n (nimero de conexodes). Uma série de composi¢ao de
M ¢é uma cadeia maximal, isto é, uma cadeia no qual submddulos extras nao podem
ser acrescidos. Isto nos quer dizer que cada quociente M; 1 /M;, i =1,...,n é simples,
ou seja, os unicos submdédulos de M;_;/M; sao 0 ou ele préprio.

Entao temos a seguinte proposicao:

Proposicao B.11. Suponha que M pdssua uma série de composi¢cao de comprimento
n. FEntao, toda série de composicao de M tem comprimento n e toda cadeia em M

pode ser estendida a uma série de composicao.

Demonstragao. Ver Proposition 6.7 em [ATTYAH]. O
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Proposicao B.12. Um A- mddulo M possui uma série de composicao se, e somente

se, M € Noetheriano e Artiniano.
Demonstra¢ao. Ver Proposition 6.8 em [ATTYAH]. O

Definiremos o comprimento de M como sendo o menor comprimeno de uma série

de composigao de um médulo M, e serd denotado por [4(M).
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Uma fato importante vem da seguinte proposicao:

Proposicao B.13. O comprimento [4(M) é uma func¢do aditiva na classe dos A-

maodulos de comprimento finito.
Demonstragao. Ver Proposition 6.8 em [ATTYAH]. O

Podemos mostrar que se (4, m) é um anel local, entdao [4(A/m) tem comprimento

igual a 1.
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Apendice C
Nocoes de Algebra Homolégica

Neste apéndice, iremos dar algumas nocgoes de algumas ferramentas da Algebra
Homolégica, como Complexos, Médulos Projetivos e Resolugoes Projetivas. Por fim,
falaremos do funtor Tor. A Algebra homolégica é o ramo da matematica que estuda
os métodos da homologia e da cohomologia em um contexto geral, conceitos esses que
se originaram na topologia algébrica.

As principais referéncias utilizadas nesse Apéndice foram [ROTMAN], e [WEIBEL].

C.1 Moébdulos Projetivos

Vamos iniciar relembrando a definicao de um A- moédulo livre. Posteriormente,

introduziremos a nocao de A- médulo projetivo.

Definicao C.1. Um A- mddulo M é um A - mddulo livre se

M%@Am

beB

onde A,, = (m) = A, para todo m € B.

Chamaremos de B como sendo a base de M.

Em outras palavras, cada x € M é escrito de forma tinica coomo sendo

xr = E M,

onde a,, € A, e quase todos a,, = 0. Isto segue que M = (B).
Observacao C.1. Um Z- modulo livre é chamado de grupo abeliano livre.

Definigao C.2. Sejam P e Q) dois A- mddulos. Dizemos que P € um somando direto

de () se existem aplicagoes lineares a: P — @ e B : (Q — P tais que moi = 1p.
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Podemos entao introduzir a nogao de um A -médulo projetivo com a seguinte de-

finicao:

Definigao C.3. Um A- mddulo é dito projetivo se é um somando direto de algum A-

maodulo livre.

Uma equivaléncia encontrada em [ROTMAN], pagina 99, dada como definigao é

enunciada pela seguinte proposicao:

Proposicao C.1. Um A- maodulo P € projetivo se, e somente se, para toda aplicacdo
linear sobrejetiva o : M — N e toda aplicacao linear f : P — N, existe uma

aplicacao linear v : P — M tal que

B=aon.
Os préximos resultados serao omitidas suas demonstracoes. Porém pode encontra-
las em [ROTMAN].

Teorema C.2. Se M ¢é um A- mddulo projetivo, entao M € uma soma direta de A-

modulos projetivos, cada um deles gerado por uma quantidade entumeravel de elementos.

Demonstracao. Ver Corollary 3.9, [ROTMAN]. O

Teorema C.3. (Kaplansky) Seja (A,m) um anel local. Entdo, M é um A—mddulo

livre.
Teorema C.4. Dado A um anel comutativo, temos as sequintes afirmacoes:

i. Soma direta de A- maodulos projetivos finitamnete gerados € também um A-

modulo projetivo finitamente gerado.

1. Produto tensorial de A- maodulos projetivos finitamente gerados € um A- modulo

projetivo finitamente gerado.

Demonstragao. Ver Corollary 3.6, e Exercise 3.6 , [ROTMAN]. H

Observagao C.2. O Teorema B.j também ¢é wvdlido para A- mddulos projetivos

finitamente gerados.
Por fim, vamos definir o que é uma resolucao projetiva de um A- moédulo M.

Definicao C.4. Seja M um A- modulo. Uma resolucao projetiva Py de M é uma

sequéncia exata

Py Py P Py—=M 0

onde cada P; € um A- mddulo projetivo.
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Definicao C.5. Seja M um A- modulo. M possui dimensao projetiva finita se sua

resolugao projetiva é da forma

0 P, P, e P F M 0.

Denotamos a dimensao projetiva de um A- mddulo M por pds(M), e é dada pelo infimo

do comprimento das resolugoes projetivas de M.

C.2 Complexos

Definicao C.6. Seja A um anel comutativo com identidade. Um complexo C, de
A- mddulos é uma familia {C,}nez de A- mddulos, munido a aplicagoes A- lineares

d, : C, — Cy_1 (chamados de diferenciais)

dnt1 dn,
Co : > n+1 > Cn > Cn—l )

tais que d, od,_1 = 0 para todo n € 7Z.

Observagao C.3. Seja C' um complexo como dado anteiormente. O nicleo de d,, é o
mddulo de n—ciclos de C, denotado por Z, = Z,(C). A imagem de d,y1 € o mddulo
das n—limitagdes, denotado por B, = B,(C).

Como, d, od, 1 =0, seque que

0CB,CZ,CCy

para todo n.

Definimos o n—ésimo maodulo de homologia de C' como sendo o conjunto quociente,

Em uma notacao mais simplificada, denotamos C, = C'.
Seja Ch(C') a categoria dos complexos, onde seus morfismos serdo dados pela se-

guinte defini¢ao:

Definicao C.7. Um morfismo f : C — D entre complexos, ¢ uma familia de

aplicagoes A- lineares f, : C,, — D,, tais que

fn—l o dn - dn—l o fn
Em outras palavras, o seguinte diagrama comuta
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dn

dn
C: Crpi1 —C, Chy ——
f Lfn+l Lfn Lfn—l
dn, n dn_
D: oDy D, D, T

Observacao C.4. Podemos mostrar que um morfismo de complexos leva limitagoes

em limitacoes, ciclos em ciclos, e grupos de homologia em grupos de homologia.

Definicao C.8. Um morfismo f : C — D é um quase-isomorfismo se 0s mapa
Hi(f): Hi(C) — H;(D) é um isomorfismo para todo i € Z.

Os préximos resultados estao no capitulo 1 do livro do [WEIBEL, cujas demons-

tracoes serao omitidas.

Proposicao C.5. Sao equivalentes:
i. O complexo C' € exato, ou seja exato para todo C,;
it. C € aciclico , ou seja H,(C) =0, para todo n;

1. O mapa 0 — C' € um quase isomorfismo onde 0 € o complexo formado pelos A-

modulos nulos e seus mapas nulos.

Demonstracao. Ver Exercise 1.1.5 em [WEIBEL]. O
Teorema C.6. Seja 0 Al.p 2 ¢ 0 uma sequéncia exata curta de
complexos.

Entao existem homomorfismos conectores,
Op : H,(C) — H,_1(A),
tais que a sequéncia
—— 1 (C) 2 H(A) —= Hy(B) —= Hy (C)0, — Hyy(A) —

é exata.

Demonstracao. Ver Theorem 1.3.1 em [WEIBEL]. O

C.3 O funtor Tor

Suponha que A seja um anel comutativo com unidade. Dado M um A-médulo,

escolha
do dq

PM P2 PO = M O

Py
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uma resolucao projetiva de M.

Vamos aplicar o produto tensorial ® 4N para o seguinte complexo:

P, . P-%.p - p, 0.
Obtemos entao o seguinte complexo
P, @4 N i P RA N P R, N P9 N0,

donde definiremos para cada i, o funtor Tor?, que vai da categoria dos A- mddulos

a categoria dos grupos abelianos, como sendo

Tor (M, N) = Hy(Py; ®4 N).
Temos entao a seguinte proposicao:

Proposicao C.7. Os A- mddulos Tor(M,N) estio bem definidos independente da

escolha da resolugao projetiva Py, de M.
Demonstracao. Ver Proposition 6.20 e Corollary 6.21 em [ROTMAN]J. O

Proposicao C.8.
Tor (M, N) = Tor (N, M).

Demonstragao. Ver Theorem 7.1 em [ROTMAN]. O
Observacgao C.5. Tory'(M,N)= M @4 N.

Observagao C.6. Para qualquer sequéncia exata curta de A- mddulos

0 N M P 0,

induzimos uma sequéncia exata longa

oo 2 TorA (N, T) —— Torl (M, T) —— Torl(P, T) —2

O TOT;‘A(N’ T)— T07;471<M7 T)— TOTﬁl(PJ T) oy

onde termina em

83



C. Nocoes de Algebra Homolégica

.- 2 Tor (N, T) — Tor{ (M, T) — Tor{'(P,T) —2~ .

0

N®aT

M AT

P®,T

A prova desta observagao encontra-se no Theorem 6.27 do livro do [ROTMAN].

Definicao C.9. Um A- mddulo T € plano se qualquer sequéncia exata ao ser tensori-

zada por T continua sendo exata.
Temos entao que

Proposicao C.9. T ¢ um A-médulo plano se, e somente se, Tor}(N,T) = 0, para
todo A- mdodulo N.

Demonstragao. Ver Theorem 7.2 em [ROTMAN]. O
Corolario C.10. Seja M, N e P A- modulos. Entao P € um A- mddulo plano se, e

somente se a Sequéncia

é exata.

Demonstracao. Ver Corollary 7.3 em [ROTMAN]. O
Vejamos como o funtor Tor se comporta com somas diretas.

Proposicao C.11. Se (Ny)kex € uma familia de A- mddulos entao

Tord (M, D Nk) ~ (D Tor(M, Ny).

keK keK

Demonstracao. Ver Proposition 7.6 em [ROTMAN]. O
Como S™'A é um médulo plano, temos que S~1(A) comuta com Tor.

Proposicao C.12. Se S ¢ um sistema multiplicativo de um anel comutativo A, entdo

para todo n > 0 e A- modulos M e N

S~ Tord (M, N)) = Tor? (S M, S7IN).
Demonstracao. Ver Proposition 7.17 em [ROTMAN]. O

Por fim, iremos anunciar uma condicao para que o Tor seja um A- médulo finita-

mente gerado, cuja prova estd no Theorem 7.20 no livro do [ROTMAN].

Teorema C.13. Sejam A um anel comutativo Noetheriano. Se M e N sao A- modulos

finitamente gerados entao Tor;4 € um A- modulo finitamente gerado.
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