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Resumo

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência, não-existência e

comportamento de concentração de soluções do tipo onda estacionária, para uma

classe de equações de Schrödinger quaselineares generalizada com crescimento crítico,

as quais modelam fenômenos físicos, tais como, mecânica dos fluidos, física dos

plasmas e mecânica quântica dissipativa. Na obtenção de nossos resultados, usamos

uma identidade de Pohozaev, teoria de ponto fixo em espaços ordenados e métodos

variacionais, tais como, teoremas do tipo mini-max.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger; Crescimento crítico; Ponto fixo; Métodos

variacionais; Ondas estacionárias.
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Abstract

In this work, we study questions related to the existence, non-existence

and concentration behavior of stationary wave solutions for a class of Generalized

Quaselinear Schrödinger Equations with critical growth, such as which model physical

elements, such as fluid mechanics, plasmas and dissipative quantum mechanics. In

obtaining our results, we used a Pohozaev identity, fixed point theory in ordered spaces

and variational methods, such as mini-max theorems.

Keywords: Schrödinger equation; Critical growth; Fixed point; Variational methods;

Stationary waves.
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Lista de Símbolos

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

• C, C0, C1, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN , N ≥ 2;

• supp(f) denota o suporte da função f ;

• BR(x) denota a bola aberta de centro x e raio R e BR quando estiver centrada

na origem;

• ⇀, → denotam convergência fraca e forte, respectivamente, em um espaço

normado X;

• 〈·, ·〉 denota o par dualidade entre o espaço X e o seu dual X ′ ;

• u+ = max{u, 0} and u− = max{−u, 0};

• ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

denota o laplaciano de u;

• Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurável :

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, em que 1 ≤ p < ∞ e

Ω ⊆ RN é um aberto conexo, com norma dada por

‖u‖p =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

;

• Para p ≥ 2 e a > 0,

Lp(R2, |x|−adx) =

{
u : R2 → R;u é mensurável e

∫
R2

|u|p

|x|a
dx <∞

}
xi



com norma dada por

‖u‖p,|x|−a =

(∫
R2

|u|p

|x|a
dx

)1/p

;

• L∞(Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre

em Ω com norma dada por

‖u‖∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• C(Ω) denota o espaço das funções contínuas em Ω e C0(Ω) são as funções

contínuas de suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente

diferenciáveis sobre Ω e C∞(Ω) =
⋂
k≥1C

k(Ω);

• Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω) e C∞0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω);

• C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞
}

com 0 < α < 1, e Ck,α(Ω) são

as funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais até ordem k estão em

C0,α(Ω);

• Para N ≥ 2,

H1(RN) =

u ∈ L
p(RN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ L2(RN) tais que∫

RN
u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
RN
giϕ dx,

∀ ϕ ∈ C∞0 (RN) e i = 1, . . . , N


com norma dada por

‖u‖1,2 =

[∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx

]1/2

Se u ∈ W 1(RN) denota-se gi
.
= ∂u/∂xi;

• Para N ≥ 3,

D1,2(RN) =

{
u ∈ L2∗(RN) :

∂u

∂xi
∈ L2(RN)

}
com norma dada por

‖u‖ =

(∫
RN
|∇u|2dx

)1/2

• Para N ≥ 3, 2∗ =
2N

N − 2
é o expoente crítico de Sobolev.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência, não-existência e

concentração de soluções para equações de Schrödinger quaselineares do tipo

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = p(x, u) em RN , (1)

em que N ≥ 2, g : R → R+ é uma função de classe C1, V : RN → R é uma função

mensurável chamada de potencial e p : RN × R → R é uma função mensurável. Mais

especificamente, quanto a função g, consideramos as seguintes hipóteses:

(g0) g ∈ C1(R,R+) é par, g′(s) ≥ 0 para todo s ≥ 0 e g(0) = 1;

(g1) existe α ≥ 1 tal que (α− 1)g(s) ≥ g′(s)s para todo s ≥ 0;

(g2) lim
s→+∞

g(s)

sα−1
=: β > 0.

Condições deste tipo também foram introduzidas, por exemplo, em [18, 21, 57]. Uma

consequência direta de (g2) é a existência de uma constante M1 > 0 satisfazendo

g2(s) ≤M1 + β1s
2α−2 para todo s ∈ [0,+∞), (2)

onde β1 = (β + 1)2 > 0. Ao longo deste trabalho, teremos hipóteses adicionais sobre

as funções V e p.

Ao tratar existência de solução para a equação (1), utilizamos métodos topológicos

ou variacionais. No caso em que usamos resultados de ponto fixo, analisamos o conceito

de solução fraca no espaço de Banach que consideramos. Em seguida, introduzimos

uma mudança de variável adequada a fim de obter uma equação semilinear na qual

tenhamos uma definição de solução fraca consistente com o espaço de Banach do nosso

contexto e, a partir disso, relacionamos as soluções desta nova equação com as soluções

do problema (1). Quanto aos casos em que fazemos uso de métodos variacionais,
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analisamos o funcional energia associado a (1) no que diz respeito a obtenção de pontos

críticos. Também introduzimos uma mudança de variável a fim de obter um novo

funcional que esteja bem definido em um espaço de Sobolev e, com isso, relacionamos

os pontos críticos deste funcional com as soluções de (1).

Quanto a não-existência de solução, trabalhamos diretamente com a equação

(1). Mais precisamente, provamos uma identidade de Pohozaev para obter não apenas

um resultado de não-existência mas também para exibir o expoente crítico para uma

equação do tipo (1).

O estudo da equação (1) está relacionado com a existência de soluções de ondas

estacionárias para equações de Schrödinger quaselineares da forma

iε∂tw = −∆w +W (x)w − p̃(x, |w|2)w −∆[ρ(|w|2)]ρ′(|w|2)w, (3)

onde w : R× RN → C é uma função a ser determinada, W : RN → R é um potencial

dado, ρ : R+ → R e p̃ : RN×R+ → R são funções satisfazendo condições apropriadas. A

equação (3) é conhecida na literatura atual como Equação de Schrödinger Quaselinear

Generalizada e tem sido aceita como modelo em muitos fenômenos físicos dependendo

da função ρ. Por exemplo, se ρ(s) = 1 temos a equação de Schrödinger semilinear

clássica (ver [41]). Quando ρ(s) = s, a equação surge em mecânica dos fluidos,

física do plasma e mecânica quântica dissipativa (veja por exemplo [39, 46, 50]). Para

ρ(s) = (1 + s)1/2, a equação (3) modela a propagação de um laser de alta irradiância

num plasma, bem como a autocanalização de um laser ultracurto de alta potência na

matéria (ver [40]). Para outras aplicações físicas o leitor pode consultar [9, 52].

Quando consideramos soluções do tipo ondas estacionárias para (3), ou seja,

soluções da forma w(t, x) = exp(−iEt)u(x), onde E ∈ R e u é uma função real,

sabemos que w satisfaz (3) se, e somente se, a função u(x) resolve a equação elíptica

(ver [16])

−∆u+ V (x)u−∆[ρ(u2)]ρ′(u2)u = p(x, u) em RN , (4)

onde V (x) = W (x)− E e p(x, u) = p̃(x, u2). Agora, se tomarmos

g2(u) = 1 +
[(ρ(u2))′]2

2
,

então (4) se transforma na equação elíptica quaselinear (ver [57])

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = p(x, u) em RN .
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Por exemplo, quando temos g2(s) = 1 + 2s2, ou seja, ρ(s) = s, obtemos uma equação

de superfluido na física dos plasmas

−∆u+ V (x)u−∆(u2)u = p(x, u) em RN ,

que tem sido extensivamente estudada, como podemos ver em [6, 15, 31, 32, 33,

48, 25, 26, 52, 55, 56, 67, 68, 71, 74]. De forma mais geral, se colocarmos g2(s) =

1 + 2γ2(s2)2γ−1, γ > 1/2, que corresponde a ρ(s) = sγ, obtemos a equação

−∆u+ V (x)u− γ∆(|u|2γ)|u|2γ−2u = p(x, u) em RN ,

que foi abordada em [3, 44, 47, 66]. Agora, se consideramos ρ(s) = (1 + s)1/2, isto é,

g2(s) = 1 + s2/[2(1 + s2)] obtemos

−∆u+ V (x)u−∆[(1 + u2)1/2]
u

2(1 + u2)1/2
= p(x, u) em RN ,

que foi estudada, por exemplo, em [14, 19, 69].

Recentemente, houve um grande interesse no estudo da equação (1), como

podemos verificar em [13, 19, 20, 21, 22, 29, 42, 57, 58, 59, 60]. Até onde sabemos, o

primeiro resultado de existência para um problema elíptico quaselinear generalizado do

tipo (1) em domínios ilimitados através de métodos variacionais foi desenvolvido em

[57]. Os autores usaram uma mudança de variável e o Teorema do Passo da Montanha

sem a condição PS para obter soluções positivas para (1) quando p é uma função de

uma variável real superlinear e subcrítica. Posteriormente, usando a mesma mudança

de variável, muitos autores propuseram o problema crítico em que p(x, u) é substituída

por |u|α2∗−2u+ f(u); por exemplo, Shen, Wang em [58] e Deng, Peng, Yan em [21, 22]

obtiveram soluções positivas para o caso em tela. Estes últimos trabalhos destacam-

se por obter soluções do tipo ondas estacionárias trabalhando em H1
rad(RN) e usando

lemas de compacidade devido a P. L. Lions. Destacamos ainda o trabalho realizado

em [29], cuja ideia é fazer uma mudança de variável, trabalhar numa estrutura de

espaço de Orlicz e provar a existência de soluções positivas através do Teorema do

Passo da Montanha. Nesse caso, foi obtida a existência de uma solução não-trivial

para (1) onde a não-linearidade se comporta como t na origem e t3 no infinito além

de satisfazer uma condição global de não-quadraticidade. Em um trabalho recente,

usando varidade de Nehari, Chen, Tang e Cheng em [13] provaram que (1) admite uma
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solução de energia mínima sob uma condição de monotonicidade e algumas condições de

crescimento padrão em p. Também usando um argumento de monotonicidade devido a

Jeanjean em [36], Deng e Huang em [19] provaram a existência de soluções de energia

mínima para (1).

Levando em consideração o comportamento da função g, do potencial V (x) e os

tipos de não-linearidades p(x, s), obtemos vários resultados de existência, não-existência

e concentração de soluções para a equações do tipo (1).

Nosso trabalho está dividido em quatro capítulos.

Inicialmente no Capítulo 1, estudamos a não-existência de soluções para uma

equação do tipo (1) com condições específicas sobre as funções g, V e p(s). Mais

precisamente, vamos provar uma identidade de Pohozaev para a equação

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = p(u) em RN , (5)

onde N ≥ 3. Como consequência desta identidade, obtemos um resultado de não-

existência e exibimos o exponente crítico para este tipo de equação. Este último

fato é importante quando queremos impor o crescimento crítico para não-linearidades

mais gerais, como veremos nas hipóteses do nosso resultado de existência neste mesmo

capítulo.

A seguir, enunciamos os principais resultados relacionados a não-existência de

solução:

Teorema 0.0.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha que u ∈ C2(RN) é uma
solução clássica para o problema (5) com g ∈ C1(R), V ∈ C1(RN ,R) e p ∈ C(R).
Mais ainda, suponha que∫

RN

[
g2(u)|∇u|2 + (|x · ∇V (x)|+ |V (x)|)u2 + |P (u)|

]
dx <∞, (6)

onde P (s) =
∫ s

0
p(τ)dτ . Então, u satisfaz a identidade

N − 2

2

∫
RN
g2(u)|∇u|2dx+

N

2

∫
RN
V (x)u2dx+

1

2

∫
RN

[x · ∇V (x)]u2dx

= N

∫
RN
P (u)dx.

(7)

Como consequência desta identidade, obtemos o seguinte resultado de não-

existência:

4



Teorema 0.0.2 Suponha que g ∈ C1(R) satisfaz, para algum α ≥ 1, a condição

(α− 1)g2(s)− g(s)g′(s)s ≥ 0, para todo s ∈ R (8)

e seja p(s) = |s|q−2s com q ≥ α2∗ = 2αN/(N − 2). Além disso, suponha que
V ∈ C1(RN ,R) é tal que

x · ∇V (x) +
(α− 1)N + 2

α
V (x) > 0 para quase todo x ∈ RN . (9)

Se u ∈ C2(RN) é uma solução clássica para (5) satisfazendo∫
RN

[
g2(u)|∇u|2 + (|x · ∇V (x)|+ |V (x)|)u2 + |u|q

]
dx <∞,

então u ≡ 0.

Observamos que sob a condição (8), o número α2∗ se comporta como o expoente

crítico para esta classe de equações. Em [21], os autores justificam que α2∗ é o

expoente crítico para uma equação, que é obtida de (5) por meio de uma mudança

de variável. Além disso, eles provam a não-existência de solução positiva para este

problema semilinear. Enfatizamos que nossa abordagem é mais geral e obtemos a não-

existência de solução diferente de zero para a equação original, adaptando ideias de [54]

para uma classe de Equações de Schrödinger Quaselineares, em que g2(s) = 1 + 2s2.

Ainda neste capítulo, tratamos o caso de existência de solução para uma equação

do tipo (1) em que V (x) pode mudar de sinal e a não-linearidade p(x, s) pode apresentar

descontinuidades bem como crescimento crítico. Mais especificamente, estudamos a

equação

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = f(x, u) + h(x)g(u) em RN , (10)

em que N ≥ 3, h ∈ L2N/(N+2)(RN), h 6= 0, g satisfaz (g0)− (g2) e o potencial V satisfaz

a seguinte hipótese:

(V0) V ∈ LN
2 (RN) e

1

S
‖V −‖N

2
< 1, onde

S = inf
u∈D1,2(RN );u6=0

∫
RN |∇u|

2dx

(
∫
RN |u|2

∗dx)2/2∗
.

Este tipo de condição no potencial foi imposta, por exemplo, em [12]. Quanto a não-

linearidade f(x, s) consideramos as seguintes hipóteses:

5



(f0) para cada u : RN → R mensurável, a função de Nemytskĭi Nf : RN → R dada

por Nf (x) = f(x, u(x)) é mensurável;

(f1) para cada x ∈ RN , o quociente
f(x, s)

g(s)
é não-decrescente em s;

(f2) existe C > 0, 2α < r < α2∗ e k ∈ L
α2∗
α2∗−r (RN) tal que

|f(x, s)| ≤ k(x)|s|r−1 + C|s|α2∗−1, para todo (x, s) ∈ RN × R.

Note que (f2) juntamente com o Teorema 0.0.2, permite que o nosso problema tenha

crescimento crítico.

O resultado de existência desse capítulo é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Suponha que (V0), (g0)−(g2) e (f0)−(f2) são satisfeitas. Além disso,
supondo que α ≤ 2 e h ∈ L2N/(N+2)(RN), existe δ0 > 0 tal que se ‖h‖2N/(N+2) ≤ δ0

então a equação (10) possui pelo menos uma solução fraca.

O estudo da equação (10) está intimamente relacionado com as equações não-

homogêneas de Schrödinger não-lineares. Quando g(s) ≡ 1, (10) torna-se a equação

semilinear

−∆u+ V (x)u = f(x, u) + h(x) em RN , (11)

que foi estudada por muitos pesquisadores (veja, por exemplo, [2, 1, 11, 12, 75]).

Geralmente, para obter a existência de soluções, os autores exigem uma restrição à

norma do termo não homogêneo h(x) e, portanto, a equação (11) é considerada uma

perturbação do problema −∆u + V (x)u = f(x, u), x ∈ RN . Na equação mais geral

(10), o termo de perturbação pode ser visto como sendo h(x)g(u).

Para provar o Teorema 0.0.3 vamos usar um teorema de ponto fixo (ver

Lema 1.1.3) em Espaços de Banach ordenados. A escolha do método está muito

relacionada ao comportamento de V (x) e f(x, s) que podem mudar de sinal e apresentar

descontinuidades, respectivamente. Para aplicar este método, usamos uma mudança de

variável para reformular o problema, obtendo uma equação semilinear que possui uma

definição de solução consistente com um espaço de Banach. Encontramos solução para

esta equação semilinear através de um teorema de ponto fixo e, a partir desta solução,

provamos o resultado de existência para (10). Vale observar que não conhecemos
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na literatura nenhum resultado de existência para o problema crítico (10) com tais

características em V (x) e f(x, s).

O Capítulo 2 trata o problema (1) em que N = 2 e o potencial V (x) assim como a

não-linearidade f(x, s) são assintoticamente periódicos no infinito. Além disso f(x, s)

pode apresentar crescimento crítico exponencial. Mais especificamente, consideramos

a equação

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = f(x, u) em R2. (12)

Exigimos que o potencial V seja assintoticamente periódico no infinito, isto é, supomos

a seguinte hipótese:

(V ) existe uma constante a0 > 0 e uma função V0 ∈ C(R2,R), 1-periódica em xi,

i = 1, 2, tal que V0(x)− V (x)→ 0 quando |x| → +∞ e

V0(x) ≥ V (x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ R2.

Em relação à não-linearidade f(x, s), precisamos que a mesma seja contínua e possua

crescimento crítico exponencial, ou seja, existe ς0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(x, s)e−ςs
2α

=

 0, para todo ς > ς0

+∞, para todo ς < ς0
, (13)

uniformemente em x ∈ R2. Semelhantemente aos trabalhos [24, 49, 64], esta definição

de crescimento crítico, que introduzimos aqui, só é possível devido as propriedades da

função g. Tal crescimento é melhor do que o usual, quando α = 1. Além disso, f(x, s)

deve cumprir as condições

(f1) f(x, s) = o(s) quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ R2;

(f2) existe uma função contínua f0 : R2 ×R→ R, 1-periódica em xi, i = 1, 2, tal que

f(x, s) ≥ f0(x, s) e para todo ε > 0, existe η > 0 tal que para s ≥ 0 e |x| > η

vale

|f(x, s)− f0(x, s)| ≤ εeς0s
2α

, para todo (x, s) ∈ R2 × [0,+∞);

(f3) existe θ > α > 0 tal que

0 < 2θF (x, s) = 2θ

∫ s

0

f(x, t)dt ≤ sf0(x, s), para todo (x, s) ∈ R2 × (0,+∞);
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(f4) a função f(x, s)/s2α−1 é crescente para todo s > 0.

Para estudar a equação (12), além dos artigos específicos sobre Equações de

Schrödinger Quaselineares Generalizada, já mencionados no início dessa Introdução,

nos inspiramos em trabalhos como [5], onde os autores tratam equações não-lineares

do tipo

−∆u+ V (x)u = p(x, u) em R2,

com V (x), p(x, s) sendo assintoticamente periódicos no infinito e p(x, s) podendo

apresentar crescimento crítico exponencial, o que representa um caso particular do

problema (12). Também nos artigos [7, 62] encontramos as mesmas condições sobre

potenciais e não-linearidades. Porém em [7] temos a presença de um termo não-local

junto da função p e em [62] o problema é estudado na reta com o laplaciano fracionário.

Neste sentido, nosso trabalho é inédito, pois não conhecemos nenhum resultado que

trate da equação generalizada (12) com tais condições sobre g, V e f(x, s).

O principal resultado deste capítulo é enunciado como segue:

Teorema 0.0.4 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)−(g2) e (f1)−(f4) sejam satisfeitas.
Além disso, assumimos a condição

(f5) existem λ > 0 e p > 2θ tais que F (x, s) ≥ λsp, para todo (x, s) ∈ R2 × [0,+∞)

com λ > λ∗, onde

λ∗ := max



(
p− 2

2

) p−2
2

(
4π(M1 + β1) + ‖V ‖L1(B√5)

2

) p
2

2

pπ

 2θ

θ − α

(
α
β

)2

ς0

2π


p−2
2

,

4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π


e as constantes M1 e β1 > 0 são dadas na estimativa (2). Então o problema (12) possui
uma solução não-negativa.

Para provar o Teorema 0.0.4 usamos métodos variacionais. Porém, precisamos de

uma mudança de variável para reformular o problema, obtendo uma equação semilinear

que tem um funcional associado bem definido e Gateaux-diferenciável em H1(R2). Este

funcional satisfaz as hipóteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha sem

condição PS (Teorema 2.1.5). Obtemos o nosso resultado de existência, trabalhando
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com uma sequência transladada (obtida a partir de uma sequência de Cerami), com

convergências decorrentes das periodicidades assintóticas e aplicando uma outra versão

do Teorema do Passo da Montanha (Teorema 2.1.6). Neste processo vale ressaltar um

fato fundamental: a obtenção de uma estimativa do nível do passo da montanha a partir

de (f5), nos permite aplicar uma versão da desigualdade de Trundiger-Moser em R2

que nos ajuda a obter um resultado do tipo Lions, donde é possível definir a sequência

transladada citada anteriormente. A desigualdade de Trundiger-Moser também é de

grande importância pois, juntamente com a mudança de variável, motivam a noção de

criticalidade que introduzimos em (13).

No Capítulo 3, consideramos o problema (1) em R2 com p(x, s) sendo singular na

origem. Mais precisamente, estudamos a equação

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u =
f(u)

|x|a
em R2, (14)

onde a ∈ (0, 2), V : R2 → R é uma função contínua apenas limitada por baixo longe

da origem e f : R→ R possui crescimento crítico exponencial. Vamos supor a seguinte

condição sobre V :

(V ) existe uma constante V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0 > 0 para todo x ∈ R2.

Com respeito a função f(s), pedimos que a mesma seja contínua e que tenha

crescimento crítico exponencial, isto é, existe ς0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(s)e−ςs
2α

=

 0, para todo ς > ς0

+∞, para todo ς < ς0
. (15)

Além disso, f(s) deve satisfazer as seguintes hipóteses:

(f1) f(s) = o(s) quando s→ 0+;

(f2) existe θ > α > 0 tal que

0 < 2θF (s) = 2θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s), para todo s > 0.

Mais uma vez, o que nos motivou ao estudo da equação (14) foram, tanto os

artigos já citados sobre equações generalizadas, quanto problemas do tipo

−∆u+ V (x)u− γ∆(u2γ)u2γ−2u = p(x, u) em R2
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onde γ > 1/2. Por exemplo, em [63] foi considerado um caso singular não-homogêneo

em que γ = 1 e p(x, u) = f(u)
|x|a + h(x). Já em [64] encontramos a própria equação

acima com p(x, u) = f(u)
|x|a . Em ambos os casos foram obtidas existência de soluções

via teoremas do tipo mini-max com f apresentando crescimento crítico exponencial.

Quanto ao potencial V (x), em [64, 63], além de (V ), os autores consideraram uma

hipótese adicional para obterem uma imersão compacta. A ausência de hipóteses

adicionais em V (x) para obter compacidade tornam o nosso trabalho mais geral. A

escolha de (V ) foi baseada em [73], onde encontramos uma imersão compacta de um

espaço de Sobolev em espaços de Lebesgue com peso.

O principal resultado deste capítulo é o seguinte teorema:

Teorema 0.0.5 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)−(g2) e (f1)−(f2) sejam satisfeitas.
Além disso, assumimos as condições

(f3) existem constantes s0,M0 > 0 tal que

F (s) ≤M0f(s), para todo s ≥ s0;

(f4) existe ξ0 > 0 tal que
lim inf
s→+∞

sf(s)e−ς0s
2α ≥ ξ0 > 0.

Então,o problema (14) tem uma solução positiva.

Assim como no Capítulo 2, para provar o Teorema 0.0.5 usamos novamente uma

mudança de variável para reformular o problema, obtendo uma equação semilinear que

tem um funcional associado bem definido e Gateaux-diferenciável em um subespaço X

de H1(R2). Mais uma vez, precisamos de uma versão da desigualdade de Trudinger-

Moser em R2 devido a [27], fundamental ao longo de todo o capítulo. Ela afirma o

seguinte: se u ∈ H1(R2) então, para todo ς > 0, a integral
∫
R2

eςu
2−1
|x|a dx é finita. Em

seguida utilizamos o Teorema do Passo da Montanha sem condição PS para obter uma

sequência de Cerami, a qual mostramos ser limitada. Por fim, os resultados de imersão

compacta de X em espaços de Lebesgue com peso nos ajudam a obter uma solução

fraca para o problema modificado e, portanto uma solução para (14). A condição (f4)

juntamente com sequências de Moser, nos fornecem uma estimativa do nível do passo

da montanha, imprescindível para concluirmos que nossa solução é não-nula.
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Finalmente, no Capítulo 4, lidamos com o problema de existência e concentração

de soluções para a seguinte classe de problemas no plano envolvendo crescimento crítico:

−div(ε2g2(u)∇u) + ε2g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = Q(x)f(u) em R2, (16)

em que ε é um parâmetro positivo pequeno, f : R → R é uma função contínua e

V,Q : R2 → R são funções contínuas e limitadas.

Não encontramos na literatura muitos trabalhos explorando fenômenos de

concentração para a classe de equações (16). Até o momento, temos conhecimento de

artigos que exploram essa temática apenas em RN , com N ≥ 3. Por exemplo, em [42]

os autores empregaram métodos variacionais para provar a existência de uma solução

de energia mínima positiva uε quando ε > 0 é suficientemente pequeno, mostrando

que estas soluções concentram-se em pontos de máximos globais de V (x) à medida

que ε vai para 0, o que é uma ideia já bem concebida quando g(s) = 1 (equação

semilinear) ou g2(s) = 1 + 2s2 (equação quaselinear). Muito recentemente (ainda

com N ≥ 3), em [37], verificamos uma abordagem sobre concentração de soluções

para (16) com não-linearidade subcrítica e funções V e Q limitadas por baixo e por

cima, respectivamente. Usando uma mudança de variável, eles obtiveram existência e

o comportamento de concentração das soluções de energia mínima estabelecendo ainda

um fenômeno de decaimento exponencial.

Neste capítulo, quanto às funções V (x) e Q(x), precisamos introduzir as seguintes

notações:
κmin = min

x∈R2
V (x) > 0, V̂ = {x ∈ R2; V (x) = κmin},

κmax = sup
x∈R2

V (x), κ∞ = lim inf
|x|→∞

V (x) <∞,

νmax = max
x∈R2

Q(x), Q̂ = {x ∈ R2; Q(x) = νmax},

νmin = inf
x∈R2

Q(x) > 0, ν∞ = lim sup
|x|→∞

Q(x) <∞.

Vamos supor que os potenciais V e Q satisfaçam as seguintes condições:

(V Q1) νmax > ν∞ e existe R > 0, x∗ ∈ Q̂ tal que

V (x∗) ≤ V (x) para todo |x| ≥ R

ou
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(V Q2) κmin < κ∞ e existe R > 0, x∗ ∈ V̂ tal que

Q(x∗) ≥ Q(x) para todo |x| ≥ R.

Se (V Q1) vale, podemos assumir V (x∗) = min
x∈Q̂

V (x) e denotamos

AQ = {x ∈ Q̂; V (x) = V (x∗)} ∪ {x /∈ Q̂; V (x) < V (x∗)},

enquanto que, se (V Q2) vale, podemos assumir Q(x∗) = max
x∈V̂

Q(x) e denotamos

AV = {x ∈ V̂ ; Q(x) = Q(x∗)} ∪ {x /∈ V̂ ; Q(x) > Q(x∗)}.

A não-linearidade f possui crescimento crítico exponencial do tipo (15) e satisfaz as

seguintes hipóteses:

(f1) f(s) = o(s) quando s→ 0+;

(f2) existe θ > α > 0 tal que

0 < 2θF (s) = 2θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s), para todo s ∈ (0,+∞);

(f3) existe λ > 0 e p > 2θ tal que F (s) ≥ λsp, para todo s ∈ [0,+∞) com λ > λ̄,

onde

λ̄ := max


(
p−2
p

) p−2
2
[

4π(M1+β1)+M1κmax|B√5|
2

] p
2 2
pπνmin

[
θ

(θ−α)

(αβ )
2
ς0

π

] p−2
2

,

4π(M1+β1)+M1κmax|B√5|
2πνmin

 ,

e M1, β1 > 0 são constantes dadas na estimativa (4.2);

(f4) f(s)
g(s)G3(s)

é não-decrescente em (−∞, 0) e (0,∞), onde G(s) =
∫ s

0
g(t)dt.

O estudo de existência e fenômenos de concentração para a classe de problemas

(16) possui uma relação estreita com equações de Schrödinger não-lineares do tipo

−ε2∆u+ V (x)u = Q(x)f(u) em R2,

onde V (x), Q(x) satisfazem as mesmas condições já citadas acima e f(s) também possui

crescimento crítico exponencial, conforme podemos verificar em [65], onde os autores

impuseram ainda que f(s) seja de classe C1. Como este caso corresponde à equação
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(16) quando g(s) = 1 e nossa função f(s) é apenas contínua, nesse sentido, o nosso

trabalho é mais geral do que [65]. Além disso, a presença do termo ε2g(u)g′(u)|∇u|2

em (16) impõe uma dificuldade a mais em nosso método. Vale mencionar ainda os

artigos [7, 70] que tratam a mesma equação com g(s) = 1, mas do tipo Choquard, ou

seja, a não-linearidade é da forma εµ−2
[

1
|x|µ ∗ (Q(x)F (u))

]
Q(x)f(u) onde 0 < µ < 2,

f(s) possui crescimento crítico exponencial e F (s) é a primitiva de f(s). Os resultados

de existência e concentração obtidos em [7, 65, 70] são basicamente os mesmos que

também faremos aqui.

Os principais teoremas deste capítulo são os seguintes:

Teorema 0.0.6 Suponha que as hipóteses (V Q1), (g0) − (g2) e (f1) − (f4) sejam
satisfeitas. Então, para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, o problema (16) tem
pelo menos uma solução positiva de energia mínima Uε ∈ C2,`

loc(R2) com as seguintes
propriedades:

(i) Existe um ponto de máximo xε ∈ R2 de Uε tal que

lim
ε→0

dist(xε,AV ) = 0;

(ii) Exitem constantes positivas c1 e c2 tal que para todo x ∈ R2

Uε(x) ≤ c1e
− c2
ε
|x−xε|;

(iii) Definindo ūε(x) := Uε(εx + xε), temos xε → y0 e ūε converge em H1(R2) para
uma solução de energia mínima ū de

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (y0)u = Q(y0)f(u) em R2.

Em particular, se V̂ ∩ Q̂ 6= ∅, então lim
ε→0

dist(xε, V̂ ∩ Q̂) = 0 e, a menos de

subsequência, ūε converge em H1(R2) para uma solução de energia mínima ū de

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + κminu = νmaxf(u) em R2.

Teorema 0.0.7 Suponha que (V Q2), (g0)− (g1) e (f1)− (f4) valem. Então, todas as
afirmações anteriores permanecem verdadeiras com AV sendo substituído por AQ.

Assim como nos dois capítulos anteriores, para provar os Teoremas 0.0.6 e

0.0.7 usamos novamente uma mudança de variável para reformular o problema,

obtendo uma equação semilinear. Em seguida fazemos o mesmo em relação a outros
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problemas auxiliares. Todos os funcionais associados às equações semilineares que

surgem, satisfazem a geometria do passo da montanha com seus níveis apresentando

caracterizações interessantes em termos de variedades de Nehari. Um argumento

simples com sequências minimizantes, nos ajuda a encontrar solução fraca para cada

ε > 0. Com ajuda de estimativas entre os níveis do passo da montanha dos funcionais

associados aos problemas auxiliares, verificamos a existência de solução não-trivial

para (16) quando ε > 0 é pequeno. Mais ainda, estas mesmas estimativas entre os

níveis juntamente com uma estimativa em L∞ nos garantem todo o comportamento de

concentração descrito no teorema 0.0.6.

Com o intuito de não ficarmos recorrendo à Introdução e de tornar os capítulos

independentes, enunciaremos novamente, em cada capítulo, os resultados principais,

bem como as hipóteses sobre g, sobre as funções potenciais e não-linearidades.

14



Capítulo 1

Existência e não-existência de solução
para problemas críticos em RN

Neste capítulo estudamos a existência e não-existência de solução para a seguinte

classe de equações de Schrödinger quaselineares generalizada:

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = f(x, u) + h(x)g(u) em RN , (1.1)

onde N ≥ 3, g : R → R+ é uma função de classe C1, V : RN → R é um potencial

que pode mudar de sinal, f : RN × R → R é uma função mensurável, que pode ter

crescimento crítico e h ∈ L2N/(N+2)(RN), h 6= 0.

Inicialmente, pretendemos provar uma identidade de Pohozaev para a equação

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = p(u) em RN (1.2)

e, como consequência desta identidade, exibir o expoente crítico para este tipo

de equação. Sob condições adicionais em g(s) e V (x), obtemos um resultado de

inexistência e ao mesmo tempo exibimos o expoente crítico para esta equação. Este fato

será importante quando quisermos impor crescimento crítico para não linearidades mais

gerais, como veremos nas hipóteses de nosso resultado de existência, que será estudado

logo em seguida.

Sob condições apropriadas no potencial V (x) e na não-linearidade p(u), temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.0.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha que u ∈ C2(RN) é uma
solução clássica para o problema (1.2) com g ∈ C1(R), V ∈ C1(RN ,R) e p ∈ C(R).
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Mais ainda, suponha que∫
RN

[
g2(u)|∇u|2 + (|x · ∇V (x)|+ |V (x)|)u2 + |P (u)|

]
dx <∞, (1.3)

onde P (s) =
∫ s

0
p(τ)dτ . Então, u satisfaz a identidade

N − 2

2

∫
RN
g2(u)|∇u|2dx+

N

2

∫
RN
V (x)u2dx+

1

2

∫
RN

[x · ∇V (x)]u2dx

= N

∫
RN
P (u)dx.

(1.4)

Para a prova dessa identidade, adaptamos alguns argumentos contidos em [54].

Como consequência do Teorema 1.0.1, obtemos o seguinte resultado de não-existência:

Teorema 1.0.2 Suponha que g ∈ C1(R) satisfaz, para algum α ≥ 1, a condição

(α− 1)g2(s)− g(s)g′(s)s ≥ 0, para todo s ∈ R (1.5)

e seja p(s) = |s|q−2s com q ≥ α2∗ = 2αN/(N − 2). Além disso, suponha que
V ∈ C1(RN ,R) é tal que

x · ∇V (x) +
(α− 1)N + 2

α
V (x) > 0 para quase todo x ∈ RN . (1.6)

Se u ∈ C2(RN) é uma solução clássica para (1.2) satisfazendo∫
RN

[
g2(u)|∇u|2 + (|x · ∇V (x)|+ |V (x)|)u2 + |u|q

]
dx <∞,

então u ≡ 0.

Observação 1.0.3 Quando a função g(s) é constante e α = 1 os Teoremas 1.0.1
e 1.0.2 correspondem exatamente as equações semilineares, caso este já bastante
explorado na literatura.

Como já foi observado na Introdução, sob a condição (1.5), o número α2∗ é o

expoente crítico para a classe de equações (1.2). Aqui nossa abordagem é mais geral,

se comparada a [21]. De fato, trabalhando diretamente com (1.2) obtemos o resultado

de não-existência enquanto que em [21] os autores fazem o mesmo só que com uma

equação semilinear que provém de (1.2).

Agora, a fim de obter existência de solução para (1.1), vamos usar um teorema

de ponto fixo (ver Lema 1.1.3). A escolha do método está muito relacionada ao

comportamento de V (x) e f(x, s). Aqui, o potencial V (x) pode mudar de sinal e

o termo não linear f(x, s) pode ser descontínuo. Além disso, a não-linearidade f(x, s)

pode apresentar crescimento crítico.

Vamos assumir as seguintes condições sobre a função g:
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(g0) g ∈ C1(R,R+) é par, g′(s) ≥ 0 para todo s ≥ 0 e g(0) = 1;

(g1) existe α ≥ 1 tal que (α− 1)g(s) ≥ g′(s)s para todo s ≥ 0;

(g2) lim
s→+∞

g(s)

sα−1
=: β > 0.

Hipóteses deste tipo também foram consideradas, por exemplo, em [18, 21].

Enfatizamos que (g0)− (g2) são satisfeitos pelas funções

a) g(s) ≡ 1 (α = 1 e β = 1);

b) g(s) = (1 + 2s2)1/2 (α = 2 e β =
√

2);

c) g(s) = (1 + 2γ2(s2)2γ−1)1/2 (α = 2γ e β =
√

2γ),

que, quando substituídas na equação (1.1) respectivamente, nos fornecem as equações

−∆u+ V (x)u = f(x, u) + h(x) em RN ,

−∆u+ V (x)u−∆(u2)u = f(x, u) + h(x)g(u) em RN

e

−∆u+ V (x)u− γ∆(u2γ)u2γ−2u = f(x, u) + h(x)g(u) em RN .

Para introduzirmos as hipóteses sobre o nosso potencial V , vamos relembrar

alguns fatos e definições a respeito dos espaços de funções que utilizamos. Seja C∞0 (RN)

o espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto e D1,2(RN) o

fecho de C∞0 (RN) com respeito a norma ‖u‖ := (
∫
RN |∇u|

2dx)1/2. Mais ainda, sabemos

que

D1,2(RN) =

{
u ∈ L2∗(RN) :

∂u

∂xi
∈ L2(RN)

}
e a imersão D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN) é contínua. Seja S > 0 a melhor constante dessa

imersão, isto é,

S = inf
u∈D1,2(RN );u6=0

∫
RN |∇u|

2dx

(
∫
RN |u|2

∗dx)2/2∗
.

Inspirados em [12], assumimos a seguinte hipótese sobre V :

(V0) V ∈ LN
2 (RN) e

1

S
‖V −‖N

2
< 1.
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A existência de soluções para a equação (1.1) foi discutida sob várias condições no

potencial e na não-linearidade (ver, por exemplo, [21, 22, 29, 57, 59, 60] e referências

neles contidos). Vale a pena notar que nestes trabalhos diferentes hipóteses são

assumidas sobre V (x) a fim de superar o problema da “falta de compacidade”, típico

para problemas elípticos em domínios ilimitados. Mais precisamente, geralmente é

assumido que o potencial é contínuo, limitado por baixo por uma constante positiva

e satisfaz algum tipo de condição no infinito como, por exemplo, coercividade ou

1/V ∈ L1(RN), entre outras. Aqui, inspirados em [12], concentramos nosso esforços

para tratar o caso em que V pode mudar de sinal sem exigir qualquer condição adicional

a fim de obter compacidade. Até onde sabemos, não há nenhum artigo tratando de

Equações de Schröndinger generalizadas como (1.1) cujo potencial muda de sinal. Além

disso, nosso potencial pode apresentar singularidades próximas da origem. Fisicamente,

isso corresponde à colisão da partícula com o centro de força. Veja por exemplo [51]

para mais detalhes.

Em relação a não-linearidade f(x, s) impomos as seguintes hipóteses:

(f0) para cada u : RN → R mensurável, a função de Nemytskĭi Nf : RN → R dada

por Nf (x) = f(x, u(x)) é mensurável;

(f1) para cada x ∈ RN , o quociente
f(x, s)

g(s)
é não-decrescente em s;

(f2) existe C > 0, 2α < r < α2∗ e k ∈ L
α2∗
α2∗−r (RN) tal que

|f(x, s)| ≤ k(x)|s|r−1 + C|s|α2∗−1, para todo (x, s) ∈ RN × R.

Observamos que a nossa não-linearidade pode apresentar descontinuidades e possuir

crescimento crítico. Problemas do tipo

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = p(x, u) em RN ,

com não-linearidades crítica foram estudados, por exemplo, em [21, 22, 34, 43, 42]. Em

[21, 22] os autores estabelecem a existência de solução positiva usando uma mudança

de variáveis e métodos minimax juntamente com lemas de compacidade devido a P. L.

Lions. Em [42], existência, multiplicidade e concentração de soluções foram obtidas.

No entanto, nesses trabalhos, as não linearidades são contínuas. Neste trabalho,
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consideramos uma classe mais geral de não-linearidades f(x, u), ou seja, como visto

acima, tais funções podem apresentar descontinuidades.

Nesse contexto, dizemos que uma função u : RN → R é uma solução fraca do

problema (1.1) se u ∈ D1,2(RN) e para todo ϕ ∈ C∞0 (RN) vale∫
RN
g2(u)∇u∇ϕdx+

∫
RN
g(u)g′(u)|∇u|2ϕdx+

∫
RN
V (x)uϕdx

=

∫
RN
f(x, u)ϕdx+

∫
RN
h(x)g(u)ϕdx.

(1.7)

Agora, enunciamos o nosso resultado de existência.

Teorema 1.0.4 Suponha que (V0), (g0)−(g2) e (f0)−(f2) são satisfeitas. Além disso,
supondo que α ≤ 2 e h ∈ L2N/(N+2)(RN), existe δ0 > 0 tal que se ‖h‖2N/(N+2) ≤ δ0

então a equação (1.1) possui pelo menos uma solução fraca.

Como g(0) = 1, se h 6= 0 então a solução obtida no Teorema 1.0.4 é diferente

de zero. Para a prova do teorema, adaptamos alguns argumentos em [12]. Porém,

em nosso caso, a situação é mais delicada devido à presença do termo quase-linear

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2.

Observação 1.0.5 Primeiro, note que se (g0) e (g1) são satisfeitas então a condição
(1.5) é válida. Considerando f(x, s) = |s|α2∗−2s, h ≡ 0 e V ∈ C1(RN ,R) satisfazendo
(1.6), então, pelo Teorema 1.0.2 a equação

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = |u|α2∗−2u

não possui solução diferente de zero. Por outro lado, observando que f(x, s) = |s|α2∗−2s

satisfaz (f0) − (f2) e supondo que (g0) − (g2) e (V0) valem, então se perturbamos a
equação acima com o termo h(x)g(u), de acordo com o Teorema 1.0.4 produzimos uma
solução não-nula.

1.1 Resultados Preliminares

Nesta seção, obtemos alguns resultados técnicos e estabelecemos a configuração

apropriada para provar o Teorema 1.0.4. Na definição de solução fraca para (1.1) (ver

(1.7)), o primeiro problema que surge são as integrais envolvendo a função g, que podem

não ser bem definidas, dependendo de g, para funções u ∈ D1,2(RN). Para contornar
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essa dificuldade, seguimos a ideia utilizada em [57] (ver também [22]) e consideramos

a mudança de variável

v = G(u) =

∫ u

0

g(s)ds.

Por (g0) temos g(t) ≥ 1 para todo t ∈ R. Logo, G é estritament crescente e

portanto invertível. Para facilitar a leitura, listamos aqui as principais propriedades

da função G que serão usadas ao longo de toda a tese.

Lema 1.1.1 Sob as condições (g0)− (g2), temos as seguintes propriedades:

(1) G−1 é crescente; além disso, G e G−1 são funções ímpares;

(2) 0 < [G−1(t)]′ = 1
g(G−1(t))

≤ 1 = 1
g(0)

para todo t ∈ R;

(3) |G−1(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R;

(4) G−1(t)
t
→ 1 quando t→ 0;

(5) G−1(t)
α
≤ t

g(G−1(t))
≤ G−1(t) para todo t ≥ 0 e [G−1(t)]2

α
≤ G−1(t)t

g(G−1(t))
≤ [G−1(t)]2 para

todo t ∈ R;

(6) |G−1(t)|α ≤ α
β
|t| para todo t ∈ R;

(7) Se α > 1 então G−1(t)

t1/α
→
(
α
β

)1/α

quando t→ +∞;

(8) Existe uma constante C > 0 tal que

|G−1(t)| ≥

{
C|t|, |t| ≤ 1

C|t|1/α, |t| ≥ 1
;

(9) existem constantes positivas C1 e C2 tal que

|t| ≤ C1|G−1(t)|+ C2|G−1(t)|α para todo t ∈ R;

(10) |G−1(t)|α−1

g(G−1(t))
≤ 1

β
para todo t ∈ R;

(11) as funções G−1(t)
g(G−1(t))

e [G−1(t)]2α−1

g(G−1(t))
são não decrescentes para todo t ∈ R.

(12) Se 1 ≤ α ≤ 2 a função [G−1(t)]2 é convexa.

(13) Se 1 ≤ α ≤ 2 então existem constantes C1, C2 > 0 tal que

|g′(t)| ≤ C1 e g(t) ≤ C2 + (β + 1)|t| para todo t ∈ R;
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Prova: O item (1) segue da monotonicidade de G e do fato de g ser par. Para provar

(2), basta derivar a igualdade G(G−1(t)) = t. Para o item (3), usamos o Teorema do

Valor Médio e (2) para concluir que |G−1(t)| = |G−1(t) − G−1(0)| = [G−1(ξ)]′|t| ≤ |t|

para algum ξ entre 0 e t. Logo este item está provado. O item (4) é consequência da

regra de L’Hôpital.

Para mostrar (5), considere σ1(t) := αt − g(G−1(t))G−1(t) e σ2(t) :=

g(G−1(t))G−1(t)− t. Temos σ1(0) = σ2(0) = 0 e por (g0)− (g1)

σ′1(t) = α− 1− g′(G−1(t))G−1(t)

g(G−1(t))
≥ 0 and σ′2(t) =

g′(G−1(t))G−1(t)

g(G−1(t))
≥ 0.

Então, σ1(t) ≥ 0, σ2(t) ≥ 0 para todo t ≥ 0 e a primeira parte está concluída. Para a

segunda parte, basta observar que G−1(t)t ≥ 0 para todo t ∈ R.

Em seguida, de (g0) − (g2) deduzimos que g(s) ≥ β|s|α−1 para todo s ∈ R e

tomando s = G−1(t) obtemos (6).

Agora, vamos verificar o item (7). Pelo limite em (g2), dado ε > 0 existe R > 0

tal que g(s) ≤ 1 + βεs
α−1 para s ≥ R, onde βε = β + ε. Fixamos t0 > 0 tal que

t > t0 ≥ R. Usando (6) e (g0), vem

G−1(t)−G−1(t0) =

∫ t

t0

1

g(G−1(s))
ds ≥

∫ t

t0

1

g

((
α
β

)1/α

s1/α

)ds
≥
∫ t

t0

1

1 + βε

(
α
β

)α−1
α
s
α−1
α

ds.

(1.8)

Dado z > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe ϑ ∈ (0, 1) tal que

1

1 + z
− 1

z
= − 1

(z + ϑ)2
≥ − 1

z2
para z > 0.

Tomando z = βε

(
α
β

)α−1
α
s
α−1
α , de (1.8) obtemos

G−1(t)−G−1(t0) ≥
∫ t

t0

1

βε

(
α
β

)α−1
α
s
α−1
α

ds−
∫ t

t0

1

β2
ε

(
α
β

) 2(α−1)
α

s
2(α−1)
α

ds,

quando t > t0.

Se α > 2, calculando as duas últimas integrais chegamos a

G−1(t)−G−1(t0) ≥ α

βε

(
α
β

)α−1
α

(t1/α − t1/α0 )− α

β2
ε (α− 2)

(
α
β

) 2(α−1)
α

(t
2−α
α − t

2−α
α

0 )
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e como βε > β, obtemos

G−1(t) ≥ G−1(t0)− α

βε

(
α
β

)α−1
α

t
1/α
0 +

α

β2
ε (α− 2)

(
α
β

)α−1
α

(t
2−α
α

0 − t
2−α
α ) +

α

βε

(
α
β

)α−1
α

t1/α

≥ G−1(t0)− α

βε

(
α
β

)α−1
α

t
1/α
0 − α

β2
ε (α− 2)

(
α
β

)α−1
α

t
2−α
α

0

α

βε

(
α
β

)α−1
α

t1/α

≥ G−1(t0)− α

β
(
α
β

)α−1
α

t
1/α
0 − α

β2(α− 2)
(
α
β

)α−1
α

t
2−α
α

0 +
α

βε

(
α
β

)α−1
α

t1/α

Por (6), temos G−1(t0)− α

β(αβ )
α−1
α
t
1/α
0 < 0. Logo, existe uma constante positiva C1 tal

que

G−1(t) ≥ −C1 +
α

βε

(
α
β

)α−1
α

t1/α,

onde C1 = −G−1(t0) + α

β(αβ )
α−1
α
t
1/α
0 + α

β2(α−2)(αβ )
α−1
α
t
2−α
α

0 > 0. Daí,

G−1(t)

t1/α
≥ − C1

t1/α
+

α

βε

(
α
β

)α−1
α

,

ou seja,

lim inf
t→+∞

G−1(t)

t1/α
≥ α

βε

(
α
β

)α−1
α

.

Como βε → β quando ε ≈ 0+, concluímos que

lim inf
t→+∞

G−1(t)

t1/α
≥ α

βε

(
α
β

)α−1
α

=

(
α

β

)1/α

Usando novamente (6), temos

lim sup
t→+∞

G−1(t)

t1/α
≤
(
α

β

)1/α

.

Portanto, obtemos o limite desejado para o caso α > 2.

Se α = 2, novamente calculando as mesmas integrais. Dessa vez, para todo t > t0 +1 ≥

R + 1, temos que existe uma constante positiva C1 satisfazendo

G−1(t) ≥ G−1(t0) +
2

βε

(
2
β

)1/2
(t1/2 − t1/20 )− 1

β2
ε

(
2
β

) ∫ t

t0

1

s
ds

≥ −C1 log t+
2

βε

(
2
β

)1/2
t1/2.
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Como βε → β quando ε ≈ 0+, concluímos que

lim inf
t→+∞

G−1(t)

t1/2
≥
(

2

β

)1/2

Usando novamente (6) obtemos o limite desejado para α = 2.

Para 1 < α < 2 temos a estimativa

G−1(t) ≥ −
(
α

β

)1/α

t
1/α
0 − α

2−α
α

β2/α(2− α)
t
2−α
α +

α

βε

(
α
β

)α−1
α

t1/α

e, novamente, trabalhando com limite inferior, obtemos o resultado.

A propriedade (8) segue diretamente de (7) (também é consequência direta de

(g0)− (g1)) e (9) imediatamente de (8). Integrando o item (6) por substituição, segue

o item (10).

Agora, derivando o quociente G−1(t)/g(G−1(t)) e usando (g1) obtemos

d

dt

(
G−1(t)

g(G−1(t))

)
=

(
1− G−1(t)g′(G−1(t))

g(G−1(t))

)
1

g2(G−1(t))
≥ 2− α
g2(G−1(t))

≥ 0,

o que prova a primeira parte do item (11). A segunda parte é análoga. Desde que
d
dt

[G−1(t)]2 = 2G−1(t)/g(G−1(t)), pelo item (11), seque que [G−1(t)]2 é convexa, ou

seja, temos justificado o item (12).

Finalmente pela condição (g1), para t > 0 temos

g′(t) ≤ (α− 1)
g(t)

tα−1

1

t2−α

e usando (g2) concluímos que g′(t) é limitada para t ∈ [0,+∞). Como g′ é ímpar, existe

C1 > 0 tal que |g′(t)| ≤ C1 para todo t ∈ R. Novamente por (g2), existe t1 > 1 tal que,

para todo |t| ≥ t1, temos g(t) ≤ (β + 1)|t|α−1 ≤ (β + 1)|t|. Sendo C2 = max|t|≤t1 g(t),

a prova do item (8) está completa.

Fazendo uso da mudança da variável v = G(u), um cálculo simples mostra que

podemos transformar a equação (1.1) na seguinte equação semilinear não homogênea:

−∆v + V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
=
f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
+ h(x) em RN . (1.9)

Uma função v : RN → R é uma solução fraca de (1.9) se v ∈ D1,2(RN) e∫
RN
∇v∇wdx+

∫
RN
V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
wdx =

∫
RN

f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
wdx+

∫
RN
h(x)wdx,

(1.10)

para todo w ∈ D1,2(RN). O próximo lema relaciona soluções fracas de (1.9) com

soluções fracas de (1.1).
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Lema 1.1.2 Se v ∈ D1,2(RN) é uma solução fraca de (1.9), então u = G−1(v) é uma
solução fraca para (1.1).

Prova: Inicialmente, desde que ∇u = 1
g(G−1(v))

∇v e g(t) ≥ 1 para todo t ∈ R temos

u ∈ D1,2(RN). Mais ainda, para cada ϕ ∈ C∞0 (RN), a função w := g(G−1(v))ϕ pertence

a D1,2(RN). Com efeito, temos

∇w = ϕ
g′(G−1(v))

g(G−1(v))
∇v + g(G−1(v))∇ϕ.

Sendo K = supp(ϕ) e usando a propriedade (13) do Lema 1.1.1 obtemos∫
RN
|∇w|2dx ≤ 2

∫
K
|ϕ|2 [g′(G−1(v))]2

[g(G−1(v)]2
|∇v|2dx+ 4C2

2

∫
K
|∇ϕ|2dx

+ 4(β + 1)2

∫
K
v2|∇ϕ|2dx

≤ 2C2
1‖ϕ‖2

∞

∫
K
|∇v|2dx+ 4C2

2

∫
K
|∇ϕ|2dx

+ 4(β + 1)2‖∇ϕ‖2
∞|K|2/N‖v‖2

2∗ <∞

e a afirmação está provada. Agora, tomando w = g(G−1(v))ϕ = g(u)ϕ em (1.10), segue

que (1.7) é satisfeita para todo ϕ ∈ C∞0 (RN) e, portanto u = G−1(v) é uma solução

fraca para (2.1).

De acordo com este lema, para obter soluções fracas de (1.1), é suficiente procurar

por soluções fracas de (1.9).

Para finalizar esta seção, lembramos alguns conceitos básicos e notações sobre

espaços de Banach ordenados bem como enunciamos um teorema de ponto fixo que é

a ferramenta principal para obtermos nossos resultados de existência de soluções. Seja

X um espaço de Banach real. Um subconjunto não vazio X+ 6= {0} de X é dito um

cone ordenado se vale o seguinte:

(i) X+ é fechado e convexo;

(ii) se u ∈ X+ e τ ≥ 0, então τu ∈ X+;

(iii) se u ∈ X+ e −u ∈ X+, então u = 0.

Observamos que um cone ordenado X+ induz de maneira natural uma ordem

parcial em X do seguinte modo: x � y se, e somente se y−x ∈ X+ e (X,�) é chamado
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de espaço de Banach ordenado. Além disso, se inf{x, y} e sup{x, y} existem para todo

x, y ∈ X com respeito a � então dizemos que (X, || · ||) é uma cadeia. Se ||x±|| ≤ ||x||

para todo x ∈ X, com x+ := sup{0, x} e x− := − inf{0, x} então (X, || · ||) é dito uma

semicadeia de Banach.

Exemplos especiais de semicadeias de Banach são os espaços Lq(RN), W 1,q(RN)

e D1,2(RN) quando consideramos a ordem parcial natural u � v se, e somente se u ≤ v

quase sempre em Ω.

Seja (X,�) e (X̃,�) espaços de Banach ordenados. Dizemos que um operador

G : X −→ X̃ é crescente se, e somente se para todo x, y ∈ X, x � y implica Gx�Gy.

Um subconjunto B de X é dito ter a propriedade do ponto fixo se todo operador

crescente S : B −→ B possui um ponto fixo.

Finalmente apresentamos uma versão de um resultado de ponto fixo devido a S.

Carl e S. Heikkilä (ver o Corolário 2.2 em [12]) que é fundamental para chegarmos aos

resultados de existência de solução para os nossos problemas.

Lema 1.1.3 Seja X uma semicadeia de Banach que é reflexivo. Então qualquer bola
fechada de X tem a propriedade do ponto fixo.

Para obter mais detalhes sobre definições e resultados sobre espaços de Banach

ordenados, o leitor pode consultar [12] e suas referências.

1.2 Identidade de Pohozaev e um resultado de não-
existência

Nesta seção, vamos provar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2. Para isto, primeiro nós

deduzimos uma identidade Pohozaev e em decorrência desta, como mencionado na

introdução, justificamos que o expoente crítico para esta classe de equações é α2∗.

Aqui, ∂BR denota a fronteira da bola aberta BR = BR(0) centrada na origem e de raio

R > 0. Precisamos do seguinte lema:

Lema 1.2.1 Se F ∈ C(RN) ∩ L1(RN) então existe uma sequência (Rn) ⊂ R,
Rn → +∞ tal que

Rn

∫
∂BRn

|F(σ)|dσ → 0 quando n→∞. (1.11)
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Prova: Veja Lema 2.1 em [54].

Prova do Teorema 1.0.1: Desde que div(g2(u)∇u) = g2(u)∆u + 2g(u)g′(u)|∇u|2

podemos reescrever (1.2) como

−g2(u)∆u− g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = p(u). (1.12)

Logo, se u é uma solução para (1.2) então

(x · ∇u)
[
−g2(u)∆u− g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u

]
= (x · ∇u)p(u) em RN . (1.13)

Um cálculo simples mostra que

(x · ∇u)∆u = div
(

(x · ∇u)∇u− |∇u|
2

2
x

)
+
N − 2

2
|∇u|2. (1.14)

e
(x · ∇u)V (x)u = div

(
1

2
V (x)u2x

)
− N

2
V (x)u2 − 1

2
u2(x · ∇V (x))

(x · ∇u)p(u) = div [xP (u)]−NP (u).

(1.15)

Então, temos

div
[
g2(u)

(
(x · ∇u)∇u− |∇u|

2

2
x

)]
= 2g(u)g′(u)∇u ·

(
(x · ∇u)∇u− |∇u|

2

2
x

)
+ g2(u)div

(
(x · ∇u)∇u− |∇u|

2

2
x

)
.

Por esta igualdade e por (1.14), segue que

(x · ∇u)
[
g2(u)∆u+ g(u)g′(u)|∇u|2

]
= div

[
g2(u)

(
(x · ∇u)∇u− |∇u|

2

2
x

)]
+
N − 2

2
g2(u)|∇u|2

(1.16)

Usando as equações (1.13), (1.15), (1.16) e aplicando o teorema da Divergência na bola

BR, encontramos

−
∫
∂BR

g2(u)

[
(x · ∇u)∇u− |∇u|

2

2
x

]
· νdσ +

1

2

∫
∂BR

V (x)u2(x · ν)dσ

−
∫
∂BR

P (u)(x · ν)dσ

=
N − 2

2

∫
BR

g2(u)|∇u|2dx+
1

2

∫
BR

[NV (x) + (x · ∇V (x))]u2dx−N
∫
BR

P (u)dx,

(1.17)
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onde dσ é a medida (N − 1)-dimensional ∂BR e ν(x) = x/R para x ∈ ∂BR. Usando a

hipótese (1.3) e o Lema 1.2.1 existe uma sequência (Rn) ⊂ R tal que Rn →∞ e

Rn

∫
∂BRn

[
g2(u)|∇u|2 + |V (x)|u2 + |P (u)|

]
dσ → 0.

Desta convergência e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos∫
∂BRn

g2(u)

[
(x · ∇u)∇u− |∇u|

2

2
x

]
· νdσ → 0,

∫
∂BRn

V (x)u2(x · ν)dσ → 0 and∫
∂BRn

P (u)(x · ν)dσ → 0.

Por outro lado, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n→∞

∫
BRn

g2(u)|∇u|2dx =

∫
RN
g2(u)|∇u|2dx,

lim
n→∞

∫
BRn

[NV (x) + (x · ∇V (x))]u2dx =

∫
RN

[NV (x) + (x · ∇V (x))]u2dx and

lim
n→∞

∫
BRn

P (u)dx =

∫
RN
P (u)dx.

Portanto, tomando R = Rn em (1.17) e fazendo n→∞, o resultado está provado.

Prova do Teorema 1.0.2: Suponha que u é uma solução não-nula de (1.2) com

p(u) = |u|q−2u. Multiplicando (1.2) por u/α e integrando em RN , vem

1

α

∫
RN

[g2(u) + g′(u)g(u)u]|∇u|2dx+
1

α

∫
RN
V (x)u2dx =

1

α

∫
RN
|u|qdx (1.18)

Pela identidade de Pohozaev (1.4), obtemos∫
RN
g2(u)|∇u|2dx+

N

N − 2

∫
RN
V (x)u2dx+

1

N − 2

∫
RN

[x ·∇V (x)]u2dx =
2∗

q

∫
RN
|u|qdx.

(1.19)

Logo, por (1.18) e (1.19), segue que

− 1

α

∫
RN

[(α− 1)g2(u)− g′(u)g(u)u]|∇u|2dx+

(
1

α
− N

N − 2

)∫
RN
V (x)u2dx

− 1

N − 2

∫
RN

[x · ∇V (x)]u2dx =

(
1

α
− 2∗

q

)∫
RN
|u|qdx.

Por esta igualdade e usando (1.5)− (1.6), deduzimos que(
1

α
− 2∗

q

)∫
RN
|u|qdx ≤ − 1

N − 2

∫
RN

[
x · ∇V (x) +

(α− 1)N + 2

α
V (x)

]
u2dx < 0,

que implica 1/α− 2∗/q < 0, ou seja, q < α2∗. Isto conclui a prova do resultado.
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1.3 Prova do Teorema 1.0.4

Esta seção é dedicada a prova do Teorema 1.0.4. Para fazer isto, precisamos

introduzir alguns operadores apropriados para aplicar o Lema 1.1.3. Inicialmente,

consideramos o operador L : D1,2(RN)→ D−1,2(RN) definido por

〈L(v), ϕ〉 =

∫
RN
∇v∇ϕdx+

∫
RN
V +(x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx−

∫
RN
h(x)ϕdx,

para v, ϕ ∈ D1,2(RN),

onde D−1,2(RN) é o espaço dual de D1,2(RN) e sua norma será denotada por ‖ · ‖∗.

Claramente, para cada v ∈ D1,2(RN), L(v) é um operador linear. Mais ainda, por (V0),

a desigualdade de Hölder, o Lema 1.1.1-(3) e as imersões de Sobolev, deduzimos que

|〈L(v), ϕ〉| ≤ ‖v‖‖ϕ‖+

∫
RN
V +(x)|v‖ϕ|dx+ ‖h‖2N/(N+2)‖ϕ‖2∗

≤ ‖v‖‖ϕ‖+ ‖V +‖N/2‖v‖2∗‖ϕ‖2∗ +
1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)‖ϕ‖

≤
(
‖v‖+

1

S
‖V +‖N/2‖v‖+

1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)

)
‖ϕ‖,

para todo ϕ ∈ D1,2(RN). Então, L(v) ∈ D−1,2(RN) para cada v ∈ D1,2(RN) e portanto

L é bem definido.

Lema 1.3.1 Sob a hipótese (V0), L : D1,2(RN)→ D−1,2(RN) é invertível.

Prova: Devemos mostrar que para cada Ψ ∈ D−1,2(RN) existe um único v0 ∈ D1,2(RN)

tal que L(v0) = Ψ, que é equivalente a

〈L(v0), ϕ〉 =

∫
R2

∇v0∇ϕdx+

∫
RN
V +(x)

G−1(v0)

g(G−1(v0))
ϕdx−

∫
RN
h(x)ϕdx = 〈Ψ, ϕ〉,

(1.20)

para todo ϕ ∈ D1,2(RN). Para mostrar esse fato, introduzimos o funcional I :

D1,2(RN)→ R dado por

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2dx+

1

2

∫
RN
V +(x)[G−1(v)]2dx−

∫
RN
h(x)vdx− 〈Ψ, v〉.

Não é difícil verificar que I é bem definido e diferenciável com derivada dada por

〈I ′(v), ϕ〉 =

∫
RN
∇v∇ϕdx+

∫
RN
V +(x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx−

∫
RN
h(x)ϕdx− 〈Ψ, ϕ〉

para v, ϕ ∈ D1,2(RN). Além disso,

I(v) ≥ 1

2
‖v‖2 − 1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)‖v‖ − ‖Ψ‖∗‖v‖,
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que implica que I é coercivo. Pelo Lema 1.1.1-(9), segue que o funcional Φ(v) :=∫
RN V

+(x)[G−1(v)]2dx é convexo e é fácil ver que Φ é fortemente contínuo. Logo, Φ

é fracamente semicontínuo inferiormente. Consequentemente, se vn ⇀ v em D1,2(RN)

então

lim inf
n→∞

I(vn) ≥ lim inf
n→∞

1

2
‖vn‖2 + lim inf

n→∞

1

2

∫
RN
V +(x)[G−1(vn)]2dx

+ lim inf
n→∞

(
−
∫
RN
h(x)vndx

)
+ lim inf

n→∞
(−〈Ψ, vn〉) ≥ I(v),

mostrando que I é fracamente semicontínuo inferiormente em D1,2(RN). Como

D1,2(RN) é um espaço de Hilbert, concluímos que existe v0 ∈ D1,2(RN) tal que

I(v0) = inf
v∈D1,2(RN )

I(v).

Uma vez que I é diferenciável, temos I ′(v0) = 0 e desde que I é estritamente convexo,

o ponto fixo v0 de I é único. Portanto, existe um único v0 ∈ D1,2(RN) satisfazendo

(1.20) e o lema está provado.

Neste ponto, consideramos outro operador T : D1,2(RN)→ D−1,2(RN) dado por

〈T (v), ϕ〉 =

∫
RN
V −(x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx+

∫
RN

f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
ϕdx, v, ϕ ∈ D1,2(RN).

É claro que para cada v ∈ D1,2(RN), T (v) é um operador linear. O próximo resultado

mostra que T está bem definido e obtemos uma estimativa para a norma de T (v) para

v ∈ D1,2(RN).

Lema 1.3.2 Suppnha que (V0), (g0)− (g2), (f0) and (f2) sejam satisfeitas. Então,

|〈T (v), ϕ〉| ≤

[
1

S
‖V −‖N

2
‖v‖+

1

βS
r
2α

(
α

β

) r
α
−1

‖k‖ α2∗
α2∗−r
‖v‖

r
α
−1+

+
C

βS
2∗
2

(
α

β

)2∗−1

‖v‖2∗−1

]
‖ϕ‖

para v, ϕ ∈ D1,2(RN). Em particular,

‖T (v)‖∗ ≤
1

S
‖V −‖N

2
‖v‖+

1

βS
r
2α

(
α

β

) r
α
−1

‖k‖ α2∗
α2∗−r
‖v‖

r
α
−1 +

C

βS
2∗
2

(
α

β

)2∗−1

‖v‖2∗−1.

Prova: Usando a condição (f2), a desigualdade de Hölder e o Lema 1.1.1-(5),(6),
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obtemos

|〈T (v), ϕ〉|

≤
∫
RN
V −(x)|v‖ϕ|+

∫
RN
|k(x)| |G

−1(v)|r−1

g(G−1(v))
|ϕ|+ C

∫
RN

|G−1(v)|α2∗−1

g(G−1(v))
|ϕ|

≤ ‖V −‖N
2
‖v‖2∗‖ϕ‖2∗ +

∫
RN
|k(x)| |G

−1(v)|α−1

g(G−1(v))
|G−1(v)|α(

r
α
−1)|ϕ|

+ C

∫
RN

|G−1(v)|α−1

g(G−1(v))
|G−1(v)|α(2∗−1)|ϕ|

≤ 1

S
‖V −‖N

2
‖v‖‖ϕ‖+

1

β

(
α

β

) r
α
−1 ∫

RN
|k(x)‖v|

r
α
−1|ϕ|+ C

β

(
α

β

)2∗−1 ∫
RN
|v|2∗−1|ϕ|

≤ 1

S
‖V −‖N

2
‖v‖‖ϕ‖+

1

β

(
α

β

) r
α
−1

‖k‖ α2∗
α2∗−r
‖v‖

r
α
−1

2∗ ‖ϕ‖2∗ +
C

β

(
α

β

)2∗−1

‖v‖2∗−1
2∗ ‖ϕ‖2∗

≤ 1

S
‖V −‖N

2
‖v‖‖ϕ‖+

1

βS
r
2α

(
α

β

) r
α
−1

‖k‖ α2∗
α2∗−r
‖v‖

r
α
−1‖ϕ‖

+
C

βS
2∗
2

(
α

β

)2∗−1

‖v‖2∗−1‖ϕ‖,

provando a primeira estimativa. A segunda é imediata.

Agora, para aplicar o Lema 1.1.3, consideramos a seguinte ordem parcial em

D1,2(RN):

v1, v2 ∈ D1,2(RN), v1 4 v2 ⇔ v1 ≤ v2 quase sempre em RN . (1.21)

É claro que (D1,2(RN),4) é um espaço de Banach ordenado e para todo u, v ∈

D1,2(RN), existe sup{u, v} e inf{u, v} com respeito a ordem 4. Mais ainda,

relembrando que v+ = sup{v, 0} e v− = − inf{v, 0}, por (1.21), v+ e v− são a

parte positiva e negativa de v. Como |∇v±| ≤ |∇v| quase sempre em RN , vemos

que ‖v±‖ ≤ ‖v‖. Então, (D1,2(RN),4) é uma semicadeia de Banach que é reflexivo.

Observamos também que o espaço dual D−1,2(RN), munido com a ordem

Φ1,Φ2 ∈ D−1,2(RN), Φ1 C Φ2 ⇔ 〈Φ1, ϕ〉 ≤ 〈Φ2, ϕ〉, para todo ϕ ∈ D1,2
+ (RN),

onde D1,2
+ (RN) = {v ∈ D1,2(RN); v ≥ 0 quase sempre em RN} é um espaço de Banach

ordenado.

Neste ponto, precisamos checar a monotonicidade dos operadores T e L−1.

Lema 1.3.3 T : (D1,2(RN),4)→ (D−1,2(RN),C) é um operador crescente.
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Prova: Sejam v1, v2 ∈ D1,2(RN) tal que v1 4 v2, isto é, v1 ≤ v2 quase sempre em RN .

Pelo Lema 1.1.1-(7) e (f1), obtemos

〈T (v1), ϕ〉 =

∫
RN
V −(x)

G−1(v1)

g(G−1(v1))
ϕdx+

∫
RN

f(x,G−1(v1))

g(G−1(v1))

≤
∫
RN
V −(x)

G−1(v2)

g(G−1(v2))
ϕdx+

∫
RN

f(x,G−1(v2))

g(G−1(v2))
= 〈T (v2), ϕ〉,

para todo ϕ ∈ D1,2
+ (RN) e isto prova que T (v1) C T (v2).

Lema 1.3.4 O operador L−1 : (D−1,2(RN),C)→ (D1,2(RN),4) é crescente.

Prova: Sejam Φ1,Φ2 ∈ D−1,2(RN) tal que Φ1 C Φ2, isto é,

〈Φ1, ϕ〉 ≤ 〈Φ2, ϕ〉, para todo ϕ ∈ D1,2
+ (RN).

Sendo v1 = L−1(Φ1) e v2 = L−1(Φ2), para ϕ ∈ D1,2
+ (RN) temos 〈L(v1), ϕ〉 ≤ 〈L(v2), ϕ〉

e, portanto

0 ≤
∫
RN

(∇v2 −∇v1)∇ϕdx+

∫
RN
V +(x)

[
G−1(v2)

g(G−1(v2))
− G−1(v1)

g(G−1(v1))

]
ϕdx.

Agora, tomando ϕ = (v2 − v1)− = −min{v2 − v1, 0} ∈ D1,2
+ (RN) e usando o Lema

1.1.1-(7) encontramos

0 ≤ −‖(v2 − v1)−‖2 −
∫
{v2<v1}

V +(x)

[
G−1(v2)

g(G−1(v2))
− G−1(v1)

g(G−1(v1))

]
(v2 − v1)dx

≤ −‖(v2 − v1)−‖2,

donde concluímos que (v2 − v1)− = 0 e assim v1 ≤ v2 quase sempre em RN , isto é,

L−1(Φ1) 4 L−1(Φ2).

Neste momento, definimos o operador S : D1,2(RN)→ D1,2(RN) por S = L−1 ◦T

e nosso objetivo é mostrar que existe uma bola em D1,2(RN) invariante por S. Vamos

usar a notação

BD1,2 [0, R] = {v ∈ D1,2(RN) : ‖v‖ ≤ R}.

Lema 1.3.5 Sob as hipóteses do Teorema 1.0.4, existe R0 > 0 e δ0 > 0 tal que se
‖h‖2N/(N+2) ≤ δ0 então

S(BD1,2 [0, R0]) ⊂ BD1,2 [0, R0].
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Prova: Seja v ∈ D1,2(RN) e w = S(v) = L−1(T (v)). Pelo Lema 1.1.1-(4), temos

〈L(w), w〉 = ‖w‖2 +

∫
RN
V +(x)

G−1(w)w

g(G−1(w))
dx−

∫
RN
h(x)wdx

≥ ‖w‖2 − 1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)‖w‖.

Então,

‖S(v)‖2 = ‖w‖2 ≤ 〈L(w), w〉+
1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)‖w‖

≤ 〈T (v), S(v)〉+
1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)‖S(v)‖

≤
(
‖T (v)‖∗ +

1

S1/2
‖h‖2N/(N+2)

)
‖S(v)‖.

Consequentemente, pelo Lema 1.3.2 segue que

‖S(v)‖ ≤ 1

S
‖V −‖N

2
‖v‖+ C1‖v‖

r
α
−1 + C2‖v‖2∗−1 +

1

S1/2
‖h‖2N/(N+2),

onde

C1 =
1

βS
r
2α

(
α

β

) r
α
−1

‖k‖ α2∗
α2∗−r

and C2 =
C

βS
2∗
2

(
α

β

)2∗−1

.

Assim, se R > 0 e ‖v‖ ≤ R então

‖S(v)‖
R

≤ 1

S
‖V −‖N

2
+ C1R

r−2α
α + C2R

2∗−2 +
1

S1/2R
‖h‖2N/(N+2). (1.22)

Em seguida, escolhemos R0 > 0 suficientemente pequeno tal que

C1R
r−2α
α

0 + C2R
2∗−2
0 ≤

1− S−1‖V −‖N
2

2
.

Considerando

δ0 :=
S1/2R0(1− S−1‖V −‖N

2
)

2
> 0

e tomando R = R0 em (1.22), deduzimos que se ‖h‖2N/(N+2) ≤ δ0 então ‖S(v)‖
R0
≤ 1.

Portanto, S(BD1,2 [0, R0]) ⊂ BD1,2 [0, R0] e a prova está completa.

Finalmente, vamos concluir a prova do Teorema 1.0.4. Pela definição do operador

S e usando os Lemas 1.3.3 e 1.3.4, segue que S é crescente. Em vista do Lema 1.3.5,

BD1,2 [0, R0] é invariante por S e de acordo com o Lema 1.1.3, BD1,2 [0, R0] possui a

propriedade do ponto fixo. Portanto, existe v ∈ BD1,2 [0, R0] tal que S(v) = v. Desde

que S = L−1 ◦ T temos

〈L(v), w〉 = 〈T (v), w〉, para todo w ∈ D1,2(RN)

e por (1.10) v é uma solução fraca para o problema (1.9). Invocando o Lema 1.1.2,

u = G−1(v) é uma solução fraca para (1.1) e o Teorema 1.0.4 está provado.
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Capítulo 2

Existência de solução para um
problema crítico assintoticamente
periódico no plano

Neste capítulo, estabelecemos a existência de solução para o problema elíptico

generalizado  −div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = f(x, u),

u ∈ H1(R2), u > 0 em R2
(2.1)

onde g : R→ R+ é uma função de classe C1, o potencial V : R2 → R e f : R2×R→ R

são assintoticamente periódicas no infinito com f(x, s) podendo apresentar crescimento

crítico exponencial.

A fim de obter existência de solução positiva para (2.1), vamos usar métodos

variacionais. A escolha do método está muito relacionada ao comportamento de V (x)

e f(x, s).

Motivados por trabalhos como [18] e [21], assumimos as seguintes hipóteses (já

mencionadas na Introdução) sobre a função g:

(g0) g ∈ C1(R,R+) é uma função par, g′(s) ≥ 0 para todo s ≥ 0 e g(0) = 1;

(g1) (α− 1)g(s) ≥ g′(s)s para todo s ≥ 0 e para alguma constante α ≥ 1;

(g2) lim
s→+∞

g(s)

sα−1
=: β > 0.

Por (g2), dado ε > 0 existem constantes positivaMε e βε tais que g2(s) ≤Mε+βεs
2α−2,

para todo s ∈ [0,+∞). Em particular, para ε = 1 existe uma constante M1 > 0 tal
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que

g2(s) ≤M1 + β1s
2α−2, para todo s ∈ [0,+∞), (2.2)

onde β1 = (β + 1)2 > 0.

Alguns exemplos típicos de equações que se enquadram nas hipóteses acima são

−∆u+ V (x)u−∆(u2)u = f(x, u) em R2

e

−∆u+ V (x)u− γ∆(u2γ)u2γ−2u = f(x, u) em R2

que surgem quando substituímos g2(s) = 1 + 2s2 e g2(s) = 1 + 2γ2(s2)2γ−1 (γ > 1/2)

em (2.1), respectivamente. Em R2, tais problemas já foram exaustivamente estudados

por diversos autores sob os mais variados tipos de hipóteses sobre o potencial V e a

não-linearidade f (veja, por exemplo, [3, 6, 15, 25, 26, 31, 32, 33, 44, 47, 48, 52, 55,

56, 66, 67, 68, 71, 74]). Contudo, neste trabalho, consideramos hipóteses sobre V e f

que ainda não foram exploradas para estas classes de equações quaselineares. Vejamos

a seguir.

Neste capítulo supomos que o potencial V é assintoticamente periódico no infinito,

isto é, assumimos a condição

(V ) existe uma constante a0 > 0 e uma função V0 ∈ C(R2,R), 1-periódica em xi,

i = 1, 2, tal que V0(x)− V (x)→ 0 quando |x| → +∞ e

V0(x) ≥ V (x) ≥ a0 > 0 para todo x ∈ R2.

Esta classe de funções potenciais foi abordada, por exemplo, nos trabalhos [5, 62] onde

os autores consideram uma equação semilinear e uma fracionária, respectivamente.

Não conhecemos nenhum resultado a cerca de equações de Schrödinger generalizadas

abordando este tipo de potencial. Como exemplo de função que satisfaz (V), podemos

citar a função V (x) = e−
1
|x|+1 , onde a0 = e−1 e V0 ≡ 1. Vale ressaltar ainda que, com

respeito as equações de Schrödinger quaselineares, temos os resultados [45, 61, 72] que

também consideram um potencial assintoticamente periódico, só que mais geral (os

autores trabalharam com não-linearidades subcríticas e críticas em que N ≥ 3).
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Em relação à não-linearidade f , assumimos que a mesma possui crescimento

crítico exponencial, ou seja, existe ς0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(x, s)e−ςs
2α

=

 0, para todo ς > ς0

+∞, para todo ς < ς0
(2.3)

uniformemente em x ∈ R2. Destacamos novamente aqui nosso pioneirismo no sentido

de que, pela primeira vez, a equação de Schrödinger generalizada é explorada com

crescimento crítico exponencial. Aqui assumimos que f deva satisfazer as condições

(f1) f(x, s) = o(s) quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ R2;

(f2) existe uma função contínua f0 : R2 ×R→ R, 1-periódica em xi, i = 1, 2, tal que

f(x, s) ≥ f0(x, s) e para todo ε > 0, existe η > 0 tal que para s ≥ 0 e |x| > η

vale

|f(x, s)− f0(x, s)| ≤ εeς0s
2α

, para todo (x, s) ∈ R2 × [0,+∞);

(f3) existe θ > α > 0 tal que

0 < 2θF (x, s) = 2θ

∫ s

0

f(x, t)dt ≤ sf0(x, s), para todo (x, s) ∈ R2 × (0,+∞);

(f4) a função f(x, s)/s2α−1 é crescente para todo s > 0.

Em relação a condição (f2), nos inspiramos, por exemplo, em [5, 17, 62] que também

consideram f(x, s) com o mesmo comportamento assintótico.

Para encontrar uma solução positiva para (2.1), colocamos f(x, s) = 0, para todo

(x, s) ∈ R2 × (−∞, 0] e f0(x, s) = 0, para todo (x, s) ∈ R2 × (−∞, 0].

Antes de definirmos o que venha a ser uma solução para (2.1), seja C∞0 (R2) o

espaço de funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto eH1(R2) o espaço

usual de Sobolev com as normas

‖u‖ =

[∫
R2

(|∇u|2 + V (x)u2)dx

]1/2

, ‖u‖0 =

[∫
R2

(|∇u|2 + V0(x)u2)dx

]1/2

Tendo em vista a hipótese (V ), ambas as normas acima são equivalentes à norma usual

de H1(R2). Além disso, H1(R2) é um espaço de Hilbert quando equipado com um dos

seguintes produtos internos:

〈u, v〉 =

∫
R2

(∇u∇v + V (x)uv)dx
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ou

〈u, v〉0 =

∫
R2

(∇u∇v + V0(x)uv)dx

para todo u, v ∈ H1(R2).

Nesse contexto, dizemos que uma função u : R2 → R é uma solução fraca para o

problema (2.1) se u ∈ H1(R2) ∩ L∞loc(R2) e para todo ϕ ∈ C∞0 (R2) vale∫
R2

g2(u)∇u∇ϕdx+

∫
R2

g(u)g′(u)|∇u|2ϕdx+

∫
R2

V (x)uϕdx−
∫
R2

f(x, u)ϕdx = 0 (2.4)

Agora podemos enunciar o resultado principal deste capítulo.

Teorema 2.0.1 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)−(g2) e (f1)−(f4) sejam satisfeitas.
Além disso, assumimos a condição

(f5) existem λ > 0 e p > 2θ tais que F (x, s) ≥ λsp, para todo (x, s) ∈ R2 × [0,+∞)

com λ > λ∗, onde

λ∗ := max



(
p− 2

2

) p−2
2

(
4π(M1 + β1) + ‖V ‖L1(B√5)

2

) p
2

2

pπ

 2θ

θ − α

(
α
β

)2

ς0

2π


p−2
2

,

4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π


e as constantes M1 e β1 > 0 são dadas na estimativa (2.2). Então o problema (2.1)
possui uma solução não-negativa.

Observação 2.0.2 Observamos que, no caso específico V = V0, f = f0, o Teorema
2.0.1 claramente nos fornece uma solução para o problema periódico. De fato, para
mostrar a existência de uma solução para o problema periódico, a condição (f2) não é
necessária, isto é, considerando o problema{

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V0(x)u = f0(x, u),

u ∈ H1(R2), u ≥ 0
(2.5)

este tem uma solução positiva quando assumimos (f1) e (f3)−(f5). A justificativa para
esse fato segue similarmente à demonstração do Teorema 1.2, em [61].

As principais dificuldades no tratamento dessa classe de equações de Schrödinger

são a possível falta de compacidade, o crescimento crítico exponencial e justificar que

a solução encontrada é não nula. Além disso, não há um espaço de funções natural

para que o funcional energia associado a (2.1) seja bem definido. Assim, para provar
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o Teorema 2.0.1, como em [57], usamos uma mudança de variáveis para reformular o

problema, obtendo um semilinear. À equação semilinear associamos um novo funcional

energia, o qual denotamos por I, que é bem definido e diferenciável (consulte a Seção

3.1). Logo, a partir de um ponto crítico de I é possível encontrar uma solução fraca

para o problema (2.1). Para encontrar pontos críticos do funcional I o caminho é o

seguinte: explorar as propriedades da mudança de variáveis e uma desigualdade de

Trudinger-Moser, verificar aspectos geométricos deste funcional para usar uma versão

do Teorema do Passo da Montanha sem a condição de compacidade e trabalhar com

sequências de Cerami.

Finalmente devemos justificar que o ponto crítico de I é não-nulo. Supomos que o

mesmo seja zero. A partir de uma sequência de Cerami, podemos definir uma sequência

transladada, com ajuda de uma estimativa do nível mini-max e da desigualdade de

Trudinger-Moser. Em seguida, usamos esta sequência para obter um ponto crítico não

trivial do funcional associada a um problema periódico. Voltamos para I e justificamos

que este funcional é menor ou igual ao nível minimax do passo da montanha e que esse

nível é atingido. Finalmente, empregamos uma versão local do Teorema do Passo de

Montanha (Teorema 2.1.6) para obter um ponto crítico não trivial para I, donde é

possível obter uma solução não negativa para (2.1).

As hipóteses (f1) e (f3) são condições suficientes para garantir a geometria de uma

versão do teorema do passo da montanha. Além disso, (f3) é importante para provar

a limitação de sequências de Cerami (consulte Lema 2.3.1). Por sua vez, a hipótese

(f2) serve para provar resultados técnicos de convergência que são fundamentais na

demonstração do Teorema 2.0.1 (consulte Lema 2.5.1). Com relação à hipótese (f5),

essa é uma condição global da não-linearidade f(x, s) que serve para obter uma

estimativa crucial para o nível minimax (consulte Corolário 5.2). Com esta estimativa

em mãos, é possível provar que (
α

β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π

para n suficientemente grande, onde (vn) é uma sequência de Cerami. Essa estimativa é

fundamental para chegarmos a um resultado do tipo Lions (Lema 2.3.6). Finalmente, a

hipótese (f4) é utilizada para concluir (ver Afirmação 2.5.5) a prova do Teorema 2.0.1.
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2.1 Estrutura Variacional e Preliminares

Nesta seção, semelhantemente ao que foi feito no Capítulo 1, obtemos alguns

resultados técnicos e estabelecemos a configuração necessária para provar o Teorema

2.0.1.

Inicialmente, observamos que formalmente (2.1) é a equação de Euler-Lagrange

associada ao funcional energia

J(u) =
1

2

∫
R2

g2(u)|∇u|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)u2dx−
∫
R2

F (x, u)dx (2.6)

Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que enfrentamos é

a necessidade de encontrar uma configuração apropriada para aplicar métodos

variacionais e estudar a existência de ponto crítico para J . Por exemplo,

conforme citado em [15], para alguns exemplos importantes de funções g, a integral∫
R2 g

2(u)|∇u|2dx pode assumir o valor +∞. Para superar essa dificuldade, seguimos a

ideia usada em [57] (veja também [22]), ou seja, usamos a mudança de variáveis

v = G(u) =

∫ u

0

g(s)ds.

Assim, após essa mudança de variáveis, obtemos o novo funcional

I(v) = J(G−1(u)) =
1

2

∫
R2

(|∇v|2 + V (x)[G−1(v)]2)dx−
∫
R2

F (x,G−1(v))dx (2.7)

que é bem definido em H1(R2) sob as hipóteses impostas sobre as funções V , g e f .

No Capítulo 1 já listamos as propriedades de G−1 no Lema 1.1.1. A seguir fizemos um

acréscimo de mais duas propriedades, fundamentais neste novo contexto.

Lema 2.1.1 Sob as condições (g0)− (g1), temos as seguintes propriedades:

(1) a função G−1(t)
g(G−1(t))t

é decrescente para todo t > 0;

(2) a função [G−1(t)]2α−1

g(G−1(t))t
é crescente para todo t > 0.

Prova: Derivando a função G−1(t)
g(G−1(t))t

para todo t > 0, obtemos

d

dt

(
G−1(t)

g(G−1(t))t

)
=

t
g(G−1(t))

−G−1(t)

t2
− G−1(t)g′(G−1(t))

t[g(G−1(t))]3
< 0,
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pois, pelo Lema 1.1.1-(5), temos t
g(G−1(t))

−G−1(t) < 0 para todo t > 0. Assim, temos

provado (1). Semelhantemente, para provar (2) derivamos a função [G−1(t)]2α−1

g(G−1(t))t
para

todo t > 0. Temos

d

dt

(
[G−1(t)]2α−1

g(G−1(t))t

)
=

(2α− 1)[G−1(t)]2α−2

[g(G−1(t))]2t
+
d

dt

(
1

g(G−1(t))

)
[G−1(t)]2α−1

t
−

− [G−1(t)]2α−1

t2g(G−1(t))
.

(2.8)

Usando a hipótese (g1) segue que

d

dt

(
1

g(G−1(t))

)
= − g′(G−1(t))

[g(G−1(t))]3
≥ − α− 1

G−1(t)[g(G−1(t))]2
.

Esta última estimativa juntamento com o Lema 1.1.1-(5) aplicados a (2.8), nos fornecem

d

dt

(
G−1(t)

g(G−1(t))t

)
≥ [G−1(t)]2α−2

t2g(G−1(t))

(
αt

g(G−1(t))
−G−1(t)

)
> 0

para todo t > 0. Isto conclui a prova do lema.

É fácil ver que sob as hipóteses impostas sobre V , g e f o funcional I é de classe

C1 em H1(R2) com

I ′(v)ϕ =

∫
R2

(
∇v∇ϕ+ V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ

)
dx−

∫
R2

f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
ϕdx, (2.9)

para v, ϕ ∈ H1(R2) e, portanto aos pontos críticos de I correspondem exatamente as

soluções fracas da equação semilinear

−∆v + V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
=
f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
em R2. (2.10)

De maneira semelhante, associado ao problema periódico, temos o funcional

I0 ∈ C1(H1(R2),R), definido por

I0(v) =
1

2

∫
R2

(|∇v|2 + V0(x)[G−1(v)]2)dx−
∫
R2

F0(x,G−1(v))dx. (2.11)

Observamos ainda que dados ε > 0, q ≥ 1 e ς > ς0, devido a hipótese (f1) e o

crescimento crítico exponencial de f existe uma constante Cε > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ ε|s|+ Cε|s|q−1(eςs
2α − 1), (2.12)

para todo (x, s) ∈ R2 × R. Temos também, por (f2), que dado ε > 0 e q ≥ 1, existe

uma constante η > 0 tal que

|f(x, s)− f0(x, s)| ≤ ε|s|q(eς0s2α − 1), (2.13)
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para todo (x, s) ∈ R2 × R com |s| > η.

No que segue enunciamos a desigualdade de Trudinger-Moser em R2 que pode ser

encontrada em [4, 10].

Lema 2.1.2 Se ς > 0 e u ∈ H1(R2), então∫
R2

(eςu
2 − 1)dx <∞. (2.14)

Mais ainda, se 0 < ς < 4π e ||u||2 ≤ M , então existe uma constante positiva, que
depende apenas de M e ς, tal que

sup
||∇u||2≤1

∫
R2

(eςu
2 − 1)dx ≤ C(ς,M). (2.15)

Em alguns argumentos, precisamos ainda do seguinte lema:

Lema 2.1.3 Seja ς > 0 e r ≥ 1. Então

(eςs
2 − 1)r ≤ erςs

2 − 1, para todo s ∈ R.

Prova: Basta analisar os limites da função ξ(s) = (eςs
2 − 1)r/(erςs

2 − 1) na origem e

no infinito aplicando a regra de L’Hôpital.

A seguir, na Proposição 2.1.4, vemos que se v ∈ H1(R2) é um ponto crítico para

o funcional I, então u = G−1(v) é uma solução fraca para (2.1). Portanto, para obter

soluções fracas de (2.1), é suficiente procurar pontos críticos para I.

Proposição 2.1.4 (Pontos críticos de I e soluções de (2.1)) Todo ponto crítico
v de I pertence a C0,ϑ

loc (R2) para algum ϑ ∈ (0, 1) e u = G−1(v) é uma solução fraca de
(2.1).

Prova: Todo ponto crítico v de I satisfaz a equação −∆v = w em R2 no sentido fraco,

onde

w(x) =
1

g(G−1(v))

[
f(x,G−1(v))− V (x)G−1(v)

]
.

A partir disso, para t > 1 e R > 0, de acordo com (2.12), usando (6) e (10) do Lema

1.1.1 e o Lema 2.1.3, para quase todo x ∈ BR ≡ BR(0), obtemos

|w(x)|t ≤
[
|G−1(v)|
g(G−1(v))

]t [
C1 + C2(eς[G

−1(v)]2α − 1) + V (x)
]t

≤ C3

[
1 +

(
et(

α
β )

2
ςv2 − 1

)
+M t

R

]
,
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onde ς > ς0 e MR = sup{V (x);x ∈ BR}. Pelo Lema 2.1.2 concluímos que

w ∈ Lt(BR), para todo t > 1. Então, aplicando teoria de regularidade elíptica, segue

que v ∈ C0,ϑ
loc (R2) para algum ϑ ∈ (0, 1). Em particular, temos v ∈ L∞loc(R2). Neste

ponto, a conclusão de que u = G−1(v) é solução fraca de (2.1) pode ser provada de

modo similar a Proposição 2.2 de [53].

Para concluir esta seção, apresentamos uma versão do Teorema do Passo da

Montanha, que é uma consequência do Princípio Variacional de Ekeland, conforme

desenvolvido em [8]. Também precisamos de uma versão local do mesmo teorema

enunciado a seguir.

Teorema 2.1.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach
e Φ ∈ C1(X;R) com Φ(0) = 0. Seja S um subconjunto fechado de X que desconecta
X. Seja v0 = 0 e v1 ∈ X pertencentes a diferentes componentes conexas de X\S.
Suponha que

inf
S

Φ ≥ σ > 0 e Φ(v1) ≤ 0 (2.16)

e seja
Γ = {γ ∈ C([0, 1];X) : γ(0) = 0 e γ(1) = v1}. (2.17)

Então
c = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) ≥ σ

e existe uma sequência de Cerami1 para Φ no nível c. O número c é chamado o nível
do passo da montanha de Φ.

Prova: Ver [8].

Agora, apresentamos uma versão local do Teorema 2.1.5, que foi provada por Lins

e Silva em [45] (veja também [35]).

Teorema 2.1.6 Seja X um espaço de Banach real. Suponha que Φ ∈ C1(X;R)

satisfaz Φ(0) = 0 e (2.16). Se existe γ0 ∈ Γ definido por (2.17), tal que

c = max
t∈[0,1]

Φ(γ0(t)) > 0,

então Φ possui um ponto crítico não-trivial u ∈ Kc ∩ γ0([0, 1]), onde K é o conjunto
dos pontos críticos de Φ e Kc = {u ∈ X : u ∈ K,Φ(u) = c}.

1(vn) tal que Φ(vn)→ c e ‖Φ′(vn)‖(1 + ‖vn‖)
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2.2 Propriedades Geométricas

A seguir, mostraremos que o funcional I satisfaz as condições geométricas (2.16).

Para isso, precisamos obter alguns lemas técnicos.

Lema 2.2.1 Suponha que as hipóteses (V) e (g0) − (g2) sejam satisfeitas. Se v ∈
H1(R2), ς > 0, t > 0 e ‖v‖2 ≤ M com

(
α
β

)2

ς‖∇v‖2
2 < 4π, então existe C =

C(α, ς,M, t) > 0 tal que∫
R2

(eς|G
−1(v)|2α − 1)|G−1(v)|tdx ≤ C‖G−1(v)‖t.

Prova: Considere r > 1 perto de 1 tal que
(
α
β

)2

rς‖∇v‖2
2 < 4π e ts ≥ 2, onde

s = r/(r − 1). Usando o Lema 1.1.1-(6) e a desigualdade de Hölder, temos∫
R2

(
eς|G

−1(v)|2α − 1
)
|G−1(v)|tdx ≤

[∫
R2

(
e(

α
β )

2
ςv2 − 1

)r
dx

]1/r

‖G−1(v)‖tts

e pelos Lemas 2.1.2, 2.1.3 e a imersão contínua H1(R2) ↪→ Lts(R2), concluímos que∫
R2

(eς|G
−1(v)|2α − 1)|G−1(v)|tdx ≤

[∫
R2

(
e(

α
β )

2
rς‖∇v‖22

(
v

‖∇v‖2

)2
− 1

)
dx

] 1
r

‖G−1(v)‖tts

≤ C1‖G−1(v)‖tts ≤ C‖G−1(v)‖t

provando o lema.

Lema 2.2.2 Suponha que a hipótese (V) seja satisfeita. Se v ∈ H1(R2) e t ≥ 2, então
existe C = C(t) > 0 tal que∫

R2

|G−1(v)|tdx ≤ C‖G−1(v)‖t.

Prova: Segue diretamente da imersão contínua de Sobolev H1(R2) ↪→ Lt(R2), para

todo t ≥ 2.

Tendo em vista as últimas estimativas, podemos provar que o funcional I possui

a geometria do passo da montanha. Neste sentido, para ρ > 0, definimos

Sρ =

{
v ∈ H1(R2) :

∫
R2

|∇v|2dx+

∫
R2

V (x)[G−1(v)]2dx = ρ2

}
.

Desde que Q : H1(R2)→ R definido por

Q(v) =

∫
R2

{|∇v|2 + V (x)[G−1(v)]2}dx

é um funcional contínuo, segue que Sρ é um subconjunto que desconecta o espaço

H1(R2).
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Lema 2.2.3 Suponha que (V), (g0) e (f1) sejam satisfeitas. Então existe ρ > 0 e
σ > 0 satisfazendo

I(v) ≥ σ, para todo v ∈ Sρ.

Prova: Segue de (2.12) que dados ε > 0, t > 2 e ς > ς0 existe Cε > 0 tal que

|F (x, s)| ≤ ε

2
s2 + Cε|s|t(eςs

2α − 1), para todo (x, s) ∈ R2 × R. (2.18)

Agora, se escolhemos ρ > 0 tal que
(
α
β

)2

ςρ2 < 4π, usando (2.18), os Lemas 2.2.1,

2.2.2, 1.1.1-(2) e a imersão contínua H1(R2) ↪→ Lt(R2), obtemos

I(v) ≥ 1

2
Q(v)− ε

2
C‖G−1(v)‖2 − C1‖G−1(v)‖t

≥
(

1

2
− ε

2
C

)
Q(v)− C1Q(v)t/2

Tomando 0 < ε < 1/C e desde que t > 2 e 0 < ρ < β
α

(
4π
ς

)1/2 obtemos(
1
2
− ε

2
C
)
ρ2 − C1ρ

t > 0. Então, considerando σ =
(

1
2
− ε

2
C
)
ρ2 − C1ρ

t > 0 concluímos

que I(v) ≥ σ para todo v ∈ Sρ.

Lema 2.2.4 Suponha que (V), (g0) − (g2) e (f2) − (f3) são satisfeitas. Então existe
e ∈ H1(R2) com Q(e) > ρ2 tal que

I(e) < 0 < σ ≤ inf
v∈Sρ

I(v).

Prova: Primeiro, considere ϕ ∈ C∞0 (R2, [0, 1])\{0} tal que supp(ϕ) = B1. Por (f2)-

(f3), existem constantes positivas C1 e C2 tal que

F (x, s) ≥ C1|s|2θ − C2, para todo (x, s) ∈ R2 × R.

Então, para t > 0, temos

I(tϕ) =
1

2

∫
B1

(|∇(tϕ)|2 + V (x)[G−1(tϕ)]2)dx−
∫
B1

F (x,G−1(tϕ))dx

≤ t2

2

∫
B1

(|∇ϕ|2 + V (x)ϕ2)dx− C1

∫
B1

|G−1(tϕ)|2θdx+ C2µ(B1)

≤ t2
[
‖ϕ‖2

2
− C1

∫
B1

|G−1(tϕ)|2θ

t2
dx+

C2µ(B1)

t2

]
Desde que 2θ − 2α > 0, para x ∈ B1, usando o Lema 1.1.1-(7), segue que

|G−1(tϕ(x))|2θ

t2
=

(
G−1(tϕ(x))

α
√
tϕ(x)

)2α

|G−1(tϕ(x))|2θ−2αϕ(x)2 → +∞ quando t→ +∞.
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Então, de acordo com o Lema de Fatou, obtemos∫
B1

|G−1(tϕ)|2θ

t2
dx→ +∞ quando t→ +∞.

e portanto I(tϕ) → −∞. Sendo e := tϕ com t suficientemente grande, a prova está

finalizada.

2.3 Sequências de Cerami

O propósito desta seção é provar alguns resultados acerca de sequências de Cerami

para o funcional I. O primeiro de tais resultados é o seguinte:

Lema 2.3.1 Suponha que (V), (g0)− (g1) e (f3) são satisfeitas. Seja (vn) em H1(R2)

tal que I(vn) → c ∈ R e I ′(vn)vn → 0 quando n → +∞. Então (vn) é limitada em
H1(R2).

Prova: Usando o Lema 1.1.1-(5) e (f3), obtemos

I(vn)− α

2θ
I ′(vn)vn =

(
1

2
− α

2θ

)∫
R2

|∇vn|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx−

− α

2θ

∫
R2

V (x)
G−1(vn)

g(G−1(vn))
vndx−

∫
R2

F (x,G−1(vn)dx+

+
α

2θ

∫
R2

f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
vndx

≥
(

1

2
− α

2θ

)
Q(vn)+

+
1

2θ

∫
{G−1(vn)>0}

f(x,G−1(vn))G−1(vn)− 2θF (x,G−1(vn))dx

≥
(

1

2
− α

2θ

)
Q(vn).

Desde que I(vn) = c+ on(1) e I ′(vn)vn = on(1), onde n→ +∞, segue que(
1

2
− α

2θ

)
Q(vn) ≤ c+ on(1). (2.19)

Como θ > α, encontramos uma constante positiva C tal que

Q(vn) =

∫
R2

{|∇vn|2 + V (x)[G−1(vn)]2}dx ≤ C (2.20)

Tendo em vista (2.19), resta mostrar que
∫
R2 v

2
ndx é limitada. Pela condição (V) e

Lema 1.1.1-(8) encontramos uma constante C1 > 0 tal que∫
R2

v2
ndx =

∫
{|vn|≤1}

v2dx+

∫
{|vn|>1}

v2
ndx

≤ 1

C2
1a0

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx+
1

C2α
1

∫
R2

[G−1(vn)]2αdx

(2.21)
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Agora, faremos uso da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja Kavian em [38], p.

31), que nos fornece

‖u‖q ≤ C(ϑ)‖u‖1−ϑ
r ‖∇u‖ϑ2 (2.22)

para todo u ∈ H1(R2) ∩ Lr(R2), onde 1 ≤ r < ∞, 0 < ϑ ≤ 1 e 1
q

= 1−ϑ
r
. Sendo

u = G−1(vn), ϑ = 1− 1
α
e r = 2, temos q = 2α. Então, usando (V) e (2.22), segue que∫

R2

|G−1(vn)|2αdx ≤ C(ϑ)2α

V0

(∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx

)(∫
R2

|∇vn|2dx

)α−1

(2.23)

Por (2.20), (2.21) e (2.23) obtemos que
∫
R2 v

2
ndx é limitada e o lema está provado.

Corolário 2.3.2 Suponha que as hipóteses (V ), (g0) − (g1) e (f3) sejam satisfeitas.
Seja (vn) uma sequência de Cerami para I em H1(R2). Então, existe uma constante
C > 0 tal que ∫

R2

|f(x,G−1(vn))vn|
g(G−1(vn))

dx ≤ C.

Prova: Pelo Lema 1.1.1-(5) e desde que I ′(vn)vn → 0 quando n→ +∞, temos∫
R2

f(x,G−1(vn))vn
g(G−1(vn))

dx ≤
∫
R2

|∇vn|2dx+

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx+ on(1)

≤ Q(vn) + on(1)

A limitação de Q(vn), devido ao lema anterior, finaliza a prova do corolário.

Lema 2.3.3 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g1) e (f1)− (f3) sejam satisfeitas.
Seja (vn) uma sequência de Cerami para I em H1(R2). Então, (vn) possui uma
subsequência, ainda denotada por (vn), tal que

f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
→ f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
em L1

loc(R2), quando n→ +∞,

onde v é o limite fraco de (vn) em H1(R2).

Prova: Dado R > 0 é suficiente provar que∫
BR

|f(x,G−1(vn))|
g(G−1(vn))

dx→
∫
BR

|f(x,G−1(v))|
g(G−1(v))

dx quando n→ +∞.

Usando os Lemas 2.3.1, 1.1.1-(3) e o teorema de imersão de Rellich-Kondrachov

(H1(R2) ↪→ Ltloc(R2) para todo t ≥ 1), podemos assumir que G−1(vn) → G−1(v)

fortemente em Lt(BR) para qualquer t ∈ [1,+∞). Mais ainda, pelos Lemas 1.1.1-

(2),(3), 2.1.2, o Corolário 2.3.2, a estimativa (2.12) e a desigualdade de Hölder,

|G−1(v)| ∈ L1(BR),
f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
∈ L1(BR) e

∫
R2

|f(x,G−1(vn))vn|
g(G−1(vn))

≤ C.

O resto do argumento segue os mesmos passos da prova do Lema 4.3 em [63].
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Lema 2.3.4 Suponha que as hipóteses (V ), (g0) − (g1), (f1) e (f3) sejam satisfeitas.
Se (vn) ⊂ H1(R2) é uma sequência de Cerami para I em H1(R2) tal que vn ⇀ v

fracamente em H1(R2), então∫
R2

∇v∇ϕdx+

∫
R2

V (x)G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx =

∫
R2

f(x,G−1(v))

g(G−1(v)
ϕdx, para todo ϕ ∈ C∞0 (R2).

Prova: Basta provar que I ′(v)ϕ = 0 para todo ϕ ∈ C∞0 (R2). Note que

I ′(vn)ϕ− I ′(v)ϕ−
∫
R2

(∇vn −∇v)∇ϕ =

=

∫
R2

[
G−1(vn)

g(G−1(vn))
− G−1(v)

g(G−1(v))

]
V (x)ϕ+

∫
R2

[
f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
− f(x,G−1(v))

g(G−1(v))

]
ϕ

(2.24)

Em vista de vn ⇀ v fracamente em H1(R2), temos que vn → v em Lploc(R2), com p ≥ 1.

Então, a menos de subsequência,

vn(x)→ v(x) quase sempre em K := supp ϕ, quando n→ +∞,

|vn(x)| ≤ |wp(x)| para todo n ∈ N e quase sempre em K, com wp ∈ Lp(K).

Consequentemente,

G−1(vn)

g(G−1(vn))
→ G−1(v)

g(G−1(v))
quase sempre em K, quando n→ +∞.

Além disso, pela continuidade de V e pelo Lema 1.1.1-(2),(3) existe uma constante

C > 0 tal que

|V (x)G−1(vn)ϕ|
g(G−1(vn))

≤ |V (x)vnϕ| ≤ C|w2‖ϕ| ∈ L1(K).

Usando estas estimativas, o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e a

convergência vn ⇀ v em H1(R2), obtemos∫
R2

(∇vn −∇v)∇ϕdx→ 0 e
∫
R2

[
G−1(vn)

g(G−1(vn))
− G−1(v)

g(G−1(v))

]
V (x)ϕdx→ 0,

onde n→ +∞. Pelo Lema 2.3.3, temos∫
R2

f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
ϕdx→

∫
R2

f(x,G−1(v))

g(G−1(v))
ϕdx.

Assim, tomando limite em (2.24), vem

I ′(vn)ϕ− I ′(v)ϕ→ 0, para todo ϕ ∈ C∞0 (R2),

e, como I ′(vn)→ 0, concluímos que I ′(v)ϕ = 0 para todo ϕ ∈ C∞0 (R2). Isto completa

a demonstração do lema.

Agora, apresentamos um resultado do tipo Lions que aplicamos ao nosso estudo.
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Lema 2.3.5 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g2) e (f1)− (f3) sejam satisfeitas.
Seja (vn) ⊂ H1(R2) uma sequência tal que vn ⇀ 0 fracamente em H1(R2) com(
α
β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π. Se existe r > 0 tal que

lim
n→+∞

sup
y∈R2

∫
B(y,r)

|vn|2 = 0 (2.25)

então, (vn) possui uma subsequência, ainda denotada por (vn), tal que∫
R2

f(x,G−1(vn))G−1(vn)dx→ 0 e
∫
R2

F (x,G−1(vn))dx→ 0.

Prova: Devido a hipótese (2.25), segue pelo Lema 4.8 de [38] que vn → 0 em Lp(R2),

para todo p > 2. Assim, pelo Lema 1.1.1-(3), obtemos a convergência

G−1(vn)→ 0 em Lp(R2), para todo p > 2. (2.26)

Por (2.12), dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|f(x,G−1(vn))G−1(vn)| ≤ ε|G−1(vn)|2 + Cε(e
(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1)|G−1(vn)|.

Agora, escolhemos 1 ≤ t ≤ 2 tal que t′ = t
t−1
≥ 2. Integrando a estimativa acima,

usando a desigualdade de Hölder, os Lemas 1.1.1-(3),2.1.3 e a limitação de (vn), obtemos∫
R2

|f(x,G−1(vn))G−1(vn)| ≤ ε

∫
R2

v2
n + Cε

∫
R2

(e(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1)|G−1(vn)|

≤ εC + Cε

[∫
R2

(et(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1)

]1/t

‖G−1(vn)‖t′

Note que para todo n, existe t > 1 suficientemente perto de 1 e ε > 0 suficientemente

pequeno tal que (
α

β

)2

t(ς0 + ε)‖∇vn‖2
2 < 4π.

De acordo com os Lemas 1.1.1-(6) e 2.1.2, chegamos a∫
R2

|f(x,G−1(vn))G−1(vn)| ≤ εC+

+ Cε

[∫
R2

(e
t(ς0+ε)(αβ )

2
‖∇vn‖22

(
vn

‖∇vn‖2

)2
− 1)

]1/t

‖G−1(vn)‖t′ ≤ εC + Cε‖G−1(vn)‖t′

Portanto, a primeira convergência é obtida por (2.26) e pelo fato de ε > 0 poder ser

escolhido arbitrariamente pequeno. A segunda convergência é feita de modo análogo.
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Neste ponto, lembramos que o nível minimax de I é dado por

0 < cm = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1];X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e} e e foi dado no Lema 2.2.4.

Lema 2.3.6 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g2) e (f1)− (f3) sejam satisfeitas.
Seja (vn) uma sequência de Cerami para I em H1(R2) no nível cm satisfazendo(
α
β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π e vn ⇀ 0 fracamente em H1(R2). Então existe uma sequencia

(yn) ∈ R2 (|yn| → +∞) e R, ε > 0 tal que

lim inf
n→+∞

∫
BR(yn)

v2
n > ε.

Prova: Suponha por contradição que

lim inf
n→+∞

sup
y∈R2

∫
BR(y)

v2
n = 0.

Então pelo Lema 1.1.1-(2) lim inf
n→+∞

sup
y∈R2

∫
BR(y)

|G−1(vn)|2 = 0. Segue pelo lema anterior

que ∫
R2

f(x,G−1(vn))G−1(vn)dx→ 0 e
∫
R2

F (x,G−1(vn))dx→ 0. (2.27)

Afirmamos que cm = 0. De fato, como I ′(vn)vn → 0,∫
R2

|∇vn|2dx+

∫
R2

V (x)G−1(vn)

g(G−1(vn)
vn =

∫
R2

f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn)
vn + on(1).

Logo, pelo Lema 1.1.1-(5) temos∫
R2

|∇vn|2dx+
1

α

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx ≤
∫
R2

f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
vn + on(1)

≤
∫
R2

f(x,G−1(vn))G−1(vn) + on(1).

(2.28)

Mais ainda, como I(vn)→ cm obtemos

cm =
1

2

∫
R2

|∇vn|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx−
∫
R2

F (x,G−1(vn))dx+ on(1). (2.29)

Então, por (2.27), (2.28) e (2.29), segue que cm = 0. Mas isto contradiz o fato de que

cm > 0 e o lema está provado.
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2.4 Estimativa do nível do passo da montanha

Nesta seção, obtemos uma estimativa para o nível do passo da montanha de I, que

é crucial para o estudo das seqüências Cerami de I. Estudamos o caso em que a não-

linearidade satisfaz (f5). Para isso, consideramos uma função ϕ ∈ C∞0 (R2) satisfazendo

as condições

(ϕ1) ϕ ≡ 1 em B1 = B1(0) e ϕ ≡ 0 em Bc√
5

= Bc√
5
(0);

(ϕ2) 0 ≤ ϕ ≤ 1 em R2;

(ϕ3) |∇ϕ| ≤ 1 em R2.

Agora, podemos apresentar a seguinte proposição:

Proposição 2.4.1 Suponha que (V ), (g0)− (g2) e (f5) sejam satisfeitas. Se

λ > λ∗ := max



(
p− 2

2

) p−2
2

(
4π(M1 + β1) + ‖V ‖L1(B√5)

2

) p
2

2

pπ

 2θ

θ − α

(
α
β

)2

ς0

2π


p−2
2

,

4π(M1 + βε) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π


,

onde M1 > 0 e β1 são dadas na estimativa (2.2), então

max
t∈[0,1]

I(G(tϕ)) <
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

.

Prova: Desde que G′(s) = g(s), por (f5), usando as propriedades de ϕ e a estimativa

(2.2), temos

I(G(tϕ)) =
1

2

∫
R2

(|∇(G(tϕ))|2 + V (x)t2ϕ2)−
∫
R2

F (x, tϕ)

≤ 1

2

∫
R2

g2(tϕ)t2|∇ϕ|2 +
t2

2

∫
R2

V (x)ϕ2 − λtp
∫
R2

|ϕ|p

≤ 1

2

∫
R2

(M1 + β1t
2α−2ϕ2α−2)t2|∇ϕ|2 +

t2

2

∫
R2

V (x)ϕ2 − λtp
∫
R2

|ϕ|p

≤ M1t
2

2

∫
R2

(
|∇ϕ|2 + V (x)ϕ2

)
+
β1t

2α

2

∫
B√5\B1

|ϕ|2(α−1)|∇ϕ|2 − λtp
∫
R2

|ϕ|p

≤

(
2π +

‖V ‖L1(B√5)

2

)
M1t

2 + 2πβ1t
2α − λπtp, para todo t ≥ 0

(2.30)
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que implica

max
t∈[0,1]

I(G(tϕ)) ≤ max
t∈[0,1]

[(
2π +

‖V ‖L1(B√5)

2

)
M1t

2 + 2πβ1t
2α − λπtp

]
.

Como α > 1, temos(
2π +

‖V ‖L1(B√5)

2

)
M1t

2+2πβ1t
2α−λπtp ≤

(
2πM1 +

M1‖V ‖L1(B√5)

2
+ 2πβ1

)
t2−λπtp

para t ∈ [0, 1]. Note que o máximo da função

H(t) =

(
2πM1 +

M1‖V ‖L1(B√5)

2
+ 2πβ1

)
t2 − λπtp

para t ≥ 0 ocorre no ponto

t∗ =

(
2πM1 +

M1‖V ‖L1(B√5)

2
+ 2πβ1

) 1
p−2 (

2

λpπ

) 1
p−2

e t∗ ∈ [0, 1] sempre que

λ >

(
4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π

)
2

p
.

Como

λ >
4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π
>

(
4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π

)
2

p

pois 2/p < 1 então, de fato, t∗ ∈ [0, 1]. Assim, calculando o máximo de H(t),

encontramos

max
t∈[0,1]

I(G(tϕ)) ≤
(

2

p

) 2
p−2
(
p− 2

p

)(
2πM1 +

M1‖V ‖L1(B√5)

2
+ 2πβ1

) p
p−2 (

1

πλ

) 2
p−2

<
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

desde que

λ >

(
p− 2

p

) p−2
2

(
4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2

) p
2

2

pπ

 θ

(θ − α)

(
α
β

)2

ς0

π


p−2
2

.

A proposição está provada.

Como consequência desde resultado temos
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Corolário 2.4.2 Se (V ), (g0)− (g2) e (f5) são satisfeitas, então

cm <
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

Prova: Por (2.30) temos I(G(tϕ)) → −∞ quando t → +∞. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que G(ϕ) = e. De fato, como

λ >
4π(M1 + β1) +M1‖V ‖L1(B√5)

2π
,

segue por (2.30) que

I(G(ϕ)) ≤

(
2π +

‖V ‖L1(B√5)

2

)
M1 + 2πβ1 − λπ < 0.

Agora, definimos γ̂ : [0, 1] → H1(R2) por γ̂(t) = G(tϕ). Observe que γ̂ ∈ Γ. Então

pela proposição anterior,

cm = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I(γ̂(t)) = max
t∈[0,1]

I(G(tϕ)) <
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

,

o que finaliza a prova.

2.5 Prova do Teorema 2.0.1

Inicialmente, precisamos do seguinte lema para provar o Teorema 2.0.1:

Lema 2.5.1 Assuma que (V ), (g0) − (g2) e (f2) são satisfeitas. Seja (vn) ⊂ H1(R2)

tal que vn ⇀ 0 e suponha que
(
α
β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π. Então, para ϕ ∈ C∞0 (R2) temos

(1)

∫
R2

[f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))]G−1(vn)dx→ 0 quando n→ +∞;

(2)

∫
R2

[F0(x,G−1(vn))− F (x,G−1(vn))]dx→ 0 quando n→ +∞;

(3)

∫
R2

[V0(x)− V (x)][G−1(vn)]2dx→ 0 quando n→ +∞;

(4)

∫
R2

f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
ϕdx→ 0 quando n→ +∞;

(5)

∫
R2

[V0(x)− V (x)]
G−1(vn)

g(G−1(vn))
ϕdx→ 0 quando n→ +∞.
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Prova: Por (2.13), dado ε > 0 existe η > 0 tal que∫
R2\Bη(0)

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))||G−1(vn)|dx ≤

≤ ε

∫
R2\Bη(0)

(
eς0[G−1(vn)]2α − 1

)
|G−1(vn)|dx.

Então, considere r1 > 1 suficientemente perto de 1 tal que
(
α
β

)2

r1ς0‖∇vn‖2
2 < 4π e

r2 > 1 tal que 1/r1 + 1/r2 = 1. Então, pelos Lemas 1.1.1-(2),(3),(6), 2.1.2 e 2.1.3, as

estimativas (2.13) e (2.15), a desigualdade de Hölder e a limitação de (vn) ⊂ H1(R2),

encontramos uma constante C > 0 tal que∫
R2\Bη(0)

|f0(x,G−1(vn))−f(x,G−1(vn))||G−1(vn)|dx ≤

≤ε
∫
R2\Bη(0)

(
e(

α
β )

2
ς0v2n − 1

)
|vn|dx

≤ε
[∫

R2

(
e(

α
β )

2
r1ς0‖∇vn‖22

(
vn

‖∇vn‖2

)2
− 1

)
dx

] 1
r1

‖vn‖r2

≤Cε.

(2.31)

donde segue que∫
R2\Bη(0)

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))||G−1(vn)|dx→ 0 quando n→∞. (2.32)

De modo análogo a estimativa anterior, mas agora usando a estimativa (2.12) no lugar

de (2.13) e (f2) (f(x, s) ≥ f0(x, s)), obtemos∫
Bη(0)

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))||G−1(vn)|dx ≤

≤ 2ε

∫
Bη(0)

[G−1(vn)]2dx+ 2Cε

∫
Bη(0)

(
eς0[G−1(vn)]2α − 1

)
|G−1(vn)|dx.

donde,∫
Bη(0)

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))||G−1(vn)|dx ≤

≤ 2ε‖vn‖2
2 + 2Cε

[∫
R2

(
e(

α
β )

2
r1ς0‖∇vn‖22

(
vn

‖∇vn‖2

)2
− 1

)
dx

] 1
r1

[∫
Bη(0)

|vn|r2dx

] 1
r2

≤ 2Cε+ 2C̃ε

[∫
Bη(0)

|vn|r2dx

] 1
r2

(2.33)
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Pelo teorema de imersão de Rellich-Kondrachov temos ‖vn‖Lr2 (BR2
(0)) → 0 quando

n→ +∞, donde segue que∫
Bη(0)

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))||G−1(vn)|dx→ 0 quando n→∞. (2.34)

Portanto, por (2.32) e (2.34) deduzimos (1).

Segue pela primeira parte da hipótese (f2) que

|F (x, s)− F0(x, s)| ≤ |f(x, s)− f0(x, s)‖s|

para todo (x, s) ∈ R2 × R. Então, (2) segue diretamente de (1).

Agora, vamos provar (3). Pela hipótese (V) dado ε > 0, existe R > 0 suficientemente

grande tal que V0(x) − V (x) < ε para x ∈ R2 \ BR(0). Usando este fato e o Lema

1.1.1-(3), temos

0 ≤
∫
R2

[V0(x)− V (x)][G−1(vn)]2dx ≤ C

∫
BR(0)

v2
ndx+ ε

∫
R2\BR(0)

v2
ndx.

Pelo teorema de imersão de Rellich-Kondrachov temos ‖vn‖L2(BR(0)) → 0 quando

n→ +∞ e desde que ‖vn‖2 ≤ C obtemos a convergência de (3).

Para provar (4) vamos usar novamente a estimativa (2.12) e a hipótese (f2). Sendo

ϕ ∈ C∞0 (R2), vem∫
R2

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))|
g(G−1(vn))

ϕdx ≤

≤ 2ε

∫
R2

G−1(vn)

g(G−1(vn))
ϕdx+ 2Cε

∫
suppϕ

eς0[G−1(vn)]2α − 1

g(G−1(vn))
|G−1(vn)|ϕdx.

Logo, de modo análogo ao que foi feito para obter a estimativa (2.33), chegamos a∫
R2

|f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))|
g(G−1(vn))

ϕdx ≤

≤ 2ε‖ϕ‖2‖vn‖2 + Cε‖ϕ‖∞
[∫

R2

(
e(

α
β )

2
r1ς0‖∇vn‖22

(
vn

‖∇vn‖2

)2
− 1

)] 1
r1

[∫
suppϕ

|vn|r2
] 1
r2

≤ 2Cε‖ϕ‖2 + C̃ε‖ϕ‖∞
[∫

suppϕ
|vn|r2

] 1
r2

.

(2.35)

Novamente pelo teorema de imersão de Rellich-Kondrachov provamos (4).

Por fim, vamos justificar (5). Com ajuda do Lema 1.1.1-(2),(3) e da desigualdade de

Hölder, obtemos∣∣∣∣∫
R2

[V0(x)− V (x)]
G−1(vn)

g(G−1(vn))
ϕdx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
suppϕ

|vn|ϕdx ≤ C‖ϕ‖2‖vn‖L2(suppϕ)
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A conclusão de (5) segue da mesma forma que os itens anteriores.

Agora, vamos começar a prova do Teorema 2.0.1.

Pelos lemas 2.2.3 e 2.2.4, as hipóteses do Teorema 2.1.5 são verificadas. Assim, o

nível minimax cm de I é positivo e existe uma sequência de Cerami (vn) para I no nível

cm. Aplicando o Lema 2.3.1, podemos assumir, sem perda de generalidade, que vn ⇀ v

fracamente em H1(R2) para algum v ∈ H1(R2). Pelo Lema 2.3.4, v é uma solução

fraca da Equação (2.10), ou seja, I ′(v) = 0. Logo, se v 6= 0 a prova está completa (a

justificativa de que v é positiva é feita da mesma maneira que a afirmação 2.5.4 abaixo).

Portanto para provar o Teorema 2.0.1, basta supor v = 0 e, a partir disto, encontrar

outra solução não nula. De (2.19) e do Corolário (2.4.2), para λ > λ∗, obtemos

θ − α
2θ

Q(vn) ≤ cm + on(1) <
θ − α

2θ

π(
α
β

)2

ς0

+ on(1).

Então, existe n0 ∈ N tal que
(
α
β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π, para todo n ≥ n0. Pelo Lema 2.3.6,

existe uma sequência (yn) ⊂ R2 e R, ε > 0 tal que |yn| → +∞, quando n→∞ e

lim sup
n→+∞

∫
BR(yn)

v2
n ≥ ε > 0, para todo n ∈ N. (2.36)

Sem perda de generalidade podemos assumir que (yn) ⊂ Z2. Assim, definindo

un(x) = vn(x+yn), n ∈ N, temos ‖un‖0 = ‖vn‖0 para todo n ∈ N. Logo, tomando uma

subsequência se necessário, existe u ∈ H1(R2) tal que un ⇀ u fracamente em H1(R2),

un → u fortemente em Lploc(R2), p ≥ 1 e un(x)→ u(x) quase sempre em R2.

Afirmação 2.5.2 u é um ponto crítico do funcional I0, isto é, I ′0(u) = 0.

Prova: De fato, pelo Lema 2.5.1-(2),(3),(4),(5) obtemos

|I0(vn)− I(vn)| ≤
∫
R2

|V0(x)− V (x)|[G−1(vn)]2dx+

+

∫
R2

|F0(x,G−1(vn))− F (x,G−1(vn))|dx→ 0 quando n→ +∞

e

|I ′0(vn)ϕ− I ′(vn)ϕ| ≤
∣∣∣∣∫

R2

[V0(x)− V (x)]
G−1(vn))

g(G−1(vn))
ϕ

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
R2

f0(x,G−1(vn))− f(x,G−1(vn))

g(G−1(vn))
ϕ

∣∣∣∣→ 0 quando n→ +∞,
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para todo ϕ ∈ C∞0 (R2). Como C∞0 (R2) = H1(R2) usando um argumento padrão de

densidade chegamos a

‖I ′0(vn)− I ′(vn)‖ → 0 quando n→ +∞

As últimas convergências implicam em

I0(vn)→ cm e I ′0(vn)→ 0

quando n→ +∞, pois I(vn)→ cm e I ′(vn)→ 0 quando n→ +∞. A periodicidade de

V0 e f0 nos asseguram que

I0(vn) = I0(un) para todo n ∈ N

e

|I ′0(un)ϕ| ≤ ‖I ′0(vn)‖‖ϕ‖.

Portanto I0(un) → cm e I ′0(un) → 0 quando n → +∞. Então, através do Lema 2.3.4

chegamos a I ′0(u) = 0.

Afirmação 2.5.3 I0(u) ≤ cm.

Prova: Com efeito, pelo Lema 1.1.1-(5) temos

V0(x)

[
[G−1(s)]2 − G−1(s)

g(G−1(s))
s

]
≥ 0 para todo s ∈ R, x ∈ R2

e por (f3) mais o Lema 1.1.1-(5), deduzimos que

1

2

f0(x,G−1(s))

g(G−1(s))
s− F0(x,G−1(s)) ≥ 1

2α
f0(x,G−1(s))G−1(s)− F0(x,G−1(s))

>
1

2θ
f0(x,G−1(s))G−1(s)− F0(x,G−1(s)) ≥ 0,

para todo (x, s) ∈ R2×R. Agora, passando a uma subsequência se necessário, o Lema

de Fatou nos fornece

cm = lim
n→∞

[
I0(un)− 1

2
I ′0(un)(un)

]
≥ lim inf

n→∞

∫
R2

[
1

2

f0(x,G−1(un))

g(G−1(un))
un − F0(x,G−1(un))

]
+

+ lim inf
n→∞

∫
R2

V0(x)

[
[G−1(un)]2 − G−1(un)

g(G−1(un))
un

]
≥
∫
R2

[
1

2

f0(x,G−1(u))

g(G−1(u))
u− F0(x,G−1(u))

]
+

+

∫
R2

V0(x)

[
[G−1(u)]2 − G−1(u)

g(G−1(u))
u

]
= I0(u)− 1

2
I ′0(u)u = I0(u),

provando nossa afirmação.
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Afirmação 2.5.4 A função u é positiva em R2.

Prova: De fato, como I ′0(u)(u−) = 0, onde u− = max{−u, 0} ∈ H1(R2), obtemos∫
R2

|∇u−|2dx+

∫
R2

V0(x)
G−1(u)

g(G−1(u))
(−u−)dx =

∫
R2

f0(x,G−1(u))

g(G−1(u))
(−u−)dx ≤ 0

Por outro lado, sabemos que G−1(u)
g(G−1(u))

(−u−) ≥ 0 e isto implica que
∫
R2 |∇u−|2dx = 0.

Logo, u− = 0 quase sempre em R2 e portanto u ≥ 0. A seguir, para provar que u > 0

em R2, supomos que existe x0 ∈ R2 tal que u(x0) = 0. Note que a equação (2.10) pode

ser escrita como

−∆u+ c(x)u = V0(x)
u−G−1(u)

g(G−1(u))
+
f0(x,G−1(u))

g(G−1(u))
≥ 0,

onde c(x) = V0(x)
g(G−1(u(x)))

> 0 para todo x ∈ R2. Lembrando que u ∈ C0,γ
loc (R2), usando

o Princípio de Máximo Forte (veja o Teorema 8.19 em [30]) numa bola arbitrária

centrada em x0, podemos concluir que u ≡ 0, o que é impossível. Portanto, u tem que

ser estritamente positiva.

Afirmação 2.5.5 I0(u) = max
t≥0

I0(tu).

Prova: Definimos a função η(t) := I0(tu), para t ≥ 0. Como u é um ponto crítico de

I0, temos u > 0 (veja o lema anterior). Então, podemos escrever

η′(t) = t

{∫
R2

|∇u|2dx−
∫
R2

[
f0(x,G−1(t|u|))
g(G−1(t|u|))t|u|

− V0(x)G−1(t|u|)
g(G−1(t|u|))t|u|

]
u2dx

}
.

Note que, para x ∈ R2 fixado, a função ζ : (0,+∞)→ R definida por

ζ(s) =
f0(x,G−1(s))

g(G−1(s))s
− V0(x)G−1(s)

g(G−1(s))s

é crescente. De fato, isto é uma consequência direta de (f4) e do Lema 2.1.1-(1),(2)

aplicados a

ζ(s) =
f0(x,G−1(s))

[G−1(s)]2α−1

[G−1(s)]2α−1

g(G−1(s))s
+ V0(x)

(
− G−1(s)

g(G−1(s))s

)
Agora observamos que η′(1) = 0 pois u é um ponto crítico de I0. Logo, usando o fato

de −ζ(s) ser decrescente temos que η′(t) > 0 para 0 < t < 1 e η′(t) < 0 para t > 1.

Portanto, I0(u) = η(1) = maxt≥0 η(t) = maxt≥0 I0(tu).
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Consequentemente, pela Afirmação 2.5.3, (f2) e a definição de cm, vem

cm ≤ max
t≥0

I(tu) ≤ max
t≥0

I0(tu) = I0(u) ≤ cm.

Isto implica que existe γ ∈ Γ tal que cm = maxt∈[0,1] I(γ(t)). Da fato, como

I(tu) → −∞ quando t → +∞, sem perda de generalidade, podemos assumir que

existe te > 0 tal que teu = e. Assim, definimos γ : [0, 1] → H1(R2) por γ(t) = tteu.

Note que γ ∈ Γ. Logo,

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) = max
t∈[0,1]

I(tteu) = max
t≥0

I(tu) = cm.

isto é, cm = maxt∈[0,1] I(γ(t)). Em vista do Teorema 2.1.6, I possui um ponto crítico

não-trivial v̄ no nível cm ≥ τ > 0. Isto juntamente com a Proposição 2.1.4 conclui a

prova do Teorema 2.0.1.
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Capítulo 3

Existência de solução para um
problema crítico singular em dimensão
dois

Neste capítulo consideramos a equação generalizada singular −div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u =
f(u)

|x|a
,

u ∈ H1(R2), u > 0 em R2

(3.1)

onde g : R→ R+ é uma função de classe C1, a função potencial V : R2 → R é limitada

inferiormente, f : R→ R possui crescimento crítico exponencial e a ∈ (0, 2).

A fim de obter existência de solução positiva para (3.1), novamente usamos

métodos variacionais.

Para comodidade do leitor, mais uma vez, mencionamos as hipóteses sobre a

função g. São as seguintes:

(g0) g ∈ C1(R,R+) é uma função par, g′(s) ≥ 0 para todo s ≥ 0 e g(0) = 1;

(g1) (α− 1)g(s) ≥ g′(s)s para todo s ≥ 0 e para alguma constante α ≥ 1;

(g2) lim
s→+∞

g(s)

sα−1
=: β > 0.

Um exemplo típico de equação que se enquadra nas hipóteses acima é

−∆u+ V (x)u− γ∆(u2γ)u2γ−2u =
f(u)

|x|a
em R2

que surgem quando substituímos g2(s) = 1 + 2γ2(s2)2γ−1 (γ > 1/2) em (2.1). Tal

equação foi estudada, por exemplo, em [64].
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Assumimos que V : R2 → R é uma função contínua satisfazendo

(V ) existe uma constante V0 > 0 tal que

V (x) ≥ V0 > 0 para todo x ∈ R2.

A condição (V ) mais outras hipóteses garantem uma imersão compacta de um

subespaço de H1(R2) nos espaços de Lebesgue. A ausência de hipóteses adicionais

no potencial nos impõe uma dificuldade para obter compacidade. Para contornar esse

empecilho, usamos uma imersão de um subespaço X de H1(R2) em Lp(R2, |x|−adx),

que é contínua e compacta, como pode ser encontrado no trabalho de Zang e Chen em

[73]. Para mais detalhes, consulte a próxima seção.

Em relação à não-linearidade f , assumimos que a mesma pode apresentar

crescimento crítico exponencial do tipo (2.3) visto no início do Capítulo 2, hipótese

pioneira em equações elípticas generalizadas. Além disso, pedimos que f satisfaça as

condições

(f1) f(s) = o(s) quando s→ 0+;

(f2) existe θ > α > 0 tal que

0 < 2θF (s) = 2θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s), para todo s ∈ (0,+∞).

Visto que queremos encontrar solução positiva para (3.1) consideramos f(s) = 0, para

todo s ∈ (−∞, 0].

Assim como no Capítulo 2, consideramos os espaços de funções C∞0 (R2) e H1(R2)

com norma ‖u‖1,2 =
[∫

R2(|∇u|2 + u2)dx
]1/2. Uma função u : R2 → R é uma solução

fraca do problema (3.1) se u ∈ H1(R2) ∩ L∞loc(R2) e para todo ϕ ∈ C∞0 (R2) vale∫
R2

g2(u)∇u∇ϕdx+

∫
R2

g(u)g′(u)|∇u|2ϕ+

∫
R2

V (x)uϕdx−
∫
R2

f(u)

|x|a
ϕdx = 0. (3.2)

Agora podemos enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 3.0.1 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)−(g2) e (f1)−(f2) sejam satisfeitas.
Além disso, assumimos as condições

(f3) existem constantes s0,M0 > 0 tal que

F (s) ≤M0f(s), para todo s ≥ s0;
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(f4) existe ξ0 > 0 tal que
lim inf
s→+∞

sf(s)e−ς0s
2α ≥ ξ0 > 0.

Então o problema (3.1) tem uma solução positiva.

As principais dificuldades no tratamento dessa classe de equação generalizada

são praticamente as mesmas já mencionadas no Capítulo 2. Assim, para provar o

Teorema 2.0.1, mais uma vez, usamos uma mudança de variáveis obtendo um problema

semilinear. O funcional energia, denotado por I, associado ao problema semilinear é

bem definido e diferenciável em um subespaço conveniente X de H1(R2) (consulte a

próxima seção). Logo, a partir de um ponto crítico de I é possível encontrar uma

solução fraca para o problema (2.1). Para encontrar um ponto crítico não-trivial para

o funcional I o caminho é o seguinte: verificar aspectos geométricos de I, trabalhar

com sequências de Cerami, usar um resultado de compacidade do subespaço X em

espaços do tipo Lp(R2, |x|−adx), explorar as propriedades da mudança de variáveis

juntamente com uma desigualdade singular de Trudinger-Moser (devida a [27]) e aplicar

uma estimativa do nível do passo da montanha, obtida via sequências de Moser. A

partir deste ponto crítico é possível obter uma solução não negativa para (3.1).

As hipóteses (f1) e (f2) são condições suficientes para garantir a geometria de

uma versão do teorema do passo de montanha. Além disso, (f2) é importante para

provar a limitação de sequências de Cerami (consulte Lema 3.3.1). Com relação à

hipótese (f4), esta é fundamental para provar a estimativa do nível minimax contida

na Proposição 3.4.1 e a hipótese (f3) é central para a prova de uma convergência feita

no Lema 3.3.4. Juntos, esses dois últimos resultados nos permitem chegar a estimativa(
α

β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 2π(2− a)

para n suficientemente grande, onde (vn) é uma sequência de Cerami. Essa estimativa

é fundamental para a aplicação do Corolário 3.3.7, que será usado na prova do Teorema

3.0.1 para justificar que o ponto crítico de I é diferente de zero. As condições do tipo

(f3) e (f4) foram usadas no trabalho pioneiro de Figueiredo et al. em [28].
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3.1 Preliminares e Estrutura Variacional

Iniciamos esta seção definindo o seguinte subespaço X de H1(R2):

X =

{
v ∈ H1(R2);

∫
R2

V (x)v2dx <∞
}
,

que é um espaço de Hilbert munido com o produto interno

〈u, v〉X =

∫
R2

(∇u∇v + V (x)uv)dx, u, v ∈ X (3.3)

e com norma correspondente ‖v‖X = 〈v, v〉1/2. É claro que a hipótese (V ) implica na

continuidade da imersão X ↪→ H1(R2). Mais ainda, sendo

Lp(R2, |x|−adx) =

{
u : R2 → R;u é mensurável e

∫
R2

|u|p

|x|a
dx <∞

}
temos o seguinte resultado de imersão compacta (veja [73]):

Lema 3.1.1 Suponha p ≥ 2 e a ∈ (0, 2). Então X pode ser imerso compactamente em
Lp(R2, |x|−adx).

Prova: Veja Teorema 1.2 e Observação 1.3 em [73].

A próxima proposição apresenta o principal resultado de compacidade do qual

faremos uso.

Proposição 3.1.2 Suponha que as hipóteses (V ) e (g0)−(g1) sejam satisfeitas. Então
a aplicação v → G−1(v) de X em Lp(R2, |x|−adx) é compacta para 2 ≤ p <∞.

Prova: Seja (vn) ⊂ X uma sequência limitada em X. Pelo Lema 1.1.1-(2),(3) temos

‖G−1(vn)‖X ≤ ‖vn‖X ; então, (G−1(vn)) é limitada em X e desde que a imersão

X ↪→ Lp(R2, |x|−adx) é compacta para 2 ≤ p < ∞, a menos de subsequência, existe

w ∈ Lp(R2, |x|−adx) tal que G−1(vn)→ w em Lp(R2, |x|−adx), e a prova está completa.

Agora vamos introduzir nossa estrutura variacional. Em primeiro lugar,

observamos que formalmente (3.1) é a equação de Euler-Lagrange associada ao

funcional energia

J(u) =
1

2

∫
R2

g2(u)|∇u|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)u2dx−
∫
R2

F (u)

|x|a
dx (3.4)
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Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que surge é a de encontrar

uma configuração apropriada para aplicar métodos variacionais e estudar a existência

de ponto crítico para J . Por exemplo, como já foi mencionado no capítulo anterior, para

alguns exemplos importantes de funções g, a integral
∫
R2 g

2(u)|∇u|2dx pode assumir o

valor +∞. Para superar essa dificuldade usamos a mudança de variáveis

v = G(u) =

∫ u

0

g(s)ds.

Então, após esta mudança, obtemos o novo funcional

I(v) = J(G−1(u)) =
1

2

∫
R2

(|∇v|2 + V (x)[G−1(v)]2)dx−
∫
R2

F (G−1(v))

|x|a
dx (3.5)

que é bem definido no espaço X sob as hipóteses impostas sobre as funções V , g e f .

Todas as propriedades da função G estão listadas nos Capítulos 1 e 2 (veja Lemas 1.1.1

e 2.1.1).

É fácil ver que sob as hipóteses impostas sobre V , g e f o funcional I é de classe

C1 em X com

I ′(v)ϕ =

∫
R2

(
∇v∇ϕ+ V (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ

)
dx−

∫
R2

f(G−1(v))

g(G−1(v))|x|a
ϕdx, (3.6)

para v, ϕ ∈ X e, portanto aos pontos críticos de I correspondem exatamente as soluções

fracas da equação semilinear

−∆v + V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
=

f(G−1(v))

g(G−1(v))|x|a
em R2. (3.7)

Observamos ainda que dados ε > 0, q ≥ 1 e ς > ς0, devido a hipótese (f1) e ao

crescimento crítico exponencial de f , existe uma constante Cε > 0 tal que

|f(s)| ≤ ε|s|+ Cε|s|q−1(eςs
2α − 1), (3.8)

para todo s ∈ R.

A Proposição 3.1.4, no final desta seção, nos garante que se v ∈ H1(R2) é um

ponto crítico do funcional I, então u = G−1(v) é uma solução fraca (3.1). Portanto,

para obter solução fraca de (2.1), é suficiente buscar pontos críticos para I.

Primeiro relembramos a seguinte desigualdade de Trudinger-Moser devida a [27]:

Lema 3.1.3 Se ς > 0, a ∈ (0, 2) e u ∈ H1(R2), então∫
R2

(eςu
2 − 1)

|x|a
dx <∞. (3.9)
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Mais ainda, se 0 < ς < 2π(2 − a) e ‖u‖2 ≤ M , então existe uma constante positiva,
que depende apenas de M , a e ς, tal que

sup
‖∇u‖2≤1

∫
R2

(eςu
2 − 1)

|x|a
dx ≤ C(ς, a,M). (3.10)

Proposição 3.1.4 (Pontos críticos de I e soluções de (3.1)) Todo ponto crítico
v de I pertence a C0,ϑ

loc (R2) para algum ϑ ∈ (0, 1) e u = G−1(v) é uma solução fraca de
(3.1).

Prova: A prova segue os mesmos passos da demonstração da Proposição 2.1.4.

Vejamos. Todo ponto crítico v de I satisfaz a equação −∆v = w em R2 no sentido

fraco, onde

w(x) =
1

g(G−1(v))

[
f(G−1(v))

|x|a
− V (x)G−1(v)

]
.

A partir disso, para t > 1 e R > 0, de acordo com (2.12), usando (6) e (10) do Lema

1.1.1 e o Lema 2.1.3, para quase todo x ∈ BR ≡ BR(0), obtemos

|w(x)|t ≤
[
|G−1(v)|
g(G−1(v))

]t [
C1

|x|a
+

C2

|x|a
(eς[G

−1(v)]2α − 1) + V (x)

]t
≤ C3

[
1

|x|at
+

1

|x|at
(
et(

α
β )

2
ςv2 − 1

)
+M t

R

]
,

onde ς > ς0 e MR = sup{V (x);x ∈ BR}. Agora, considerando t > 1 tal que 0 < at < 2

e usando o Lema 3.1.3 concluímos que w ∈ Lt(BR). Então, aplicando teoria de

regularidade elíptica, segue que v ∈ C0,ϑ
loc (R2) para algum ϑ ∈ (0, 1). Em particular,

temos v ∈ L∞loc(R2). Neste ponto, a conclusão de que u = G−1(v) é solução fraca de

(3.1) pode ser provada de modo similar a Proposição 2.2 de [53].

3.2 Propriedades Geométricas

Em ordem, mostramos que o funcional I satisfaz as condições geométricas (2.16).

Para isso, precisamos obter alguns lemas técnicos.

Lema 3.2.1 Suponha que as hipóteses (V ) e (g0) − (g2) sejam satisfeitas. Se v ∈ X,

ς > 0, t > 0 e ‖v‖2 ≤ M com
(
α
β

)2

ς‖∇v‖2
2 < 2π(2 − a), então existe C =

C(a, α, ς,M, t) > 0 tal que∫
R2

eς|G
−1(v)|2α − 1

|x|a
|G−1(v)|tdx ≤ C‖G−1(v)‖tX .
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Prova: Considere r > 1 próximo de 1 tal que
(
α
β

)2

rς‖∇v‖2
2 < 2π(2 − ar), ar < 2 e

ts ≥ 2, onde s = r/(r − 1). Usando (6) do Lema 1.1.1 e a desigualdade de Hölder,

temos

∫
R2

eς|G
−1(v)|2α − 1

|x|a
|G−1(v)|tdx ≤

∫
R2

(
e(

α
β )

2
ςv2 − 1

)r
|x|ar

dx


1/r

‖G−1(v)‖tts

e pelos Lemas 2.1.2, 2.1.3 e as imersões contínuas X ↪→ Lts(R2), concluímos que

∫
R2

eς|G
−1(v)|2α − 1

|x|a
|G−1(v)|tdx ≤

∫
R2

e(
α
β )

2
rς‖∇v‖22

(
v

‖∇v‖2

)2
− 1

|x|ar
dx


1
r

‖G−1(v)‖tts

≤ C1‖G−1(v)‖tts ≤ C‖G−1(v)‖tX

provando o lema.

Lema 3.2.2 Suponha que (V ) seja satisfeita. Se v ∈ X e t ≥ 2, então existe
C = C(t) > 0 tal que ∫

R2

|G−1(v)|t

|x|a
dx ≤ C‖G−1(v)‖tX .

Prova: Seja r > 1 próximo a 1 tal que ar < 2 e seja s = r/(r − 1). Usando a

desigualdade de Hölder e a imersão contínua X ↪→ Lq(R2) para todo 2 ≤ q < ∞,

temos∫
R2

|G−1(v)|t

|x|a
dx ≤

∫
|x|>1

|G−1(v)|tdx+

(∫
|x|≤1

1

|x|ar
dx

)1/r (∫
|x|≤1

|G−1(v)|tsdx
)1/s

≤ ‖G−1(v)‖tt + C1‖G−1(v)‖tts

≤ C‖G−1(v)‖tX

e a prova está finalizada.

Tendo em vista das últimas estimativas, podemos provar que o funcional I possui

a geometria do passo da montanha. Para esse propósito, sendo ρ > 0, definimos

Sρ =

{
v ∈ X :

∫
R2

|∇v|2dx+

∫
R2

V (x)[G−1(v)]2dx = ρ2

}
.

e

Q(v) =

∫
R2

{|∇v|2 + V (x)[G−1(v)]2}dx.

Já sabemos que Sρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço H1(R2).
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Lema 3.2.3 Suponha que (V ), (g0) e (f1) são satisfeitas. Então existe ρ > 0 e σ > 0

tal que
I(v) ≥ σ, para todo v ∈ Sρ.

Prova: Se
(
α
β

)2

ςρ2 < 2π(2−a), usando (2.18), o Lema 3.2.1 e 3.2.2, o Lema 1.1.1-(2)

e as imersões contínuas H1(R2) ↪→ Lt(R2), de modo análogo ao Lema 2.2.3, obtemos

I(v) ≥
(

1

2
− ε

2
C

)
Q(v)− C1Q(v)t/2.

O resto é idêntico ao que foi feito no Lema 2.2.3.

Lema 3.2.4 Suponha que (V ), (g0) − (g2) e (f2) são satisfeitas. Então existe e ∈
H1(R2) com Q(e) > ρ2 tal que

I(e) < 0 < σ ≤ inf
v∈Sρ

I(v).

Prova: Análoga a prova do Lema 2.2.4.

3.3 Sequências de Cerami

O objetivo desta seção é estabelecer alguns resultados sobre seqüências Cerami

para o funcional I. O primeiro é o seguinte:

Lema 3.3.1 Suponha que as hipóteses (V ), (g0) − (g1) e (f2) sejam satisfeitas.
Considere (vn) em X tal que I(vn) → c ∈ R e I ′(vn)vn → 0 quando n → +∞.
Então (vn) é limitada em H1(R2).

Prova: Pelo Lema 1.1.1-(5) e pela condição (f2), obtemos

I(vn)− α

2θ
I ′(vn)vn ≥

(
1

2
− α

2θ

)
Q(vn)+

+
1

2θ

∫
{G−1(vn)>0}

f(G−1(vn))G−1(vn)− 2θF (G−1(vn))

|x|a
dx

≥
(

1

2
− α

2θ

)
Q(vn)

O resto da demonstração é análoga a prova do Lema 2.3.1 do Capítulo 2.
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Corolário 3.3.2 Suponha que (V ), (g0)− (g1) e (f2) sejam satisfeitas. Considere (vn)

uma sequência de Cerami para I em X. Então, existe uma constante C > 0, tal que∫
R2

|f(G−1(vn))vn|
g(G−1(vn))|x|a

dx ≤ C.

Prova: Pelo Lema 1.1.1-(5) e desde que I ′(vn)vn → 0 quando n→ +∞, temos∫
R2

f(G−1(vn))vn
g(G−1(vn))|x|a

dx ≤
∫
R2

|∇vn|2dx+

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx+ on(1)

≤ Q(vn) + on(1)

A limitação de Q(vn), garantida pelo lema anterior, finaliza a prova do corolário.

Lema 3.3.3 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g1) e (f1)− (f2) sejam satisfeitas.
Considere (vn) uma sequência de Cerami para I em H1(R2). Então, (vn) possui uma
subsequência, ainda denotada por (vn), tal que

f(G−1(vn))

g(G−1(vn))|x|a
→ f(G−1(v))

g(G−1(v))|x|a
em L1

loc(R2), quando n→ +∞,

onde v é o limite fraco de (vn) em H1(R2).

Prova: A prova deste resultado é análoga a demonstração do Lema 2.3.3 do Capítulo

2.

Lema 3.3.4 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g1) e (f1)− (f3) sejam satisfeitas.
Considere (vn) uma sequência de Cerami para I em X. Então (vn) possui uma
subsequência, ainda denotada por (vn), tal que

F (G−1(vn))

|x|a
→ F (G−1(v))

|x|a
em L1(R2), quando n→ +∞,

onde v é o limite fraco de (vn) em H1(R2).

Prova: Pelo Lema 1.1.1-(5) e pelo Corolário 3.3.2 temos

1

α

∫
R2

|f(G−1(vn))G−1(vn)|
|x|a

dx ≤
∫
R2

|f(G−1(vn))vn|
g(G−1(vn))|x|a

dx ≤ C.

Assim, de modo similar ao Lema 3.3.3, obtemos

f(G−1(vn))

|x|a
→ f(G−1(v))

|x|a
em L1

loc(R2), quando n→ +∞. (3.11)

Em seguida, usando (f2) e (f3), para cada R > 0, existe uma constante C > 0 tal que

F (G−1(vn)) ≤ C[f(G−1(vn))], para todo x ∈ BR.
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Isto juntamente com (3.11) e o teorema da convergência dominada de Lebesgue implica,

a menos de subsequência, que

F (G−1(vn))

|x|a
→ F (G−1(v))

|x|a
em L1(BR), para todo R > 0.

Para concluir a convergência do lema, é suficiente provar que dado δ > 0, existe R > 0

tal que ∫
BcR

F (G−1(vn))

|x|a
dx ≤ δ e

∫
BcR

F (G−1(v))

|x|a
dx ≤ δ.

Para isto, note que por (f2) e (f3), existe uma constante C1 > 0 satisfazendo

|F (s)| ≤ C1|f(s)|, para todo s ∈ R.

Logo, para cada A > 0, obtemos∫
|x|>R

|G−1(vn)|>A

F (G−1(vn))

|x|a
dx ≤ C1

∫
|x|>R

|G−1(vn)|>A

|f(G−1(vn))|
|x|a

dx

≤ C1

A

∫
R2

|f(G−1(vn))G−1(vn)|
|x|a

dx.

Como ∫
R2

|f(G−1(vn))G−1(vn)|
|x|a

dx ≤ C

dado δ > 0, podemos escolher A > 0 tal que

C1

A

∫
R2

|f(G−1(vn))G−1(vn)|
|x|a

dx <
δ

2
.

Então, ∫
|x|>R

|G−1(vn)|>A

F (G−1(vn))

|x|a
dx ≤ δ

2
. (3.12)

Por outro lado, desde que f possui crescimento crítico exponencial e satisfaz (f1) e

(f2), existe uma constante C(A) > 0 tal que

F (G−1(s)) ≤ C(A)|G−1(s)|2, para todo G−1(s) ∈ [−A,A].

Assim, obtemos∫
|x|>R

|G−1(vn)|≤A

F (G−1(vn))

|x|a
dx ≤ C(A)

∫
|x|>R

|G−1(vn)|≤A

|G−1(vn)|2

|x|a
dx

≤ 2C(A)

∫
R2

|G−1(vn)−G−1(v)|2

|x|a
dx+

+ 2C(A)

∫
|x|>R

|G−1(v)|2

|x|a
dx
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Então, usando que a aplicação v 7→ G−1(v) de X em Lp(R2, |x|−adx) é compacto para

todo p ∈ [2,+∞), dado δ > 0, podemos escolher R > 0 satisfazendo∫
|x|>R

|G−1(vn)|≤A

F (G−1(vn))

|x|a
dx ≤ δ

2
. (3.13)

De (3.12) e (3.13), dado δ > 0, existe R > 0 tal que∫
|x|>R

F (G−1(vn))

|x|a
dx ≤ δ.

Analogamente, provamos que ∫
|x|>R

F (G−1(v))

|x|a
dx ≤ δ.

Combinando todas as estimativas acima e desde que δ > 0 é arbitrário, segue que∫
R2

F (G−1(vn))

|x|a
dx→

∫
R2

F (G−1(v))

|x|a
dx, quando n→ +∞,

e isto completa a prova do lema.

Lema 3.3.5 Suponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g1) e (f1)− (f2) sejam satisfeitas.
Se (vn) ⊂ H1(R2) é uma sequência de Cerami para I em X tal que vn ⇀ v fracamente
em H1(R2), então∫
R2

∇v∇ϕdx+

∫
R2

V (x)G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx =

∫
R2

f(G−1(v))

g(G−1(v)|x|a
ϕdx, para todo ϕ ∈ C∞0 (R2).

Prova: A demonstração é análoga a prova do Lema 2.3.4 do Capítulo 2.

Lema 3.3.6 Suponha que (V ), (g0) − (g2) e (f1) − (f2) sejam satisfeitas. Seja (vn)

uma sequência de Cerami para I em X tal que
(
α
β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 2π(2 − a). Então,

(vn) tem uma subsequência, ainda denotada por (vn), tal que∫
R2

f(G−1(vn))(v − vn)

g(G−1(vn))|x|a
dx→ 0,

quando n→ +∞, onde v é o limite fraco da sequência (vn) em H1(R2).

Prova: Por (3.8), dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que∣∣∣∣f(G−1(vn))(v − vn)

g(G−1(vn))

∣∣∣∣ ≤ ε|G−1(vn)‖v − vn|+ Cε[e
(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1]|v − vn|.
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Então, pelo Lema 1.1.1-(9), temos∣∣∣∣∫
R2

f(G−1(vn))(v − vn)

g(G−1(vn))|x|a
dx

∣∣∣∣ ≤ εC1

∫
R2

|G−1(vn)‖G−1(v − vn)|
|x|a

dx

+ εC1

∫
R2

|G−1(vn)‖G−1(v − vn)|α

|x|a
dx+

+ Cε

∫
R2

[e(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1]|G−1(v − vn)|
|x|a

dx+

+ Cε

∫
R2

[e(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1]|G−1(v − vn)|α

|x|a
dx.

Pela desigualdade de Hölder e escolhendo t > 1 tal que t′ = t/(t− 1) ≥ 2, obtemos∣∣∣∣∫
R2

f(G−1(vn))(v − vn)

g(G−1(vn))|x|a
dx

∣∣∣∣ ≤ εC1

(∫
R2

|G−1(vn)|2

|x|a
dx

) 1
2
(∫

R2

|G−1(v − vn)|2

|x|a
dx

) 1
2

+

+ εC1

(∫
R2

|G−1(vn)|2

|x|a
dx

) 1
2
(∫

R2

|G−1(v − vn)|2α

|x|a
dx

) 1
2

+ Cε

{∫
R2

[et(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1]

|x|a
dx

} 1
t {∫

R2

|G−1(v − vn)|t′

|x|a
dx

} 1
t′

+ Cε

{∫
R2

[et(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1]

|x|a
dx

} 1
t {∫

R2

|G−1(v − vn)|αt′

|x|a
dx

} 1
t′

(3.14)

Em seguida, note que existe t > 1 suficientemente próximo de 1, ε > 0 suficientemente

pequeno e C > 0 tal que ∫
R2

et(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1

|x|a
dx ≤ C. (3.15)

Com efeito, podemos supor que para n suficientemente grandes existem t > 1,

suficientemente próximo de 1, e ε > 0 suficientemente pequeno tal que
(
α
β

)2

t(ς0 +

ε)‖∇vn‖2
2 < 2π(2− a).

Logo, pelos Lemas 1.1.1-(7) e 3.1.3, obtemos

∫
R2

et(ς0+ε)|G−1(vn)|2α − 1

|x|a
dx ≤

∫
R2

e
t(ς0+ε)(αβ )

2
‖∇vn‖22

(
|vn|
‖∇vn‖2

)2
− 1

|x|a
dx ≤ C

o que justifica (3.15).

Como G−1(vn − v) é uma sequência limitada em X (veja (2.20)) e para p ∈ [2,+∞) a

imersão X ↪→ Lp(R2, |x|−adx) é compacta, a menos de subsequência, obtemos∫
R2

|G−1(v − vn)|t′

|x|a
dx→ 0 e

∫
R2

|G−1(v − vn)|αt′

|x|a
dx→ 0.
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Assim, usando o Lema 3.2.2 e (3.14) juntamente com (3.15) concluímos a prova do

lema.

Neste ponto, lembramos que o nível minimax de I é dado por

0 < cm = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) (3.16)

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1];X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e} e e foi dado no Lema 3.2.4.

Como consequência do Lema 3.3.6, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.3.7 Suponha que (V ), (g0)−(g2) e (f1)−(f3) sejam satisfeitas. Seja (vn)

uma sequência de Cerami para I em X no nível cm satisfazendo (α/β)2 ς0‖∇vn‖2
2 <

2π(2− a) e vn ⇀ 0 fracamente em X. Então cm = 0, onde cm é dado em (3.16).

Prova: De fato, como I ′(vn)vn → 0,∫
R2

|∇vn|2dx+

∫
R2

V (x)G−1(vn)

g(G−1(vn))
vn =

∫
R2

f(G−1(vn))

g(G−1(vn))|x|a
vn + on(1).

Então, pelo Lema 1.1.1-(5) temos∫
R2

|∇vn|2dx+
1

α

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx ≤
∫
R2

f(G−1(vn))

g(G−1(vn))|x|a
vn + on(1) (3.17)

Mais ainda, como I(vn)→ cm obtemos

cm =
1

2

∫
R2

|∇vn|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)[G−1(vn)]2dx−
∫
R2

F (G−1(vn))

|x|a
dx+ on(1). (3.18)

Logo, por (3.17), (3.18) e pelos Lemas 3.3.4, 3.3.6, encontramos cm = 0, como

queríamos.

3.4 Estimativa do nível do passo da montanha

No Capítulo 2, obtemos uma estimativa para o nível do passo da montanha, que

depende do número real θ da condição de Ambrosetti-Rabinowitz (ver (f2) e (f3) do

Capítulo 2). Nesta seção, obtemos uma estimativa ainda mais precisa para o nível do

passo da montanha de I, o que será crucial para estudar as sequências de Cerami para

I. Estudamos o caso em que a não-linearidade satisfaz (f4). Para isso, sendo r > 0,
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consideramos a sequência de Moser definida por

Mn(x, r) =
1√
2π


√

log n, se |x| ≤ r
n
,

log(r/|x|)√
log n

, se r
n
≤ |x| ≤ r,

0, se |x| > r,

que satisfaz Mn ∈ H1
0 (Br), ‖∇Mn‖2 = 1 para todo n ∈ N e

‖Mn‖2
2 =

r2

4 log n
− r2

2n2
− r2

4n2 log n
.

Proposição 3.4.1 Suuponha que as hipóteses (V ), (g0)− (g2), (f1)− (f2) e (f4) sejam
satisfeitas. Então o nível minimax satisfaz

cm <
(2− a)π(
α
β

)2

ς0

. (3.19)

Prova: Inicialmente, para provar (3.19), é suficiente encontrar n ∈ N tal que

max
t≥0

I(tM̃n) <
(2− a)π(
α
β

)2

ς0

,

onde M̃n = Mn/‖Mn‖X . Suponha, para efeito de contradição, que para todo n ∈ N,

temos

max
t≥0

I(tM̃n) ≥ (2− a)π(
α
β

)2

ς0

. (3.20)

Tendo em vista os lemas 3.2.3 e 3.2.4, para todo n ∈ N, existe tn > 0 tal que

I(tnM̃n) = max
t≥0

I(tM̃n). (3.21)

Pelo Lema 1.1.1-(3), pela estimativa (3.20), pela identidade (3.21), pela condição (f2)

e como ‖M̃n‖X = 1, segue que

t2n ≥
2(2− a)π(

α
β

)2

ς0

, (3.22)

pois

t2n
2

=
t2n
2

∫
R2

(
|∇M̃n|2 + V (x)M̃2

n

)
dx

≥ 1

2

∫
R2

{
|∇tnM̃n|2 + V (x)[G−1(tnM̃n)]2

}
dx−

∫
R2

F (G−1(tnM̃n))

|x|a
dx =

= I(tnM̃n) ≥ (2− a)π(
α
β

)2

ς0

.

71



Agora, mostremos que a sequência (tn) é limitada. Para alcançar este objetivo,

lembramos que d
dt
I(tM̃n) = 0 em t = tn, isto é, I ′(tnM̃n) · M̃n = 0. Disto, obtemos

t2n

∫
R2

[
|∇M̃n|2 + t−2

n V (x)
G−1(tnM̃n)

g(G−1(tnM̃n))
tnM̃n

]
dx−

∫
R2

f(G−1(tnM̃n))

g(G−1(tnM̃n))|x|a
tnM̃ndx = 0

Logo, pelo Lema 1.1.1-(3),(5), (f2) e como ‖∇M̃n‖2 ≤ 1, segue que

t2n = t2n‖M̃n‖X

= t2n

∫
R2

[
|∇M̃n|2 + V (x)

t2nM̃
2
n

t2n

]
dx

≥ t2n

∫
R2

[
|∇M̃n|2 + V (x)

[G−1(tnM̃n)]2

t2n

]
dx

≥ t2n

∫
R2

[
|∇M̃n|2 + V (x)

G−1(tnM̃n)tnM̃n

t2ng(G−1(tnM̃n))

]
dx

=

∫
R2

f(G−1(tnM̃n))

g(G−1(tnM̃n))|x|a
tnM̃ndx

≥
∫
B r
n

(0)

f(G−1(tnM̃n))

g(G−1(tnM̃n))|x|a
tnM̃ndx

≥ 1

α

∫
B r
n

(0)

f(G−1(tnM̃n))G−1(tnM̃n)

|x|a
dx.

(3.23)

Por (f4), dado ε > 0 existe Rε > 0 tal que

sf(s) ≥ (ξ0 − ε)eς0|s|
2α

, para todo s ≥ Rε. (3.24)

Pela definição da função Mn(x, r) para |x| ≤ r
n
, segue que G−1(tnM̃n) > Rε em B r

n
(0),

para n suficientemene grande. Usando (3.23) e (3.24), vem

t2n ≥
ξ0 − ε
α

∫
B r
n (0)

eς0|G
−1(tnM̃n)|2α

|x|a
dx (3.25)

Pelo Lema 1.1.1-(7), dado η > 0 existe Rη > 0 tal que

|G−1(s)|2α ≥

[(
α

β

)2

− η

]
s2, para todo s ≥ Rη. (3.26)

Assim, para n suficientemente grande (sem perda de generalidade podemos assumir
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Rε > Rη), usando (3.25) e (3.26) obtemos

elog t2n = t2n ≥
ξ0 − ε
α

∫
B r
n (0)

e
ς0
[
(αβ )

2
−η
]
t2nM̃

2
n

|x|a
dx

=
ξ0 − ε
α

e
ς0
[
(αβ )

2
−η
]

1
2π

logn

‖Mn‖2X
t2n 2π

2− a

( r
n

)2−a

=
ξ0 − ε
α

e
ς0
[
(αβ )

2
−η
]

1
2π

logn

‖Mn‖2X
t2n 2π

2− a
elogna−2

r2−a

=
ξ0 − ε
α

2π

2− a
r2−ae

ς0
[
(αβ )

2
−η
]

1
2π

logn

‖Mn‖2X
t2n−(2−a) logn

.

(3.27)

Então,

1 ≥ ξ0 − ε
α

2π

2− a
r2−ae

ς0
[
(αβ )

2
−η
]

1
2π

logn

‖Mn‖2X
t2n−(2−a) logn−2 log tn

, (3.28)

que implica

ς0

[(
α

β

)2

− η

]
1

2π

log n

‖Mn‖2
X

t2n − (2− a) log n− 2 log tn ≤ C. (3.29)

Logo (tn) é limitada, pois caso contrário, como ‖Mn‖2
X ≤ 1+‖V ‖L∞(Br)‖Mn‖2

2, teríamos

ς0

[(
α

β

)2

− η

]
1

2π

log n

‖Mn‖2
X

t2n − (2− a) log n− 2 log tn

≥ t2n log n


ς0

[(
α
β

)2

− η
]

2π
(
1 + ‖V ‖L∞(Br)‖Mn‖2

2

) − 2− a
t2n
− 2 log tn
t2n log n

→ +∞

quando n→∞, o que contradiz (3.29).

Logo, por (3.22), (3.27) e pelo fato de (tn) ser limitada, temos

C ≥ ξ0 − ε
α

2π

2− a
r2−ae

ς0
[
(αβ )

2
−η
]

1
2π

logn

‖Mn‖2X

2(2−a)π

(αβ )
2
ς0

−(2−a) logn

.

Portanto, existem constantes C1 = C1(a, ς0, α, β, η) > 0 e C2 > 0 tal que

C1
log n

‖Mn‖2
X

− log n ≤ C2. (3.30)

Mas,

C1
log n

‖Mn‖2
X

− log n =
C1 log n− ‖Mn‖2

X log n

‖Mn‖2
X

≥
C1 log n−

[
1 + ‖V ‖L∞(Br)

(
r2

4 logn
− r2

2n2 − r2

4n2 logn

)]
log n

1 + ‖V ‖L∞(Br)

(
r2

4 logn
− r2

2n2 − r2

4n2 logn

)
=

(C1 − 1) log n+ ‖V ‖L∞(Br)

(
r2

4n2 + r2 logn
2n2 − r2

4

)
1 + ‖V ‖L∞(Br)

(
r2

4 logn
− r2

2n2 − r2

4n2 logn

) → +∞,

quando n→ +∞, o que contradiz (3.30). A proposição está provada.
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3.5 Prova do Teorema 3.0.1

Pelos lemas 3.2.3 e 3.2.4, as hipóteses do Teorema 2.1.5 são satisfeitas. Assim, o

nível minimax cm de I é positivo e existe uma sequência de Cerami (vn) para I no nível

cm. Aplicando o Lema 3.3.1, podemos assumir, sem perda de generalidade, que vn ⇀ v

fracamente em H1(R2) para algum v ∈ H1(R2). No Lema 3.3.5, v é uma solução fraca

da Equação (3.7). Agora, suponha por contradição, que v é zero. Em vista do Lema

3.3.4 e desde que I(vn)→ cm quando n→ +∞, obtemos

1

2

∫
R2

{
|∇vn|2 + V (x)

[
G−1(vn)

]2}
dx = cm + on(1). (3.31)

Pela Proposição 3.4.1, temos

cm <
(2− a)π(
α
β

)2

ς0

. (3.32)

Usando (V ), (3.31) e (3.32), existe n0 ∈ N tal que(
α

β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 2π(2− a), para todo n ≥ n0.

Logo, em vista do Corolário 3.3.7, encontramos cm = 0, que é uma contradição.

Portanto, v 6= 0.

Agora, a prova de que v é estritamente positiva é completamente análoga a

justifica da Afirmação 2.5.4 do Capítulo 2. Pela Proposição 3.1.4 concluímos que

u = G−1(v) é uma solução positiva de (3.1) e a prova do Teorema 3.0.1 está completa.
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Capítulo 4

Existência e concentração de soluções
para uma classe de problemas críticos
em R2

Neste capítulo estudamos fenômenos de concentração para a equação generalizada

 −div(ε2g2(u)∇u) + ε2g(u)g′(u)|∇u|2 + V (x)u = Q(x)f(u),

u ∈ H1(R2), u > 0 em R2,
(4.1)

em que ε é um parâmetro positivo pequeno, g : R → R+ é uma função de classe C1,

as funções potenciais V,Q : R2 → R são limitadas e f : R → R pode apresentar

crescimento crítico exponencial.

A fim de estudar existência e comportamentos de concentração de soluções para a

equação quaselinear generalizada (4.1), mais uma vez, utilizamos métodos variacionais.

Quanto aos fenômenos de concentração seguimos uma metodologia que leva em conta

uma interação entre os potenciais V e Q, conforme podemos conferir nos trabalhos

[7, 65, 67, 70, 74].

Como temos feito ao longo desta tese, mencionamos novamente as hipóteses sobre

a função g.

(g0) g ∈ C1(R,R+) é uma função par, g′(s) ≥ 0 para todo s ≥ 0 e g(0) = 1;

(g1) (α− 1)g(s) ≥ g′(s)s para todo s ≥ 0 e para alguma constante α ≥ 1;

(g2) lim
s→+∞

g(s)

sα−1
=: β > 0.
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Conforme já foi visto no início do Capítulo 2, existe uma constante M1 > 0 tal

que

g2(s) ≤M1 + β1s
2α−2, para todo s ∈ [0,+∞), (4.2)

onde β1 = (β + 1)2 > 0.

Alguns exemplos típicos de equações que se enquadram nas hipóteses acima são

−ε2∆u+ V (x)u = Q(x)f(u) em R2 (4.3)

e

−ε2∆u+ V (x)u− ε2∆(u2)u = Q(x)f(u) em R2, (4.4)

que surgem quando substituímos g2(s) = 1 e g2(s) = 1+2s2 em (4.1), respectivamente.

Problemas do tipo (4.4) foram abordados por diversos autores (por exemplo, em

[6, 26, 31, 32, 44, 55, 67, 69, 74]). Porém, nenhum deles considerou a interação entre

V e Q, com o tipo de crescimento em f(s), conforme enunciaremos a seguir. Já em

relação a equações do tipo (4.3) mencionamos apenas os trabalhos [7, 65, 70] cujas

hipóteses sobre V , Q e f são praticamente as mesmas que assumiremos aqui. Vamos

as hipóteses.

Supomos que V,Q : R2 → R são duas funções positivas, contínuas e limitadas.

Para apresentar nossos principais resultados, precisamos introduzir as seguintes

notações:
κmin = min

x∈R2
V (x) > 0, V̂ = {x ∈ R2; V (x) = κmin},

κmax = sup
x∈R2

V (x), κ∞ = lim inf
|x|→∞

V (x) <∞,

νmax = max
x∈R2

Q(x), Q̂ = {x ∈ R2; Q(x) = νmax},

νmin = inf
x∈R2

Q(x) > 0, ν∞ = lim sup
|x|→∞

Q(x) <∞.

Além disso, assumimos as condições

(V Q1) νmax > ν∞ e existe R > 0, x∗ ∈ Q̂ tal que

V (x∗) ≤ V (x) para todo |x| ≥ R

ou

(V Q2) κmin < κ∞ e existe R > 0, x∗ ∈ V̂ tal que

Q(x∗) ≥ Q(x) para todo |x| ≥ R.
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Se (V Q1) vale, podemos assumir V (x∗) = min
x∈Q̂

V (x) e denotamos

AQ = {x ∈ Q̂; V (x) = V (x∗)} ∪ {x /∈ Q̂; V (x) < V (x∗)},

enquanto que se (V Q2) vale, podemos assumir Q(x∗) = max
x∈V̂

Q(x) e denotamos

AV = {x ∈ V̂ ; Q(x) = Q(x∗)} ∪ {x /∈ V̂ ; Q(x) > Q(x∗)}.

Na figura abaixo temos um esboço de um possível comportamento das funções V

e Q.

Figura 4.1: Hipótese (V Q2).

Este tipo de estrutura foi tratada recentemente em [7, 23, 65, 67, 70, 74]. Obviamente,

AV e AQ são limitados. Além disso, AV = AQ = V̂ ∩ Q̂ se V̂ ∩ Q̂ 6= ∅. Em particular,

AV = V̂ se Q é uma função constante, e AQ = Q̂ se V é uma função constante.

Em relação à não linearidade f assumimos que a mesma possui crescimento crítico

exponencial, ou seja, existe ς0 > 0 tal que

lim
s→+∞

f(s)e−ςs
2α

=

 0, para todo ς > ς0

+∞, para todo ς < ς0
. (4.5)

Além disso, a função f satisfaz as condições

(f1) f(s) = o(s) quando s→ 0+;
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(f2) existe θ > α > 0 tal que

0 < 2θF (s) = 2θ

∫ s

0

f(t)dt ≤ sf(s), para todo s ∈ (0,+∞);

(f3) existe λ > 0 e p > 2θ tal que F (s) ≥ λsp, para todo s ∈ [0,+∞) com λ > λ̄,

onde

λ̄ := max


(
p−2
p

) p−2
2
[

4π(M1+β1)+M1κmax|B√5|
2

] p
2 2
pπνmin

[
θ

(θ−α)

(αβ )
2
ς0

π

] p−2
2

,

4π(M1+β1)+M1κmax|B√5|
2πνmin

 ,

e M1, β1 > 0 são constantes dadas na estimativa (4.2);

(f4)
f(s)

g(s)G3(s)
é não-decrescente em (−∞, 0) e (0,∞), onde G(s) =

∫ s

0

g(t)dt.

Para encontrar solução positiva para a equação (4.1) consideramos f(s) = 0, para todo

s ∈ (−∞, 0].

Não conhecemos na literatura nenhum trabalho sobre concentração de soluções

para equações do tipo (4.1) com competição entre potenciais e não-linearidade crítica

exponencial.

A seguir, para introduzir nossos principais resultados, consideramos o espaço de

funções H1(R2) com as normas

‖u‖ =

[∫
R2

(|∇u|2 + u2)dx

]1/2

, ‖u‖ε =

[∫
R2

(|∇u|2 + V (εx)u2)dx

]1/2

Tendo em vista as hipóteses sob V , ambas as normas acima são equivalentes. Além

disso, H1(R2) é um espaço de Hilbert quando equipado com um dos seguintes produtos

internos:

〈u, v〉ε =

∫
R2

(∇u∇v + V (εx)uv)dx

ou

〈u, v〉 =

∫
R2

(∇u∇v + uv)dx

para todos u, v ∈ H1(R2).

Dizemos que uma função u : R2 → R é uma solução fraca da equação (2.1) se

u ∈ H1(R2) ∩ L∞loc(R2) e para todo ϕ ∈ C∞0 (R2) vale

ε2

∫
R2

g2(u)∇u∇ϕdx+ε

∫
R2

g(u)g′(u)|∇u|2ϕdx+

∫
R2

V (x)uϕdx−
∫
R2

Q(x)f(u)ϕdx = 0.

(4.6)

Agora podemos apresentar nosso principal resultado.
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Teorema 4.0.1 Suponha que as hipóteses (V Q1), (g0) − (g2) e (f1) − (f4) sejam
satisfeitas. Então, para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, o problema (4.1) tem
pelo menos uma solução positiva de energia mínima Uε ∈ C2,`

loc(R2) com as seguintes
propriedades:

(i) Existe um ponto de máximo xε ∈ R2 de Uε tal que

lim
ε→0

dist(xε,AV ) = 0;

(ii) Exitem constantes positivas c1 e c2 tal que para todo x ∈ R2

Uε(x) ≤ c1e
− c2
ε
|x−xε|;

(iii) Definindo ūε(x) := Uε(εx + xε), temos xε → y0 e ūε converge em H1(R2) para
uma solução de energia mínima ū de

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (y0)u = Q(y0)f(u) em R2.

Em particular, se V̂ ∩Q̂ 6= ∅, então lim
ε→0

dist(xε, V̂ ∩Q̂) = 0 e, a menos de subsequência,

ūε converge em H1(R2) para uma solução de energia mínima ū de

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + κminu = νmaxf(u) in R2.

Teorema 4.0.2 Suponha que (V Q2), (g0)− (g2) e (f1)− (f4) valem. Então, todas as
afirmações anteriores permanecem verdadeiras com AV sendo substituído por AQ.

Inicialmente, as principais dificuldades para obter uma solução para o problema

(4.1) são basicamente as mesmas já descritas nos Capítulos 2 e 3. Ao reformular o

problema por meio de uma mudança de variáveis, obtemos uma equação semilinear

com funcional energia denotado por Iε.

Neste ponto, a falta de uma condição sobre V para obter uma imersão compacta

ou mesmo para trabalhar diretamente com lemas do tipo de Lions (quando V é

periódico, por exemplo) impõe uma dificuldade para verificar se o ponto crítico

encontrado é não trivial. No entanto, superamos essa dificuldade considerando algumas

equações auxiliares juntamente com estimativas entre diferentes níveis do passo da

montanha. Assim, conseguimos mostrar a não trivialidade de um ponto crítico de

Iε para ε suficientemente pequeno (ver Lema 4.3.1). Também verificamos que nossa

solução é de energia mínima e positiva. Finalmente, usando novamente a relação entre

os níveis do passo da montanha junto com a desigualdade de Trundiger-Moser, funções
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do tipo corte e uma estimativa em L∞ obtemos os fenômenos de concentração descritos

no Teorema 4.0.1.

As hipóteses (f1) e (f2) são condições suficientes para garantir a geometria do

passo da montanha. Além disso, (f2) é importante para provar a limitação das

sequências de Cerami (ver Lema 4.2.8). Com relação à hipótese (f3), esta é fundamental

para comprovar a estimativa do nível minimax contida no Corolário 4.2.7. Em posse

desta estimativa, é possível mostrar que(
α

β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π

para n suficientemente grande, onde (vn) é uma sequência de Cerami. Essa estimativa é

fundamental para obtenção de ponto crítico para o funcional Iε. Por fim, a condição de

monotonicidade (f4) é de fundamental relevância para todos os resultados que aparecem

ao longo do trabalho concernentes a variedade de Nehari. Este tipo de hipótese aparece,

por exemplo, em [13].

4.1 Estrutura Variacional e Preliminares

Começamos esta seção observando que formalmente (4.1) é a equação de Euler-

Lagrange associada ao funcional energia

Jε(u) =
ε2

2

∫
R2

g2(u)|∇u|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)u2dx−
∫
R2

Q(x)F (u)dx (4.7)

Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que enfrentamos é

a necessidade de encontrar uma configuração apropriada para aplicar métodos

variacionais e estudar a existência de ponto crítico para Jε. Já sabemos que podem

existir funções g, tal que a integral
∫
R2 g

2(u)|∇u|2dx pode assumir o valor +∞. Para

superar essa dificuldade, usamos a mudança de variáveis

v = G(u) =

∫ u

0

g(s)ds.

Assim, após essa mudança, obtemos o novo funcional

Iε(v) = Jε(G−1(u)) =
ε2

2

∫
R2

|∇v|2dx+
1

2

∫
R2

V (x)[G−1(v)]2dx−
∫
R2

Q(x)F (G−1(v))dx

(4.8)
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que é bem definido em H1(R2) sob as hipóteses impostas sobre as funções V ,Q, g e f .

Nos Capítulos 1 e 2 já listamos as propriedades da função G−1 nos Lemas 1.1.1 e 2.1.1.

A seguir fizemos um acréscimo de mais uma propriedade, fundamental para no nosso

estudo.

Lema 4.1.1 A função G−1 também satisfaz a seguintes propriedade: [G−1(st)]2 ≤
s2[G−1(t)]2 para todo t ∈ R, s ≥ 1.

Prova: A justificativa dessa propriedade pode ser encontrada no Lema 2.1 em [29].

É fácil verificar que sob as hipóteses impostas sobre V , Q, g e f o funcional Iε é

de classe C1 em H1(R2) com

I ′ε(v)ϕ = ε2

∫
R2

∇v∇ϕdx+

∫
R2

V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx−

∫
R2

Q(x)
f(G−1(v))

g(G−1(v))
ϕdx, (4.9)

para v, ϕ ∈ H1(R2) e, portanto aos pontos críticos de Iε correspondem exatamente as

soluções fracas da equação semilinear

−ε2∆v + V (x)
G−1(v)

g(G−1(v))
= Q(x)

f(G−1(v))

g(G−1(v))
em R2. (4.10)

Fazendo a mundança de variável v(x) = w(εx), é possível ver que (4.10) equivale

ao problema

−∆v + V (εx)
G−1(v)

g(G−1(v))
= Q(εx)

f(G−1(v))

g(G−1(v))
em R2. (4.11)

O problema (4.11) tem uma estrutura variacional completamente análoga a (4.10).

Denotamos o funcional energia associado a (4.11) por Iε, ou seja,

Iε(v) =
1

2

∫
R2

(
|∇v|2 + V (εx)[G−1(v)]2

)
dx−

∫
R2

Q(εx)F (G−1(v))dx.

A seguir, na Proposição 4.1.2, vemos que se vε ∈ H1(R2) é um ponto crítico do

funcional Iε, então uε = G−1(vε) é uma solução fraca para (4.1). Portanto, para obter

soluções fracas de (4.1), é suficiente procurar pontos críticos para Iε.

Proposição 4.1.2 (Pontos críticos de Iε e soluções de (2.1)) Todo ponto crítico
vε de Iε pertence a C0,ϑ

loc (R2) para algum ϑ ∈ (0, 1) e uε = G−1(vε) é uma solução fraca
de (2.1).

Prova: Devido a limitação dos potenciais V e Q a prova deste resultado é

completamente análoga a demonstração da Proposição 2.1.4.
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4.2 Equações auxiliares

Nesta seção, estudamos a equação (4.10) bem como algumas equações auxiliares

via métodos variacionais.

4.2.1 Equação equivalente (4.11)

Considere a equação (4.11). Vamos mostrar que o funcional Iε satisfaz a geometria

do passo da montanha. Para isso, fazemos uso dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 do Capítulo 2,

bem como de alguns lemas técnicos.

Dado ρ > 0 e ε > 0, definimos

Sε,ρ =

{
v ∈ H1(R2) :

∫
R2

|∇v|2dx+

∫
R2

V (εx)[G−1(v)]2dx = ρ2

}
.

Desde que o funcional QV,ε : H1(R2)→ R definido por

QV,ε(v) =

∫
R2

{|∇v|2 + V (εx)[G−1(v)]2}dx

é contínuo, segue que Sε,ρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço H1(R2).

Como os potenciais V e Q são limitados, do mesmo modo como foi feito nos

Capítulos 2 e 3 (veja Lemas 2.2.3, 2.2.4, 3.2.3 e 3.2.4), obtemos os seguintes lemas:

Lema 4.2.1 Existe ρ > 0 e σ > 0 satisfazendo

Iε(v) ≥ σ, para todo v ∈ Sε,ρ.

Lema 4.2.2 Existe e ∈ H1(R2) com QV,ε(e) > ρ2 tal que

Iε(e) < 0 < σ ≤ inf
v∈Sε,ρ

Iε(v).

A variedade de Nehari associada ao funcional Iε é definida por

Nε = {v ∈ H1(R2); v 6= 0, I ′ε(v)v = 0}.

No próximo lema demonstramos que QV,ε é limitado por baixo na variedade de Nehari

e perto da origem.

Lema 4.2.3 Se ς > 0 e ‖v‖2 ≤ M com
(
α
β

)2

ς‖∇v‖2
2 < 4π, então existe C > 0,

independente de ε, tal que

QV,ε(v) ≥ C, para todo v ∈ Nε.
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Prova: De fato, se v ∈ Nε então∫
R2

(
|∇v|2 + V (εx)

G−1(v)

g(G−1(v))
v

)
dx =

∫
R2

Q(εx)
f(G−1(v))

g(G−1(v))
vdx.

Usando os Lemas 1.1.1-(5), 2.2.1 e a estimativa (3.8), dados δ > 0 e q > 2 existe uma

constante Cδ > 0 tal que

1

α
QV,ε(v) ≤

∫
R2

Q(εx)
f(G−1(v))

g(G−1(v))
vdx ≤

∫
R2

Q(εx)f(G−1(v))G−1(v)dx

≤ δνmax

∫
R2

[
G−1(v)

]2
dx+ Cδνmax

∫
R2

[
G−1(v)

]q (
eς[G

−1(v)]2α − 1
)

≤ δC1QV,ε(v) + Cδνmax‖G−1(v)‖qε

≤ δC1QV,ε(v) + Cδνmax [QV,ε(v)]
q
2 .

(4.12)

onde C1 > 0 é uma constante. Para chegar à última linha da estimativa anterior,

usamos |∇G−1(v)|2 ≤ |∇v|2. Logo, temos(
1

α
− δC1

)
QV,ε(v) ≤ Cδνmax [QV,ε(v)]

q
2

e a conclusão segue.

Lema 4.2.4 Para qualquer v ∈ Nε e t ≥ 0, vale a desigualdade Iε(v) ≥ Iε(tv).

Prova: Aqui, a monotonicidade em (f4) e o Lema 1.1.1-(11) são fundamentais. Veja

o Lema 2.2 e o Corolário 2.3 em [13] para a prova.

Temos ainda o seguinte lema:

Lema 4.2.5 Para cada v ∈ H1(R2)\{0}, existe um único tv > 0 tal que tvv ∈ Nε.
Mais ainda o máximo de Iε(tv) para t ≥ 0 é atingido em t = tv.

Prova: Mais uma vez, a monotonicidade em (f4) e o Lema 1.1.1-(11) são fundamentais.

Seja v ∈ H1(R2)\{0} fixado e defina a função h(t) = Iε(tv) para t ≥ 0. Por um

argumento completamente análogo ao contido no Lema 3.7 de [26], obtemos

h(t) = Iε(tv) > 0 para t > 0 pequeno. (4.13)

Além disso, h(0) = 0 e

h(t) = Iε(tv) < 0 para t > 0 grande. (4.14)
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De fato, suponha por contradição que exista uma sequência {tn} com tn →∞ tal que

Iε(tnv) > 0 para todo n. Sendo w = v
‖v‖ε , pelo Lema 1.1.1-(3) temos

0 <
Iε(tnv)

t2n‖v‖2
ε

=
1

2t2n‖v‖2
ε

∫
R2

[
t2n|∇v|2 + V (εx)

(
G−1(tnv)

)2
]

dx−

−
∫
R2

Q(εx)
F (G−1(tnv))

t2n‖v‖2
ε

dx

≤ 1

2
−
∫
R2

Q(εx)
F (G−1(tnv))

(G−1(tnv))2α

[
G−1(tnv)

|tnv|
1
α

]2α

w2dx

Desde que v 6= 0, obtemos |tnv| → ∞. Então, por (f2) sabemos que F (G−1(tnv))

(G−1(tnv))2α
→∞.

Portanto pelo Lema 1.1.1-(7) e o Lema de Fatou, vem

∫
R2

Q(εx)
F (G−1(tnv))

(G−1(tnv))2α

[
G−1(tnv)

|tnv|
1
α

]2α

w2dx→∞,

que nos fornece uma contradição.

Concluímos por (4.13) e (4.14) que existe um único tv > 0 tal que h′(tv) = 0, isto é,

tvv ∈ Nε. Além disso, h(tv) = max
t≥0

h(t).

É fácil verificar que o nível mini-max cε := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iε(γ(t)) pode ser caracterizado

por

cε = inf
v∈H1(R2)

v 6=0

max
t≥0

Iε(tv) = inf
v∈Nε

Iε(v) (4.15)

onde Γ = {γ ∈ C ([0, 1], H1(R2)) ; γ(0) = 0, Iε(γ(1)) < 0}. Pelos lemas 4.2.1 e 4.2.2,

sabemos que cε > 0. Para verificar (4.15), o leitor pode observar o Lema 3.8 em [26].

Agora, obtemos uma estimativa para o nível do passo da montanha cε de Iε, que

será crucial para o nosso estudo. Para este fim, consideramos uma função ϕ ∈ C∞0 (R2)

(assim como no Capítulo 2) satisfazendo as condições:

(ϕ1) ϕ ≡ 1 em B1 = B1(0) e ϕ ≡ 0 em Bc√
5

= Bc√
5
(0);

(ϕ2) 0 ≤ ϕ ≤ 1 em R2;

(ϕ3) |∇ϕ| ≤ 1 em R2.

Também, como no Capítulo 2, podemos obter a seguinte proposição:
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Proposição 4.2.6 Suponha que (g0)− (g2) e (f3) sejam satisfeitas. Se λ > λ̄, então

max
t∈[0,1]

Iε(G(tϕ)) <
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

.

Prova: Desde que G′(s) = g(s), por (f3), usando as propriedades de ϕ e a estimativa

(4.2), temos

Iε(G(tϕ)) =
1

2

∫
R2

(|∇(G(tϕ))|2 + V (εx)t2ϕ2)dx−
∫
R2

Q(εx)F (tϕ)dx

≤ 1

2

∫
R2

g2(tϕ)t2|∇ϕ|2dx+
t2

2

∫
R2

V (εx)ϕ2dx− λνmint
p

∫
R2

|ϕ|pdx

≤
∫
R2

[
M1 + β1(tϕ)2α−2

] t2
2
|∇ϕ|2dx+

∫
R2

V (εx)
(tϕ)2

2
dx− λνmin

∫
R2

|tϕ|pdx

≤ M1t
2

2
‖ϕ‖2

ε +
β1t

2α

2

∫
B√5\B1

|ϕ|2(α−1)|∇ϕ|2dx− λνmint
p

∫
R2

|ϕ|pdx

≤
(

2π +
κmax|B√5|

2

)
M1t

2 + 2πβ1t
2α − λνminπt

p,

que implica

max
t∈[0,1]

Iε(G(tϕ)) ≤ max
t∈[0,1]

[(
2π +

κmax|B√5|
2

)
M1t

2 + 2πβδt
2α − λνminπt

p

]
Desde que α > 1, obtemos(

2π +
κmax|B√5|

2

)
M1t

2 + 2πβ1t
2α − λνminπt

p ≤
(

2πM1 +
M1κmax|B√5|

2
+ 2πβ1

)
t2−

− λνminπt
p

para t ∈ [0, 1]. Note que o máximo da função

H(t) =

(
2πM1 +

M1κmax|B√5|
2

+ 2πβ1

)
t2 − λνminπt

p

para t ≥ 0 é atingido no ponto

t̄ =

(
2πM1 +

M1κmax|B√5|
2

+ 2πβ1

) 1
p−2
(

2

λνminpπ

) 1
p−2

e t̄ ∈ [0, 1] sempre que

λ >

(
4π(M1 + βδ) +M1κmax|B√5|

2π

)
2

νminp
.

Como

λ >
4π(M1 + β1) +M1κmax|B√5|

2πνmin

>

(
4π(M1 + β1) +M1κmax|B√5|

2π

)
2

νminp
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pois 2/p < 1 então, de fato, t̄ ∈ [0, 1]. Assim, calculando o máximo de H(t),

encontramos

max
t∈[0,1]

Iε(G(tϕ)) ≤
(

2

p

) 2
p−2
(
p− 2

p

)[
4π(M1 + βδ) +M1κmax|B√5|

2

] p
p−2
(

1

πλνmin

) 2
p−2

<
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

desde que

λ >

(
p− 2

p

) p−2
2
[

4π(M1 + βδ) +M1κmax|B√5|
2

] p
2 2

pπνmin

 θ

(θ − α)

(
α
β

)2

ς0

π


p−2
2

.

A proposição está provada.

Como consequência da proposição acima, de forma análoga ao Corolário 2.4.2 do

Capítulo 2, temos o

Corolário 4.2.7 Suponha que (g0)− (g2) e (f3) sejam satisfeitas com λ > λ̄. Então

cε <
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

.

Neste momento vamos provar alguns resultados a cerca de sequências de Cerami

para o funcional Iε. O primeiro é o seguinte:

Lema 4.2.8 Suponha que (g0) − (g1) e (f2) são satisfeitas. Seja (vn) uma sequência
em H1(R2) tal que Iε(vn) → cε ∈ R e I ′ε(vn)vn → 0 quando n → +∞. Então (vn) é
limitada em H1(R2).

Prova: Usando o Lema 1.1.1-(5) e (f3), obtemos

Iε(vn)− α

2θ
I ′ε(vn)vn =

(
1

2
− α

2θ

)∫
R2

|∇vn|2dx+
1

2

∫
R2

V (εx)[G−1(vn)]2dx

− α

2θ

∫
R2

V (εx)
G−1(vn)

g(G−1(vn))
vndx−

∫
R2

Q(εx)F (G−1(vn)dx

+
α

2θ

∫
R2

Q(εx)
f(G−1(vn))

g(G−1(vn))
vndx

≥
(

1

2
− α

2θ

)
QV,ε(vn)+

νmin

2θ

∫
{G−1(vn)>0}

f(G−1(vn))G−1(vn)− 2θF (G−1(vn))dx

≥
(

1

2
− α

2θ

)
QV,ε(vn).
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Desde que Iε(vn) = cε + on(1) e I ′ε(vn)vn = on(1), quando n→ +∞, segue que(
1

2
− α

2θ

)
QV,ε(vn) ≤ cε + on(1). (4.16)

O restante da prova é análoga a demonstração do Lema 2.3.1 do Capítulo 2.

Devido a limitação dos potenciais V e Q, os próximos resultados apresentam

demonstrações análogas àqueles já apresentados na seção 2.3 do Capítulo 2.

Corolário 4.2.9 Suponha que (g0) − (g1) e (f2) são satisfeitas. Seja (vn) uma
sequência de Cerami para Iε em H1(R2). Então, existe uma constante C > 0, tal
que ∫

R2

Q(εx)
|f(G−1(vn))vn|
g(G−1(vn))

dx ≤ C.

Lema 4.2.10 Suponha que (g0) − (g1) e (f1) − (f2) são satisfeiras. Seja (vn) uma
sequência de Cerami para Iε em H1(R2). Então, (vn) tem uma subsequência, ainda
denotada por (vn), tal que

Q(εx)
f(G−1(vn))

g(G−1(vn))
→ Q(εx)

f(G−1(v))

g(G−1(v))
em L1

loc(R2), quando n→ +∞,

onde v é o limite fraco de (vn) em H1(R2).

Lema 4.2.11 Suponha que (g0)− (g1) e (f1)− (f2) são satisfeitas. Se (vn) ⊂ H1(R2)

é uma sequência de Cerami para Iε em H1(R2) tal que vn ⇀ v fracamente em H1(R2),
então ∫

R2

∇v∇ϕdx+

∫
R2

V (εx)G−1(v)

g(G−1(v))
ϕdx =

∫
R2

Q(εx)
f(G−1(v))

g(G−1(v)
ϕdx,

para todo ϕ ∈ C∞0 (R2).

Observação 4.2.12 (Uma solução para o problema (4.11)) Desde que cε pode
ser caracterizado por

0 < cε = inf
v∈Nε

Iε(v)

podemos escolher uma sequência minimizante (vn) ⊂ Nε de Iε tal que Iε(vn) → cε e
I ′ε(vn)vn = 0. Aplicando o Lema 2.3.1, podemos assumir sem perda de generalidade,
que vn ⇀ vε fracamente em H1(R2) para algum vε ∈ H1(R2). Pelo Lema 4.2.11, vε
é uma solução fraca da Equação (4.11), isto é, I ′ε(vε) = 0. Concluímos apenas que
vε é um ponto crítico do funcional Iε. No entanto, ainda não está claro se este ponto
crítico é não-trivial e se cε é atingido. A fim de provar que cε é atingido por uma
função não-trivial, usaremos um argumento do tipo corte para os potenciais por meio
de uma equação auxiliar; desenvolvemos este trabalho na seção 4.3.
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4.2.2 Um problema autônomo

Para estudar a existência e concentração de soluções para a equação (4.1),

precisamos de algumas estimativas envolvendo os níveis do passo da montanha do

problema dual com diferentes coeficientes. Assim, consideramos a equação autônoma

−∆v + κ
G−1(v)

g(G−1(v))
= ν

f(G−1(v))

g(G−1(v))
em R2. (4.17)

onde κ ∈ [κmin, κmax], ν ∈ [νmin, νmax] são duas constantes.

O funcional energia correspondente ao problema (4.17) é definido por

Iκ,ν(v) =
1

2

∫
R2

(
|∇v|2 + κ

[
G−1(v)

]2)
dx−

∫
R2

νF (G−1(v))dx.

Sob as hipóteses impostas sobre g e f é fácil verificar que Iκ,ν é bem definido em H1(R2)

e é de classe C1 com derivada dada por

I ′κ,ν(v)ϕ =

∫
R2

(
∇v∇ϕ+ κ

G−1(v)

g(G−1(v))
ϕ

)
dx−

∫
R2

ν
f(G−1(v))

g(G−1(v))
dx.

Portanto, a partir de pontos críticos do funcional energia Iκ,ν obtemos soluções para a

equação (4.17).

De forma semelhante ao que foi feito na última subseção, o funcional Iκ,ν satisfaz

a geometria do passo da montanha.

A seguir, definimos a variedade de Nehari associada ao funcional Iκ,ν por

Nκ,ν = {v ∈ H1(R2); v 6= 0, I ′κ,ν(v)v = 0}.

De modo análogo ao que foi feito na subseção anterior, temos os seguintes lemas:

Lema 4.2.13 Se ς > 0 e ‖v‖2 ≤ M com
(
α
β

)2

ς‖∇v‖2
2 < 4π, então existe uma

constante C > 0 tal que

Qκ(v) =

∫
R2

(
|∇v|2 + κ

[
G−1(v)

]2)
dx ≥ C, para todo v ∈ Nκ,ν .

Lema 4.2.14 Para cada v ∈ Nκ,ν e t ≥ 0, vale a desigualdade Iκ,ν(v) ≥ Iκ,ν(tv).

Lema 4.2.15 Para cada v ∈ H1(R2)\{0}, existe um único tv > 0 tal que tvv ∈ Nκ,ν.
Mais ainda, o máximo de Iκ,ν(tv) para t ≥ 0 é atingido em t = tv.
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O nível minimax cκ,ν := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iκ,ν(γ(t)) > 0 pode ser caracterizado por

cκ,ν = inf
v∈H1(R2)

v 6=0

max
t≥0

Iκ,ν(tv) = inf
v∈Nκ,ν

Iκ,ν(v) (4.18)

onde Γ = {γ ∈ C ([0, 1], H1(R2)) ; γ(0) = 0, Iκ,ν(γ(1)) < 0}.

Como κ ∈ [κmin, κmax] e ν ∈ [νmin, νmax], obtemos também a seguinte estimativa

para o nível do passo de montanha:

cκ,ν <
(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

. (4.19)

Seguindo a mesma ideia da Observação 4.2.12, podemos escolher uma sequência

minimizante (vn) ⊂ Nκ,ν de Iκ,ν tal que Iκ,ν(vn) → cκ,ν e I ′κ,ν(vn)vn = 0. Segue

que (vn) é limitada. Logo podemos assumir, sem perda de generalidade, que vn ⇀ vκ,ν

fracamente em H1(R2) para algum vκ,ν ∈ H1(R2) e vκ,ν é uma solução fraca da equação

(4.17), isto é, I ′κ,ν(vκ,ν) = 0.

Logo, vκ,ν 6= 0. De fato, como os potenciais aqui são constantes (ou seja,

periódicos) basta trabalhar com a ideia de anulamento ou não-anulamento e um Lema

do tipo Lions, muito comum em problemas com potencial periódicos. Para mais

detalhes sobre este argumento, o leitor pode verificar o Teorema 3.1 em [70] ou a

Observação 2.0.2 do Capítulo 2.

Finalmente, resta provar que vκ,ν é uma solução de energia mínima. Com efeito,

como vκ,ν ∈ Nκ,ν , por (4.18) temos Iκ,ν(vκ,ν) ≥ cκ,ν . Por outro lado, por (f2), pela

convergência fraca vn ⇀ vκ,ν em H1(R2) e pelo Lema de Fatou, obtemos

Iκ,ν(vκ,ν)−
1

2
I ′κ,ν(vκ,ν)vκ,ν =

∫
R2

{
κ

2

[
(G−1(vκ,ν))

2 − G−1(vκ,ν)vκ,ν
g(G−1(vκ,ν))

]
+

+ ν

(
1

2

f(G−1(vκ,ν))vκ,ν
g(G−1(vκ,ν))

− F (G−1(vκ,ν))

)}
dx

=

∫
R2

lim inf
n→∞

{
κ

2

[
(G−1(vn))2 − G−1(vn)vn

g(G−1(vn))

]
+

+ ν

(
1

2

f(G−1(vn))vn
g(G−1(vn))

− F (G−1(vn))

)}
dx

≤ lim inf
n→∞

∫
R2

{
κ

2

[
(G−1(vn))2 − G−1(vn)vn

g(G−1(vn))

]
+

+ ν

(
1

2

f(G−1(vn))vn
g(G−1(vn))

− F (G−1(vn))

)}
dx

= lim inf
n→∞

[
Iκ,ν(vn)− 1

2
I ′κ,ν(vn)vn

]
= cκ,ν ,

(4.20)
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isto é, Iκ,ν(vκ,ν) ≤ cκ,ν . Acabamos de provar o seguinte lema:

Lema 4.2.16 Suponha que as hipóteses (f1) − (f4) sejam satisfeitas. Então, para
qualquer κ ∈ [κmin, κmax] e qualquer ν ∈ [νmin, νmax], o problema (4.17) possui uma
solução de energia mínima vκ,ν com Iκ,ν(vκ,ν) = cκ,ν.

O seguinte lema descreve o comportamento dos níveis do passo da montanha para

diferentes parâmetros κ, ν > 0. Isto terá um papel importante na demonstração dos

principais resultados deste trabalho.

Lema 4.2.17 Seja κi ∈ [κmin, κmax], νi ∈ [νmin, νmax], i = 1, 2, com min{κ2 − κ1, ν1 −
ν2} ≥ 0. Então cκ1,ν1 ≤ cκ2,ν2. Se adicionamos a hipótese max{κ2 − κ1, ν1 − ν2} > 0

então cκ1,ν1 < cκ2,ν2. Em particular, cκ1,νi < cκ2,νi se κ2 − κ1 > 0 e cκi,ν2 < cκi,ν1, se
ν2 − ν1 > 0.

Prova: Consideramos apenas o caso min{κ2 − κ1, ν1 − ν2} ≥ 0. A prova dos outros

casos é similar. Escolha v uma solução do problema (4.17) com coeficientes κ2, ν2 tal

que Iκ2,ν2(v) = cκ2,ν2 . Pelo Lema 4.2.14 vale Iκ2,ν2(v) ≥ Iκ2,ν2(tv), para todo t ≥ 0 e

pelo Lema 4.2.15 existe t0 > 0 tal que

Iκ1,ν1(t0v) = max
t≥0

Iκ1,ν1(tv).

Então

cκ1,ν1 ≤ inf
v∈H1(R2)

n6=0

max
t≥0

Iκ1,ν1(tv)

≤ max
t≥0

Iκ1,ν1(tv)

= Iκ1,ν1(t0v)

=
1

2

∫
R2

[
|∇(t0v)|2 + κ1

(
G−1(t0v)

)2
]

dx− ν1

∫
R2

F (G−1(t0v))dx

=
1

2

∫
R2

|∇(t0v)|2dx+
κ2

2

∫
R2

(
G−1(t0v)

)2
dx− κ2

2

∫
R2

(
G−1(t0v)

)2
dx+

+
κ1

2

∫
R2

(
G−1(t0v)

)2
dx− ν2

∫
R2

F (G−1(t0v))dx+ ν2

∫
R2

F (G−1(t0v))dx−

− ν1

∫
R2

F (G−1(t0v))dx

= Iκ2,ν2(t0v)− 1

2
(κ2 − κ1)

∫
R2

[
G−1(t0v)

]2
dx− (ν2 − ν1)

∫
R2

F (G−1(t0v))dx

≤ Iκ2,ν2(t0v) ≤ Iκ2,ν2(v) = cκ2,ν2 .
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4.2.3 Equação auxiliar

Para provar que cε em (4.15) pode ser atingido por uma função não-trivial para

ε > 0 suficientemente pequeno, precisamos introduzir algumas técnicas envolvendo

funções do tipo corte para o problema (4.11). Sejam a ∈ [κmin, κ∞], b ∈ [ν∞, νmax] e

V a
ε (x) := max{a, V (εx)}, Qb

ε(x) := min{b,Q(εx)}

e considere

−∆v + V a
ε (x)

G−1(v)

g(G−1(v))
= Qb

ε(x)
f(G−1(v))

g(G−1(v))
em R2. (4.21)

Usando as notações anteriores, vamos estudar o funcional

Iabε (v) =
1

2

∫
R2

[
|∇v|2 + V a

ε (x)
(
G−1(v)

)2
]

dx−
∫
R2

Qb
ε(x)F (G−1(v))dx

e a variedade de Nehari associada

N ab
ε =

{
v ∈ H1(R2); v 6= 0,

(
Iabε
)′

(v)v = 0
}
,

que corresponde a energia mínima cabε definida por

cabε := inf
v∈H1(R2)

n 6=0

max
t≥0

Iabε (tv).

Lema 4.2.18 Suponha que as hipóteses (f1)− (f4) são satisfeitas. Então,

(a) ca,b ≤ cabε ;

(b) lim sup
ε→0

cabε ≤ cV a(0),Qb(0), onde V a(0) := max{a, V (0)}, Qb(0) := min{b,Q(0)}.

Mais ainda, se V (0) ≤ a e Q(0) ≥ b, então

lim sup
ε→0

cabε = ca,b.

Prova: (a) Primeiro, observe que

Iabε (v) = Ia,b(v) +
1

2

∫
R2

(V a
ε (x)− a)[G−1(v)]2dx+

∫
R2

(b−Qb
ε(x))F (G−1(v))dx.

Usando a definição de V a
ε (x) e Qb

ε(x), os mesmos argumentos explorados na prova do

Lema 4.2.17 levam a

ca,b ≤ cabε .

91



(b) Seja v uma solução do problema (4.17) com coeficientes κ = V a(0), ν = Qb(0) tal

que IV a(0),Qb(0)(v) = cV a(0),Qb(0). Então existe um único tε := tε(v) tal que tεv ∈ N ab
ε .

Logo,

0 < cabε ≤ Iabε (tεv) = max
s≥0

Iabε (sv) (4.22)

Pela limitação de V e Q, por um argumento completamente análogo ao usado para

mostrar a estimativa (4.14), existe T > 0 independente de ε tal que Iabε (sv) < 0 para

todo s ≥ T . Consequentemente, por (4.22), tε < T e podemos assumir que tε → t0.

Observe ainda que

Iabε (tεv) = IV a(0),Qb(0)(tεv) +
1

2

∫
R2

(V a
ε (x)− V a(0))[G−1(tεv)]2dx

+

∫
R2

(Qb(0)−Qb
ε(x))F (G−1(tεv))dx.

Uma vez que Q é limitado, F é crescente e tε → t0, o Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue implica que∫
R2

[
Qb(0)−Qb

ε(x)
]
F (G−1(tεv))dx→ 0 quando ε→ 0.

Analogamente, temos∫
R2

[V a
ε (x)− V a(0)]

[
G−1(tεv)

]2
dx→ 0 quando ε→ 0.

Logo usando novamente o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e o Lema

4.2.14 vem
lim sup
ε→0

cabε ≤ lim sup
ε→0

Iabε (tεv)

= lim sup
ε→0

[
IV a(0),Qb(0)(tεv) + oε(1)

]
= IV a(0),Qb(0)(t0v)

≤ IV a(0),Qb(0)(v),

finalizando a prova.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que x∗ = 0 ∈ Q̂ em (V Q1) ou

x∗ = 0 ∈ V̂ ∩ Q̂ se V̂ ∪ Q̂ 6= ∅. Usamos a notação

d := V (0) = min
x∈Q̂

V (x) ≤ V (x) para todo |x| ≥ R. (4.23)

Temos um limitante superior importante para o nível do passo da montanha cε.
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Lema 4.2.19 Vale a estimativa

lim sup
ε→0

cε ≤ cd,νmax .

Prova: Desde que V a
ε (x) = max{a, V (εx)} e Qb

ε(x) = min{b,Q(εx)}, se escolhemos

a = κmin e b = νmax, então V a
ε (x) = V (εx) e Qb

ε(x) = Q(εx). Consequentemente pela

definição de Iabε , vale

cabε = cε, com a = κmin e b = νmax.

Pelo Lema 4.2.18 (note que Qb(0) = min{νmax, Q(0)})

lim sup
ε→0

cε ≤ cV a(0),Qb(0) = cV (0),Q(0) = cd,νmax .

4.3 Prova dos principais resultados

Nesta seção vamos provar a existência e concentração de soluções de energia

mínima descritas no Teorema 4.0.1.

Lema 4.3.1 O nível minimax cε é atingido se ε suficientemente pequeno. Logo, o
problema (4.11) possui uma solução de energia mínima vε se ε é suficientemente
pequeno.

Prova: Pela Observação 4.2.12 já sabemos que existe uma sequência (vn) ⊂ Nε tal que

vn ⇀ vε fracamente em H1(R2) e vε é uma solução fraca para (4.11), isto é, I ′ε(vε) = 0,

para cada ε > 0. Como f(s) = 0 para s ≤ 0, um cálculo simples nos fornece ‖v−n ‖ = 0

(veja Afirmação 2.5.4 do Capítulo 2). Então podemos assumir que vn ≥ 0 para todo

n ∈ N o que leva a vε ≥ 0.

Para completar a prova, precisamos mostrar que vε 6= 0 para ε suficientemente

pequeno. Suponha o contrário, ou seja, existe uma sequência εj → 0 com vεj = 0.

Para cada j fixado, assim como na Observação 4.2.12, seja (vn) ⊂ Nεj uma sequência

minimizante de Iεj tal que Iεj(vn) → cεj e I ′εj(vn)vn = 0. A sequência (vn) é limitada

e vn ⇀ vεj = 0 em H1(R2).

Afirmação 4.3.2 Existe uma sequência yn ⊂ R2 e R, % > 0 tal que∫
BR(yn)

|vn|2dx ≥ %. (4.24)
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Caso contrário, temos que

vn → 0 em Ls(R2), 2 < s <∞.

Por (4.16) e pelo Corolário 2.4.2, para λ > λ̄, encontramos

θ − α
2θ
QV,εj(vn) ≤ cεj + on(1) <

θ − α
2θ

π(
α
β

)2

ς0

+ on(1).

Então, existe n0 ∈ N tal que
(
α
β

)2

ς0‖∇vn‖2
2 < 4π, para todo n ≥ n0. Logo, assim como

na estimativa (4.12) e usando (3.8), os Lemas 2.1.3, 1.1.1-(3),(5),(6) e a desigualdade

de Hölder, para todo δ > 0 existe Cδ > 0 tal que

1

α
QV,εj(vn) ≤ νmaxδ‖vn‖2

2 + νmaxCδ‖vn‖tts
{∫

R2

[
e(

α
β )

2
r(ς0+ξ)‖∇vn‖22

(
vn

‖∇vn‖2

)2
− 1

]
dx

} 1
r

(4.25)

onde r > 1 está perto de 1, ξ é suficientemente pequeno tal que
(
α
β

)2

r(ς0 +ξ)‖∇vn‖2
2 <

4π e ts ≥ 2 com s = r
r−1

. Aplicando o Lema 2.1.2, podemos deduzir por (4.25) que

QV,εj(vn)→ 0, quando n→∞

que é uma contradição com o Lema 4.2.3. Logo a afirmação está provada.

Agora, escolhemos b ∈ [νmin, νmax] e consideramos o funcional Idbεj com constante d

definida em (4.23). Note que para cada vn existe um único número positivo tn tal que

tnvn ∈ N db
εj
.

Afirmação 4.3.3 A sequência (tn) é limitada.

De fato, suponha por contradição que tn → ∞ quando n → ∞. Como a sequência

wn(x) := vn(x + yn) ≥ 0 é limitada em H1(R2), segue por (4.24) que seu limite fraco

w ∈ H1(R2) é diferente de zero, isto é, w 6= 0. Então existe um subconjunto Ω ⊂ R2

com |Ω| > 0 e w(x) > 0, para todo x ∈ Ω.

Desde que (vn) é limitada em H1(R2) e νmin = inf
x∈R2

Q(x) > 0, existe uma constante

positiva C1 satisfazendo∫
Ω

f(G−1(tnwn))tnwn
g(G−1(tnwn))t2n

dx ≤ C1, para todo n ∈ N. (4.26)
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De fato, como I ′(tnvn)(tnvn) = 0, usando o Lema 1.1.1-(5),(13) temos

νmin

∫
R2

f(G−1(tnwn))tnwn
g(G−1(tnwn))

dx ≤
∫
R2

Qb
εj

(x+ yn)
f(G−1(tnwn))tnwn
g(G−1(tnwn))

dx

= t2n

∫
R2

|∇wn|2dx+

+

∫
R2

V d
εj

(x+ yn)
f(G−1(tnwn))tnwn
g(G−1(tnwn))

dx

≤ t2n

∫
R2

|∇wn|2dx+ t2n

∫
R2

V d
εj

(x+ yn)
[
G−1(wn)

]2
dx

≤ Ct2n‖wn‖2
εj
≤ C̃t2n.

e a limitação em (4.26) segue.

Usando (f4), sabemos que

G−1(tnwn))

g(G−1(tnwn))

tnwn
t2n

=
f(G−1(tnwn))

g(G−1(tnwn))t3nw
3
n

t2nw
4
n →∞ quase sempre em R2

e o Lema de Fatou implica

C1 ≥ lim inf
n→+∞

∫
Ω

f(G−1(tnwn))tnwn
g(G−1(tnwn))t2n

dx = +∞

que é um absurdo. Assim, (tn) é uma sequência limitada.

No que segue assumimos tn → t0, quando n→∞. Notando que cdbεj é a energia mínima

do funcional Idbεj em N db
εj
, temos

cdbεj ≤ Idbεj (tnvn)

= Iεj(tnvn) +
1

2

∫
R2

[
V d
εj

(x)− V (εjx)
] [
G−1(tnvn)

]2
dx+

+

∫
R2

[
Q(εjx)−Qb

εj
(x)
]
F (G−1(tnvn))dx.

(4.27)

Desde que vn → 0 em Lqloc(R2), 2 < q < ∞ e {x ∈ R2;V (εjx) ≤ d} é limitado, é fácil

ver que∫
R2

[
V d
εj

(x)− V (εjx)
] [
G−1(tnvn)

]2
dx ≤

∫
{x∈R2;V (εjx)≤d}

[d− V (εjx)] |tnvn|2dx = on(1).

(4.28)

Usando a estimativa (2.18), vn → 0 em Lqloc(R2) e o fato de que {x ∈ R2;Q(εjx) ≤ b}

é limitado, é possível checar que∫
R2

[
Q(εjx)−Qd

εj
(x)
]
F (tnvn)dx ≤

∫
{x∈R2;Q(εjx)≤b}

[Q(εjx)− b]F (tnvn)dx = on(1).

(4.29)
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Consequentemente por (4.27) a (4.29) e pelo Lema 4.2.4, chegamos a

cdbεj ≤ Iεj(tnvn) + on(1) ≤ Iεj(vn) + on(1).

e passando ao limite quando n→∞ obtemos cdbεj ≤ cεj . No entanto, do Lema 4.2.18-(a),

temos

cd,b ≤ cdbεj ≤ cεj .

Tomando limite quando j →∞ e usando o Lema 4.2.19, obtemos

cd,b ≤ lim sup
j→∞

cεj ≤ cd,νmax

o que contradiz o Lema 4.2.17, pois b < νmax. Portanto, vε 6= 0 para ε suficientemente

pequeno.

Finalmente vamos verificar que Iε(vε) = cε também para ε > 0 suficientemente

pequeno. Como vε 6= 0, por (4.15) segue que Iε(vε) ≥ cε. Por outro lado, de modo

análogo a estimativa (4.20), é fácil verificar a desigualdade contrária, com ajuda de

(f2) e do Lema de Fatou.

Observação 4.3.4 Podemos provar que vε > 0 em R2 de modo análogo a Afirmação
2.5.4 do Capítulo 2.

Lema 4.3.5 Para εn → 0, seja vn := vεn a sequência de soluções obtida no Lema
4.3.1. Então existe uma sequência (yn) ⊂ R2 com εnyn → y0 ∈ AQ, quando n → ∞,
isto é,

lim
n→∞

dist(εnyn,AQ) = 0.

Definindo wn(x) := vn(x+ yn), então wn converge forte em H1(R2) para uma solução
de energia mínima w de

−∆w + V (y0)
G−1(w)

g(G−1(w))
= Q(y0)

f(G−1(w))

g(G−1(w))
em R2. (4.30)

Em particular, se V̂ ∩ Q̂ 6= ∅, segue que lim
n→∞

dist(εnyn, V̂ ∩ Q̂) = 0 e, a menos de

subsequência, wn converge em H1(R2) para uma solução de energia mínima w de

−∆w + κmin
G−1(w)

g(G−1(w))
= νmax

f(G−1(w))

g(G−1(w))
em R2, w > 0. (4.31)

Prova: Seja (vn) a sequência de soluções do problema (4.11) obtida no Lema 4.3.1

com parâmetro εn → 0. Existe uma constante C > 0 tal que

‖vn‖εn ≤ C, para todo n ∈ N. (4.32)
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Com efeito, como em (4.16), obtemos(
1

2
− α

2θ

)
QV,εn(vn) ≤ cεn ≤

(θ − α)

θ

π(
α
β

)2

ς0

(4.33)

onde na última desigualdade usamos a estimativa no Lema 2.4.2. Portanto, usando a

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos (4.32), da mesma forma que no Lema

2.3.1.

Do mesmo modo como foi justificada a estimativa (4.24) no Lema 4.3.1, conseguimos

obter r, % > 0 e uma sequência (yn) ⊂ R2 tal que

lim inf
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2dx ≥ %. (4.34)

Sendo wn(x) := vn(x + yn), Ṽεn(x) = V (εn(x + yn)) e Q̃εn(x) = Q(εn(x + yn)), vemos

que wn resolve o problema abaixo

−∆w + Ṽεn(x)
G−1(w)

g(G−1(w))
= Q̃εn(x)

f(G−1(w))

g(G−1(w))
em R2,

com funcional energia dado por

Ĩεn(wn) =
1

2

∫
R2

{
|∇wn|2 + Ṽεn(x)

[
G−1(wn)

]2}
dx−

∫
R2

Q̃εn(x)F (G−1(wn))dx

=
1

2
QṼεn (x)−

∫
R2

Q̃εn(x)F (G−1(wn))dx.

Desde que wn também é limitada temos wn ⇀ w em H1(R2) e, por (4.34), podemos

assumir que w 6= 0.

Afirmação 4.3.6 A sequência (εnyn) é limitada.

Caso contrário |εnyn| → ∞, quando n → ∞. Então, devido a limitação de V e

Q, podemos supor que V (εnyn) → V0 ≥ d e Q(εnyn) → Q0 ≤ ν∞ < νmax. Como

Ĩ ′εn(wn)ϕ = 0 para qualquer ϕ ∈ C∞0 (R2), devemos ter

0 =

∫
R2

[
∇wn∇ϕ+ Ṽεn(x)

G−1(wn)

g(G−1(wn))
ϕ

]
dx−

∫
R2

Q̃εn(x)
f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
ϕdx

=

∫
R2

[
∇wn∇ϕ+ V (εnyn)

G−1(wn)

g(G−1(wn))
ϕ

]
dx−Q(εnyn)

∫
R2

f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
ϕdx+

+

∫
R2

[
Ṽεn(x)− V (εnyn)

] G−1(wn)

g(G−1(wn))
ϕdx+

+

∫
R2

[
Q(εnyn)− Q̃εn(x)

] f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
ϕdx.

(4.35)

97



Desde que V é uma função contínua e ϕ ∈ C∞0 (R2), vale∫
R2

[
Ṽεn(x)− V (εnyn)

] G−1(wn)

g(G−1(wn))
ϕdx = on(1). (4.36)

Agora, note que a desigualdade (4.33) nos fornece
(
α
β

)2

ς0‖∇wn‖2
2 < 4π. Portanto, por

(3.8), pelos Lemas 1.1.1-(2),(3),(6), 2.1.2, 2.1.3, pela continuidade deQ e a desigualdade

de Hölder, vem∣∣∣∣∫
R2

[
Q(εnyn)− Q̃εn(x)

] f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
ϕdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R2

∣∣∣Q(εnyn)− Q̃εn(x)
∣∣∣ f(G−1(wn))ϕdx

≤ δ

∫
R2

∣∣∣Q(εnyn)− Q̃εn(x)
∣∣∣ |wnϕ|dx

+ Cδ

{∫
R2

[
e(

α
β )

2
s(ς0+ξ)‖∇wn‖22

(
wn

‖∇wn‖2

)2
− 1

]
dx

} 1
s

×
{∫

R2

∣∣∣Q(εnyn)− Q̃εn(x)
∣∣∣s′ |wnϕ|s′dx} 1

s′

= on(1),

(4.37)

onde δ > 0 é arbitrário, Cδ > 0 é uma constante, 1
s

+ 1
s′

= 1, com s > 1 suficientemente

próximo de 1 e ξ > 0 é suficientemente pequeno tal que
(
α
β

)2

s(ς0 + ξ)‖∇wn‖2
2 < 4π.

Usando (4.36), (4.37) e passando ao limite em (4.35) (veja também (2.24) no Lema

2.3.4), obtemos∫
R2

[
∇w∇ϕ+ V0

G−1(w)

g(G−1(w))
ϕ

]
dx−Q0

∫
R2

f(G−1(w))

g(G−1(w))
ϕdx = 0

para qualquer ϕ ∈ C∞0 (R2). Isto significa que w uma solução fraca da equação

−∆w + V0
G−1(w)

g(G−1(w))
= Q0

f(G−1(w))

g(G−1(w))
, em R2.

Observe que Iεn(vn) = Ĩεn(wn). Como min{V0 − d, νmax −Q0} > 0, pelo Lema 4.2.17 e

pelo Lema de Fatou

cd,νmax < cV0,Q0 ≤ IV0,Q0(w) = IV0,Q0(w)− 1

2
I ′V0,Q0

(w)w

=

∫
R2

lim inf
n→∞

{
1

2
Ṽεn(x)

[(
G−1(wn)

)2 − G−1(wn)

g(G−1(wn))
wn

]
+

+Q̃εn(x)

[
1

2

f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
wn − F (G−1(wn))

]}
dx

≤ lim inf
n→∞

[
Ĩεn(wn)− 1

2
Ĩ ′εn(wn)wn

]
= lim inf

n→∞
cεn .

Isto contradiz o Lema 4.2.19, que afirma o seguinte:

lim sup
n→∞

cεn ≤ cd,νmax .
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Logo a sequência (εnyn) é limitada, e podemos assumir εnyn → y0 quando n→∞.

Afirmação 4.3.7 y0 ∈ AQ := {x ∈ Q̂;V (x) = V (0)} ∪ {x /∈ Q̂;V (x) < V (0)}.

Seguindo os argumentos usados na prova da Afirmação 4.3.6, sabemos que o limite

fraco w é uma solução da equação

−∆w + V (y0)
G−1(w)

g(G−1(w))
= Q(y0)

f(G−1(w))

g(G−1(w))
, em R2 (4.38)

Se y0 /∈ AQ, então V (y0) > V (0) = d (e sabemos que νmax > Q(y0)); temos

cd,νmax < cV (y0),Q(y0). Repetindo os argumentos da Afirmação 4.3.6 novamente chegamos

à seguinte contradição:

lim sup
n→∞

cεn ≤ cd,νmax < cV (y0),Q(y0) ≤ lim inf
n→∞

cεn .

Logo y0 ∈ AQ, isto é, lim
n→∞

dist(εnyn,AQ) = 0. Em particular, se V̂ ∩ Q̂ 6= ∅, então

lim
n→∞

dist(εnyn, V̂ ∩ Q̂) = 0.

Agora, repetimos os argumentos na prova do Lema 4.2.18 -(b) e obtemos

lim sup
n→∞

Ĩεn(wn) = lim sup
n→∞

c̃εn ≤ lim sup
n→∞

Ĩεn(tεnw)

= lim sup
n→∞

[
IV (y0),Q(y0)(tεnw) + on(1)

]
≤ IV (y0),Q(y0)(w).

(4.39)

Por outro lado, novamente pelo Lema de Fatou

cV (y0),Q(y0) ≤ IV (y0),Q(y0)(w)− 1

2
I ′V (y0),Q(y0)(w)w

≤ lim inf
n→∞

[
Ĩεn(wn)− 1

2
I ′εn(wn)wn

]
= lim inf

n→∞
Ĩεn(wn).

Assim, lim
n→∞

Ĩεn(wn) = IV (y0),Q(y0)(w). Como em (4.39), sendo w̄ uma solução do

problema autônomo (4.38) tal que IV (y0),Q(y0)(w̄) = cV (y0),Q(y0), temos

lim sup
n→∞

Ĩεn(wn) ≤ IV (y0),Q(y0)(w̄) = cV (y0),Q(y0),

donde, lim
n→∞

Ĩεn(wn) = cV (y0),Q(y0). Logo

lim
n→∞

Ĩεn(wn) = cV (y0),Q(y0) = IV (y0),Q(y0)(w). (4.40)

Logo, a menos de subsequência, (wn) converge fracamente emH1(R2) para uma solução

de energia mínima w de

−∆w + V (y0)
G−1(w)

g(G−1(w))
= Q(y0)

f(G−1(w))

g(G−1(w))
em R2.
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Afirmação 4.3.8 wn converge forte para w em H1(R2).

Desde que V e Q são duas funções contínuas, sabemos que∫
R2

Ṽεn(x)
[
G−1(w)

]2
dx = V (y0)

∫
R2

[
G−1(w)

]2
dx+ on(1) e∫

R2

Q̃εn(x)F (G−1(w))dx = Q(y0)

∫
R2

F (G−1(w))dx+ on(1),

o que implica

Ĩεn(w)→ IV (y0),Q(y0)(w) quando n→∞. (4.41)

Note que

Ĩεn(wn − w)− Ĩεn(wn) + Ĩεn(w) =
1

2

∫
R2

[
|∇(wn − w)|2 − |∇wn|2 + |∇w|2

]
dx+

+
1

2

∫
R2

Ṽεn(x)
[
|G−1(wn − w)|2 − |G−1(wn)|2 + |G−1(w)|2

]
dx−

−
∫
R2

Q̃εn(x)
[
F (G−1(wn − w))− F (G−1(wn)) + F (G−1(w))

]
dx.

(4.42)

É fácil ver que∫
R2

[
|∇(wn − w)|2 − |∇wn|2 + |∇w|2

]
dx = 2

∫
R2

∇(w − wn) · ∇wdx→ 0. (4.43)

Sendo w̄n := wn − w, temos

Q̃εn(x)
[
F (G−1(w̄n + w))− F (G−1(w̄n))

]
= Q̃εn(x)

∫ 1

0

d

dt
F (G−1(w̄n + tw))dt

= Q̃εn(x)

∫ 1

0

f(G−1(w̄n + tw))

g(G−1(w̄n + tw))
wdt.

Pelo Lema 1.1.1-(3) e pela estimativa (3.8), dados q ≥ 1 e ξ > 0, existe uma constante

C > 0 tal que

Q̃εn(x)
[
F (G−1(w̄n + w))− F (G−1(w̄n))

]
≤

≤ νmax

∫ 1

0

[
|G−1(w̄n + tw)‖w|+ C|G−1(w̄n + tw)|q|w|

(
eς[G

−1(w̄n+tw)]2α − 1
)]
dt

≤ νmax|w̄n‖w|+ νmax|w|2 + C|w̄n|q|w|
[
eς(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
+ C|w|q+1

[
eς(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
,

onde ς = ς0 + ξ é tal que
(
α
β

)2
r1(ς0 + ξ)‖∇wn‖2

2 < 4π. Logo, sendo r2 = r1
r1−1

, usando

a desigualdade de Young, para cada δ > 0 existe uma constante Cδ > 0, tal que

Q̃εn(x)
∣∣F (G−1(wn − w))− F (G−1(wn)) + F (G−1(w))

∣∣ ≤ δC1|w̄n|2 + Cδ|w|2+

+ δC|w̄n|qr1
[
eςr1(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
+ Cδ|w|r2 + δC

[
eςr1(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
+ Cδ|w|r2(q+1)+

+ Cδ

[
eς(

α
β )

2
|w|2 − 1

]
.
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Consideramos uma função Gδ,n dada por

Gδ,n(x) = max
{
Q̃εn(x)

∣∣F (G−1(wn − w))− F (G−1(wn)) + F (G−1(w))
∣∣− δC1|w̄n|2−

−δC|w̄n|qr1
[
eςr1(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
− δC

[
eςr1(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
, 0
}
,

que satisfaz

lim
n→∞

Gδ,n(x) = max
{
−δC

[
eςr1(

α
β )

2
|wn|2 − 1

]
, 0
}

= 0 quase sempre em R2,

0 ≤ Gδ,n(x) ≤ Cδ|w|2 + Cδ|w|r2 + Cδ|w|r2(q+1) + Cδ

[
eς(

α
β )

2
|w|2 − 1

]
∈ L1(R2).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos∫
R2

Gδ,n(x)dx→ 0.

Pela definição de Gδ,n, segue que

Q̃εn(x)
∣∣F (G−1(wn − w))− F (G−1(wn)) + F (G−1(w))

∣∣ ≤ δC1|w̄n|2 + δC|w̄n|qr1

×
[
e(

α
β )

2
r1ς‖∇wn‖22

(
wn

‖∇wn‖2

)2
− 1

]
+ δC

[
e(

α
β )

2
r1ς‖∇wn‖22

(
wn

‖∇wn‖2

)2
− 1

]
+ |Gδ,n(x)|.

Logo, usando novamente a desigualdade de Hölder e o Lema 2.1.2, obtemos a seguinte

desigualdade:

lim sup
n→∞

∫
R2

Q̃εn(x)
∣∣F (G−1(wn − w))− F (G−1(wn)) + F (G−1(w))

∣∣ dx ≤ Cδ,

o que implica∫
R2

Q̃εn(x)
∣∣F (G−1(wn − w))− F (G−1(wn)) + F (G−1(w))

∣∣ dx = on(1). (4.44)

Usando a mesma ideia acima obtemos∫
R2

Ṽεn(x)
∣∣∣[G−1(wn − w)

]2 − [G−1(wn)
]2

+
[
G−1(w)

]2∣∣∣ dx = on(1). (4.45)

Segue por (4.40)-(4.45) que

Ĩεn(wn − w) = Ĩεn(wn)− Ĩεn(w) + on(1)

= cV (y0),Q(y0) − cV (y0),Q(y0) + on(1)

= on(1).

(4.46)

Analogamente,

Ĩ ′εn(wn − w)(wn − w) = on(1). (4.47)
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Assim, por (4.46) e (4.47) e a estimativa feita no início da prova do Lema 2.3.1, vem(
1

2
− α

2θ

)
QṼεn (wn − w) ≤ Ĩεn(wn − w)− α

2θ
Ĩ ′εn(wn − w)(wn − w) = on(1),

donde ∫
R2

|∇wn −∇w|2dx = on(1) e
∫
R2

Ṽεn(x)
[
G−1(wn − w)

]2
dx = on(1).

Novamente, como na prova do Lema 2.3.1, através da desigualdade de Gagliardo-

Niremberg, obtemos ∫
R2

|wn − w|2dx = on(1).

Portanto ‖wn − w‖ → 0, provando a Afirmação 4.3.8.

Lema 4.3.9 Para εn → 0, seja vn := vεn a sequências de soluções do problema
(4.11) e yn ∈ R2 a sequência obtida no Lema 4.3.5 e defina wn(x) := vn(x + yn),
Ṽεn(x) = V (εn(x+ yn)) e Q̃εn(x) = Q(εn(x+ yn)). Então existe uma constante C > 0

tal que |wn|∞ ≤ C para todo n ∈ N. Além disso,

lim
|x|→∞

wn(x) = 0 uniformemente em n ∈ N

e existem constantes M, ζ > 0 tal que

|wn(x)| ≤Me−ζ|x|, para todo x ∈ R2.

Prova: Pelo Lema 4.3.5 sabemos que εnyn → y0 ∈ AQ, quando n → ∞ e

wn(x) := vn(x + yn) converge fortemente em H1(R2) para uma solução de energia

mínima w do problema (4.30). Para quaisquer R > 0, 0 < r ≤ R
2
, seja η ∈ C∞(R2),

0 ≤ η ≤ 1 com η(x) = 1 se |x| ≥ R e η(x) = 0 se |x| ≤ R− r e |∇η| ≤ 2
r
. Para L > 0,

seja

wL,n(x) =

 wn(x), wn(x) < L

L, wn(x) ≥ L

e

zL,n = η2w
2(γ−1)
L,n wn e z̃L,n = ηwnw

γ−1
L,n ,

com γ > 1 a ser determinada mais adiante. Tomando zL,n como função teste obtemos∫
R2

η2w
2(γ−1)
L,n |∇wn|2dx = −2(γ − 1)

∫
R2

wnw
2γ−3
L,n η2∇wn∇wL,ndx+

+

∫
R2

Q̃εn(x)
f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
η2wnw

2(γ−1)
L,n dx−

∫
R2

Ṽεn(x)
G−1(wn)

g(G−1(wn))
wnη

2w
2(γ−1)
L,n dx−

− 2

∫
R2

ηw
2(γ−1)
L,n wn∇wn∇ηdx.
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Pelo Lema 1.1.1-(2),(3),(6) e (3.8), para qualquer δ > 0 suficientemente pequeno, existe

uma constante Cδ > 0 tal que∫
R2

η2w
2(γ−1)
L,n |∇wn|2dx ≤ δνmax

∫
R2

w2
nη

2w
2(γ−1)
L,n dx +

+ νmaxCδ

∫
R2

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
|wn|pη2w

2(γ−1)
L,n dx+

∫
R2

ηw
2(γ−1)
L,n wn|∇wn‖∇η|dx ≤

≤ Cδ

∫
R2

|wn|pη2w
2(γ−1)
L,n

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx+ 2

∫
R2

ηw
2(γ−1)
L,n wn|∇wn‖∇η|dx,

onde ς = ς0 + ξ para ξ > 0 suficientemente pequeno. Para cada τ > 0, usando a

desigualdade de Young∫
R2

η2w
2(γ−1)
L,n |∇wn|2dx ≤ Cδ

∫
R2

|wn|pη2w
2(γ−1)
L,n

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx +

+ 2τ

∫
R2

η2w
2(γ−1)
L,n |∇wn|2dx+ 2Cτ

∫
R2

w2
nw

2(γ−1)
L,n |∇η|2dx.

Novamente, escolhendo τ > 0 suficientemente pequeno,∫
R2

η2w
2(γ−1)
L,n |∇wn|2dx ≤ Cδ

∫
R2

|wn|pη2w
2(γ−1)
L,n

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx+

+ Cτ

∫
R2

w2
nw

2(γ−1)
L,n |∇η|2dx.

(4.48)

Por outro lado, pelas imersões de Sobolev,

|z̃L,n|2p ≤ C

∫
R2

∣∣∇ (ηwnwγ−1
L,n

)∣∣2 dx

= C

∫
R2

∣∣wnwγ−1
L,n ∇η + ηwγ−1

L,n ∇wn + (γ − 1)wnw
γ−2
L,n η∇wL,n

∣∣2 dx

≤ C1

[∫
R2

γ2w2
nw

2(γ−1)
L,n |∇η|2dx +

+

∫
R2

∣∣ηwγ−1
L,n ∇wn + (γ − 1)wnw

γ−2
L,n η∇wL,n

∣∣2 dx

]
≤ Cγ2

[∫
R2

w2
nw

2(γ−1)
L,n |∇η|2dx+

∫
R2

η2w
2(γ−1)
L,n |∇wn|2dx

]
.

(4.49)

Usando (4.48) e (4.49),

|z̃L,n|2p ≤ Cγ2

[∫
R2

w2
nw

2(γ−1)
L,n |∇η|2dx+

∫
|x|≥R

2

|wn|pη2w
2(γ−1)
L,n

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx

]
(4.50)

e por (4.50)

|z̃L,n|2p ≤ Cγ2

[∫
R−r≤|x|≤R

w2
nw

2(γ−1)
L,n dx+

∫
|x|≥R−r

|wn|pw2(γ−1)
L,n

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx

]
≤ Cγ2

[∫
R−r≤|x|≤R

w2γ
n dx+

∫
|x|≥R−r

wp−2
n w2γ

n

[
eς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx

]
.
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A desigualdade de Hölder com expoentes t
t−1

e t, nos fornece

|z̃L,n|2p ≤ Cγ2

{[∫
R−r≤|x|≤R

w
2γt
t−1
n dx

] t−1
t
[∫

R−r≤|x|≤R
dx

] 1
t

+

+

[∫
|x|≥R−r

w(p−2)t
n

[
etς(

α
β )

2
wn − 1

]
dx

] 1
t
[∫
|x|≥R−r

w
2γt
t−1
n dx

] t−1
t

}
.

Considerando t > 1 perto de 1 e ξ > 0 suficientemente pequeno tal que
(
α
β

)2

t(ς0 +

ξ)‖∇wn‖2
2 < 4π, mais uma vez pela desigualdade de Hölder e pelo Lemma 2.1.2,

chegamos a

|z̃L,n|2p ≤ Cγ2

{[∫
|x|≥R−r

w
2γt
t−1
n dx

] t−1
t
[∫

R−r≤|x|≤R
dx

] 1
t

+

[∫
|x|≥R−r

w
(p−2)t2

t−1
n dx

] t−1

t2

×
[∫
|x|≥R−r

[
e
t2ς(αβ )

2
‖∇wn‖22

(
wn

‖∇wn‖2

)2
− 1

]
dx

] 1
t2
[∫
|x|≥R−r

w
2γt
t−1
n dx

] t−1
t

}

≤ Cγ2

[∫
|x|≥R−r

w
2γt
t−1
n dx

] t−1
t

.

Agora, usando os mesmos argumentos da prova do Lema 4.3 em [65], determinamos

γ = p(t−1)
2t

para obter

|wn|L∞(|x|≥R) ≤ C|wn|p(|x|≥R−r) ≤ C|wn|p(|x|≥R2 ). (4.51)

Vamos descrever aqui tais argumentos: Note que

|wL,n|2γpγ(|x|≥R) =

(∫
|x|≥R

wpγL,ndx

) 2
p

=

(∫
|x|≥R

ηpwpnw
p(γ−1)
L,n

) 2
p

≤ |z̃L,n|2p ≤ Cγ2

[∫
|x|≥R−r

w
2γt
t−1
n dx

] t−1
t

= Cγ2|wn|2γ2γt
t−1

(|x|≥R−r).

Aplicando o Lema de Fatou vem

|wn|pγ(|x|≥R) ≤ C
1
2γ γ

1
γ |wn| 2γt

t−1
(|x|≥R−r).

Combinando γ = p(t−1)
2t

, q = 2t
t−1

e a última desigualdade, obtemos

|wn|γ2q = |wn| p(t−1)
2t

p(t−1)
2t

2t
t−1

= |wn|p p(t−1)
2t

= |wn|pγ,

isto é,

|wn|γ2q(|x|≥R) ≤ C
1
2γ γ

1
γ |wn| 2γt

t−1
(|x|≥R−r) = C

1
2γ γ

1
γ |wn|p(|x|≥R−r).
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Prosseguindo com este processo de iteração, vem

|wn|γm+1q(|x|≥R) ≤ C
∑m
i=1

1

2γi γ
∑m
i=1

1

γi |wn|p(|x|≥R−r),

que implica em

|wn|L∞(|x|≥R) ≤ C|wn|p(|x|≥R−r) ≤ C|wn|p(|x|≥R2 ). (4.52)

Para x0 ∈ BR, podemos usar o mesmo argumento tomando η ∈ C∞0 (R2, [0, 1]) com

η(x) = 1 se |x− x0| ≤ ρ′ e η(x) = 0 se |x− x0| > 2ρ′ e |∇η| ≤ 2
ρ′
, para proar que

|wn|L∞(|x−x0|≤ρ′) ≤ C|wn|p(|x|≤2ρ′). (4.53)

Com (4.52) e (4.53), por um argumento de cobertura usual, podemos mostrar que

existe C > 0 tal que

|wn|∞ < C. (4.54)

Agora, pela teoria de regularidade elíptica clássica, sabemos que as funções wn são

soluções clássicas. De fato,

−∆wn = Kn em R2,

no sentido fraco, onde

Kn(x) = −Ṽεn(x)
G−1(wn)

g(G−1(wn))
+ Q̃εn(x)

f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
.

As estimativas (3.8), (4.54) e o Lema 1.1.1-(2),(3) implicam que Kn ∈ Lsloc(R2), para

todo s ≥ 1. Usando teoria de regularidade (veja [30] por exemplo), wn ∈ W 2,s
loc (R2), para

todo s ≥ 1 e disto wn ∈ C1,`
loc(R2) para algum ` ∈ (0, 1). Pela Teoria de Regularidade

de Schauder (veja novamente [30]) obtemos wn ∈ C2,`
loc(R2).

Usando a convergência forte wn → w em H1(R2) na estimativa (4.52), para cada δ > 0

fixado existe R > 0 tal que |wn|L∞(|x|≥R) < δ, para todo n ∈ N. Logo,

lim
|x|→∞

wn(x) = 0 uniformemente em n ∈ N.

Finalmente, a propriedade do decaimento exponencial é verificada por um argumento de

comparação. Vejamos: pelo Lema 1.1.1-(4), G−1(s)
g(G−1(s))s

→ 1 quando s→ 0 e juntamente

com (f1) podemos escolher R0 > 0 tal que, para todo n ∈ N e para todo x com |x| ≥ R0,

vale
G−1(wn(x))

g(G−1(wn(x)))
≥ 3

4
wn(x) e f(G−1(wn(x))) ≤ κminwn(x)

2νmax

. (4.55)
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Definimos ψ(x) = Me−ζ|x|, onde ζ eM são tais que 4ζ2 < κmin eMe−ζR0 ≥ wn(x) para

todo x satisfazendo |x| = R0. Não é difícil checar que

∆ψ ≤ ζ2ψ para todo x 6= 0. (4.56)

Em seguida, consideramos a função ψn = ψ − wn. Logo, por (4.55), (4.56) e

−∆wn + Ṽεn(x)
G−1(wn)

g(G−1(wn))
= Q̃εn(x)

f(G−1(wn))

g(G−1(wn))
em R2

obtemos
−∆ψn +

κmin

4
ψn ≥ 0 em |x| ≥ R0,

ψn ≥ 0 em |x| = R0,

lim
|x|→∞

ψn(x) = 0.

Pelo princípio do máximo, temos que ψn(x) ≥ 0 para todo |x| ≥ R0. Então,

wn(x) ≤Meζ|x| para todo |x| ≥ R0. Isto implica que

|wn(x)| ≤Me−ζ|x|, para todo x ∈ R2.

Lema 4.3.10 Existe %′ > 0 tal que |wn|∞ ≥ %′ para todo n ∈ N.

Prova: Por (4.34) temos

lim inf
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2dx ≥ %.

Então

% ≤
∫
Br(0)

|wn|2dx ≤ |Br||wn|p∞

donde segue que

|wn|∞ ≥ %′

mostrando o lema.

4.3.1 Comportamento de concentração

Se (vn) é uma sequência de soluções do problema (4.11) obtida no Lema 4.3.1,

então wn(x) = vn(x+ yn) é uma solução do problema −∆wn + Ṽεn(x)wn = Q̃εn(x)f(wn) em R2,

vn ∈ H1(R2), vn(x) > 0, para todo x ∈ R2
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com Ṽεn(x) = V (εnx+ εnyn), Q̃εn(x) = Q(εnx+ εnyn) e (yn) ⊂ R2 dada no Lema 4.3.5.

Mais ainda, a menos de subsequência,

wn → w em H1(R2), ỹn → y0 ∈ AV ,

onde ỹn = εnyn. Se bn denota um ponto de máximo de wn, pelos Lemas 4.3.9 e

4.3.10, sabemos que ela é uma sequência limitada em R2. Então, existe R > 0 tal que

bn ∈ BR(0). Assim, um ponto de máximo global de vn é zεn = bn + yn e

εnzεn = εnbn + εnyn = εnbn + ỹn.

Pela limitação de (bn), obtemos o limite

lim
n→∞

εnzεn = y0,

que juntamente com a continuidade de V e Q nos fornece

lim
n→∞

V (εnzεn) = V (y0) e lim
n→∞

Q(εnzεn) = Q(y0).

Também ressaltamos que para qualquer ε > 0, o conjunto dos pontos εzε é

limitado, onde zε é um ponto de máximo da solução vε obtida no Lema 4.3.1. De fato,

suponha que existem εj → 0 e zεj ponto de máximo de vj tal que |εjzεj | → ∞. No

entanto, pelos argumentos acima, sabemos que

εjzεj = εjbj + εjyj,

onde yj é obtida em (4.24) pelo argumento de não-anulamento, com εjyj limitada e bj

ponto de máximo de wεj = vj(x+ yj). Consequentemente, |εjzεj − εjyj| = |εjbj| → ∞,

o que contradiz o fato de bj pertencer a uma bola BR(0).

4.3.2 Prova dos Teoremas 4.0.1 e 4.0.2

Prova do Teorema 4.0.1: Pelo Lema 4.3.1, existe uma solução não-nula da equação

(4.11) para ε > 0 suficientemente pequeno. Logo, a função Vε(x) = vε
(
x
ε

)
é uma

solução positiva da equação (4.10). Agora, note que os pontos de máximo xε e

zε de Vε e vε satisfazem a igualdade xε = εzε. Pela Proposição 4.1.2 a função

Uε(x) = G−1(Vε(x)) = G−1
(
vε
(
x
ε

))
= uε

(
x
ε

)
é uma solução positiva do problema

(4.1) para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Como a função G−1 é estritamente
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crescente, o ponto de máximo de uε = G−1(vε) é o mesmo de vε. Logo, os pontos de

máximo xε e zε de Vε e vε, e portanto de Uε e uε, satisfazem a equação xε = εzε. Sendo

Wε(x) := Vε(εx + xε) e ūε(x) = Uε(εx + xε) = G−1(Wε(x)), para qualquer ε > 0 com

ε→ 0 e xε = εzε → y0, segue pelo Lema 4.3.5 que

lim
ε→0

dist(xε,AQ) = 0

e Wε converge em H1(R2) para uma solução de energia mínima W de

−∆w + V (x0)
G−1(w)

g(G−1(w))
= Q(x0)

f(G−1(w))

g(G−1(w))
em R2.

Assim ūε = G−1(Wε) converge em H1(R2) para uma solução de energia mínima

ū = G−1(W) de

−div(g2(u)∇u) + g(u)g′(u)|∇u|2 + V (y0)u = Q(y0)f(u) em R2.

Finalmente, como

Uε(x) = G−1(Vε) ≤ Vε(x) = Wε

(
x− xε
ε

)
pelo Lema 4.3.9, para algum M, ζ > 0

|Uε(x)| ≤Me−
ζ
ε
|x−xε|.

Prova do Teorema 4.0.2: Sem perda de generalidade, podemos assumir x∗ = 0 ∈ V̂ em

(V Q2) ou x∗ = 0 ∈ V̂ ∩ Q̂ se V̂ ∪ Q̂ 6= ∅. Usamos a notação

e := Q(0) = max
x∈V̂

Q(x) ≤ Q(x) para todo |x| ≥ R.

Semelhante ao que foi feito no Lemas 4.2.19 e 4.3.1, temos

lim sup
ε→0

cε ≤ cκmin,e

e o valor

cε = inf
v∈Nε

Iε(v) = max
t≥0

Iε(tv)

pode ser atingido. A prova restante é semelhante à prova do Teorema 4.0.1.
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