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Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, nao-existéncia e
comportamento de concentracao de solugoes do tipo onda estacionaria, para uma
classe de equagoes de Schrodinger quaselineares generalizada com crescimento critico,
as quais modelam fenémenos fisicos, tais como, mecanica dos fluidos, fisica dos
plasmas e mecanica quantica dissipativa. Na obtencao de nossos resultados, usamos
uma identidade de Pohozaev, teoria de ponto fixo em espacos ordenados e métodos

variacionais, tais como, teoremas do tipo mini-max.

Palavras-chave: Equacao de Schrédinger; Crescimento critico; Ponto fixo; Métodos

variacionais; Ondas estacionérias.



Abstract

In this work, we study questions related to the existence, non-existence
and concentration behavior of stationary wave solutions for a class of Generalized
Quaselinear Schrodinger Equations with critical growth, such as which model physical
elements, such as fluid mechanics, plasmas and dissipative quantum mechanics. In
obtaining our results, we used a Pohozaev identity, fixed point theory in ordered spaces

and variational methods, such as mini-max theorems.

Keywords: Schrédinger equation; Critical growth; Fixed point; Variational methods;

Stationary waves.
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Lista de Simbolos

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

e C, Cy, C, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
e |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN, N > 2;
e supp(f) denota o suporte da fungao f;

e Bpr(z) denota a bola aberta de centro x e raio R e Br quando estiver centrada

na origem,;

e — — denotam convergéncia fraca e forte, respectivamente, em um espaco

normado X;

e (-,-) denota o par dualidade entre o espago X e o seu dual X .

e ut =max{u,0} and v~ = max{—u, 0};
o Vu= Ou , Ou R, Ou denota o gradiente da funcao u;
8371 8x2 6xN

N
0u
o Au= Z 922 denota o laplaciano de w;
i=1 i

o [P(2) = {U:Q%R mensuréwel:/|u|pda:<oo}, em que 1 < p < o0 e
Q

) C RN & um aberto conexo, com norma dada por

1/p
lull, = ( / |u|pdx) ;
Q

e Parap>2ea >0,

p
LP(R?) |z|~*dx) = {u : R? — R;u é mensuravel e / {u—’dx < oo}
R2 x|

X1



com norma dada por

‘u|p 1/13.

L>(Q2) denota o espago das fung¢des mensuraveis que sao limitadas quase sempre

em {2 com norma dada por

[ulloo = inf{C >0 : [u(z)| < C quase sempre em Q};

C(€2) denota o espago das fungoes continuas em € e Cy(€2) sdo as fungdes

continuas de suporte compacto em §2;

C*(), k > 1 inteiro, denota o espaco das fungoes k vezes continuamente
diferenciaveis sobre Q e C*(€) = (5, C*();

Co () = CH(Q) N Co(2) e C5°(2) = C>(Q2) N Co();

Co(Q) = {u € C(Q): sup Ju(z) = uly)] < oo} com 0 < a < 1, e C*%(Q) sdo

z,yeN |ZE - y|a
as fungoes em CF(Q) tais que todas as derivadas parciais até ordem k estdo em

Co(Q);

Para N > 2,

HY(RY) = ¢ u e LP(RY) /u ('Oda::—/ gip dz,
. .

com norma dada por

1/2
fulla= | [ (90 + Pz
Q
Se u € WH(RY) denota-se g; = Ou/0x;

Para N > 3,
DY (RN = {u c L*¥ (RY): g—“ € L2(RN)}
T

1/2
Jull = ( / |Vu|2dx)
RN
2N

Para N > 3, 2* = N 3 é o expoente critico de Sobolev.

com norma dada por

x1i
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, nao-existéncia e

concentracao de solugoes para equagoes de Schrodinger quaselineares do tipo
—div(g*(u)Vu) + g(u)g (u)|Vul> + V(2)u = p(z,u) em RY, (1)

em que N > 2, ¢g: R — R, ¢ uma funcdo de classe C', V : RY — R é uma funcao
mensuravel chamada de potencial e p : RN x R — R ¢ uma funcao mensuravel. Mais

especificamente, quanto a funcao g, consideramos as seguintes hipoteses:
(90) g € CH(R,R,) é par, ¢'(s) > 0 para todo s > 0 e g(0) = 1;
(g1) existe o > 1 tal que (o — 1)g(s) > ¢'(s)s para todo s > 0;

(g2) lim 9() = 5>0.

s—+oo ga—1

Condigoes deste tipo também foram introduzidas, por exemplo, em [I8, 21], 57]. Uma

consequéncia direta de (go) € a existéncia de uma constante M; > 0 satisfazendo
g*(s) < My + 15**% para todo s € [0, +0o0), (2)

onde f3; = (8 + 1)* > 0. Ao longo deste trabalho, teremos hip6teses adicionais sobre

as funcoes V' e p.

Ao tratar existéncia de solugao para a equagao (1)), utilizamos métodos topologicos
ou variacionais. No caso em que usamos resultados de ponto fixo, analisamos o conceito
de solugao fraca no espago de Banach que consideramos. Em seguida, introduzimos
uma mudanca de varidvel adequada a fim de obter uma equagao semilinear na qual
tenhamos uma defini¢ao de solugao fraca consistente com o espago de Banach do nosso
contexto e, a partir disso, relacionamos as solugoes desta nova equacao com as solugoes

do problema . Quanto aos casos em que fazemos uso de métodos variacionais,
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analisamos o funcional energia associado a ([1|) no que diz respeito a obtengao de pontos
criticos. Também introduzimos uma mudanca de varidvel a fim de obter um novo
funcional que esteja bem definido em um espago de Sobolev e, com isso, relacionamos
os pontos criticos deste funcional com as solugoes de .

Quanto a nao-existéncia de solucao, trabalhamos diretamente com a equacao
. Mais precisamente, provamos uma identidade de Pohozaev para obter nao apenas

um resultado de nao-existéncia mas também para exibir o expoente critico para uma
equacao do tipo .
O estudo da equagao (1] esta relacionado com a existéncia de solugoes de ondas

estacionarias para equacoes de Schrodinger quaselineares da forma
iedw = —Aw + W (z)w — p(z, [w|*)w — Alp(jw]*)]p (|w]*)w, (3)

onde w : R x RY — C é uma funcao a ser determinada, W : RY — R é um potencial
dado, p: Ry — Rep: RV xR, — R sao funcoes satisfazendo condicoes apropriadas. A
equacao é conhecida na literatura atual como Equacao de Schridinger Quaselinear
Generalizada e tem sido aceita como modelo em muitos fenémenos fisicos dependendo
da fungao p. Por exemplo, se p(s) = 1 temos a equagao de Schrodinger semilinear
classica (ver [4I]). Quando p(s) = s, a equagdo surge em mecanica dos fluidos,
fisica do plasma e mecanica quantica dissipativa (veja por exemplo [39, 46} 50]). Para
p(s) = (14 5)Y2) a equagdo () modela a propagacio de um laser de alta irradiancia
num plasma, bem como a autocanalizagao de um laser ultracurto de alta poténcia na
matéria (ver [40]). Para outras aplicagoes fisicas o leitor pode consultar [9} 52].
Quando consideramos solu¢oes do tipo ondas estacionarias para , ou seja,
solugbes da forma w(t,x) = exp(—iEt)u(z), onde E € R e u é uma fungao real,
sabemos que w satisfaz se, e somente se, a funcdo u(x) resolve a equagao eliptica
(ver [16])
—Au+V(z)u — Alp(u?)]p/ (u*)u = p(z,u) em RY, (4)

onde V(z) = W(x) — E e p(z,u) = p(x,u?). Agora, se tomarmos

[(p(u?))T?

2
-1
g (u) =1+ 5

entao se transforma na equacao eliptica quaselinear (ver [57])
—div(g*(u)Vu) + g(u)g'(w)|Vul* + V(z)u = p(z,u) em RY.

2



Por exemplo, quando temos ¢g?(s) = 1 + 2s%, ou seja, p(s) = s, obtemos uma equagao

de superfluido na fisica dos plasmas
—Au+V(r)u — A(wH)u = p(z,u) em RY,

que tem sido extensivamente estudada, como podemos ver em [0, 15, BT, 32 B3]
48|, 125, 26, 52, B5, 56l 67, 68, [71), [74]. De forma mais geral, se colocarmos g*(s) =

1+ 29%(s?)»~1 v > 1/2, que corresponde a p(s) = 57, obtemos a equagao
—Au+V(z)u — yA(Juf)|ul*2u = p(z,u) em RY,

que foi abordada em [3, 44, 47, 66]. Agora, se consideramos p(s) = (1 + s)'/2, isto &,
g*(s) = 1+ s%/[2(1 + s?)] obtemos

u

—Au Vi = M+ g

=p(z,u) em RY,

que foi estudada, por exemplo, em [14] [19, [69].

Recentemente, houve um grande interesse no estudo da equagdo (lf), como
podemos verificar em [13], 19} 20| 21), 22} 29], 142} 57, 58, 59, [60]. Até onde sabemos, o
primeiro resultado de existéncia para um problema eliptico quaselinear generalizado do
tipo em dominios ilimitados através de métodos variacionais foi desenvolvido em
[57]. Os autores usaram uma mudanga de variavel e o Teorema do Passo da Montanha
sem a condicao PS para obter solugoes positivas para quando p é uma funcao de
uma variavel real superlinear e subcritica. Posteriormente, usando a mesma mudanca
de variavel, muitos autores propuseram o problema critico em que p(z,u) é substituida
por |u|*? ~2u + f(u); por exemplo, Shen, Wang em [58] e Deng, Peng, Yan em [21], 22]
obtiveram solugoes positivas para o caso em tela. Estes ultimos trabalhos destacam-

se por obter solugoes do tipo ondas estacionarias trabalhando em H! ,(RY) e usando

rad
lemas de compacidade devido a P. L. Lions. Destacamos ainda o trabalho realizado
em [29], cuja ideia é fazer uma mudanga de variavel, trabalhar numa estrutura de
espaco de Orlicz e provar a existéncia de solugoes positivas através do Teorema do
Passo da Montanha. Nesse caso, foi obtida a existéncia de uma solucao nao-trivial
para onde a nao-linearidade se comporta como t na origem e t* no infinito além

de satisfazer uma condi¢ao global de nao-quadraticidade. Em um trabalho recente,

usando varidade de Nehari, Chen, Tang e Cheng em [I3| provaram que (/1)) admite uma

3



solucao de energia minima sob uma condicao de monotonicidade e algumas condigoes de
crescimento padrao em p. Também usando um argumento de monotonicidade devido a

Jeanjean em [30], Deng e Huang em [19] provaram a existéncia de solugoes de energia
minima para .

Levando em considera¢ao o comportamento da fungao g, do potencial V(x) e os
tipos de nao-linearidades p(z, s), obtemos vérios resultados de existéncia, nao-existéncia

e concentragao de solugoes para a equagoes do tipo (|1)).

Nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos.
Inicialmente no Capitulo [1, estudamos a nao-existéncia de solugdes para uma
equacao do tipo com condigdes especificas sobre as fungoes g,V e p(s). Mais

precisamente, vamos provar uma identidade de Pohozaev para a equacao
—div(g*(u)Vu) + g(u)g'(w)| Vul® + V(z)u = p(u) em R, ()

onde N > 3. Como consequéncia desta identidade, obtemos um resultado de nao-
existéncia e exibimos o exponente critico para este tipo de equacao. Este ultimo
fato é importante quando queremos impor o crescimento critico para nao-linearidades
mais gerais, como veremos nas hipoteses do nosso resultado de existéncia neste mesmo
capitulo.

A seguir, enunciamos os principais resultados relacionados a nao-existéncia de
solugao:
Teorema 0.0.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha que v € C?*(RY) ¢ uma
solugdo cldssica para o problema (3) com g € C*(R), V € CHRN,R) e p € C(R).

Mais ainda, suponha que
[ @IVaP + (o WY@+ V@ + [P o <oe, (0)

onde P(s) = [ p(T)dr. Entao, u satisfaz a identidade

N -2

N
—/ gQ(U)\VUFdx + —
]RN 2

5 V(z)uPdz + %/ [z VV ()] v’dx

o (7)
=N P(u)dz.

RN

RN

Como consequéncia desta identidade, obtemos o seguinte resultado de nao-

existéncia:



Teorema 0.0.2 Suponha que g € C'(R) satisfaz, para algum o > 1, a condigdo

(a —1)g*(s) — g(s)g'(s)s > 0, para todo s € R (8)
e seja p(s) = [s|77%s com ¢ > a2* = 2aN/(N — 2). Além disso, suponha que
V e CY(RM,R) € tal que

(e —1)N +2
a

z-VV(z)+ V(z) > 0 para quase todo x € RY. (9)

Se u € C*(RY) ¢ uma solugdo cldssica para (@ satisfazendo
/ [ (W) Vul* + (|2 - VV ()] + |V (2)]) u® + |u]] da < oo,
RN
entao u = 0.

Observamos que sob a condi¢ao , o numero a2* se comporta como o expoente
critico para esta classe de equagdes. Em [21], os autores justificam que a2* é o
expoente critico para uma equagao, que ¢ obtida de por meio de uma mudanca
de variavel. Além disso, eles provam a nao-existéncia de solugao positiva para este
problema semilinear. Enfatizamos que nossa abordagem é mais geral e obtemos a nao-
existéncia de solucao diferente de zero para a equagao original, adaptando ideias de [54]

para uma classe de Equagoes de Schrodinger Quaselineares, em que ¢g2(s) = 1 + 2s%.

Ainda neste capitulo, tratamos o caso de existéncia de solugao para uma equagao
do tipo (/1)) em que V(x) pode mudar de sinal e a ndo-linearidade p(x, s) pode apresentar
descontinuidades bem como crescimento critico. Mais especificamente, estudamos a

equacao
—div(g*(u)Vu) + g(v)g (v)|Vul|® + V(z)u = f(z,u) + h(z)g(u) em RY ~ (10)

em que N >3, h € L*N/WF2(RN) h +£ 0, g satisfaz (go) — (¢g2) e o potencial V satisfaz

a seguinte hipotese:
1
(Vo) VeLz(RY)e SIV7lly <1, onde

Jen [Vul*dz

S = inf T )T

u€D1:2(RN);u#0 (fRN |U

Este tipo de condigao no potencial foi imposta, por exemplo, em [I2]. Quanto a nao-

linearidade f(z, s) consideramos as seguintes hipoteses:
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(fo) para cada u : RN — R mensurével, a funcio de Nemytskii N ¢ RY — R dada

por Ny(z) = f(z,u(x)) é mensuravel;

f(x,s)
g(s)

(f2) existe C > 0,2a<r <a2*ekce L= (RM) tal que

(f1) para cada x € RY, o quociente é nao-decrescente em s;

|f(z,8)] < k(z)|s|""" 4+ C|s]** 7!, para todo (z,s) € RV x R.

Note que (f) juntamente com o Teorema [0.0.2] permite que o nosso problema tenha

crescimento critico.
O resultado de existéncia desse capitulo é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Suponha que (Vp), (g0) — (g2) e (fo) — (f2) sao satisfeitas. Além disso,
supondo que o < 2 e h € L2N/WHD(RN) | existe & > 0 tal que se ||h|lan/vi2)y < 6o

entdao a equagao (L0 possui pelo menos uma solugao fraca.

O estudo da equacao estd intimamente relacionado com as equacoes nao-
homogéneas de Schrodinger nao-lineares. Quando ¢(s) = 1, torna-se a equagao
semilinear

—Au+V(z)u= f(z,u) +h(r) em RY, (11)

que foi estudada por muitos pesquisadores (veja, por exemplo, [2, [I 11, 12, [75]).
Geralmente, para obter a existéncia de solugoes, os autores exigem uma restricao a
norma do termo ndo homogéneo h(x) e, portanto, a equagao é considerada uma
perturbagao do problema —Au + V(x)u = f(z,u), x € RY. Na equagao mais geral
(10), o termo de perturbacéo pode ser visto como sendo h(x)g(u).

Para provar o Teorema vamos usar um teorema de ponto fixo (ver
Lema em Espacos de Banach ordenados. A escolha do método estda muito
relacionada ao comportamento de V'(z) e f(x, s) que podem mudar de sinal e apresentar
descontinuidades, respectivamente. Para aplicar este método, usamos uma mudancga de
variavel para reformular o problema, obtendo uma equacao semilinear que possui uma
definicao de solugao consistente com um espaco de Banach. Encontramos solu¢ao para
esta equagao semilinear através de um teorema de ponto fixo e, a partir desta solugao,

provamos o resultado de existéncia para (10). Vale observar que nao conhecemos



na literatura nenhum resultado de existéncia para o problema critico (10)) com tais

caracteristicas em V(x) e f(z,s).

O Capitulo[d trata o problema (1) em que N = 2 e o potencial V(z) assim como a
nao-linearidade f(x,s) sdo assintoticamente peridédicos no infinito. Além disso f(x, s)
pode apresentar crescimento critico exponencial. Mais especificamente, consideramos

a equagao
—div(g*(u)Vu) + g(u)g' (v)|Vu|* + V(z)u = f(z,u) em R (12)
Exigimos que o potencial V' seja assintoticamente peridédico no infinito, isto ¢, supomos
a seguinte hipotese:
(V) existe uma constante ag > 0 e uma fungao V5 € C(R?* R), 1-periodica em z;,
i =1,2, tal que Vo(x) — V(z) — 0 quando |z| — 400 e
Volx) > V(x) > ap >0 para todo z € R%
Em relagao a nao-linearidade f(z,s), precisamos que a mesma seja continua e possua
crescimento critico exponencial, ou seja, existe ¢ > 0 tal que

N 0, ara todo ¢ > g
lim f(z,s)e " = P ° (13)
sTrHeo +o00, para todo ¢ < ¢

uniformemente em z € R?. Semelhantemente aos trabalhos [24] 49, [64], esta definigao
de crescimento critico, que introduzimos aqui, s6 é possivel devido as propriedades da
fungao g. Tal crescimento é melhor do que o usual, quando o = 1. Além disso, f(z,s)

deve cumprir as condigoes
(f1) f(z,s) = o(s) quando s — 0T, uniformemente em z € R?;

(f2) existe uma fungao continua fy: R? x R — R, 1-periédica em x;, i = 1,2, tal que
f(z,s) > fo(x,s) e para todo € > 0, existe n > 0 tal que para s > 0 e |z| > n

vale

|f(z,s) — folz,s)| < ee™™",  paratodo (z,s) € R?x [0,400);

(f3) existe 6 > a > 0 tal que

0<20F (z,s) = 29/ f(z,t)dt < sfo(x,s), paratodo (x,s)€ R?x (0,+00);
0
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(f1) a fungao f(x,s)/s**~! & crescente para todo s > 0.

Para estudar a equagao (12]), além dos artigos especificos sobre Equagoes de
Schrodinger Quaselineares Generalizada, ja mencionados no inicio dessa Introducgao,
nos inspiramos em trabalhos como [5], onde os autores tratam equagoes nao-lineares
do tipo

—Au+V(z)u=p(xr,u) em R?

com V(x),p(z,s) sendo assintoticamente periddicos no infinito e p(z,s) podendo
apresentar crescimento critico exponencial, o que representa um caso particular do
problema (12)). Também nos artigos |7l 62] encontramos as mesmas condigoes sobre
potenciais e nao-linearidades. Porém em [7] temos a presenga de um termo nao-local
junto da fungao p e em [62] o problema é estudado na reta com o laplaciano fracionario.
Neste sentido, nosso trabalho é inédito, pois nao conhecemos nenhum resultado que

trate da equagao generalizada com tais condigoes sobre g, V e f(x, s).

O principal resultado deste capitulo é enunciado como segue:

Teorema 0.0.4 Suponha que as hipdteses (V'), (go)—(g2) € (f1)—(f1) sejam satisfeitas.
Além disso, assumimos a condi¢ao

(f5) existem X\ >0 e p > 20 tais que F(x,s) > As?, para todo (z,s) € R? x [0, +00)

com A > \,, onde

( p—2 )

P o 2 2
<p—2)p2 (47T(M1+ﬁ1)+HVHL1(Bﬁ)>2 2 [ 26 (3) S0

2 2 pr | 0 —a 27 ’

Ay 1= max

47T(M1 + 51) + Ml”VHLl(B\/g)

\ 27 J

e as constantes My e 51 > 0 sao dadas na estimativa (@ Entao o problema (@ POSSUL

uma solucao nao-negativa.

Para provar o Teorema [0.0.4] usamos métodos variacionais. Porém, precisamos de
uma mudangca de variavel para reformular o problema, obtendo uma equagao semilinear
que tem um funcional associado bem definido e Gateaux-diferenciavel em H*(R?). Este
funcional satisfaz as hipoteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha sem

condigao PS (Teorema [2.1.5). Obtemos o nosso resultado de existéncia, trabalhando
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com uma sequéncia transladada (obtida a partir de uma sequéncia de Cerami), com
convergéncias decorrentes das periodicidades assintoticas e aplicando uma outra versao
do Teorema do Passo da Montanha (Teorema [2.1.6)). Neste processo vale ressaltar um
fato fundamental: a obtencao de uma estimativa do nivel do passo da montanha a partir
de (fs), nos permite aplicar uma versao da desigualdade de Trundiger-Moser em R?
que nos ajuda a obter um resultado do tipo Lions, donde é possivel definir a sequéncia
transladada citada anteriormente. A desigualdade de Trundiger-Moser também é de
grande importancia pois, juntamente com a mudanca de varidvel, motivam a nogao de

criticalidade que introduzimos em (13).

No Capitulo 3, consideramos o problema ((1)) em R? com p(z, s) sendo singular na

origem. Mais precisamente, estudamos a equagao

—div(g*(u) V) + g(u)g ()| Vul + V(e = "2 em R, (14)

onde a € (0,2), V : R? - R ¢ uma fungao continua apenas limitada por baixo longe
da origem e f : R — R possui crescimento critico exponencial. Vamos supor a seguinte

condicao sobre V:
(V) existe uma constante Vy > 0 tal que V(z) >V > 0 para todo x € R?.

Com respeito a fungao f(s), pedimos que a mesma seja continua e que tenha

crescimento critico exponencial, isto €, existe 5 > 0 tal que

o 0, ara todo ¢ >
lim f(s)e™™ = P o (15)
oo +00, para todo ¢ < ¢

Além disso, f(s) deve satisfazer as seguintes hipoteses:
(f1) f(s) =o(s) quando s — 0%;
(f2) existe 6 > o > 0 tal que

0<20F(s) = 29/ f(t)dt < sf(s), paratodo s> 0.
0

Mais uma vez, o que nos motivou ao estudo da equagao ([14]) foram, tanto os

artigos ja citados sobre equacoes generalizadas, quanto problemas do tipo
—Au+V(z)u — yAW)u>*u = p(z,u) em R?
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onde v > 1/2. Por exemplo, em [63] foi considerado um caso singular ndo-homogéneo

em que v = 1 e p(z,u) = [ h(z). Ja em [64] encontramos a propria equagao

||

acima com p(x,u) = {I(TZ) Em ambos os casos foram obtidas existéncia de solucoes
via teoremas do tipo mini-max com f apresentando crescimento critico exponencial.
Quanto ao potencial V(x), em [64], 63], além de (V'), os autores consideraram uma
hipétese adicional para obterem uma imersao compacta. A auséncia de hipoteses
adicionais em V() para obter compacidade tornam o nosso trabalho mais geral. A

escolha de (V') foi baseada em [73|, onde encontramos uma imersdo compacta de um

espago de Sobolev em espagos de Lebesgue com peso.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 0.0.5 Suponha que as hipdteses (V'), (go)—(g2) € (f1)—(f2) sejam satisfeitas.

Além disso, assumimos as condi¢oes

(f3) existem constantes so, My > 0 tal que

F(s) < Myf(s), para todo s> so;

(f1) existe & > 0 tal que
lim inf sf(s)e_cosm > & > 0.

S$—+00

Entao,o problema tem uma solucao positiva.

Assim como no Capitulo 2, para provar o Teorema [0.0.5] usamos novamente uma
mudanga de varidvel para reformular o problema, obtendo uma equacao semilinear que
tem um funcional associado bem definido e Gateaux-diferenciavel em um subespaco X
de H'(R?). Mais uma vez, precisamos de uma versao da desigualdade de Trudinger-
Moser em R? devido a [27], fundamental ao longo de todo o capitulo. Ela afirma o

u2_1

seguinte: se u € H'(R?) entdo, para todo ¢ > 0, a integral [, e]m—wdx ¢ finita. Em
seguida utilizamos o Teorema do Passo da Montanha sem condi¢ao PS para obter uma
sequéncia de Cerami, a qual mostramos ser limitada. Por fim, os resultados de imersao
compacta de X em espacos de Lebesgue com peso nos ajudam a obter uma solugao
fraca para o problema modificado e, portanto uma solucao para . A condigao (f)

juntamente com sequéncias de Moser, nos fornecem uma estimativa do nivel do passo

da montanha, imprescindivel para concluirmos que nossa solucao é nao-nula.
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Finalmente, no Capitulo [/} lidamos com o problema de existéncia e concentragao

de solugoes para a seguinte classe de problemas no plano envolvendo crescimento critico:

—div(e?¢*(u)Vu) + eg(u)g (u)|Vul* + V(2)u = Q(z) f(u) em R? (16)

em que £ é um parametro positivo pequeno, f : R — R é uma funcao continua e
V,Q : R? — R sao funcoes continuas e limitadas.

Nao encontramos na literatura muitos trabalhos explorando fenoémenos de
concentracao para a classe de equagoes . Até o momento, temos conhecimento de
artigos que exploram essa temaética apenas em RY, com N > 3. Por exemplo, em [42]
os autores empregaram métodos variacionais para provar a existéncia de uma solucao
de energia minima positiva u. quando € > 0 é suficientemente pequeno, mostrando
que estas solugdes concentram-se em pontos de maximos globais de V(x) & medida
que ¢ vai para 0, o que é uma ideia j4 bem concebida quando g(s) = 1 (equagao
semilinear) ou ¢*(s) = 1 + 2s* (equagao quaselinear). Muito recentemente (ainda
com N > 3), em [37], verificamos uma abordagem sobre concentracao de solugoes
para com nao-linearidade subcritica e funcoes V e () limitadas por baixo e por
cima, respectivamente. Usando uma mudanca de variavel, eles obtiveram existéncia e
o comportamento de concentracao das solugoes de energia minima estabelecendo ainda

um fendmeno de decaimento exponencial.

Neste capitulo, quanto as fung¢oes V' (z) e Q(x), precisamos introduzir as seguintes

notagoes:
Komin = mi%r% V(z) >0, V={zeR% V()= fmn}
re
Kmax = sup V(x), Koo = liminf V(z) < oo,
zER2 |z|—o00
Vmax = IAX Q(z), Q= {r € R* Q() = Vmax ),
BAS

Vimin = Inf Q(z) >0, vy =limsup Q(z) < co.
z€R? |z| =00
Vamos supor que os potenciais V' e () satisfacam as seguintes condigoes:

(VQ1) Viaz > Veo € existe R > 0, z* € O tal que

V(z*) < V(x) paratodo |z|> R

ou
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(VQ3) Kmin < Kso € existe R >0, x, € Y tal que

Q(z.) > Q(x) para todo |z| > R.

Se (V@) vale, podemos assumir V' (z*) = min V' (z) e denotamos
z€Q

Ag={r€Q; V(z)=V(@")}U{z ¢ O V(z) < V(z")},

enquanto que, se (V' ()2) vale, podemos assumir ¢(z,) = max Q(z) e denotamos
eV

Av ={z €V; Q) = Q(z.)} U{zx ¢ V; Q(z) > Q(.)}.

A nao-linearidade f possui crescimento critico exponencial do tipo (15]) e satisfaz as

seguintes hipoteses:
(f1) f(s) =o(s) quando s — 0*;
(f2) existe 6 > a > 0 tal que

0 < 20F(s) =20 /S f(t)dt < sf(s), paratodo s € (0,+00);
0

(f3) existe A > 0 e p > 20 tal que F(s) > \sP, para todo s € [0,+00) com A > ),

onde

p—2 p 2 15
~ p—2 2 47’r(M1+ﬁ1)+M1I§max‘B\/g| 2 2 0 (%) SO 2
>\ = max p 2 PTVmin )
* 7
47T(M1+,81)+M15max|B\/g|

2TV min

e My, 51 > 0 sdo constantes dadas na estimativa (4.2));
(f1) #;Q(S) ¢ nao-decrescente em (—o0,0) e (0,00), onde G(s) = [ g(t)dt.

O estudo de existéncia e fendomenos de concentracao para a classe de problemas

(16)) possui uma relagao estreita com equagoes de Schrédinger nao-lineares do tipo
—*Au+V(z)u=Q(z)f(u) em R?

onde V (z), Q(x) satisfazem as mesmas condigoes ja citadas acima e f(s) também possui
crescimento critico exponencial, conforme podemos verificar em [65], onde os autores

impuseram ainda que f(s) seja de classe C'. Como este caso corresponde & equagao
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quando g(s) = 1 e nossa fun¢ao f(s) ¢ apenas continua, nesse sentido, o nosso
trabalho é mais geral do que [65]. Além disso, a presenga do termo &2g(u)g’(u)|Vul|?
em impoe uma dificuldade a mais em nosso método. Vale mencionar ainda os
artigos |7, [70] que tratam a mesma equagdo com ¢(s) = 1, mas do tipo Choquard, ou
seja, a nao-linearidade ¢ da forma &2 ﬁ * (Q(x)F(u))] Q(x)f(u) onde 0 < p < 2,
f(s) possui crescimento critico exponencial e F'(s) é a primitiva de f(s). Os resultados

de existéncia e concentracao obtidos em [7, [65 [70] sdo basicamente os mesmos que

também faremos aqui.

Os principais teoremas deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 0.0.6 Suponha que as hipdteses (VQ1), (g0) — (g2) e (fi) — (f1) sejam
satisfeitas. Entao, para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, o problema @ tem

~ L. . .. 2.4 2 .
pelo menos uma solugdo positiva de energia minima u. € C,).(R*) com as sequintes

propriedades:

(i) Erziste um ponto de mdzimo x. € R* de u. tal que

lim dist(z., Ay) = 0;
e—0

(ii) Exitem constantes positivas c; e ¢y tal que para todo x € R?

%2|:L‘—x5\ .

U () < cre” ;

(iii) Definindo u.(z) := u.(ex + x.), temos x. — yo € U. converge em H'(R?) para

uma solucao de energia minima u de
—div(g*(u)Vu) + g(u)g'(u)|[Vul* + V(yo)u = Q(yo) f(u) em R”.

Em particular, se VN O #£ 0, entio lirr(l)dist(xe,ﬁ N @) = 0 e, a menos de
e—

subsequéncia, u. converge em H'(R?) para uma solugdo de energia minima u de

—div(g*(u)Vu) + g(u)g' (v)|Vul|® + Kmintt = Vimax f (1) em R2

Teorema 0.0.7 Suponha que (VQ2), (90) — (g1) € (f1) — (f4) valem. Entao, todas as

afirmacoes anteriores permanecem verdadeiras com Ay sendo substituido por Ag.

Assim como nos dois capitulos anteriores, para provar os Teoremas e
0.0.7] usamos novamente uma mudanca de variavel para reformular o problema,

obtendo uma equacao semilinear. Em seguida fazemos o mesmo em relacao a outros
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problemas auxiliares. Todos os funcionais associados as equagoes semilineares que
surgem, satisfazem a geometria do passo da montanha com seus niveis apresentando
caracterizagoes interessantes em termos de variedades de Nehari. Um argumento
simples com sequéncias minimizantes, nos ajuda a encontrar solugao fraca para cada
e > 0. Com ajuda de estimativas entre os niveis do passo da montanha dos funcionais
associados aos problemas auxiliares, verificamos a existéncia de solucao nao-trivial
para quando € > 0 é pequeno. Mais ainda, estas mesmas estimativas entre os
niveis juntamente com uma estimativa em L* nos garantem todo o comportamento de

concentracao descrito no teorema [0.0.6]

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo & Introducao e de tornar os capitulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo, os resultados principais,

bem como as hipoteses sobre g, sobre as func¢oes potenciais e nao-linearidades.
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Capitulo 1

Existéncia e nao-existéncia de solucao

para problemas criticos em RN

Neste capitulo estudamos a existéncia e nao-existéncia de solugao para a seguinte

classe de equagoes de Schrodinger quaselineares generalizada:
—div(g*(u)Vu) + g(u)g' (w)|Vul* + V(z)u = f(z,u) + h(z)g(u) em RY, (1.1)

onde N >3, g : R — R, é uma funcao de classe C', V : RY — R & um potencial
que pode mudar de sinal, f : RN x R — R ¢ uma funcdo mensuravel, que pode ter

crescimento critico e h € L2N/W+2(RN) h £ 0.

Inicialmente, pretendemos provar uma identidade de Pohozaev para a equacgao
—div(g*(v)Vu) + g(u)g' (v)|Vu|* + V(2)u = p(u) em RY (1.2)

e, como consequéncia desta identidade, exibir o expoente critico para este tipo
de equag@o. Sob condigbes adicionais em g(s) e V(z), obtemos um resultado de
inexisténcia e ao mesmo tempo exibimos o expoente critico para esta equagao. Este fato
serd importante quando quisermos impor crescimento critico para nao linearidades mais
gerais, como veremos nas hipoteses de nosso resultado de existéncia, que sera estudado
logo em seguida.

Sob condigoes apropriadas no potencial V' (x) e na nao-linearidade p(u), temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.0.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha que u € C?*(RY) é uma
solugao cldssica para o problema com g € C*R), V € CYRY R) e p € C(R).
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Mais ainda, suponha que
/ [ (W) Vul* + (|z - VV(@)| + [V (2)]) u® + | P(u)]] do < oo, (1.3)
RN

onde P(s) = [ p(T)dr. Entao, u satisfaz a identidade

N -2

5 /RN g (u)|Vul*dz + g V(z)udz + % /RN [z - VV ()] u’da »

=N P(u)dz.

RN

RN

Para a prova dessa identidade, adaptamos alguns argumentos contidos em [54].
Como consequéncia do Teorema [I.0.1], obtemos o seguinte resultado de nao-existéncia:
Teorema 1.0.2 Suponha que g € CY(R) satisfaz, para algum o > 1, a condigdo

(a —1)g*(s) — g(s)g'(s)s > 0, para todo s € R (1.5)
e seja p(s) = [s|77%s com ¢ > a2* = 2aN/(N — 2). Além disso, suponha que
Ve CHRYN,R) € tal que

—1)N +2
Lla-DN+2

z-VV(x) -

V(x) > 0 para quase todo x € RY. (1.6)
Se u € C*(RY) € uma solugdo cldssica para satisfazendo

/RN [GP@)IVul + (|2 - YV ()] + [V(@)]) u? + [ul] dz < oo,
entao u = 0.

Observacao 1.0.3 Quando a funcao g(s) € constante e o« = 1 os Teoremas m
e [1.0.9 correspondem exatamente as equagdes semilineares, caso este jd bastante

explorado na literatura.

Como ja foi observado na Introducao, sob a condigao , o0 numero a2* é o
expoente critico para a classe de equagoes . Aqui nossa abordagem é mais geral,
se comparada a [21]. De fato, trabalhando diretamente com obtemos o resultado
de nao-existéncia enquanto que em [2I] os autores fazem o mesmo s6 que com uma

equagao semilinear que provém de ([1.2)).

Agora, a fim de obter existéncia de solucao para , vamos usar um teorema
de ponto fixo (ver Lema [I.1.3). A escolha do método estd muito relacionada ao
comportamento de V(z) e f(x,s). Aqui, o potencial V(x) pode mudar de sinal e
o termo nao linear f(x,s) pode ser descontinuo. Além disso, a nao-linearidade f(x, s)
pode apresentar crescimento critico.

Vamos assumir as seguintes condigoes sobre a fun¢ao g:
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(90) g € CY(R,R,) ¢é par, ¢’(s) > 0 para todo s > 0 e g(0) = 1;
(g1) existe o > 1 tal que (o — 1)g(s) > ¢'(s)s para todo s > 0;

(g2) lim 9(s)

s—+oo ga—1 o

£ > 0.

Hipoteses deste tipo também foram consideradas, por exemplo, em [I8, 21].

Enfatizamos que (go) — (g2) s@o satisfeitos pelas fungoes
a) g(s)=1(a=1ef=1)
b) g(s) = (1+25) (a =2 e = VI,
¢) g(s) = (1+27%(s)P )2 (a =27y e B = V2y),

que, quando substituidas na equagao (1.1]) respectivamente, nos fornecem as equagoes
—~Au+V(z)u= f(r,u) +h(r) em RY,

—Au+V(z)u — Aw)u = f(x,u) +h(z)g(u) em RN

—Au+ V(2)u — AW ) 2u = f(z,u) + h(z)g(u) em RY.

Para introduzirmos as hipdteses sobre o nosso potencial V', vamos relembrar
alguns fatos e defini¢oes a respeito dos espagos de fungoes que utilizamos. Seja Cg°(RY)
o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto e DV2(RY) o
fecho de C5°(RY) com respeito a norma |Ju|| := ([ |Vu[*dz)"/?. Mais ainda, sabemos
que

* a
DY2(RY) = {u e LY (RY) : a—“ € L2(RN)}
X
e a imersao DVY2(RY) < L2 (RY) ¢ continua. Seja S > 0 a melhor constante dessa
imersao, isto é,
Jen [Vul*dz

S = )
w0128 )50 (f [0 A2/

Inspirados em [I2], assumimos a seguinte hipotese sobre V:

1
(Vo) Ve L>®RY) e SlVolly <1
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A existéncia de solugoes para a equacao foi discutida sob varias condi¢oes no
potencial e na nao-linearidade (ver, por exemplo, [21], 22] 29, 57, 59, 60] e referéncias
neles contidos). Vale a pena notar que nestes trabalhos diferentes hipoteses sdo
assumidas sobre V' (z) a fim de superar o problema da “falta de compacidade”, tipico
para problemas elipticos em dominios ilimitados. Mais precisamente, geralmente é
assumido que o potencial é continuo, limitado por baixo por uma constante positiva
e satisfaz algum tipo de condigao no infinito como, por exemplo, coercividade ou
1/V € LYRY), entre outras. Aqui, inspirados em [I2], concentramos nosso esforcos
para tratar o caso em que V' pode mudar de sinal sem exigir qualquer condicao adicional
a fim de obter compacidade. Até onde sabemos, nao hd nenhum artigo tratando de
Equagoes de Schrondinger generalizadas como cujo potencial muda de sinal. Além
disso, nosso potencial pode apresentar singularidades proximas da origem. Fisicamente,
isso corresponde & colisdo da particula com o centro de forga. Veja por exemplo [51]

para mais detalhes.

Em relac¢do a nao-linearidade f(z,s) impomos as seguintes hipoteses:

(fo) para cada u : RY — R mensuravel, a fungdo de Nemytskii N; : RY — R dada

por Ny(x) = f(x,u(z)) é mensuravel;

(fi1) para cada x € RY, o quociente é nao-decrescente em s;

g9(s)

(f2) existe C > 0,2a<r <a2*eke L& (RM) tal que

|f(z,8)] < k(z)|s|""" 4+ C|s]** 7!, paratodo (z,s) € RY x R.

Observamos que a nossa nao-linearidade pode apresentar descontinuidades e possuir

crescimento critico. Problemas do tipo
—div(g*(u)Vu) + g(u)g' (w)|Vul* + V(2r)u = p(z,u) em RY,

com nao-linearidades critica foram estudados, por exemplo, em [21], 22] 34, 43}, [42]. Em
[21, 22] os autores estabelecem a existéncia de solugao positiva usando uma mudanga
de variaveis e métodos minimax juntamente com lemas de compacidade devido a P. L.
Lions. Em [42], existéncia, multiplicidade e concentragao de solugoes foram obtidas.

No entanto, nesses trabalhos, as nao linearidades sao continuas. Neste trabalho,
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consideramos uma classe mais geral de nao-linearidades f(x,u), ou seja, como visto

acima, tais funcoes podem apresentar descontinuidades.

Nesse contexto, dizemos que uma funcao v : RV — R é uma solucao fraca do
problema (|1.1)) se u € D"?(R") e para todo ¢ € C°(RY) vale
/ g*(u)VuVedz +/ g(u)g (u)|Vul|*pdx +/ V(x)updzr
RN RN RN
= f(z,u)pd +/ h(z)g(u)pde.
RN RN
(1.7)
Agora, enunciamos o nosso resultado de existéncia.
Teorema 1.0.4 Suponha que (Vy), (g0) — (g2) e (fo) — (f2) sao satisfeitas. Além disso,

supondo que o < 2 e h € L2N/W+D(RN) | existe & > 0 tal que se ||h|lan/(vi2) < 6o

entao a equagao (1.1) possui pelo menos uma solugao fraca.

Como ¢(0) = 1, se h # 0 entado a solu¢ao obtida no Teorema é diferente
de zero. Para a prova do teorema, adaptamos alguns argumentos em [12|. Porém,

em nosso caso, a situacao é mais delicada devido a presenga do termo quase-linear

—div(g*(u)Vu) + g(u)g'(u) Vul*.

Observacao 1.0.5 Primeiro, note que se (go) e (g1) sao satisfeitas entdo a condigdo
(1.5) € vdlida. Considerando f(x,s) = |s|°* =25, h=0 e V € C*(RN R) satisfazendo
(1.6)), entdao, pelo Teorema a equacao

—dinlg?(u) V) + g(w)g/(w)|Vul + V(a)u = [u** 2u

S|a2*728

nao possui solugao diferente de zero. Por outro lado, observando que f(x,s) = |
satisfaz (fo) — (f2) e supondo que (go) — (92) e (Vo) wvalem, entdo se perturbamos a
equagao acima com o termo h(x)g(u), de acordo com o Teorema produzimos uma

solucao nao-nula.

1.1 Resultados Preliminares

Nesta se¢ao, obtemos alguns resultados técnicos e estabelecemos a configuracao
apropriada para provar o Teorema |1.0.4] Na defini¢ao de solugao fraca para (L.1]) (ver
(1.7))), o primeiro problema que surge sao as integrais envolvendo a fungao g, que podem

nao ser bem definidas, dependendo de g, para fungoes u € DV3(RY). Para contornar
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essa dificuldade, seguimos a ideia utilizada em [57] (ver também [22]) e consideramos

a mudanca de variavel

Por (go) temos g(t) > 1 para todo ¢t € R. Logo, G ¢é estritament crescente e
portanto invertivel. Para facilitar a leitura, listamos aqui as principais propriedades

da fungao G que serao usadas ao longo de toda a tese.

Lema 1.1.1 Sob as condigoes (go) — (g2), temos as sequintes propriedades:
(1) G=1 € crescente; além disso, G e G~ sao fungdes impares;

(2) 0< G = < 1= - para todo t € R;

1
9(G=1(t)) 9(0)
(3) |G7H(#)| < |t| para todo t € R;

(4) G_Tl(t) — 1 quando t — 0;

(5) o0 < ot < GTNE) para todo t > 0 ¢ SO < G

todo t € R;
(6) |G7Ht)|> < 5ltl para todo t € R;

_ 1/a
(7) Se a>1 entao GtTlff) — <%> quando t — +00;

(8) Euxiste uma constante C' > 0 tal que

clel, <1
Clefe, [t =1

I

G ()] = {

(9) existem constantes positivas Cy e Cy tal que
it < CLIG7HE)| + Co|G7HE)|* para todo t € R;

(10) ()] <

PO para todo t € R;

1
B
(11) as fungoes g((éill((tz)) € [C;Eé(ﬂ]?;;l sao nao decrescentes para todo t € R.

(12) Se 1 < a <2 a fungao [G7(t)]? € convexa.
(13) Se 1 < a < 2 entao existem constantes Cy,Cqy > 0 tal que

g <C1 e gt) <Cy+ (B+1)|t|] paratodo t € R;
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Prova: O item (1) segue da monotonicidade de G e do fato de g ser par. Para provar
(2), basta derivar a igualdade G(G~1(t)) = t. Para o item (3), usamos o Teorema do
Valor Médio e (2) para concluir que |G1(t)| = |G71(t) — G71(0)] = [GTH O] |¢| < |¢]
para algum & entre 0 e t. Logo este item esté provado. O item (4) é consequéncia da
regra de L’Hopital.

Para mostrar (5), considere oi(t) := at — g(G7'(t)G7(t) e oa(t) =
g(GH(H)G1(t) — . Temos 01(0) = 2(0) = 0 ¢ por (go) — (1)
g (G 1)G(t) gGEIME®

9(G=1(1)) g(G=H(t)

Entao, o1(t) > 0, 02(t) > 0 para todo t > 0 e a primeira parte esta concluida. Para a

oty =a—1- >0 and o4(t) =

segunda parte, basta observar que G~1(¢)t > 0 para todo t € R.

Em seguida, de (go) — (g2) deduzimos que g(s) > f|s|*”! para todo s € R e
tomando s = G~!(t) obtemos (6).

Agora, vamos verificar o item (7). Pelo limite em (g2), dado ¢ > 0 existe R > 0
tal que g(s) < 1+ B.s*7! para s > R, onde . = 8 + . Fixamos t, > 0 tal que
t >ty > R. Usando (6) e (go), vem

! 1 ! 1
Gil(t) — G71<t0) = / _—dS > / ds
to g(G 1<5)) to g (<%> 1/a Sl/a)
. (1.8)
1
> / = ds.
1+ 8. (%) © st
Dado z > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¥ € (0,1) tal que
1 1 1 S 1 -0
—— == —— para z .
1+2z =2 (z4+0)2 = 22 P
Tomando z = . (%) - SQT_I, de (|1.8) obtemos
t 1 t 1
GHt) — G (ty) > / = ds — / e ds,
to B& <%> o SQT71 to 552 (%> a 82(0;—1)
quando t > tg.
Se a > 2, calculando as duas ultimas integrais chegamos a
_ _ (6% o a (0 2—a 2-a
G ) = G (o) = ——= (1" — 1) — (e —t")

5.(5) " -2 (5)
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e como . > [3, obtemos

G 2 G () = — ety (ty” — )+t
g(5) " Bla-2(s) " g (2) ©
> G (tg) — ——— ) — Ry
5 (2) 2a-2)(3) " A(3) "
> Gfl(t(]) _ a _ é/a _ o th;_Ta thl/a
8(5) " Bla-2(5)” g (2)
Por (6), temos G~ (tg) — = L/ < 0. Logo, existe uma constante positiva C; tal
que 5(%
Gl (t) > —Cy + ———— 1/,
B (%) "
onde C; = =G !(ty) + e > a;ltO?Ta > 0. Dali,
T
Gt .G N a
e = l/a (g>“a“
c\B
ou seja,
lim inf G () > a

totoo /e — o D‘771
Be <E>

Como . — 8 quando ¢ ~ 0", concluimos que

-1 1/«
liminfG (*) > @ — = i
t—too  tl/e o e

55 (B)

Usando novamente (6), temos
G'(t) _ [a\""
lims <= .
1tri1+;10p the —\pB

Portanto, obtemos o limite desejado para o caso a > 2.

Se a = 2, novamente calculando as mesmas integrais. Dessa vez, para todo t > to+1 >

R+ 1, temos que existe uma constante positiva C satisfazendo

- _ 2 1 ‘1
e R gy
2

0
> —Cilogt +
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Como f. — 8 quando € ~ 0, concluimos que
Gl(¢ 2\ /2

lim inf (*) > | =

t—foo  t1/2 B

Usando novamente (6) obtemos o limite desejado para a = 2.

Para 1 < a < 2 temos a estimativa

1/a 2—a
-1 «@ 1/a o o 2—a v 1/a
G (t)z-(;) to _—52/a(2—a)ta +—a Q;It/
65 (E)

e, novamente, trabalhando com limite inferior, obtemos o resultado.

A propriedade (8) segue diretamente de (7) (também é consequéncia direta de
(90) — (g1)) e (9) imediatamente de (8). Integrando o item (6) por substitui¢ao, segue
o item (10).

Agora, derivando o quociente G~'(¢)/g(G~*(t)) e usando (g;) obtemos
i( G~(¢) ) _ <1_ G_l(t)g’(G_l(t))) 1 - 2 —« >0
dt \ g(G=(t)) 9(G=1(1)) g (G7H) — g*(GTH)
0 que prova a primeira parte do item (11). A segunda parte é analoga. Desde que

LG )]* = 2G71(t)/g(G71(t)), pelo item (11), seque que [G7'(t)]* é convexa, ou

seja, temos justificado o item (12).

Finalmente pela condic¢do (g1), para t > 0 temos

g0 < (-2 L

e usando (gz) concluimos que ¢'(t) é limitada para ¢t € [0, +00). Como ¢’ é impar, existe
C1 > 0 tal que |¢/(t)| < C} para todo t € R. Novamente por (gz), existe t; > 1 tal que,
para todo [t| > t;, temos g(t) < (B4 1)[t|*F < (8 + 1)|t]. Sendo Cy = maxy <, g(t),

a prova do item (8) esté completa. n

Fazendo uso da mudanca da variavel v = G(u), um célculo simples mostra que

podemos transformar a equacao (|1.1)) na seguinte equagao semilinear nao homogénea:
G ) _ fla,GT'(v)

9(G7(v))  g(G'(v))

Uma fungao v : RY — R ¢ uma solugao fraca de se v € DV2(RN) e

¢l [ G o
o VoVwdet | VTGt T L ey G iim

—Av + V(z) +h(r) em RY. (1.9)

para todo w € DY?(RY). O proximo lema relaciona solugoes fracas de (1.9) com

solucoes fracas de (1.1]).
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Lema 1.1.2 Se v € DY2(RY) ¢ uma solugio fraca de (1.9), entdo u = G~1(v) € uma
solugao fraca para (1.1)).

Prova: Inicialmente, desde que Vu = MVU e g(t) > 1 para todo t € R temos
u € DM?(RY). Mais ainda, para cada ¢ € C°(RY), a fungio w := g(G~*(v))y pertence
a DY2(RY). Com efeito, temos

_—))Vv + g(G™(v)) V.

9(G=1(v))
Sendo K = supp(y) e usando a propriedade (13) do Lema obtemos

Vw =

2 29 (G7H(v)))? vl2de 2 24
/RN |IVw|“dx < 2/K|g0| —[g(Gfl(fU)]? |Vou|*d +4CQ/K|V<p| d

4B+ 1) / AV da
K

<2020l / Voldr +4C3 / VolPde

+4(8 + 1IVRlZIKP N [[o]l3. < 0o

e a afirmacdo estd provada. Agora, tomando w = g(G™(v))p = g(u)p em ((1.10)), segue
que ¢ satisfeita para todo ¢ € Cg°(RY) e, portanto u = G~!(v) é uma solugao
fraca para ([2.1]). [

De acordo com este lema, para obter solugoes fracas de , é suficiente procurar

por solugdes fracas de (|1.9)).

Para finalizar esta secao, lembramos alguns conceitos bésicos e notacgoes sobre
espacos de Banach ordenados bem como enunciamos um teorema de ponto fixo que é
a ferramenta principal para obtermos nossos resultados de existéncia de solugoes. Seja
X um espago de Banach real. Um subconjunto nao vazio X, # {0} de X é dito um

cone ordenado se vale o seguinte:

(1) X, é fechado e convexo;

(17) seuw € Xy eT >0, entdo Tu € Xy;
(1ii) seu € X1 e —u € X, entdo u = 0.

Observamos que um cone ordenado X, induz de maneira natural uma ordem

parcial em X do seguinte modo: = < y se, e somente se y —x € X, e (X, <) é chamado
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de espago de Banach ordenado. Além disso, se inf{x,y} e sup{z,y} existem para todo
x,y € X com respeito a < entao dizemos que (X, || -]|) € uma cadeia. Se ||z%|| < ||z||
para todo x € X, com z* :=sup{0,z} e x~ := —inf{0, 2} entao (X,||-||) é dito uma
semicadeta de Banach.

Exemplos especiais de semicadeias de Banach sdo os espagos LI(RY), WL4(RY)
e DV?(RY) quando consideramos a ordem parcial natural u < v se, e somente se u < v
quase sempre em ).

Seja (X, =X) e ()? , <1) espagos de Banach ordenados. Dizemos que um operador
G : X —s X & crescente se, e somente se para todo x,y € X, z < y implica Gx < Gy.

Um subconjunto B de X ¢é dito ter a propriedade do ponto fixo se todo operador
crescente S : B — B possui um ponto fixo.

Finalmente apresentamos uma versao de um resultado de ponto fixo devido a S.
Carl e S. Heikkila (ver o Corolario 2.2 em [12]) que é fundamental para chegarmos aos

resultados de existéncia de solugao para os nossos problemas.

Lema 1.1.3 Seja X uma semicadeia de Banach que € reflexivo. Entao qualquer bola

fechada de X tem a propriedade do ponto fizo.

Para obter mais detalhes sobre defini¢oes e resultados sobre espacos de Banach

ordenados, o leitor pode consultar [12] e suas referéncias.

1.2 Identidade de Pohozaev e um resultado de nao-
existéncia

Nesta secao, vamos provar os Teoremas e [1.0.2] Para isto, primeiro nos

deduzimos uma identidade Pohozaev e em decorréncia desta, como mencionado na

introducao, justificamos que o expoente critico para esta classe de equagoes é a2*.

Aqui, 0Bp denota a fronteira da bola aberta Bgr = Br(0) centrada na origem e de raio

R > 0. Precisamos do seguinte lema:

Lema 1.2.1 Se F € C(RY) N LY(RY) entio existe uma sequéncia (R,) C R,
R, — 400 tal que

Rn/ |F(o)|de — 0 quando n — oo. (1.11)
0B,
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Prova: Veja Lema 2.1 em [54]. u
Prova do Teorema [1.0.1; Desde que div(¢?(u)Vu) = ¢*(u)Au + 2g(u)g (u)|Vul?
podemos reescrever (|1.2)) como

—g*(u)Au — g(u)g'(w)|Vul® + V(z)u = p(u). (1.12)
Logo, se u é uma solugao para entao
(z - Vu) [=¢*(W)Au — g(u)g'(w)|Vul> + V(z)u] = (- Vu)p(u) em RYM. (1.13)

Um céalculo simples mostra que

(x - Vu)Au = div ((a: -Vu)Vu — @l‘) + ¥|VU|2. (1.14)
e w (L 2z ) — E r)u? — 1u2 T - T
(x - Vu)V(z)u = div (éV(ac)u x) 5 V(z) 5 (x-VV(z)) (L15)

(x - Vu)p(u) = div[zP(u)] — NP(u).
Entao, temos

[Vul?
2

x)] = 2g(u)g (u)Vu - ((x V)V — ’v“|2x)

div [QQ(U) ((3: - Vu)Vu — 5

+ ¢*(u)div ((x - Vu)Vu — @Q :

Por esta igualdade e por (|1.14)), segue que

(2 - Vu) [g2(w) A+ g(u)g'(u) | Tul’] = div [92(“) <(I Vv |W|2m> } (1.16)

2
N —2
22 w) VP

Usando as equagoes (1.13)), (1.15)), (1.16]) e aplicando o teorema da Divergéncia na bola

Bpg, encontramos

- /%R ¢ (u) [(:p-vu)vu— |V“|2:c]
_ /BBR P(u)(z - v)do

Sl /B ()| VP + / (NV(@) + (x- VV(2)]u*de = N [ P(u)dz,

2 Br Br
(1.17)

-vdo + 1/ V(z)u?(z - v)do
2 JoBg
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onde do ¢ a medida (N — 1)-dimensional 0Bpg e v(x) = z/R para x € 0Bg. Usando a
hipotese (1.3)) e o Lema existe uma sequéncia (R,) C R tal que R, — oo e

Rn/ [ (w)|Vul* + |V (2)|u® + | P(u)|] do — 0.
OB,
Desta convergéncia e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
2 _ [Vul? 2
g°(u) |(x - Vu)Vu x| -vdo — 0, V(z)u*(x-v)do — 0 and
aBRn 2 aBRn

/ P(u)(z - v)do — 0.
0B,

Por outro lado, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim g2(u)|Vu|2dx:/ g*(u)|Vul*dz,

7112210 ; [NV (z) + (z - VV(2))] u’dz = /]RN [NV (z) + (z - VV(2))]u?’dz and

lim P(u)dx:/ P(u)dz.

n—oo BRn
Portanto, tomando R = R,, em e fazendo n — oo, o resultado esta provado.
[ ]
Prova do Teorema : Suponha que u é uma soluc¢ao nao-nula de com
p(u) = |Ju|?"%u. Multiplicando (1.2)) por u/a e integrando em RY vem

+ [ + @t vupas + [

[0 RN

1
V(z)u*de = a/ |ul?dx (1.18)

]RN

Pela identidade de Pohozaev (|1.4)), obtemos

N 1 2"
()| Vudz+ —— “d —/ ' e = = “dz.
/RNg(u)| ul :E+N_2 RNV(x)u x—I—N_2 RN[x VV(x)u“dz . RN|u| x
(1.19)

Logo, por (L.18) e (L.19), segue que
1 2 / 2 1 N 2
—— [ la=1)g°(u) = g'(w)gwu]|Vul'de + | = — —— V(z)u dz
O JrN N —2 RN

(07

1 2dr = l_z q
N_2/RN[:C VV(x)u*dx = (a q>/RN |u|?dz.

Por esta igualdade e usando (1.5 — ([1.6)), deduzimos que
12 1 —1)N 42
(— - —) / lul?dz < ——/ {x -VV(z)+ u‘/(aﬁ)l w?dzr < 0,
RN 2 RN

a q «

que implica 1/a — 2*/q < 0, ou seja, ¢ < a2*. Isto conclui a prova do resultado. [ |
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1.3 Prova do Teorema [1.0.4]

Esta segao ¢ dedicada a prova do Teorema [1.0.4. Para fazer isto, precisamos
introduzir alguns operadores apropriados para aplicar o Lema [1.1.3. Inicialmente,

consideramos o operador L : DV(RY) — D~12(RY) definido por

G~'(v)
L(v),p) = Vdex+/ V+a:—dx—/ h(z)pdz,
(L), o) = | VoV I ey e
para v, p € DM2(RY),
onde D~12(RY) ¢ o espaco dual de DV2(RY) e sua norma sera denotada por || - |[|..

Claramente, para cada v € DY3(RY), L(v) ¢ um operador linear. Mais ainda, por (),

a desigualdade de Holder, o Lema (3) e as imersoes de Sobolev, deduzimos que

2*

[(L(v), )] < [lolll[l +/RN VE(@)lolleldz + [Ihllan vzl

1
< lollllel + 1VE liagallvlle- lelle + gz llellanoven el

1 1
< (ol + gV el + gz lbllwsa)) Dol
para todo p € DY?(RY). Entdo, L(v) € D~Y*(RY) para cada v € DV?(RY) e portanto
L ¢ bem definido.

Lema 1.3.1 Sob a hipdtese (Vy), L : DV2(RY) — D=L2(RYN) ¢ invertivel.

Prova: Devemos mostrar que para cada ¥ € D~12(RY) existe um tnico vy € D*?(RY)

tal que L(vg) = ¥, que é equivalente a

(L(v),¢) = | VwVedz+ [ V(z) G~ ()

R2 RN m@dx N /RN h(z)pdz = (¥, @),

(1.20)
para todo ¢ € DY2(RY). Para mostrar esse fato, introduzimos o funcional I :

D'2(RM) — R dado por

I(v) = % /R Vol + % /R V@G () - / h(x)odz — (T, v).

RN

Nao é dificil verificar que I é bem definido e diferenciavel com derivada dada por

G (v)
I'(v), @) = VvVgodx—l—/ V*x—gpdx—/ h(z)edz — (U, @
o= [ [ Vi (o — (0.2
para v, o € DV?(RY). Além disso,
1o, 1
I(v) 2 510I° = gz Illamy v loll = 1Ll
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que implica que I é coercivo. Pelo Lema [L.1.1}(9), segue que o funcional ®(v) :=
Jan VT (@)[G(v)]*dx é convexo e é facil ver que ® é fortemente continuo. Logo, ®
¢ fracamente semicontinuo inferiormente. Consequentemente, se v, — v em DV?(RY)

entao

1
liminf 7 (v,,) >hm 1nf—||vn||2 + hmlnf 5 / V(@) G (v,))de
RN

n—o0

+ lim inf (— /R ) h(x)vndx) 4 liminf (— (0, 0,)) > I(0),

n—oo n—oo

mostrando que I é fracamente semicontinuo inferiormente em D'Z(RY). Como

DY2(RY) ¢ um espaco de Hilbert, concluimos que existe vy € D?(RY) tal que

I(vg) = inf  I(v).

veEDL2(RN)

Uma vez que [ ¢é diferenciavel, temos I'(vg) = 0 e desde que I ¢ estritamente convexo,

o ponto fixo vy de I é tnico. Portanto, existe um tnico vy € DV?(RY) satisfazendo
(1.20]) e o lema esta provado. |

Neste ponto, consideramos outro operador T : D»?(RY) — D~12(R¥) dado por

(T(v),p) = /RN V_(x)g(cg—l(gg))godx - - %wdx v, € DY(RY).

E claro que para cada v € DV?(RY), T'(v) é um operador linear. O préximo resultado
mostra que 7" est4 bem definido e obtemos uma estimativa para a norma de 7'(v) para

v € DVA(RN).

Lema 1.3.2 Suppnha que (Vy), (g0) — (92), (fo) and (f2) sejam satisfeitas. Entao,

1 1 e
T < |= T~ = — az* 7_1
LTI e T T
C <a)2"1 -
+ > | 5 v 2
= (5) e
para v, € DY2(RY). Em particular,
a\a! C A
T(v Vol lloll + o= (—) k|l a2+ |jv _1+7(—> || ¥
1T (w)]]+ < || [ o] 55 3 1Nl _oz=_[lv]l= 55% \7 I

Prova: Usando a condigdo (f2), a desigualdade de Holder e o Lema [L.1.1}(5),(6),
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obtemos

(T(0), ¢}
) G-I () G (w)] 1
< / V- @lollel + / @) it lel +C / e

< IV gl ol + [ @S e

G—l v a—1 B (2
+0/RN¢|G ) ]l

2*

9G(v)
v slolel + X (“) @) olE |+C(a)2”/ .
- N v — vla D v
S ? s oy 2 3\ 3 . %)
1 a C a 2% —1
< v hgtolel+ 5 (2)7 I g bl 0o+ S (8) e
1 1 o -1 .
< SIV gl + 5oz (5)7 1 gee Bl el
C o 2*—1 .
e (5) W
provando a primeira estimativa. A segunda é imediata. -

Agora, para aplicar o Lema [I.1.3] consideramos a seguinte ordem parcial em

DY2(RM):
v1,v9 € DY?(RY), v) S vy & v; < vy quase sempre em RY. (1.21)

E claro que (DY?(RV),<) é um espaco de Banach ordenado e para todo u,v €
DY2(RY), existe sup{u,v} e inf{u,v} com respeito a ordem <. Mais ainda,
relembrando que v* = sup{v,0} e v~ = —inf{v,0}, por (L.2I)), v e v~ sdo a
parte positiva e negativa de v. Como |[Vov*| < |Vu| quase sempre em RY, vemos
que |JoE|| < [jv]|. Entao, (D»?(RY), <) é uma semicadeia de Banach que é reflexivo.

Observamos também que o espago dual D~12(RY), munido com a ordem
0y, 0y € DTHARY), &y < By & (D1, ) < (Py, ), para todo p € DY*(RY),

onde DY*(RN) = {v € DY2(RV);v > 0 quase sempre em RV} ¢ um espaco de Banach
ordenado.

Neste ponto, precisamos checar a monotonicidade dos operadores T e L1,

Lema 1.3.3 T : (DY} (RY), <) — (DY2(RY), <1) € um operador crescente.
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Prova: Sejam vy, vy € D1’2(]RN) tal que v < v9, isto é, v; < v, quase sempre em RY.

Pelo Lema [L.1.1}(7) e (1), obtemos

) Flw, G ()
T = [ Vgt [
LGN @G )
= Jo V@ @t S Tata Ty 9
para todo ¢ € DV*(RY) e isto prova que T'(v1) <1 T'(vs). |

Lema 1.3.4 O operador L' : (D712(RY), <) — (DY?(RY), ) € crescente.
Prova: Sejam ®;, P, € D™12(RY) tal que ®; <1 @, isto &,
(®1,0) < (@2, ), paratodo @€ DI*(RY).

Sendo v; = L™Y(®;) e vy = L~H(®y), para ¢ € DY*(RY) temos (L(v1), ) < (L(vy), 0)

e, portanto

V* (z) [ G l(va)  GH(w) } o

0 [ (Vo= VeVeda+ [ V@) |t - S

N

Agora, tomando ¢ = (v — v;)” = —min{vy — v;,0} € DY*(RY) e usando o Lema

1.1.1-(7) encontramos

0< w2 —v) |- [

{v2 <’U1}

(x G (va) — G (w) vy — vy )dx
v ){g«w(vz)) g(Gl(vo)] (02 1)

< —[l(v2 =) "I,

donde concluimos que (vy — v1)” = 0 e assim v; < vy quase sempre em RY isto ¢,

L7Y(®)) < L1 (Dy). -

Neste momento, definimos o operador S : DV?(RY) — DM2(RY) por S = L' oT
e nosso objetivo é mostrar que existe uma bola em D%?(RY) invariante por S. Vamos
usar a notagao

Bpi2[0, R] = {v € D"*[RY) : || < R}.

Lema 1.3.5 Sob as hipoteses do Teorema |1.0.4), existe Ry > 0 e o9 > 0 tal que se
Hh”QN/(N.’_Q) S (50 ent&o
S(BD1,2 [O,Ro]) C BD1,2[0,R0].
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Prova: Seja v € D¥(RY) e w = S(v) = L7(T(v)). Pelo Lema[l.1.1}(4), temos
-1

G Hw)w
L(w),w) = w2+/ V*x—dx—/ h(z)wdz
(Lw)w) = ol + [ V@)l [ )
1
> wll® = gz 1Allanyevez lw])
Entao,
1
1S@)II? = flw]® < (L(w), w) + gz lhllzviaven ]
1
< (T(v), S)) + gz 1llan v 1S (W)]]
1
< (I + gralhllioss ) 1S
Consequentemente, pelo Lema segue que
1 — r _ *_ 1
IS@I < IV Iy llvll + Calloll=™ + Calloll® ™ + izl Rllanyovea),
onde

1 a1 2% 1
Ci=—+ (g) ||| aze and Cy = LQ (2) .
BSM ﬁ a2¥—r ﬁ57 ﬁ

Assim, se R > 0 e ||v]| < R entao

||S(U)|| 1 _ r—2a *_ 1
T S EHV ||% —|—01R o+ CQR2 2 + m”h”gj\[/(]\u_g). (122)

Em seguida, escolhemos Ry > 0 suficientemente pequeno tal que

120 . 1= STHV7lx
CiRy* +CO,Ry 2 < 2

2
Considerando
SY2Ry(1 = S7HV|x)
50 = 2 >0
2
e tomando R = Ry em ([1.22)), deduzimos que se ||A|lon/(nvt2) < do entao % < 1.
Portanto, S(Bp12[0, Ry]) C Bpi12[0, Ry e a prova esta completa. u

Finalmente, vamos concluir a prova do Teorema Pela definigao do operador
S e usando os Lemas e[1.3.4] segue que S é crescente. Em vista do Lema [I.3.5]
Bpi2[0, Ry] ¢ invariante por S e de acordo com o Lema |1.1.3), Bp1.2[0, Ry] possui a
propriedade do ponto fizo. Portanto, existe v € Bpi.2[0, Ro] tal que S(v) = v. Desde
que S = L' o T temos

(L(v),w) = (T(v),w), paratodo w € D"*(RY)

e por (1.10) v é uma solugao fraca para o problema (1.9). Invocando o Lema |1.1.2]
u = G~'(v) é uma solugdo fraca para (1.1)) e o Teorema esta provado.
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Capitulo 2

Existéncia de solucao para um
problema critico assintoticamente

periddico no plano

Neste capitulo, estabelecemos a existéncia de solugao para o problema eliptico

generalizado

—div(g?(uw) V) + g(u)g ()| Vul? + V(2 = f(e,u),

(2.1)
v e HY(R?),u > 0 em R?

onde g : R — R é uma funcao de classe C', o potencial V : R? - Re f : R2xR — R
sao assintoticamente periddicas no infinito com f(z, s) podendo apresentar crescimento
critico exponencial.

A fim de obter existéncia de solucao positiva para , vamos usar métodos
variacionais. A escolha do método estd muito relacionada ao comportamento de V()
e f(x,s).

Motivados por trabalhos como [I§] e [2I], assumimos as seguintes hipoteses (ja

mencionadas na Introducdo) sobre a fungao g:
(90) g € CH(R,R,) é uma funcio par, ¢’(s) > 0 para todo s > 0 e g(0) = 1;

(91) (a—1)g(s) > ¢'(s)s para todo s > 0 e para alguma constante o > 1;

(g2) lim 9(s) = 03>0.

s—+oo go—1 o
Por (gs), dado € > 0 existem constantes positiva M. e 3. tais que g?(s) < M, + 3.5%*72,

para todo s € [0,+00). Em particular, para ¢ = 1 existe uma constante M; > 0 tal
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que

g*(s) < My + p15** 2, para todo s € [0, +00), (2.2)

onde 81 = (8 +1)? > 0.

Alguns exemplos tipicos de equagbes que se enquadram nas hipoteses acima sao

—Au+V(2)u — Aw?)u = f(zr,u) em R?

—Au+ V(2)u — AW )u®*u = f(z,u) em R?

que surgem quando substituimos g?(s) = 1+ 2s? e ¢g(s) = 1+ 29%(s*)*7! (v > 1/2)
em , respectivamente. Em R?, tais problemas j& foram exaustivamente estudados
por diversos autores sob os mais variados tipos de hipoteses sobre o potencial V' e a
nao-linearidade f (veja, por exemplo, [3, 6, 15, 25] 26, 31, B2, B3], [44], [47, 48] 52, 53,
50, 66, 67, 68, [71], [74]). Contudo, neste trabalho, consideramos hipoteses sobre V' e f
que ainda nao foram exploradas para estas classes de equagoes quaselineares. Vejamos

a seguir.

Neste capitulo supomos que o potencial V' é assintoticamente periddico no infinito,

isto é, assumimos a condigao

(V) existe uma constante ag > 0 e uma fungao V5 € C(R?* R), 1-periodica em z;,

i=1,2, tal que Vy(z) — V(z) = 0 quando |x| — +oo e

Volx) > V(x) > ap > 0 para todo z € R%

Esta classe de fungdes potenciais foi abordada, por exemplo, nos trabalhos [5, [62] onde
os autores consideram uma equagao semilinear e uma fracionaria, respectivamente.
Nao conhecemos nenhum resultado a cerca de equagoes de Schrodinger generalizadas
abordando este tipo de potencial. Como exemplo de fungao que satisfaz (V), podemos
citar a funcao V(z) = 6_‘”‘%, onde ay = e~ ! e Vj = 1. Vale ressaltar ainda que, com
respeito as equagoes de Schrodinger quaselineares, temos os resultados [45, [61) [72] que
também consideram um potencial assintoticamente perioédico, s6 que mais geral (os

autores trabalharam com nao-linearidades subcriticas e criticas em que N > 3).
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Em relagao & nao-linearidade f, assumimos que a mesma possui crescimento

critico exponencial, ou seja, existe ¢y > 0 tal que

o 0, ara todo ¢ >
lim f(z,s)e " = P ° (2.3)
stoo +00, para todo ¢ < g

uniformemente em x € R%. Destacamos novamente aqui nosso pioneirismo no sentido
de que, pela primeira vez, a equagao de Schrodinger generalizada é explorada com

crescimento critico exponencial. Aqui assumimos que f deva satisfazer as condigoes
(f1) f(z,s) = o(s) quando s — 0, uniformemente em z € R?;

(f2) existe uma fungao continua fy : R? x R — R, 1-periédica em x;, i = 1,2, tal que
f(z,s) > fo(x,s) e para todo € > 0, existe n > 0 tal que para s > 0 e |z| >
vale

1f(z,8) — fo(z,s)| < e, para todo (z, s) € R? x [0, 4+00);
(f3) existe § > a > 0 tal que

0<20F (z,s) = 29/ f(z, t)dt < sfo(z,s), para todo (z,s) € R* x (0, +00);
0

(f1) a fungao f(x,s)/s** ! é crescente para todo s > 0.

Em relagao a condigao (fs), nos inspiramos, por exemplo, em [5, 17, [62] que também
consideram f(z, s) com o mesmo comportamento assintotico.
Para encontrar uma solugao positiva para ({2.1)), colocamos f(z, s) = 0, para todo

(1,5) € R? x (—00,0] e fo(z,s) =0, para todo (z,s) € R? x (—o0,0].

Antes de definirmos o que venha a ser uma solugao para (2.1)), seja C5°(R?) o
espago de fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto e H*(R?) o espago

usual de Sobolev com as normas

1/2

ol = [ [ 0wt veapera] o= [ [ 09+ v

Tendo em vista a hipdtese (V'), ambas as normas acima sdo equivalentes & norma usual
de H'(R?). Além disso, H'(R?) é um espago de Hilbert quando equipado com um dos

seguintes produtos internos:
(u,v) = / (VuVv + V(z)uv)dx
R2
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ou

(u,v)g = /RQ(VUVU + Vo(x)uv)de

para todo u,v € H'(R?).
Nesse contexto, dizemos que uma funcao v : R? — R é uma solucdo fraca para o

problema (2.1)) se v € H'(R?) N L2 (R?) e para todo ¢ € C5°(R?) vale

loc

/]R2 gQ(u)VUVgodx—i—/ g(u)g’(u)|VU|2g0dx+/ V(z)updz— 8 flz,u)pdx =0 (2.4)

R2 R2
Agora podemos enunciar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.0.1 Suponha que as hipdteses (V'), (go)—(g2) e (f1)—(fa) sejam satisfeitas.

Além disso, assumimos a condicao
(fs) existem X > 0 e p > 20 tais que F(x,s) > \sP, para todo (x,s) € R* x [0, +00)

com A > A, onde
¢ p=2 )

P o 2 2
(p—2)p2 (47T(M1+51)+HV||L1(B¢5)>2 2 20 (E) S0

2 2 pr | 0 —a 27 ’

Ay 1= max
Am(My + B1) + M|V 2vs, )
L 2m )

e as constantes My e 1 > 0 sao dadas na estimativa . Entao o problema

possui uma solu¢ao nao-negativa.

Observacao 2.0.2 Observamos que, no caso especifico V.= Vy, f = fo, o Teorema
claramente nos fornece uma solugao para o problema periddico. De fato, para
mostrar a existéncia de uma solu¢ao para o problema periddico, a condi¢ao (fy) nao é

necessdria, isto €, considerando o problema

{_dw<g2(u)w)+g<u)g’(u)|VuI2+%<x>u = fol,u), (2.5)

ue H' (R?),u >0

este tem uma solug¢ao positiva quando assumimos (f1) e (fs) —(fs). A justificativa para

esse fato seque similarmente a demonstragao do Teorema 1.2, em [61).

As principais dificuldades no tratamento dessa classe de equacoes de Schrodinger
sao a possivel falta de compacidade, o crescimento critico exponencial e justificar que
a solugao encontrada é nao nula. Além disso, nao hd um espago de fungoes natural

para que o funcional energia associado a (2.1) seja bem definido. Assim, para provar
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o Teorema como em [57], usamos uma mudanga de variaveis para reformular o
problema, obtendo um semilinear. A equacdo semilinear associamos um novo funcional
energia, o qual denotamos por I, que é bem definido e diferenciavel (consulte a Segao
3.1). Logo, a partir de um ponto critico de I é possivel encontrar uma solugao fraca
para o problema . Para encontrar pontos criticos do funcional I o caminho é o
seguinte: explorar as propriedades da mudanca de variaveis e uma desigualdade de
Trudinger-Moser, verificar aspectos geométricos deste funcional para usar uma versao
do Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de compacidade e trabalhar com
sequéncias de Cerami.

Finalmente devemos justificar que o ponto critico de I é nao-nulo. Supomos que o
mesmo seja zero. A partir de uma sequéncia de Cerami, podemos definir uma sequéncia
transladada, com ajuda de uma estimativa do nivel mini-max e da desigualdade de
Trudinger-Moser. Em seguida, usamos esta sequéncia para obter um ponto critico nao
trivial do funcional associada a um problema periédico. Voltamos para [ e justificamos
que este funcional é menor ou igual ao nivel minimax do passo da montanha e que esse
nivel é atingido. Finalmente, empregamos uma versao local do Teorema do Passo de
Montanha (Teorema para obter um ponto critico nao trivial para I, donde é
possivel obter uma solugao nao negativa para .

As hipoteses (f1) e (f3) s@o condigdes suficientes para garantir a geometria de uma
versao do teorema do passo da montanha. Além disso, (f3) é importante para provar
a limitagdo de sequéncias de Cerami (consulte Lema [2.3.1)). Por sua vez, a hipotese
(f2) serve para provar resultados técnicos de convergéncia que sdo fundamentais na
demonstracao do Teorema (consulte Lema [2.5.1). Com relagao a hipotese (fs),
essa ¢ uma condi¢ao global da nao-linearidade f(z,s) que serve para obter uma
estimativa crucial para o nivel minimax (consulte Corolario 5.2). Com esta estimativa

em maos, é possivel provar que

2
(%) ||V || < 4

para n suficientemente grande, onde (v,) é uma sequéncia de Cerami. Essa estimativa é
fundamental para chegarmos a um resultado do tipo Lions (Lema[2.3.6|). Finalmente, a
hipotese (f4) ¢ utilizada para concluir (ver Afirmacao [2.5.5) a prova do Teorema [2.0.1]
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2.1 Estrutura Variacional e Preliminares

Nesta se¢ao, semelhantemente ao que foi feito no Capitulo [I obtemos alguns
resultados técnicos e estabelecemos a configuragao necessaria para provar o Teorema
2.0.11

Inicialmente, observamos que formalmente ¢ a equagao de Euler-Lagrange

associada ao funcional energia

J(u) = %/RQ g*(u)|Vu|*dz + % /R2 V(z)u*dr — /]RZ F(z,u)dx (2.6)

Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que enfrentamos é

a necessidade de encontrar uma configuragao apropriada para aplicar métodos
variacionais e estudar a existéncia de ponto critico para J. Por exemplo,
conforme citado em [I5], para alguns exemplos importantes de fungdes g, a integral
fn@ ¢*(u)|Vu|*dx pode assumir o valor +o00. Para superar essa dificuldade, seguimos a

ideia usada em [57] (veja também [22]), ou seja, usamos a mudanga de variaveis

Assim, apos essa mudanga de variaveis, obtemos o novo funcional
1
I(v) = J(G(u) = 5/ (|Vv* + V(2)[G™(v)]?)dx —/ F(z,G'(v))dz (2.7)
R2 R2
que ¢ bem definido em H'(R?) sob as hipoteses impostas sobre as fungoes V', g e f.
No Capitulo 1] ja listamos as propriedades de G~! no Lema A seguir fizemos um

acréscimo de mais duas propriedades, fundamentais neste novo contexto.

Lema 2.1.1 Sob as condigoes (go) — (g1), temos as sequintes propriedades:
(1) a fungao g(g:—ll(?))t ¢ decrescente para todo t > 0;

(2) a fungao % ¢ crescente para todo t > 0.

Prova: Derivando a funcao g(g:—i((?))t para todo ¢t > 0, obtemos

i( G'(1) ): e 60 G ng (G ()
9l t*

ai \ (G101 B [g(G o <
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pois, pelo Lema, m(5), temos m — G7(t) < 0 para todo t > 0. Assim, temos

provado (1). Semelhantemente, para provar (2) derivamos a fungao % para

todo t > 0. Temos
d (GO | @e-DET R d 1\ [Pt
dt(gwl(t))t)‘ Gt (g<Gl<t>>) !
G
29(G-1(1))

Usando a hipotese (g1) segue que

i( 1 )__g’(Gl(t)) - _ a—1

dt \g(G~'(1)) lg(GH )P — GG )]*

Esta ultima estimativa juntamento com o Lema (5) aplicados a (2.§)), nos fornecem
d( G'() [GTH () at
7 (sie=w) > Frevay Gy~ 70) >

para todo t > 0. Isto conclui a prova do lema. [ ]

E facil ver que sob as hipoteses impostas sobre V, g e f o funcional I ¢ de classe
C!' em H'(R?) com
G~ (v) flz, G (v))
I'(v)p = / (VUVQO +V(e)———=p |de — | ————Fpdx, (2.9)
R? 9(G~1(v)) g 9(G1(v))
para v, p € H*(R?) e, portanto aos pontos criticos de Z correspondem exatamente as

solugoes fracas da equagao semilinear

e G0 G
AotV Gy T ge ) R (2.10

De maneira semelhante, associado ao problema periddico, temos o funcional

Iy € C'(H'(R?),R), definido por

Io(v) = 1/RQ(|W\2 Vo (@)[G ()] da —/ Fo(w, G (0))dx. (2.11)

2 2
Observamos ainda que dados € > 0, ¢ > 1 e ¢ > ¢, devido a hipotese (f1) e o

crescimento critico exponencial de f existe uma constante C. > 0 tal que
[, 9)| < els] + Cels ™ (e = 1), (2.12)

para todo (z,s) € R? x R. Temos também, por (f2), que dado € > 0 e ¢ > 1, existe

uma constante n > 0 tal que
[f (2, 8) = folw,s)| < els]’(e™ 1), (2.13)
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para todo (z,s) € R? x R com |s| > 7.

No que segue enunciamos a desigualdade de Trudinger-Moser em R? que pode ser

encontrada em [4], [10].

Lema 2.1.2 Se¢ >0 eu € H'(R?), entao

/ (e = 1)dz < oo. (2.14)

Mais ainda, se 0 < ¢ < 4w e ||ulla < M, entdo existe uma constante positiva, que

depende apenas de M e g, tal que

sup /RQ(GC“2 — 1)dx < C(s, M). (2.15)

[[Vull2<1

Em alguns argumentos, precisamos ainda do seguinte lema:

Lema 2.1.3 Seja¢ >0 er > 1. Entao

(e — 1) < e — 1, para todo s € R.
Prova: Basta analisar os limites da funcdo &(s) = (e — 1)/(e"*** — 1) na origem e

no infinito aplicando a regra de L’Hopital. [

A seguir, na Proposicao [2.1.4] vemos que se v € H*(R?) ¢ um ponto critico para
o funcional I, entao u = G~!(v) é uma solugao fraca para (2.1)). Portanto, para obter

solugoes fracas de ([2.1]), é suficiente procurar pontos criticos para I.

Proposicao 2.1.4 (Pontos criticos de I e solugoes de (2.1))) Todo ponto critico
v de I pertence a C2Y(R?) para algum 9 € (0,1) e u = G~ (v) € uma solucdo fraca de

ED.

Prova: Todo ponto critico v de I satisfaz a equacao —Av = w em R? no sentido fraco,

onde

w(z) = SG(0) [f(2,G7(v) = V(2)GH(v)].

A partir disso, parat > 1 e R > 0, de acordo com ({2.12)), usando (6) e (10) do Lema
1.1.1}e o Lema [2.1.3] para quase todo x € Br = Bg(0), obtemos

t

|w($)|t < {%} [Ol + CZ(QG[G’*l(v)ba B 1) n V(:L‘)

<0y [ (6 1) ]
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onde ¢ > ¢ e Mr = sup{V(x);x € Bg}. Pelo Lema concluimos que
w € L'(Bg), para todo t > 1. Entdo, aplicando teoria de regularidade eliptica, segue
que v € CYY(R?) para algum ¢ € (0,1). Em particular, temos v € L;°(R?). Neste

ponto, a conclusdo de que u = G~!(v) ¢ solugdo fraca de (2.1) pode ser provada de

modo similar a Proposi¢ao 2.2 de [53]. u

Para concluir esta secao, apresentamos uma versao do Teorema do Passo da
Montanha, que é uma consequéncia do Principio Variacional de Ekeland, conforme
desenvolvido em [8]. Também precisamos de uma versao local do mesmo teorema

enunciado a seguir.

Teorema 2.1.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach
e ® € CYX;R) com ®(0) = 0. Seja S um subconjunto fechado de X que desconecta
X. Seja vy =0 e vy € X pertencentes a diferentes componentes conezas de X\S.
Suponha que

ingI) >0>0 e P(v) <0 (2.16)

e seja
['={yeC(0,1;X):7(0) =0 e (1) = v} (2.17)

Entao

= inf max ®(v(t)) >
¢ = Inf max (@) =0

e existe uma sequéncia de Ceram{l| para ® no nivel c. O miimero ¢ ¢ chamado o nivel

do passo da montanha de P.

Prova: Ver [§]. n

Agora, apresentamos uma versao local do Teorema [2.1.5] que foi provada por Lins
e Silva em [45] (veja também [35]).

Teorema 2.1.6 Seja X um espago de Banach real. Suponha que ® € C'(X;R)
satisfaz ®(0) = 0 e (2.16). Se existe v € T' definido por (2.17)), tal que

— O(vo(t)) > 0
¢ = max (70(t)) >0,

entio ® possui um ponto critico nao-trivial u € K. N y([0,1]), onde K € o conjunto
dos pontos criticos de ® e K. ={u € X :u € K, ®(u) = c}.
Hvn) tal que ®(vy) — c e |2 (v)]|(1 + [[onl])
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2.2 Propriedades Geométricas
A seguir, mostraremos que o funcional I satisfaz as condigdes geométricas ([2.16]).
Para isso, precisamos obter alguns lemas técnicos.

Lema 2.2.1 Suponha que as hipdteses (V) e (go) — (g2) sejam satisfeitas. Se v €
3

(
H'(R?), ¢ >0, ¢t >0c¢e|v|s <M com (% s|Vol|3 < 4w, entdo existe C =
C(a,s,M,t) > 0 tal que
[ (O - 6 e < 6 o]
R2

B
s =r/(r —1). Usando o Lema[L.1.1}(6) e a desigualdade de Hélder, temos

/Rz (970 — 1) |67 )] e < VR (6(%>2w2 B 1)de} 1/

e pelos Lemas [2.1.2] e a imersao continua H'(R?) < L'*(R?), concluimos que

/}RQ(qul(v)?a — )G ) |de < {/RQ <€(g)2r<w||%(|vz,2)2 B 1) dxr 16 )L

< GG W)l < ClG )]

2
Prova: Considere » > 1 perto de 1 tal que (g) r¢||[Vo||3 < 47 e ts > 2, onde

IG™ ()1l

provando o lema. [

Lema 2.2.2 Suponha que a hipétese (V) seja satisfeita. Sev € H'(R?) et > 2, entdo
existe C' = C(t) > 0 tal que

[ @l < cle el

Prova: Segue diretamente da imersao continua de Sobolev H'(R?) — L!(R?), para

todo t > 2. n

Tendo em vista as tdltimas estimativas, podemos provar que o funcional I possui

a geometria do passo da montanha. Neste sentido, para p > 0, definimos
S, = {v c H'(R?) : /}R2 |V’ dz + /R2 V(z)[G(v)]Pdx = p2} :
Desde que @Q : H'(R?) — R definido por
Q) = [ (90 + V@6 0 Y

¢ um funcional continuo, segue que S, ¢ um subconjunto que desconecta o espago

H'(R?).
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Lema 2.2.3 Suponha que (V), (g0) e (f1) sejam satisfeitas. Entdao existe p > 0 e
o > 0 satisfazendo
I(v) > o, para todo v € S,,.

Prova: Segue de (2.12)) que dados € > 0, t > 2 e ¢ > ¢ existe C. > 0 tal que

|F(z, )| < 332 +CLs) (™ — 1), paratodo (z,s) € RZx R,  (2.18)

2
Agora, se escolhemos p > 0 tal que Q) ¢p? < 4m, usando (2.18)), os Lemas [2.2.1}

2.2.2| (2) e a imersao continua H'(R?) — L!(R?), obtemos

1) 2 2Q() - SCIG @I - GG W)l
> (3-5¢) Qo) - o™

2

Tomando 0 < ¢ < 1/C e desde que t > 2 e 0 < p < g(%’r)lp obtemos

(l — %C) p? — Cipt > 0. Entao, considerando o = (

2 — £C) p* — C1p" > 0 concluimos

1
2

que I(v) > o para todo v € S,,. |

Lema 2.2.4 Suponha que (V), (go) — (92) e (f2) — (f3) sao satisfeitas. Entao existe
e € HY(R?) com Q(e) > p* tal que

I(e) <0< o< inf I(v).

vES),

Prova: Primeiro, considere » € Cg°(R2,[0,1])\{0} tal que supp(y) = B;. Por (fs)-

(f3), existem constantes positivas Cy e Cy tal que
F(x,8) > Cy|s|* — Cy, para todo (z,s) € R? x R.

Entao, para t > 0, temos

It9) = 5 [ (V0P +V@I6 ()P = [ Fla. 67 (t)da

B

t? o
=5 / (IVel? + V(x)®)dz — Cy | |G (te)[*da + Cop(By)
By

B1

2 Gflt 260 C F
StQ[nwn Lo [ [, | Ol n}

t2

2 B,

Desde que 26 — 2o > 0, para = € By, usando o Lema M(7), segue que

G k() (G-1<w<x>>

2c
t2 - tgp(:[;) > ’G*l(t(p(g;))‘%—mgo(x)? — +00 quando t — 4o00.
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Entao, de acordo com o Lema de Fatou, obtemos

G—l t 20

/ #dx — +00 quando t — +oo0.
By

e portanto I(tp) — —oo. Sendo e := tp com t suficientemente grande, a prova esté

finalizada. ]

2.3 Sequéncias de Cerami

O propdsito desta segao é provar alguns resultados acerca de sequéncias de Cerami

para o funcional I. O primeiro de tais resultados é o seguinte:

Lema 2.3.1 Suponha que (V), (g0) — (g1) e (f3) sao satisfeitas. Seja (v,) em H'(R?)
tal que I(v,) — ¢ € R e I'(vy)v, — 0 quando n — +o0o. Entdo (v,) € limitada em
H\(R?).

Prova: Usando o Lema (5) e (f3), obtemos

1 a

I(v,) — %I’(vn)vn = (5 — 2_9) . IV, [2dx + % /11@2 V(z)[GH(v,)]Pda—

(0} G_1<Un) —1
-5 /R2 V(g;)mvndx — /R2 F(z,G™(v,)dx+

o [ @G (w)

Y r2 9(G=H(v,)) ondr
> (% - %) Q(vn)+
L1 F, G (00)) G (00) — 20F (2, G (v)

20 JiG-1(0,)>0

> (% - %) Qvn)-

Desde que I(v,) = ¢+ 0,(1) e I'(v,)v, = 0,(1), onde n — 400, segue que

1 o

(§ - %) Qv) < e+ 0,(1). (2.19)

Como 6 > «, encontramos uma constante positiva C' tal que

Qv,) = /R V0 + V@G @) e < (2.20)

Tendo em vista ([2.19)), resta mostrar que [z, v2idz € limitada. Pela condigao (V) e
Lema m-(8) encontramos uma constante C; > 0 tal que

/ vidx:/ v2d:c—|—/ v2dw
R? {lon|<1} {lon[>1}

/R2 V(2)[G (v,)]Pda + C’L%a g (G~ w,)]**dw

(2.21)

< @
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Agora, faremos uso da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (veja Kavian em [38], p.
31), que nos fornece

[ully < C@)ully"[[Vully (2.22)
para todo u € H'(R*) N L"(R?*), onde 1 < r < oo, 0 <9 < 1le % = =2 Sendo
u=G*(v,),9=1—1er =2 temos ¢ = 2a. Entdo, usando (V) e (2.22)), segue que

[ J67 ) < C@M ( /]R 2 V(x)[G_l(vn)]de) ( /]R 2 |an|2d:v)a1 (2.23)

0

Por (2.20), (2.21)) e (2.23) obtemos que [, v2dx é limitada e o lema esta provado. m

Corolario 2.3.2 Suponha que as hipdteses (V'), (g0) — (g1) € (f3) sejam satisfeitas.
Seja (v,) uma sequéncia de Cerami para I em H'(R?). Entdo, existe uma constante

C > 0 tal que
(2, G (vg)) v
g 9(G7(vn))

Prova: Pelo Lema[1.1.1}(5) e desde que I'(v,)v, — 0 quando n — +o0, temos

f(z, Gil(vn))
g 9(G7H(vn))

de < C.

e < [ |VoPde + / V(z)[G™ (vn)])?dx + 0,(1)
R2 R2

< Q(vn) + 0,(1)

A limitacao de Q(v,), devido ao lema anterior, finaliza a prova do corolario. ]

Lema 2.3.3 Suponha que as hipéteses (V'), (go) — (¢1) e (f1) — (f3) sejam satisfeitas.
Seja (v,) uma sequéncia de Cerami para I em H'(R?). Entdo, (v,) possui uma

subsequéncia, ainda denotada por (vy,), tal que

.G )l G(w) 1
W) gCw) le

onde v € o limite fraco de (v,) em H'(R?).

(R?), quando mn — 400,

Prova: Dado R > 0 é suficiente provar que
-1 -1
[ MG, |, [ WG
B 9(G 7 (vn)) Br 9(G7H(v))
Usando os Lemas (3) e o teorema de imersao de Rellich-Kondrachov
(HY(R?) — Lt

loc

dr quando n — +oo.

(R?) para todo ¢ > 1), podemos assumir que G~*(v,) — G~(v)

fortemente em L'(Bpg) para qualquer ¢ € [1,+00). Mais ainda, pelos Lemas [1.1.1

(2),(3),2.1.2, o Corolario [2.3.2} a estimativa (2.12)) e a desigualdade de Holder,

- G'(v) |f (2, G~ (vn) v

Gl e LBy, LG W) gy ’ )/l <
GRIE BB Sy SR L G )

O resto do argumento segue os mesmos passos da prova do Lema 4.3 em [63]. ]
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Lema 2.3.4 Suponha que as hipdteses (V'), (go) — (g1), (f1) e (f3) sejam satisfeitas.
Se (v,) C HY(R?) é uma sequéncia de Cerami para I em H'(R?) tal que v, — v
fracamente em H'(R?), entdo

V@G W) o [ @G )
VoVedr + /R2 Wsodx = L. W

Prova: Basta provar que I'(v)¢ = 0 para todo ¢ € C5°(R?). Note que

I'(vy)p — I'(v)p — / (Vou, — Vo)V =

R2

RN ORI .G ) .G (w)
/. L(G—wvn)) g<G—1<v>>]” )“/Rz[ 6T G 2";

(R?), com p > 1.

edz, para todo ¢ € Cy°(R?).

R2

Em vista de v, — v fracamente em H'(R?), temos que v, — v em L

Entao, a menos de subsequéncia,
v(z) = v(x) quase sempre em K :=supp ¢, quando n — 400,

|on(2)] < |wy(z)] paratodo n €N e quase sempre em K, com w, € LP(K).

Consequentemente,
G lva) |, G (v)
9(G=H(wn)) — 9(G7H(v))
Além disso, pela continuidade de V' e pelo Lema [1.1.1}(2),(3) existe uma constante

quase sempre em K, quando n — +oo.

C > 0 tal que
[V (2)G™ (vn)
9(G"(vn))

Usando estas estimativas, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a

?l < W (@)ongl < Clusllel € LM (K).

convergéncia v, — v em H'(R?), obtemos

G (v,) G (v)
/RQ(an —Vu)Vedr -0 e /R? [g(Gl(vn)) TG w) V(x)edr — 0,

onde n — +o00. Pelo Lema [2.3.3] temos

[z, G~ (vn))
ke 9(G~'(vn))

Assim, tomando limite em ([2.24)), vem

flr.Gw)

P L TG

I'(vy)p — I'(v) — 0, para todo ¢ € Cg°(R?),

e, como I'(v,) — 0, concluimos que I'(v)¢ = 0 para todo ¢ € C§°(R?). Isto completa

a demonstracao do lema. [ ]

Agora, apresentamos um resultado do tipo Lions que aplicamos ao nosso estudo.
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Lema 2.3.5 Suponha que as hipéteses (V'), (go) — (92) e (f1) — (f3) sejam satisfeitas.
Seja (v,) C HY(R?) uma sequéncia tal que v, — 0 fracamente em H'(R?) com

2
(%) sollVua||3 < 4w. Se existe r > 0 tal que

lim sup/ [v,|2 =0 (2.25)
B(yr)

n—-4oo yGRQ

entao, (v,) possui uma subsequéncia, ainda denotada por (v,), tal que

flz, G Hw,)G Hvy)dr — 0 e / F(z,G ' (v,))da — 0.
R2 R2
Prova: Devido a hipotese (2.25), segue pelo Lema 4.8 de [38] que v, — 0 em LP(R?),

para todo p > 2. Assim, pelo Lema[1.1.1}(3), obtemos a convergéncia
G Yv,) = 0 em LP(R?), para todo p > 2. (2.26)
Por , dado € > 0 existe C. > 0 tal que
(.G (0a)G ™ (on)] < €lGTH ()P + Colel NI — 1) G4 (w,)].

> 2. Integrando a estimativa acima,

Agora, escolhemos 1 < t < 2 tal que ¢/ = - 1 >

usando a desigualdade de Holder, os Lemas|1.1.1}(3){2.1.3|e a limitagao de (v, ), obtemos
£ G oG )| 2 [ b [ (eI e G,
R2 R2

RQ
1/t

<eC+C. V (oG — )] IGT (vl
R2
Note que para todo n, existe t > 1 suficientemente perto de 1 e ¢ > 0 suficientemente

pequeno tal que

2
(%) t(so + )| Va3 < 4r.

De acordo com os Lemas [l.1.1-(6) e [2.1.2] chegamos a
[f (2, G7H(va))G ™ (va)| < eC+
R2
e TRt
el {/ (et(co-i-a)(g) “VU"H%(HanHz) _ 1)} HGil(Un)Ht’ < 50+Cs‘|G71<Un)||t’
R2

Portanto, a primeira convergéncia é obtida por (2.26]) e pelo fato de ¢ > 0 poder ser
escolhido arbitrariamente pequeno. A segunda convergéncia é feita de modo anélogo.
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Neste ponto, lembramos que o nivel minimax de I é dado por

0<c,, = inf T(~(t
< m = inf max (v(t))

onde I' = {7 € C([0,1]; X) : 7(0) =0 e (1) = €} e e foi dado no Lema[2.2.4]

Lema 2.3.6 Suponha que as hipdteses (V'), (go) — (92) € (f1) — (f3) sejam satisfeitas.

Seja (v,) uma sequéncia de Cerami para I em H'(R?) no nivel c,, satisfazendo

(%) o[V |3 < 47 e v, — 0 fracamente em H'(R?). Entdo existe uma sequencia
(Yn) € R? (|yn| = +00) € R,e > 0 tal que

lim inf / v2 > €.
n——+0o0 Br(yn)

Prova: Suponha por contradi¢ao que

lim inf sup / v2 = 0.
nH0 yer? J By (y)

Entao pelo Lema [1.1.1{(2) lim inf sup / |G~ (v,)]* = 0. Segue pelo lema anterior
Br(y)

n——+oo y€R2

que

flz,GH(v,)G Hup)dz — 0 e / F(x,GYv,))dx — 0. (2.27)

R2 R2

Afirmamos que ¢, = 0. De fato, como I'(v,)v, — 0,

2 V@GE ) [ e w)
[k [ 0G0 " J g@ Ty T

Logo, pelo Lema [1.1.1}(5) temos

2 1 A (0 2de f(x,Gil(vn))U o
/]R2 |vvn| dx+& /]R2 V( )[G (n)] dz < R2 Q(G_l(vn)) "t n(l) (228)

< f(x7G_1(Un))G_1<Un) + 0n(1).

RQ

Mais ainda, como I(v,) — ¢, obtemos

in =35 [ 1V0fdo+5 [ V@I @)Pde— [ PG (m)de+o(1). (229

RQ

Entao, por (2.27)), (2.28)) e (2.29), segue que ¢, = 0. Mas isto contradiz o fato de que

¢m > 0 e o lema esté provado.
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2.4 Estimativa do nivel do passo da montanha

Nesta sec¢ao, obtemos uma estimativa para o nivel do passo da montanha de I, que
é crucial para o estudo das seqiiéncias Cerami de I. Estudamos o caso em que a nao-
linearidade satisfaz (f5). Para isso, consideramos uma fungao ¢ € C§°(R?) satisfazendo

as condigoes

(p1) ¢=1em By = Bi(0) e p =0 em Bz = B(0);

(p2) 0 < <1emR%
(v3) [V <1 em R
Agora, podemos apresentar a seguinte proposicao:

Proposigao 2.4.1 Suponha que (V'), (g0) — (g2)

e (fs) sejam satisfeitas. Se

20 <%> i <0

0 —a 27

p—2
2

(_:3> (*ﬂﬂﬁ+x%)+vuzu9>gj{

A\, 2 2 pm

= ImMax
A (M + B2) + My ||V |
\ 271’

onde My > 0 e 31 sao dadas na estimativa , entao

(Bys)

0 —«) 7r2 ‘
9 (%) <0

= g(s), por (fs), usando as propriedades de ¢ e a estimativa

max [(G(ty)) <

te[0,1]

Prova: Desde que G'(s)

, temos
16t = 5 [ (VG + Ve - [

RQ

F(z,tp)

2

1
<5 [ #eorvap
R2

t
—/vwm%wﬁ ol
2 R2 R2

1 t?
< 5/ (M, + Bit? 2% 2) 2| V| + 5/ V(z)
R2 R2

> — At”/ |pl?
RQ

M, t* [t o
< [ Vel +v@ed) + B [ e wer - | e
R2 B 5\Bi R2
V|22 (s,5 2 2
< |27+ — s Myt* 4 27 51t“* — Ant?, para todot >0

(2.30)
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que implica

I(G(t <
juax [{G(te) < max

Como a > 1, temos

(27r +

para t € [0,1]. Note que o méaximo da funcao

M|V 5
2

IVIIz1s
2

H(t) = (27TM1 +
para t > 0 ocorre no ponto

Mi|VlLis )

t* - (27TM1 -+ 9

e t, € [0,1] sempre que

) M2 421 By t** = Art? < (27TM1 +

AT(My + Br) + M|V s )

Vil
[(271’ + M%) Myt? + 218, t2 — )mtp] )

Mi|\V[Li(s )

5 - 27rﬁ1> t2—\mt?

- 27rﬂ1> t? — ArtP

2

>\>( o

Como

A >

Am(My+ B1) + Mi||V | as )

p

)

2

4 (M + 1) + Ml”VHLl(B\/g) - (
2m

pois 2/p < 1 entdo, de fato, t* € [0,1].

[

encontramos

I <
max (G(ty)) <

desde que

—2

AT(My+ Br) + M|V s )

Mi|\V[is )

—2

P 2

pP—2
)
A proposicao esta provada.

Como consequéncia desde resultado temos

20

2 >5

Assim, calculando o méaximo de H(t),

1

+ 27'('/81) . (7‘(‘

2

2

)z

pm



Corolario 2.4.2 Se (V), (go) — (92) e (f5) sao satisfeitas, entdo

0—a)
" Y

Prova: Por (2.30) temos [(G(t¢)) — —oo quando t — +oo. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que G(¢) = e. De fato, como

o AT(My + B1) + Mi||[Vpys )
2 7

segue por (2.30) que

Vlizis )

I(G(p)) < <2ﬂ'+ 5

>M1+27Tﬂ1—)\71'<0.

Agora, definimos 7 : [0,1] — H'(R?) por 5(t) = G(tp). Observe que 7 € I'. Entéao

pela proposicao anterior,

: ~ 0—a)
= inf I t)) < I t)) = I t
cm = inf max (v()) < max (v(t)) max (G(tp)) < 7 <a>2 :
E So
o que finaliza a prova. [

2.5 Prova do Teorema [2.0.1]

Inicialmente, precisamos do seguinte lema para provar o Teorema [2.0.1}

2

Lema 2.5.1 Assuma que (V), (go) — (92) € (f2) sao satisfeitas. Seja (v,) C H'(R?)
3 sollVunl|3 < 4w, Entdo, para ¢ € C§°(R?) temos

tal que v, — 0 e suponha que (
(1) / [fo(z, G~ wpn)) — f(z, G (vu))G (v,)de — 0 quando n — +oo;
R2
(2) / (Folz, G (0,)) — F(x, G~ (0))]dz — 0 quando n — +00;
R2

(3) /}R2 Vo(z) — V(2)][G (v,)]2de — 0 quando n — +00;

fola,G7H(vn)) — f(x, G (vn))
R2 9(G=1(vn))

G_1<Un)
©) [ M) -Vl s

(4)

pdr — 0  quando n — +o00;

pdr — 0 quando n — +oo.
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Prova: Por (2.13), dado € > 0 existe n > 0 tal que

/R2\B o | folz, G (v,)) — fla, G (0 )||G (vn)]d <

< 6/ (ego[cflm)}?a N 1) G- (0,)|da
E2\ B, (0)

2
Entao, considere r; > 1 suficientemente perto de 1 tal que (%) 16|V, |3 < 47 e

ro > 1 tal que 1/r; + 1/ro = 1. Entéo, pelos Lemas [1.1.1+(2),(3),(6), e2.1.3) as
estimativas (2.13) e (2.15)), a desigualdade de Hélder e a limitagao de (v,) C H'(R?),

encontramos uma constante C' > 0 tal que

/R?\B " | folx, G ()= f (2, G Y ))||G ™ (vy,)|dz <

a\2
§6/ (e(?) “0vi _ 1) v, |de
R\ By (0)

2 T
<e [/ (e(g)QTNOV“””%(lvi%) - 1) dw} Nl
R2

<Ck.

(2.31)

donde segue que
/ | fo(z, G wn)) — f(z, G (v)]|G(vn)|dz — 0 quando n — co. (2.32)
R\ By (0)

De modo analogo a estimativa anterior, mas agora usando a estimativa ([2.12]) no lugar

de [B3) e (f2) (f(z.5) > fo(x.s)), obtemos
/B o | oz, G™H(vn)) = fla, G™Hwa)) |G () ]dx <
1 2 o[GH(vn)?* _ -1
< 2 /B n(o)[a (v,)]2dz + 2C. /B B (e 1) G~ (v,)|d.
donde,

/B o [fol@, G (vn)) = f (2, G wa))|G™ (vn)|dz <

1

a2 v 2 % )
< 2efjonf3 + 2C. [/ (6(3) rolVon 3 (et ) _1) dx] 1 [/ Ivnl”’dx]
R By (0)

1

T2
/ |, |2 dx
By(0)

< 20¢e +2C.

(2.33)
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Pelo teorema de imersao de Rellich-Kondrachov temos |[vp|[zr2(5g,0) — 0 quando

n — 400, donde segue que

/ | fo(x, G Hwy)) — fz, G H(w)||G Hvn)|de — 0 quando n — oco.  (2.34)
By (0)

Portanto, por (2.32) e (2.34) deduzimos (1).

Segue pela primeira parte da hipotese (f2) que

|F(ZL“,S) - FO(:L‘7 S)| < |f($,8) - fO(x7S)||S|

para todo (z,s) € R? x R. Entdo, (2) segue diretamente de (1).

Agora, vamos provar (3). Pela hipotese (V) dado € > 0, existe R > 0 suficientemente
grande tal que Vy(z) — V(z) < € para z € R?\ Bg(0). Usando este fato e o Lema
1.1.1+(3), temos

0< / Vo(z) — V(x)][G’l(vn)de < C/ vidx + 8/ vidx.
R2 Br(0) R2\BR(0)

Pelo teorema de imersao de Rellich-Kondrachov temos ||v,|[r2(sp0) — 0 quando
n — +oo e desde que ||v,||2 < C obtemos a convergéncia de (3).
Para provar (4) vamos usar novamente a estimativa (2.12)) e a hipotese (f2). Sendo
¢ € C5°(R?), vem

[folz, G~ (vn)) = Sz, G~ (vn))]

dx <
- (G T(vn)) =
G71<U ) eCO[G_l(U’ﬂ)P& -
< 26/ ——"_pdx + 2C. G (vy)|pda.
R2 9<G_1(UW«>) suppy g(G_l(Un)) | ( )|

Logo, de modo andalogo ao que foi feito para obter a estimativa (2.33)), chegamos a

[folz, G~ (vn)) — £z, G~ (vn))]
R? 9(G=(vn))

o2 2 . m
< 2lllallenls + el [ [ (8o tin) )T ]
R?2 suppgp

1
2

< 2C¢]lplls + Colllle [ / wﬂ .
suppy

pdr <

(2.35)
Novamente pelo teorema de imersao de Rellich-Kondrachov provamos (4).
Por fim, vamos justificar (5). Com ajuda do Lema [I.1.1}(2),(3) e da desigualdade de
Holder, obtemos
G~ (vn)
| Wato) - via)

JC 1w

<c / lonldz < Cllellallvnll 2 umoe)
suppy
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A conclusao de (5) segue da mesma forma que os itens anteriores. [ ]
Agora, vamos comegar a prova do Teorema [2.0.1]

Pelos lemas [2.2.3| e [2.2.4] as hipoteses do Teorema [2.1.5]sdo verificadas. Assim, o
nivel minimax ¢, de I é positivo e existe uma sequéncia de Cerami (v,,) para I no nivel
Cm. Aplicando o Lema [2.3.1 podemos assumir, sem perda de generalidade, que v,, — v
fracamente em H'(R?) para algum v € H'(R?). Pelo Lema [2.3.4 v é uma solugio
fraca da Equagao (2.10), ou seja, I'(v) = 0. Logo, se v # 0 a prova estd completa (a
justificativa de que v € positiva é feita da mesma maneira que a afirmacao abaixo).
Portanto para provar o Teorema [2.0.1] basta supor v = 0 e, a partir disto, encontrar
outra solu¢ao nao nula. De e do Corolario (2.4.2)), para A > \,, obtemos

o — o —
Q) < emton(1) < 2T

50 s— + on(1).

T%

2
Entao, existe ng € N tal que (%) so||Vn||3 < 4r, para todo n > ng. Pelo Lema [2.3.6]

existe uma sequéncia (y,) C R* e R,e > 0 tal que |y,| — +00, quando n — oo e

lim sup/ v2 >¢ >0, paratodon € N. (2.36)
Br(yn)

n—-+o0o

Sem perda de generalidade podemos assumir que (y,) C Z2. Assim, definindo
Up(z) = vp(x+yn), n € N, temos ||uy||lo = ||vn|lo para todo n € N. Logo, tomando uma
subsequéncia se necessario, existe u € H'(R?) tal que u,, — u fracamente em H'(R?),

u, — u fortemente em L7 (R?), p > 1 e u,(x) — u(x) quase sempre em R?.

Afirmacao 2.5.2 u é um ponto critico do funcional Iy, isto é, Ij(u) = 0.
Prova: De fato, pelo Lema [2.5.1+(2),(3),(4),(5) obtemos

[To(vn) = I(va)] < /RQ Vo(z) = V(2)[[G™ (va)]*da+

+ / |Fo(z, G (v,)) — F(z,G(v,))|dxr — 0 quando n — +o0
R2

Tyt = Il < | [ Vala) = Vil

9
folz, G (vn)) — f(z, G~ (va))
R2 9(G~*(va))

o4

+

go‘ — 0 quando n — +o0,



para todo ¢ € C5°(R?). Como C°(R?) = H'(R?) usando um argumento padrao de

densidade chegamos a
| 16 (v) — I'(v,)|| = 0 quando n — +o0
As ultimas convergéncias implicam em
I(vy) = ¢ e Ii(vy,) = 0

quando n — 400, pois I(v,) — ¢y, e I'(v,) — 0 quando n — +o00. A periodicidade de

Vb e fo nos asseguram que

Iy(v,) = Iy(u,) para todon € N

[To(un)el < Lo (wn) [l
Portanto Io(u,) = ¢n € I)(u,) — 0 quando n — +oco. Entédo, através do Lema [2.3.4]
chegamos a [)(u) = 0. n

Afirmacao 2.5.3 Ip(u) < ¢p,.

Prova: Com efeito, pelo Lema (5) temos

Vo(z) [[G(s)]* — g(GG_——l(Zs)))S >0 para todo s € R,z € R?

e por (f3) mais o Lema m-(5), deduzimos que

l—fo(x,Gfl(s))S_ ,G7 (s S z, GG (s) — Fy(x, G (s
RGO 0,60 2 gl G 66 6) — R, G (5)
> 2—19 Folw, G=1())G(s) — Fo(w, G-1(s)) > 0.

para todo (z,s) € R? x R. Agora, passando a uma subsequéncia se necessério, o Lema

de Fatou nos fornece

e = lim {]O(U,L) - %](’)(un)(un)]

n—oo

>ty [ [0S g+
G (uy,) }

wimint [ V(o) {1672 - E s,
> [ F—fb@’ G, Ry, Gl(u))] "

> 9(G W) i
# [ Vi) |16 @ = —E= ) = ) = (= Do)
provando nossa afirmagcao. ]
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Afirmacao 2.5.4 A funcdao u € positiva em R2.

Prova: De fato, como [}(u)(u~) = 0, onde u~ = max{—u,0} € H'(R?), obtemos
o G [ heGw),
[ vePaes | Vi)t = [ B e <o

-1 U _ . . . _
Por outro lado, sabemos que g(GG_—l((u)))(—u ) > 0 e isto implica que [p, |[Vu™[*dz = 0.

Logo, u~ = 0 quase sempre em R? e portanto u > 0. A seguir, para provar que u > 0
em R? supomos que existe zg € R? tal que u(zo) = 0. Note que a equagao (2.10) pode
ser escrita como

W G(a) | fole, G1(w))
oG w) T gCiw) ~

g(GY‘f—gz)(m))) > 0 para todo # € R2. Lembrando que u € Cp7(R?), usando

o Principio de Maximo Forte (veja o Teorema 8.19 em [30]) numa bola arbitraria

—Au+ c(x)u = Vo(x)

onde ¢(z) =

centrada em xy, podemos concluir que u = 0, o que é impossivel. Portanto, v tem que

ser estritamente positiva. [
Afirmagao 2.5.5 [y(u) = max In(tu).

Prova: Definimos a fungao n(t) := Iy(tu), para t > 0. Como u é um ponto critico de

Iy, temos u > 0 (veja o lema anterior). Entao, podemos escrever

o e [ A G) W@ )]
”“)‘t{Rz'V'd /. [g«;l(tw»tw g(Gl<t|u|>>t|u|] d}'

Note que, para z € R? fixado, a funcio ¢ : (0, +00) — R definida por

folw,G"H(s)) _ Vo(z)G~'(s)
9(G=H(s))s  g(G7H(s))s

é crescente. De fato, isto é uma consequéncia direta de (fy) e do Lema 2.1.1}(1),(2)

((s) =

aplicados a

AW [E R Gl
) =T Tpet g@ (s T )< g<G—1<s>>s>

Agora observamos que 7/(1) = 0 pois u ¢ um ponto critico de I. Logo, usando o fato
de —((s) ser decrescente temos que 7'(t) > 0 para 0 <t < 1 e n/(t) < 0 para t > 1.

Portanto, Ip(u) = n(1) = max;>on(t) = max>o lo(tu). n
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Consequentemente, pela Afirmagao 2.5.3 (f2) e a defini¢ao de ¢,,, vem

Cm < max I(tu) < max Ip(tu) = Iy(u) < cp.

Isto implica que existe v € T' tal que ¢, = maxepq/(7(t)). Da fato, como
I(tu) — —oo quando t — +o00, sem perda de generalidade, podemos assumir que
existe t, > 0 tal que t,u = e. Assim, definimos 7 : [0,1] — H'(R?) por v(¢) = tt.u.
Note que v € I'. Logo,

max (v(t)) mmax (tteu) = max I(tu) = cm

isto ¢, ¢y, = maxyep) I(y(t)). Em vista do Teorema [2.1.6, I possui um ponto critico
nao-trivial v no nivel ¢,, > 7 > 0. Isto juntamente com a Proposi¢ao conclui a

prova do Teorema [2.0.1
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Capitulo 3

Existéncia de solucao para um
problema critico singular em dimensao

dois

Neste capitulo consideramos a equagao generalizada singular

Jw)

—div(g*(u)Vu) + g(u)g' (u)|Vu|*> + V(z)u e (3.1)

u e HY(R?),u > 0 em R?

onde g : R — R, é uma funcao de classe C!, a funcao potencial V : R? — R ¢é limitada

inferiormente, f : R — R possui crescimento critico exponencial e a € (0, 2).

A fim de obter existéncia de solugao positiva para (3.1)), novamente usamos
métodos variacionais.
Para comodidade do leitor, mais uma vez, mencionamos as hipoteses sobre a

fungao g. Sao as seguintes:
(g0) g € CY(R,R,) é uma fungao par, ¢’(s) > 0 para todo s > 0 e g(0) = 1;

(91) (a—1)g(s) > ¢'(s)s para todo s > 0 e para alguma constante o > 1;

(g2) lim 9(s)

s—+oo ga—1 '

5> 0.

Um exemplo tipico de equacao que se enquadra nas hipoteses acima é

—Au+ V(z)u — yAu)u? 2y = f) em R?

e
que surgem quando substituimos g?(s) = 1 + 272(s?)**™! (y > 1/2) em (2.1). Tal

equagao foi estudada, por exemplo, em [64].
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Assumimos que V : R? — R é uma funcio continua satisfazendo

(V') existe uma constante Vy > 0 tal que

V(z) >Vy >0 paratodo z € R%

A condi¢ao (V) mais outras hipOteses garantem uma imersao compacta de um
subespago de H'(R?) nos espagos de Lebesgue. A auséncia de hipoteses adicionais
no potencial nos impoe uma dificuldade para obter compacidade. Para contornar esse
empecilho, usamos uma imersao de um subespago X de H'(R?) em LP(R?, |z|~%dx),
que é continua e compacta, como pode ser encontrado no trabalho de Zang e Chen em
[73]. Para mais detalhes, consulte a proxima segao.

Em relacao a nao-linearidade f, assumimos que a mesma pode apresentar
crescimento critico exponencial do tipo visto no inicio do Capitulo , hipotese
pioneira em equacoes elipticas generalizadas. Além disso, pedimos que f satisfaca as

condicoes
(f1) f(s) =o(s) quando s — 07;
(f2) existe 8 > a > 0 tal que

0 <20F(s) =26 /8 f(t)dt < sf(s), paratodo s € (0,+00).
0

Visto que queremos encontrar solucao positiva para consideramos f(s) = 0, para
todo s € (—o0,0].

Assim como no Capitulo 2] consideramos os espagos de fungoes C5°(R?) e H'(R?)
com norma ||ull1s = [ [p(|Vul? + u?)dz] Y2 Uma fungao u : R* — R ¢ uma solugao

fraca do problema (3.1)) se u € H'(R?) N L (R?) e para todo ¢ € C5°(R?) vale

loc

/]R2 g*(u)VuVpdz + /R? g(w)g' (u)|Vul*p + / V(z)updr — ﬂgpdx =0. (3.2)

R2 Rz |7

Agora podemos enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 3.0.1 Suponha que as hipdteses (V'), (go)—(g2) € (f1)—(f2) sejam satisfeitas.
Além disso, assumimos as condi¢oes

(f3) existem constantes so, My > 0 tal que
F(s) < Myf(s), para todo s> So;
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(f1) existe & > 0 tal que
lim inf sf(s)e’wm > & > 0.

s—+00

Entao o problema tem uma solugao positiva.

As principais dificuldades no tratamento dessa classe de equacao generalizada
sdo praticamente as mesmas ja mencionadas no Capitulo 2] Assim, para provar o
Teorema [2.0.1] mais uma vez, usamos uma mudanga de variaveis obtendo um problema
semilinear. O funcional energia, denotado por I, associado ao problema semilinear é
bem definido e diferencidvel em um subespaco conveniente X de H'(R?) (consulte a
proxima se¢ao). Logo, a partir de um ponto critico de I é possivel encontrar uma
solugao fraca para o problema . Para encontrar um ponto critico nao-trivial para
o funcional I o caminho é o seguinte: verificar aspectos geométricos de I, trabalhar
com sequéncias de Cerami, usar um resultado de compacidade do subespago X em
espagos do tipo LP(R? |z|~*dz), explorar as propriedades da mudanga de varidveis
juntamente com uma desigualdade singular de Trudinger-Moser (devida a [27]) e aplicar
uma estimativa do nivel do passo da montanha, obtida via sequéncias de Moser. A
partir deste ponto critico é possivel obter uma solugao nao negativa para .

As hipoteses (f1) e (f2) s@o condigoes suficientes para garantir a geometria de
uma versao do teorema do passo de montanha. Além disso, (fy) ¢ importante para
provar a limitagao de sequéncias de Cerami (consulte Lema . Com relacao a
hipotese (fy), esta é fundamental para provar a estimativa do nivel minimax contida
na Proposi¢ao e a hipotese (f3) é central para a prova de uma convergéncia feita
no Lema [3.3.4] Juntos, esses dois ultimos resultados nos permitem chegar a estimativa

2
(%) ol Vo2 < 27(2 — a)

para n suficientemente grande, onde (v,) é uma sequéncia de Cerami. Essa estimativa
é fundamental para a aplicagdo do Corolario [3.3.7] que sera usado na prova do Teorema
para justificar que o ponto critico de I é diferente de zero. As condigoes do tipo

(f3) e (f4) foram usadas no trabalho pioneiro de Figueiredo et al. em [28].
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3.1 Preliminares e Estrutura Variacional

Iniciamos esta se¢ao definindo o seguinte subespaco X de H'(IR?):

X = {v € HI(R2);/ V(z)vidr < oo} ,
RQ
que é um espago de Hilbert munido com o produto interno

(u,v)x = /RQ(VUVU + V(z)uv)dz, u,ve X (3.3)

172 E claro que a hipotese (V) implica na

e com norma correspondente ||v||x = (v, v)
continuidade da imersao X < H'(R?). Mais ainda, sendo

2 |..|-a 2 ; . |ul?
LP(R?, |z|7%dz) = qu: R® — R;u é mensuravel e ——dz < 0o
R

2 |]e

temos o seguinte resultado de imersao compacta (veja [73]):

Lema 3.1.1 Suponhap > 2 ea € (0,2). Entio X pode ser imerso compactamente em
LP(R?, |z|~dx).

Prova: Veja Teorema 1.2 e Observacao 1.3 em [73]. n
A préxima proposicao apresenta o principal resultado de compacidade do qual

faremos uso.

Proposicao 3.1.2 Suponha que as hipdteses (V') e (go) — (g1) sejam satisfeitas. Entao
a aplicagio v — G™1(v) de X em LP(R?,|z|~%dz) é compacta para 2 < p < co.

Prova: Seja (v,) C X uma sequéncia limitada em X. Pelo Lema [I.1.1}(2),(3) temos
1G (va)|lx < |lunllx; entdo, (G7'(v,)) é limitada em X e desde que a imersao
X — LP(R? |z|~*dz) é compacta para 2 < p < oo, a menos de subsequéncia, existe
w € LP(R? |x|~%dx) tal que G~ (v,) — w em LP(R? |z|~%dx), e a prova esta completa.
[

Agora vamos introduzir nossa estrutura variacional. Em primeiro lugar,
observamos que formalmente ¢ a equacao de Euler-Lagrange associada ao

funcional energia

Tw) = /R ()| Vud + : /R Vi - /R 2 ﬁr‘) do (3.4)
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Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que surge é a de encontrar
uma configuracao apropriada para aplicar métodos variacionais e estudar a existéncia
de ponto critico para J. Por exemplo, como ja foi mencionado no capitulo anterior, para
alguns exemplos importantes de fungdes g, a integral [, g*(v)|Vu|*dz pode assumir o

valor 400. Para superar essa dificuldade usamos a mudanca de variaveis

Entao, apos esta mudanca, obtemos o novo funcional

I(v) = J(G () = 1/RQ(|VU\2 + V(2)[G™(v)]*)dz —/ de (3.5)

2 R |o[®

que é bem definido no espago X sob as hipdteses impostas sobre as funcoes V', g e f.

Todas as propriedades da func¢ao G estao listadas nos Capitulos|l|e[2] (veja Lemas m
e2.1.1)).

E facil ver que sob as hipoteses impostas sobre V, g e f o funcional I é de classe

C' em X com

o [ (o LG Ny [ G
rwe= [ (V VetV )g<G—1<v>>“") b [ S 69

parav, ¢ € X e, portanto aos pontos criticos de Z correspondem exatamente as solugoes

fracas da equagao semilinear

Glw)  FEWw)
g(GI(0) 9@ ()]

Observamos ainda que dados € > 0, ¢ > 1 e ¢ > ¢, devido a hipotese (f;) e ao

—Av+V(z) em R? (3.7)

crescimento critico exponencial de f, existe uma constante C. > 0 tal que
[F(s)] < els] + Cefs|*™ (e = 1), (3.8)

para todo s € R.

A Proposicao , no final desta se¢ao, nos garante que se v € H'(R?) é um
ponto critico do funcional I, entdao v = G~*(v) é uma solugao fraca (3.1)). Portanto,
para obter solucao fraca de , é suficiente buscar pontos criticos para I.

Primeiro relembramos a seguinte desigualdade de Trudinger-Moser devida a [27]:

Lema 3.1.3 Se¢ >0, a € (0,2) e u € H(R?), entdo

/ W—_Ddx < 00. (3.9)

[
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Mais ainda, se 0 < ¢ < 27(2 —a) e ||u|ls < M, entao existe uma constante positiva,
que depende apenas de M, a e g, tal que

cu? _
sup / de < C(s,a, M). (3.10)
R2

[ Val2<1 ||

Proposicao 3.1.4 (Pontos criticos de I e solugoes de (3.1))) Todo ponto critico
v de I pertence a C2Y (R?) para algum 9 € (0,1) e u = G~ (v) € uma solu¢do fraca de

BD).

Prova: A prova segue os mesmos passos da demonstragdo da Proposigao [2.1.4]
Vejamos. Todo ponto critico v de I satisfaz a equacao —Av = w em R? no sentido

fraco, onde

w(z) =

U [HCw) o
g(G—1<v>>{ ae @ “]'

A partir disso, parat > 1 e R > 0, de acordo com ([2.12]), usando (6) e (10) do Lema
1.1.1]e o Lema [2.1.3] para quase todo x € Br = Bg(0), obtemos

it <[] [+ e -neve]

<[ (20 1) ]

x|at |x|at

onde ¢ > ¢o e My = sup{V(z);x € Br}. Agora, considerando ¢ > 1 tal que 0 < at < 2
e usando o Lema concluimos que w € L'(Bg). Entao, aplicando teoria de

regularidade eliptica, segue que v € Co’ﬂ(]l@) para algum ¢ € (0,1). Em particular,

loc

oo
loc

(3.1) pode ser provada de modo similar a Proposi¢ao 2.2 de [53]. ]

temos v € L5 (R?). Neste ponto, a conclusdo de que u = G~!(v) ¢ solugdo fraca de

3.2 Propriedades Geométricas

Em ordem, mostramos que o funcional [ satisfaz as condigdes geométricas ([2.16]).

Para isso, precisamos obter alguns lemas técnicos.

Lema 3.2.1 Suponha que as hipdteses (V') e (go) — (92) sejam satisfeitas. Se v € X,

2
¢ >0,t>0c¢€|v]2 <M com (%) s|[Voll3 < 2m(2 — a), entdao existe C' =
C(a,a, s, M,t) >0 tal que

A PR PIY 10,01t
| e @ < €l )l

||
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2
Prova: Considere r > 1 préximo de 1 tal que (%) rs||Vo||3 < 2m(2 —ar), ar < 2 e

ts > 2, onde s = r/(r —1). Usando (6) do Lema e a desigualdade de Holder,

temos

™[R

2 r 1/’!’
AT 1o (= ) o

[ e s | [ da| GO

R2 |z R?

|x|ar

e pelos Lemas [2.1.2] e as imersoes continuas X — L**(R?), concluimos que

2 2 %
G w)Pe _ (5) sl vel3 (o) _ 4
| e Wl | da| G @)
R2

|| R? [
< GG )i < CIGT ()
provando o lema. [

Lema 3.2.2 Suponha que (V) seja satisfeita. Se v € X et > 2, entdo existe
C=C(t) >0 tal que

—1 t
/ GO, < cle ).
RQ

|z

Prova: Seja r > 1 proximo a 1 tal que ar < 2 e seja s = r/(r — 1). Usando a
desigualdade de Holder e a imersao continua X < L4(R?) para todo 2 < ¢ < oo,

temos

-1 t 1/r 1/s
/ —|G ()] dr < / |G~ (v)|"dz + (/ L dx) (/ \G_l(v)|t5dx)
Rz |7 2| >1 o<1 2] lz|<1

<67 W)+ GG )i
< ClIG (w)IIx

e a prova esta finalizada. [ ]
Tendo em vista das ultimas estimativas, podemos provar que o funcional I possui

a geometria do passo da montanha. Para esse proposito, sendo p > 0, definimos

S, = {v €eX: Vo’ dz + [ V(2)[G'(v)]*dx = p2} :
R? R?

Q) = [ I90F + V(G @) e

Ja sabemos que S, é um subconjunto fechado que desconecta o espago H'(R?).
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Lema 3.2.3 Suponha que (V'), (go) e (f1) sao satisfeitas. Entao ezxiste p >0 e o >0
tal que
I(v) > o, para todo v € S,,.

2
Prova: Se <%> sp* < 2m(2—a), usando (2.18)), o Lema[3.2.1/¢3.2.2, o Lema|1.1.1}(2)
e as imersoes continuas H'(R?) < L{(R?), de modo anilogo ao Lema [2.2.3 obtemos

1 ¢
102 (5~ 5¢) @) - Q)™
O resto é idéntico ao que foi feito no Lema [2.2.3] [

Lema 3.2.4 Suponha que (V), (g0) — (g2) e (f2) s@o satisfeitas. Entao existe e €
HY(R?) com Q(e) > p? tal que

I(e) <0 <o < inf I(v).

veS,

Prova: Analoga a prova do Lema [2.2.4]

3.3 Sequéncias de Cerami

O objetivo desta segao é estabelecer alguns resultados sobre seqiiéncias Cerami

para o funcional /. O primeiro é o seguinte:

Lema 3.3.1 Suponha que as hipdteses (V), (go) — (g1) e (f2) sejam satisfeitas.
Considere (v,) em X tal que I(v,) — ¢ € R e I'(v,)v, — 0 quando n — +o0.
Entao (v,) € limitada em H'(R?).

Prova: Pelo Lema [1.1.1}(5) e pela condigdo (f»), obtemos

1) = g5 = (5 - 57) QU
L1 FGH(@)G (00) = (G w)
20 JiG-1(vn)>0} ||

> (% - %) Q(vn)

O resto da demonstracao é analoga a prova do Lema do Capitulo
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Corolario 3.3.2 Suponha que (V'), (go) — (g1) e (f2) sejam satisfeitas. Considere (vy,)

uma sequéncia de Cerami para I em X. Entao, existe uma constante C' > 0, tal que

(G (0wl
/RQ (G o)l = C

Prova: Pelo Lema [1.1.1}(5) e desde que I'(v,)v, — 0 quando n — +oc, temos

f(Gil (Un))Vn
2 9(G~1(vn)) ||

dz < /R? |V, |*dz + /}R2 V(2)[G™(vn)]?dx + 0,(1)

< Q(vn) + 0,(1)

A limitacao de Q(v,), garantida pelo lema anterior, finaliza a prova do corolario.  m

Lema 3.3.3 Suponha que as hipéteses (V'), (go) — (q1) e (f1) — (f2) sejam satisfeitas.
Considere (v,) uma sequéncia de Cerami para I em H'(R?). Entdo, (v,) possui uma

subsequéncia, ainda denotada por (v,), tal que

(G ) fG)
g(G=H(vy))|x|* — 9(G—1(v))|z]* em Ly,

onde v € o limite fraco de (v,) em H'(R?).

(R?), quando n — +oo,

Prova: A prova deste resultado ¢ analoga a demonstragao do Lema [2.3.3] do Capitulo

2 n

Lema 3.3.4 Suponha que as hipéteses (V'), (go) — (g1) e (f1) — (f3) sejam satisfeitas.
Considere (v,) uma sequéncia de Cerami para I em X. FEntao (v,) possui uma

subsequéncia, ainda denotada por (vy,), tal que

PG () | F(G()

» p m L'Y(R?), quando n — +oo,
|z ||

onde v € o limite fraco de (v,) em H'(R?).

Prova: Pelo Lema [1.1.1}(5) e pelo Corolério temos
1[G (0n)) G ()] |S(G™ (vn))vn

de < dez < C.
a Jpa B k2 9(G 1 (vn))]2|®
Assim, de modo similar ao Lema [3.3.3] obtemos
-1 -1
J(G (vn)) — NG (v) em L .(R?*), quando n — +oo. (3.11)

|| [

Em seguida, usando (f3) e (f3), para cada R > 0, existe uma constante C' > 0 tal que

F(G ' (v,)) < Clf(G ' (v,))], paratodo z € Bp.
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Isto juntamente com (3.11)) e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue implica,
a menos de subsequéncia, que

F(G (), F(G(v))

|| [

em L'(Bg), paratodo R > 0.

Para concluir a convergéncia do lema, é suficiente provar que dado 6 > 0, existe R > 0

/F(G_—l(vn))dxgée / P& g <,

[

tal que

c
R

Para isto, note que por (f2) e (f3), existe uma constante C; > 0 satisfazendo
|F(s)] < Cy|f(s)], paratodo s € R.

Logo, para cada A > 0, obtemos

[ FG )y, < o, f G @,
|z|>R - |z[>R

]
G (on) >4 6= (on)[>A

dzx.

Como

R2 ||

dado 6 > 0, podemos escolher A > 0 tal que

Ci [ [f(G™(va))G (vn)| 0
A ) 2] dz < 5
Entao,
F(G™Y(v,)) o
——de < = .
/ e BE dr < 5 (3.12)

G~ (vn)|>A

Por outro lado, desde que f possui crescimento critico exponencial e satisfaz (f1) e

(f2), existe uma constante C'(A) > 0 tal que
F(G™(s)) < C(A)|G(s)]*, paratodo G'(s) € [~A, Al

Assim, obtemos

F(G™ (vn)) G~ (va)I?
/ ion —dxﬁC’(A)/ ———dx

|$|a |z|>R ’x‘a
|G=1(vn)|<A |G=1(vn)|<A
G—l ) — G—l 2
<oc(a) [ 1€ () Gl
R? ||



Entao, usando que a aplicagao v — G~ !(v) de X em LP(R?,|z|~*dz) é compacto para

todo p € [2,4+00), dado & > 0, podemos escolher R > 0 satisfazendo

F(G™Y(vy)) 5
/ o e <o (3.13)

||
1G=1(vp) <A

De (3.12) e (3.13]), dado 6 > 0, existe R > 0 tal que

/ PO L))y, < 5
|z|>R

]

Analogamente, provamos que
F -1
/ PG W) g, <5
|z|>R

Combinando todas as estimativas acima e desde que § > 0 é arbitrario, segue que

F(G (v)

FE BE dz, quando n — 400,
R2

e isto completa a prova do lema. [

Lema 3.3.5 Suponha que as hipdteses (V'), (go) — (91) € (f1) — (f2) sejam satisfeitas.
Se (v,) C HY(R?) € uma sequéncia de Cerami para I em X tal que v, — v fracamente
em H'(R?), entdo

V@G [ G
f eVt [y v = L e o todo o € G

Prova: A demonstracao ¢ analoga a prova do Lema do Capitulo |

Lema 3.3.6 Suponha que (V), (g0) — (g2) e (f1

uma sequéncia de Cerami para I em X tal que

— (f2) sejam satisfeitas. Seja (vy,)
2

3 ollVuall3 < 27(2 — a). Entao,

), tal que

S

(vy) tem uma subsequéncia, ainda denotada por (

F(G™H(wn)) (v — vn)
g2 9(G~(vn))lxl]®

quando n — +00, onde v € o limite fraco da sequéncia (v,) em H'(R?).

dz — 0,

Prova: Por (3.8), dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que

f(G™H(wn)) (0 — )
9(G="(vn))

< e|GHwn)||v — vn| + Cle@+NET @IET _ ]|y — .
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Entéo, pelo Lema [I.1.1}(9), temos
f(GHwn)) (0 — vn)

dx <€O1/ |G71(Un)”G71(U_Un)|dx
Rz 9(G7Hv,))|x|® - R? |z[®
Pl Cul S
' R2 |z
(s0+e)|G~ (wn) 2> _ —1(, _
o [k e vl
R2 ||
(s0+e)|G H(wn) 2> _ —1( _ a
co [ E e —wr,,
R2 |z|*

Pela desigualdade de Holder e escolhendo ¢ > 1 tal que ' =t/(t — 1) > 2, obtemos

F(G™ (0,))(0 — v,) ( G (v,)? f( G (v — v,)]? f
4 LIS BLLIA

o g(G (oalale | =C Aa e Ag P
Mrwm2)%< G (v — va) > f

C, —dx dx

e (42 L Az 2]
[el(so )G )P _ 1] ! { G (v —v,)|” }t

+@{42 B “} f

t(so+e)|G 1 (vn)|?™ _ % -1 . at’ T
e[ TG ARSI
R2 |z[® R? ||

Em seguida, note que existe t > 1 suficientemente proximo de 1, € > 0 suficientemente

dx

(3.14)

pequeno e C' > 0 tal que

ptlso+e)| G (wa) 2 _
dz < C. (3.15)
R2 ||

Com efeito, podemos supor que para n suficientemente grandes existem t > 1,
suficientemente préoximo de 1, e € > 0 suficientemente pequeno tal que (%)zt(go +
e)lVual3 < 27(2 — a).

Logo, pelos Lemas|1.1.1}(7) e[3.1.3] obtemos

de < C

2
Heo+alG L) _ g H0t(5) Vel () _ g
/ dx §/
R2 R?2

| ]

o que justifica (3.15]).
Como G~1(v, — v) é uma sequéncia limitada em X (veja (2.20))) e para p € [2, +0) a
imersao X — LP(R?, |z|~%dx) é compacta, a menos de subsequéncia, obtemos

—1(,, t/ —1(,, at’
/ ’G <v o Un)l dox — 0 e / ‘G (U /UTL)‘ dox — 0.
R2 R2

] ]
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Assim, usando o Lema e (3.14) juntamente com (3.15)) concluimos a prova do

lema. ]

Neste ponto, lembramos que o nivel minimax de I é dado por

0 < ¢, = inf max I(7(t 3.16
cm = inf max 1(y(t) (3.16)

onde I' = { € C([0,1]; X) : v(0) =0 e y(1) = e} e e foi dado no Lema
Como consequéncia do Lema [3.3.6, temos o seguinte corolario:
Corolario 3.3.7 Suponha que (V), (g0) — (g2) e (f1)—(f3) sejam satisfeitas. Seja (vy,)

uma sequéncia de Cerami para I em X no nivel ¢, satisfazendo (a/B)” || Va2 <
27(2 — a) e v, = 0 fracamente em X. Entao ¢, =0, onde ¢,, € dado em .

Prova: De fato, como I'(v,)v, — 0,

: V@G [ I m)
o |Vl d“/Rz oG o) / 3G (o) Ja]?

Entéo, pelo Lema [1.1.1}(5) temos

/]R2 Vo, |2dz + é /R2 V(2)[G (vn)]Pde < /IR2 g(gGl_(vST)L\):zlavn + 0,(1) (3.17)

Mais ainda, como I(v,) — ¢, obtemos

F (G~ (vn))

]

1 1
em =~ | [VouPdr+ = [ V()G (wn)2de — / dz + 0,(1). (3.18)
2 R2 2 ]RQ Rz

Logo, por (3.17), (3.18) e pelos Lemas |3.3.4] [3.3.6, encontramos ¢, = 0, como

queriamos.

3.4 Estimativa do nivel do passo da montanha

No Capitulo [2, obtemos uma estimativa para o nivel do passo da montanha, que
depende do numero real 6 da condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz (ver (f2) e (f3) do
Capitulo . Nesta sec¢ao, obtemos uma estimativa ainda mais precisa para o nivel do
passo da montanha de I, o que seré crucial para estudar as sequéncias de Cerami para

I. Estudamos o caso em que a nao-linearidade satisfaz (f;). Para isso, sendo r > 0,
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consideramos a sequéncia de Moser definida por

Viogn, se |z] < T,

1] log(r/|z])
M, (x,r) = , se - < x| <,
(7)== Togn 5 < el
0, se |z| >,

que satisfaz M,, € H}(B,), |[VM,]||> = 1 para todo n € N e
2 2 2

||Mn||% = - 2 - 2 .

4logn  2n 4n?logn

Proposigao 3.4.1 Suuponha que as hipéteses (V'), (go) — (92), (f1) — (f2) € (f1) sejam

satisfeitas. Entao o nivel minimax satisfaz
2—a)mw
Z—a (3.19)

Cm < .
(%) <0
Prova: Inicialmente, para provar (3.19)), é suficiente encontrar n € N tal que

N 9 _
max [ (tM,) < ﬂ,
>0 N
<3> So

onde M, = M, /||M,||x. Suponha, para efeito de contradigao, que para todo n € N,

temos
~ (2—a)r
(§> <o

Tendo em vista os lemas e[3.2.4] para todo n € N, existe ¢, > 0 tal que

I(t,M,) = max I(tM,).

>0
Pelo Lema m-(3), pela estimativa (3.20)), pela identidade (3.21)), pela condigao (f5)

e como ||]T4/n||X =1, segue que

(3.21)
22— a)m (3.22)

2 2 —~ —~
n —n/ (VLI + V()32 da
Rz

2 2
> 5 [ v s viole )P e - [ HE et
= I(t,M,) > 2—a)m

(5)
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Agora, mostremos que a sequéncia (¢,) ¢ limitada. Para alcancar este objetivo,

lembramos que %I(t]T/[/n) =0emt=t,,isto &, I’(thTjn) . Mn = 0. Disto, obtemos

ti/ [WM"P—"QQV@)M%Mn] dr — f(Gfl(tnMn))
RQ

— tnMndx =0
2 g(GH(tn My))| x|

9(G=H(tn M)
Logo, pelo Lema M(3),(5), (f2) e como ||V M,||2 < 1, segue que
th = 6] Mo x
ﬁ/—wﬁﬁ+w@@@rm
R2 &

n

zﬁ/ wﬂf+wwﬁi@%ﬂqm

t2

- “Y(t, M)t M,
> [ wmf+w@G(”"“’1m

(3.23)

dx.

1 FG (M) G (t, M)
/B (0)

]
Por (fy), dado € > 0 existe R. > 0 tal que

sf(s) > (& — e)e?* ™ para todo s > R.. (3.24)
Pela definigao da fungao M, (z,r) para |z| < T, segue que G_l(tnﬂn) > R. em B (0),
para n suficientemene grande. Usando (3.23)) e (3.24), vem

& —e¢ / 90IG ™ (bn M) >
B

2 >
T« |z|®

dz (3.25)

£
Pelo Lema [1.1.1}(7), dado n > 0 existe R, > 0 tal que
o\ 2
|G (s)]** > [(E) — 77] s®, para todo s > R,. (3.26)

Assim, para n suficientemente grande (sem perda de generalidade podemos assumir
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R. > R,), usando (3.25)) e (3.26)) obtemos

) —
so|(§) —n|tAM2
plost? _ 2 > &o —6/ e Kﬁ) ] e
@ JIBr [
_S—c¢ <0[(%) n] 3 izt 2T (f)Q_a
o 2 og n
_ fo — €€§O[(E) _U]ﬁ H;/[i‘l%(t%Q_ﬂ-elogna_Qr27a
o 2 —a
R LR () o F
a 2—a
Entao,
o 2 ogmn
s b 227T a0 [(3) 1] de ik - logn-2108tn. (3.28)
o —a
que implica
a\? 1 logn
? [(B) . ”] or LG~ (2~ a)logn —2logt, < O (3.29)
nllx

Logo (t,) ¢ limitada, pois caso contrario, como || M, |5 < 14|V (5,)||M,||3, teriamos

2
1 1
go[@ —n]_ ATt~ (2 a)logn — 2logt,

B 2 || M1 %
[ 2
al(3)" -]
2 — 2logt,
> t2logn _ a_ 208 400

2 (L+ Vo) IMal3) 7 fhlogn

quando n — oo, o que contradiz (3.29)).

Logo, por e pelo fato de (t,) ser limitada, temos

logn 2(2—a)w

50 —e 2 27 So (% - ]ﬁmm—(Q a)logn

¢ >

o 2—a

Portanto, existem constantes C; = C(a, s, o, 5,1) > 0 e Cy > 0 tal que

logn
Cr————5 —logn < Cs. (3.30)
[ M5
Mas,
1 1 — || M,||% 1
0,181y, - Cilogn I L [ log n
1 Mal% I Mall%
Crlogn — [1+ V|~ (tem — 3 — egs ) | logn
>
- r2 r2 r2
1+ ”V“LOO(BT) <4logn T om? T 4n210gn>
T2 n T
(Cr = D)logn + IV s, (7 + “35% — )
- 2 2 2 — F00,
1+ ||V||L°°(BT) <417(;gn - ZTW - 4n2rlogn>
quando n — +o00, o que contradiz (3.30). A proposi¢ao esté provada. [ ]
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3.5 Prova do Teorema [3.0.1]

Pelos lemas e as hipoteses do Teorema sao satisfeitas. Assim, o
nivel minimax ¢, de I é positivo e existe uma sequéncia de Cerami (v,,) para I no nivel
Cm- Aplicando o Lema [3.3.1 podemos assumir, sem perda de generalidade, que v, — v
fracamente em H'(R?) para algum v € H'(R?). No Lema [3.3.5 v é uma solugio fraca
da Equacao . Agora, suponha por contradi¢ao, que v é zero. Em vista do Lema
e desde que I(v,) — ¢, quando n — 400, obtemos

1
5/ {|an|2 + V() [G’l(vn)]Q} dz = ¢, + 0,(1). (3.31)
R2
Pela Proposicao [3.4.1] temos
(2—a)m
<%> <0
Usando (V'), (3.31)) e (3.32), existe ny € N tal que
o\ 2
<B> 50| Vonlla < 27(2 — a), para todo n > ny.
Logo, em vista do Corolario [3.3.7, encontramos ¢,, = 0, que é uma contradigao.

Portanto, v # 0.

Agora, a prova de que v é estritamente positiva é completamente analoga a
justifica da Afirmagao [2.5.4] do Capitulo 2] Pela Proposigao [3.1.4] concluimos que
u = G~ !(v) ¢ uma solugao positiva de e a prova do Teorema est4 completa.
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Capitulo 4

Existéncia e concentracao de solucoes

para uma classe de problemas criticos
em R?

Neste capitulo estudamos fenomenos de concentragao para a equacao generalizada

—div(e2g*(u)Vu) + e%g(u)g'(u)[Vul> + V(z)u = Q(z)f(u), (4.1)
u € HY(R?),u > 0 em R?, .
em que £ ¢ um parametro positivo pequeno, g : R — R, ¢ uma funcao de classe C*,

as funcoes potenciais V,Q : R? — R sao limitadas e f : R — R pode apresentar

crescimento critico exponencial.

A fim de estudar existéncia e comportamentos de concentragao de solugoes para a
equacao quaselinear generalizada , mais uma vez, utilizamos métodos variacionais.
Quanto aos fenomenos de concentracao seguimos uma metodologia que leva em conta
uma interacao entre os potenciais V e (), conforme podemos conferir nos trabalhos
[7, 65, 67, (70, [74].

Como temos feito ao longo desta tese, mencionamos novamente as hipoteses sobre

a funcao g.
(g90) g € CY(R,R;) é uma fungao par, ¢'(s) > 0 para todo s > 0 e g(0) = 1;

(91) (@ —1)g(s) > ¢'(s)s para todo s > 0 e para alguma constante o > 1;

(g2) lim 9(s) = 3>0.

s—+oo go—1 o
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Conforme ja foi visto no inicio do Capitulo 2, existe uma constante M; > 0 tal
que

g*(s) < My + p15**7 2, para todo s € [0,400), (4.2)
onde 3; = (8+1)? > 0.

Alguns exemplos tipicos de equagoes que se enquadram nas hipoteses acima sao

—?Au+V(z)u=Q(z)f(u) em R? (4.3)

—?Au+V(z)u — E2AWHu = Q(z)f(u) em R (4.4)

que surgem quando substituimos g%(s) = 1 e g*(s) = 1+2s* em , respectivamente.
Problemas do tipo foram abordados por diversos autores (por exemplo, em
[6, 26], BT, B32], [44] 55 [67, 69, [74]). Porém, nenhum deles considerou a interac¢ao entre
V e @, com o tipo de crescimento em f(s), conforme enunciaremos a seguir. Ja em
relagdo a equagdes do tipo (4.3) mencionamos apenas os trabalhos [7, 65 [70] cujas
hipoteses sobre V', (Q e f sao praticamente as mesmas que assumiremos aqui. Vamos
as hipoteses.

Supomos que V,Q : R? — R sdo duas fun¢oes positivas, continuas e limitadas.

Para apresentar nossos principais resultados, precisamos introduzir as seguintes

notacoes:
Komin = m%Rr% V(z) >0, Y= {z € R?; V(z) = Kmin},
xTe
Kmax = sup V(x), Koo = liminf V' (z) < oo,
zER2 |z|—o00
Vmax = maﬂg Q(x), @ ={z € R Q) = Vmax },
T€

Vmin = 1nf Q(z) >0, vy =limsup Q(z) < oo.
z€ER? |x|—o0
Além disso, assumimos as condigoes

(VQ1) Vinaz > Voo € existe R > 0, z* € @ tal que
V(z*) < V(x) paratodo |z|> R
ou
(VQ2) Kmin < Kso € existe R >0, x, € V tal que
Q(z.) > Q(x) para todo |z| > R.
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Se (V@) vale, podemos assumir V' (z*) = min V (z) e denotamos
z€Q

Ag={z€Q; V(z)=V(@")}U{z ¢ O V(z) < V(z")},

enquanto que se (V Q) vale, podemos assumir Q(z,) = max Q(x) ¢ denotamos
zeV

Av ={z €V; Q) = Qe.)} Uz ¢ V; Q) > Q(x.)}.

Na figura abaixo temos um esboco de um possivel comportamento das fungoes V

Figura 4.1: Hipotese (V Q).

Este tipo de estrutura foi tratada recentemente em [7, 23] [65, 67, [70), [74]. Obviamente,
Ay e Ag sao limitados. Além disso, Ay = Ag = yn @ se VN @ # (). Em particular,

Ay = V se () é uma funcao constante, e Ag = Q se V' é uma funcao constante.

Em relagao a nao linearidade f assumimos que a mesma possui crescimento critico

exponencial, ou seja, existe ¢y > 0 tal que

N 0, para todo ¢ > g
lim f(s)e ™" = . (4.5)
soo +00, para todo ¢ < g

Além disso, a funcao f satisfaz as condigoes

(f1) f(s) =o(s) quando s — 0F;

7



(f2) existe 6 > a > 0 tal que

0 < 20F(s) =20 /S f(t)dt < sf(s), para todo s € (0,+00);
0

(f3) existe A > 0 e p > 20 tal que F(s) > \sP, para todo s € [0,+00) com X > ),

onde

p—2 r a)? 2
p—2 2 47’I’(M1+ﬁ1)+M1/€max‘B\/g| 2 2 0 (E) <0
5\ — max P 2 PTVmin (0—0() T ’

47T(M1+61)+M1’imax|B\/g|

2T Vmin

e My, 51 > 0 sao constantes dadas na estimativa (4.2));

£(5)
V) o

Para encontrar solugao positiva para a equagao (4.1)) consideramos f(s) = 0, para todo

¢ nao-decrescente em (—o00,0) e (0,00), onde G(s) = / g(t)dt.
0

s € (—00,0].

Nao conhecemos na literatura nenhum trabalho sobre concentragao de solucoes
para equagoes do tipo (4.1) com competi¢ao entre potenciais e nao-linearidade critica

exponencial.

A seguir, para introduzir nossos principais resultados, consideramos o espaco de

fungoes H'(R?) com as normas

1/2 1/2
foll = | [ (9P 4aida] ol = | [ (90 4 Vieny)as
R2 R2
Tendo em vista as hipoteses sob V', ambas as normas acima sao equivalentes. Além
disso, H'(IR?) ¢ um espago de Hilbert quando equipado com um dos seguintes produtos
internos:
(u,v). = /Q(Vqu + V(ex)uv)de
R
ou
(u,v) = /Q(VUVU + uv)dz
R

para todos u,v € H*(R?).

Dizemos que uma funcao u : R? — R ¢ uma solucao fraca da equacao se

u € HY(R?) N L2, (R?) e para todo ¢ € C5°(R?) vale

loc

g2 /}R2 gQ(U)VUVSOd$—|-E /1[{{2 g(u)g’(u)|Vu|2@dx+/R2 V(SB)Ugde— 5 Q(:B)f(u)gpda; —0
(4.6)

Agora podemos apresentar nosso principal resultado.
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Teorema 4.0.1 Suponha que as hipdteses (VQ1), (g0) — (92) e (f1) — (f1) sejam
satisfeitas. Entao, para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, o problema tem

- ., . L 2,0 (2 ;
pelo menos uma solucdo positiva de energia minima u. € Cp.(R*) com as seguintes

propriedades:

(1) Emziste um ponto de mdzimo x. € R* de u. tal que

lim dist(z., Ay ) = 0;

e—0

(ii) Ezitem constantes positivas ¢, e ¢y tal que para todo x € R?

2 |p—x.|

U () < cre” = :

(iii) Definindo u.(z) := u.(ex + x.), temos x. — yo € u. converge em H'(R?) para

uma solucao de energia minima u de
—div(g*(u)Vu) + g(u)g'(w)|Vul* + V(yo)u = Q(yo) f(u) em R”.

Em particular, se vn @ # (), entao lir% dist(x., yn @) =0 e, a menos de subsequéncia,
e—

u. converge em H'(R?) para uma solugio de energia minima u de
—div(g?*(u)Vu) + g(u)g' (u)|[Vu|* + Kmintt = Vmaxf(u) in R2.

Teorema 4.0.2 Suponha que (VQ2), (g0) — (g2) € (fi) — (f1) valem. Entao, todas as

afirmagoes anteriores permanecem verdadeiras com Ay sendo substituido por Ag.

Inicialmente, as principais dificuldades para obter uma solucao para o problema
sao basicamente as mesmas ja descritas nos Capitulos |2| e . Ao reformular o
problema por meio de uma mudanca de variaveis, obtemos uma equacao semilinear
com funcional energia denotado por I..

Neste ponto, a falta de uma condicao sobre V' para obter uma imersao compacta
ou mesmo para trabalhar diretamente com lemas do tipo de Lions (quando V' é
periodico, por exemplo) impoe uma dificuldade para verificar se o ponto critico
encontrado é nao trivial. No entanto, superamos essa dificuldade considerando algumas
equagoes auxiliares juntamente com estimativas entre diferentes niveis do passo da
montanha. Assim, conseguimos mostrar a nao trivialidade de um ponto critico de
I. para e suficientemente pequeno (ver Lema . Também verificamos que nossa
solugao ¢ de energia minima e positiva. Finalmente, usando novamente a relagao entre

os niveis do passo da montanha junto com a desigualdade de Trundiger-Moser, fungoes
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do tipo corte e uma estimativa em L obtemos os fendémenos de concentracao descritos
no Teorema [1.0.11

As hipoteses (f1) e (f2) sdo condigoes suficientes para garantir a geometria do
passo da montanha. Além disso, (fy) é importante para provar a limitagdo das
sequéncias de Cerami (ver Lema. Com relagao a hipotese (f3), esta é fundamental
para comprovar a estimativa do nivel minimax contida no Corolario [£.2.7 Em posse

desta estimativa, é possivel mostrar que

2
(%) || Vo |2 < 4

para n suficientemente grande, onde (v,) ¢ uma sequéncia de Cerami. Essa estimativa é
fundamental para obtencao de ponto critico para o funcional I.. Por fim, a condicao de
monotonicidade (f) é de fundamental relevancia para todos os resultados que aparecem
ao longo do trabalho concernentes a variedade de Nehari. Este tipo de hipotese aparece,

por exemplo, em [13].

4.1 Estrutura Variacional e Preliminares

Comegamos esta segao observando que formalmente (4.1)) é a equagao de Euler-

Lagrange associada ao funcional energia

g2 ) ) 1
JT-(u) = 5/ g (u)|Vul dx+§/
RQ

V(z)u*dr — [ Q(z)F(u)dz (4.7)
R2 R2

Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que enfrentamos é
a necessidade de encontrar uma configuracao apropriada para aplicar métodos
variacionais e estudar a existéncia de ponto critico para J.. Ja sabemos que podem

existir fungoes g, tal que a integral [, ¢°(u)|Vu|*dz pode assumir o valor +oo. Para

superar essa dificuldade, usamos a mudanca de varidveis

Assim, apos essa mudanca, obtemos o novo funcional

82

L) = 2 W) = 5 / [VoPdr+ / V@ie @ [ QuF(E W)
(4.8)
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que ¢ bem definido em H'(R?) sob as hipéteses impostas sobre as fungoes V,Q, g e f.
Nos Capitulos [1]e [2]j4 listamos as propriedades da funcao G~! nos Lemas el2.1.1]
A seguir fizemos um acréscimo de mais uma propriedade, fundamental para no nosso

estudo.

Lema 4.1.1 A funcao G™' também satisfaz a sequintes propriedade: [G™1(st)]? <
s2[G7YH(t)]? para todo t € R, s > 1.

Prova: A justificativa dessa propriedade pode ser encontrada no Lema 2.1 em [29]. m

E facil verificar que sob as hipoteses impostas sobre V, @, g ¢ f o funcional Z, é

de classe C' em H'(R?) com

G (0) G W)
JC (o) (@ T(o)) PO (49

para v, € H'(R?) e, portanto aos pontos criticos de Z. correspondem exatamente as

T (v)p = £ /R2 VoVedr + /R2 V(z) pdx — . Q(x)

solugoes fracas da equagao semilinear

G G
g~ YWy MR (4.10)

Fazendo a mundanga de variavel v(z) = w(ex), é possivel ver que (4.10) equivale

—&?Av + V()

ao problema

—Av + V(ax)% = Q(ex)g((g_—llgii em R?. (4.11)

O problema (4.11) tem uma estrutura variacional completamente andloga a (4.10)).

Denotamos o funcional energia associado a (4.11)) por I, ou seja,

1

I.(v) = 5 /R2 (IVu]* + V(ex)[G(v)]?) dz — . Q(ex)F(G(v))du.

A seguir, na Proposicao [4.1.2) vemos que se v. € H*(R?) é um ponto critico do
funcional Z., entao u. = G~!(v.) é uma solucao fraca para (4.1). Portanto, para obter
solugoes fracas de (4.1]), é suficiente procurar pontos criticos para Z..

Proposicao 4.1.2 (Pontos criticos de Z. e solugoes de (2.1)) Todo ponto critico

ve de I. pertence a CY (R?) para algum 9 € (0,1) e uc = G~'(v.) € uma solucdo fraca

de .

Prova: Devido a limitacao dos potenciais V e () a prova deste resultado é

completamente analoga a demonstra¢ao da Proposigao u
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4.2 Equacoes auxiliares

Nesta segao, estudamos a equagao (4.10)) bem como algumas equagoes auxiliares

via métodos variacionais.

4.2.1 Equagao equivalente (4.11])

Considere a equagao (4.11]). Vamos mostrar que o funcional I, satisfaz a geometria
do passo da montanha. Para isso, fazemos uso dos Lemas ¢ [2.2.2) do Capitulo 2]
bem como de alguns lemas técnicos.

Dado p > 0 e € > 0, definimos
Sep = {v € H'(R?) : /]R2 |V’ dz + /}R2 V(ex)[G™(v)]*dx = p2} :
Desde que o funcional Qy. : H'(R?) — R definido por
0re(v) = [ (Ve + Vien)lG )Y

é continuo, segue que S. , ¢ um subconjunto fechado que desconecta o espago H'(R?).
Como os potenciais V' e ) sao limitados, do mesmo modo como foi feito nos

Capitulos 2| e [3] (veja Lemas [2.2.3} [2.2.4} [3.2.3| e [3.2.4)), obtemos os seguintes lemas:

Lema 4.2.1 Existe p > 0 e o > 0 satisfazendo
I.(v) > o, para todo v € S, .
Lema 4.2.2 Eziste e € H'(R?) com Qv.(e) > p? tal que

I.(e) <0 <o < inf I (v).

vESe,p

A variedade de Nehari associada ao funcional I, é definida por
N, ={ve HY(R*);v #0, I'(v)v=0}.

No préoximo lema demonstramos que Qy,. ¢ limitado por baixo na variedade de Nehari

e perto da origem.

2
Lema 4.2.3 Se ¢ > 0 e ||[v|a < M com (%) S|IVvl|3 < 47, entdo existe C > 0,

independente de €, tal que
Qu.(v) > C, para todo v € N..
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Prova: De fato, se v € N, entao

|Vv]2+V(€x)Ll(v)v dz = Q(ax)f(G:—i(v))vdx.
R? 9(G71(v)) R2 9(G=(v))

Usando os Lemas [1.1.11(5), [2.2.1] e a estimativa (3.8)), dados § > 0 e ¢ > 2 existe uma

constante Cs > 0 tal que

1 (G (v) -1 -1
EQV,E(U)g RQQ(ax)gG_—l(U))vde g Qex) f(G™(v))G (v)dx

< 6Vmax/ [Gil(’l])}Q dx + Céymax/
R2

R2

(G @)" (el 0 1) )

< (501Qv,s(v) + CzSVmaxHGil(U”‘g

g

S 601 QV,&('U) + Céymax [QV,E(U)]5 .

onde C; > 0 é uma constante. Para chegar a tltima linha da estimativa anterior,

usamos |VG ' (v)]? < |Vov]?. Logo, temos

[ SIS

1
(2 - 601) @0.(0) < Covinc [0l
e a conclusao segue. |

Lema 4.2.4 Para qualquer v € N. et > 0, vale a desigualdade I.(v) > I.(tv).

Prova: Aqui, a monotonicidade em (fs) e o Lema [1.1.1}(11) sao fundamentais. Veja

o Lema 2.2 e o Corolario 2.3 em [I3] para a prova. u

Temos ainda o seguinte lema:

Lema 4.2.5 Para cada v € H'(R?)\{0}, existe um tinico t, > 0 tal que t,v € N-.

Mais ainda o mdzimo de I.(tv) parat > 0 € atingido em t = t,,.

Prova: Mais uma vez, a monotonicidade em (fy) e o Lema[L.1.1}(11) sao fundamentais.
Seja v € H'(R?*)\{0} fixado e defina a fungao h(t) = I.(tv) para t > 0. Por um

argumento completamente analogo ao contido no Lema 3.7 de [26], obtemos
h(t) = I.(tv) > 0 para t >0 pequeno. (4.13)
Além disso, h(0) =0 e

h(t) = I.(tv) <0 para t >0 grande. (4.14)
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De fato, suponha por contradigdo que exista uma sequéncia {t,} com t, — oo tal que

oo pelo Lema m(f-}) temos

I.(t,v) > 0 para todo n. Sendo w =

L(t,v) 1 ) ) . )
< el = 7T L. W”' #V(en) (@7 ()] de

“H(tav))
/an 202 ———— 2 dx
F

200
Gt Gty
olen FE 00 [67 0] ™
=2 J (G (ta0)™ | [tav]e
Desde que v # 0, obtemos |t,,v| — co. Entao, por (f3) sabemos que W — 00.

Portanto pelo Lema [1.1.1}(7) e o Lema de Fatou, vem

2
G (t,w)

F(G_l(tnv)) ] aw2dm — 00

(G (tav))™

[ Qe

|tnv|é
que nos fornece uma contradigao.

Concluimos por e que existe um tunico ¢, > 0 tal que h/'(t,) = 0, isto é,
tyv € No. Além disso, h(t,) = max h(t).

[

E facil verificar que o nivel mini-max ¢, := inf max I.((¢)) pode ser caracterizado

~v€T' t€[0,1]
por
Ce = Ueg}fﬂ@) r?;ox I.(tv) = vler}\f}g I.(v) (4.15)
v#0

onde I' = {v € C([0,1], H}(R?));v(0) = 0, I.(v(1)) < 0}. Pelos lemas e 4.2.2)
sabemos que ¢, > 0. Para verificar (4.15)), o leitor pode observar o Lema 3.8 em [20].

Agora, obtemos uma estimativa para o nivel do passo da montanha c. de I., que
serd crucial para o nosso estudo. Para este fim, consideramos uma fungao ¢ € C5°(R?)

(assim como no Capitulo 2) satisfazendo as condigoes:
(p1) ¢=1em By = Bi(0) e p =0 em Bz = B(0);
(p2) 0 <9 <1em R

(03) [Vl <1 em R?

Também, como no Capitulo 2, podemos obter a seguinte proposigao:
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Proposicao 4.2.6 Suponha que (go) — (92) e (f3) sejam satisfeitas. Se X\ > \, entdo

0—a)
I.(G(t .
max (Gltp)) < —5 (g)zg
B 0

Prova: Desde que G'(s) = g(s), por (f3), usando as propriedades de ¢ e a estimativa

[3), temos

LG = 5 [ (VGUA)E +Vientet)da - [ Qlen)Fligs

1 2
< = / 7 (to)t?| Vel de + — / V(ex)p?*dar — Apint” / lplPda
2 RQ 2 ]R2 RQ

(tp)?
9

t?
§/ [Ml —1—51(15@)2“_2} §|Vg0|2d:v—|-/ V(ex)
R2 R2
M t2 /8 t2a
< Sl + 22— |

-2 2 JB s\

dr — )\I/min/ lto|Pde
R2
o@DV dz — Avmint? / |l da
RQ

Kmax|B
< <27r + %) Mit? 4 275182 — AvpinTrt?

que implica

Hmax’B\/g’ 2 2
1, < 2 —= M 2 > — int?
trél[(?,}li] 5(G<t90)) = trél[Oa,)l(] |:< T+ 9 1t + Wﬁzst )\meﬂ't

Desde que o > 1, obtemos

Mlﬁmax’B\/g’

Fmax| B
(27T + %) Mltz + 27Tﬁlt2a - )\Vminﬂ'tp S <27TM1 + 9

+ 271'61) t2—
— AVpint?

para t € [0,1]. Note que o méaximo da funcao

Ml"imax|B\/§|

H(t) = (27rM1 + :

+ 271'51) t2 — )\Vminﬂtp

para t > 0 é atingido no ponto

_1

1
_ M Epax| B p=2 2 p—2
t:<27TM1+1#|\/5|+27Tﬂ1> ( )

AVpin P70

e t € [0, 1] sempre que

S (47T(M1+55)+M1/imax|3\/g|> 2

2m VminP .

Como

A >

47T(M1 + 51) + Ml'%maxlB\/gl > (47-((M1 + 51) + Ml'%max‘B\/g‘) 2

27TVmin 2m VminP
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pois 2/p < 1 entdo, de fato, ¢ € [0,1]. Assim, calculando o méaximo de H(t),

encontramos
N2 (p—2\ [4r(My + Bs) + Mikimae| Bs| 172 /1 \ 72
max I.(G(ty)) < | - b m(M: + Bs) 1Fma| Byl —
te[0,1) P P 2 T A\Vrnin
O —a)
< ) 5
<%> <0
desde que
p—2
p—2 p (e} 2 E
Vo (P2 [Ar(M A Bs) + Mikimax|Bys|]® 2 0 <E> <0
P 2 Plmin | (0 —a) = ’
A proposicao esta provada. [

Como consequéncia da proposicao acima, de forma analoga ao Corolério do

Capitulo [2] temos o

Corolario 4.2.7 Suponha que (go) — (g2) e (fs) sejam satisfeitas com X\ > . Entdo
O@—a)

o (%)2%.

Neste momento vamos provar alguns resultados a cerca de sequéncias de Cerami

c. <

para o funcional I.. O primeiro é o seguinte:

Lema 4.2.8 Suponha que (go) — (¢1) e (f2) sao satisfeitas. Seja (v,) uma sequéncia
em H'(R?) tal que I.(v,) = c. € R e I (v,)v, — 0 quando n — +oo. Entdo (v,) €
limitada em H'(R?).

Prova: Usando o Lema (5) e (f3), obtemos

a 1 «
I (vn) — %[s@n)vn = (5 - %)

o Gil(vn) 1

-5 sz(ga:)g(G_l(Un))vndx_ . (ex)F (G~ (vy,)dx
oY F(G (vn)

90 J D (G0

Vmin 1 . B B
20 /{Gl(vnm}f(G (U2))G ™ (vp) — 20F (G} (v,))d

1 «
Z (5 - %) QV,E(UTZ)'
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Desde que I.(v,) = ¢ + 0,(1) e IL(v,) v, = 0,(1), quando n — +o00, segue que

1
(5 — 2%) Qv(vyn) < ¢ +o,(1). (4.16)
O restante da prova é analoga a demonstracao do Lema do Capitulo [2| [

Devido a limitagao dos potenciais V' e @), os préoximos resultados apresentam

demonstracoes analogas aqueles ja apresentados na segao do Capitulo

Corolario 4.2.9 Suponha que (go) — (g91) e (f2) sao satisfeitas. Seja (v,) uma
sequéncia de Cerami para I. em H'(R?). Entdio, existe uma constante C' > 0, tal

que

|£(G (vn))vnl
9(G=(vn))

Lema 4.2.10 Suponha que (go) — (g1) e (f1) — (f2) s@o satisfeiras. Seja (v,) uma

Q(ex) dz < C.
R2

sequéncia de Cerami para I. em H'(R?). Entao, (v,) tem uma subsequéncia, ainda

denotada por (vy,), tal que

F(G () f(G™ ()
9(G=H(wn)) 9(G=(v))

onde v € o limite fraco de (v,) em H'(R?).

Q(ex) — Q(ex) em L},.(R?), quando n — +oo,

Lema 4.2.11 Suponha que (go) — (g1) e (f1) — (f2) sdo satisfeitas. Se (v,) C H'(R?)
¢ uma sequéncia de Cerami para I. em H'(R?) tal que v, — v fracamente em H'(R?),

entao

-1
VUVgOdZL‘-l—/ M wdz,

[ T i — RQQ(W)JC(G_ (v))

9(G=1(v)

R2
para todo ¢ € C3°(R?).

Observacao 4.2.12 (Uma solugao para o problema (4.11))) Desde que c. pode
ser caracterizado por

0 <c. = inf I.(v)
'UGNS

podemos escolher uma sequéncia minimizante (v,) C Nz de I tal que I.(v,) — c. e
I'(vy)v, = 0. Aplicando o Lema podemos assumir sem perda de generalidade,
que v, — v. fracamente em H'(R?) para algum v. € H'(R?). Pelo Lema Ve
é uma solucdo fraca da Equagdo ([4.11]), isto €, I.(v.) = 0. Concluimos apenas que
ve € um ponto critico do funcional I.. No entanto, ainda nao estd claro se este ponto
critico € nao-trivial e se c. € atingido. A fim de provar que c. é atingido por uma
fung¢ao nao-trivial, usaremos um argumento do tipo corte para os potenciais por meio

de uma equagio auziliar; desenvolvemos este trabalho na se¢ao[4.3,
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4.2.2 Um problema auténomo

Para estudar a existéncia e concentracdo de solugoes para a equagao (4.1)),
precisamos de algumas estimativas envolvendo os niveis do passo da montanha do

problema dual com diferentes coeficientes. Assim, consideramos a equagao autdénoma

—Av+ kK G (v) = Vf(G_l(v)) em R (4.17)

9(G=1(v))  g(G7(v))

onde K € [Kmin, Fmax), ¥ € [Vmins Vmax| $80 duas constantes.

O funcional energia correspondente ao problema (4.17)) é definido por
1
L., (v) = 5/ (|VU|2 + K [G_l(v)r) dr — / vF(G™1(v))da.
R2 R2
Sob as hipoteses impostas sobre g e f ¢ facil verificar que I, é bem definido em H'(R?)

e é de classe C' com derivada dada por

A e R W AN (< G )
[H’”(”)“”‘/Rz (V Vet g<G1<v>>“”)d o g(G1o) "

Portanto, a partir de pontos criticos do funcional energia I,;,, obtemos solugoes para a
equacao (4.17).

De forma semelhante ao que foi feito na tltima subsecao, o funcional I, , satisfaz
a geometria do passo da montanha.

A seguir, definimos a variedade de Nehari associada ao funcional I, por
New ={ve H(R*);v £0, I ,(v)v = 0}.
De modo analogo ao que foi feito na subse¢ao anterior, temos os seguintes lemas:

2
Lema 4.2.13 Se ¢ > 0 ¢ |[v|a < M com (%) SIIVv||3 < 4m, entio existe uma

constante C' > 0 tal que
Q.(v) = / <|VU]2 + K [G_l(v)F) de > C, para todo v € N,
RQ
Lema 4.2.14 Para cada v € N, et > 0, vale a desigualdade I, ,(v) > I, ,(tv).

Lema 4.2.15 Para cada v € H'(R*)\{0}, eziste um tnico t, > 0 tal que t,v € N, .

Mais ainda, o mdximo de I, (tv) parat > 0 € atingido em t = t,,.
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O nivel minimax ¢, := inf max I, ,(v(t)) > 0 pode ser caracterizado por

~v€er te€l0,1]
Cov = b, max Ley(to) = Iof T, (v) (4.18)
v#0

onde I = {y € C([0, 1], H'(R2)):(0) = 0, L, (+(1)) < 0}.

Como K € [Kmin, Fmax] € ¥ € [Vmin, Vmax), Obtemos também a seguinte estimativa

para o nivel do passo de montanha:
0—a)

OE

Seguindo a mesma ideia da Observacao [£.2.12] podemos escolher uma sequéncia

(4.19)

minimizante (v,) C N, de I, tal que I.,(vy) = cop € I}, (va)v, = 0. Segue
que (v,,) € limitada. Logo podemos assumir, sem perda de generalidade, que v, — v,

fracamente em H'(R?) para algum v, , € H'(R?) e v, é¢ uma solugao fraca da equagao

" isto é? I,;,Z/(UK,V) = 0.

Logo, v., # 0. De fato, como os potenciais aqui s@o constantes (ou seja,
periodicos) basta trabalhar com a ideia de anulamento ou nao-anulamento e um Lema
do tipo Lions, muito comum em problemas com potencial periddicos. Para mais

detalhes sobre este argumento, o leitor pode verificar o Teorema 3.1 em [70] ou a
Observacao do Capitulo [2|

Finalmente, resta provar que v, , ¢ uma solu¢ao de energia minima. Com efeito,
como v, € N,,, por (4.18)) temos I, ,(vsx,) > cx,. Por outro lado, por (fs), pela

convergéncia fraca v, — v,, em H'(R?) e pelo Lema de Fatou, obtemos

1

Ly (V) — 51,2,”(%,”)1}5,” = /}R2 {g [(G_l(vmu))2 - %] +

(At )

_ /]R 1i£gf{g {(G_l(“n))2 - %} i

+v (%% — F(G (v, )) } dx (4.20)

)
< liminf/RQ {g [(G—lwn))? - M} N

n—oo

(o) o

= lim inf |:I,€71,</Un) - _1/7 (’Un)vn:| = CK,IM

n—o0
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isto &, I, (vs,) < ¢k, Acabamos de provar o seguinte lema:

Lema 4.2.16 Suponha que as hipdteses (f1) — (f1) sejam satisfeitas. Entao, para
qualquer K € [Kmin, Fmax| € qualquer v € [Vmin, Vmax|, 0 problema POSSUL UMG

solugao de energia minima vy, com I, (V) = Cyp.

O seguinte lema descreve o comportamento dos niveis do passo da montanha para
diferentes parametros k, > 0. Isto terd um papel importante na demonstracao dos
principais resultados deste trabalho.

Lema 4.2.17 Seja ki € [Fmin, Fmax)s Vi € [Vmin, Vmax), © = 1,2, com min{ke — k1,14 —
va} > 0. Entdo cxy < Cuyuy- Se adicionamos a hipdtese max{ky — k1,11 — o} > 0

entao Cxy 1y < Cuyuy- Em particular, ¢y, < Cuyy S€ Ko — K1 > 0 € Cxyy < Cryny, SE

vy — 11 > 0.

Prova: Consideramos apenas o caso min{ks — k1,7 — 2} > 0. A prova dos outros
casos ¢é similar. Escolha v uma solu¢do do problema (4.17) com coeficientes ko, o tal

que Iy, 1, (V) = Cxyy. Pelo Lema [4.2.14) vale I,,, ,,(v) > I, ,,(tv), para todo t > 0 e
pelo Lema |4.2.15| existe ty > 0 tal que

Ly 1 (tov) = I?éaox Ly 1 (t0).

Entao

c < inf max/] tv
K1,V1 — verl(r2) >0 517V1< )
n#0

< max Ly, (t0)

= L, 1, (tov)
_! /R 2 IVt + k1 (G (1) ] do = wy / F(G™ (tyv))dz

2 2

1
=~ [ V(to)Pdz+ 2 [ (G () dz— 2 | (G (to))’ dat
2 R2 2 R2 2 R2
+ % (G_l(tov))zdz - 1/2/ F(G™ M (tv))dz + 1/2/ F(G™(tyv))dz—
R2 R2 R2

- /R F(G (fp0))da
= Ly 1 (tov) — 1(/ig — K1) /R2 [G_l(tov)}z dz — (1p — 1/1)/ F(G™(tov))dz

2 2

< IH2,V2 (t(ﬂ)) < Iﬁz,l@ (U) = Cry,vs-
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4.2.3 Equagao auxiliar

Para provar que c¢. em (4.15)) pode ser atingido por uma fungao nao-trivial para
e > 0 suficientemente pequeno, precisamos introduzir algumas técnicas envolvendo

fungoes do tipo corte para o problema (4.11)). Sejam a € [Kmin, Koo), b € [Voos Vmax] €

Ve(z) == max{a,V(ex)}, Q°(z):= min{b, Q(cx)}

e considere

G (v) o bxf(Gfl(”U)) o R2
gGi@) Dy MR (4.21)

Usando as notagoes anteriores, vamos estudar o funcional

—Av + V(x)

1) =5 [ [I9oF 4120 (67 0)]de - [ QHIF(G )

e a variedade de Nehari associada
Nt ={v e H' (R0 £ 0, (1) (v)o = 0},

que corresponde a energia minima ¢ definida por

c®:= inf maxI®(tv).
veHLI(R2) t>0
n#0

Lema 4.2.18 Suponha que as hipdteses (f1) — (f1) sao satisfeitas. Entao,
(@) Cap < c;

(b) thélp < Cya()@io), onde V(0) := max{a,V(0)}, Q"(0) := min{b, Q(0)}.
e—

Mais ainda, se V(0) < a e Q(0) > b, entdo

lim sup cgb = Cab-
e—0

Prova: (a) Primeiro, observe que

140) = Luslo) + 5 [ (V20) = )G )P e + [ (0= Q) PG (0)d,

2 &2

Usando a defini¢ao de V%(z) e Q°(z), os mesmos argumentos explorados na prova do
Lema[4.2.17 levam a

Cap < cgb.
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(b) Seja v uma solugao do problema (4.17)) com coeficientes x = V¢(0), v = Q°(0) tal
que Tya(o).gr(0) (V) = Cva(o)gvo)- Entao existe um tnico t. := t.(v) tal que t.v € N
Logo,

0<c® < I%tw) = max I%(sv) (4.22)

Pela limitacao de V' e @), por um argumento completamente analogo ao usado para
mostrar a estimativa (4.14)), existe T > 0 independente de ¢ tal que I%°(sv) < 0 para
todo s > T. Consequentemente, por (4.22)), t. < T e podemos assumir que t. — .

Observe ainda que

12 (t0) = T te0) + 5 [ (V@) = V)G (k)P

RQ

" /Rz(Qb(O) — Q2(x))F(G™(tv))da.

Uma vez que () é limitado, F' é crescente e t. — t3, o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue implica que

/R2 [Qb(o) - Qi’(m)] F(G™*(t.v))dz — 0 quando & — 0.

Analogamente, temos
/ Vi (x) = V*(0)] [Cfl(tgv)}2 dz — 0 quando & — 0.
R2

Logo usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o Lema

214 vem

limsup ¢ < limsup I2°(t.v)
e—0 e—0

= lim sup [[V“(O),Qb(O) (taU) + 0,;(1)]

e—0
= Ive).00(0) (tov)

< Iya(o),0v(0)(V),

finalizando a prova. u

Sem perda de generalidade, podemos assumir que x* = 0 € 0 em (V@Q1) ou

¥ =0€eVNQse ]7U@7é(2). Usamos a notacao

d:=V(0) =minV(zx) <V(x) paratodo |z|> R. (4.23)
z€Q

Temos um limitante superior importante para o nivel do passo da montanha c..
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Lema 4.2.19 Vule a estimativa

limsupe. < cgupa.-
e—0

Prova: Desde que V4(z) = max{a,V(ez)} e Q°(z) = min{b, Q(cz)}, se escolhemos
4 = Fmin € b = Unay, entdo V(x) = V(ez) e Q%(x) = Q(ex). Consequentemente pela

definigao de 1%, vale

ab
c’ =Cey, COM A= Kpin € b= Vpax.

Pelo Lema {4.2.18| (note que Q°(0) = min{vmax, Q(0)})

limsupec, < CVa(0),Q5(0) = CV(0),Q(0) = Cdyvmax-
e—0

4.3 Prova dos principais resultados

Nesta secao vamos provar a existéncia e concentracao de solucoes de energia
minima descritas no Teorema [£.0.1]
Lema 4.3.1 O nivel minimaz c. € atingido se € suficientemente pequeno. Logo, o

problema possui uma solu¢ao de energia minima v. se € € suficientemente

pequeno.

Prova: Pela Observacao ja sabemos que existe uma sequéncia (v,) C N; tal que
v, — v, fracamente em H'(R?) e v, ¢ uma solugdo fraca para ({.11)), isto ¢, IZ(v.) = 0,
para cada € > 0. Como f(s) =0 para s < 0, um célculo simples nos fornece ||v,, || =0
(veja Afirmagao do Capitulo [2). Entado podemos assumir que v, > 0 para todo
n € N o que leva a v, > 0.

Para completar a prova, precisamos mostrar que v. # 0 para e suficientemente
pequeno. Suponha o contrario, ou seja, existe uma sequéncia €; — 0 com v, = 0.
Para cada j fixado, assim como na Observagao , seja (v,) C /\/Ej uma sequéncia
minimizante de I.; tal que I (v,) — ¢, e I (vy)vn = 0. A sequéncia (v,) é limitada

e v, = v, =0 em H'(R?).

Afirmacao 4.3.2 Eriste uma sequéncia y, C R?> e R, 0 > 0 tal que
/ v, |2dz > 0. (4.24)
BR(yn)
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Caso contrario, temos que

v, — 0 em L*(R?), 2 < s < c0.

Por (4.16)) e pelo Corolario m para A > )\, encontramos

0— 0—
7 Qe (00) < €y +0a(1) < = 5

+ 0,(1).

2
Entao, existe ng € N tal que (%) Sol|Vu,||3 < 4, para todo n > ng. Logo, assim como

na estimativa (£.12)) e usando (3.8), os Lemas 2.1.3] [1.1.1}(3) ) e a desigualdade

de Hoélder, para todo 6 > 0 existe C's > 0 tal que

1 a)? 2 Un 2 %
— Qv (v,) < Vinaxc || Un |3 4 VimaxCs||vnl|Ls {/ |:e<ﬂ) r(<o+£)vaun||2(”W,LHQ) _ 1] dx}
« R2

(4.25)

2
onde r > 1 esta perto de 1, £ é suficientemente pequeno tal que <5> r(so+&)||Vual3 <

4 e ts > 2 com s = 7. Aplicando o Lema 2, podemos deduzir por (4.25) que
Qv (vn) = 0, quando n — oo

que é uma contradigao com o Lema[4.2.3] Logo a afirmagao esta provada.

r m Vrnin> Vmax nsideram uncion ® com constan
Agora, escolhemos b € , e consideramos o funcional ]gjb com constante d

definida em (4.23)). Note que para cada v, existe um tnico nimero positivo ¢, tal que

tntn € N2,

Afirmagao 4.3.3 A sequéncia (t,) € limitada.

De fato, suponha por contradicao que ¢, — oo quando n — oco. Como a sequéncia
wp () := v,(z + y,) > 0 & limitada em H'(R?), segue por que seu limite fraco
w € H'(R?) ¢ diferente de zero, isto é, w # 0. Entao existe um subconjunto 2 C R?
com || > 0 e w(x) > 0, para todo z € €.

Desde que (v,) é limitada em H'(R?) e vy, = miélRf2 Q(x) > 0, existe uma constante

positiva (' satisfazendo

n n t n
/ G ww )));21} dxr < C;, paratodo n € N. (4.26)
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De fato, como I'(t,v,)(tnv,) = 0, usando o Lema [I.1.1}(5),(13) temos
-1 -1
(G (twn))thwy, dr < F(GTH(twy))thwy,

Vmin g T+ n d:E
o (G () o @2 T ) T e )
zti/ |Vw,|*da+
R2
—1
/ Vd(a:—l—y)f (G~ (twwn)tnttn
RQ

“(thwn))
d

VA (@ + y) [G7 (wn)]?

G
9(G
<t [ |Vw,|*dr + ti/ dz
R2

RQ
< Ct2||wa|2, < C.

e a limitagao em (4.26) segue.

Usando (f4), sabemos que

G_1<tnwn)) tnwn f(G_1<tnwn)) 2 4 2
g(Gfl(tnwn)) t2 — g(Gil(tnwn))t3w3 tnwn — 0 quase sempre e R

e o Lema de Fatou implica

t
Cy > lim inf/ G nn)) nwndx = +00

n—+00 nwn))tQ
que é um absurdo. Assim, (¢,) é uma sequéncia limitada.

No que segue assumimos t,, — to, quando n — co. Notando que cdb ¢ a energia minima

do funcional I ff’ em /\/';i_b, temos

c® < 1% (t,v,)

€ — &

=Lt + 5 [ Vi@ - Vo) (6 e der o

+ /R2 [Q(gﬂ) - Q?,»(I)} F(G (tyv,))de.

Desde que v, — 0 em L (R?), 2 < ¢ < 00 e {& € R* V(g;z) < d} ¢ limitado, é facil

loc

ver que

/ [Va‘j(x) — V(ejx)} [G_l(tnvnﬂ2 dr < / [d —V(g2)] [tyva|*dz = 0,(1).
R2 {zeR?;V (ejz)<d}
(4.28)

Usando a estimativa (2.18), v, — 0 em L (R?) e o fato de que {z € R% Q(e;z) < b}

loc

é limitado, é possivel checar que

/R 2 [Q(gjx) - ng(x)} F(tyv,)dz < /{ I [Q(;2) — 0] F(tyw,)da = o,(1).
o (4.29)
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Consequentemente por (4.27)) a (4.29) e pelo Lema chegamos a
cgj_’ < I, (thvn) +on(1) < I (vn) + on(1).

e passando ao limite quando n — oo obtemos cgj_’ < ¢.,. Noentanto, do Lema|4.2.18(a),
temos

db
Cd,b S ng S C&‘]"

Tomando limite quando j — oo e usando o Lema [£.2.19] obtemos
Cap < HMsup c:; < Capp,,
j—00

o que contradiz o Lema [£.2.17] pois b < vyax. Portanto, v. # 0 para ¢ suficientemente
pequeno.

Finalmente vamos verificar que I.(v.) = ¢. também para ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Como v, # 0, por segue que I.(v.) > ¢.. Por outro lado, de modo
analogo a estimativa , ¢é facil verificar a desigualdade contraria, com ajuda de
(f2) e do Lema de Fatou. n

Observacao 4.3.4 Podemos provar que v, > 0 em R? de modo andlogo a Afirmacao

do Capitulo [3.

Lema 4.3.5 Para ¢, — 0, seja v, = v, a Sequéncia de solugoes obtida no Lema
.31 Entdo existe uma sequéncia (y,) C R? com ,y, — yo € Ag, quando n — oo,
15to €,

T}LIEO dist(e,,yn, Ag) = 0.
Definindo w,(z) := v,(x + yn), entdo w, converge forte em H'(R?) para uma solugio
de energia minima w de

G~ (w) f(G (w))
9(G=Hw)) 9(G=Hw))

Em particular, se yno # 0, seque que lim dist(snyn,)7 N @) = 0 e, a menos de
n—oo

—Aw + V(yo) em R2. (4.30)

= Q(vo)

subsequéncia, w, converge em H'(R?) para uma solugio de energia minima w de

Glw) _ F(Gw)
g(G(w) ~ (G (w))

Prova: Seja (v,) a sequéncia de solugdes do problema (4.11]) obtida no Lema [4.3.1]

— AW + Kmin em R? w>0. (4.31)

com parametro €, — 0. Existe uma constante C' > 0 tal que

|vnlle, < C, paratodo n € N. (4.32)
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Com efeito, como em (4.16|), obtemos

1 o —
(5 _ %) Qv () < o, < (0—a) = (4.33)
0

onde na ultima desigualdade usamos a estimativa no Lema [2.4.2] Portanto, usando a
desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos , da mesma forma que no Lema
231

Do mesmo modo como foi justificada a estimativa no Lema , conseguimos
obter 7, 0 > 0 e uma sequéncia (y,) C R? tal que

lim inf v, [2dz > o. (4.34)

Sendo wy,(z) 1= vp (@ + yn), Ve, (2) = Vien(x + yn)) € Q- (2) = Qen(z + yn)), vemos

que w,, resolve o problema abaixo

Glw) 5 f(GT (W)

—Aw + %n(x)m = Qan(l')m em ]R27
com funcional energia dado por
~ 1 ~ _ 2 ~ _
L (w) = 5 /R AV + Vo, @) (67 (w0)]*} do - [ Qe (@) F(G7 wn))da

=20 (@) [ Q@) F(E )

Desde que w, também é limitada temos w, — w em H'(R?) e, por (4.34), podemos

assumir que w # 0.
Afirmacao 4.3.6 A sequéncia (¢,y,) € limitada.
Caso contrario |e,y,| — 00, quando n — oo. Entao, devido a limitagdo de V e

(), podemos supor que V(e,y,) — Vo > d e Q(e,yn) = Qo < Voo < Vmax. Como

jin (wn)p = 0 para qualquer ¢ € C°(R?), devemos ter

0= [ [T+ Veto) ey e [ Gute) Syt
:/R2 [anV90+V(6nyn) G (( ))) ]dx Q(snyn)/R2 %wdx%—
+ /R 2 [‘Zn(x)—V(Enyn)} oG (( )))sodx+
+ [ (@)~ o] Lo e
(4.35)
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Desde que V' é uma fungao continua e ¢ € C§°(R?), vale

/R2 [175”(93) - V@”y”)} %Wz = on(1). (4.36)

2
Agora, note que a desigualdade (4.33) nos fornece (%) %l|Vw,||3 < 4m. Portanto, por

(3.8)), pelos Lemas (2),(3),(6),[2.1.2[ [2.1.3] pela continuidade de @) e a desigualdade

de Holder, vem

[ [0t - @] Ll o

< / Qentn) — Qe ()] lwnspld
RQ
+ Cs {/ {6@)25(%*5)”%"'5(|v1fu’£|2)2 — 1] dx}s
]R2

AL

onde § > 0 é arbitrario, C's > 0 é uma constante, %+§ =1, com s > 1 suficientemente

< [ ]@temn) - 0@ 16w )eda

1
o7

Qlewn) = Qunlo)| et} =0, (1),

(4.37)

B
Usando (4.36)), (4.37) e passando ao limite em (4.35)) (veja também (2.24)) no Lema

2.3.4), obtemos

2
proximo de 1 e & > 0 é suficientemente pequeno tal que (9) s(so + &)||Vw, 3 < 4.

G (w) } (G Hw))
VuVp + Vy————<p| dx — — L pdr =0
[ [Fove+ vy 4= @ [ e
para qualquer ¢ € C§°(R?). Isto significa que w uma solugao fraca da equagao
G~ (w) f(G™H(w))
—Aw 4+ Vo———— —
"g(G 1 (w)) 9(G=H(w))

Observe que I., (v,) = I, (wy,). Como min{Vy — d, Vmax — Qo} > 0, pelo Lema [4.2.17 ¢

pelo Lema de Fatou

em R2

= Qo

1

Cdvmax < CV5,Qo < IVO,QO (w) = IVO,QO (w) - 5 (/O,Qg (w)w

_ /RQ lim inf {%‘Zn(x) {(Gl(t“"))Q N %wn} !
+Qe, (7) B%w" B F(G1<w")>1 } o

~ 1~
< liminf l[en(wn) - 5]’ (wn)wn} = liminfe,,.

€
n—00 n n—00

Isto contradiz o Lema que afirma o seguinte:

limsupc., < g pma-
n—oo
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Logo a sequéncia (£,y,) € limitada, e podemos assumir ,y, — 3 quando n — 0.
Afirmagdo 4.3.7 yo € Ag :={z € Q:V(z) = V(0)} U {z ¢ O;V(z) < V(0)}.

Seguindo os argumentos usados na prova da Afirmacao [4.3.6] sabemos que o limite

fraco w é uma solucao da equacao

Aw G oy HET W)
AV @y ~ A e )

Se yo ¢ Ag, entdo V(yo) > V(0) = d (e sabemos que Vmax > Q(¥o)); temos

em R? (4.38)

Clmax < CV(y0).Q(yo) Repetindo os argumentos da Afirmagao[d.3.6|novamente chegamos

a seguinte contradigao:

limsupec. <g¢ <c < liminfe,. .
n_)oop En — dyVmax V(yO)yQ(yO) — Tnsoo En

Logo yo € Ag, isto ¢, lim dist(e,y,, Ag) = 0. Em particular, se Vno # (), entdo
n—oo
lim dist(e,y,, VN Q) = 0.
n—oo
Agora, repetimos os argumentos na prova do Lema [4.2.18|-(b) e obtemos

limsup I., (w,) = limsupc., < limsup I, (t., w)

= limsup [IV(yo),Q(yo)(tsnw) + On(l)] (4.39)
n—oo

< IV(?JO%Q(?JO) (w)

Por outro lado, novamente pelo Lema de Fatou
1
CV (30),Q(yo) = ]V(yo)@(yo)(w) - EI(/(yO),Q(yQ)(w)w

- 1 ~
<liminf | I, (w,) — =1, (w,)w,| = liminf I, (w,).
n—o00 9 &n n—o00

Assim, lim I, (w,) = Iv(yo),0(y0)(w). Como em (4.39), sendo w uma solucdo do
n—oo

problema auténomo (4.38)) tal que Iy (y).Qe0) (W) = Cv(ye),Q(yo), tEMOS

limsup Le,, (wn) < Tv(y0).Q00) (10) = €V (40).Q(w0)»

n—oo

donde, lim I, (w,) = CV (40),Q (o) - 11OZO
n—oo

lim I, (Wn) = v(y0).Q(w0) = 1V (50).Qw0) (W)- (4.40)

n—oo
Logo, a menos de subsequéncia, (w,) converge fracamente em H'(R?) para uma solugao

de energia minima w de

Clw) (G (w)
gG @)~ W) T T w)

em RZ.

—Aw + V(yo)
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Afirmagao 4.3.8 w, converge forte para w em H'(R?).

Desde que V' e @) sao duas fungoes continuas, sabemos que

/]R2 V.. (z) [G—l(w)f dz =V (yo) /Rz [G_l(w)f dz +0,(1) e
[ GL@F(E w)de = Q) [ PG (w))ds + 0,(1),

R2
o que implica

I (W) = Iv(y),Que)(w) quando n — oo. (4.41)

Note que

~ ~ ~ 1
(o = w) = T w0) + I w) = 5 [ (190 = w) = [V + (V] do
R2

+5 [ V@ 167w, = w)F = 167w+ 167 ()] do—

-/ Qe () [F(G™ (w, — w)) — F(G™ (w,)) + F(G™ (w))] da.
(4.42)
E facil ver que
/}R2 [V (w, —w)]* = [Vw,|* + |Vw|*] dz = 2 y V(w—w,) Vwde — 0. (4.43)

Sendo w,, := w, — w, temos

§...(2) [F(G M, + w)) — F(G(w,))] = e () / 1F<G- (@ + tw))dt
B Yw, + tw))
= Q-.(a / Yw, + tw)) wdt.

Pelo Lema m-(B) e pela estimativa (3.8)), dados ¢ > 1 e £ > 0, existe uma constante
C > 0 tal que

Q. (2) [F(G™Y (@, +w)) — F(G™(w,))] <
1
< Vi / G (@ + tw)lJeo] + CIG™ (1 + tw)| o] (167 ot 1) | ay
0
< Ve | B [|10] + Vi [0 + C 0|0 [e<(%> fwal2 _ 1] + Ow]™! [e<(%) fwnf? _ 1] ,

(&7

onde ¢ = ¢y + & & tal que (5)27’1(% + &)||[Vw,||3 < 4w. Logo, sendo ry =

a desigualdade de Young, para cada 0 > 0 existe uma constante Cy > 0, tal que
Qe (@) | F(G (wn = w)) = F(G ™ (wy)) + F(G (w))| < 8C1|wn]* + Cslw]*+
+ 8| (5 )l —1] + Gyl + 3¢ | (5 ) hunl? _ 1] + Colul2+
O [é(%f‘” - 1} .
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Consideramos uma funcao Gs, dada por
Canle) =max {Qe, () [F(GH sy — ) = F(G () + F(G ()] — 50 i, '~
_5C | [em(%)an'Q 1] -éc [e“’l(%‘f'w”? ~1].0},
que satisfaz
nh_)rgo Gsn(r) = max {—(50 [em(g)zm"Z - 1} ,0} = 0 quase sempre em R?,

a\2
0 < Gsn(z) < Cslw]* + Cslw|™ + Cslw|™+Y + C; [eg(?> ol® _ 1] c L'(R?).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ Gsn(x)de — 0.
R2
Pela definicao de G, segue que
éen(x) {F(G_l(wn —w)) — F(G_l(wn)) + F(G_l(w))’ < 501|wn|2 + 6C'w, |1

y [e(g)%lcllwnlﬁ(wﬁu) — 1] +6C {e(gfﬁdwl"”%(wﬁﬁu) — 1| +|Gspn(2)]-

Logo, usando novamente a desigualdade de Holder e o Lema [2.1.2] obtemos a seguinte
desigualdade:

limsup [ Qe,(2) |F(G™(w, — w)) — F(G (w,)) + F(G™'(w))| dz < €3,
n—oo R2
o que implica

g @En(x) ‘F(G_l(wn —w)) — F(G_l(wn)) + F(G_l(w))‘ dz = 0,(1). (4.44)

Usando a mesma ideia acima obtemos

/R 2 V., (@) ) (G (w, — w)]* =[G w,)]* + [G (w)]?] dz = 0,(1). (4.45)
Segue por — que
’]:311 (wn - w) = 757L(wn) - ‘/i;n (w> + On(l)
= CV(0). Q) ~ V(50).Q(wo) F 0n(1) (4.46)
= 0,(1).
Analogamente,
I (w, — w)(w, — w) = 0,(1). (4.47)



Assim, por (4.46) e (4.47) e a estimativa feita no inicio da prova do Lema [2.3.1} vem

(% — %) Qf/En ('lUn - w) < [En(wn - w) - %fén(wn - w)(wn - w) - O"(l)’

donde

|Vw, — Vw|*dz = 0,(1) e / V., (z) [GH(w, — w)}2 dz = o,(1).

R R
Novamente, como na prova do Lema [2.3.1] através da desigualdade de Gagliardo-

Niremberg, obtemos

/RQ lw, — w|*dx = 0,(1).

Portanto ||w, — w|| — 0, provando a Afirmagao 4.3.8 n
Lema 4.3.9 Para ¢, — 0, seja v, := v, a sequéncias de solugoes do problema

4.11) e y, € R? a sequéncia obtida no Lema e defina w,(z) = vp(x + yp),
V. (2) = Vien(x +un)) € Qe (2) = Qen(z + yn)). Entdo existe uma constante C' > 0
tal que |wy|s < C para todo n € N. Além disso,

lim w,(x) =0 wuniformemente em n € N
|z| =00

e existem constantes M,( > 0 tal que

lwn ()| < Me=Fl para todo = € R2.

Prova: Pelo Lema sabemos que e,y, — Y € Ag, quando n — oo e
wy(x) = v,(x + y,) converge fortemente em H'!'(R?) para uma solucio de energia
minima w do problema (4.30). Para quaisquer R > 0, 0 < r < %, seja n € C™(R?),
0<n<lcomn(z)=1sel|r|>Ren(x)=0se|z|]<R—re|Vnl <2 Para L >0,
seja

wy (), wy(x) <L

L, wn(x) 2 L

W, (7) =
_ 20 2(y=1) > y—1
ZLn =1 wL,n Wn € Zpn = nwnwLﬂ—L )

com v > 1 a ser determinada mais adiante. Tomando zy,, como funcao teste obtemos

/ n2wi(z_1)|an|2dx =—2(y— 1)/ wnw?;gnQanVwL’ndx—i—
R2 R2

F(GH(wn)) 2(y—1) / 7 G~ wy) 2, 2(y-1)
————nwyw;, dxr — Ve, () ———zw,n"w;, dr—
GG T(wn) e V) GGy

—2/ nwi(:’_l)ananndx.
R2

+ [ Q. (2)
R2
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Pelo Lemal[l.1.1}(2),(3),(6) e (3.8)), para qualquer § > 0 suficientemente pequeno, existe

uma constante Cs > 0 tal que

/ ani(Z ]an|2d:v < OVmax / iani(ZL dx +
R2 R2
)2, 1) 2(v-1)
+ VmaxCs [e s(§)7wn _ 1] lw, [P w] 7 dz + nwLn wn|anHVn|dx <

[e] 2 —
< C(;/ |wn|p172wi(z 2 [ s(§) wn _ 1} da:+2/ nwLSZL Vi, | Vaw, || V| da,
R2

onde ¢ = ¢y + & para £ > 0 suficientemente pequeno. Para cada 7 > 0, usando a

desigualdade de Young
/R n* wLn V| Vw,[2dz < 05/ |w,, [P 27 2 [eg(%)Qw" - 1] do +
—1—27/ n’ wLn DV, [Pdz + 2C; / w? wLn VIV 2da.
R2
Novamente, escolhendo 7 > 0 suficientemente pequeno,

2(y—1) 2 p 2(y-1) (g)zwn _
n’ wy,, | Vw,[?dz < Cj |w Pn? wy,, 5 1| da+
R?

(4.48)
+ C- /]R w? wLn |V77] dzx.
Por outro lado, pelas imersoes de Sobolev,
|gL,n|12, < C'/R2 |V (nwnwz,_nl) ‘ng;
=C /R2 |wnwz7—nlv77 + anTanwn +(y— 1)wan;anwL7n|2 de
=G UR PuiwpnViPde + (4.49)

+ |77wz7_anwn + (v — 1)wnwz;12anL7n‘2 dx]
RQ

< O? [/ wzwiz V|vy|? dx+/ 7721”%71 2 |an|2dx} .
R2
Usando (4.48) e (4.49),

o )2
ZLnl2 < CY? / w? wLn |V77| dz —l—/ |wn|p772wi(z_l) [eg(ﬁ) wn 1} dx]
R? o[> % ’

e por ({4.50))
)2
ZLnl < CH? [/ waLn Jda +/ lwy, |pr7 2 [eg(ﬁ) wn 1] dx]
R—r<|z|<R |z|>R—r

a\2
< Cv? [/ w2dx —|—/ wP 2w [é(E) Wn _ 1] dx] .
R—r<|z|<R |z|>R—7r
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A desigualdade de Holder com expoentes ;= e t, nos fornece

t—1

1

29t t T
ZLnl < CY° [/ wé‘ldx} [/ dx} +
R—r<|z|<R R—r<|z|<R
, 1 - =1
a t 29t t
+ [/ wp2 [etg(ﬁ) o — 1} dx} [/ wé‘ldx} .
|z|>R—r |z|>R—r

Considerando t > 1 perto de 1 e £ > 0 suficientemente pequeno tal que ( t(so
|IVw,||3 < 47w, mais uma vez pela desigualdade de Hélder e pelo Lemma -

chegamos a

-

1 t—1

e 0 (p-2)¢ 2
wtzer{([, ol [ ] ]
|z|>R—r R—r<|z|<R |z|>R—r
Z W, 2 %2 2+t %
y {/ |:€t () 1vunl (o) _ 11 dx} U w,ﬂdx}
|$|ZR_T |1“2R—T

t—1

2t =
< Cy? {/ wﬁlda:}
|z|>R—r

Agora, usando os mesmos argumentos da prova do Lema 4.3 em [65], determinamos

v = Q para obter

[wWnlpoe (o> R) < Cltnlp(eizr-—r) < Cltwaly(pyys 2)- (4.51)

Vamos descrever aqui tais argumentos: Note que

2 2
2y _ _ p, p, P(=1)\"
|wL,n|m(|x\zR) = (/| wL,ndm) = (/II Wy,
z|>R z|>R

2 2 2 B
< |ZL,n|p < C’V |:/||>R wrtL_ld$:|
z|>R—r

- C’Y |wn|27t (|lz|>R—r)"

Aplicando o Lema de Fatou vem

1 1
|wWnlpy (=) < Oy [wn| 228 141551y

. t—1 14 .
Combinando v = 2 (2t ), q= i—tl e a ultima desigualdade, obtemos
Wy |2 = (W _ _ = |w 1 = |lw
| n"y q | n‘p(tml)p(gtl)% | n|pp(t2t1) | n|p’ya
isto é,
a1 a1
|wnly2q(zizr) < C2 Y7 [Wnl 28 (1415 p—ry = CF 77 [Wnlp(ai=R-r)-
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Prosseguindo com este processo de iteragao, vem

it

Sk s L
|Wn |ym+1g(alzr) < C =27y = 5 Wy (o> R—r)

que implica em
[Wnl L o1z R) < Clwnlp(eizr-—r) < Clwaly(pyy>2)- (4.52)

Para 7y € Bg, podemos usar o mesmo argumento tomando n € C§°(R?,[0,1]) com

n(x) =1se |z —xo| < p en(x)=0se |z —xo >2p e |Vnl < %, para proar que
|[wa |z (ja—aol<p) < Clwnp(lei<2p)- (4.53)

Com (4.52) e (4.53), por um argumento de cobertura usual, podemos mostrar que
existe C' > 0 tal que
|wnse < C. (4.54)

Agora, pela teoria de regularidade eliptica classica, sabemos que as fungoes w, sao
solugoes classicas. De fato,

—Aw, =K, em R?

no sentido fraco, onde

Gl | 5 H(G )
9(G=H(wn))
As estimativas (3.8), (4.54) e o Lema (2),(3) implicam que K,, € L{ (R?), para

todo s > 1. Usando teoria de regularidade (veja [30] por exemplo), w, € WQ’S(R2), para

loc

Kn(x) = _‘Zn (:L’)

todo s > 1 e disto w, € C*(R?) para algum ¢ € (0,1). Pela Teoria de Regularidade

loc

de Schauder (veja novamente [30]) obtemos w, € C*(R?).

Usando a convergéncia forte w, — w em H'(R?) na estimativa (4.52)), para cada 6 > 0

fixado existe R > 0 tal que |wy|p(z>r) < 0, para todo n € N. Logo,

lim w,(x) =0 uniformemente em n € N.
|z|—o0

Finalmente, a propriedade do decaimento exponencial é verificada por um argumento de

comparagao. Vejamos: pelo Lema|l.1.1-(4), g((G;:—ig)s — 1 quando s — 0 e juntamente

com ( f1) podemos escolher Ry > 0 tal que, para todo n € N e para todo x com |z| > Ry,

vale
RKminWn (I’)
2Vrnax

IN

> Jun(@) © f(GHun(@) (1.55)
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Definimos v(z) = Me=¢1*l onde ¢ e M sdo tais que 4¢% < ki, € Me™% > w, () para

todo z satisfazendo |z| = Ry. Nao é dificil checar que

At < (%) para todo x # 0. (4.56)

Em seguida, consideramos a fungao 1, = ¥ — w,. Logo, por (4.55)), (4.56) e

oo G ) 5 (G () :
—Aw,, + ‘/;n(ﬂf)m = Qan(fﬁ)m em R
obtemos ;
~Ay + R, 20 em | > R,
Yo >0 em |z| = Ry,
ﬁm%wz&

Pelo principio do méaximo, temos que ¢,(x) > 0 para todo || > Ry. Entao,

w,(r) < MeS?! para todo |x| > Ry. Isto implica que

lw,(2)| < Me=¢*l para todo z € R2.

[

Lema 4.3.10 Eziste o' > 0 tal que |wy,|s > 0 para todo n € N.

Prova: Por (4.34) temos

lim inf/ v, [2dx > .
Entao
o< [ Jualde < B |
B,(0)
donde segue que
|Wn|oo > 0
mostrando o lema. [

4.3.1 Comportamento de concentracao

Se (v,) é uma sequéncia de solugdes do problema ([4.11)) obtida no Lema [4.3.1]

entao wy () = v,(r + y,,) € uma solugao do problema

—Aw, + V., (2)w, = Q., (z)f(w,) em R2
v, € H'(R?),v,(z) > 0, para todo z € R?
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com ‘75”(33) = V(e +enYn), éan () = Q(enx +€nyn) € (y,) C R? dada no Lema m

Mais ainda, a menos de subsequéncia,
w, —w em H'(R?), ¥, — yo € Ay,

onde ¥, = €Y. Se b, denota um ponto de méximo de w,, pelos Lemas [4.3.9] e
4.3.10, sabemos que ela é uma sequéncia limitada em R?. Entao, existe R > 0 tal que

b, € Bg(0). Assim, um ponto de maximo global de v, é 2., = b, + y, €
Enle, = Enbn + EnlYn = 5nbn + gn-
Pela limitagao de (b,), obtemos o limite

lim €,2., = Yo,
n—oo

que juntamente com a continuidade de V' e () nos fornece

lim V(enze,) = V(yo) e nh_)II;o Qenze,) = Qyo)-

n—o0

Também ressaltamos que para qualquer ¢ > 0, o conjunto dos pontos cz. é
limitado, onde z. é um ponto de méximo da solucao v, obtida no Lema [4.3.1, De fato,
suponha que existem £; — 0 e z; ponto de maximo de v; tal que |g;z.,| — oo. No

entanto, pelos argumentos acima, sabemos que
gjze; = €5b; + €5y,

onde y; ¢ obtida em (4.24) pelo argumento de nao-anulamento, com ¢;y; limitada e b,
ponto de maximo de w., = v;(z +y;). Consequentemente, |e;z., — €;y;| = |€;b;] — o0,

o que contradiz o fato de b; pertencer a uma bola Bpq).

4.3.2 Prova dos Teoremas [4.0.1] e [4.0.2]

Prova do Teorema [4.0.1f Pelo Lema [£.3.1] existe uma solu¢ao nao-nula da equagao
para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Logo, a funcao v.(z) = v, (gg—”) é uma
solugao positiva da equagao . Agora, note que os pontos de méaximo x. e
z. de v, e v, satisfazem a igualdade x. = ez.. Pela Proposicao a funcao
u(z) = G 've(z)) = G (v (%)) = ue (£) ¢ uma solugao positiva do problema

4.1) para todo £ > 0 suficientemente pequeno. Como a funcido G~! é estritamente
.1) p peq G
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crescente, o ponto de maximo de u. = G~!(v.) ¢ o mesmo de v.. Logo, os pontos de
maximo x. e z. de v. e v., e portanto de u. e u., satisfazem a equagao x. = €z.. Sendo
We(z) == ve(ex + x2) e t(x) = u.(ex + z.) = G H(we(x)), para qualquer € > 0 com

e —0ex. = ez — Yo, segue pelo Lema que
i di _
lim dist(z., Ag) =0

e w. converge em H'(R?) para uma solugao de energia minima w de

G~ H(w) F(GH(w)) 2
—Aw + V(zg) ——~ = Q(29) ————~ em R?.
gy ~ A @ w)
Assim 4. = G7'(w.) converge em H'(R?) para uma solugdo de energia minima

u=G(w) de
—div(g*(u) V) + g(u)g' ()| Vul* + V (yo)u = Q(yo) f(u) em R®.

Finalmente, como

Ue(z) = G (ve) < ve(z) = we (3‘: _ xe)

3

pelo Lema 4.3.9| para algum M,{ > 0
|Z/{€(I’)| < Meigmima‘-

Prova do Teorema Sem perda de generalidade, podemos assumir z, = 0 € V em
(VQs) ouz, =0€ VN QseVUQ # (). Usamos a notacio

e:=Q(0) =maxQ(x) < Q(z) paratodo |z|> R.

eV

Semelhante ao que foi feito no Lemas [4.2.19| e temos

limsupe. < ¢ e
e—0

e o valor

C. = vlgI}\ffg I.(v) = max I.(tv)

pode ser atingido. A prova restante é semelhante a prova do Teorema [£.0.1]
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