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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados relacionados a topologia da fibra de Mil-
nor de germes de funcoes em R3. Inicialmente, descrevemos o tipo topologico da fibra
de Milnor associada a funcao f : (R®0) — (R,0) do tipo cone, de classe C!, com
[ > 1 e valor critico isolado. Em seguida, estendemos para o caso real o resultado do Lé
e Teissier para germes de fungdes complexas, em outras palavras, provamos que o tipo
topologico da fibra nao depende da escolha de um sistema fundamental de vizinhancgas
redondas adequada de 0 em R3.

Descrevemos também o tipo topolégico da fibra de Milnor F, da funcdo ||g||
definida em um conjunto subanalitico X C R3 de dimensdo 3 em termos do mergu-
lho topologico do seu link K,. Precisamente, provamos que a fibra de Milnor F, é
homeomorfa & unidao disjunta de conjuntos conexos e seu interior ¢ homeomorfo ao

complemento do link K, na esfera S2.

Palavras-chave: Germe de Funcao tipo Cone; Sistema Fundamental de Vizinhangas

Redondas; Conjuntos Subanaliticos; Topologia da Fibra de Milnor Real.
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Abstract

In this work, we describe results relating to topology of the Milnor fibration of
function-germs in R3. Initially, we describe the topological type of Milnor fiber in
association to the conelike function-germ f : (R3,0) — (R, 0) of class C!, with [ > 1
and isolated critical value. Then, we extend for the real case the result due to Lé and
Teissier to complex function-germs, in other words, we prove that the topological type
of the fiber does not depend on the choice of a suitable fundamental system of the
neighborhoods of 0 in R3.

We also describe the topological type of the Milnor fiber F, of the function ||g||
defined in a subanalitic 3-dimentional set X C R? in terms of the embedded topological
type of its link K. Precisally, we prove that the interior of the Milnor fiber of F, is

homeomorphic to the complement of K, in the sphere S?Z.

Keywords: Conelike function-germ; Fundamental System of Round Neighborhoods;

Subanalytic Subset; Topology of Real Milnor Fiber.
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Introducao

Uma das maneiras de compreender a topologia de singularidades complexa é o
Teorema de Fibracao Milnor.

O primeiro teorema de fibragdo desenvolvido por J. Milnor (MILNOR, 1968)
afirma que se 0 é um ponto critico isolado de uma fung¢ao analitica complexa f : C" —
C, com f(0) = 0, entao para € > 0 suficientemente pequeno, a fungao ¢ : S '\ K, —
S dada por ¢ = f/|f] é a projecao de um fibrado diferenciavel localmente trivial, onde
S?n=1 ¢ a esfera de centro 0 e raio € e o conjunto K, := f~1(0) N S?"~! é chamado de
link da singularidade na origem.

A partir deste resultado, é possivel descrever localmente a topologia da fibra
singular, analisando a topologia das fibras nao singulares que estao suficientemente
proximas. Se V = f71(0) é um espago analitico (real ou complexo) e tem singularidade
isolada na origem, J. Milnor (MILNOR, 1968) provou que o link K. é uma variedade
real, suave de dimensao m — 1, onde m é a dimensao real de V' e a topologia de V e
seu mergulho em C" (ou R™) sdo completamente determinadas pelo mergulho de K,
em S..

Usando o Teorema de Fibracao de Ehresmann (EHRESMANN, 1950), J. Milnor
em (MILNOR, 1968) obteve uma versdao do seu teorema de fibracdo para o caso de
uma funcdo analitica real f : R™ — RF. Este resultado afirma que se f é uma
submersao em cada ponto de uma vizinhanca furada da origem, ou seja, para toda esfera
suficientemente pequena S, em R™ centrada em zero, e para todo n > 0 suficientemente
menor com respeito ao €, a restricao de f ao complemento de uma vizinhanca tubular
do link K. em S, ¢ a projecao de um fibrado localmente trivial sobre a esfera S, em

R*.



Nenhum caso k = 1 segue do Lema 11.3 do livro do Milnor(MILNOR, 1968) que
o interior da fibra F(f) é homeomorfa ao complemento do link K(f) de f na esfera
Se. Como a prova deste resultado depende do Lema da Selecao da Curva (MILNOR,
1968), nao podemos estendé-lo para o caso nao analitico.

Posteriormente, D. T. Lé em (LI, 1977) generalizou o Teorema de Fibracio de
Milnor para o caso de um germe de uma funcao analitica definida em um subconjunto
analitico complexos. Este resultado, conhecido como Teorema de Fibracao de Milnor-
Lé, afirma que: se (Y,0) é um germe de espago analitico complexo em CV e se f :

(Y,0) — (C,0) é germe de fungao holomorfa, entio

fi: £ Dy \ {0}) N B, = Dy \ {0},

é projecao de um fibrado topologico localmente trivial para nimeros reais suficiente-
mente pequenos € e n com 0 < n < €. Aqui, B, denota a bola fechada de raio € e centro
0em CV e 107,, denota o disco aberto de raio 1 e centro 0 em C.

Umas da consequéncias de grande relevancia do teorema acima, provada por Lé e
Teissier em (LE; TEISSIER, 1981), afirma que a menos de homeomorfismo, a fibra de
Milnor nao depende da escolha da vizinhanca, contanto que a fibra seja um elemento
suficientemente pequeno do que os autores chamam de sistema fundamental de boas
vizinhangas. Por exemplo, se considerarmos polidiscos em C¥ no lugar de bolas usuais,
entao a fibra de Lé-Milnor correspondente é homeomorfa a fibra usual.

Entretanto, pouco sabemos sobre este resultado na configuracao real. Atual-
mente, a maioria dos resultados no caso complexo nao sao generalizados para o caso
real. Mesmo assim, no caso de germe de funcao f : (R”,0) — (R, 0) de classe C', [ > 1,
com valor critico isolado, ou no caso de germe de fungao subanalitica f : (W, 0) — (R, 0)
definida em um conjunto subanalitico W de dimensao 3 em R"™, podemos mostrar a
existéncia de uma fibracao do tipo Milnor-Lé.

Neste trabalho, temos como objetivo estudar a topologia da fibra de Milnor de
germes de funcoes definidas em R3. Especificamente, mostramos através de argumentos
topologicos que o resultado acima pode ser estendido para o caso de f ser funcao de
classe C', [ > 1, e também para aplicacoes definidas em subconjuntos subanaliticos de
dimensao 3 em R?. Em ambos os casos, também mostramos que a topologia da fibra

de Milnor correspondente nao depende da escolha da vizinhanca no mesmo sentido do



resultado provado por Lé-Teissier citado acima.

Assim, estruturamos a tese da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicoes fundamentais que sao usadas
no decorrer do texto tais como fibrados topolégicos e estratificacdo de Whitney. Além
disso, apresentamos os conceitos e propriedades de espagos subanaliticos como também
um Teorema de Fibracao para germes de fungoes subanaliticas provado por (MARTINS;
MENEGON, 2018).

Conseguinte, no Capitulo 2, descrevemos o tipo topolégico da fibra de Milnor
associada a func¢ao f : (R3,0) — (R, 0) do tipo cone, de classe C!, com [ < 1 e valor
critico isolado. Em seguida, estendemos para o caso real o resultado do Lé e Teissier
para germes de funcoes complexas, em outras palavras, provamos que o tipo topolégico
do link nao depende da escolha de um sistema fundamental de vizinhancas circulares
adequada de 0 em R3.

Finalmente, no Capitulo 3, descrevemos o tipo topoldgico da fibra de Milnor Fj
da fungao ||g|| definida em um conjunto subanalitico X C R de dimensdo 3 em termos
do mergulho topoldgico do seu link K,. Precisamente, provamos que a fibra de Milnor
F, & homeomorfa & uniao disjunta de conjuntos conexos e seu interior ¢ homeomorfo

ao complemento do link K, na esfera S?.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos conceitos basicos necessarias para o desenvolvimento
dos principais resultados da Tese. Em resumo, tais resultados sao base para a Teoria de
Singularidades. As principais referéncias utilizadas neste capitulo sdo (BIERSTONE,
1988), (CHIRKA, 1989), (MILNOR, 1968) e (SHIOTA, 1997).

1.1 Fibrados Topolbgicos

Definicao 1.1.1 Sejam E, B espagos topoldgicos e m : E — B uma aplica¢ao sobre-
jetiva. Dizemos que (E, 7, B) é um fibrado topoldgico localmente trivial com fibra um
espaco topoldgico F, se o Axioma da Trivialidade Local € satisfeito, isto €, se para cada

b € B existe uma vizinhan¢a U, de B e um homeomorfismo
f:a Y U) — Uy x F
tal que para cada v € Uy, a aplicagao
flami@ 7 Hz) — {a} x F
¢ um isomorfismo.

Além disso, dizemos que o fibrado topologico (E,w, B) é diferenciavel se os espagos E

e B sao diferenciaveis, a aplicacao 7 é diferenciavel e f é um difeomorfismo.

Exemplo 1.1.2 (Fibrado vetorial) Quando E, B sdo espacos vetoriais tais que se

para cada b € B existe uma vizinhanga Uy, de B e um homeomorfismo

f : W_I(Ub) — Uy X R"”



tal que para cada v € Uy, a aplicacao
flo-1@) 7 Hz) — {z} x R®

é um isomorfismo, dizemos que (E, 7, B) é um Fibrado Vetorial Localmente Trivial de

dimensao n.

Observacgao 1.1.3 Seja (E,w, B) um fibrado vetorial de dimensao n. Entao as fibras
71(b) e 771(V) sao isomorfas para todo b, b em B. De fato, pelo Azioma de Triviali-
dade Local, temos que f|—14) : 771 (b) — {b} X R"™ € isomorfismo para todo elemento
em B. Porém, os conjunto {b} x R" e {b'} x R™ sdo isomorfos para qualquer b, b’ em
B. Portanto, (f|z-14y)) 7" © fle—1p) : 71 (b) — 71 (V) define wm isomorfismo entre
as fibras 7= 1(b) e 7 L(V).

1.2 Conjuntos Analiticos, Semianaliticos e Subanali-

ticos

Definicao 1.2.1 Sejam U um aberto de R™ e f : U — R uma funcao de classe C*°.
Dizemos que f é uma funcao analitica se para cada p € U, existe uma vizinhanca
V, C U de p tal que

n:

n=0
™ (p)
fla) =) ==z —p)", Vz €V,
oo
1sto €, localmente, f pode ser desenvolvida como série de poténcias.
Munidos desta definicao podemos entender o conceito de variedades suaves ana-
liticas.

Definicao 1.2.2 Seja M C R". Dizemos que M é uma variedade suave analitica se M
¢ uma variedade topoldgica tal que todas as cartas coordenadas sao funcoes analiticas

e as mudancas de coordenadas sao de classe C*°.

Assim, ao longo deste texto M denota um variedade analitica suave de dimensao
n.
Definicao 1.2.3 Um subconjunto X C M € um subconjunto analitico de M se

i) X € fechado em M

ii) Para todo x € X, existe uma vizinhan¢a aberta U de x em M e uma quantidade

finita de fungoes analiticas f1,--- , f; € O tal que
V(fla"' 7f1) = UﬂX:

onde OF denota o anel de fungoes analiticas f : U — R.

5



Exemplo 1.2.4 Considere a aplicagio f : R> — R dada por f(z,y) =y — €. O
conjunto f~1(0) = {(z,y) € R?* y = €} € analitico.

Definicao 1.2.5 Dizemos que um subconjunto X C R™ é semianalitico se para todo
x € X, existe uma vizinhanca aberta U de x em R"™ e uma quantidade finita de funcoes

analiticas fjx, gjn € OF' tais que

UnNnX = U (h{x eR" fik(x) =0 e gjr(z) > O}> :

j=1 \k=1

onde O denota o anel de funcoes analiticas f: U — R.

Exemplo 1.2.6 Considere a funcio f : R?> — R definida por f(x,y) = cosy — .
Observe que o conjunto X = {(z,y) € R?; f(z,y) > 0} é semianalitico.

Teorema 1.2.7 (Teorema de Tarski-Seidenberg) ((BIERSTON; MILMAN, 1988),
Teorema 1.5) Sejam X C R™ um conjunto semialgébrico e © : R"™ — R uma apli-

cag@o propria. Entdo, o conjunto w(X) € semialgébrico em R™.

Dado um conjunto semianalitico, podemos nos questionar se o Teorema de Tarski-
Seindenberg é valido, isto €, se a imagem de um conjunto semianalitico por uma apli-
cacao analitica ainda é um conjunto semianalitico. Isto motivou a definicao de espacos
mais gerais conhecidos como conjuntos subanaliticos. Mostramos agora algumas defini-
¢oes e resultados sobre a teoria destes espacos, apresentados em (BIERSTONE, 1988)
e (SHIOTA, 1997).

Definicao 1.2.8 Dizemos que um subconjunto X C M € subanalitico se para cada
ponto p € M, existe uma vizinhanga U de p tal que X NU € a projecao de um conjunto
semianalitico relativamente compacto, ou seja, existe uma variedade suave analitica N
e um subconjunto compacto A semianalitico de M x N tal que X N U = w(A), onde

m: M XN — M € a projecao.

Equivalentemente, dizemos que X C M é subanalitico se para cada ponto p € M
existe uma vizinhanca U, de p em M e funcoes reais analiticas proprias f;; : Aj —
Up,comj=1---,n,k=172e Aj; subconjunto analitico fechado de uma variedade
analitica suave M, tais que

n

XU, =JUmfin = Imfs).

=1



Observacao 1.2.9 Da definicio podemos observar que conjuntos analiticos e semia-

naliticos sao conjuntos subanaliticos.

Definicao 1.2.10 Seja X C R". Dizemos que uma funcao f : X — R é uma
fung¢ao subanalitica se seu grifico Graf(f) = {(z, f(z));x € X} C R*"™ € um conjunto

subanalitico.

Exemplo 1.2.11 Considere a funcdo f: R — R tal que f(x) = |cosz|. Note que f
nao € analitica porque nao pode ser escrita como série de poténcias em uma vizinhanca

do zero. Além disso,

Graf(f)={(z,|cosz|);z € R}.

Considere as fungoes analiticas F(x,y) = cos?x —y e g(x,y) = y. Note que o

grifico da [ pode ser escrito como

Graf(f) ={(z,y) € R* F(z,y) = 0 e g(z,y) > 0}.

Assim, Graf(f) é semianalitico, e portanto, subanalitico, isto é, [ € uma fun¢ao

subanalitica.

A seguir, apresentamos algumas propriedades de conjuntos subanaliticos apresen-

tadas em (SHIOTA, 1977), p. 41:

Proposicao 1.2.12 (Propriedades) Sejam X e Y C R"™ conjuntos subanaliticos e
f: X — R"™ uma funcao subanalitica. Entao:

i) Os conjuntos X \Y, X, X NY e X xY sdo subanaliticos, onde X é o fecho
topoldgico de X em R™.

ii) Se f~1(B) € limitado para qualquer conjunto B C R™ entio f(X) € subanalitico.

ii) Se f(XNB) é subanalitico para qualquer conjunto limitado B C R" entdo f~1(Y)
é subanalitico.

i) A familia de componentes conexas de X € localmente finita em cada ponto de R™,

e cada componente conexa € subanalitica.

v) Para cada ponto v € X — X, existe uma aplicacdo analitica ¢ : [0,1] — X tal
que ¢(]0,1]) C X, ¢(0) =z, e Pljo1) € um mergulho analitico.

vi) Se fi, fo sao fungoes subanaliticas em X tais que se f1(X N B) e fo(X N B) sdo
limitados para qualquer conjunto B C R™ entao o produto fi.fs € subanalitico. A

soma fi1 + fo também é subanalitica.



vii) Se X € uma subvariedade de classe C' de dimensio m entdo a unido TX =

U x X T, X CR"xR" dos espagos tangentes de X e o conjunto {(z,T,X) €

zeX
X %X Gpm} s@o subanaliticos.

w) Dada uma func¢ao subanalitica g : R" — R de classe C' tal que g(X N B) é limi-

0
tado para qualquer conjunto B C R"™, entao as derivas parciais —g, cee 29 $G0
o0xy o0xy,
"y . . L dg dg
subanaliticas. Sem a condi¢ao de fronteira temos que a aplicagao (g, 920D
a1 T

¢ subanalitica.

1.3 Estratificacao de Whitney

Vamos considerar nesta se¢do X um conjunto analitico em R". Whitney (WHIT-
NEY, 1965) mostrou que sob algumas condigdes, o conjunto X pode ser particionado
em variedades suaves e conexas de forma que estas variedades satisfazem certas pro-

priedades chamadas de condicoes de Whitney.

Definicao 1.3.1 Definimos uma estratificacao localmente finita de X como uma par-
ticao {Xo}acn de X em subvariedades suaves tais que para todo p € X existe uma
vizinhanga aberta U de p € R™ que intersecta apenas uma quantidade finita de estratos

da particao {Xa}aeca. Cada componente de {Xo}aca € denominado estrato.

Exemplo 1.3.2 Considere o cone C dado por x*>+y* = 22, com z > 0. A estratificacdo
dada por C'\ {0} U {0} € localmente finita.

Definigao 1.3.3 Dizemos que uma estratificacao { X, }aca de X satisfaz a condig¢ao de
fronteira se para todo par de estratos X, e Xz tais que XN Xg # 0, temos X5 C X..
Como esta particao € disjunta, na verdade temos que Xg C 0X,

Defini¢ao 1.3.4 Seja { X, }aea uma estratificacao de X. Dizemos que a estratificacao
{X,}aea satisfaz as condigdes de Whitney se para todo par (X,, Xz) tal que X5 C X,
e todo ponto y € Xg, temos:

a) Dada qualquer sequéncia de pontos (r,) C X, que converge para y e tal que
lim 7, X, =T existe, entao

n—oo

T,Xs C T.

b) Dada qualquer sequéncia de pontos (y,) C X que converge para y e tal que

lim 7y, = A, entao A\ C T, Xg onde T,y, € a linha que vai de x,, até ys,.
n—oo



Definicao 1.3.5 Quando uma estratificacao localmente finita { X4 }aca satisfaz a con-
dicdo de fronteira e as condicoes de Whitney, dizemos que esta € uma estratificacdo de
Whitney.

Proposigao 1.3.6 Sejam X, e Xg estratos de X. Se o par (X,, Xs) satisfaz a con-
di¢ao b) de Whitney em y € X entdo o par (X,, Xg) também satisfaz a condigdo a) de
Whitney.

Demonstracao. Como as condigoes a e b sao locais, podemos supor que X, e Xpg
sao subvariedades do R™. Consideramos {x,} uma sequéncia de pontos em X, que
converge para y e os planos tangentes 7}, X, convergem para algum 7" C T,R" = R".
Devemos mostrar que T, Xz C T. Suponhamos, por absurdo, que T,Xs ¢ T. Entao
existe uma linha [ C R" passando pela origem tal que I C T, X3 mas [ ¢ T. Como
| C T,Xp, podemos escolher uma sequéncia de pontos {y,} em Xz que converge para
y tal que y; # z, € T,y, — (. Entretanto, como | € T segue que a condigdo b ndo

vale, chegando a uma contradicao. m

Exemplo 1.3.7 Seja C' o cone com vértice na origem. Consideramos a estratificacao
{X1, X2} com Xy uma geratriz do cone e Xy = C'\ {X1}. Entao, esta estratificacio
nao satisfaz as condicoes de Whitney.

De fato, se considerarmos uma sequéncia {x,} C C sobre uma geratriz do cone
diferente de X1 e outra sequéncia {y,} na geratriz X1, ambas convergindo para a origem
tal que o sequimento T,y, tenha sempre a mesma direcio X. A condi¢io a nao €
satisfeita pois UmTo Xy € imT,, Xo. Além disso, pela Proposi¢ao 1.5.6, seque que a
condicao b de Whitney também nao € satisfeita. Geometricamente, € fdcil observar que
a condi¢do b nao € satisfeita porque X € lim T}, X.

Entretanto, se consideramos a estratificacao formada por {X1, Xo, X3} tal que X
¢ a origem, Xy € uma geratriz menos a origem e X3 = C'\ (X1 U Xs), temos que esta

estratificacao satisfaz as condicoes de Whitney.

Definicao 1.3.8 Sejam X um conjunto analitico e {X,}aenr uma estratificagio de
Whitney de X. Dizemos que {X,}acn € uma estratificacio de Whitney forte se ela
satisfaz a (w)-condi¢cao de Kuo, isto €, se dadosy € X, C X_g existem uma vizinhanga

U, de y em R" e uma constante C' > 0 tais que
0(Ty Sa; ToSp) < |ly — ],

para todo y' € U,N X, ex € U,NXg, onde

0(A,B) = sup [la—m7p(a)],

a€A,|al|=1

com A, B subespacos vetoriais de R™ e mg a projecao ortogonal em B.

9



Y1

U,

HJ‘.,

‘ 5

1

Figura 1.1: Estratificagao do cone C

Definigao 1.3.9 Uma estratificacao subanalitica {X;} de um conjunto subanalitico em
R™ ¢ uma estratificacao analitica localmente finita em cada ponto de R™ tal que cada

estrato € subanalitico em R™.

Exemplo 1.3.10 (Cuaspide de Whitney) Seja f : R® — R a funcao definida por
flz,y,2) = y* — 2?22 — 3. Entdo a variedade V; definida por V; = {(x,y,2) €
R3; f(x,y,2) = 0} pode ser estratificada das sequintes formas:

N
4

Figura 1.2: Estratificacoes da Cuspide de Whitney.

Teorema 1.3.11 (Existéncia de Estratificacao Subanalitica de Whitney) Seja
{A,} uma familia de conjuntos subanaliticos contida em R™ localmente finita em cada
ponto de R™. Entao qualquer conjunto subanalitico X C R™ admite uma estratifica-
¢io de Whitney candnica de classe C" subanalitica compativel com {A,}, onde r é um
inteiro possivel.

Antes de enunciarmos o préoximo teorema, apresentamos alguns resultados de

(Verdier, 1976):
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Proposicao 1.3.12 ((Verdier, 1976), Observacio 5.7) Sejam X e Y como acima,
A um subconjunto de X com uma estratificacio de Whitney S e f : X — Y uma
aplicacao. Suponha que Y seja suave e f transversal a S. Entdao, para qualquer subes-
paco suave localmente fechado Z CY, f~1(Z)NS € uma estratificacio de Whitney de
AN f7YZ) satisfazendo a propriedade (w).

Proposicao 1.3.13 ((Verdier, 1976), Proposicio 4.6 ) Seja X um espaco analitico
real e seja A um subespaco localmente fechado de X, munido de uma estratificacdo de
Whitney S. Seja Y um espago analitico real suave de R™, f: X — Y wuma aplicacao
transversal a S e n um campo de vetores C* em Y. Entao existe uma campo rugoso

¢ de vetores tangentes a (A, S) que levanta n, isto €, tal que para todo v € A, temos

Proposicao 1.3.14 ((Verdier, 1976), Proposicao 4.8) FEziste uma vizinhan¢a aberta
UCAXR de Ax {0} euma aplicacio rugosa 6 : U — A com as sequintes proprie-
dades:

(i) para todo estrato S, de S, 0((S, x R)NU) C Sy;

(ii) para todo estrato S, e para cada x € S, tal que (z,t) € (So x R)NU, temos que

0
@9(377 t) = No(a,t)-

Teorema 1.3.15 Todo conjunto subanalitico X C R"™ admite uma FEstrutura Cénica
Local, isto €, para todo xqg € X emiste ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que para
qualquer 0 < € < € temos que X NB, é homeomorfo ao cone sobre X NS,, onde B, é

uma bola fechada em torno de xy e S, € sua fronteira.

|

N

Link K

Figura 1.3: Estrutura Coénica Local

Demonstragao. Pelo Teorema 1.3.11 existe uma estratificagdo de Whitney { X, }aca

de X. Seja X o estrato que contém {xy}. Afirmamos que {X, }aecaUXo—{zo}U{zo}
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¢ uma estratificagdo de Whitney. Basta verificar que o par (x¢, Xo — {x}) satisfaz a
condicao b de Whitney.

Fixamos z € X e tomamos B, uma bola fechada em R" de centro = tal que B,
intersecta uma quantidade finita de extratos, digamos Xy, --- | Xj.

Note que a estratificacdo de Whitney { X, }aca induz uma estratificacdo de Whit-
ney em X NB,. Esta estratificacao ¢ formada por intersecoes do tipo X, NB e X, NS;.

Considere d, : X N B — R a aplicacao distancia ao quadrado de um ponto de

X NBg até z. Afirmamos que d, é uma aplicagao estratificada, isto é:
i) d, é continua.
i) d,(XNBe) CR
iii) (dy)i : Xi NBe — R é suave.

Como o numero de valores criticos de (d,); é finito ((MILNOR, 1968), Corolério 2.8),

existe €y > 0 suficientemente pequeno tal que
(dx)z XN Beo — (O, 60)

¢ uma submersao para cadat=1,--- , k.

Portanto,

d, s X N B — (0, €)

¢ uma submersao estratificada. Observamos que na esfera §. a funcao d, é constante.

Afirmamos que d, é propria. De fato, seja K compacto em (0, ¢, entdo K é
fechado e limitado. Como d, é continua, temos que d;'(K) é um fechado em X NB? ,
que é um compacto. Portanto d;*(K) é compacto.

Vamos considerar um campo de vetores & em [0, €], nao nulo em (0, €], nulo em
0 e apontando para a origem.

Pelo Teorema 1.3.13 podemos levantar esse campo a um campo de vetores estra-

tificado e nao nulo ¥ em X NB? que é integréavel.

Observamos que toda curva integral associada a U converge para x. Entao o fluxo

o:Rx(XNB!)— XNB;

€0 €0
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associado a U nos di4 um homeomorfismo

Cone(X NS,,) — X NB,,

1.4 Outras Definicoes Topologicas

Definicao 1.4.1 Se M ¢ uma superficie compacta em R® e ¢ > 0 é um nimero inteiro,
denotamos por (M), a superficie obtida removendo de M uma unido disjunta de ¢ discos

abertos.

Observagao 1.4.2 (M), € uma superficie compacta com fronteira dada por c circulos
disjuntos e x((M).) = x(M) — .

Reciprocamente, se I é uma superficie compacta em R® com fronteira dada por c
circulos disjuntos, entio, vamos denotar por F' da superficie fechada obtida por anexar

um disco fechado a cada componente de F.
Observagao 1.4.3 Observe que (F). € difeomorfo a F e que x(F) = x(F) +c.

Defini¢ao 1.4.4 Para qualquer espaco trianguldvel Y seja xo(Y) a caracteristica de
Euler com suporte compacto de'Y (veja (EHRENBOTG; READDY, 2014) e (GUSEIN-
ZADE, 2010) para uma referéncia). Observe que as sequintes propriedades sao verda-

deiras:
i) xc({p}) =1, se p & um ponto;
i) xc(Y) = xc(Y’) se Y é homeomorfo & Y
ili) xc(Y) = xc(Y’) para quaisquer espacos homotopicos compactos Y’ e Y
iv) xc(Y) = xc(A) + xc(Y\A) para todo subconjunto fechado A C Y
v) xe(Y xY") = xc(Y)xe(Y);

vi) Se M ¢ uma variedade suave de dimensao n (nio necessariamente compacta),

entao xco(M) = (—1)"x(M), onde x(M) é a caracteristica de Euler de M.
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Entao, para qualquer n € N, temos:

xc(B") = 1
Xc(B") =xc(®") = (-1)"
xc(S) = 1+ (=1)"

Além disso, para qualquer espaco triangulavel Y nos temos:

ve(Cone(Y)) = xeY) + xe (Y x (0,1)) + xcl{point}) = 1.

1.5 Fibracao de Milnor Complexa

Nesta secao estudamos os principais Teoremas de Fibracao em conjuntos com-
plexos. Inicialmente, vamos considerar uma aplicacao diferenciavel entre variedades
diferenciaveis.

Sabemos que uma projecao de um fibrado localmente trivial é sempre sobrejetora.
Uma pergunta natural é sob que condi¢oes uma aplicacao sobrejetora entre variedades
diferenciaveis é a projecao de um fibrado localmente trivial. Uma condicao é dada pelo

Teorema de Fibracao de Ehresmann que apresentamos a seguir:

Teorema 1.5.1 (Teorema de Fibracao de Ehresmann) (EHRESMANN, 1950) Se-
jam N, P wvariedades suaves ¢ f : N — P uma submersao propria. Entao f € a

projecao de um fibrado suave localmente trivial.

O teorema 1.5.1 pode ser generalizado para N, P variedades diferencidveis com
bordo.

Se temos agora uma estratificacao de Whitney de um subconjunto fechado S de
N e f: N — P uma aplicacao propria que ¢ uma submersao em cada estrato, o
Primeiro Lema de Isotopia de Thom (THOM, 1969) nos garante que f é a projecao de

um fibrado localmente trivial:

Proposicao 1.5.2 (Primeiro Lema de Isotopia de Thom) ((MATHER, 1970), Pro-
posi¢ao 11.1) Seja f: N — P uma aplicagdo diferencidvel. Supomos que a aplica¢do
fls : S — P seja propria, sobrejetiva e que f|x : X — P seja uma submersao para

cada estrato X de S. Entao, f é a projecao de um fibrado localmente trivial.
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Teorema 1.5.3 (Teorema de Fibracao de Milnor) ((MILNOR, 1968), Teorema
4.8) Sejam f : (C"™1 0) — (C,0) um germe de aplicagcdo holomorfa, € > 0 suficien-

temente pequeno e K =S, NV . Entao, a aplicacao

_
7]

€ a projecao de um fibrado localmente trivial.

& 'S\ K — S

O Teorema 1.5.3 além de ser a formulagao original dada por Milnor em (MILNOR,
1968), fornece varias ideias geométricas da topologia de singularidades (ver (MILNOR,
1968) p. 45). Porém, existe uma outra formulagdo do Teorema de Fibra¢ao de Milnor
que possibilita generalizagoes e pode ser mais apropriado do ponto de vista da (Geome-

tria Algébrica. Esta formulacdo é conhecida como Teorema de Fibracao de Milnor-Lé.

Teorema 1.5.4 FExistem S, uma esfera suficientemente pequena centrada em 0 em
C"*! e § suficientemente pequeno com relagdo a € tal que as fibras f~1(t) com |t| <&

encontrem S, transversalmente. Além disso, N(e,8) = f~1(0Ds) N B, entao
fIn(es) : N(e,8) — 0D; (1.1)

¢ um fibrado diferencidvel localmente trivial.

7

)

[

Figura 1.4: Fibragao no Tubo N(e, )

Este resultado foi obtido por Milnor em (MILNOR, 1966) e (MILNOR, 1968)

quando 0 € C*™! é um ponto critico isolado de f. Milnor também mostrou no mesmo
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trabalho que para f qualquer a fibra f~1(¢) N B. no Teorema 1.5.4 é difeomorfa a fibra
no Teorema 1.5.3.

Contudo, se X é um conjunto analitico complexo e f é uma funcao holomorfa
de X em C, usando o Teorema de Hironaka (HIRONAKA, 1977), D. T. Le (LE,
1968) mostrou que em uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto critico,
a restricao da f a esta vizinhanca é a projecao de um fibrado localmente trivial, como

Vemos a seguir:

Teorema 1.5.5 (Teorema de Fibracao de Milnor-Lé) ((HIRONAKA, 1977), Te-
orema 1.1) Sejam X C U C C" um subconjunto analitico de um aberto U de C",
f: X — C uma fun¢ao analitica e x um ponto em X tal que f(x) = 0. Entdo, se

e > 0 € suficientemente pequeno e n > 0 com € >0, a aplicacao induzida por f :
v, YD, {0}))NnXNB, — D, {0}

onde B, € a bola real fechada em C" de centro x e raio € > 0, lo)n € o disco aberto de C

centrado em 0 e de raton > 0, € a projecao de um fibrado topoldgico localmente trivial.

1.6 Fibracao de Milnor Real

Como podemos ver em (MILNOR, 1968), uma questao natural é se é possivel
obter um teorema de fibragao andlogo ao caso complexo quando consideramos o germe
de uma aplicacdo analitica real f : R™ — R*. Nesta secio apresentamos um teo-
rema obtido por J. Milnor em (MILNOR, 1968), que é o primeiro passo no sentido de

responder esta questao.

Teorema 1.6.1 (Teorema de Fibracao de Milnor Real) ((MILNOR, 1968), ) Seja
[ (R™0) — (R¥0) germe de fun¢ao polinomial com k > 2, f(0) =0 e 0 € R" um
ponto critico isolado. Entao existe ¢g > 0 suficientemente pequeno tal que para todo

0<e<e, existen >0, com 0 <n<e, tal que a aplicacao
1 :
=fl:Ben fH(SEY) = sF
n

€ a projecao de um fibrado suave localmente trivial. Além disso, cada fibra F €

uma variedade diferencidvel compacta de dimensio m — k tal que o bordo é uma copia

do link K.
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A hipoétese do Teorema 1.6.1 pede que localmente a aplicagao f tenha singularidade
isolada na origem. Porém, segundo Milnor em (MILNOR, 1968), o fato desta hipotese
ser forte, implica na dificuldade de encontrar exemplos nao triviais que mostram a
aplicabilidade do resultado.

Recentemente, (MENEGON, 2016)provou um teorema de fibra¢do de Lé-Milnor
para funcoes subanaliticas definidas em conjuntos subanaliticos. Vamos considerar

f: X — Y uma funcao subanalitica entre espacos subanaliticos.

Teorema 1.6.2 (Teorema de Fibracao para Conjuntos Subanaliticos) Sejam B
um conjunto subanalitico compacto e C C R™ um conjunto unidimensional contido em

f(X)N B para qualquer y € C, existe um nimero positivo real 6 > 0 tal que a restrigao

fI RO\ Ay} NDs(y)) N B — (C\ {y} NDs(y))

€ a projecao de um fibrado topologico localmente trivial.

1.7 Germes de Funcao do Tipo Cone

Definicao 1.7.1 Sejam 2° um ponto de R™ e A um subconjunto de R™. Definimos o

0

cone sobre A com base em z°, como a unidgo de todos segmentos de reta

ta+(1—-t)2% 0<t<1

0 0

ligando os pontos a em A ao ponto base x°. Denotamos o cone sobre A com base x

por Cone(A).

Inspirados no trabalho de (KING, 1980), dizemos que um germe de funcao f :
(R3,0) — (R,0) & do tipo cone se existem ¢, > 0 suficientemente pequeno tal que para

e com 0 < € < ¢y existe um homeomorfismo de pares:
h: (]B%E, V(f)n IB%E) — (C’one(SE), C’one(K(f))) ,

onde K(f) = V(f) N'S.. Em particular, o tipo topologico do link K(f) é constante
para € com 0 < € < €.

Sao exemplos de germes de fun¢ao do tipo cone os germes de fungoes analiticas,
e de modo mais geral, germes de fungoes diferenciaveis f : (R3,0) — (R,0) tais que

V(f) é um conjunto subanalitico (veja (COSTE, 1999), Teorema 4.10).
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Capitulo 2

A Fibra de Milnor de Germes de

Funcoes de Classe C! em R3

Neste capitulo mostramos, na configuracao real, que a topologia da fibra de Mil-
nor nao depende da escolha da vizinhanca, contanto que a fibra seja um elemento
suficientemente pequeno no sentido do trabalho de Lé-Teissier (ver (LE; TEISSIER,
1981)).

2.1 Links e Graficos

Nesta segdo, consideramos o link K um subconjunto de uma esfera S? formada
pela unido finita de circulos e pontos que podem se intersectar em um ponto tangente
ou em um par de pontos. Dado um germe de fungao analitica f : (R?, 0) — (R,0) ou
de forma mais geral, um germe de fungao do tipo cone, como definido em ??) definimos

o link:
K(f):=f(0)nsz,

com € > (0 um numero real suficientemente pequeno e positivo.

Definicao 2.1.1 Dizemos que dois links K e K' sao equivalentes, e denotamos por

K ~ K, se existe um homeomorfismo h : S* — S? tal que h(K) = K.



Dado K um link nao vazio, consideramos K = K; U --- U K, uma decomposi¢ao
em componentes conexas nao vazias do link K. Cada componente conexa K;, com
1=1,...,r, é formada por um ponto ou uma uniao de circulos que se intersectam em
uma quantidade finita de pontos.

Note que S? \ K; é homeomorfa & unido finita de discos abertos em SZ2.

Definimos o coeficiente d; como o nimero de conjuntos conexos que formam
S?\ K;. Fixamos um ponto P em S? \ K o qual sera chamado de ponto base, tal que
S?\ {p} ¢ homeomorfo ao R? e para todo j = 1,--- ,r temos que D;; & o conjunto

conexo que contém o ponto base P.

Exemplo 2.1.2 Na Figura 2.2 abaixo, que representa a planificacao da Figura 2.1,
observamos o link K com 8 componentes conexas Ki,...,Kg com d; =dy =dy =2 ,

d3:d6:d8:1,d5:46d7:8.

K 4 S Sz

Figura 2.1: Link K.

Para cada componente conexa K; de K escrevemos:
S?\KlzD%lUUDZ,d”
de modo que P € D, ;.

Definicao 2.1.3 Dizemos que uma componente conexa K; de K estd contida em uma

componente conexa K; de K, e escrevemos K; C K;, se K; Q Djq.

Exemplo 2.1.4 A figura abaizo representa o link da imagem 2.1 planificado, observe

que K C K5 C Ky e Ky, Kg C Ky. Temos também que K; C K.
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Ky

Figura 2.2: Planificacao do link K

Definigao 2.1.5 Sejo A = {Kj,,---,Kj,} uma colegio de componentes conezas de
K, comn > 1. Dizemos que K; € A € de nivel 1 com relagao a colecao A se K; C K,

entao © = Ji.

Definicao 2.1.6 Dizemos que uma componente conexa K; do link K € de nivel 1 se

K; € de nivel 1 com relagdo a colegao {Ky,---, K,} de todas as componentes conezas

de K.

Vamos supor que o link K possui uma quantidade r; de componentes conexas
de nivel 1. Podemos reordenar a cole¢ao {K7y, -, K,} de modo que as r; primeiras
componentes sejam as componentes conexas de nivel 1 do link.

Analogamente a definicao 2.1.6 podemos definir as componentes conexas de nivel
2. As componentes conexas de nivel 2 sao aquelas de nivel 1 referentes a colecao
{K,, -+, K.}. Por indu¢do, conseguimos definir as componentes conexas de nivel [,

para [ um nimero natural.
Afirmacao 2.1.7 O link K possui uma quantidade finita de componentes conezas.

Demonstracao. Supomos por contradicao que o link possui uma quantidade infinita

de componentes conexas. Entao existem duas possibilidades:
i) Existe uma quantidade infinita de componentes conexas de nivel 1.

ii) Existe uma quantidade finita de componentes conexas de nivel 1.
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Suponha o item i) verdadeiro. Entao dentro de alguma componente conexa de nivel

1 existem infinitos discos. Novamente caimos nos seguintes casos:
i) Existe uma quantidade infinita de componentes conexas de nivel 2.
ii) Existe uma quantidade finita de componentes conexas de nivel 2.

Suponha que este processo ¢ infinito. Significa que temos componentes conexas do Ink
encaixadas, o que nao acontece, porque cada componente conexa do link tem vizinhanca
tubular de mesmo raio. A fronteira de do tubo de Milnor fornece vizinhancas de raio
constante para cada componente 2 a 2 disjuntas pela Fibracao de Milnor. m

Como o numero de componeres conexas do link K é finito, este processo para em

um nivel final n, para algum n > 1. Entao, temos que:

r=ri+---+1r,.

2.2 0O Grafico I' Associado a K

Associamos um grafico I' ao link K como a seguir:

e Cada componente conexa K; de K ¢é representada pelo grafico I'; formado por
um circulo e (d; — 1) pontos, todos eles ligados por segmentos de retas. O cir-
culo correspondente ao disco aberto D; 1, e os pontos correspondentes aos discos
abertos D, com k = 2,...,d;. Na Figura 2.3 apresentamos o grafico de alguns

links conectados.

K; d; T,

Di.l [ ] ]. o

Di.l 2 o—-
])1.3 ’
Dus 4

Figura 2.3: Tabela de representacao do link K
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e No topo de I' colocamos um A, que representamos pelo ponto P.

e Na primeira linha de T' colocamos todos os graficos T'; com 1 < i < ry (que é
o grafico corresponde das componentes conexas de grau 1), e juntamos cada um

deles ao triangulo A usando uma linha reta.

e Na segunda linha de I" colocamos todos os graficos I'; com ry +1 <@ < ry 4+ ry

(que sao aqueles associados as componentes conexas de grau 2). Lembrando

que para cada ¢ = r; + 1,...,71 + ro temos que K; estd contido em alguma
componente K; de nivel 1, entdo K; C D, para algum j € {1,...,r} e para
algum k € {2,...,d;}. Entdo juntamos I'; ao ponto correspondente D, na linha

abaixo, usando uma linha reta.

e Indutivamente, na [-¢sima linha de I', para 1 < [ < n, colocamos todos os gréaficos
Lycomry+-- 41 <i<r;+---+r (entdo K; é de nivel [), e juntamos cada

I'; ao ponto D;, na linha abaixo tal que K; C D, ;. Veja a Figura 2.4.

Na Figura 2.4 abaixo, ilustramos o grafico I que representa o link K correspon-

dente as Figuras 2.1 e 2.2.

Figura 2.4: Grafico associado ao link K

Para cada par (i,k) com i € {1,...,r} e k € {2,...,d;}, seja b;x o namero de

componentes conexas K; de K tal que:
(i) K; esta contida (como conjunto) no disco aberto D;j, (que implica que K; C K;);
(it) K é de nivel 1 relativa a colecao A = {K;11,..., K, }.

Olhando para o grafico I', cada nimero by, para i € {1,...,r} e k € {2,...,d;}, é

o numero de linhas retas nao horizontais que contém o ponto correspondente a D .
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r d;
Notamos que E E b;  nos d& o nimero de componentes conexas que nao sao de nivel

i=1 k=2
1, pois como k > 1, temos K; € D; 1, para todo ¢ = 1,--- ,r. Portanto,
r d;
r=nr +ZZ()Z’]€
i=1 k=2

2.3 Graficos Equivalentes

Dado um link K, o gréifico I'(K) (e seus coeficientes) construidos como acima,
nao dependem de um ponto base P, bem como a ordem dos componentes conectados
K; e dos discos D; .

Agora, definimos uma relagdo de equivaléncia entre os graficos tais que a classe
de equivaléncia [I'(K)] de I'(K) nao depende da escolha do ponto base.

Dizemos que dois graficos I' e IV sdo equivalentes, e denotamos I' ~ I, se IV pode

ser obtido de I' executando uma combinacao das seguintes acoes:

(i) trocando duas componentes I'; e I'; (e todos os subgraficos subjacentes) obtido
no mesmo ponto (que corresponde a reordenar as componentes conexas contidas

em um disco);

(#7) alternando dois pontos na mesma componente I'; (que corresponde a reordenar

os discos determinado por uma componente conexa);

(77i) Alternando o ponto de I por um triangulo A (que corresponde a mudar o ponto

base P).

Exemplo 2.3.1 Consideramos o grifico na Figura 2.4, como também as modificagoes
mostradas em 2.5 abaizo. O grdfico pode ser reescrito conforme o grifico mostrado na
Figura 2.6 abaizo e ele corresponde ao mesmo link K da Figura 2.1, onde o ponto base

P’ ¢é escolhido como representamos em Figura 2.8.

Podemos ver que a relagao ~ é de fato uma relacao de equivaléncia, e que a classe
de equivaléncia [['(K')] é independente da escolha do ponto base P. Além disso, se K
é homeomorfo & K’ entao [['(K)] = [I'(K’)].
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Figura 2.5: Grafico associado ao link K

Figura 2.6: Grafico associado ao link K

®)ok

Se \ P

Figura 2.7: Planificacao do link K com ponto base P’

2.4 Fibra de Milnor de funcoes de classe C' em R>.

Nesta se¢do, consideramos germes de fungao f : (R?0) — (R,0) de classe C',
com [ > 1. Nosso objetivo é descrever a topologia da fibra de Milnor associada a
aplicagao f.

Consideramos um germe de fun¢ao do tipo cone, f : (R 0) — (R,0) de classe

C'!, com [ > 1, e suponha que admite fibracdo de Milnor-Lé e tenha um valor critico
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Figura 2.8: Link K com ponto base P’

isolado (observe que se f é analitico, isso sempre acontece, uma vez que o0 conjunto
discriminante de uma fun¢ao analitica € um conjunto subanalitico). O Lema da fibragao
de Ehresmann afirma que existe €, com 0 < €; < €g, tal que para cada e com 0 < € < ¢

existe 7 suficientemente pequeno, com 0 < n < ¢, tal que a restricao

it f7((=0,0) U (0,m)) NBe — (=1,0) U (0, )
é a projecao de um fibrado localmente trivial de classe C'.

Observacao 2.4.1 Notamos que o espaco base do fibrado acima € desconexo, entao é
formado pela unido disjunta de duas fibras sobre o intervalo (—n,0) e sobre o intervalo

(0,m). Se o germe de fungao [ nao € sobrejetivo, entao um destes conjuntos € vazio.

Parat € (—n,0) dizemos que a variedade F_(f) := f~1(t)NB, é a fibra de Milnor
a esquerda de f, para qualquer t € (0,7) dizemos que a variedade Fy (f) := f~!(t)NB.
é a fibra de Milnor o direita de f. Observamos que F_(f) ndo é necessariamente
homeomorfa & F, (f), e entao podemos definir a “fibra de Milnor"de f. Consideramos
a uniao disjunta

F(f) = F(f)UF(f),

que ¢ a fibra de Milnor do germe de funcao f?: (R3,0) — (R, 0) dada por (f?)(p) :=
(f(p))?. Chamamos de F(f) a fibra estendida de Milnor de f.
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2.5 A Topologia da Fibra de Milnor

Apresentamos uma descri¢do completa da topologia de F(f) em termos do link

K(f). Inicialmente, consideramos os conjuntos

X_(f)=f"((-n,0)) N B,

Provamos agora o seguinte teorema:

Teorema 2.5.1 Sejam f : (R* 0) — (R, 0) um germe de fungdo do tipo cone de classe

C', 1 > 1, com um valor critico isolado que admite fibracdo do tipo Milnor-Lé. Seja

L(f) o grdfico associado ao link K(f), com coeficientes r1 e by, para i = 1,...,1 e
k=2,...,d;. Entao a fibra F(f) é homeomorfa a sequinte unido disjunta:
s dl
(S?),, U <U U(D)bm> :
i=1k=2

Demonstracao. Seja )y o conjunto dos pontos em S, que sdo componentes conexas

de nivel 1 do link K(f). Considere

Ry = (UL, UZLQ D; 1) U Qo
So :=h~"(Cone(Ry)) ,

onde Ry é o fecho de Ry em S, e h é o homeomorfismo dado pela estrutura conica local
de f71(0) (ver Teorema 1.3.15). Entao S?\ Ry ¢ homeomorfo a (S?),, e xc(So) = 1.
Definimos

Xo = X(f)\ (Son X).
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Como X U S, é a unidio disjunta de X, e Sp, segue que:

xo (X US) = xe(Xo) + xc(So) -
Vamos mostrar que x¢ (X U SO) =r —1, e assim:
xo(Xo)=1r—2.
Inicialmente, observamos que a restrigao

f\ : Xo = f(Xo)

¢ a projecao de um fibrado localmente trivial. De fato, como ambas restricoes, f :
R?* - R e f| : S? — R possuem valor critico isolado, e se restringem a submersoes
fi: XoN B.—>Re fi : XoN'Se — R respectivamente. Entao os fibrados seguem do
Lema de Ehresmann.

Entao, a restricdo f| : Xo — f(Xo) é de fato a proje¢ao de um fibrado localmente
trivial, com fibra uma superficie compacta e conexa Fy C F(f), e se restringe a um
fibrado localmente trivial:

f| :XOHSeﬁf(XO)

com fibra 0F, := FyNS,. Além disso, como X é conexo, segue que f(Xy) é o intervalo
(—n,0) ou o intervalo (0,7).

Note que a unido X(f)U Sy é vizinhanca regular de Sy em B.. De fato, se v é
um campo de vetor suave em f(X,) apontando para o 0 em um tempo finito, seja 7 o
levantamento deste campo pela restricao de f & Xy. O fluxo associado a ¥ nos da um
retrato por deformacdo de Xj na fronteira de Sp. Assim X (f) U Sy ¢ homeomorfo a
uniao disjunta de pequenas bolas abertas em B, e ¢; cilindros do tipo D? x [0, 1], onde
D? & um disco aberto. Veja a Figura 2.9. Logo, xc (X U 5‘0) =r—1.

Agora, por outro lado, nés temos que:

X(Fo) = xc(Fo) = —xc(Xo) =2 —1.

Observamos também que XoNS, = (f*1 ((—7], 77)) N SE) \ Ry, que é homeomorfo & unido
de r; cilindros S! x (0,1). Assim, 0F, x (0,1) ¢ homeomorfo & unidao de r; cilindros
S' x (0,1). Portanto Fy tem r; componentes na fronteira. Assim F, ¢ homeomorfo a

(8%)-
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Ty

X Ud(Ry)

Figura 2.9: Conjunto X (f) U Sy

Agora, para cada par (i, k) fixado, com i = 1,...,r e k = 1,...,d;, considere o
disco aberto D; ;. Seja R; a uniao de todos os discos abertos D;,, tais que K; C D, ;,

em=1,...,d;. Além disso, seja

Py =h"! (COHG(ﬁi7k))

Six:=h""(Cone(R;y)) -

Entao gi,k C Rk e Xo (Szk) = Xc (sz) = 1. Agora, consideramos
A“g = hil (Cone(Di,k \ Rz,k)) .

Ele é homeomorfo ao cone sobre um disco aberto removendo dele b; ;, discos fechados.

Finalmente, considere:

Xik: = X(f) N Ai,k .

)

Vamos mostrar que xo(Xix) = bix — 1.
Claramente, X, é conexo e entdo f(X;;) ¢ um dos intervalos (—n,0) ou (0,n).

Entao, podemos provar como acima que a restricao:
S Xige = [(Xi)

é a projecao de um fibrado localmente trivial com fibra uma superficie compacta e

conexa F;, C F(f), e que se restringe a um fibrado:
f‘ : Xi,k N Sg — f(Xz,k)
com fibra OF; , :== F;;, N S..
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Também como acima, podemos mostrar que o fecho X, de X, é uma vizinhanca

regular de V(f) N Py . Logo, X, é homeomorfo ao produto (D), , x (0, 1). Entao:

XC(Xi,k> = _XC(<D)bi,k) = bivk —1.

Entao, temos que:

X(Fik) = xc(Fig) = —xc(Xig) =1 —big.

Por um lado, observamos que X; NS, é homeomorfo a unido disjunta de (b; x+1)
cilindro S' x (0,1). Assim, dF;; x (0,1) é a unido disjunta de (b;x + 1) cilindros
S* x (0,1). Consequentemente Fj tem (b;; + 1) componentes na fronteira. Portanto

F, ;. ¢ homeomorfo a (D),,,. m

Corolario 2.5.2 Se f: (R?0) — (R,0) é um germe de funcio do tipo cone de classe
C', 1 > 1, com um valor critico isolado, entdo o interior de F(f) é homeomorfo ao

complemento do link K(f) em S2.

Observamos que d; é o nimero de componentes conexas de S, \ Kj;, para cada

componente conexa K; do link K(f), comi=1,...,r. Note que:
di = 2 — X0<KZ) .

Em particular, temos:
Xo(K(f)) =2r =) d;.
i=1

Entao, temos o seguinte Corolario:

Corolario 2.5.3 (i) A extensdo da fibra de Milnor F(f) de f tem (r+1—xc(K(f)))

componentes conexas.
(1) Sua caracteristica de Euler x(F(f)) =21 —r)+ >, di =2 — xc(K(f)).

(1ii) Assim, o nimero de componentes conezxas e caracteristica de Euler de F(f) é um

invariante do tipo topoldgico abstrato de K(f).

Exemplo 2.5.4 Considere as fungoes sobrejetivas f, g : R®* — R dadas por f(z,y,2) =
(2% +9* = 2°)(@® + 4 — 32°) e g(2.y,2) = (2” +¢* — 32°)(2® — 39° + 2*). Ambos
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I'(f) I'(g)

Figura 2.10: Graficos I'(f) e I'(g)

os links K(f) e K(g) sao homeomorfos & uniao disjunta de quatro circulos, embora
eles estejam mergulhados em S? de formas diferentes. Os graficos T'(f) e T'(g) estao
representados na Figura 2.10 acima.

Entao F(f) ¢ homeomorfo a uniao disjunta (S),U(D); U(D); UDUD, que é a unido
de trés cilindros e dois discos, e F(g) ¢ homeomorfo a unido disjunta (S),UDUDUDUD,

que é a unido de (S)4 e quatro discos. Assim, ambos F(f) e F(g) tem cinco componentes

conexas e x(F(f)) = x(F(g)) = 2.
O corolario a seguir é consequéncia imediata do Teorema 2.5.1.

Corolario 2.5.5 Se f: (R?0) — (R,0) é um germe de funcio do tipo cone de classe

C', 1 > 1, com um valor critico isolado, entdo:
(1) F(f) € homeomorfo a esfera se, e somente se, dim V(f) = 0.

(17) F(f) € homeomorfa a esfera da qual retiramos r discos, com r > 0 se, e somente

se, dim V' (f) = 1.
Por outro lado, temos:

Proposigao 2.5.6 Seja f : (R%,0) — (R,0) germe de funcao tipo cone de classe C',

[ > 1, com valor critico isolado. Se f é sobrejetiva entdo dim V (f) = 2.

Demonstragao. Pela estrutura conica local de V(f), temos que V(f) é conexa por
caminhos. Mas como a restricao f| ¢ a proje¢ao de um fibrado localmente trivial,
também temos que dado um ponto p € X, (f), podemos levantar (0,7) por f a uma
fungao continua por partes em X, (f) que contém p e que tem um ponto p’ € V(f)

em seu fecho. O mesmo acontece para qualquer ponto em X_(f). Assim, X (f) é uma
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vizinhanga aberta conexa por caminhos de V(f) em R?. Entao, se dim V(f) < 2 temos
que X(f) = X(f)\V(f) é conexo.

Por outro lado, ambos X_(f) e X, (f) sdo discos abertos em B, e assim f é
sobrejetiva, ambos sdo nao vazios. Logo, X (f) = X_(f)UX,(f) ndo é conexo e assim,
temos uma contradi¢ao. m

Portanto, temos:

Corolario 2.5.7 Seja f: (R?,0) — (R,0) um germe de funcio do tipo cone de classe
Cl, 1 > 1, com um valor critico isolado. Se V(f) tem dimensao 1, entao S(f) = V(f).

Em particular, f tem um ponto critico nao isolado.

Demonstragao. Suponha que X(f) # V(f). Como f é sobrejetiva, entao f é local-
mente a proje¢cdo em um ponto p € V(f) \ X(f). Entdo a Proposi¢ao 2.5.6 nos da
dim V' (f) = 2, isto é, uma contradi¢do. m

Finalmente, consideramos o caso onde f : (R3,0) — (R,0) é um germe de fun-
¢ao tipo cone de classe C', [ > 1,com um ponto critico isolado. Entdo existe € e 1

suficientemente pequenos com 0 < 1 < €, tais que as restrigoes:

fi I\ {0} N B — I, \ {0}

fi NI NS = T,

, onde I, = (—n,n), sdo fibrados localmente triviais. Assim, K(f) é vazio ou é uma
variedade suave compacta de dimensao 1. Portanto xo(K(f)) = 0e x(F_)+x(F}) = 2,
por (i7) do Corolério 2.5.3.

Logo, obtemos:

Corolario 2.5.8 Seja f: (R?,0) — (R,0) um germe de funcio do tipo cone de classe

C', 1 > 1, com ponto critico isolado. Entio as sequintes condicdes sio equivalentes:
(1) f nao € sobrejetiva;

(i) V(f) ={0};

(i1i) F(f) € homeomorfa a esfera.
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Demonstracao. Se f nao é sobrejetiva, logo o proprio F_(f) ou F.(f) é vazio, e
entdo a fibragado acima implica que K(f) é vazio. Assim V(f) = {0}. Por outro lado,
o Corolério 2.5.5 nos da que V(f) = {0} implicando que F(f) ¢ homeomorfo & esfera,
implicando que F_(f) ou F (f) é vazio. m

2.6 Sistema Fundamental de Vizinhancas Circulares

Seja d' : (R3,0) — (R, 0) um germe de fungdo tipo cone de classe C', [ > 1, que
tém um ponto critico isolado. Segue do Corolario 2.5.8 que V(d') = {0} e que existe

€o > 0 suficientemente pequeno tal que para qualquer 0 < € < ¢; temos que
Se=(d') " (e)

¢ homeomorfo & esfera e B. := (d')7'([0,¢]) é homeomorfo a bola fechada. Assim,

obtemos um sistema de vizinhancas fundamentais de 0 em R3,

Definigao 2.6.1 Dizemos que um sistema de vizinhangas (Be)o<ece, de 0 dada por

uma funcao d' como acima é um sistema fundamental de vizinhancas circulares.

Como todos os passos e argumentos das Secao 2.5 acima sao puramente topoldgi-
cos, verificamos que praticamente todos eles podem ser adaptados a qualquer sistema

fundamental de vizinhancas circulares de 0 em R?. Assim, temos:

Teorema 2.6.2 Seja f : (R?,0) — (R,0) germe de funcio do lipo cone de classe
C', I > 1, com walor critico isolado, e seja (B.)occee, um sistema fundamental de
vizinhancas circulares 0 em R® como acima. Entdo existe €;, com 0 < € < €, tal que

para cada € € (0,€1) existe n > 0 tal que a restri¢do:

Ji o 71 (=0, 0) U (0,m)) N Be = (—n,0) U (0,7)

¢ a projecio de um fibrado localmente trivial de classe C'. Além disso, para cada

t € (0,n) temos
Fe.(f) = (fT QU (=) N B

é homeomorfo ao complemento em S, do link Kp (f) .=V (f)NS..
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Como o tipo topoldgico do link V(f) NS, ndo muda em 0 < € < ¢, segue do
Teorema 2.6.2 que dado € e e com 0 < € < € < ¢ existe ' > 0 suficientemente pequeno
tal que f~1(¢) N B, é homotopicamente equivalente a f~!(¢) N B quando 0 < |t| < 7.

Conseguinte, dado 0 < € < ¢y escolhemos 0 < &3 < & < & < € tal que
Be O B¢, D Be, D By, ,
para cada t # 0 suficientemente pequeno tem que as inclusoes
('O NB) D (fH () NBe) D (fH(t) N Be,) D (f1(t) NBy,)

sao homotopicamente equivalentes. Assim, temos:

Corolario 2.6.3 O tipo topoldgico do link (e da Fibra de Milnor estendida) de f é
a mesma para toda escolha de um sistema fundamental de vizinhancgas circulares em

(Be)o<ewe, de 0 em R3.
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Capitulo 3

A Fibra de Milnor de Germes de

Funcoes Subanaliticas em R?

Na literatura, pouco se sabe sobre a topologia das fibras laterais de Milnor de
uma fun¢ao analitica real. Alguns resultados nesta linha sao vistos em (DURTETRE,
2015), (HAMM, 1971), (MILNOR, 1968) e (MENEGON, 2016).

Neste capitulo estudamos a topologia da fibra de Milnor lateral em conjuntos
subanaliticos, isto é, consideramos f : (R?* 0) — (R,0) germe de func¢do analitica
real, X C R® um conjunto subanalitico de dimensdo 3 e a funcdao g : X — R como
a restricio da fungdo f ao conjunto X e descrevemos o tipo topologico da fibra F(g)
da fungao ||g|| em termos do mergulho topologico do link K na esfera S?. Provamos
que F(g) ¢ homeomorfa a unido disjunta de conjuntos conexos 'furados’ e seu interior

& homeomorfo ao complemento de K na esfera S2.

3.1 O Link

Assim como dito anteriormente, sejam f : (R3 0) — (R,0) germe de funcio
analitica real, X C R3 um conjunto subanalitico de dimensao 3 e a funcao g : X — R
como a restri¢ido da fun¢do f ao conjunto X, ou seja, g := f|.

Pela Proposicao 1.2.12, sabemos que g é¢ uma funcao subanalitica real com fibracao



de Milnor no sentido do Capitulo 2.

Observe que X tem dimensdo 3, S? tem dimensao 2 e g~*(0) tem dimensdo no
méaximo 1. Assim, o link K = ¢7'(0) N'S? tem dimensao maxima 1.

Pelo Teorema 1.3.11 sabemos que X possui uma estratificacao de Whitney forte
compativel com g_l(O). Como as esferas cortam os estratos transversalmente, pela
estrutura conica local, temos uma estratificacao de Whitney para K, onde os estratos
sao conjuntos analiticos suaves de dimensao 0 (pontos) e dimensao 1 (intervalos abertos
e circulos). Logo, o link e consequentemente, suas componentes conexas sao formadas

por unioes desses elementos.
Afirmacao 3.1.1 O Link possui uma quantidade finita de estratos

Prova da Afirmacao.

Sabemos que K possui uma estratificacao de Whitney induzida. Considerando
os estratos de dimensao 1 do link, observamos que K possui uma quantidade finita de
estratos porque a estratificagdo (em X) é localmente finita. Esses estratos formam as
componentes conexas de K e portanto, K possui uma quantidade finita de componentes
conexas. H

Portanto, podemos considerar que o link K é dado como a uniao K; U---U K,
onde cada K, com j =1,---,r é uma componente conexa de K.

A Figura 3.1 abaixo, por exemplo, representa o link K com 8 componentes cone-

Xas.
Observagao 3.1.2 O conjunto S? \ K; € wma unido de conjuntos conezos.

Assim como no Capitulo 2, definimos o coeficiente d; como o ntimero de conjuntos
conexos que formam S?\ K. Fixamos um ponto p em S? \ K o qual serd chamado de
ponto base, tal que S? \ {p} é homeomorfo ao R? e para todo j = 1,--- ,r temos que
D;, & o conjunto conexo que contém o ponto base p.

Na Figura 3.2 abaixo, que representa a planificacao da Figura 3.1, observamos que
Ky C Ky CKy, K3y C Ky, K5 C Ky e Kg C K. Além disso, d3 = dy = dg = dg = 1,
dy=ds=d; =2edy=4.

Assim, escrevemos
Se\Kj:Dj71U"'UDj7dj epEDj’1Vj:1,"' , T

35



/ 52\ P

Figura 3.2: Planificacao do link K

Definicao 3.1.3 Dizemos que uma componente conezxa K; de K estd contida em uma

componente conexa K; de K, e escrevemos K; C K;, se K; Q Djq.

Definigao 3.1.4 Sejo A = {Kj,,---,Kj,} uma colegio de componentes conezas de
K, comn > 1. Dizemos que K; € A € de nivel 1 com relagao a colecao A se K; C K,

entao v = Ji.
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Definicao 3.1.5 Dizemos que uma componente conera K; do link K é de nivel 1 se
K; ¢é de nivel 1 com relagdo a colegio {Ky,--- K,} de todas as componentes conexas

de K.

Vamos supor que o link K possui uma quantidade r; de componentes conexas
de nivel 1. Podemos reordenar a cole¢ao {Ki,--- K,} de modo que as r, primeiras
componentes sejam as componentes conexas de nivel 1 do link.

Analogamente & defini¢do 3.1.5 podemos definir as componentes conexas de nivel
2. As componentes conexas de nivel 2 sao aquelas de nivel 1 referentes a colecao
{K,, -+, K,.}. Por indugdo, conseguimos definir as componentes conexas de nivel [,

para [ um nimero natural.

Definicao 3.1.6 Para cada par (i,k) comie {l,--- ,r} ek e {2,---,d;}, seja by o

numero de componentes conexas K; do link K tais que

i) K; estd contido como conjunto no disco D;y, e, consequentemente, temos que

Kj C K’i;
ii) K; é de nivel 1 referente a colegio A = {K;11, -, K,}.

Organizamos o conjunto de componentes conexas de modo que as primeiras rq

componentes sejam de nivel 1. Considerando k = 2,--- ,d; e i = 1,--- ,r, temos que
rd;
a soma E E b, nos d& o nimero de componentes conexas que nao sao de nivel 1,
i=1 k=2
pois como k > 1, temos K; ¢ D; 1, para todo i = 1,--- ,r. Portanto,
r d;
r=7r+ E E bi,k'
i=1 k=2

Sejam W_(g) := f~1((=n,0))NB. e W,(g) := f~1((0,n)) N B.. Definimos os
seguintes conjuntos:

Wig) :==W_(9) UW,(9)

W(g) :==g~"((—n,n)) NB..

37



3.2 A Topologia da Fibra F,

Sejam f : (R?0) — (R, 0) germe de fun¢ao analitica real, X C R® um conjunto
subanalitico de dimensao 3 e a funcao g : X — R como a restricao da funcao f ao
conjunto X, isto &, g := f|.

Pelo Teorema 1.3.15, se B, representa a bola fechada de centro 0 e raio € e S? sua
fronteira, sabemos que existe € suficientemente pequeno tal que para qualquer 0 < € <
€0 temos um homeomorfismo entre os pares (B., X NB.) e (Cone(S?), Cone(X N (S?)).

Além disso, pelo Teorema 1.6.2, existe fibracao de Milnor para a funcao g.

Seja F(g) a fibra da funcao ||g||.

Teorema 3.2.1 Sejam g : (X,0) — (R,0) germe de fun¢ao subanalitica com X C R3
um conjunto subanalitico de dimensao 3. Considere também os coeficientes 1 e b; i,
para i = 1,...,r e k = 2,...,d; associados ao link K(g). FEntao a fibra F(g) €

homeomorfa a:

i) (S?),,, se s¢ existem componentes conezas do link de nivel 1.

r d;
i) (S%),,U (U U(D)b'k>7 se existem componentes conexas de diversos niveis.
(2
i=1 k=2

Demonstracao. Vamos considerar (Jg o conjunto de todas as componentes conexas
do link de nivel 1 em S? cujo complementar seja homeomorfo a um disco aberto, por
exemplo, pontos, intervalos ou unido de dois intervalos que se cruzam. Agora vamos

considerar o conjunto

Ry = (UL, U, D) UQo
isto é, este conjunto é formado pelos discos D; ;, que estao relacionado com as compo-
nentes conexas de nivel 1 que nao sao pontos, intervalos, ou uniao de intervalos que se

intersectam em apenas um ponto unidos com o conjunto Q).

Definimos também o conjunto

Sy := h™'(Cone(Ry)),

onde h é o homeomorfismo dado pela estrutura conica local de f~1(0) e Ry é o fecho

do conjunto Ry em S..
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Figura 3.3: Cone(Ry)

Pela defini¢ao 1.4.1, temos que o conjunto (S?),, ¢ formado por S? retirando dele
uma quantidade 7; de discos abertos. Logo, S? \ Ry ¢ homeomorfo a (S?),,.
Além disso, como Sy é homeomorfo a um cone topolégico, temos que x¢(Sp) = 1.

Vamos definir um tubo em torno de g~*(0) da seguinte forma:

Observe que W (g) U Sy é a unido disjunta dos conjuntos W e Sy, assim temos:

xe(W(g) U So) = xa(WoUSo)
= xc(Wo) + xc(So)
= Xc(Wg) + 1.

Afirmacao 3.2.2 Afirmamos que

Xe(W(g)USp) =r—1
e, consequentemente, xo(Wo) =1 — 2.

Prova da Afirmacao. Inicialmente, vamos provar que a restri¢ao
gl : Wo — g(Wp)

é a projecao de um fibrado topolégico localmente triviais. De fato, vamos tomar o
campo de vetor suave em g(Wy) C R pelo Teorema 1.3.13 podemos levantar esse
campo de vetor a um campo de vetor estratificado w em X que é integravel. Logo, o

fluxo associado ao campo w nos da o difeomorfismo que queremos.
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Entdo, pelo Teorema 1.6.2, a restricdo g| : Wy — g(Wp) é a projecdo de um
fibrado topologico localmente trivial cuja fibra Fy é um conjunto subanalitico conexo
contido em F(g) e

gl WoNSe — g(Wo)

é a projecao de um fibrado topolégico localmente trivial com fronteira da fibra 0F, :=
FoN'Se. Além disso, como Wy é um conjunto conexo, temos que g(Wy) é o conjunto
(=n,0) ou (0,7).

Além disso, observe que W (g)U Sy é uma vizinhanca regular de Sy em B,. Basta
considerar um campo de vetor suave ' em g(Wy) apontando pra 0. Assim como fizemos
anteriormente, podemos levantar esse campo a um campo de vetor estratificado 7 pela

restricdo g|Wp. Seja o : Wy x R — W, o fluxo associado ao campo 7/, temos:

o(z,0) =z, Ve eW,
o(x,1) € 95,
o(a,1) =a, ¥ a €05,
isto é, um retrato por deformacio de W, em 95y Logo, W(g) USy = Wy U Sy &

homeomorfo a unido de r; cilindros do tipo D? x [0, 1], sendo D? um disco aberto, e

uma bola aberta B3. Portanto,
xXc(W(g) U So) = xc(Wo) + xc(So)
= (1 + r(-1)
=r—1,

como queriamos. H

Por um lado, temos:

X(Fo) = (—=1)*xc(Fo) = xc(Fo) = —xc(Wo) = —xc(W(g) U Sp) =1 —r+1=2—r.
Por outro lado, percebemos que

Wy NS? = (9‘1( (=n,m)) N Sf) \ Ro,
que ¢ homeomorfo & unido disjunta de r; cilindros S' x (0,1). Assim, 0F, x (0,1) &

homeomorfo & 7y cilindros S' x (0, 1). Logo, Fj tem r; componentes conexas na fronteira

tal como (S?),,.
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Agora, para cada (i, k) fixado, comi=1,--- ;rek =1,---  d;, vamos considerar
os conjuntos conexos abertos D; ;, e definimos R; ;, a unido disjunta de todos os conjuntos

Dj m tais que
1) Kj C D@k,
i) m=id,---,d;.

Isto significa que estamos trabalhando com demais conjuntos D, ,,, que formam o com-
plementar das componentes conexas de nivel maior que 1.

Consideramos os seguintes conjuntos:

P;k = h_l(cone(D_i’k))

Sik = hil(cone(R;k))

Entdao Six C Py e xe(Sik) = xe(Pig) = 1.

Definimos o conjunto A; ; := h'(cone(D;;))\ R; . Observe que A, ;, ¢ homeomorfo
a um cone sobre um conjunto conexo removendo dele b; ;, conjuntos conexos fechados.
Finalmente, seja W, o conjunto formado pela intersecio W (g) N A; . Observe que

este conjunto possui pontos em sua fronteira.
Afirmacao 3.2.3 Afirmamos que xc¢(Wix) = bip — 1.

Prova da Afirmacao. O conjunto W, ; é conexo, entao g(W; ) é o conjunto (—n,0)
ou (0,7).

Assim como provamos anteriormente, g : W, — g(W;x) e f| : Wi, NS, —
Wik sao fibrados topologicos localmente trivial com fibras F;, C F(g) e 0F;) :=
FirNSe, respectivamente. Assim como provamos no Capitulo 2, podemos mostrar que
Wi, é vizinhanca regular de X N P;;. Entao, os conjuntos W; e (D)y, 1 x (0,1) sdo

homeomorfos. Assim, xo(Wix) = —xc(Dp,x — 1) e temos

X(Fik) = xc(Fik) = —xcWik) =1 — b

Por outro lado, observamos que o conjunto W; ,Ne é homeomorfo a uniao disjunta

de b; 11 cilindros S' x (0,1). Logo, a fronteira F;; x (0,1) é homeomorfo a unido
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disjunta de (b;,k + 1) cilindros S* x [0,1]. Entao, F;x tem b; 511 componentes na
fronteira, isto é, F;; ¢ homeomorfo & (D, x).

Como F(g) ¢ a uniao das fibras Fy e Fip, comi=1,--- ,cek=2,--- ,d;, temos
o resultado que queriamos.

Corolario 3.2.4 Se f : (R?0) — (R,0) é um germe de funcio analitica e W C
R3 ¢ um subconjunto subanalitico, entao o interior da fibra F(f) é homeomorfo ao

complemento do link K(f) em S%.
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