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Resumo

Neste trabalho iremos revisitar a teoria unificada de Weyl, que surgiu em 1918, pouco tempo
depois do surgimento da relatividade geral. Com o intento de estender o programa de geo-
metrizacao de Einstein, Hermann Weyl desenvolveu uma generalizacao da geometria rieman-
niana. No entanto, apesar do formalismo elegante, Einstein levantou sérias objecoes a teoria,
considerando-a uma teoria fisica nao-aceitavel ao prever um efeito ainda nao observado, o
chamado “segundo efeito do relégio”. Nesta tese, temos como objetivo discutir a teoria de
Weyl sob uma nova perspectiva e examinar sua consisténcia e completeza como uma teoria
fisica. Finalmente, iremos propor novas direcoes e possiveis mudangas conceituais do traba-
lho original de Weyl. Como aplicagoes, iremos resolver as equagoes de campo considerando
um universo homogeéneo e isotropico, tendo como fonte um fluido perfeito. Iremos apresen-
tar, também, outras solugoes para casos estaticos com simetrias esférica e cilindrica. Alguns
aspectos da geometria de Weyl integravel também serao discutidos. Iremos mostrar que a
formulagao do problema inicial é bem posto e iremos obter uma solucao cosmolégica, que

generaliza alguns resultados encontrados na literatura.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria unificada de Weyl, Teorias escalares-tensoriais, Problema de

Cauchy, Tempo-proprio, Cosmologia
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Abstract

We revisit Weyl’s unified field theory, which arose in 1918, shortly after general relativity
was discovered. As is well known, in order to extend the program of geometrization of
physics started by Einstein to include the electromagnetic field, H. Weyl developed a new
geometry which constitutes a kind of generalization of Riemannian geometry. However,
despite its mathematical elegance and beauty, a serious objection was made by Einstein,
who considered Weyl’s theory not suitable as a physical theory since it seemed to lead to the
prediction of a not yet observed effect, the so-called “second clock effect” . In this thesis,
our aim is to discuss Weyl’s proposal anew and examine its consistency and completeness
as a physical theory. Finally, we propose new directions and possible conceptual changes in
the original work. As an application, we solve the field equations assuming a Friedmann-
Robertson-Walker universe and a perfect fluid as its source. We also present other solutions
for static cases with spherical and cylindrical symmetries. Some aspects of Weyl integral
space-times are also discussed. First, we show that the theory can be casted in the initial-
value formulation (the so-called Cauchy problem) and that this form is gauge-invariant.
Second, we obtain a simple cosmological solution, which generalises some cases found in the

literature.

KEYWORDS: Weyl’s unified field theory, Scalar tensor theories, Cauchy problem, Proper

time, Cosmology
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Introducao

“O grande arquiteto do Universo agora se mostra como um matemdatico puro”.

(J. H. Jeans, 1930)

A teoria da relatividade restrita, formulada por Albert Einstein em 1905 e publicada
com o titulo “sobre a eletrodinamica dos corpos em movimento”[1], trouxe uma nova nogao
do conceito de espago e tempo, além de reformular a mecanica newtoniana sob a luz do
eletromagnetismo. Na fisica classica, espaco e tempo compoem de maneira independente um
alicerce absoluto e imutavel, enquanto que na relatividade restrita todos os processos fisicos
passam a depender do sistema de referéncia e, além disso, Einstein mostrou também que o
espaco e o tempo sao mutuamente dependentes e compoem uma estrutura quadridimensional
chamada espago-tempo. Apesar do sucesso da teoria em conciliar a mecanica e o eletromag-
netismo, a relatividade restrita possuia um grande obstaculo conceitual: a incompatibilidade
com a gravitagdo newtoniana [2]. A partir de 1907, Einstein percebeu que esse problema
guardava uma relacao fundamental com a classe privilegiada de referenciais chamados de

inerciais e que a solugao do mesmo estaria na geometrizacao da gravitagao.

Formulada posteriormente como uma generalizacao da relatividade restrita, a rela-
tividade geral é a primeira teoria puramente geométrica da gravitacao, onde a dinamica da
matéria e da geometria pode ser sintetizada na frase do fisico americano John A. Wheeler
[3]: “a matéria diz ao espago como se curvar e o espaco diz a matéria como se mover”. O ca-

minho adotado por Einstein baseava-se nas ideias de Riemann, que acreditava que o universo
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poderia ser descrito como uma variedade curva. Do ponto de vista matematico o espaco-
tempo, que até entao era Minkowski, seria substituido por uma variedade riemanniana, que

na presenca do campo gravitacional, teria uma curvatura nao-nula [4].

Associada ao sucesso da teoria da relatividade geral, a geometria riemanniana passou
a ser a geometria do espaco-tempo. No entanto, as quantidades fisicas mensuraveis nao
apresentam nenhum traco associado as propriedades geométricas do espago-tempo. Posto
de outra maneira, a geometria riemanniana ¢é a linguagem matematica usada para descrever
0 espaco-curvo mas podemos considerd-la apenas como uma ferramenta para descrever a
dinamica do espaco-tempo. Para Poincaré, a escolha da geometria do espago-tempo é uma
convencao, e pode ser feita livremente sem nenhuma imposicao a priori sobre a natureza da
mesma [5]. Desde entao, o estudo de geometrias mais gerais para descrever o espago-tempo
tem sido o centro de diversos trabalhos, entre elas, a geometria formulada por Hermann K.

H. Weyl [30] em 1918 é um dos primeiros exemplos.

A histéria da fisica, desde os seus primédios, é marcada por tentativas de unificagoes
de areas que até entao eram consideradas independentes: Otica e eletromagnetismo, termo-
dinamica e mecanica estatistica, eletricidade e magnetismo. Em meados do século XX, as
unicas interacoes conhecidas eram a gravitacional e a eletromagnética; apds a geometrizacao
da gravitacao, Einstein tentou, além da geometrizacao do eletromagnetismo, a unificacao

dessas duas forcas.

Em 1918, com o mesmo intuito de unificagao da gravitacao com o eletromagnetismo,
Weyl introduziu uma generalizagdo da geometria riemanniana. A principal diferenga entre
a geometria riemanniana e a geometria de Weyl estd no conceito de transporte paralelo
de um vetor. No caso riemanniano, ao ser transportado paralelamente ao longo de uma
curva fechada, a direcao de um vetor pode mudar, no entanto sua norma é preservada; na
geometria de Weyl essa condi¢ao de invariancia da norma passa a ser um caso particular
em que agora, sob um transporte paralelo, tanto a dire¢ao quanto a norma do vetor podem
variar. Weyl atribuiu a mudanga da norma a presenga de um campo de carater geométrico

que posteriormente recebeu o nome de campo de Weyl.

Com um grau de liberdade a mais que a geometria riemanniana, a teoria formulada
por Weyl permite a geometrizacao do campo eletromagnético, onde o campo de Weyl é
identificado com o quadripotencial eletromagnético. Apesar do formalismo elegante, durante
muito tempo a teoria de unificagao de Weyl nao foi aceita pela comunidade cientifica como

uma teoria fisica. Tal fato se deve as sérias objecoes apontadas por Einstein que foram
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anexadas no apéndice do trabalho original de Weyl [30]. A critica de Einstein baseia-se
no argumento de que a teoria, interpretada essencialmente como sendo a geometrizagao do

eletromagnetismo, prediz necessariamente a existéncia do chamado sequndo efeito do reldgio.

Einstein associou o comprimento do vetor ao que chamamos de “tique-taque” de um
relogio atomico. Como consequéncia direta do fato de que na geometria weyliana o compri-
mento dos vetores nao sao mais invariantes, as taxas medidas pelos relégios atomicos seriam
dependentes do passado. Em outras palavras, as linhas espectrais dos atomos teriam uma
dependéncia com o passado. No entanto, como ja era sabido na época, as linhas espectrais
sao bem definidas e, portanto, o segundo efeito do reldgio estaria em desacordo com a fisica

experimental.

Este trabalho tem como principal objetivo revisitar a teoria de Weyl e analisar a
critica de Einstein sob uma nova perspectiva. Ademais, como a teoria original de Weyl nao
faz mencao a presenca da matéria ela esta de certa forma incompleta. Parte de nosso trabalho
consistiu em completar a teoria seguindo estritamente o Principio de Invariancia de Gauge

adotada por Weyl em sua abordagem original.

A presente tese estd organizada com a seguinte estrutura: o capitulo 1 serd dedi-
cado a introduzir a geometria de Weyl, bem como toda a sua formulacao. No capitulo 2,
abordaremos teorias escalares-tensoriais, dando um enfoque especial a teoria escalar-tensorial
geométrica, cuja esséncia é a geometria de Weyl integravel. O capitulo 3 serd dedicado ao
desenvolvimento do problema de Cauchy na teoria escalar tensorial geométrica e a presenga
de ondas gravitacionais na geometria de Weyl integravel. No capitulo 4, faremos uma revisao
da critica de Einstein sob uma nova perspectiva e suas consequéncias, bem como a discussao
do acoplamento da geometria com a matéria. O capitulo 5 é uma aplicacao direta da teoria de
Weyl onde apresentaremos algumas solugoes das equagoes de campo e propomos um modelo

cosmolégico.



CAPITULO 1

A teoria unificada de Weyl

1.1 A geometria de Weyl

Até o aparecimento da teoria da relatividade geral de Einstein, a fisica estava am-
bientada na geometria euclidiana, uma vez que a partir de observacoes e experiéncias do
dia~a-dia sabia-se que os axiomas de Euclides eram plenamente satisfeitos. No entanto, com
a formulacao da teoria da relatividade, a geometria euclidiana foi substituida pela geometria

riemanniana, dando assim inicio ao estudo de geometrias mais gerais.

A geometria riemanniana é uma generalizacao da geometria diferencial de superficies
do R3, onde agrande diferenca reside no conceito de transporte paralelo. Na geometria
euclidiana, ao transportar paralelamente um vetor V' ao longo de uma curva fechada, tanto
a direcao quanto a norma do vetor sao preservadas. Em contrapartida, na geometria de
Riemann um vetor transportado pode, ao retornar para o ponto inicial, ter a sua direcao
alterada, embora sua norma se mantenha inalterada. Sem a restricao de invariancia da
direcao do vetor, a geometria riemanniana oferece um grau de liberdade a mais que a sua

precursora, tornando-a um ambiente ideal para a geometrizagao do campo gravitacional.

Ap6s a geometrizacao da gravitacao, Einstein comecou a conjecturar sobre a possi-

bilidade de uma nova teoria ser capaz de unificar as tinicas duas forcas conhecidas na época,
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a gravitacional e a eletromagnética, teoria esta que ficou conhecida como teleparalelismo [6].
Movido pelo mesmo espirito, Hermann Weyl formulou uma geometria mais ampla que a geo-
metria riemanniana, propondo assim uma possivel geometrizacao do campo eletromagnético
[30]. A geometria de Weyl propde uma generalizacao do conceito de transporte paralelo,
onde tanto a direcao quanto a norma de um vetor transportado paralelamente nao sao mais
invariantes. Ao transportarmos paralelamente o vetor V' ao longo de uma curva fechada
temos como resultado o vetor Vi na geometria de Weyl, com sua norma e direcao alterados,

e Vr na geometria riemanniana, como pode ser visto na figura 1.1.

Ao relaxar o postulado da invariancia da norma, a geometria de Weyl admite um
novo grau de liberdade, tornando possivel assim a introducao do eletromagnetismo de uma

maneira geométrica.

Figura 1.1: Transporte paralelo de um vetor V' ao longo de uma curva fechada.

Formalmente, o postulado riemanniano sobre o transporte paralelo esta vinculado
com a chamada condicao de compatibilidade entre a conexao e a métrica, que pode ser

enunciada da seguinte maneira:

Definicao 1.1.1. Uma conexao V em uma variedade riemanniana M é compativel com a

métrica, se e somente se [7]:
VIg(U.W)]=g(VvU W) +g(V. Vv V). (1.1)
sendo U, W e V' campos vetoriais definidos sobre M.

Em contrapartida, na geometria de Weyl, a condi¢ao de compatibilidade é modificada

de acordo com a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel dotada de uma conexdao afim V, um

tensor métrico g e um campo de 1-forma o, denominado campo de Weyl, definido sobre toda
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variedade M. Diz-se que a conexdo YV € compativel com g se satisfaz a sequinte condicdo:
VIg(U.W)] = g(VvUW) +g(U Vv W) +o(V)g(U W), (1.2)

onde U,W eV sao campos vetoriais definidos sobre M [8].

Vale ressaltar que se o campo de Weyl o é nulo, entao o tultimo termo da equacao
(1.2) se anula e recuperamos a condigao de compatibilidade riemanniana. Sendo assim, a

definicao acima constitui uma generalizagao da condicao de compatibilidade de Riemann.

Uma vez definida a conexao em uma variedade riemanniana M, nao existe, pelo
menos inicialmente, a garantia de que esta seja unica. A garantia da existéncia e unicidade
da conexao riemanniana é dada pelo teorema de Levi-Civita. A extensao do teorema de

Levi-Civita para a geometria de Weyl ¢é simples e direta:
Teorema de Levi-Civita (estendido). Dada uma variedade diferencidvel M, dotada de
uma métrica g e um campo de 1-forma diferencidvel o definido sobre M, existe uma unica
conexdo afim V, tal que [9]:
(a) V € simétrica;
(b) V € compativel (no sentido de Weyl) com g.
Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente a unicidade da conexao V. Pela

condicao de compatibilidade de Weyl (1.2), podemos obter as seguintes expressoes fazendo

permutagoes ciclicas dos campos vetoriais V', U e W:

VIg(UW)]=g(VvUW)+g(U,vyW)+a(V)g(U W), (1.3)
Wlg(V,U)] = g(VwV,U) +g(V,VwU) +a(W)g(V,U), (1.4)
Ulg(W, V)] = g(VuW, V) + g(W,Vy V) +a(U)g(W, V). (1.5)

Somando as equagoes (1.3) e (1.4) e subtraindo (1.5), obtemos a seguinte expressao:

g(VwV.U) = % {(VIg(@ W)+ Wig(V, )] -Ulg(W, V)] = g([V,W],U) - g([W,U], V)
—g([V.ULW) +o(U)g(V,W) =o(V)g(UW) -a(W)g(U,V)}, (1.6)

onde neste ltimo passo admitiu-se que a conexao nao tem torcao, isto é,

VU - vV = [V,U]. (1.7)
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Note que o lado direito de (1.6) sé possui dependéncia com g e o, ou seja, a conexao fica
determinada univocamente por g e 0. Uma vez mostrada a unicidade vamos mostrar que V
existe. Para mostrar a existéncia definamos V utilizando (1.6). Em coordenadas locais {2},

com a =1,...,n, as componentes da conexao afim sao dadas por
« « 1 aX
By = {Bw} ~ 59 (92804 + 9308 = Gp10), (1.8)

onde {gw} sdo os stmbolos de Christoffel. E imediato ver que (1.8) satisfaz as propriedades
de uma conexao afim e estd bem definida. Além disso, satisfaz as propriedades de simetria e
compatibilidade [7].

O

1.2 Transformacoes de calibre

Os graus de liberdade procurados por Weyl para geometrizar o eletromagnetismo
podem ser encontrados no campo o, indentificando-o com o quadri-potencial eletromagnético
A. No entanto, é sabido que o eletromagnetismo obedece a chamada invariancia de calibre.
Para ser mais preciso, ao realizar-se a transformacao A - A’ = A+df, a teoria como um todo
deve ser invariante. Uma vez que o estamos identificando com o quadri-potencial, seria de
crucial importancia que o também apresentasse essa caracteristica de invariancia sob uma
dada transformagao [10]. Foi visto no inicio deste capitulo que a grande diferenga entre
a geometria de Weyl e a geometria de Riemann estd no transporte paralelo de um vetor
V', definido sobre a variedade M. Se expressarmos isso matematicamente temos a seguinte

exXpressao:

Valduw = Taluw- (1.9)

Se procuramos uma invariancia da geometria, entao a expressao (1.9) deve ser invari-

ante sob quaisquer transformagoes. Weyl descobriu que se fizermos a transformacao conforme

G =g, (1.10)

onde f(x) é uma fungao determinada sobre M, e exigirmos que (1.9) seja invariante, entdo, o
deverd se transformar segundo 7, = 0+ f () o, Ou seja, como deve se transformar o potencial

eletromagnético por transformacoes de calibre (aqui se dd o nascimento das modernas teorias
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de gauge). Para obter essa transformacao vamos substituir (1.10) em
VaTu = 0ol (1.11)

Na parcela esquerda da expressao acima, temos:

Igualando ao lado direito de (1.11), obtemos:

(%f(x)ef(m)gw, + ef(m)gw, =Gw0a = ef(m)gw,ﬁa. (1.13)

De onde se obtém diretamente que

0o =04+ f(T).a, (1.14)
O conjunto de transformacoes

E/JV = ef(m)gp,lly (115)
o =00+ f(2).4

sao chamadas transformagoes de Weyl ou transformagoes de calibre. Portanto, ao realizarmos
as transformagoes (1.15) simultaneamente, a condi¢ao de compatibilidade de Weyl perma-
nece inalterada. A condigao de compatibilidade (1.9) juntamente com as transformagoes de
Weyl (1.15) constituem o ntcleo desta geometria. Um ponto que merece um destaque neste
momento é o fato de que a conexao definida pela expressao (1.8) também é uma quantidade

invariante sob as transformacgoes de Weyl.

1.3 Geometria de Weyl integravel

Seja um vetor de comprimento dl que sera transportado paralelamente ao longo de
uma curva fechada, sendo xy o ponto inicial. Ao retornar para o ponto inicial, a norma é

alterada, uma vez que a geometria considerada é a de Weyl, ou seja [31],

dl = o,dz®l. (1.16)



Capitulo 1. A teoria unificada de Weyl 9 de 99

Integrando ambos os lados da equagao (1.16), obtemos que

[ =lpexp (515 aadxa) , (1.17)

onde [y é o comprimento inicial. Utilizando o teorema de Stokes, podemos obter que:

[ =lpexp ([ Fw,dx“/\dx”), (1.18)
S

onde F,, = 0,, - 0,,. Para o caso particular em que o = d¢, entao [ = l,. Posto de outra

maneira, quando

Opp = Ovp = P = Gy =0, (1.19)
a geometria é dita “ Weyl integravel”, caso contrario, é dita “Weyl nao-integravel”.

O grande diferencial da geometria de Weyl integravel em relacao a nao-integravel
estd na expressao (1.19). Sendo assim, é conveniente definir o seguinte campo tensorial
antissimétrico:

Fo=0u,-0u, (1.20)

Ne geometria de Weyl esse tensor desempenha um papel analogo a chamada curva-

tura de comprimento:

gw v~ geometria riemanniana

F, — geometria weyliana

1.4 Propriedades do tensor F),

(a) F,, ¢é antissimétrico;

(b) F,, obedece ao seguinte conjunto de identidade
{Faps} =0 (1.21)
(¢) F,, ¢é invariante sob transformacoes de Weyl.

Demonstracao. Vamos mostrar as propriedades do tensor F),,:
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(a) Para demonstrar a primeira propriedade basta utilizar a prépria definigao (1.19):

Fo=0u,-0,,==(0,,—0u,)=-F,. (1.22)

(b) Vamos mostrar a expressao (1.21):

1 1
{Fapr) = 5 (Fapy = Fpary + Frap = For g+ Fyoa = Fipa) = 3 (Fapny + Frap+ Fpya)

1
=3 (Capy = Tsan + Oyap~ Oans+ 0sya = 0yga)=0. (1.23)

(c¢) Para mostrar a invariancia do tensor F),, por transformacoes de calibre, considere:

F,uzz = E,u,zx - EV“u- (124)

Utilizando a transformagao de calibre para o campo de Weyl, (1.15), obtemos:
Fpu=(0u+ fu),=(ov+f0) = Ouw =0vpu=Fu. (1.25)

O

1.5 Os invariantes de Weyl

Ao longo das ultimas secoes foram estabelecidas as bases para a geometria de Weyl.
Além disso foi discutida o nicleo da ideia de Weyl, que seria a invariancia dos objetos fisicos e
geométricos sob transformacoes de Weyl. Visando facilitar a identificacao dos mesmos, Weyl
introduziu o conceito de peso de um tensor relativo as transformacoes de gauge. Diz-se que

um tensor &, s tem peso n se a seguinte transformacao é valida:

g4 end@)gans, (1.26)

O conceito de peso desempenha um papel importante nesta teoria uma vez que indica
quando uma quantidade ¢ um invariante de Weyl. Por outro lado, diz-se que um objeto é

um invariante de calibre (ou de Weyl) se seu peso é nulo. Considere os seguintes exemplos:
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(a) Peso nulo:
F,=e"®F, =F,. (1.27)

(b) Peso 1:
g/ﬂ/ = ef(m)g,uzz- (128)

A conexao afim de Weyl T', dada pela expressao (1.8) é um invariante de calibre;
como consequéncia, as quantidades que dependem apenas de I', como, por exemplo, o tensor

de curvatura %,y e o tensor de Ricci R,p também o serao.

1.6 O eletromagnetismo na geometria de Weyl

A introducao de um campo vetorial na geometria, o campo de Weyl, acrescenta
um grau de liberdade a teoria, de modo a possibilitar a geometrizacao do eletromagnetismo

através das seguintes identificacoes:

1. F,, corresponde ao tensor eletromagnético;

2. o, corresponde ao 4-potencial eletromagnético.

Tal identificagao é sugerida pelo fato do tensor F),, ter uma relacao com o campo de
Weyl o exatamente igual a do caso eletromagnético, a saber, a equagao (1.20). Aliado a esse
fato F),, obedece a equacao (1.21), que, no eletromagnetismo, é responsavel pelo primeiro par
de equagoes de Maxwell. O segundo par de equacoes de Maxwell nesta teoria, corresponde a
equacao:

FoPg=T°, (1.29)

onde F# = /=gF°% ¢ J = (\/=gF*?).5 sdo densidades tensoriais de ordem zero, sendo a

ultima, de maneira analoga ao que se tem no eletromagnetismo, a densidade de corrente.

Uma vez definidos os conceitos nesta nova geometria o préximo passo sera encontrar
as equacoes de campo. Note que a acao que sera utilizada nao pode ser a mesma da relativi-
dade geral, cuja forma é § = [ \/=g[R+ (1/167) F,5F'*#]d*x, pois, esta acdo nao ¢ invariante

sob as transformacgoes de Weyl. A nova expressao deverd ser algo do tipo

S = f W/ —gd'z. (1.30)
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Analisando esta tltima expressao, conclui-se, logo de inicio, que W deve ter peso
-2, uma vez que /=g tem peso 2. A forma mais simples e que se aproxima mais da acao
relativistica deverd levar em conta o quadrado do escalar de curvatura R, uma vez que este

tem peso —1. Assim, teremos a seguinte agao:

S = f (R? + wFyF%)\/—gd s, (1.31)

sendo w uma constante arbitraria e R o escalar de curvatura calculado com a conexao de Weyl.
De posse da agao, pode-se utilizar o principio variacional para se obter as equagoes de campo,

efetuando-se a variagao da métrica g, e do campo de Weyl o, de maneira independente.

Uma vez definido, via conexao de Weyl, o escalar de curvatura mantém uma relagao
com o campo o,. Portanto, precisamos da expressao explicita de R antes de fazermos a
variagao. Por ser um escalar, adota-se, por simplicidade, o sistema de coordenadas geodésico
riemanniano, ou seja, os simbolos de Christoffel da conexao (1.8) podem ser anulados num

ponto.

De (1.8), tem-se

«

1
By = —5((52‘07 +0505 — gpy0%). (1.32)

Por definigao, o escalar de curvatura é dado por R = g#*R%4,,, por outro lado, a

expressao do tensor de curvatura é dado por

R = Ty x = Thxy + 1,100 - T 7, (1.33)
Contraindo os indices a e v e multiplicando por ¢g#*, temos:

TOQ)

R=g"T5, )~ (97T5,) | + 07 T5,T% - g7 T8 (1.34)

onde nesta expressao estd implicito o fato de que g#* | seja zero em um ponto. Olhando para

o termo entre parénteses em (1.34), obtemos que

a T 1 e e a 1 a a a
QBAFQA ZQBAFQ,\_595/\(550/\+5,\05_95/\0 ):_5(0 +0% =no?),

1
97T, = 5(71—2)0@. (1.35)

sendo n a dimensao da variedade e estamos representando as quantidades riemannianas com
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W
~

. Olhando para o primeiro termo da equagao (1.34), temos:
ey T 1 el el ey 1
Fﬁazrﬁa—§(6ﬁda+5a0'5—g5a0' )2—5(0'54—710'5—0'5)

n
%, ==

20’5 (136)

Os dois ultimos termos da equacao (1.34) podem ser reescritos da seguinte maneira
quag p g
1
gﬁ’\FEQFS/\ = Zgﬁ’\(égaa +0005— 9307 ) (020N + 650, — grac®)
1
= —gﬁ’\(ég‘aam\ + 05050607 = §pa0a0" + NORON + 050,05 = JarT504

4

_gﬁTUTUA - gﬁ)\oﬂ—o—ﬂ' + gﬁagﬂ')\ojo—a)-

Portanto,
1
g Th 2 = —Z(n -2)o,0°. (1.37)

Substituindo as equagoes (1.35), (1.36) e (1.37) na expressao (1.34) obtemos a se-

guinte expressao final:

(=1
=) (1.35)

R-T+ }L(n— (0 -2)0,0% -

O 1ltimo termo foi escrito acrescentando-se \/—¢g de maneira a ter uma expressao
escalar, pois (y/=¢).. = 0. Como estamos trabalhando com uma variedade 4-dimensional a

expressao (1.38) assume a forma:

3

ﬁ(ﬁaa)@. (1.39)

R=E+§Ua0a—
2

Utilizando o conceito de derivada covariante riemanniana, pode-se obter ainda

~ 3 -
R=R+ EUQUQ - 3Va0°. (1.40)

Consideremos, agora, a variagao da agao (1.31).

58 = 5[(1%2 +wh,, P/ ~gd'z. (1.41)
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Aqui, efetuaremos o calculo da variagao por partes. Considere, portanto, o primeiro

termo. Temos:
§(R*\/=g) =2R\/=goR + R*6(\/=9).

Ou ainda,

0(R*/=g) = 2R6(R\/=g) - R*0(/=9)- (1.42)

Substituindo (1.42) em (1.41), temos a seguinte expressao
dS = f [2RS(R\/=g) + R*6(\/=9) + wd(F ., F*\/=g) ]| d*z. (1.43)

No trabalho original de Weyl [30], ao calcular as equagoes de campo, ele adotou o
chamado gauge natural ou gauge de Weyl, onde o escalar de curvatura R é uma constante,
ou seja,

R=A, (1.44)

sendo A uma constante. E importante destacar neste ponto que a escolha (1.44) é uma
escolha local e A corresponde a curvatura do espaco. Aplicando o gauge natural na expressao
(1.43), tem-se

I nuyv — 4 —
58 = 5/(3 S FuF yf@Lpo. (1.45)

Na expressao anterior esta implicito o fato de que em geral 0R # 0 e que o gauge

natural s6 pode ser aplicado apds a variagao e nao antes.
Substituindo (1.39) em (1.45), teremos:
~ 3 3 o AN w 5
5 [ [R+5o—ao— - = (/)= 5 * e Fu P ]\/%d‘*:r:O,
= .3 @ A v
5[ (R+ a0 = S S F P )\/_d‘*x 0. (1.46)

Na dltima passagem, o termo [ 6(y/=go®) 4d*x foi descartado por se tratar de um

termo de fronteira. Portanto, a expressao final da variacao sera

A

_ - ny — 4. _
q[(R+ S0 =4 S FF yfﬂdx 0, (1.47)
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A expressao (1.47) serd submetida a duas variagoes, uma em relacdo a métrica e

outra em relagao ao campo de Weyl de maneira independente.

Considere como ponto de partida a variacao com respeito ao campo de Weyl. Na
expressao (1.47) os termos que possuem dependéncia com o, sdao 0(c,0%) e §(F,FH).

Variando o primeiro termo, tem-se:
(0a0*)\/=g = 2\/-ga"éo,,. (1.48)
Ja o segundo termo pode ser escrito como:

O(F F™/=9)

V79945 (Fyu Fag) = 2 GF6(Fu) = 2/=GF*[(5,). ~ (91).4]
= 2/ (0,)0 - (0,),] + 4/TGE (50, 0.

A ultima expressao pode ser reescrita como
S(FuwF"\/=g) =4[(\/-9F"d0,) » — (/—9F") Loo,]. (1.49)
Substituindo (1.48) e (1.49) em (1.47), temos:
d f [E + g(aaaa) - % + %FWFW] V—gd*z =0.

Como a variacao que estamos considerando é no campo de Weyl, entao, os termos

R e A/2 nao irdao contribuir na variagdo. Portanto, obtemos:

3 (6% w 14
f [55(0a0 )+ ﬁé(FWF“ )] V—gd*z =0,
2w 2w "
f {30’“50'“\/—9 + I[\/_QF“V(;UH]W - I(\/—QF“V)J,(SO'“}d z =0.

Note que o segundo termo entre chaves é um termo de fronteira e, portanto, nao ira

contribuir para a variacao. Rearranjando a expressao acima, tem-se:
N ) 2 W P
30 —g—x( —gF") | do,d x = 0.

Admitindo que a variacao seja arbitraria, temos como resultado a seguinte equacao
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de campo:

(P, = (150

Note que a equagao (1.50) é valida apenas no calibre natural R = A.

Considere agora, a variagao de (1.47) em relacdo ao tensor métrico g,,. Diferen-
temente do caso anterior todas as parcelas da acao terao um contribuicao nao-nula, sendo

assim, a mesma pode ser reescrita da seguinte maneira
~ 3 A
) f [R + §(Ua0a) b + %FWF‘“’] —gd'z = 0. (1.51)

Alguns termos da variacao da acao acima ja nos sao familiares, uma vez que sao

utilizados na relatividade geral. Considere, portanto os seguintes resultados:

1
0V/=G = ~5v/~G09m 09", (1.52)

~ ~ 1~ ~
6(R\/ _g) = (R,uzz - §Rg,uzz) \V/ —959“V + g‘”’v —95RW. (153)

Para os termos da acgao envolvendo o campo de Weyl, a variagao com respeito a

métrica nos da:

1
0(0a0°V/=g) = 0(0,009") /=9 + 9a0°0(V/~9) = 0,0,/=90(9") = 500" /=99 0(9")

1

= (Uusz - §Ua0a9uzx) V=96(g""). (1.54)

Por outro lado, temos

S(F" Fun/=9) =0(Fu F*™ /=g + Fu F*5(\/=9) = Fu Fap/=90(g"9™)
- % 08 F N =99w09" = Fuu Fapg™ \/=909™" + Fu Fapg™\/=909""
S Fas PN G080 ~FuaFusn /G50 + B Fauf /309" = 3 FusF* 5/ 509"
=24 Fus Fran/ 900" = 5 Fas N/ 50,00"

1
=-2 (gaBF,uBFaV + ZFaﬁFaﬁg,uy) V _géglﬂ’

E 6(F,uVF“V\/ _g) = _2T,uzz\/ _gégﬂl” (155)
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onde T, = g°F,3F., + 19,, FapF?. Substituindo as expressoes (1.52) (1.55) em (1.51),
obtemos:
~ 1~ 3 1 A
f [RW - =Ry, + = (0,0, — =0,0%G) + — G — gTW] V=g0g"d*z = 0. (1.56)
2 2 2 4 A
Neste ultimo passo utilizou-se do resultado conhecido da relatividade geral em que

fg“”\/—géﬁw,d‘lx = 0 [31]. J& que a variagao dg,, é arbitraria, portanto, como resultado

final temos a seguinte equagao de campo:

w
AT

~ 1~ A 3 1 o

Ry - §R9uv + ZQW + 5(0“01, - 59;”/0040 ) (1.57)
Assim como a equacao de campo (1.51), advinda da variacao do campo de Weyl,

a equagao (1.57) é satisfeita apenas no gauge natural. Além disso, pode-se observar que,

se 0, = 0, as equagoes de campo de Weyl recaem nas equacao da relatividade geral com

constante cosmoldgica que descreve o espago-tempo vazio sem o campo eletromagnético:

~ 1~ A
R, - §ng, + Zgw, =0. (1.58)

1.7 Equacoes de campo em um gauge qualquer

As equacoes de campo obtidas na secao anterior foram obtidas a partir da escolha do
gauge natural, onde o escalar de curvatura de Weyl é igual a uma constante, a qual poderia
ser interpretada como sendo a constante cosmoldgica A. Esta secao serd dedicada a encontrar

as equacgoes de campo que sejam validas para qualquer gauge.

Ao definirmos o espago-tempo de Weyl, as transformagoes de Weyl (1.15) definem
uma classe de equivaléncia de variedades weylianas. Consideremos uma variedade M dotada
de uma métrica g e uma conexao V. Iremos supor que seja possivel encontrar um gauge em
que R =A, e a0 mesmo tempo determinar qual deve ser a forma da transformacao de gauge

necessaria.

Para isso, consideremos a passagem do gauge (M, g, R = A) para um gauge qualquer

(M,g,R). Pelas transformacoes de Weyl, temos:

Guv = GfQW, (159)
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0,=0,+0,f. (1.60)

Por outro lado, no gauge de Weyl temos que R = A, entao, utilizando as trans-

formacoes (1.59) e (1.60) teremos:

R=¢g"R,, = e’fg“”RW —e TR .. ef = (1.61)

:>'| =

Se substituirmos (1.61) em (1.60) e (1.59), as transformagcoes de gauge podem ser
escritas como: _
f7 R

Guv =€ Guv = KQW, (162)

I R
0, =0, + E(?“R. (1.63)

No gauge de Weyl, as equagoes de campo sao:

5 1s A 3

1 (e
T, =R, ng, + 4gw, 5 (0'“0'1, - égw,aaa ) , (1.64)

=~ &€

(V=gF"), = %\/%0“- (1.65)

Vamos aplicar as transformagoes (1.62) e (1.63) em (1.65). Lembrando que F},, = F,,,

temos, entao:
(V=9F"), = (V=99""¢""Fas) , = (V=3F") . (1.66)
Por outro lado,
TGO = G0 = /TG (G + Ouf) = rgw (o—a + Lo, R) (1.67)

Substituindo (1.66) e (1.67) em (1.65), teremos:

1 _ AR
L), o dna)
ou ainda,
\/—_ (\/_F“”) = %Q“Q(Raa +0,R). (1.68)
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A equagao (1.68) que ja havia sido obtida por Weyl em 1918 [36], é a equagao para
o campo o, valida para qualquer gauge.
De maneira semelhante, pode-se obter a equagao para o campo g, valida em qual-

quer gauge. Para tal, consideremos novamente o conjunto de transformagoes (1.62) e (1.63).

Vimos anteriormente que algumas grandezas geométricas construidas com a conexao

de Weyl, como por exemplo o tensor R,,, sao invariantes sob as transformacoes de gauge.

uys
Sendo assim, vamos escrever a equagao (1.64) em termos dessas grandezas.

O tensor de Ricci riemanniano pode ser decomposto da seguinte maneira [11]:
~ 1, - - 1 o
Ry = Ry + E(VZ,U“ + V00 + g Va0®) + 5(0“01, — Gu0a0%), (1.69)

onde R(,,) representa a parte simétrica do tensor R, de Weyl, isto é, R(,,) = %(RW +Ry.).

Contraindo (1.69) com g*¥, pode-se obter ainda:

R=R- gaaaa +3Va0°. (1.70)

Por outro lado, no gauge de Weyl o campo ¢ obedece a equacao (1.65). Se derivarmos

ambos os lados em relacao a x#, por simetria o lado esquerdo é nulo, portanto, obtemos o
seguinte resultado:

Voo =0. (1.71)

Utilizando (1.71) em (1.69) e (1.70), teremos:

- 1 . - 1

RHV = R(HV) + §(vuau + V0, + g,uV) + §(UHUV - gl“’aaaa)? (1'72)
. 3
R=R- éaaaa. (1.73)

Substituindo (1.72) e (1.73) em (1.64), obtemos:

w
A

1 A 1 . - 1 3
Ry - EQW,R + ZQW + §(VZ,0'H +V,0,)+ 5(0'“0'1, — G 0a0%) + ZQWUQUQ

3 1
+§ (0'“0'1, - ng,aaaa) ) (1.74)

Podemos ainda expressar a derivada covariante riemanniana em termos da derivada
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covariante weyliana:

~ 1
Va0g=Va0g+ 0,05 — igagﬂ)\o)\. (1.75)

Substituindo (1.75) em (1.74) e rearranjando a equacao obtemos a seguinte expressao:

w 1 A 1
KT“V = Ry — §ng + 7w + E(VZ,U“ +V,0,)+0,0,. (1.76)

Aplicando as transformagoes (1.62) e (1.63) em (1.76), teremos:

W _ 1. - A, 1 B 1, = _ 1. =
K uv€ F= R(“V) - 59“1,}% + Zefgw, + 5 I:vl, (0'“ + E(?“R) + V“ (0'1, + E&,R)]

+ (Uu + %GHR) (UV + %&,R)

— 1 _ 1 1 _ 1 _ _
= R(u) - ZQWR + 5(%5—“ +V,0,) + ﬁv(yvu)R +07,0, + ﬁ(aﬂvyR +0,V,R)(1.77)

Definindo o tensor D(,,) como sendo

]
Dy =Vu VR + §R(VVUM +V,0,)+ Ro,o,+0,V,R+0,V,R, (1.78)

podemos reescrever (1.77) como

— _ 1- _
wTW =R (R(MV) - ZRQW,) + D(MV)' (1.79)

A equagao (1.79) é valida para qualquer gauge. As equagoes de campo num gauge

qualquer (1.68) e (1.79) também podem ser obtidas através do principio variacional [11].

Partindo do fato de que a geometria Weyl é uma generalizagao da geometria rieman-
niana, podemos mostrar que as equacoes de campo da relatividade geral podem ser reobtidas
no limite quando ¢ = 0. Vamos assumir, entao, que em um certo gauge o campo de Weyl o
seja nulo, portanto,

Ry = Ry

Como consequéncia direta de que o, = 0, as quantidades F),, e T, serao nulas e, de
(1.69) temos

R =R = A = constante.

O fato de R ser uma constante implica diretamente que D,,, = 0. A equacao (1.79) nos
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dé duas possibilidades: R =0 ou RW = %Agw. Se R =0, as solucoes da teoria de Weyl serio
idénticas as solugoes das equagoes de Einstein no vazio (RW =0). Por outro lado, se RW =
iAgW as solucgoes no vacuo das equacoes de Weyl correspondem aos espagos cuja curvatura
de Ricci é constante. Vemos aqui que a constante cosmolégica aparece naturalmente, uma
vez que A advém das equagoes de campo. Note que se A > 0 o espago-tempo pode ser
identificado com o espago de de Sitter, espaco este que tem ganhado atengao apos a descoberta
da expansao acelerada do universo [12][13]. Se A for suficientemente pequeno o efeito sobre
a equacao de campo pode ser desprezado e as equagoes weylianas tornam-se idénticas as
equacoes de Einstein no véacuo, consequentemente, os resultados dos chamados testes do
sistema solar (avango do periélio do Merctrio, red shift da luz e entre outros) sao preservados
na teoria de Weyl. Ademais, se A = 0, entao, a relatividade geral serd um caso particular da

teoria de Weyl.



CAPITULO 2

Teoria escalar-tensorial geométrica

2.1 O principio de Mach e a relatividade geral

Desde os primordios da mecanica classica, a chave para todo o estudo da mecanica
newtoniana reside no conceito de inércia. A primeira lei de Newton atribui, a um corpo
fisico, propriedades de resisténcia ou tendéncia, na auséncia de forcas externas, a permanecer
em repouso ou em movimento retilineo uniforme. Além disso, a segunda lei de Newton
fornece a condicao matematica para que um corpo consiga romper a inércia e entrar em
movimento uniformemente variado [18]. A forca necessaria para realizar tal mudanga é
proporcional a quantidade de matéria do corpo, ou seja, sua massa m. No entanto, como
consequéncia natural das leis de Newton, surgiram questoes como: o corpo estd em repouso

ou em movimento retilineo uniforme em relagao a quem, ou a qué [19]?

Essas questoes foram o centro de intimeras discussoes e uma das solugoes foi proposta
pelo préprio Newton. Segundo ele, todos os estados de movimento estariam definidos em
relacao a um referencial inercial absoluto, imével e eterno. Uma boa aproximagao para esse
referencial seriam as estrelas distantes que estao em repouso. A concepcao newtoniana de
referenciais absolutos foi duramente refutado por Gottfried Wilhelm von Leibniz [20], que

acreditava so fazer sentido falar em movimentos relativos entre corpos fisicos em oposicao a
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ideia de movimentos absolutos de Newton.

Em 1883, em seu livro The Science of Mechanics [21], o fisico austriaco Ernst Mach
retomou a discussao sobre os referenciais. Mach mostrou em particular que o conceito de
tempo absoluto de Newton nao existia, uma vez que um evento fisico seria mutuamente
interdependente de outros eventos, sendo assim, o tempo nao poderia ser medido de maneira
absoluta. Outro ponto levantado por Mach em seu trabalho estava relacionado ao conceito
de movimento: toda espécie de movimento, seja ele de rotagao ou outros, sao relativos as

massas distantes do universo.

Um dos grandes diferenciais da relatividade restrita, seguida pela relatividade geral,
é a concepcao da estrutura do espaco e do tempo. Einstein, unificou essas duas estruturas que
até entao tinham existéncias independentes colocando-as em uma tinica estrutura denominada
espaco-tempo. Dito dessa maneira, Einstein também adotou a postura de que os estados de
movimento sao relativos, e além disso, ele mostrou que essa nova estrutura quadridimensional

¢ influenciada pela matéria circundante.

A relatividade geral, parece, em principio estar em concordancia com o principio
de Mach uma vez que nela o espaco-tempo, incluindo os referenciais inerciais, tem as suas
propriedades determinadas pela distribuicao da matéria. Entretanto, em uma andlise mais
cuidadosa notamos algumas inconsisténcias entre o principio de Mach e a relatividade ge-
ral. As propriedades inerciais dos corpos, pelo principio de Mach, sao regidas por toda a
matéria ao seu redor. Sendo assim, se a distribuicao de matéria for isotrépica, entao, as pro-
priedades inerciais também o serao; como consequéncia direta, na presenca de distribuigoes
anisotropicas as propriedades inerciais devem apresentar algum tipo de anisotropia. No en-
tanto a relatividade geral nao prevé nenhum tipo de anisotropia inercial. Do ponto de vista
experimental, sendo a nossa galaxia uma gigante distribuicao de massa anisotropica, nenhum
experimento conseguiu detectar uma anisotropia na inércia, colocando assim em cheque a

aplicabilidade do principio de Mach em sua versao original na relatividade geral.

Em 1961, Brans e Dicke [22] abriram caminho para teorias alternativas a relatividade
geral que incluem, além do campo gravitacional, um campo escalar. Com a inclusao desse
campo essa nova classe de teorias, que ficaram conhecidas como teorias escalares-tensoriais,

tem como proposito incorporar o principio de Mach.
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2.2 Teoria de Brans-Dicke

Na teoria escalar tensorial de Brans-Dicke a variedade espago-tempo continua sendo
riemanniana, mas a interagao gravitacional ¢ descrita por dois campos: o tensor métrico g, e
um campo escalar ¢. Esses dois campos possuem naturezas totalmente diferentes; enquanto
g € essencialmente geométrico o campo escalar ¢ nao tem um cardter de matéria nem
um carater geométrico e tradicionalmente é interpretado como o inverso do parametro de

acoplamento gravitacional.

A teoria de Brans-Dicke parte de uma acao, no referencial conhecido como referencial

de Jordan, cuja expressao é dada por:
S W
Sy = [ dlav/=g| o+ 296,06, -V (0) | + S, 2.1)

onde,
167
S(m) = ?fd4$\/—gL(m), (22)

sendo w um parametro adimensional. Ademais, o potencial escalar V(¢) constitui uma

generalizacao natural da constante cosmoldgica.

Variando a ac@o (2.1) em relagdo a g,,,, obtemos a equacao de campo:

K,/

EWE 5

T;Em) i %(QSMZSV - %QMVQS’QQS,a) B %((ﬁvu;v = G 0) (2.3)

v
2¢g;w>

onde

—g(m)
T = - 2 0vg ), (2.4)

N

é o tensor momento-energia associado a matéria. A variacao da acao em relacao a ¢ tem

como resultado a seguinte equacao:

- 2w w av
R-Zyo Lpe 2.5
67 T @ e (29)
Tomando o trago da equagao (2.5), temos:
- (m) e
VR 2% o - 3% oV (2.6)
¢ 9 ) )
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Substituindo (2.6) em (2.5), obtemos:

4 o 5+ 3

(HIT(m) + ¢Z—‘; - 2v) , (2.7)

para w # —3/2. Se w = -3/2, temos

3 3 av

R oy - = 2.8
+ ¢¢ % 2¢2¢ Ne% d(ZS ( )
Além disso, por (2.3), temos também

~ K’ (m) 3 1 o 1 o Vv

Guzx = _ETW B T&(QS,MZS,V - EQMVQS’ ¢,a) - E(QS“WV = G ;a) B %gl‘”’ (2'9)
cujo traco é
T @

el 3 e 3% oV (2.10)

¢ 207 " ) )
Vale salientar nesse ponto que as equagoes (2.8) e (2.10) s@o incompativeis, exceto para T =0
e V = ¢2. Dito de outra forma, para w = -3/2 o sistema de equagoes diferenciais para g,, e ¢,
(2.3) e (2.5), fica indeterminado. Portanto, pode-se obter uma solucao para g,, estabelecendo
um valor fixo para o campo ¢. Como exemplo, se ¢ = ¢ onde ¢y é uma constante, entao

(2.3) assume a forma

Ky o Vo
oo " 2007

que sao as equagoes de Finstein sem constante cosmoldgica sendo a constante G substituida

por ¢,

G = (2.11)

2.3 Teoria escalar-tensorial geométrica

Como visto anteriormente, na teoria de Brans-Dicke a interacao gravitacional é des-
crita por dois campos de naturezas distintas: o tensor métrico g,, que tem um cardter pu-
ramente geométrico e o campo escalar ¢ que, em principio, nao tem um carater geométrico
nem material. Esse cardter nao-geométrico de ¢ leva a seguinte especulacao: o que acontece
se admitirmos que o campo escalar ¢ faz parte da geometria? Posto dessa forma, o campo
gravitacional nao seria descrito apenas por g, mas pelo par (g,.,¢). No entanto, como con-
sequéncia direta dessa escolha, a geometria do espaco-tempo nao seria mais a riemanniana

uma vez que 0 campo ¢ passa a ser parte da estrutura da variedade espaco-tempo.
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Existem dois principais métodos para determinar a geometria, a primeira seria pos-
tular a priori a geometria, a semelhanca da relatividade geral, que postula o espago-tempo
como uma variedade riemanniana, e o segundo método seria extrair a geometria diretamente
da agao a partir de um principio variacional. O método variacional de Palatini, toma va-
riagoes da acao em relacao a métrica e, de maneira independente, uma variacao em relagao
a conexao afim. No caso da relatividade geral a variagao em relacao a métrica fornece as
equacoes de campo e a variacao em relacao a conexao fornece a condi¢ao Vag., = 0, que
caracteriza a geometria riemanniana [33]. Lindstrom aplicou o método variacional de Pala-
tini para investigar diversas classes de teorias escalares tensoriais [34]. Ele mostrou que a
extremizacao da acao nessas teorias fornece conexoes mais gerais que a riemanniana. A partir
disso, podemos concluir que o método de Palatini possibilita a exploracao de estruturas mais

gerais que a riemanniana.

Partindo da acao de Brans-Dicke

Se: = fd‘lx\ /G(PR+ %wqa), (2.12)

para encontrar a geometria do espaco-tempo, faremos uso do método de Palatini em uma
versao estendida onde a acao tera uma variacao extra em relacao ao campo escalar além da
métrica e da conexao afim. Fazendo a mudanca de varidvel ® = e a agao (2.12) assume a

seguinte forma:

e = f d*1y/ge (R + wp®é o). (2.13)
Variando a acao (2.13)em relagdo a conexao afim, temos:
55 = f d'e/~ge 2" 6 (R,0.). (2.14)
Utilizando que [23]:
0(Ru) = Va(0I7,) = V., (0175,), (2.15)

obtemos:

5S¢ = f e /=ge g [Va(0T2,) - ,(5T2 )] (2.16)
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Os dois tltimos termos de (2.16) podem ser escritos como:

V=9¢729" Vo (0T5,) = Va(/=ge 29" 0T5,) = Val(/=ge ?g" ) 0TS,
V=9¢70g" v, (06T8,) = Vi (/=g9e 29" 0T%,,) = Vu(\/=ge ?g")ors,

Substituindo esses resultados em (2.16) e descartanto os termos de fronteira, temos:
0Sq = f dz [Vy(ﬁe"z’g“”)éfgﬂ - Va(ﬁef‘z’g“”)éfffy] :
Simetrizando o primeiro termo, a expressao anterior pode ser reescrita como
356 = [ dte| 389y 9") + S0Va/Ge ") - Val Ve ) T
Tomando 0S¢ = 0 e multiplicando a expressao acima por 05, obtemos:
VaGu = @.aGpuv- (2.17)

A equagdo (2.17) apresenta a primeira diferenga em relagao a teoria de Brans-Dicke,
uma vez que no cenario riemanniano a condicao de compatilidade da métrica tem o lado
direito igual a zero. A expressao (2.17) é conhecida como condi¢ao de nao-metricidade de
Weyl. Sendo assim, a assercao de que o campo escalar possui um carater geométrico induz

naturalmente o espago-tempo a ser uma variedade de Weyl integrével [24].

Vale salientar nesse ponto que a condicao de compatilidade é invariante sob as trans-
formacoes de Weyl

g=¢éy, (2.18)
p=0+/, (2.19)

onde f é uma funcao escalar definida sobre a variedade M. O termo (M, g, ®), que consiste
em uma variedade diferenciavel M dotada com a métrica g e o campo escalar ¢, é dito ser
um referencial de Weyl. Note que, se f = —¢, entdo, ¢ = 0 e a variedade passa a ser uma
variedade riemanniana. Neste caso, o conjunto (M, g =e'g,¢ =0) é chamado de referencial

de Riemann.
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Variando a acao (2.13) em relagao a métrica, obtemos:
55(; = [ d*ze? {5(\/—g)(R + ¢7a¢7a) +v—g [5(9“V)RW, + w¢7“¢7y(5(g‘w)]} ‘ (2.20)

Utilizando o resultado conhecido

0(v/-9) = —%ngé(g“”), (2.21)

a variacao (2.20) se torna

1
356 = [ Ao Ry + 96,0, - 50 (R +06°0,)5(0)

1 1
f d4$€7¢\/ -9 (Ruzx - §W9uuR - §W9uzx¢,a¢’a + W¢,u¢,zx) 6(g"").

Utilizando o principio fundamental do calculo de variagoes, obtemos a seguinte

equacao de campo:
1

1
R, - igw,R - §wgw,¢’a¢7a +wo 0, =0. (2.22)

Finalmente, consideremos agora a variagdo da agao (2.13) em relacdo ao campo

escalar ¢.

556 = [ diov/7g[6(e )R +wi6.0) +wd(6°0.)e?]. (2.23)

O tltimo termo de (2.23) pode ser escrito como:
0(¢.a0) = 2[0a(000"¢) = 00" P(69)]. (2.24)
Substituindo (2.24) em (2.23) e descartanto os termos de fronteira, temos:

356 = [ de/ et [+ w06™6.0) - 20005°6) (50). (2:25)

Portanto,
R+wp®po+2wn¢ =0, (2.26)

sendo O o operador d’Alembertiano. Tomando o trago de (2.23), obtemos também que

R =wé®¢ 4. (2.27)
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Substituindo (2.27) em (2.26), obtemos uma forma alternativa da equacao para o

campo escalar ¢:

06 + ¢“¢ 4 = 0. (2.28)

2.4 Cosmologia na teoria escalar-tensorial geométrica

As equagbes de campo sao (vide [17]):

- ()0704()070‘ e2p
G =) (55 = o) = SV () = KT ) (2.29)
. 1 dw e2e 1dV(gp))
= - — |V - , 2.30
s oy ( (0)+5 o (2.30)

W

onde, v, = e %g,, e as quantidades com “~"sao riemannianas.

Considere a métrica de Friedmann-Robertson-Walker em coordenadas cartesianas:
Y = dt* = a*(t) (da? + dy? + d2?), (2.31)
Além disso, vamos considerar o tensor momento-energia de um fluido perfeito, ou seja,
Tuw = (p+ p)uptiy = Py (2.32)

com u, sendo a quadrivelocidade e vamos assumir também que o campo de Weyl tenha

apenas dependéncia temporal:

¢ = (). (2.33)

Consideremos inicialmente que w seja constante, sendo assim, a equacao (2.30) as-

sume a forma simplificada

50 =~ (Vie)+ %d‘gff) ). (2.34)

O lado esquerdo da equagao (2.34) pode ser reescrito como:

Op = VAV, = ¢"*Va(Oup) = 00,0 - g“afg\wa,\go. (2.35)
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As componentes nao nulas da conexao sao:
IV =6,aa fio_ 5 (2.36)
ij = 9ij 0j = 7% -

Portanto, podemos escrever (2.35) como:

~ . Z'j~0 . 3 . . . a .

Op = ¢ - g"T5000 = ¢+ —(ad)p = $+3-¢.
Substituindo esse resultado em (2.34), obtemos:

e

¢+3%¢:_j (V(¢)+%d‘275?). (2.37)

Vamos analisar a equagao de campo (2.29), para w constante. Para p =v =0, temos

~ H2 e
Goo = w (Si%o - @2) - —"00V () = KT,

2 2
) 20

3(9) =222 V() + kp. (2.38)
a 2 2

Para 1 =v =1, a equagao de campo (2.29) assume forma:

~ H2 e
Gn=w (%%1 - @2) - 7711‘/(%0) - kT,

a

. 2 20
2“+(—) =—E¢2+€7V(g0)—l-ip. (2.39)

a a 2

2.4.1 Caso V(p)=e¥A

Para esta escolha de potencial em particular, as equagoes (2.37), (2.38) e (2.39)

assumem a forma simplificada

a\> w., A
Z) = Zp2e 2 2.4
3(@) S g TP, (2.40)
a (a\® w., A
2—+ =) =—=¢¥ "+ = —Kp, (2.41)
a \a 2 2
3=3%0 (2.42)
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Note que, a partir da equagao (2.42) podemos obter, a partir de uma integragao

simples, que o campo de Weyl é dado por

o()=Cr+Cy [ a%(t)dt, (2.43)

sendo (' e C5y constantes.

Para resolver o sistema (2.40) - (2.43) podemos usar ainda [23]:
d, 3 N
%(pa ) +p%(a )=0. (2.44)

Demonstragao da equagao (2.44). Derivando (2.40) e dividindo por 3, obtemos

a seguinte expressao:
ai @ w A
2§—2$ = gQOQD'FK,p (2 5)

Multiplicando (2.41) por —a/a, temos

_2___:__Sb - ——= + —Kp. (246)

_3_3 = —QPP+——P°——=+K—p+ =p. (2.47)
a a

Utilizando (2.42) na expressao anterior, teremos

2

_é(gd__f‘z_é)_f‘ﬁf{
a\ a2 2 2 _3'0 ap'

Note que, por (2.40) a expressao entre parénteses é kp, portanto,
a K

a
——Kp=—=p+ —Kp.
a 3 a
Multiplicando a expressao anterior por 3a3/k e rearranjando, como resultado obtemos

d 3 d 3\ _
dt(a p)+pdt(a ) =0.
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Incialmente, vamos considerar o caso em que p = 0 (poeira). Neste caso, por (2.44),

obtemos diretamente que

_C
p_$7

sendo C uma constante.

(2.48)

Substituindo (2.48) em (2.40) e fazendo p = 0 em (2.41), obtemos as seguintes

equacoes:
a\? w A kC
3[-) == +=+
( ) 27 Ty
2\ 2
29+(2) IR
a a 2 2

Somando (2.49) e (2.50), teremos

. .\ 2
29+4(9) AL e
a

a

cuja solucao geral é

-Ck + \ / % (0267%\/6_1” - Cleé\/ﬁ_At)

1
a(t) = m

Tomando C] = (5 a solucao acima pode ser reescrita ainda como:

a(t) = ﬁ[—(];{ — 20C sinh(61)]'/2,

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

onde 0 = \/3A/2. Substituindo (2.53) em (2.43) podemos encontrar a expressao para o campo

@.

A solugao cosmolégica na auséncia de matéria foi obtida em 2016 por Laura Pucheu

et al [17] e pode ser reobtida fazendo-se C'=0 em (2.53).



CAPITULO 3

O problema de Cauchy na teoria escalar-tensorial geométrica de Weyl

Grande parte da dinamica dos sistemas fisicos conhecidos sao regidos por equacoes
diferenciais, sejam elas ordinarias ou parciais. Entende-se por problema de Cauchy ou pro-
blema de valor inicial encontrar a solucao desse conjunto de equagoes, juntamente com um
nimero apropriado de condic¢oes iniciais pré-determinadas. Diz-se que um sistema fisico pos-
sui uma formulacao de valor inicial se é possivel especificar um conjunto de condicoes iniciais

de modo que este e a sua subsequente evolugao dinanima seja determinada de maneira tinica

[38].

3.1 O problema de Cauchy na relatividade geral

Considere uma folheacao local do espago-tempo na forma M = ¥ x R, com uma
métrica hiperbdlica g tal que as subvariedades M; = X x {t} sejam do tipo-espago. Considere
também, um referencial denominado referencial adaptado de Cauchy cujos eixos espaciais e;
sao tangentes a hipersuperficie M;, e o eixo temporal ey ortogonal a M;. Usando um sistema

de coordenadas locais adaptadas a M;, podemos escrever este referencial na forma [39]:

0
€; = (9@ = axi, (31)
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cuja base dual é

0 =dai+ Bidt e 6°=dt, (3.2)

onde, [, chamado de vetor de deslocamento (shift), possui uma dependéncia temporal e é

tangente a M,.

Em termos da base dual ¢ a métrica pode ser decomposta da seguinte maneiral
137]:
ds® = =N?(0°)* + g;;0'¢" (3.3)

onde N ¢ uma fun¢ao chamada lapso, que iremos admitir ser positiva. Um espago-tempo
(M,g) com M =% x R e uma métrica na forma (3.3) é dito folheado. Tal folheacao faz-se
necessaria, uma vez que na relatividade geral o problema de Cauchy consiste em encontrar
a dinamica do “espago”. Fazendo uso dessa folheagao, a métrica do espaco-tempo g, induz

uma métrica tridimensional riemanniana g,,,,.

Sendo a métrica a varidvel dinamica, definimos também um tensor chamado curva-
tura extrinseca K, que estd diretamente relacionada com a nocao de derivada temporal da
métrica induzida cuja definicao é

1 —

Kij = —Waogij, (3-4)

onde o operador d é por definicio Jy = 9/0t — ZB sendo ZB a derivada de Lie em M; com
respeito ao vetor espacial 5. Assim como a métrica pode ser decomposta na forma (3.3),

quantidades como o tensor de Ricci também podem ser escritas em termos da fungao lapso:

Lema 3.1.1. No referencial adaptado de Cauchy valem as sequintes relag¢oes:
NR! =NR, -9,K? + NK/K! ~%,0' N, (3.5)
Oog”? =2NK". (3.6)

Nas decomposicoes do tensor de Ricci acima nao aparecem derivadas das fungoes N
e 0. Em outras palavras, as equacoes de Einstein formam um sistema de equacoes que da a
dinamica de duas quantidades fundamentais, o tensor métrico g e a curvatura extrinseca K
definidos sobre a hipersuperficie M;. No entanto, das dez componentes do tensor de Einstein,

apenas uma parcela das componentes fornecem a dinamica do sistema. Assim, quando as

!Neste capitulo, estamos adotando como convencdo, a assinatura da métrica dada por (—,+, +, +).
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equacoes de Einstein sao satisfeitas, ou seja, quando

1 1
Gag = Rag - EgagR = Tag = pag - §ga5p, (37)

onde pop =Ths — %gagT, para a = 0, temos as seguintes equacoes:

1 — — 1
v (Roi — poi) = -V K!' + VK] - o = 0, (3-8)
2 — S
F(GOO_TOO) ER—KJZKZJ +(K}};)2+2Tg =0. (39)

As equagoes (3.8) e (3.9) sao chamadas de equagdes de vinculo. As demais componentes do

tensor de Einstein sao

— DKy V,;0;N
Rij = Rij i 2KJhKZh + KZJK;LL - VJ = Pij- (310)
N N
As equagoes (3.10) juntamente com a defini¢ao
509@'3' = —2NKZ'J', (311)

determinam as derivadas transversais a M; de g e K quando esses tensores, assim como as

funcoes N e [ sao conhecidos em M;.

Teorema 3.1.1. Se R;; = 0, entdo as equagoes de vinculo satisfazem um sistema linear
hiperbolico, homogéneo e simétrico de primeira ordem. Se o sistema € satisfeito inicialmente,

entdao ele serd satisfeito para qualquer t posterior.

Demonstragao. Por definicao,
R-p= gaﬁRaﬁ - gaﬁpaﬁ = gij (Rij - pij) + 900 (Roo - ,000) . (3-12)
Mas, se R;;j — p;; =0, e a métrica é dada por (3.3), entao
R p= g0 (Roo_poo):_Nz (Roo_poo)‘ (3.13)

Sabemos também que
1

1
Gaﬁ = Rap — §9aﬁR = Pap ~ §gaﬁp-
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Entao,
1
GO0 _ 00 _ Roo—poo—ﬁgoo(R—p). (3.14)

Mas,

1 1 1
59" (R =p) = =59" (9" Ras = 9" pa) = =5 (R™ = p). (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.14), obtemos:

GO0 _ 00 _ (Roo _ ,000) . (3.16)

| —

De (3.13),
R- p= _N2 (ROO . pOO) — _2N2 (GOO . TOO) — 2900 (GOO _TOO) )

Portanto,

R-p=2(G)-17). (3.17)

Além disso, pelas equagdes de Einstein (3.7),

P L
GV =TV = =597 (R-p) = =37 (G; - Ty)
= GH T = gl (G- TD). (3.18)

Consideremos agora as identidades de Bianchi, dadas por:
VoG =V, T = 0. (3.19)
Separando a derivada temporal da parte espacial em (3.19), obtemos:

Vo(GY - T + v,(G? - T = 0. (3.20)

Para g =0, temos:

Vo(G% = 79 + v,(G - T7) = (.
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Usando (3.3) na equagao acima para descer o segundo indice, vemos que
~N72928 - N729,3% + A(T, X2, 20) = 0, (3.21)
onde X = Gf - T¢, ¥ = G) - TY. De maneira semelhante, para § = j, tem-se
~N720,%) - ¢79;%% + B(T, %8, %9) = 0, (3.22)

onde e A, B sao fungoes contendo termos com conexao.

O sistema composto por (3.21) e (3.22) é um sistema de equagoes hiperbdlico simétrico;
sendo assim, pela teoria das equagoes diferenciais, o sistema possui solugao e a solugao é
Unica. O

e

Definigao 3.1.1. 1. O conjunto de condi¢oes iniciais é um tripleto (M,q, K) onde M é
uma variedade suave n-dimensional, g € a métrica riemanniana induzida em M, e K

um tensor simétrico de ordem 2.

2. 0 desenvolvimento de um conjunto de dados iniciais € um espago-tempo (V. g), tal que

existe uma imersao i de M em V dotada das sequintes propriedades:
(a) A métrica g € o “pullback” de g por i, g =1i*g, em outras palavras, G é a métrica
induzida por g em My.

(b) A imagem de K pori € a curvatura extrinseca de i(K) da subvariedade de (V,g).

3. O desenvolvimento (V,g) de (M,g, K) € chamado de desenvolvimento einsteiniano se

a métrica g satisfaz, em V', as equacoes de Finstein.

As condigbes iniciais (g, K') nao podem ser escolhidas de maneira arbitraria, pois
estas devem satisfazer as equacgoes de vinculo. A expressao da curvatura extrinseca, é, por
definicao,

gogij = —2NKZJ

Usando o fato de
0o =0, - Lg, (3.23)

com Lg representando a derivada de Lie em relacao a funcao deslocamento, a curvatura

extrinseca pode ser escrita como

Orgij = —2N Kij + Vi 5; + V ;5. (3.24)
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A partir da equagao de evolugao (3.10) podemos obter [39]:

O conjunto de equagoes (3.24) e (3.25) é conhecido como equagoes de Arnowitt-

Deser-Misner [37], abreviadamente, equages ADM.

Lema 3.1.2. Se as fungoes 5 e N sao analiticas e definidas em V', entdo, o sistema (3.24),

(8.25) € do tipo Cauchy-Kowalewskaya para as varidveis g e K.

Demonstragao. Um sistema de equacoes ¢ dito do tipo Cauchy-Kowalewskaya se
a derivada temporal de cada varidavel é igual a uma funcao analitica das coordenadas e de
suas derivadas espaciais. Vemos que as equagoes (3.24) e (3.25), claramente satisfazem a essa

condicao. O

Teorema 3.1.2. Se as condi¢oes iniciais sao analiticas em My e se as funcoes N e 3 também
sao analiticas em uma vizinhanga de My em M x R, entdo existe uma vizinhanca de M
em M x R tal que as equagdes de evolugao (3.24) e (3.25) tem solugées analiticas nessa

vizinhanga.

A demonstracao do teorema 3.1.2 segue diretamente do proximo teorema:

Teorema 3.1.3. Um conjunto de condi¢oes iniciais admite um desenvolvimento einsteiniano

sem fonte se, e somente se, os dados iniciais satisfazem as equagoes de vinculo no vdcuo.

Demonstragao. Vejamos a condigao necessaria: suponha que os dados iniciais

satisfazem as equacoes de vinculo no vacuo, ou seja,

G

1 — —
— Ry =-V,K'+V,K'"=0
N 0 Vi z+v )

2 — o
C() FGOO =R- KJZKZJ + (K;;)z =0. (326)

O tensor de Einstein ¢, por definigao,

1
Gaﬁ = Raﬁ - §9aﬁR

Das equagoes de vinculo (3.26) podemos ver que as componentes G, s@o nulas. Por outro

lado, pelo teorema 3.1.1, as condigoes iniciais sao satisfeitas se R;; = 0, consequentemente
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G;; = 0. Com isso, concluimos que se os dados iniciais satisfazem as equagoes de vinculo no
vacuo, entao as equacoes de Einstein sao satisfeitas.

Agora vejamos a condicao de suficiéncia: suponha agora que existe um desenvolvimento eins-
teiniano, ou seja, para N e 3 analiticas o conjunto de equacoes ADM tem solucao analitica. As
condicoes iniciais sao satisfeitas pelas equacoes de vinculo numa vizinhanca da hipersuperficie

inicial M. Portanto, as equagoes de Einstein também sao satisfeitas nessa vizinhanca. [

As solugoes das equagoes de Einstein devem, por sua natureza fisica, exibir uma
propagacao causal. Isto é, a métrica g,s num ponto x deve depender apenas do passado
desse ponto, em outras palavras, dadas as condigoes iniciais, definidas sobre My, o ponto x
pode ser conectado por curvas tipo-tempo direcionadas para o futuro ou curvas tipo-luz. No
entanto, as fungoes analiticas sao definidas em conjuntos abertos, de modo que nao temos

nenhuma garantia da natureza causal das solugoes.

As equagoes de Einstein sao invariantes sob isometrias. Sendo assim, o desenvolvi-
mento einsteiniano de um determinado sistema pode ter diferentes formas de representacao.
Existe uma classe especial de equacoes diferenciais que exibem naturalmente uma propagacao
causal, a classe das equacoes diferenciais hiperbdlicas. Embasados na invariancia por dife-
omorfismo isométrico, podemos escolher um gauge em que as equagoes de Einstein sejam
postas na forma hiperbdlica, garantindo assim, a propagagao causal das solucoes. O gauge

que desempenha esse papel é o chamado gauge harmonico.

Um sistema de coordenadas z® ¢é dito harmonico, num conjunto aberto U, se e
somente se cada x%, considerado como uma funcao real da variedade é uma funcao harmonica

em relacao a métrica g, isto €,
gV = g (03,2 ~ T, D,2) = —gMTs, = 0. (3.27)

A expressao acima usa o fato de que em coordenadas locais, a funcao x® satisfaz

0 (0x©
R = o (_) = 0,(62) = 0.

oxH
Portanto, as coodenadas locais £ sao harmonicas em U, para um espago-tempo cuja
métrica é g, se e somente se os simbolos de Christoffel definidos com ¢ satisfazem, em U, a
seguinte equacao:
o — Appa _
F = g™, = 0. (3.28)

Teorema 3.1.4. Se as n + 1 coordenadas locais sao harmonicas para a métrica g, entao
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o tensor de Ricci definido a partir de g leva a um sistema de equagoes quase-diagonais de

sequnda ordem para as componentes da métrica, dada por:

1
R") = _ngaiﬂgag + Pos(g.09). (3.29)

onde P contém termos das componentes da métrica e suas derivadas parciais.
Demonstracgao. Por definicao, o tensor de Ricci é dado por
Reop =053, - (%F?w +Iy T, - FﬁTFgﬁ. (3.30)

Utilizando a expressao dos simbolos de Christoffel, pode-se mostrar que o tensor de Ricci

pode ser reescrito como:

1
h
Ras=RY) + 5 (9or0sF* + g F) (3.31)
com F'* dado por (3.28) e
(h) _ 1 A2 1 D2 MO ) B
Raﬁ = _59 e — 5 ( B9 OxGap T Oad Agg“) - Fakrﬁu‘ (3.32)
Definindo
1
Pap(g,09) = 9 (agg’\“a,\gaﬂ + aag’\“(%gg“) B Fg,\rgw

entdo, a expressao (3.31) pode ser escrita como:

1 1
Rag = _EgAuaiugaﬁ + 5 (ga)\aﬁFA + gﬁ)\aaFA) + Paﬁ(gaag)' (333)

Se as coordenadas sao harmonicas, entao F'® =0 e, portanto,

1
Raﬁ = _EgA“aipgaﬁ + Paﬁ(ga ag)

Corolario 3.1.5. O tensor de Finstein satisfaz a identidade

1 a1
GB .= RoP _ §Rga5 = G(hﬁ) to (ga’\a,\FB + gPONFY - g*PO\FP), (3.34)
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onde G?hﬁ) ¢ um sistema quase-diagonal para a métrica g.

O gauge harmonico faz com que o tensor de Ricci e, consequentemente, as equacoes
de Einstein, fiquem na forma de um sistema quase-diagonal, embora, essa forma diagonal seja
apenas local. Agora, vamos estabelecer, em uma variedade pseudo-riemanniana (V,g) uma
condi¢ao de gauge que torna o tensor de Ricci um operador quase-linear e quase-diagonal

globalmente.

Considere em V uma métrica é. Diz-se que a métrica g é um gauge de onda em

relacdo a ¢ se a aplicacao identidade V' — V' é uma aplicagao de onda de (V,g) em (V,é).

Definicao 3.1.2. Um mapeamento f:V -V, dado pelas coordenadas locais (z%) > (yA =
fA(x%)), € denominado aplicacio de onda de (V,G) em (V,é) se f satisfaz a equagio semi-
linear

gVif =0, (3.35)

que, em coordenadas locais, assume a forma
97 (%2 f " = Top0nf* =T ()0af 795 f7) = 0, (3.36)
onde Fgw e Fgc sao as conexoes de g e €, respectivamente.

Para uma métrica arbitraria é e para f sendo a aplicacao identidade, a condicao
harmonica (3.36) fornece:
PA = aB (TA A ) =
=g (Ths-Ths) =0. (3.37)

A grande diferenga entre (3.28) e (3.37) é que esta ultima é uma diferenca entre

conexoes, ou seja, uma quantidade tensorial, sendo portanto, independente de coordenadas.

Nesse novo gauge o tensor de Ricci assume a forma
A 1 N
Ric(g)® = —§gng + P(g)(Dg, Dg) — gRiemann, (3.38)

onde D denota a derivada covariante definida com a métrica é.

Teorema 3.1.6. O conjunto de dados iniciais admite um desenvolvimento (Vr,g), com Vp =

Mx[0,T), tal que, a métrica g é uma métrica que admite uma folheagio no espago Es(T) 2

2Es(T) é o espaco dos campos tensoriais T tal que T € C'(V}), espaco das fungdes continuas e limitadas
em VT.
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e satisfaz em Vi as equacoes de Einstein no gauge harmonico é. Sejam dois desenvolvimentos
num gauge de onda ¢ (Vp,q1) e (Vir, g2), que estio em EJ(T) com s > 5 +1, e que tem o
mesmo conjunto de dados iniciais (g, K,N,B) em M. Entdo, esses dois desenvolvimentos

coincidem em V.

Vimos, anteriormente, que existe solucao das equagoes e um desenvolvimento ado-
tando um gauge. No entanto, precisamos mostrar que a solugao obtida no gauge harmonico

satisfaz as equacoes de Einstein completas, ou seja, G — T8 = (.

Para mostrar que as solugoes encontradas no gauge harmonico satisfazem as equacoes
de Einstein, precisamos mostrar que as solugoes satisfazem o gauge harmonico. Considere,

portanto, o gauge harmonico. Nesse gauge, seja g solucao das equacoes reduzidas de Einstein:

Ry = p7. (3.39)

Considere as equagoes de Einstein na sua forma completa:
GoP =T, (3.40)
Pelo corolario 3.1.5, o tensor de Einstein satisfaz a seguinte identidade:
)

1
G = GO 4+ 5 (g™ 0F? + gPO\F* - PO\ F?). (3.41)

Substituindo em (3.40), tem-se

(e} 1 @ « « (e 1 «
G —Th = G(hﬁ)+ 5(9 AO0NFP + gPAONF - g B(%\FA)—,O L §g Bp
[} 1 « 1 (e « « (e 1 «
= R(hﬁ) - 59 PRy + 5 (g ONF? + gPO\F™ — g*PONFN) - p*P + 39 p.
Portanto,
1
GoP — TP = 3 (g ONFP + g O\F* — g*PO\F*). (3.42)

As identidades de Bianchi implicam na seguinte identidade:

VoG =0. (3.43)
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Aplicando a divergéncia em (3.42) e utilizando (3.43), temos:

VoG =V T% = = [g™Va (03F) + g7 Va (03F) - g%V, (01 F7)]

N~ -

[g°* (2 F° -T" 0, F7) + g"* (92, F* -T" 0, F) - g*? (02, F* -T",0,F*)].

Portanto,
g%\ FP + APrO\F* = 0. (3.44)

As identidades de Bianchi impoem a condicao F'® um sistema linear homogéneo
hiperbdlico. Pode-se mostrar, por um calculo analogo, que para o gauge harmonico é o

tensor F' satisfaz o seguinte sistema de equagoes:
G Do DyFP + APAD, F = 0, (3.45)

onde A é um tensor de terceira ordem que depende apenas de ¢ e Dg.

Lema 3.1.3. O desenvolvimento do conjunto de dados iniciais em M das equagoes de Fins-
tein reduzidas, no gauge harmonico, ¢ um desenvolvimento einsteiniano se, e somente se,

para conjunto de dados iniciais do sistema reduzido o conjunto de func¢ées F@ satisfaz
FY =0 e O F*y=0. (3.46)

A prova do lema 3.1.3 é uma consequéncia direta do seguinte lema:

Lema 3.1.4. As condigoes 0;F |y = 0 sao satisfeitas, para uma solug¢io das equagoes de
FEinstein reduzidas com as condi¢oes iniciais satisfazendo F<|y = 0, se, e somente se, o

conjunto de condigoes iniciais satisfazem as equacoes de vinculo.
Demonstracao. As equagoes de vinculo, sobre a hipersuperficie M, sao
GO -T0 =, (3.47)
Pelo corolario 3.1.5 sabemos que

1
GO =G+ 3 (g ONF° + g™ ONF™ - g*00\F?). (3.48)
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Suponha que em t = ty tenhamos F°|_y, = 0. Podemos afirmar também que 0;F%|;_;, = 0.

Explicitando a expressao (3.48), tem-se

1
GaO — G?}(L)) + 5 (QQOaOFO + QOOaOFa _ QQOaOFO)

GaO

(e} 1 [e%

Portanto,
1
GaO _ TaO — 590080 Fo.

Se as equagdes de vinculo (3.47) s@o satisfeitas, entao, o lado esquerdo da ultima expressao

se anula e consequentemente temos JyF'® = 0, ou seja, 0, F|ys = 0. O

Vimos anteriormente que as identidades de Bianchi impoem sobre F'® um sistema
linear, dado por (3.44); para que esse sistema seja satisfeito, é necessario que as equagoes
(3.46) sejam satisfeitas. Note, no entanto, que se as equagoes de vinculo sao satisfeitas, entao
, pelo lema anterior 0yF“ = 0 e o lado direita equagao (3.42) se anula, e assim podemos

concluir, que as equacoes de Einstein na sua forma completa, sao satisfeitas.

Teorema da existéncia geométrica local. Se o conjunto de dados iniciais (M,q, K)
satisfaz a hipotese de existéncia do teorema 3.1.6 em algum gauge harmonico, assim como
os vinculos, entdo, as solugcoes das equacoes de Finstein obtidas nesse gauge satisfazem as

equagoes completas de Einstein.

Uma questao que surge naturalmente do problema de Cauchy diz respeito a arbitra-
riedade da escolha dos dados iniciais para as funcoes N e . Para uma determinada escolha
de condicoes iniciais para N e (3, temos como resultado um conjunto de condigoes iniciais
para o nosso sistema de equacoes diferenciais parciais. Em outra palavras, teremos diferentes
solucoes para cada caso. A solucao desse problema reside no fato de que o espaco-tempo é
dotado de uma estrutura difeomorfa, ou seja, duas escolhas diferentes de condicoes iniciais

para N e 3 geram dois espacgos-tempo que sao difeomorfos, sendo assim, equivalentes.

Teorema da unicidade geométrica. Sejam (Vi,g1) e (Va,g2) duas solucoes, em Ey(T)
com s> 4 +2, do problema de Cauchy (M, g, K) das equagées de Einstein no vdcuo. Entdo,
existe uma isometria de (Uy,g1) em (Us, g2), onde Uy e Us sdo vizinhangas da imersao M,

de M, respectivamente em Vi e V5.

Para provarmos esse teorema, precisamos de dois lemas:
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Lema 3.1.5. Se g ¢ ES(VT) com s >n/2+1 existe uma aplica¢ao de onda f, difeomorfismo
de uma faixa W, := M x (-7,7) de uma vizinhan¢a U de M x0 em M x R, tal que f assume

0s sequintes valores inciais
f(-,0) =Identidade, 0:f(-,0) = (a,b),

com a >0 um escalar definido sobre M e b um vetor tangente a M.

Lema 3.1.6. Seja f a tnica aplicagio de onda correspondente ao conjunto de dados gV ,05f M) =
0, sendo um difeomorfismo entre as vizinhangas de My em V. Seja g == f*g a métrica no
gauge de onda via “pullback”™ de g por f, sendo essa ultima a evolucdo do conjunto de dados
(g,K). E possivel escolher a e b tais que os valores iniciais da métrica no gauge de onda
g(+,0) € (9y9)(+0) assumam valores especificos que dependem apenas dos dados geométricos

gef(.

Demonstracgao. Utilizando os dois tltimos lemas podemos construir dois mapas

. . .~ ..
fi e fo tais que f{'g1 e fige sao gauges de onda na mesma vizinhanga, consequentemente
na mesma faixa e satisfazem as mesmas equagoes de Einstein reduzidas. Eles coincidem em
uma vizinhanga de My, uma vez que tomam os mesmos dados iniciais ¢(+,0) e dg(+,0), se

eles pertencem a Ej, s > n/2+1. U

Com esses dois tltimos teoremas, podemos concluir que o problema de Cauchy para

a relatividade geral é bem posto.

3.2 O problema de Cauchy na teoria escalar tensorial

geométrica de Weyl

Na secao anterior, analisamos o problema de Cauchy na relatividade geral e vimos
que o problema ¢é bem definido e bem posto. Iremos, agora, investigar o problema de Cauchy

na geometria de Weyl integravel [52].

Teoria escalar tensorial geométrica de Weyl

Uma variedade weyliana é um tripleto (M, g,0), onde M é uma variedade dife-

renciavel, e g é a métrica semi-riemanniana definida sobre M, e ¢ um campo de 1-forma
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sobre M. Estamos supondo que a variedade M é sem torcao e a conexao V obedece a

seguinte condicao de compatibilidade:
Vg=0®y, (3.49)

onde Vg denota um campo tensorial do tipo (0, 3) definido por Vg(X,Y, Z) = (Vxg)(Y, Z),
onde X, Y e Z sao campos vetoriais definidos sobre M. Ademais, a variedade é dita Weyl
integravel se o campo de 1-forma o é uma forma exata, ou seja, o = d¢ sendo ¢ uma funcao

escalar definida sobre M.

Em coordenadas locais a conexao de Weyl integravel é dada pela expressao
a a 1 a a a
I = {0} + 5 (Op @+ 0cPb = Gocd™) - (3.50)

Como visto no capitulo 1, a geometria de Weyl é fundamentada sobre um conjunto de
transformagoes chamada de transformagoes de Weyl (1.15). A condigao de compatibilidade
(3.49) ¢ invariante sob as transformagoes de Weyl (1.15); se a geometria é Weyl integravel,

entao, as transformagoes de Weyl assumem a forma simplificada:

{ gz ‘;ig]; (3.51)

onde f é uma funcao arbitraria sobre M.

A conexao V dada por (3.50) ¢ invariante sob as transformagoes de Weyl (3.51); con-
sequentemente, todas as quantidades definidas a partir de V, como por exemplo, geodésicas
e o tensor de curvatura, também sao quantidades invariantes por transformagoes de Weyl.
A geometria de Weyl é construida com quantidades que sdo invariantes por (3.50), uma vez
que essas transformacoes definem uma classe de equivaléncia entre as variedades weylianas.
Em outras palavras, se V é compativel no sentido (3.49) com (M, g, ), entao, V também

serd compativel com (M,q,9).

Equacoes de campo

Consideremos a seguinte agao [24]:

S(V,9.6) = [ e (R(V) + w(dd.d6)) . (3.52)
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onde g é uma métrica lorentziana, ¢ é um campo escalar, w é uma constante de acoplamento
e ity ¢ uma forma diferencial de volume associada com g. Variando a agao (3.52) pelo método
variacional de Palatini, onde a métrica e a conexao sao consideradas independentes, obtém-
se, de forma natural, a condicao de compatibilidade entre a métrica, conexao e o campo
escalar. Como consequéncia imediata, toda teoria fisica advinda de (3.52) estard ambientada
na geometria de Weyl integravel. Vale salientar neste ponto que o segundo termo de (3.52)
nao ¢é invariante sob as transformacgoes de Weyl, portanto, espera-se que as equagoes de campo
resultantes também carreguem uma dependéncia com o referencial adotado. Sendo assim,
as solugoes das equagoes de campo definem uma classe de equivaléncia na forma {(V,g,¢)}.
Uma vez dentro dessa classe de equivaléncia, quaisquer propriedades fisicas descritas por tais

solucoes devem ser invariantes sob as transformagoes de Weyl.

Ambientando (1.47) na geometria de Weyl integravel, em d-dimensdes, a agao assume

a forma:

S(9.0)= | e (Rov wldo.do) = V(6)) g, (3:53)

onde incluimos um termo de potencial para contemplar cendrios cosmoldgicos. Variando em

relacao a métrica e ao campo de Weyl, obtemos as seguintes equacoes de campo:

Grap = ~wTadV 50 + 00 (WT06V7 9= V(9)) (354)

d
2wV, V7P + i

. 2V + d—f}z V() - %V(@ _0. (3.55)

Tomando o traco de (3.54) e substituindo em (3.55), obtemos uma forma mais sim-

plificada, dada por

G = ~w9 00756 + 505 (T, 0776 - V(6)) (3.50)

9V + 5 (V(0)+V(9)) =0, (3:57)

Como mencionado anteriormente, a solugao dessas equacoes de campo definem uma
classe de equivaléncia {(V,g,¢)}. Uma variedade weyliana (V,¢’, ¢’) é equivalente a uma

segunda (V,e~fg,¢ - f), obtida por uma transformagao (3.53). Para (¢’,¢'), as equagoes de
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campo assumernn a forma

Gas(g0) = —wVald' + DVSO + 1)+ g™ Tul6 + VS + 1) = 3¢V (& + ),

f
9TV )+ = (VIS )+ V(6 + £)) = 0. (3.58)

Nas equacoes acima foi utilizado o fato de que o tensor de Einstein é invariante sob
as transformagoes de Weyl, isto é, Gos(efg’, ¢’ + f) = Gup(g’, ¢") para uma fungao arbitraria

f.

Diferentemente do caso da relatividade geral, como comentado anteriormente, nessa
geometria estamos trabalhando com uma classe de equivaléncia {(V,g,¢)}. Sendo assim,
se o problema de Cauchy é bem posto em um determinado referencial para o cojunto de
equagoes (3.56) e (3.57), entao, ele também devera ser para a classe {(V,g,¢)}. Se um
conjunto de dados iniciais (M, g, ¢, K, ¢;) evolui para o espaco-tempo (V,g,¢), entdo, esse
espaco-tempo deve estar relacionado com um segundo espaco-tempo equivalente (V, g’ ¢')
através das transformagoes de Weyl. Paralelamente a esse fato, o espaco-tempo (V,g’,¢")
deve ser o desenvolvimento do conjunto de dados iniciais (M, g’, ¢, K', #}), sendo este tltimo
conjunto equivalente, do ponto de vista fisico, ao primeiro. Posto em outras palavras, dados
dois conjuntos de dados iniciais relacionados através das transformacoes de Weyl, se um
tem como desenvolvimento um espago-tempo que satisfaz (3.56) e (3.57), entdo o outro
conjunto também tera um desenvolvimento num espago-tempo onde as equacoes passam a
ser o conjunto de equagoes (3.58) para uma fungao arbitréaria f.

(V, qg,0) L4 (V, [//, @)

C C

(M.g3.0,K,o,) s

(M,g,¢,K'",3))

Figura 3.1: Problema de Cauchy na geometria de Weyl integravel

Seguindo os mesmos passos para a formulacao do problema de Cauchy da relatividade
geral, vamos considerar um espaco-tempo globalmente hiperbdlico. Seja V = M x R, onde
V' é um espago-tempo de dimensao (n + 1) e M uma hipersuperficie n dimensional. Sendo

globalmente hiperbdlico, o espaco-tempo admite a folheacao, ou seja, podemos escolher a



Capitulo 3. O problema de Cauchy na teoria escalar-tensorial geométrica de Weyl 49 de 99

seguinte base sobre a hipersuperficie

€ = at_ﬂa
e, = ai, z':l,...,n, (359)

onde 0; denota um campo vetorial associado as coordenadas x*. O campo vetorial § é o vetor
deslocamento e ey é, por construgao, ortogonal a cada M x {t}. A base dual a (3.59) é dada

por

6° = dt
ot do’ - Bidt, i=1,..n. (3.60)

E importante salientar neste ponto que, uma vez que todas as métricas da classe de equi-
valéncia [ g, ¢] estao conformalmente relacionadas, elas produzem a mesma folheagao, e sendo

assim, o vetor $ nao depende da escolha do referencial.

Se escolhermos um referencial adaptado, assim como na relatividade geral, podemos
escrever a métrica como

g = —N200 ® 00 + gwﬁl ® 9‘7, (361)
onde N ¢ a funcao lapso.

Vimos anteriormente que o conjunto de condigoes iniciais estao relacionadas entre
si por uma transformagao de Weyl. No entanto, as transformacoes de Weyl nao fornecem
a lei de transformagao de quantidades como por exemplo, a curvatura extrinseca K. Para
descobrir a lei de transformacao dessas quantidades vamos olhar para a imersao ¥ < X x R.

Consideremos novamente as transformacgoes de Weyl
"=t 3.62)
g =ey, (3.

o'=¢-F (3.63)

Por (3.61), sabemos que N? = go, entao, utilizando (3.62) obtemos diretamente que N =
e fN2? onde N e N’ sdo as fungoes deslocamento nos frames (V,g,¢) e (V. g',¢"), respecti-

vamente. Entao, como consequéncia

n'=—ep= eén, (3.64)
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onde n é o campo vetorial unitdrio ortogonal a hipersuperficie M x {t}. Por definigao, a

curvatura extrinseca é

K'(X,Y) =z ¢ (VxY,n)). (3.65)

Por (3.64), a curvatura extrinseca transforma-se de acordo com a expressao
K'=etK(X,Y). (3.66)

Para a hipersuperficie inicial M = M x {0}, com h(-) = f(-,0) € C*= (M), temos a seguinte lei
de transformacao
K'|,  =¢2K|_,. (3.67)

De maneira semelhante, a derivada do campo de Weyl na hipersuperficie ¢ = 0 pode
ser escrita como 0¢¢'(+,0) = 0¢p(+,0) =0, f(+,0). Se definirmos 7(-) = ¢ f(-,0) como sendo uma
funcao arbitraria suave sobre M, o conjunto de dados iniciais obedece as seguintes regras de

transformacoes:

K = 3K §=d-n (3.68)

Em termos das coordenadas locais, a curvatura extrinseca pode ser escrita como

! 1 /
K= ToONT [atgij - (VB + Vgﬂi)] : (3.69)

Para um outro referencial qualquer, sabemos de (3.68) que K(g,¢) = G%K’(g’,O) e
_¢ ~
N'’"=e2N. Entao,

Kij(g,9¢) = _% [atgij — §ij00 — e? (Vif; + Vjﬂi)] . (3.70)

Se a hipersuperficie é a inicial, ou seja, M = M x{0}, entao a expressao (3.70) assume
a forma

Kij(9,0) = —5 (01935 |10 = Gi300 - e’ (ViB;+V;53)], (3.71)

onde as quantidades com a barra sao aquelas definidas em ¢ = 0.
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As equacoes de vinculo

Assim como na relatividade geral, o conjunto de equagoes (3.56) e (3.57) representam

as equagoes de vinculo sobre os dados iniciais. Vamos definir o seguinte tensor:

Tus = ~0Vad V30 + 3003 (Vo070 -V (6)) (3.72)

Em termos do tensor 7,3, as equacoes de campo podem ser escritas como
Gap = Tag, (3.73)

GIVabVa0 + 5005 (9T 0976 - V(6)) =0 (374

As equagobes acima sao satisfeitas em todo o espago-tempo, e em particular, na folha

inicial M = M x {0}. Em outras palavras, para (3.73), devemos ter:

G(eo,€0) = T'(eo, €0), (3.75)
G(eo,e;) =T (eg,€;).

O conjunto (3.75) é a origem das equagoes de vinculo e veremos mais adiante que essas
equagoes s6 dependem das condigdes iniciais. De (3.8) e (3.9), podemos obter as componentes

do tensor de Einstein:

N/2 B
G(eo,e0) = TN [(K[")? - K" K[+ R'(g)],

G(eo, ei) = N/ (?Z’Kl/l — ?JKZ/J) 5
onde ¢’ = e%g e K' = e3K. O sfmbolo V denota a conexdo de Weyl induzida em M e

compativel com a estrutura weyliana induzida (M, [g, ¢]).

Utilizando o conjunto de transformagoes de Weyl (3.68), teremos:

N2

G(eo,e0) = B3
. _ N ,_ —

G(eo,ei) = Ng" (Vi yj = Vi Kui) + 5 (V,0K] - VioK]).

[(K})? - K9K;; + R(3,9)], (3.76)
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As componentes do tensor 7,3 no referencial adaptado serao dadas por:

Ty = [—wea(¢)ea(¢) + %Wgaﬁgweu(¢)€y(¢) - %gang)] 0° ®0°. (3.77)

Para a hipersuperficie M x {0}, temos:

2
T(eo,c0) = 5 [~ (x4 1962) + V(8)], (3.78)
T(GZ’, €j) = —(UN’]T?Z'(]S.

onde 7 = xe9(¢), g denota a métrica induzida sobre M x {t} e V denota a conexao de Weyl

induzida.

Substituindo (3.76) e (3.78) em (3.75) obtemos as seguintes equagoes de vinculo:

(K))? - KVK;j+ R=-w(m?+|Vo[2) + V(¢), (3.79)

- _ 1, - _
g (Vilu; = V3 Ku) + 5 (V0 K] = VioK}) = —wrvie. (3.80)

E importante notarmos que as equagoes (3.79) e (3.80) dependem apenas das condi¢oes
iniciais, como comentado incialmente. Assim como foi analisado o comportamento da cur-
vatura extrinseca sob as transformacoes de Weyl, podemos analisar como 7 se comporta sob

as transformacoes de Weyl. Definimos anteriormente que

™= %60@5)» (3.81)

e assim vemos que 7 guarda uma relacao direta com a funcao lapse N, e esta funcao depende

do referencial, é de se esperar que 7 também dependa.

Vamos aplicar a transformagao geral

g =e’y,
P =0-
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em (3.79) e (3.80):

£(.,0)
e 2

(& + Dl +[9(6 + £(,0))

£(,0)
e 2

(K2 = K"K+ R(g", 7)) = —w{]

2.3+ OV (9" + o

—%UJ [ * = * | Tx T oK) — Lk T* Tk — ([ *
TVl = VK + 5(Vi0 K = Vid Ki) = —w(——eo(0" + Nli=oVil9” + £(,0))). (3.82)
A partir das expressoes acima podemos concluir que para um referencial arbitrario

a funcao 7 se transforma segundo a equagao:
£ £
*:i (¢*+f)=26(¢—f+f):€§7f (383)
s N€0 N 0 . .

Entao, de maneira geral, as equacoes de vinculo podem ser escritas como

(K2 = KK+ R(G%,0%) = —w [12 + |V (6" + f(-,0)) 2] + e/ OOV (¢ + f)limo,
o _ 1, - o
g (Vi = ViKL) + 5 (V0" K7 = Vi K') = —wm Vi(¢" + £ (-, 0). (3.84)

Com a inclusao da funcao 7, além da condi¢ao 9;gli-, considera-se como parte do
conjunto de condicoes iniciais a curvatura extrinseca K, m e ¢;. Portanto, dado o conjunto
(9,0, K, ) temos a possibilidade de duas escolhas de gauge: uma escolha para a fungoes (5

e N e outra para os valores de f e 0;f|i-0-

Formulacao do problema de Cauchy

Munidos de todo aparato geométrico, podemos analisar o problema da evolucao do
conjunto de dados iniciais para a teoria de Weyl integravel. Seguindo a mesma formulacao
da relatividade geral, iremos analisar o conjunto de equacgoes (3.54) e (3.55) juntamente com

as equagoes de vinculo (3.79) e (3.80).

Vimos na secao anterior que as identidades de Bianchi desempenham um papel
fundamental na formulacao do problema de Cauchy, uma vez que possibilitam mostrar que

a condicao harmonica F* = g’\ﬂlﬂ;‘“ =0 obedece ao sistema hiperbélico linear (3.44).

Tendo isto em mente, precisamos de uma identidade andloga as identidades de Bi-
anchi para a geometria de Weyl, e para tal, pode-se mostrar que a identidade de Bianchi

contraida ¢é valida nessa nova geometria. Dada a estrutura weyliana {(V, g,¢)} , para o ele-
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mento riemanniano na classe (V, e ?g,0), na sua forma contraida, as identidades de Bianchi
assumem a forma

e?g"'v,Ge =0, (3.85)

onde G, é o tensor de Einstein riemanniano associado com a métrica conforme e~?g. Como
visto anteriormente, o tensor de Einstein é invariante sob as transformagoes de Weyl. Assim,
G, representa o tensor de Einstein para todos os elementos da classe (V,[g,¢]). De modo

que temos:
9" VuGuo(9,0) = € (°9" VG o (7%9,0)) =
Entao,
9"V uGro(g.¢) =0,
sendo essa identidade vélida para todos os elementos da classe (V,[g, ¢]).

Podemos reescrever a equacao de campo (3.56) em termos do tensor de curvatura.

Tomando-se o trago, obtemos:

R=-wg'"'v,oV,¢ + V(¢) (3.86)

Substituindo (3.68) em (3.56), temos:

1
Raﬁ = _an¢vﬁ¢ + n— 1gaﬁv(¢)'

De modo que o sistema de equacoes é dada por

Rup = ~0900950+ — a5V (9), (3.87)

§VaT30+ S (V(0) + V(9)) =0,
w

Ademais, o tensor de Ricci pode ser escrito ainda em termos das quantidades rie-

mannianas:

n-1_.
Rag = Rag + VQV5¢ +

1. 1
—— VoV + 908 (g“ ViV - vmv%) (3.88)

2 4 2

onde os termos com “~”denotam quantidades riemannianas. Podemos mostrar ainda que

1.
9VuNLG = gV VL0 - 5 —— V. pV* 9. (3.89)
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Sendo assim, o sistema (3.87) equivale a

~ n-1. - n-1

Ta0950— 0 (V(0) + V(6)) = 900956 + ——aV (),

n-1

99T~ T+ o (V(0) + V(6)) =0 (3.90)

Analisando a equacao para o campo ¢, vemos claramente que este é um sistema
quase-linear hiperbdlico e, do ponto de vista das equacoes diferenciais parciais, nao temos
nenhum problema em lidar com este tipo de sistema. Em contrapartida, na equagao para a
métrica temos a presenga do termo V.V, que ¢ um termo indesejivel e pode nos trazer

problemas.

Tendo como base a formulacao do problema de evolucao na relatividade geral, iremos
adotar condicoes de gauge mais gerais, uma vez que estas precisam ser invariantes sob as

transformacoes de gauge.

Considere a métrica, cuja decomposicao pode ser feita como
e=dtedt+e,

onde e é uma métrica riemanniana sobre M. Vamos definir um campo vetorial no espaco-

tempo, cuja forma é
A= oaB (TA _ A
FA = g*f (D)5 -T05). (3.91)

onde FZ\VB sao as componentes da conexao de Weyl associada com o espago-tempo weyliano
(9,0) e FZ\VB sao as componentes da conexao riemanniana associada a métrica €. Analisando
a expressao (3.91) vemos claramente que F' é um campo vetorial, pois é a diferenga entre

duas conexoes. Podemos escrever F' como
A_ P A A
Fr=F*+ g% (Th,-Ths),

onde FA = goB (fg\y 5~ fg\y B)‘ Além disso, utilizando a definicao da conexao de Weyl podemos
escrever:

9" (D =Ths) = =70,

Portanto,

~ -1 .
FA=F 4 ”va. (3.92)
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Vamos relembrar algumas expressoes riemannianas que serao utilizadas de agora em
diante
. o 1 . .
Rap=R9)+ 5 (garDsF + gsa Do) (3.93)

o 1
Ry = ~59""DADygas + fap(9, D), (3.94)

onde D representa a derivada covariante com relagao a métrica é e f,3 sao fungoes que

dependem da métrica g e Dg. Utilizando essas expressoes juntamente com (3.92), obtemos

~ o 1 n-1 n-1
Ras =R+ §(ga,\D5F’\) - T(gaADggA“D“qS + 9saDag™ D) — —5DaDso. (3.95)

E importante ressaltar neste ponto que a escolha de F' é bastante apropriada, uma
vez que o tltimo termo de (3.95) ird cancelar o termo problemaético que apareceu na equagao
de campo (3.90). Utilizando a decomposi¢ao do tensor de Ricci (3.95) em (3.90), e escrevendo
em termos das derivadas covariantes em relacao a métrica €, obtemos o seguinte sistema de

equacoes

~ 1
Rap = pas + §(Qa/\DBF/\) =0, (3.96)
~ -1 1
9°7DaDsé~ F7Dy6~ =o=Dyé D6+ s—(V'(9) + V(9)) =0, (3.97)
W
onde
5. p@e _n-1 A A n-1l = n-1
Rog = R4 - T(ga)\Dﬁg "Dyud + geaDag™ Do) — — 4 I0sDs¢ + TDQ¢D5¢
1
= 1 9as(V'(0) +V(9)),
W
1
Pap = ~wWDapDpd + Hgaﬁv(@,
ATg, = T7,-T9,.

O sistema reduzido tem a forma

Rus = pas =0, (3.95)
9 DaDsts~ F7 Doy~ "D, 0070+ - (V!(9) + V(6)) = 0. (3.99)

Utilizando a expressao para RSB) em (3.98), vemos que (3.98) e (3.99) formam um

sistema de equagdes hiperbdlicas quase-lineares para (g,¢), ou seja, dado o conjunto de
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condigbes iniciais, esse sistema tem uma tnica solu¢ao em M x [0,T) para algum T > 0.

Sabemos que Thp = Pag — 5Jasg"’ puv, entdo, dada uma solucao (g,¢) para (3.98) e

(3.99), o tensor de Einstein satisfaz a seguinte identidade

1
Gag - Tag = §(ga)\D5F>\ - gg)\DaFA - gagD)\FA). (3100)

As identidades de Bianchi contraidas para a conexao de Weyl juntamente com a
equagao (3.99) implicam que a divergéncia de (3.100) é igual a zero. Aplicando a divergéncia
e rearranjando a equacao obtemos uma identidade para o tensor F'. Podemos mostrar que

I obedece o seguinte sistema linear homogéneo:
ga“DaDHF’\ + A9, ¢, DO) Do F* = gosDAF™ + gﬁ’\Rug(é)F“ =0, (3.101)

onde A2 é um tensor do tipo-(2,1) que depende de (g, ¢, Dg, D¢). A unicidade e existéncia
desse sistema nos é garantido, ou seja, se F'(-,0) =0 e 0;F(-,0) =0, entdo F' =0. Entao, se o
conjunto de dados iniciais para o sistema reduzido (3.98) e (3.99) satisfazem essas condigoes,

entao a solugao do sistema reduzido também sera solugao das equagoes na sua forma completa

(3.96) e (3.97).

Lema 3.2.1. Seja (g,¢) solugcio do sistema de equagoes na sua forma reduzida (3.98) e
(3.99). Além disso, suponha que 0s dados iniciais satisfacam F(-,0) = 0. Entdo, 0,F(-,0) =0

se e somente se, as equacoes de vinculo (3.79) e (3.80) sao satisfeitas.

Demonstracgao. O tensor de Einstein pode ser escrito como
A 1 A A A
Gag = Gag + 5(9arDs ™ + goaDa ™ = gap DAF™),

onde Gag = Rap — 3905(9" Rag). Note que, se Fli_o =0, teremos D;F;_o = 0. De modo que,

para a hipersuperficie inicial ¢t = 0, obtemos:
A 1 i 2 0
Gaolt=0 = Gaoli=o + §(gaiD0F ~ N*DoF®)li=0,
onde utilizamos ggp = —~N2. Entao,
_ 1 .
(Gao = Too)lt=0 = (Gao = Tao) =0 + §(gaiD0FZ - N2DaF0)|t:0-

Se (g,¢) é solugao do sistema reduzido, entdo, o primeiro termo entre parénteses é zero, e
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ficamos com
1 .
(Gao - Ta0)|t:0 = —(gaiDoFZ - NzDaFO)Le:o-
2

As equagoes de vinculo serao satisfeitas se e somente se

(gaiDoFi - N2DQF0)|t:0 =0.

Fazendo a = 0, entao, a expressao anterior resulta diretamente em 9, F° = 0. J4 para

a =j, teremos O, F7 = 0. O

O conjunto de condicdes inciais para o sistema (3.98) e (3.99) é (M, g,¢, K, 7). No
entanto, nao temos nenhuma condicdo imposta para (g, ¢). Sabemos que g e ¢ determinam
Gijli=o € Pli=o. Além disso, uma vez fixadas as funcoes lapso e deslocamento, K e 3, respectiva-
mente, pode-se determinar a condigao inicial 9,g;jli=0 € O¢¢li=o. Podemos, portanto, escolher
goolt=0 = =1 € goil=0 = 0 juntamente com Nl|;.o =1 e f|s=0 = 0. Contudo, precisamos dos dados
D¢ gooli=0 € Orgoili=0. Essas duas condigoes remanescentes virao das condigoes de gauge, assim

como na relatividade geral. Note que:

n-1
2

Fig = (gaﬁfég + =V~ gaﬁfég) (3.102)

t=0

Entao, tendo em maos

- 1 o
9* T l0 = §at900|t:0 - g7 Ky,

9" T sli=0 = =57 Brgjoli=o + §*'T},,

podemos resolver as equagoes algébricas F|i—o = 0 para d:goolio € O¢goit=0. Com essas escolhas
para J;gooli=o € O¢goilt=o completamos o conjunto de dados iniciais para o sistema reduzido.
Da teoria das equacoes diferenciais parciais hiperbdlicas, podemos garantir a existéncia e

unicidade para esse sistema, bem como a sua regularidade.

Teorema 3.2.1. Dado o conjunto de dados iniciais (M, g, ¢, K,7) que satisfazem as equagoes
de vinculo (3.79) e (3.80), entao, existe um desenvolvimento de Cauchy desse conjunto em

um espago-tempo (V, g, ) que satisfaz as equagoes de campo (3.90).

Como discutido inicialmente, diferentemente do problema de Cauchy na relatividade
geral, precisamos mostrar que o problema de Cauchy formulado previamente ¢é invariante

sob as transformagoes de Weyl. Por invariancia entende-se que efetuando as transformagoes



Capitulo 3. O problema de Cauchy na teoria escalar-tensorial geométrica de Weyl 59 de 99

de Weyl sobre um espaco-tempo weyliano com o problema de Cauchy bem posto, entao, o
espaco-tempo descrito nesse outro frame é resultado da evolucao do conjunto de dados iniciais
equivalentes & (g, ¢, K, 7). Reciprocamente, dado um conjunto de dados iniciais (g, ¢, K, ),

entao, esse conjunto admite um desenvolvimento em um espago-tempo equivalente ao gerado
por (g,0, K, 7).

Considere o conjunto de dados iniciais (g,, K, ) que satisfazem as equacoes de
vinculo (3.79) e (3.80) para o sistema (3.56) e (3.57). Pelo teorema 3.2.1, sabemos que esse

conjunto de dados iniciais admitem a evolugao em um espago-tempo (V, g, ¢) satisfazendo as

equagoes de campo (3.56) e (3.57). Entao, vamos fazer uma transformacao de Weyl na forma
g'=elg. ¢'=0-F (3.103)

No entanto, sabemos que (¢’, ¢') satisfaz o sistema de equagoes (3.58). Ademais, se a
condigao de gauge F' = 0 ¢ satisfeita em um referencial, entao, ela sera satisfeita para qualquer
referencial equivalente uma vez que esta condicao ¢ invariante sob as transformagoes de Weyl.
Utilizando o mesmo procedimento feito para transformar o sistema de equagoes (3.56) e (3.57)
em (3.58), é possivel ver que o sistema (3.58) é equivalente ao conjunto de equagdes reduzidas
advindo da condic¢ao F'(¢g’,¢’) = 0. Consequentemente, (¢g’, ¢') serd solugdo de um sistema de
equacoes nao-lineares hiperbdlicas para o espaco-tempo cuja métrica é ¢’, andlogo ao sistema
(3.98) e (3.99). Além disso, o conjunto de dados iniciais satisfaz as equagoes de vinculo (3.84).
Isto mostra que, considerando as transformacoes de Weyl sobre os dados (g, ¢, K, 7) dadas
por

g =e"g ¢ =¢0-h K'= e’%K, 7= e%w, (3.104)

e fazendo h = f(-,0), entdo (V,g’,¢’) é resultado da evolucao do conjunto (g’, ¢, K', '), que
é equivalente a (g, ¢, K, ).

De maneira semelhante, se fizermos uma transformacao de Weyl nos dados inciais
(3,0, K,m) na forma (3.104), entdo, o sistema transformado ird satisfazer as equacoes de
vinculo (3.84) se considerarmos fl;-o = h. Com isso em mente, se escolhermos uma funcao f
definida no espago-tempo satisfazendo f|-o = h, entdo, ao aplicarmos as transformagoes de
Weyl sobre o espago-tempo (g,¢) na forma (3.103), veremos que (g’, ¢') satisfaz, em M, as
condicdes iniciais (g, ¢, K’,n'). Concluimos, entdo, que qualquer conjunto de dados iniciais
equivalente & (g, ¢, K,7) tem um desenvolvimento num espaco-tempo equivalente ao espaco

(V,g,9).
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Teorema 3.2.2. Dado um conjunto de dados iniciais (M, g, ¢, K, ) satisfazendo as equacoes
de vinculo (3.79) e (3.80), entdo, o problema de Cauchy é bem posto para a geometria de
Weyl integrdvel.

Unicidade geométrica

Como visto na secao 3.1 a unicidade geométrica na relatividade geral esta relacionada
com a arbitrariedade da escolha dos dados iniciais para as funcées N e 5. Além disso, vimos
também que a solugao desse problema reside no fato de que o espago-tempo é dotado com
uma estrutura difeomorfa. Em outras palavras, duas escolhas diferentes de condicoes iniciais

para N e 3 geram dois espacgos-tempo que sao difeomorfos, sendo assim, equivalentes.

No caso da estrutura weyliana, além dessa arbitrariedade de escolha, precisamos levar
em conta ainda as transformagoes de Weyl. Iremos mostrar nessa secao que o procedimento
descrito no caso da relatividade continua sendo vélido na teoria escalar tensorial geométrica

de Weyl.

Neste cendrio, dadas duas solugoes (Vi, g1, ¢1) e (Va, g2, ¢2) para o problema de Cau-
chy para o mesmo conjunto de dados (M, g, ¢, K,7), vamos construir um difeomorfismo da
vizinhanca U; de My c Vi em uma vizinhanga U, de M, c V;. Para tal propoésito, considere

os seguintes lemas

Lema 3.2.2. Suponha que (M xR, g) € uma variedade globalmente hiperbolica com g suave.
Eziste uma aplicagio de onda f, que é um difeomorfismo da faiza W, = M x (-7,7) na

vizinhanga de M x {0} em M xR, tal que f assume os sequintes valores iniciais
f(-,0) = Identidade, 0;f(-,0) = (a,b), (3.105)

onde a >0 é um escalar em M e b um vetor tangente a M.

Lema 3.2.3. Seja f a tunica aplicagao de onda correspondente aos dados (3.105). Tal
aplicagao define um difeomorfismo entre as vizinhangas de My em V. Sejam g = f*g e
¢ = [*¢ a mélrica e campo escalar pullback por f de uma métrica lorentziana g e um campo
escalar ¢, resultados da evolucio do conjunto de dados iniciais (g, ¢, K,m). Entdo, podemos
escolher a e b tais que os valores da métrica g e do campo escalar ¢ e das primeiras deri-
vadas temporais assumam valores predefinidos e que tenham uma dependéncia apenas dos

dados geométricos (g,0, K, ).
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Teorema da unicidade geométrica. Sejam (Vi,[g1,01]) e (Va,[go, d2]) duas solugies do
problema de Cauchy para a teoria escalar-tensorial geométrica no vacuo satisfazendo os dados
iniciais (M, g, ¢, K,7). Eziste uma isometria de (Uy,[g1,01]) em (U, [g2, #2]), onde Uy e

Uy sao vizinhangas de My, respectivamente em Vi e V.

Para demonstracao do teorema vide [52]. Com esse teorema podemos concluir que

o problema de Cauchy para a teoria escalar-tensorial geométrica sem matéria é bem posto.

3.3 O problema de Cauchy e as ondas gravitacionais

O problema de Cauchy, quando foi formulado, tinha como objetivo analisar a existéncia
e unicidade de solugoes das equacoes de Einstein, sem levar em conta o comportamento glo-
bal da mesma [41]. No entanto, sendo a representacao matemética de uma teoria fisica, esse
mesmo problema levantou questionamentos ligados a causalidade, bem como a velocidade de

propagagao do campo gravitacional [40].

O problema da velocidade de propagacao do campo gravitacional ja havia sido abor-
dado por Einstein em 1916 [42]. Considerando a situacao em que a métrica é Minkowski com
uma pequena perturbacao, o método seguido por Einstein foi o da linearizacao das equagoes
de campo. Através de uma escolha de coordenadas, é possivel concluir que o campo gra-
vitacional se propaga com a velocidade da luz. Através desse tratamento, as equagoes de
Einstein formam um sistema de equacoes de onda e torna-se necessaria a andlise do mesmo
a luz do problema de valor inicial. Sob essa perspectiva, existe uma relagao inerente entre o

problema de valor inicial e a velocidade de propagacao do campo gravitacional.

Como visto anteriormente, o problema de Cauchy é bem posto na teoria escalar
tensorial geométrica. Sendo assim, é de se esperar a existéncia de ondas gravitacionais
também nesse novo cendrio. Afim de investigar essa questao, vamos analisar a linearizacao

daS equa(;()es de CampO:
* (0%
G/J,Z/ = —K T/J,y CU¢,/J,¢,Z/ 2 g/.lfll¢7 ¢,0¢7 (3106)

00 + .0 = 0. (3.107)
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Ondas gravitacionais na teoria escalar tensorial

Seja a métrica do espaco-tempo a métrica de Minskowski com uma perturbagao e

suponha que o campo de Weyl ¢ também seja proporcional a essa perturbacao, ou seja,

Juv = N + 5h,uzx> (3108)
O =P,

Com essa hipdtese, a conexao de Weyl (3.50), e desprezando os termos de ordem

superior a &, obtemos:
s, = %ﬁak(aﬁhm +Oyhag = Orhgy) = %(52% + 0505 = 13y 0). (3.109)
Ja, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura assumem as seguintes formas:
Rap = g(agaAhM + 000 hag — 0adsh) — Ohag) + g(z%ﬁ F0agd?)), (3.110)
R =2(050\h - Ohy + 3¢2). (3.111)

Considere a seguinte definicao:

1

Yap = hap = §na5h. (3.112)

Em termos dessa nova métrica, as quantidades (3.110) e (3.111) podem ser reescritas

CcOImo:

€ €
Raﬁ = E(aﬁaAwAa + aaaAw)\B - Dhaﬁ) + 5(2(25,04,5 + naﬁ(ﬁj)a (3113)
1
R=c (agawﬁ - 505050 + 0y + 3¢;g) . (3.114)
Portanto, o tensor de Einstein linearizado fica

IS IS
Gag = E(agaA’(/))\a + aaaAw)\B + naﬁa,uaywuy - Dwaﬁ) + 5(3¢,a,5 - 2¢:§) (3115)

Adotanto o gauge de Einstein,

Dat = 0, (3.116)
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obtemos,
g g
Gop = -5 0 Vs + 5(3¢7a5 — 20p)- (3.117)

Substituindo (3.117) em (3.106) e descartando termos de segunda ordem em ¢, ob-

temos:
€ € A *
—5 d ?/)ag + 5(3(]57&75 - 2¢:>\) ==K 1lqag. (3118)

Usando a equagao (3.107) na equagao acima, chega-se a
2 *
D’(/)ag = EK, Taﬁ + 3(}57&75. (3119)

Na auséncia da matéria, a equacao (3.119) assume a forma simplificada

D?/)ag = 3(}57&75, (3120)

ou, em termos de h,
Dhag = 3(}57@75. (3121)

Para o caso em que ¢ é nulo, retomamos o resultado conhecido da relatividade geral.
Comparando a equagao (3.121) com a da relatividade geral, vemos que o campo ¢ desempenha
o papel de fonte. E importante notarmos também que o campo de Weyl também obedece

uma equacao de onda,
¢ =0, (3.122)

proveniente da linearizagao da equagao (3.107). Ou seja, a velocidade de propagagao do

campo ¢, assim como o do campo gravitacional, também é a velocidade da luz.

Note que, assim como na relatividade geral, a equacao Oh,s = 0 estd intimamente
ligada com a escolha de gauge. Sendo assim, essa equacao nao da nenhuma garantia da
existéncia de ondas gravitacionais uma vez que ha uma dependéncia com o sistema de co-
ordenadas [23]. O critério de existéncia pode ser estabelecido pelo tensor de curvatura.
Diferentemente do caso riemanniano, o tensor de curvatura R,g,, nao é um invariante de

Weyl; portanto, precisamos mostrar que neste caso, temos algo como
DR%W\ =0, (3.123)

uma vez que Ry ¢ invariante sob as tranfosmacoes de Weyl.
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Adotando novamente (3.108) e usando (3.109), obtemos
RG = %(@3&% +0,05h% —O\OhS = 0,0%hgy) + 2(53 DA 0ND A= OXD 5y AT ~ 13, DY).
Aplicando o d’Alembertiano e simplificando o resultado, obtemos que
oRg . =0,

como desejavamos mostrar.



CAPITULO 4

Teoria de Weyl revisitada

A teoria de Weyl carrega consigo uma estrutura nova cujo objetivo é a unificagao do
eletromagnetismo com a gravitagao. A generalizacao da geometria riemanniana possibilita,
através do campo de Weyl, uma associagao elegante com o eletromagnetismo, permitindo sua
geometrizacao. No entanto, apesar da elegancia e beleza, a teoria formulada por Weyl nao

foi considerada como uma teoria fisica aceitavel por muitos fisicos.

A dificuldade maior da teoria de Weyl reside numa objecao feita por Einstein. De
fato, como consequéncia direta dessa nova geometria aparece o chamado “segundo efeito do
relégio” que, do ponto de vista experimental nao seria um efeito fisico observado até entao
[30]. A critica de Einstein tem como epicentro a definicao do tempo-préprio, no entanto,
como veremos mais adiante, o tempo-préprio utilizado por Einstein para deduzir tal efeito
¢é riemanniano. Sendo assim, esse mesmo problema precisa ser ponderado do ponto de vista

dos invariantes da teoria de Weyl.

4.1 O segundo efeito do relégio

Como foi visto no segundo capitulo, a generalizagao da geometria riemanniana pro-

posta por Weyl é feita abrindo-se mao da invariancia do comprimento de um vetor sob

65 de 99
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transporte paralelo ao longo de uma curva. Ao ser transpotado paralelamente ao longo de

um caminho, um vetor tem sua norma alterada segundo a expressao [31]:
dl = (agdxﬁ)l, (4.1)

onde [ é a norma inicial do vetor e o é o campo de Weyl. Por simplicidade vamos considerar
um campo gravitacional estatico com simetria radial e que o, s6 tenha uma componente
nao-nula oy, ademais que também seja estatico com simetria radial. De acordo com (4.1),

podemos escrever, supondo também um observador estatico, que t = \,r =79,0 =0y e 0 = 09
zo
[ =lyexp ([ aodxo) = lgexp(opz?). (4.2)
0

Seguindo o mesmo raciocinio proposto por Einstein iremos associar o comprimento
ly ao periodo 75 de um relégio de uma determinada particula no momento z° = 0. Portanto,

de acordo com (4.2) passado um tempo z° o periodo do reldgio seré:

7 = 19 exp(ox®). (4.3)

Suponha que tenhamos dois relégios idénticos em um mesmo ponto no espago-tempo,
sendo que um ira seguir um percurso onde nao temos a presenca do campo de Weyl e o outro
ird percorrer um caminho que o campo de Weyl assume um valor ¢g. Apds um tempo, esses
dois reldgios voltam a se encontrar, no entanto, ao compararmos os dois relégios nota-se que
o relégio que sofreu a influéncia do campo de Weyl apresenta uma mudancga no periodo, dada
por (4.3).

Em particular, se considerarmos dois reldgios atomicos idénticos A e B a frequéncia
de radiacao emitida pelos relégios pode ser considerada uma medida do tempo e representaria
o “tique-taque”dos relégios. Suponha que o relégio A permaneca em repouso e o relégio B
passe por uma regiao do espaco onde o campo de Weyl seja diferente de zero, como mostra
a figura (4.1). A peculiaridade aparece quando os relégios A e B voltam a se encontrar e
seguem a partir dai o mesmo caminho. Por causa da influéncia do campo de Weyl o relégio B
continuara emitindo radiagao numa frequéncia diferente da que emite o do relégio A, ou seja,
esse fenomeno resultaria na mudanca da frequéncia dos espectros atomicos. Posto de outra
forma, as linhas espectrais dependeriam do passado dos atomos. Esse fenomeno entraria em
total contradicao com o fato observado de que as linhas espectrais sao bem definidas e nao

possuem nenhuma dependéncia com a histéria do &tomo em questao [49].
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Figura 4.1: Segundo efeito do relégio. Fonte: Penrose, R. [49] (2004)

4.2 A critica de Einstein revisitada

A objecao de Einstein, como vista anteriormente, é fundamentada sobre duas hipéteses:

1. Um relégio viajando ao longo de uma curva a = a(A) mede um tempo préprio At dado

pela expressao riemanniana

ar== [l Pax=1 [[guvev]an (4.4)

C

onde V denota o vetor tangente a linha de universo do relégio e ¢, a velocidade da luz.

Essa primeira hipdtese é conhecida como a hipdtese do relégio [23].

2. O periodo do relogio considerado por Einstein é associado ao comprimento de um vetor
v, ou seja, L = \/m Se o relogio em questao se move através do espaco-tempo,
entao o vetor v é transportado paralelamente ao longo da sua linha de universo de um
ponto P, até P, de modo que, L = Loe%f"adma, com Lg e L denotando a duracao da

tique-taque do reldgio nos pontos Fy e P respectivamente.

A teoria de Weyl é construida a partir de quantidades que sao invariantes sob as
transformacoes de Weyl. Assim, é de se esperar que o tempo préprio sendo uma quantidade
fisica fundamental também obedeca ao principio da invariancia de gauge. No entanto, ana-
lisando a hipotese do relégio claramente nao temos um tempo proéprio invariante de Weyl.
Ademais, A7, como definido acima, depende apenas da velocidade instantanea do relégio e
nao leva em conta a influéncia do campo de Weyl o,. Sendo assim, a definicao de tempo

proprio adotada nao é compativel com a teoria de Weyl.
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Na segunda hipotese, o periodo do relégio é associado ao comprimento de um vetor
e novamente o principio de invariancia de gauge é violado, pois L = 1/g(7,7) nao é invariante
sob as transformacgoes de Weyl. Sendo assim, sem a definicao do tempo proprio invariante nao

é possivel fazer nenhuma previsao em relacao a fenomenos envolvendo o conceito de tempo.

A definigao de tempo préprio compativel com a teoria de Weyl deve obedecer algumas

condigoes [50]:
(i) A7 deve ser invariante sob as transformagoes de Weyl;
(i) A7 deve ter uma dependéncia tanto da métrica g,, quando do campo de gauge o,,;
(ili) No limite quando o, for igual a zero A7 deve se reduzir a (4.4);

(iv) Para garantir a condi¢ao de invariancia sob reparametrizagao é esperado que At =
[ F(V,g,0)d\ com F sendo uma funcao homogénea de primeira ordem com respeito

ao vetor tangente V' [28].

4.3 Tempo proprio na teoria de Weyl

Uma defini¢ao de tempo-préprio consistente com as condigoes acima pode ser cons-
truida a partir de uma formulagdo axiomética do espago-tempo [25]. Nessa formulacao
axiomatica, proposta por Ehlers, Pirani e Schild, a estrutura do espaco-tempo ¢ inteiramente
determinada pelo movimento de particulas livres e pelas trajetorias dos raios luminosos. Eles
mostraram que a partir dessa formulagao o espago-tempo resultante é weyliano, ou seja, a
variedade é caracterizada pelo tripleto (M, g,0), onde M é uma variedade diferencidvel, g é
uma métrica semi-riemanniana e ¢ um campo de 1-forma sobre M. Doravante iremos assumir

que M é dotado de uma conexao V sem torcao e satisfaz a condicao de compatibilidade

Vg=g®o. (4.5)

Uma particula livre em queda 7 : I - M,u = ~y(u) é uma pre-geodésica se

Dy'(u) _
du

F(r(u))y'(u). (4.6)

O que iremos chamar de tempo préprio sera a reparametrizagao de v que torna (4.6)

uma geodésica. Portanto, se y(7) é uma curva tipo-tempo que representa uma particula livre
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sob a acao da gravidade 7 serd reparametrizada pelo tempo proprio se, e somente se,

Dy'(7), _
) =0. (4.7)

9(7'(7),

Definigao 4.3.1. Uma curva tipo-tempo v : T — M,u — vy(u) é chamada de relégio padrao

Dy 4 /
se ~g- € ortogonal a v'(u).

Seja g uma métrica pertencente ao conjunto de métricas [g], entao, a defini¢ao acima

se escreve como (W)
Dvy'(u
=0. 4.8
L) (1)

9(7'(u),

Mas, sabemos que a conexao V ¢é independente da escolha de coordenadas, sendo
assim, a derivada covariante também nao dependerd dessa escolha. Se considerarmos uma
segunda métrica g € [¢g], uma vez que todas métricas da classe [g] estao relacionadas entre
si por uma transformacao conforme, entao a ortogonalidade dos vetores (4.8) é preservada.

Portanto, podemos concluir que a defini¢ao (4.8) é invariante sob as transformagoes de Weyl.

Podemos mostrar também que qualquer curva tipo-tempo pode ser parametrizada

por relégio padrao. Considere uma curva tipo-tempo

vy T'»M

tey(t)
Para que ~ seja um relogio padrao, precisamos encontrar um difeomorfismo

[T S i

t—T
tal que,

f?:fyo,ufl : I'> M

r e (a7 (7))

seja um reldgio padrao. Se 4 é uma reparametrizacao de v, entdo, podemos escrever que [26]:

(1) = L), (19)
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Portanto,

%t(t) Zig (u(t)) + ( )%(u(t)). (4.10)

Tomando o produto interno de (4.10) com 7/(t), obtemos:

o(220 1)) = Bt ey e + (2 o (21

A®). @

V'(t)

dajdi podemos reescrever a expressao anterior como sendo

Utilizando que /(t) =

o(Z50.70) = o a0+ (%) o (B 7w). @

Rearranjando e impondo a condi¢ao de ortogonalidade obtemos a seguinte equagao

diferencial

P g0/ ®). ZH ) dp ( d_u) 9(F (). 7 (1))
dt?  g('(1),7'(t)) dt -~ \di g(v'(1),7'(1))

A partir de (4.13) podemos concluir que 4 serd um relégio padrao se, e somente se,

= 0. (4.13)

1 satisfaz a equacao diferencial

Eu g(v'(1), 252 du
dz g(y(6),7/(1) dt

(4.14)

Dada uma solugao de (4.14) com a condicao inicial tal que %(to) # 0, entao, existe
uma vizinhanga I de ty onde p: T~ p(I) = I’ é um difeomorfismo, e portanto, a reparame-
trizacao you~!: I' = M serd um relégio padrao. Dadas as condigdes iniciais u(tg), p'(tg) a
equagao (4.14) sempre admite uma solugao, em outras palavras, qualquer curva v tipo-tempo

pode ser reparametrizada de modo a torné-la um relégio padrao.

Definicao 4.3.2. Uma curva v tipo-tempo é parametrizada pelo tempo proprio se a curva

parametrizada é um relogio padrao.

Podemos obter ainda a solugao geral da equagao (4.14): uma conexao V é dita ser
compativel com a estrutura weyliana (M, g,w) se, e somente se, para quaisquer X,Y, 7 ¢
X (M) tivermos

XY, 2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)+0(X)g(Y,Z). (4.15)
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Utilizando a condigao acima, podemos obter que

D~'(t)
dt

Do+ (1).7(1)) = 20070, 22+ 0 ()9 (0. )|

1
g(v'(t),7' (1))

Rearranjando, obtemos

9(y'(1). 25 1
g(v'(t)./(1)) 2

RGO ON LN (1.16)

Substituindo (4.16) em (4.14), temos

dp17d ey N
=3 | e O O - @] 5 0. (4.17)
Fazendo a mudanca de variavel ¢ = Ccll—’:, a equagao (4.17) assume a forma
i 1(d / / /
0= S| S O ()] - o () 0 =0. (1.18)

Integrando (4.18) e substituindo em (4.17), temos

di_ dp(to) [ 90/ @) 17 11t ot
A [gwto),w(to))] | 19

Integrando a expressao anterior, obtemos:
dpu(to)

O = o) ) f eERG TN (g (5w, (u))) Pl +

Denotando A7(t) como tempo préprio entre os tempos ty e ¢, podemos escrever

dr(to)

7(t) = dt teféftzg(wl(s))ds —g(~'(w),~ (u)))?du. )
A1) = ) S E (97" (), (u))) 2 (4.20)

Analisando (4.20) nota-se que At é invariante sob as transformacgoes de Weyl e apre-
senta uma dependéncia tanto na métrica g,, quanto no campo de Weyl 0. Se o campo de
Weyl o, for igual a zero, recuperamos a expressao do tempo préprio riemanniano (4.4). Po-

demos concluir, entao, que At definido em (4.20) é matematicamente consistente e portanto
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poderia representar o tempo préprio na teoria de Weyl. E importante destacar que mesmo
com a definicao do tempo préprio invariante o segundo efeito do relégio continua presente.

Sendo assim, adotaremos mais adiante uma definigao de tempo-proprio diferente da proposta

(4.20).

A expressao do tempo préprio (4.20) foi proposto inicialmente por V. Perlick em [27]
e posteriormente foi demonstrado que a definicao dada por Perlick guarda uma relacao com

a proposta axiomaética do artigo publicado por Ehlers, Pirani e Schild !.

A estrutura de um espacgo-tempo pode ser inteiramente construida a partir da de-
finicao da distancia entre dois eventos, sendo assim, a expressao (4.2) fornece uma nova

geometria mais geral que a geometria riemanniana.

4.4 O problema variacional inverso e as geodésicas de
Weyl

A trajetéria das particulas ou equacao geodésica, como é sabido da relatividade geral,
pode ser obtida diretamente da extremizacao do funcional (4.4). Sendo uma generalizacao
do caso riemanniano é razoavel esperar que o movimento das particulas livres correspondam
as geodésicas afim de Weyl (autoparalelas) [25]. No entanto, nesta segdo, mostraremos que

na teoria de Weyl o movimento das particulas nao pode advir de um principio variacional.

O problema acima é conhecido como problema variacional inverso do calculo das
variagoes: dado um sistema diferencial de equacoes investiga-se se esse conjunto pode ser

obtido a partir das equagoes de Euler-Lagrange para algum funcional [29].

Dada a lagrangiana de um determinado sistema, as equagoes que regem o movimento

do mesmo podem ser obtidas através das equacoes de Euler-Lagrange, ou seja,

L(x1,.ce;Tp, T1, ..., Ty, t) = equagdes de movimento

No entanto, dado um conjunto de equagoes de movimento nem sempre é possivel en-
contrar uma lagrangiana cuja equagoes de Euler-Lagrange coincidam com o mesmo conjunto

de equagoes diferenciais ordinarias.

Esse trabalho foi inicialmente investigado por Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz

!Para mais detalhes vide [32]
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[35]. Para um sistema de n equagoes diferenciais de segunda ordem na forma geral
G,=(&,2,x)=0, (4.21)

com p = 1,...,n, Helmholtz provou que as equagoes (4.21) sé podem ser derivadas de um

funcional lagrangiano L se, e somente se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

9G, _ oG,

- 4.22
orv  Oim ( )
oG, oG, . daaG,
o T omn Y 0 (4.23)
0G, 090G, 1d (9G, 0G,
dxv  dxt 2dt ( div  Oir ) (4.24)

O conjunto de equacoes acima ficou conhecido como as condicoes de Helmholtz.

4.4.1 Condicoes de Helmholtz na geometria riemanniana

Na relatividade geral, construida sobre a geometria riemanniana, as particulas se-

guem geodésicas cujas equacgoes podem ser diretamente obtidas da variacao da acao

L=1\/gu(x)iriv, (4.25)
sendo " e TV vetores tangentes. A equacao geodésica tem a seguinte forma

I+ 1, 4t = 0. (4.26)
Vamos testar as condigoes de Helmholtz na equagao (4.26). Para tal objetivo, definimos:

GH = guaia + gparg)\iﬁi)\ = 0. (427)

Para verificar as condigbes (4.22) - (4.24), note o seguinte:

G,
- 4.2

T = G (4.28)

G, = 200,13 (4.29)

otV
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A condicao (4.22) é automaticamente satisfeita uma vez que o tensor métrico g,,, ¢

simétrico. Para (4.23), tem-se:

0G, 0G, 1. Ny
alj + o 21‘55 [gaug (aﬁgmx + azxgcrﬁ - acrgﬁl/) *+ Jar g (aﬁgucr + a,ugﬁcr - (%gpg)]
= i’ (aﬁgw + al'guﬁ - augﬁl/ + aﬁgw + augﬁv - azzgﬁu)
oG, 090G, .5
rrm 2039,,7". (4.30)
Por outro lado,
d (0G, d .8
22 ( o ) =25 () = 20500 (4.31)

Como (4.30) e (4.31) sao iguais, entao,

oGy

0G, _,d G,
D

dir  “dt 9iv’
satisfazendo, portanto, a condicao (4.23).

Para a tultima condi¢ao de Helmholtz, vamos utilizar as seguintes expressoes:

7Je. X .
8x5 = 0y Gual® + (avguarm + guafﬁ/\ﬂ,)xﬁx’\. (4.32)
oG, . i o
o~ Ondvall + ((%gl,aTBA + gyafﬁ/\#) @i (4.33)
Podemos reescrever o tltimo termo entre parénteses como:
le% (0% 1
g,uarﬁ)\,zx = _azxg,uarﬁ)\ + 5 (g,uA,B,zx + g,uﬁ,zx)\ - gBA,,u,z/) . (434)
Utilizando esses tres ultimos resultados, tem-se:
oG, 0G, . .3
axf T oxr (O Gpa = OuGve) T + (Gupun = Gup )73, (4.35)
Por outro lado, utilizando (4.29) obtém-se
oG, 0G, .
£ _ = 2(0, 9,5 — Ougp )" (4.36)

e

oxv
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oz TH

1d[0G, G, » "
[ 1 ]=<aygua—augm)x 4 (G — G (4.37)

Comparando (4.35) e (4.37) vemos que

oG, 0G, 1d (aGH ~ aGy)
Oxv Ozt 2dt\0iv  0ir)’
Sendo assim a tltima condi¢ao de Helmholtz é satisfeita.

Conclui-se, portanto, que existe um funcional lagrangiano £, tal que, as equacoes de
Euler-Lagrange de £ coincidem com o conjunto de equagdes (4.26). Este ja era um resultado
esperado uma vez que conhecemos da relatividade geral que a equacao geodésica advém da

extremizagao do funcional (4.25).

4.4.2 Condicoes de Helmholtz na geometria de Weyl

Na secao anterior vimos que na relatividade geral a equacao geodésica pode ser obtida
diretamente de um principio variacional. Seria razoavel que, sendo uma generalizacao da
geometria riemanniana, o movimento de particulas livres correspondam a geodésicas afins de

Weyl (autoparalelas) e que a mesma possa ser obtida diretamente de um principio variacional.

Na geometria de Weyl as equacgoes geodésicas sao dadas por
i+ T9a7%8% = 0, (4.38)

onde as componentes da conexao T de Weyl sao dados por fgc = {gc}—% 9GO e+ GacTb—Gbe0a)-

Precisamos, portanto, verificar se (4.38) satisfaz ou nao as condigoes de Helmhotz.
Assim como foi feito no caso riemanniano a equacgao geodésica precisa estar na forma cova-
riante, sendo assim, iremos multiplicar (4.38) pelo fator ¢(z)guq, onde ¢(x) é uma fungao

arbitraria. Entao, a equagao geodésica adquire a forma

G = () gua (8% + TG a7 1) . (4.39)

Note que se 0, = 0 e ¢(x) = 0 retomamos o caso riemanniano (4.27). A primeira
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condicao de Helmholtz é diretamente satisfeita, pois

oG,
D - 9

e assim como no caso riemanniano, a métrica é simétrica.

Para a condigao (4.23), tem-se

aG ""a . . (0% 1 (0% « (0%
ax’f = 2¢guarﬁzxxﬁ = 2¢" [gua{ﬁy} a égﬂa (6501’ + 0,05 = Gus0 )]
que é,
aG“ .B
v = 97" (089 + 09 = Ougsv = 9usTv ~ GO B + 95u ) -

De maneira analoga, pode-se obter ainda

oG,

i = 037 (09w + ugus = Ouon = GusOp = GO B + Gauov)

Adicionando (4.42) e (4.43), tem-se

oG, 0G, ,
8x‘5 + P 2037 (959, — 905) -

Por outro lado, temos

d (0G,\ .5 0 B
dt (W) =" 55 (0gu) =37 (9050 + 905y ) -

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

Substituindo (4.44) e (4.45) em (4.23) obtém-se a seguinte expressao para a fun¢ao ¢(x):

o(x) = Ce St
onde C' é uma constante. A equagao (4.46) equivale a

o5 =-0gIn¢ =,

(4.46)

(4.47)

com ¢ = —In¢. A condigao (4.47) significa que ¢ é uma forma exata, isto é, 0 = dp. Em outras

palavras, as condigoes de Helmholtz s6 sao satisfeitas se a geometria for Weyl integravel.

Concluimos, entao, que nao é possivel derivar as equagoes de movimento de particulas livres

a partir de um principio variacional a menos que estejamos ambientados no caso integravel.
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O fato mostrado serve de base matemética para a afirmacao feita por Weyl, “[a
geodésical nao pode, é claro, ser interpretada como a linha de menor comprimento porque o

conceito de comprimento ao longo de uma curva nao tem significado [36]”.

4.5 A geometrizacao do campo eletromagnético

A estrutura geométrica encontrada por Weyl, inegavelmente tem como objetivo a
unificacao do eletromagnetismo com a gravitagao. De fato, essa nova estrutura consegue de
maneira elegante incluir o eletromagnetismo a partir da identificacao do campo de Weyl o,
com o quadripotencial eletromagnético A,. No entanto, analisando as equagoes de campo

(1.50) e (1.57) é possivel encontrar algumas divergéncias em relagao as equagoes de Maxwell.

Por (1.50) nota-se que o campo eletromagnético é acoplado com ele mesmo, de modo
que o campo o atua como sendo a propria fonte o que, difere conceitualmente, da equacao

de Maxwell V,F* = pyJ8, sendo J? a quadricorrente.

A equacao (1.57) apresenta termos nao-lineares em o, que sdo mais caracteristicos
em teorias nao-lineares da eletrodinamica. Ademais, a agao (1.31), que pode ser reescrita no

gauge natural (R = A) como [31]:

. A
S = f d'r/=g (R ¥ %FHVF“” + 60,0t - 5) : (4.48)

guarda uma semelhanca muito grande com a agao de Proca para o campo de spin-1 neutro

no espago curvo com constante cosmoldgica [43].

Outro problema que aparece na geometrizacao do eletromagnetismo esta relacionado
ao movimento de particulas neutras e particulas carregadas. As unicas curvas que sao invari-
antes sob as transformacoes de Weyl sao as geodésicas afins; sendo assim, ¢ de se esperar que
elas descrevam o movimento de particulas interagindo apenas com os campos gravitacional
e eletromagnético. No entanto, nao temos nenhuma equagao de movimento para particulas

carregadas no espago curvo, ou seja, o analogo a equacao contendo a forca de Lorentz.

Diante desses argumentos, a teoria de Weyl pode ser considerada como uma teoria
modificada da gravitacao e nao mais como uma teoria de unificagao do eletromagnetismo com
a gravitagao. Sendo assim, nao iremos mais associar o campo de Weyl o ao quadripotencial

eletromagnético [53].
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4.6 O tempo-proprio invariante e o acoplamento com

a matéria

Quando o trabalho original de Weyl [30] foi publicado tornou-se o centro de grandes
discussoes, tanto por sua elegancia, quanto pela possibilidade da geometrizacao do eletromag-
netismo. No entanto, a critica de Einstein a teoria de Weyl foi devastadora [44] e certamente
cooperou para que Weyl nao fosse adiante e completasse a teoria, considerando, por exemplo,

a presenca de matéria.

Antes de construir um acoplamento com a matéria que esteja de acordo com a
invariancia de gauge, note que na teoria escalar tensorial geométrica a definicao do tempo

préprio é dada pela expressao invariante [24]

b dat dav \ >
AT = L e 2 (g“yﬁﬁ) dM. (449)

A estrutura geométrica nesse caso é conhecida como espago-tempo de Weyl integravel
(WIST) 2 e pode ser vista como sendo um caso particular da geometria de Weyl quando

o =d¢. Para essa escolha particular as transformagoes de Weyl sao

:efg
o+ [,

RSN
I

e a condicao de compatibilidade assume a forma
Vylg(W.U)] = g(vvW,U) + g(W. vy U) +do(V)g(W.U),

em que U,V e W s@o campos vetoriais. Note que a expressao (4.49) é a hipdtese do relogio
. e . _9 .

(4.20) redefinida em termos da métrica invariante 7,, = e 2g,,. Seguindo esse mesmo

principio, podemos construir um acoplamento entre a geometria e a matéria que seja in-

variante de gauge e uma nova definicao do tempo-proprio.

Trabalhando com a ideia original de Weyl, vamos definir esse novo tensor métrico no
gauge R = A. Seja M = {(g,V,0)} o conjunto de todas as variedades de Weyl, onde todas
as variedades M estao relacionadas por uma transformacao conforme. Considere a variedade

M = (g,V,0) e considere uma segunda variedade M = (g,V,5). Podemos escrever, entao,

2Diversos trabalhos foram feitos explorando esse espaco-tempo [45], [46], [47], [48]
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que

g,uzz = GfQW, (450)

ou=0,+0,f.

Se adotarmos o gauge de Weyl (R = A) em M teremos

R=g"R,, =A

Utilizando o fato de que R, é um invariante de gauge e por (4.50), obtemos

A
g p— 4.51
= (1.51)
Vamos definir entao o tensor
R
Yuv = Kg;wa (4'52)

para algum A > 0. O fato de que R = g* R, = §*R,, = ¢/ R implica imediatamente que

~ = % g= % g =, significando que v é um objeto invariante de gauge. Posto de outra maneira,

todos os objetos construidos a partir de v também serao invariantes por transformagoes de

gauge. De maneira semelhante, para o campo de Weyl, podemos escrever que
E=0+d(InR). (4.53)
Consideremos a definicao do tempo-proprio riemanniano

AT:f%[g(V,V)]l/zd)\. (4.54)

Utilizando (4.52) podemos defnir agora um tempo-préprio invariante de gauge:

At = % [7[(1/, V)]2dA. (4.55)

Note que com essa definicao do tempo-proprio o segundo efeito do reldgio nao aparece
mais e o “tique-taque” dos reldgios sao inteiramente determinados pelas propriedades da

métrica .
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De maneira semelhante podemos definir o tensor energia-momento invariante, ou

seja, definindo a acao

65(m) = /1[ d4x\/|7|T£Zn)57“l’, (4.56)

juntamente com (1.31) as equagdes de campo na presenca da matéria sao [51]:

- 1=~ A 3 1 o w "

RHV - ERQW, + Zgw, + 5(0—“0—1/ - 59#1/0— Ua) = KT/JV - /{T,uzn (457)
1 3A
—0,(/—gF"™) = —o", 4.58
=0 (VgF") = 500 (4.58)

onde T}, € o tensor momento-energia associado ao campo de Weyl e T, é o tensor momento-

energia da matéria, notando que R, e R sao calculados com a conexao riemanniana.



CAPITULO b

Solugdes das equagbes de campo na geometria de Weyl nio-integravel

Ap6s a publicacao das equagoes da gravitacao de Einstein, iniciou-se uma corrida
para encontrar as solugoes exatas desse conjunto de equacoes diferenciais. No entanto, devido
a sua nao-linearidade o conjunto de equagoes encontrado por Einstein nem sempre admite
solugoes analiticas. A primeira solugao exata veio em 1916 em um trabalho publicado pelo
fisico alemao Karl Schwarzschild [14], que descreve o campo gravitacional no vicuo e externo
a um corpo com massa e simetria esférica. Posteriormente, foram acrescentadas intimeras
solugoes das equagoes de Einstein em diversos tipos de sistemas, como por exemplo, a solucao
encontrada pelos fisicos Hans Reissner e Gunnar Nordstrom [15] [16], que descreve um sistema
mais geral do que o considerado por Schwarzschild. A solugao de Reissner-Nordstrém, como
ficou conhecida, descreve o campo gravitacional gerado por um corpo com massa e carga

elétrica.

No capitulo 1 do presente trabalho foram desenvolvidos todos os aparatos geométricos
da geometria de Weyl, incluindo também as equacoes de campo. Este capitulo serd, portanto,
dedicado a mostrar algumas solucoes das equacoes de campo de Weyl e suas possiveis inter-

pretacoes.

As equagoes de campo na geometria de Weyl, adotando o gauge natural, sao dadas

&1 de 99
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por:

~ 1 3 1

~ A
THV = RHV - iRgW + Zg“y + 5 ( 1Oy — Eg,uzzo—ao—a) ) (51)

(V) = 2T (5.2)

A equagao de campo (5.1) pode ser reescrita se levarmos em conta o fato de que o

tensor energia momento 7),, tem trago nulo:

1
T,uzz :gaﬁFuBFaV + Z.g,uVFaBFaB7

T =F"*F,, + F,3 F*% = 0.

Multiplicando (5.1) por g#*, tem-se:

R-2R-A+ g (0%, —20%,) =0,

R=A- gaaaa. (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.1), ficamos com:

w ~ A 3
KTHZ, = R“V - Zg“y + 50'“0'1,. (54)

5.1 Solucao com simetria esférica

A primeira solugao que iremos investigar serd o caso de um sistema estatico com

simetria esférica. Sendo assim, a métrica adotada sera:

ds® = e’ dt? — e dr? — r2dh? — r? sin® Odp?. (5.5)

Diferentemente do caso da solucao de Schwarzschild, o sistema tera a presencga do
campo de Weyl, 0,, que possui uma natureza geométrica. A simetria esférica do sistema
refletird sobre o,, portanto, este serd estatico e terd apenas dependéncia na coordenada

radial r:

o, =(¢(r),0,0,0). (5.6)
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E importante salientar neste ponto a semelhanca do campo de Weyl com o quadri-

potencial eletromagnético. Sendo assim, vamos fazer a seguinte identificagao,

E(r) =-¢'(r), (5.7)

onde ¢’ representa a derivada de ¢ em relacao a coordenada radial 7.

Utilizando a definicao do tensor F),, dada pela expressao (1.20), tem-se as seguintes

matrizes:
0 -1 0 0 0 100
1 0 00 E(r)| -1 00 0
F.=E(r P = 5.8
g ()0 0 0 et 0 00 0 (5.8)
0 0 0 0 000

Analisando a equagao de campo (5.2), a tinica expressao nao-trivial serd para p =0
e v = 1, uma vez que as Unicas componentes nao-nulas do tensor F),, sao Fy e Fig e temos

apenas a dependéncia radial r. Portanto,

(V=9F™), =

[e(l’“‘)/zrz sin 06’(”+’\)E(T)]

= ;50
2wV go-,
3A

=22 gin o (r)e,
1 2w

—(v 3A —v
[T2€ ( +>‘)/2E(T)]71 =%T26(>‘ 25(7). (5.9)

Por simplicidade, vamos definir as seguintes funcoes:

9= e (N2 (5.10)
Y =eP/2, (5.11)

O tensor energia momento, por defini¢ao, é dado por

1
T,ul/ = gaBFuBFaV + Z.g,uVFaﬁFaﬁ- (512)

Note que, uma vez que g, ¢ uma matriz diagonal as componentes fora da diagonal

de T,,, serao iguais a zero. Ademais, as inicas componentes nao-nulas de F),, sao Fy; = —Fo,
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portanto, a matriz 7}, sera:

e A 0 0 0
s B 0 e 0 0 5.13)
w2 0 0 12 @) 0 '
0 0 0 r2sin? Qe (v+2)

Para calcularmos o sistema de equagoes (5.4) vamos precisar de alguns resultados
conhecidos da relatividade geral. A solucao de um sistema com simetria esférica, dado pela

métrica (5.5), fornece as seguintes componentes do tensor de Ricci:

_ "o, 2 _ o N U2 N

I =”(—V— ————) Ru=2- S 5.14
00 e 9 + 4 4 , 11 2 4 + 4 r ( )

Ryy = e [1 + g(l/ - )\’)] -1 Rs3 = sin? O Ros

Se analisarmos (5.4) com base nas componentes nao-nulas dos tensores R, e T},
pode-se concluir diretamente que as equagoes nao-triviais de (5.4) serdao aquelas com indices

pw=v=0,1,2 3. Portanto, para = v =0, obtemos:

~ A
%Too = Roo - 7 Jo0 + 50000,
sz \ " N/ 1/2 V! A 3
A N[V N I e 5.15
SN e e ( 2 + 1 1 ) 46 + 290 ( )

De maneira andloga, as outras expressoes advindas de (5.4) sao:

wE?2 » ! Ny! 2 N oA
B I R e G (5.16)
2E2 A
ng o~ (X)) _ o2 [1 + g (v - )\/)] 1+ Zrz’ (5.17)

onde, omitimos a equagdo para pu = v = 3 uma vez que esta é idéntica a equagao (5.17) a

menos de uma constante.

Se multiplicarmos a equagao (5.15) por e*” e somar com (5.16), tem-se:

1
—(w+ )+ ggpze’\” =0. (5.18)
”
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O sistema de equagodes resultante sera, portanto,

+v / 3A -V
-] = e (5.19)
N+v') 3
( : V), St g (5.20)
w nN2,.2 7()\+l/)_ BN 1 T /_)\/ 521
ﬂ(gp)re =e +§(1/ ) |- (5.21)

5.2 Aproximacao de campo fraco

Na se¢ao anterior discutimos o conjunto de equacoes de campo de Weyl para um
sistema com simetria esférica, no entanto, o sistema de equagoes resultante é nao-linear e
acoplado o que dificulta a obtencao de uma solugao analitica. Sendo assim, vamos considerar
a aproximacgao em que o campo de Weyl tenha uma magnitude muito pequena, além disso,

vamos assumir que a métrica com simetria esférica sera aproximada para:
ds* = (1 +ev)dt? — (1 +eX)dr? - r2d6? - r?sin® Odp?, (5.22)

onde € << 1. Ademais, considere as seguintes hipdteses:

Uﬂ = (€¢(T)707070)7 (523)
0 -1 00 0 -1 00
1 0 0 1 0 0
F,.=E(r =—ep/(r 5.24
= E(r) 0 0 0 ¢'(r) 0 0 0 (5.24)
0 0 00 0 0 00

Considerando as hipdteses acima a equagao de campo (5.4) assume a seguinte forma
simplificada:
~ A

R,uzx - Zg,uzx =0. (525)

Tanto o termo com o tensor 7, quanto o termo com o campo () de (5.25) serao
ambos da ordem de O(e?) e nao irdao contribuir de maneira significativa. E importante

ressaltar nesse ponto que a constante A também serd da ordem de €.
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A tnica equagao nao-trivial de (5.2) seré:

3A
(\/QF(H)1 = %\/%00

!
{—r2 sin [1 + E(1/ + )\)]ap’} = %rz sin 0 [1 + E(1/ + )\)] (1-ev)ep
2 2w 2

A
(rzsgo’)/ = —?2)—7"2@5
w
20" 3A
o'+ L —p=0. (5.26)
T 2w

A solugao da equagao (5.26) pode ser dividida em duas classes:

1. Para A,w>0 o o
o(r) = —te Sy 2 iV , (5.27)
r 7"\/6
2. Para A<Qouw<0 o g
p(r) = —LeVaT s =L eV, (5.28)
r /6
Portanto, a partir da equagao de campo (1.2) foi possivel a obtencao da forma do
campo de Weyl, sendo que dependendo do sinal das constantes A e w o campo ¢(r) apresenta
comportamentos distintos. No primeiro caso, o potencial é algo oscilatério enquanto no

segundo caso, o comportamento do campo ¢ idéntico ao potencial de Yukawa.

Resta-nos agora, analisar as equagoes (5.25). Para p =1 =0,1 teremos, respectiva-

mente, as seguintes expressoes:

1
—5ev - 57” - —(1 +ev) =0, (5.29)
1 N

S - 5— N —(1 +2)\) =0. (5.30)

Somando (5.29) e (5.30), obtemos:

—% (v+A) + %5 (A-v) =0. (5.31)

Como dito anteriormente A é da ordem de €, sendo assim, o dltimo termo da equagao

acima pode ser descartado. A equacao resultante sera:

(v+AN)'=0 -~ v=-\ (5.32)
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A equagao remanescente de (5.25) para p = v =2, é dada por:

1 A
7€ (v=X) —eX+ Zrz =0. (5.33)

Substituindo (5.32) em (5.33) teremos a seguinte equagao diferencial ordinaria:

A A
N+—=—-—r=0. 5.34
’ r 4€T ( )
Cuja solucao é: c A
_ 1 2
A(r) = —=+ 517 (5.35)

que:
]/(7") = - - —7". (536)
r
Como resultado final, temos a seguinte solug¢ao aproximada:
A A
ds® = (1 _G Erz) dt? - (1 + G + Erz) dr? —r2d6? - r?sin® 0d¢?. (5.37)

T T

Note que, a solucao obtida acima guarda uma semelhanca muito grande com a

solucao de de Sitter.

5.3 Solucao com simetria cilindrica
Vamos considerar um espago-tempo estatico com simetria cilindrica, cuja métrica é

ds? = 24 qt? — 2k~ (dr? 4 d22) - p2e 24 2, (5.38)

Vamos assumir também que o campo de Weyl tenha a seguinte forma:

0, =1(0,0,¢(r),0). (5.39)
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Com esta escolha de o, o tensor F,, serd

0 0 0
0 0 -% 0
F = o 5.40
= 0 i_f 0 0 ( )
00 0 O
Podemos calcular ainda o tensor 7),,:
SE 0 0 0
do\| 0 = 0 0
T,, = (—SD) 2r? (5.41)
dr 0 0 Lexwh) g
0 0 0 -2
As componentes do tensor de Ricci riemanniano para a métrica (5.38) sao:
. edu=2k 2y du
Ry = - — + — 5.42
0 r (Tdrz+dr)’ (542)
= [ (du\*  du  Pu dk %k
Ry=-|12\—)r-——-r—-—+1r— 5.43
H T[ (dr) "o T dr+TdT2]’ (5.43)
~ v du
Ryy = - %( — —) 5.44
22 = ~T€ r a2 + ar )’ ( )
~ 1( d?k d*u dk du
Ryg=—-|r——s-r—+—-—1. 5.45
% T(Tdrz T dr) (5.45)
As equagoes de campo no gauge de Weyl sao:
w ~ A 3
KTW - R, + Zgw, - 50“01, =0, (5.46)
. 3A
Y 5.47
v 557 (5.47)
Utilizando (5.42)-(5.45) em (5.46), obtemos o seguinte conjunto de equagoes:
e2(u-k)
(2wet® ™ + 4e® ArPu" + 4e* Aru + A*r?e?) = 0, (5.48)

4Ar?
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—2u
4€A 5 (dwe™ ™ = 8e® Ar*u/? + 4e® Aru' + 4e* Ar?u” + 4e** Ark'

”

4 Aru" — A*r2e) = 0, (5.49)
e—2(u+k)
m (2weo"? + 4e® Ar2u” + 4" Aru/ — A2 — 62 Ae?(W+R)) = 0, (5.50)
~2u

ZfA 5 (Qwe " + 4e* Ar*k" — 4e* Ar*u + 4e* Aru' + A?*r2e?t) = 0, (5.51)

onde (5.48) corresponde a equacao (5.46) para u = v = 0 e na sequéncia, para pu = v = 1,
p=rv=2epu=v=23.
Multiplicando (5.48) por 4Ar?/e2(=%) e subtraindo por (5.50) multiplicada por 4A/e~2(4+5),

resulta na seguinte equacao

2A1r2e?F 4 Gp2ek+e) = (), (5.52)
cuja solucao é
1 1A,
u(r) = 5 ln(—gﬁr ) (5.53)

Por outro lado a equagao (5.47), para p = 2, resulta em

e(u—k)

213

(3Apre?* + 42 u'wr — 2e®wy’ + 2e*rwe’) = 0. (5.54)

Por sua vez, se substituirmos (5.54) em (5.48), pode-se obter a seguinte expressao
(w+6)(rp? —rwe” —wy') =0, (5.55)

cuja solucao para w # —6 ¢é
o(r) =br?, (5.56)
onde b e 3 sao constantes.

Substituindo (5.53) em (5.54) e simplificando, obtemos

L 2mwdg0 + dwr? (dﬁ)z _ 2T2wspd2_g0 =0 (5.57)
dr dr drz .
cuja solugao é
1 2rw | dy dw)2 d?p
L(r) = =1 _or 22 — |t 5.58
(r) 2 H{Q [ dr T(dr +der2 ( )

A expressao para o campo de Weyl impoe um vinculo entre as constantes w e [3.
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Este fato pode ser verificado se utilizarmos (5.58) nas equagoes (5.48)-(5.51) e (5.54); a tinica
equagao que nao é satisfeita é a (5.48), sendo assim, para que esta seja satisfeita é necessério

que

(6+w)3*-63+6=0. (5.59)

Por fim, substituindo (5.56) nas expressoes (5.53) e (5.59), obtemos a seguinte forma

para as funcoes u(r) e k(r):

1 A .2
S (1-8)
u(r) 5 ln( 2" ) (5.60)
k(r) = —m( 2;056 . ) (5.61)
Portanto, a solucao sera
A ~ 2w /32 32 2w /32
ds? = —— 2P g2 - —— dr? r#dp? - ——dz*. .62
T shrz TN 3Ar2 (5.62)

5.4 Cosmologia em Weyl nao-integravel

Interpretando a teoria de Weyl como uma teoria modificada da gravitagao iremos

estudar a solugao das equagdes de campo no cendrio cosmoldgico [53].

As equagoes de campo sao [51],

~ 1~ A 3 1 w N
RHV - §ng, + Zgw, + §(Uuay - EQWUQUQ) = AT K’T,uzn (563)

(V™) = 22 o, (5.64)

onde T}, ¢ o tensor momento-energia do campo de Weyl e vamos assumir que 7T}, = (p +

P)Uu Uy, — PY,, €, além disso, vamos considerar que o campo de Weyl seja dado por
= (o(t), ¥ (1)). (5.65)

O modelo cosmologico adotado sera homogéneo e isotrépico tanto na métrica quanto

no campo de Weyl. Sendo assim a métrica é dado pelo elemento de linha de Friedmann-
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Robertson-Walker (2.31) para (k =0):

0 111 5 0 0 0
o] L0000 g 2o 2
a*f 1.0 0 0 20 -2 1 -2
-1 0 0 0 0 -2 -2 1
Fazendo p =0 em (5.64), teremos
A
(a*F™), = 2—@300 = g% =0, (5.66)
w

onde utilizamos o fato de que as componentes F% sao iguais a zero.

Para v =1 em (5.64), obtemos

W+ (9)1/5 = %w. (5.67)

a

Analisando agora a equagao de campo (5.63), fazendo p =1 e v = 2, obtemos

J 3A
% -a /-2, (5.68)

U(t) = VR, (5.69)

cuja solucao é

onde escolhemos a constante de integracao igual a um por reescalonamento do elemento de
linha. A expressao (5.69) fornece duas solugoes possiveis. Se adotarmos a raiz positiva e

substituindo (5.69) em (5.67) obtemos a seguinte expressao para o fator de escala
a(t) =e? 73_2’5, (5.70)

onde novamente a constante de integragao foi considerada igual a um. Note que este fator de
escala resulta em um universo em contragdo uma vez que o fator A/w deve ser negativo por
(5.68). Por sua vez, se considerarmos a raiz negativa em (5.69), o campo de Weyl assume a

forma:

Y(t) = e VR, (5.71)
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e como resultado o fator de escala sera

a(t) = VB, (5.72)

O fator de escala (5.72) corresponde a um universo em expansao uma vez que o termo
\/—% é positivo. A expansao, neste caso, pode ter sua origem associada tanto a presenca

da constante cosmoldgia A quanto ao campo de Weyl que possui um carater geométrico.

A solucao final, portanto, sera

ds? = dt? — V5 (da? + dy? + d2?). (5.73)

Fazendo p = v =0 na equagao de campo (5.63), teremos

a2 A 9¢?  3wy?
T ot AU 5.74
a2+4+4a2 2A a? K ( )

Substituindo (5.69) e (5.70) em (5.74) obtemos a seguinte expressao para p:

A(18 1 9 3A
p(t) ——E(zﬁ'z)—%e)(p (—6 _2_t) (575)

Para p=v =1 em (5.63), obtemos
+——. (5.76)

Substituindo (5.69) e (5.70) em (5.76), temos como resultado final

0-2(2-3)

: (5.77)

E interessante destacar que ¥(t) - 0 quando t - oo , ou seja por (5.71), o campo
de Weyl tende a desaparecer a medida que o universo se expande, enquanto que a equacao
de estado do fluido se torna p = —p, que é a equagao de estado tipica de modelos de energia
escura. A solucao encontrada representa um universo nao-singular em expansao. Solugoes
com essas caracteristicas sugerem a possibilidade de descricao da emergia escura no nosso

universo ou a inflagao na fase inicial do universo.



Conclusao

A teoria formulada por Weyl, apesar de nao triunfar inicialmente como uma teoria
da gravitacao, trouxe iniimeras riquezas tanto para a fisica quanto para a matematica. Suas
contribui¢oes mais importantes estao no ambito da geometria através da generalizacao da

geometria riemanniana e na fisica, como sendo a precursora das modernas teorias de gauge.

As teorias escalares tensoriais receberam uma atencao especial apds a descoberta do
boson de Higgs, uma vez que os campos escalares aparecem como candidatos a descrigao
da particula de Higgs e ademais, os campos escalares também desempenham um papel fun-
damental no cenario da cosmologia. No entanto, a natureza e a origem do campo escalar
tém sido discutida em diversos trabalhos, sendo assim, a teoria escalar tensorial geométrica
permite uma associacao natural do campo escalar a geometria. Além de uma breve revisao
da teoria escalar tensorial geométrica, examinamos a solucao cosmologica do tipo Friedmann-
Robertson-Walker na presenca de matéria e mostramos que para este caso temos um universo
em expansao acelerada, onde podemos associar a essa expansao tanto a constante cosmologica
quanto o campo de Weyl. Ainda no ambito da teoria escalar tensorial geométrica discutimos

o problema de Cauchy nessa teoria e mostramos que o problema ¢é bem posto.

Como ponto central deste trabalho, a teoria de Weyl foi revisitada tendo como prin-
cipais objetivos analisar a critica feita por Einstein sob uma nova perspectiva e completar
a teoria de Weyl no que diz respeito a definicao de um tempo-préprio invariante de gauge
bem como o acoplamento com a matéria. Mostramos que a objecao feita por Einstein nao

estava de acordo com a exigéncia natural da teoria de Weyl, uma vez que neste novo cenario

93 de 99



Capitulo 5. Solu¢bes das equagdes de campo na geometria de Weyl ndo-integrdvel 94 de 99

todas as quantidades fisicas devem ser invariantes sob as transformacoes de gauge. Uma
definicao de tempo-proprio que satisfaz a condicao de invariancia de gauge foi proposta por
V. Perlick [27], no entanto, o problema do segundo efeito do relégio permanece. Sendo assim,
através da definicao de uma métrica ~, invariante sob as transformacao de Weyl, juntamente
com a transformacao do campo de Weyl, mostramos que é possivel definir um tempo-préprio
invariante de gauge dado por At = [[v(V,V)]"/2d\. Definido desta forma o problema do se-
gundo efeito do relégio é removido da teoria de Weyl. Ainda utilizando a métrica invariante,
mostramos que é possivel fazer o acoplamento com a matéria, sendo as equagoes de campo

dadas por (4.57).

Como aplicacao direta das equagoes na presenca de matéria apresentamos, no capitulo
5, solugoes considerando tanto o espaco vazio quanto a presenca da matéria. Neste ultimo
caso, mostramos que para uma métrica do tipo Friedmann-Robertson-Walker a solucao en-
contrada descreve um universo nao-singular em expansao. Ademais a solugao encontrada
¢é semelhante as solugoes que aparecem em diferentes contextos e sugere a possibilidade de
descricao da energia escura presente no universo, bem como a expansao na fase inicial do
universo. E interessante destacar que a medida que o universo se expande, o campo de Weyl
tende a desaparecer e a equacao de estado do fluido cosmoldgico passa a ser p = —p, que é a

equacao de estado de modelos com energia escura.

A teoria original de Weyl, além da objecao de Einstein, apresenta alguns problemas
conceituais quando associada a geometrizacao do eletromagnetismo, como por exemplo, a
geometria de Weyl nao faz nenhuma distingao entre o movimento de particulas neutras e
particulas carregadas. Diante desse e de outros problemas comentados no capitulo 4, a teoria
de Weyl pode ser interpretada como uma teoria alternativa da gravitacao e nao mais como

a geometrizacao do eletromagnetismo.

Como continuacao do trabalho aqui exposto pretendemos explorar a formulagao do
problema de Cauchy para a geometria de Weyl nao-integrével e consequentemente a inves-
tigacao das ondas gravitacionais nessa nova geometria. Ademais, a partir da consideracao da
teoria de Weyl como uma teoria modificada da gravitacao é de grande importancia investigar
a extensao do teorema de singularidade de Hawking-Penrose, a existéncia de buracos negros,
bem como a formulagao da cosmologia quantica levando-se em consideracao agora o campo

de Weyl.

O funcional de Perlick, citado no capitulo 5, fornece uma generalizagao da geometria

riemanniana. Sendo assim, pode-se investigar a extremizacao do funcional de Perlick.
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