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Resumo

Apresentamos, nesse trabalho, um estudo computacional das propriedades termodina-
micas do modelo de Ising de spin S = 1/2, com interagdes ferromagnéticas, em uma rede
quadrada a campo magnético externo nulo. Empregamos simulacoes de Monte Carlo,
utilizando os algoritmos de Metropolis e Wang-Landau. Os expoentes criticos e as corres-
pondentes temperaturas de transicao foram obtidos por ambos métodos utilizando a teoria
de escalonamento de tamanho finito. Foi feita uma comparacao dos valores exatos com
os resultados obtidos pelos dois algoritmos, tanto do ponto de vista quantitativo, como de
tempo computacional.

Palavras-Chave: Modelo de Ising bidimensional, Monte Carlo, algoritmo de Metro-

polis e Wang-Landau.



Abstract

In this work we present a study of the thermodynamical properties of the spin-1/2
two-dimensional Ising model with ferromagnetic interactions at zero external magnetic
field. We used Monte Carlo simulations, through Metropolis and Wang-Landau algorithms.
The critical exponents and the corresponding critical temperatures are obtained by both
methods using the finite-size scaling hypothesis. A comparison between the exact values
and the results obtained from both algorithms was made, not only quantitatively but also
in terms of computational times.

Keywords: Ising model two-dimensional, Monte Carlo, Metropolis and Wang-Landau

algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

A simulacao computacional teve sua origem em meados do século XX e, desde entao,
vem participando com grande destaque em diversas areas do conhecimento, como Fisica,
Quimica, Biologia, Estatistica, entre outras. Em particular, a simulacao computacional
na Fisica vem proporcionando melhor entendimento do comportamento macroscépico de
diversos sistemas com interagoes microscopicas das mais variadas. Dessa forma, foi sur-
gindo, ao longo do tempo, diversos métodos e algoritmos para o estudo de modelos tedricos,
modelos esses que podem possuir, ou nao, um apelo experimental. Os métodos mais co-
nhecidos sao, por exemplo, o método de Monte Carlo [Metropolis et al.| (1953)], a dinamica
molecular [Rahman| (1964)], a dindmica de Langevin[Allen e Tildesley| (1989))] e a dinamica
de spins [Costa et al.| (1997))]. Entretanto, mesmo com os grandes avangos na computagcao,
as simulagoes tém suas limitagoes, podendo apenas tratar de sistemas fisicos com tama-
nhos finitos. No entanto, as propriedades fisicas dos modelos estudados, no limite termo-
dinamico, podem ser estimadas através dos resultados obtidos para sistemas nao muito
grandes, através da teoria de escalonamento de tamanho finito [Gould et al.| (1988))].

Na mecanica estatistica, o desenvolvimento da simulacao computacional mostra-se
também muito pertinente, tanto qualitativa quanto quantitativamente, principalmente no
estudo de transicoes de fase e fenomenos criticos, no qual se consegue descrever, com
razoavel perfeicao, o comportamento critico e multicritico de alguns sistemas reais.

No que concerne as transicoes de fase e fenomenos criticos, sabemos que elas podem
ocorrer em uma enorme variedade de sistemas, como fluidos simples e misturas de fluidos;
materiais magnéticos e ligas metdlicas; materiais ferroelétricos; superfluidos; supercondu-
tores; cristais liquidos etc. Algumas das transicoes de fase mais corriqueiras que podemos

presenciar sao a ebulicao da agua em nossos fogoes e a mudanca de dgua para gelo que
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ocorre em nossas geladeiras, transigoes essas controladas pela temperatura.

Embora sejam fendmenos muito comuns, os estudos sobre transi¢goes de fase somente
tiveram inicio com a invencao do termometro. Assim, por volta de 1762, Joseph Black,
na Escécia, |[Berche et al. (2009)] descobre o calor especifico e o calor latente. Mas, o
grande ponto de ignicao dos fendmenos criticos veio com Cagniard de la Tour em 1822,
na Franca |Berche et al. (2009)], seguido de Andrews, em 1869 [Andrews (1869)], na
Irlanda, com a descoberta do ponto critico. Foi Andrews quem viu, pela primeira vez, a
opalescéncia critica no CO,. Logo em seguida, em 1873, a tese de doutorado de van der
Waals é publicada, contendo a primeira teoria de sucesso sobre a ”continuidade dos estados
liquido e gasoso da matéria”, dando uma compreensao qualitativa, embora fenomenoldgica,
da existéncia do ponto critico em fluidos. A teoria de van der Waals [Salinas (1997)] baseia-
se em correcoes feitas no volume e pressao na correspondente lei de Boyle para os gases
idei as. Nesse caso, ¢ levado em consideracao a repulsao de caroco duro entre as moléculas
e a correcao devido a parte atrativa do potencial intermolecular.

Em paralelo, véarios experimentos foram realizados em sistemas magnéticos. No inicio
do século XX, as transicoes de fase em sistemas ferromagnéticos foram também, por sua
vez, explicadas por uma teoria fenomenoldgica proposta por Curie e desenvolvida por
Weiss [Salinas| (1997))], a qual apresenta muitos pontos em comum com a teoria de van der
Waals. A teoria fenomenolégica proposta por Weiss sugere que cada momento magnético
constituinte do sistema interage com outro momento magnético do sistema. Cada momento
magnético esta inserido em um campo médio, de forma que o campo seja proporcional a
magnetizagao. Tais teorias sao conhecidas por teorias cldssicas, sendo utilizadas para uma
abordagem qualitativa de diversos tipos de trasicoes de fase.

Na década de 30, Lev Landau desenvolve uma teoria de campo médio geral, em que
unifica as propostas para transi¢oes de fase em fluidos e sistemas magnéticos [Landau
(1937)]. Landau introduz o conceito de parametro de ordem, que é uma quantidade que
se torna zero na fase desordenada mais simétrica e é diferente de zero na fase ordenada
e menos simétrica. Porém, sua teoria nao leva em conta as flutuagoes que ocorrem na
regiao critica. Como a nao analiticidade da energia livre no limite termodinamico é uma
caracteristica da transicao de fase, obtém-se com o procedimento de Landau os chamados
resultados cléssicos para os expoentes criticos, ou seja, os valores dos expoentes criticos

diferem dos valores experimentais e dos resultados exatos em alguns modelos de spins.
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Os expoentes criticos sao, na verdade, quantidades que descrevem a forma assintética das
diversas grandezas termodinamicas perto do ponto critico.

Como as teorias de campo médio nao conseguem descrever adequadamente os fenomenos
criticos do ponto de vista quantitativo, e tendo em vista que a maioria dos modelos propos-
tos nao possuem solugao exata, torna-se necessario o desenvolvimento de técnicas aproxi-
mativas controlaveis. Nesse ponto, a simulacao computacional surge com o intuito de obter
resultados em que métodos analiticos, e mesmo aproximagoes, falham [Landau e Binder
(2014))].

Neste trabalho, vamos abordar o método de Monte Carlo aplicado ao modelo de
Ising [Ising (1925)] bidimensional. Este método faz uso de nimeros pseudo-aleatérios e,
em geral, permite calcular as quantidades fisicas do modelo em estudo para sistemas finitos
razovelmente grandes, com erros estatisticos, em principio, tao pequenos quanto se queira.
Um dos algoritmos mais usados é o de Metropolis [Metropolis e Ulam| (1949)], que permite
o calculo direto das varidveis macroscopicas de um sistema fisico em equilibrio a uma dada
temperatura 7. O algoritmo de Metropolis tem como ideia basica considerar um sistema
em contato com um reservatério térmico e partir de um microestado inicial arbitrario,
que, em geral, nao corresponde a um estado de equilibrio. Cria-se entao uma sequéncia
de outros estados com probabilidade proporcional a exponencial de Boltzmanm, e espera-
se que, apos um tempo nao muito longo, entre em equilibrio com o reservatorio. Sera
abordado também um outro algoritmo, chamado Wang-Landau [Wang e Landau| (2001))].
Este algoritmo permite calcular de forma alternativa a densidade de estados do sistema
em consideracao. Tal algoritmo realiza um passeio aleatério no espaco de microestados
usando atualizagoes de um tunico spin e calcula diretamente a densidade de estados, isto
é, o numero de todos os microestados possiveis para dado nivel de energia do sistema. A
vantagem do algoritmo de Wang-Landau sobre o Metropolis é que, enquanto este iltimo
necessita de novas simulacoes ao se mudar a temperatura, o primeiro permite o calculo de
grandezas termodinamicas em qualquer temperatura.

Aplicaremos, nesse trabalho, as técnicas de Metropolis e Wang-Landau ao modelo de
Ising bidimensional de spin meio. Faremos um estudo da criticalidade usando a teoria de
escalonamento de tamanho finito na obtencao dos expoentes criticos. Assim, no préximo
capitulo, apresentamos alguns aspectos das transi¢oes de fase e fenomenos criticos, abor-

dando o ponto critico e a teoria de escalonamento de tamanho finito. No capitulo 3, damos
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uma visao geral sobre o modelo de Ising. O capitulo 4 é dedicado a uma visao mais deta-
lhada sobre simulacao de Monte Carlo, em particular ao algoritmo de Metropolis aplicado
ao modelo de Ising de spin-1/2. O algoritmo de Wang-Landau, bem como suas aplicagoes,
sao apresentados no capitulo 5. Uma comparacao entre os resultados obtidos usando os
diferentes algoritmos, assim como uma comparacao com os resultados exatos para o mo-
delo em estudo, serao apresentados no capitulo 6. Este tltimo capitulo também contém as

conclusoes deste trabalho, assim como algumas perspectivas futuras.



Capitulo 2

Transicoes de Fase e Fenomenos Criticos

2.1 Transicoes de fase

As diversas fases termodinamicas de uma substancia simples podem ser representadas,
por exemplo, num diagrama temperatura-pressao, como mostrado na figura 2.Ifa). A
coexisténcia entre duas fases termodinamicas é representada por uma linha, pois para
uma determinada pressao, a coexisténcia de fase deve ocorrer em uma temperatura bem
definida. O ponto de encontro entre trés linhas desse tipo é denominado ponto triplo, e
ha nesse caso a coexisténcia das trés fases. Ao fim da linha de coexistencia do liquido-gas
temos o ponto critico, em que o liquido e géds se tornam indistintos. Podemos notar que
nao temos um ponto critico na linha sélido-liquido, provavelmente pela falta de simetria

entre essas duas fases.

p Liquido
oy P
P+ onto ——
¢ —7—Cr[tico T ‘t t >~ "\\
P \
Sdlido H=0 - :
T ’ T
Gis M~
Ponto Triplo
. T

(a) (b)

Figura 2.1: Diagrama de fase. (a) Pressao p contra a temperatura T de uma substéncia simples.(b) Plano
campo aplicado H contra temperatura 7" para um magneto. As linhas cheias indicam transigio de fase de

primeira ordem. Figura retirada de [Stanley| (Stanley)].

Ao se tratar de sistemas magnéticos, nota-se uma estreita analogia entre suas transi¢oes
e a transicao de fase em fluidos. Por exemplo, aplicando um campo externo H num sistema

ferromagnético, a sua magnetizacao M aumenta, assim como a densidade p quando ha um
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aumento da pressdo p num fluido. Deste modo, podemos associar o par (H, M) de um
magneto com o par (p, p) para um fluido simples. No caso de um magneto, a magnetizagao
M é o chamado parametro de ordem, de forma que é zero acima da temperatura critica 7T,
e diferente de zero abaixo de temperatura critica 7,. O diagrama no plano temperatura-
campo externo da figura (b) ilustra essa analogia com o fluido, embora de forma bem
mais simétrica, pois a linha de transicao de primeira ordem encontra-se para H = 0.

Os gréficos da figura mostram, de maneira mais detalhada, a semelhanca de com-
portamentos termodinamicos desses dois sistemas. No caso do fluido, o volume v=V/n é
o volume molar, em que V e n sao volume total e nimero de moles, respectivamente, e o
parametro de ordem é definido pela diferenca ¢ = vy, — vg ou Y1 = pr, — pg. Note que na
transicao liquido-gés essa quantidade é descontinua, bem como a magnetizagao em funcao

do campo para temperaturas menores que 7.

<
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<
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~N
I
S

Liquido Curva de M
Coexisténcia

N
1
1
1
1
1
1
-
|

Sy

IS
-

(c) (d)

Figura 2.2: Alguns comportamentos termodinamicos de fluidos e magnetos: isotermas, em diferentes
temperaturas, da pressao p contra volume molar v (a) e campo externo aplicado H contra magnetizagao M
(b); densidade p contra temperatura T (c) e pardmentro de ordem (magnetizacao) M contra temperatura
T (d). Figura retirada de [Stanley| (Stanleyl)].

A transicao de fase, em que o volume molar ou magnetizacao apresentam um salto

quando se atravessa a linha de coexisténcia, ¢ denominada transicao de fase descontinua ou
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de primeira ordem. O nome primeira ordem vem do fato de a primeira derivada da energia
livre ser descontinua. Quando essas quantidades sao continuas, a transicao é dita continua
ou de segunda ordem. Nesse ultimo caso, porém, a compressibilidade x do fluido ou a
susceptibilidade magnética y tornam-se infinitas na temperatura critica (o calor especifico
pode ou nao divergir). Assim, a designagao segunda ordem provém do fato de a derivada
segunda do potencial possuir a singularidade. Neste trabalho trataremos especificamente

de sistemas magnéticos com transicoes de fase de segunda ordem.

2.2 Ponto Critico

No caso de sistemas magnéticos, o ponto critico ocorre na passagem do estado ferro-
magnético (ordenado) para o estado paramagnético (desordenado) e acontece na tempera-
tura T = T, a campo externo nulo. Abaixo dessa temperatura existe uma magnetizacao
expontanea M, como pode ser visto, esquematicamente, na figura (d), e acima dessa
temperatura M = (0. Outras grandezas termodinamicas possuem seus respectivos compor-
tamentos.

Para descrever o comportamento das diversas grandezas termodinamicas de interesse
nas proximidades do ponto critico, foram definidos os chamados expoentes criticos, que
dao a ideia do comportamento assintotico dessas grandezas em torno de T,.. Assim, temos
para a magnetizagao

M(T, H = 0) ~ My(—t)”, (2.1)

onde T < T,, t = (T —1T.)/T., My uma constante e o sinal ~ indica o comportamento
assintético nas vizinhangas do ponto critico. 8 é o expoente critico da magnetizacao.

Dessa maneira, a susceptibilidade a campo nulo H = 0 diverge da forma

X+t77; T>T,
(T, H = 0) ~ o ( ) , (2.2)

X-(=)7" (I'<T)
onde x, e y_ sdo constantes e a principio usamos expoentes criticos destintos v e v para
T <T.eT > T, embora as teorias de escala e experiéncias confirmam [Stanley| (Stanley))]

[Binney et al.| (1992)] v =+

A capacidade térmica molar cy a campo nulo possui o seguinte comportamento singular

cyt™; T>1T,
CH—g ~ o ( ) : (2.3)

CH_(—t>_a , (T < TC)
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onde cy, e cy_ sdo constantes e @ = o’ é o expoente critico do calor especifico.

Da isoterma critica na figura [2.2b), podemos ainda definir
M(t=0,H)~ MHY (2.4)

onde M; é uma constante e d outro expoente critico.

A funcao de correlagao I'(r) entre dois spins o e o, situados a uma distancia r
I'(r) =< oo, > — <09 >< 0, >, (2.5)

onde < ... > significa a média termodinamica, tem um comportamento da forma

I(r) ~ _expig_g /+ fn Gl (2.6)

onde 1 é o expoente critico espacial, d a dimengao da rede e {(t) é o comprimento de
correlacao, o qual da a escala do alcance da correlagao entre as flutuagoes do parametro
de ordem, nesse caso, a magnetizacao. Quando t — 0 o alcance das correlacoes entre

flutuacoes diverge, ou seja o comprimento de correlagao tem a forma

f(T,H _ 0) ~ é—l-t_y; (T > Tc) : (27)

(-1, (T'<T.)
onde v = 1/ é o expoente do comprimento de correlacao.

Sabe-se que os expoentes definidos acima nao sao totalmente independentes, isto é,
existe uma quantidade de relagoes, chamadas de relagoes de escala, entre os mesmos. Em-
bora haja uma grande quantidade de relagoes de escala, elas nao sao totalmente indepen-
dentes, de forma que o conhecimento de dois expoentes é suficiente para a determinacao dos
restantes. As relacoes de escala em sistemas infinitos, devido a Widom, serao discutidas

na préxima secao.

2.3 FEscalonamento de Tamanho Infinito

Para analisar o comportamento critico, é conveniente separar a energia livre corres-
pondente ao sistema, nesse caso, a energia livre de Gibbs molar eg(T, H), em uma parte
regular eg,(T, H) e uma parte singular eg,(T, H), esta iltima contendo as sigularidades

associadas ao ponto critico. Desse modo temos

eg(T,H) =eq,(T,H) + eqg,(T, H). (2.8)
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A hipétese de escala, ou de homogeneidade, consiste em supor que eg, seja uma funcao
homogénea generalizada de suas varidveis. Assim, escrevendo egs em termos de t = (T —
T.)/T., temos

egs (N, \’H) = Xegs(t, H), (2.9)

onde A é um parametro arbitrario, e a e b sdo expoentes bem definidos. Derivando ambos
os lados da eq.(2.9) com relacao ao campo externo H, obtemos

/\baegs (At \°H) _ A@egs (t, H)
oOH B OH

(2.10)

Como a magnetizacao é a derivada da energia livre em relacdo ao campo externo (com

sinal negativo), temos

MmN, A H) = Ami(t, H). (2.11)

Desde que A pode assumir qualquer valor, tomamos o valor especifico A = (—1/t)/? e
H = 0 para obter
m(t,0) = (=)« m(—1,0). (2.12)

Quando t — 0~ temos o comportamento assintotico da magnetizacao e, comparando com

eq.(2.1), nos leva a
b—1
5= . (2.13)

a

A equacao acima fornece o expoente critico S em termos destes parametros de escala a e b

que sao desconhecidos. Também o expoente § pode ser expresso em termos dos parametros

de escala ao se fazer t = 0 na eq.
m(0, H) = \*7'm(0, \°H). (2.14)
Uma escolha adequada é A = H~/°_ de modo que a equacio acima tem a forma
m(0,H) = H'v m(0, 1). (2.15)

Quando H — 0 o comportamento assintotico é a eq.([2.4)), portanto

b
= 2.1
"=1o% (2.16)

Para obter o expoente v, podemos escrever a susceptibilidade magnética por particula

na forma

om
x(t, H) = (—) = A" (N, NP H) (2.17)
o), ( )



Secao 2.3. Escalonamento de Tamanho Infinito 22

e escolhendo A = —t~1/%, e tomando H = 0 temos

2b—1

X(t,0) = (—t)" "« x(—1,0). (2.18)

Uma comparacao da equagao acima com a eq.(2.2)) mostra que

201

y=— (2.19)

O expoente « é obtido através do calor especifico,

ds
=T|=— 2.2
=7 (5),, 220
onde a entropia é dada por
09
s-—(aT)H. (2.21)
Assim
s\, N H) = \s(t, H),  s(t, H) = X s(\*, A H), (2.22)
portanto
e = N eg (N, AP H), (2.23)

e fazendo H = 0 e escolhendo \ = ¢t~/ temos

2a

cr =t " cp(1,0). (2.24)

Quando t — 0 temos o comportamento assintético do cp, eq. (2.3)), deste modo

20 — 1
= . 2.25
o - ( )

Podemos entao notar que os expoentes criticos podem ser obtidos através do conhecimento
de apenas duas constantes, a e b.

Existem, entretanto, certas desigualdades que relacionam alguns dos expoentes criticos.
Uma dessas desigualdades pode ser obtida analisando o calor especifico para sistemas
magnéticos. O calor especifico molar a campo magnético constante, cg, e o calor especifico

molar a magnetizacao constante, ¢y, sao dados por

Os Os
CH_T(a_T)H e CM_T(a_T>M’ (2.26)

as quais se relacionam através da férmula

eu-eu=1{ (2} e 221
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Como cy é maior que cj; e devem ser sempre positivos, a equagao acima torna-se uma

e > T{ (g_;) } /x (2.28)

e, usando as equagoes (2.3) e (2.2)) e sabendo que

@_?)2  (—t)22, (2.29)

desigualdade

encontramos a relacao

a+26+v>2, (2.30)

que é conhecida como desigualdade de Rushbrooke. Ha varias outras desigualdades que
podem ser obtidas de forma semelhante, como, por exemplo, as de Griffiths e Fisher, dadas
respectivamente por

a+p0=1)>2;, (2—=nv>n1. (2.31)

Notamos, agora, que a partir das equagoes (2.25)), (2.13) e (2.19)), a desigualdade de

Rushbrooke se comporta como igualdade, isto é
a+20+v=2. (2.32)

Na verdade, todas as desigualdades, obtidas de forma rigorosa, sao igualdades, quando
provenientes da teoria de escala de Widom, de resultados tedricos em modelos conhecidos
e resultados experimentais. Entretanto, as relagoes de escala nao sao todas independentes
entre si, de forma que somente dois expoentes criticos sao necessarios para que se obtenha

os restantes, em concordancia com a hipotese de escala de Widom.

2.4 Hipotese de Escala de Tamanho Finito

Os sistemas estudados em experimentos e simulagoes computacionais sao limitados em
tamanho. Portanto, a hipotese de escala tratada na secao anterior nao é apropriada para
o estudo de tal situagao, pois foi desenvolvida com a condi¢ao de que o sistema esteja no
limite termodinamico. A teoria de escala de tamanho finito mostra como tirar vantagem
das limitagoes mencionadas acima, e obter informacoes no limite termodinamico partindo
das propriedades correspondentes em sistemas finitos [Fisher e Barber| (1972))]. Se alguma
ou todas as dimensoes geométricas do sistemas sao feitas finitas, havera modificacao na

singularidade, podendo esta singularidade até mesmo nem existir.
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Em 1971, Fisher [Fisher e Barber| (1972))] formulou uma lei de escala que leva em conta
o tamanho do sistema podendo fazer uma conexao entre o comportamento de um sistema
finito e seu equivalente no limite termodinamico, permitindo obter as relacoes em termos
de lei de poténcia que descrevem o comportamento de um sistema das quantidades de
interesse nas vizinhancas da transicao de fase continua. Para o caso em que o comprimento
do sistema L é muito maior que o comprimento de correlacao do sistema infinito &, ou
seja L/& > 1, espera-se que nenhum efeito significativo de tamanho finito seja observado,
pois &, nao sera limitado por L. Nesse caso, os spins internos distantes das fronteiras se
comportam como os de uma rede infinita. Porém, se L/{,, < 1, os efeitos do tamanho
finito manifestam-se nas grandezas termodinamicas, ja que o longo alcance de correlagao é
limitado pelo tamanho L do sistema. Esses efeitos sao mais visiveis perto da temperatura
critica, pois algumas grandezas fisicas apresentam sigularidades em T..

Para determinada geometria, vamos considerar uma quantidade fisica A que seja fungao

da temperatura reduzida ¢, a qual podemos calcular para L finito

A= AL(t). (2.33)

L
€oo
que a quantidade fisica A (t) esteja relacionada com a sua correspondente fung¢ao no limite

Como os efeitos de tamanho finito podem aparecer de acordo com a razao s, esperamos

termodinamico da forma

Ar(t) L
—f (_> | 234
A0 I\ 23
A relacao acima é a chamada hipotese de escala de tamanho finito, onde &, e Ay, s@o, res-

pectivamente, o comprimento de correlacao e a quantidade fisica no limite termodinamico

do correspondente sistema fisico finito, e que se comportam da forma
A ~t7 7 e Coo ~ 177, (2.35)

onde 7 é o expoente critico da quantidade A e v o expoente critico do comprimento de
correlagao . Como discutido anteriormente, um sistema de tamanho L se comporta como
um sistema no limite termodinamico caso L/ > 1, ou L/{ < 1 quando os efeitos de

tamanho finito aparecem. Entao a fungao f(x) deve ter os seguintes comportamentos:

— 1, r— 00, comt<l
fla) = L\ . (2.36)
N(:) , ©—0, com L>1
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Para o segundo caso, onde L > 1 mas nao infinito, e com ¢ — 0, nao ha transicao de fase,
pois L é finito e dessa forma A (t) ndo é singular em 7,. Porém, a fun¢do f(x) tem um
comportamento do tipo lei de poténcia quando z — 0. Consequentemente

§oo(1)

Como Ay tem quer ser finito, obtemos z = 7/v e nos leva a

Ap(t) ~t77 ~tETTEVLE ~ TV LA (2.37)

Ap(t) ~ L7, (2.38)

Podemos entao escrever a eq. na seguinte forma equivalente
Ap(t) ~ L™V g(LYt), (2.39)
onde o expoente y ainda serd determinado e a fungao g(L¥t) deve ter o seguinte compor-

tamento

— const, t— 0, com L > 1fixo, recaindo no caso ([2.38))
g(LYt) = . (2.40)
~Ap(t), L — o0, comt< 1fixo, com Ap(t) finito

g(LYt) tem entdo um comportamento assintGtico do tipo g(LYt) ~ [L¥t]" de modo que

Ap(t) ~ LTV LYoty ~ LUy — finito, (2.41)
donde conclui-se que 7/v + yw = 0, ou w = —yT—V. Portanto,
Ap(t) ~t*. (2.42)

Comparando a equagao acima com a eq.(2.35)), vemos que w = 7, o que nos levaa y = 1/v.
Assim, a hipdtese de escala de tamanho finito para o caso de uma quantidade A toma a

forma

Ap(t)=L""g (L'"t). (2.43)

Apenas por completeza, uma generalizagdo da hipotese de escala (2.43]) com a inclusao

de um campo externo é dada por
A(t,H, L) = (° At v B H 0711, (2.44)

sendo que o subindice L em ([2.43)), que representa a depéndencia de A com o tamanho do

sistema, € visto acima como uma variavel e £ é um fator de escala.
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Dessa forma, é possivel relacionar a magnetizacao, calor especifico e a susceptibilidade

com o tamanho do sistema nas proximidades do ponto critico [Landau et al|(2004)]. Para

tanto, basta relacionar a eq.(2.43|) acima com as equacoes ([2.1)), (2.2)) e (2.3)), que resultam

em
m ~ L~ MO (L), (2.45)
X ~ L0 (L) (2.46)
¢~ L (L) (2.47)

onde M?, \° e ¢ sdo funcoes de escala que dependem de t e L através de L'/*t.

Como as simulagoes lidam com sistemas finitos, o comprimento de correlagao £ (compri-
mento caracterisitico do sistema préximo a criticalidade) passa a ser limitado pelo tamanho
L do sistema. Dessa forma, £ tem uma dependéncia com L. Portanto, podemos relacionar

uma temperatura pseudo-critica T, de tal forma que ¢ seja da ordem de L, ou seja
§TH ~ L. (2.48)

Outra possibilidade de se obter T'* é localizar os maximos da susceptibilidade e calor
especifico. No caso da magnetizacao, essa temperatura é obtida através do ponto de
inflexao em funcao de 7.

Com os argumentos acima, a teoria de escala permite fazer uma extrapolacao dos dados

obtidos nos sistemas finitos, com diversos valores de L, no limite termodinamico. Tomando,

por exemplo, o logaritmo natural das equagoes (2.45)), (2.46) e (2.47), temos

In[M(T")] ~ —gln[l}] + In[M°] (2.49)
In[x(T%)] ~ gln[L] + In[x"] (2.50)
In[c(T5)] ~ %ln[L] + In[c"] (2.51)

onde M(TF), x(TF) e ¢(TF) sdo a magnetizacio, a suceptibilidade magnética e o calor
especifico, respectivamente, na temperatura pseudo-critica para um sistema de tamanho
L. Veé-se, portanto, que nessa escala log-log obtém-se uma reta cuja declividade fornece
nao os expoentes criticos, mas as razoes deles com o expoente v.

Porém, essas relacoes mostram a necessidade de se obter, primeiramente, o expoente
critico v. Sabendo-se o expoente v, pode-se, além disso, determinar também a temperatura

critica T, do sistema infinito, através de um grafico de 1" em funcao L™, onde a interseccao
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desse grafico com o eixo da temperatura fornece T,.. Para isso, comparamos a eq. ([2.7)
com a eq. (2.48)), e notamos que, quando L — 0o, a temperatura pseudo-critica T* de um

sistema finito obedece a seguinte lei de escala

E(TE—T) " =L Tr=T.+bL v. (2.52)

[

Para determinar o expoente v vamos ultilizar a eq.(2.49)), e tomando a sua derivada em

funcao da variavel t temos

Oln[M(TE)] dln[M°]
e M e I 2.
ot ot ’ (2.53)

pois MY é funcéo de L~/*t. Agora, tomando o logaritmo de ambos os lados, obtemos

Oln[my] dln[ M 1
—| ~ ——————| — =In[L 2.54
In [ B In T yln[ 1, (2.54)
de onde é possivel fazer um ajuste linear dos dados num grafico log-log. O exponte 1/v

seré entao dado pela inclinagao de tal reta. Tendo em méaos a razao 1/v, torna-se acessivel

os valores de «, 3, v, e T,.



Capitulo 3

Modelo de Ising

Para construir uma teoria microscépica das transicoes magnéticas, torna-se interes-
sante considerar um modelo que incorpore as interagoes de curto alcance numa rede com
dimensao d. Com esse objetivo, Lenz, em 1920, propods a seu aluno de doutorado Ising, um
modelo de spins que se tornou, nao somente um dos mais importantes, como um dos mais
citados. Alguns anos mais tarde, Ising encontrou a solucao exata para o caso unidimensi-
onal. O caso bidimensional, com o campo externo nulo, sé foi resolvido analiticamente em
1944 por Onsager [Onsager| (1944)]. Até hoje, ndo ha solucao analitica para o modelo em
duas dimensoes, com campo externo aplicado, ou para dimensoes maiores.

O modelo de Ising pode ser definido pelo seguinte hamiltoniano

N
H:—JZO'Z'O']'—HZO'“ (31)
<ij> 1=1

onde o; é uma varidavel que pode assumir os valores +1, o simbolo < # > diz que a
soma dever ser realizada sobre os sitios dos primeiros vizinhos que interagem entre si
através da interacao de troca J. O segundo termo envolve as interacoes entre os spins
com um campo externo aplicado H. Embora seja um modelo bem simples, existem alguns
argumentos fisicos que, de certa forma, justificam a escolha acima. Ao mesmo tempo, essa
simplicidade nao implica em se conseguir solucoes exatas de forma analitica em qualquer
dimensao espacial.

Um dos argumentos reside na hipdtese de interagao somente entre vizinhos mais proxi-
mos. Sabe-se, em geral, que as propriedades magnéticas de materiais com momentos
localizados devem-se principalmente a interacao de troca. Ao contrario do que se poderia
pensar, verifica-se que a interacao dipolar, de longo alcance, nao é suficiente para produzir

ordenamento magnético a temperatura ambiente. Esta seria capaz de causar ordenamento



Capitulo 3. Modelo de Ising 29

somente a baixas temperaturas (poucos graus kelvin). A interagdo de troca tem sua ori-
gem em efeitos quanticos, particularmente na superposigao das func¢oes de onda orbitais de
elétrons préximos um do outro[Ashcroft (1976))]. Dessa forma, espera-se que as interagoes
mais relevantes sejam a pequenas distancias, de modo que s6 vizinhos mais proximos este-
jam acoplados por essa interacao. Isso justifica tomar somente interacoes entre primeiros
vizinhos no hamiltoniano acima. Vemos ainda que, para J > 0, o alinhamento paralelo
dos spins é favorecido, levando a um acoplamento ferromagnético, enquanto para J < 0 os
spins se alinham antiparalelamente, e o0 modelo é antiferromagnético.

Obter a solugao do modelo de Ising é calcular a funcao de particao canonica

Z=Y e (3.2)

{o:}
em que esta soma é feita sobre todas as configuragoes de spins {o;}, f = 1/kgT, kg é a
constante de boltzmann e, em seguida, obter a energia livre magnética g (analogia com a

fungao de Gibbs de um fluido puro, que depende de parametros intensivos) por spin,

g:g(T,H):]\}iirlm{—ﬂiNan}, (3.3)
a partir da qual tem-se toda a termodinamica do sistema.

Em 1925, Ising resolveu exatamente o modelo unidimensional e ficou desapontado, pois
a energia livre é perfeitamente analitica, exceto em T'= H = 0, ou seja, nao ha transicao
de fase nesse modelo em d = 1 para temperaturas finitas.

A solugao bidimensional do modelo de Ising, encontrada por Onsager, representa uma
referéncia no desenvolvimento das modernas teorias criticas. Osanger mostrou que para

uma rede quadrada com interagoes de primeiros vizinhos, a campo externo nulo H = 0, o

calor especifico diverge assintoticamente com a forma logaritmica
Cr—o ~ In|T —T.|, (3.4)

com uma temperatura critica bem definida

kT, 2
J _ln(l—l-\/?)'

Sendo assim, o modelo de Ising bidimensional apresenta uma transi¢cao de fase continua a

(3.5)

campo externo nulo. Este modelo também apresenta uma transicao de fase de primeira

ordem. Em um plano (H,T), para qualquer 7' < T, e H = 0, hd uma coexisténcia de
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fases, com magnetizacGes opostas, como discutido anteriormente. Agora, variando H com
T fixo, os momentos magnéticos invertem sua orientacao ao cruzar a linha de coexisténcia,

como podemos ver esquematicamente na figura Até o presente momento (2016) nao foi

H A

Figura 3.1: Diagrama de fase do modelo de Ising ferromagnético em fungdo do campo externo H e da
temperatura T'. A linha de coexisténcia de fase a campo nulo é indicada ao longo do eixo da temperatura

e termina no ponto critico T

encontrada a solucao analitica para o modelo de Ising em trés dimensoes. Porém, existem
diversas técnicas numéricas que possibilitam a localizagao com um certo erro a temperatura
critica, uma delas é o método de Monte Carlo, que pode ter diferentes algoritmos. Neste
trabalho serao apresentados dois algoritmos, sobre os quais serao testadas suas eficiéncias,

tendo como referéncia o modelo bidimensional, uma vez que este tem resultado exato.



Capitulo 4

Algoritmo de Metropolis

4.1 Introducao

A mecanica estatistica de equilibrio possibilita obter propriedades macroscépicas do
sistema em estudo através do conhecimento de seus estados microscépicos [Salinas| (1997))].
Por exemplo, ao trabalharmos no ensemble canonico, o valor médio de uma quantidade A

¢é calculado como

1
— .o~ BE;
<A>= 7 El Aje”PH (4.1)

onde a soma percorre todas as configuracoes i do sitema, A; é o valor da quantidade fisica
A na configuracao 7, E; é a energia deste estado, e Z é a funcao de particao no ensemble

canonico dada por

Z=Y el (4.2)

com = 1/kgT.
Da eq. (4.1)) podemos notar que a quantidade
e BE:
i = 4.3
pi=— (4.3)

representa a probabilidade de que ocorra a configuracao ¢ no equilibrio térmico. Fazer a
soma da eq. ou é uma tarefa ardua, mesmo para modelos simples, fato que
torna obter a solucao exata somente para pouquissimos modelos tedricos. Por exemplo,
no caso do modelo Ising, mesmo ele sendo finito, ha muitas configuragoes, pois existem N
sitios, e a soma devera ser sobre 2V configuracoes, significando que realizar essa soma de
forma numérica torna-se uma tarefa impraticavel. Para contornar este problema podemos
usar métodos computacionais, tal como o método de Monte Carlo, que serda brevemente

discutido a seguir.
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A ideia béasica do método de Monte Carlo é aproximar a soma (4.1]), sobre todas as

configuragoes, por uma soma sobre um subconjuto aleatorio C, ou seja,

S AebE
cAsm Az el (4.4)

- g€
Podemos observar que, quanto maior for o nimero das configuracoes do subconjunto C,
melhor sera a aproximacao. Porém, este método de amostragem é ineficiente e de dificil
realizacao, devido as muitas configuragoes existentes. No entanto, algumas sao um tanto
improvaveis de ocorrerem e certamente contribuem muito pouco para a média, enquanto
existem outras configuracoes suficientemente importantes e que trazem grandes contri-
buicoes para o comportamento térmico do sistema. Podemos entao escolher um subcon-
junto C' que contenha a porcao do espaco de configuracoes com as contribuicoes mais
significativas para o calculo do valor médio. Isso significa privilegiar essas configuracoes,

ou seja, escolher as mesmas com uma probabillidade maior do que as outras. Se as esco-

lhemos com uma probabilidade P;, a eq. (4.4) fica

_ Z CAiP._le_IBEi
<A>~ A= =E = , 4.5
ZieC’Pile_ﬁEi ( )

uma vez que no valor médio (4.1) todas as configuragbes entram com o mesmo peso.

A escolha da distribuicao de probabilidade P, pode ser a mais variada possivel. Se a

escolhermos de acordo com a distribuicao de Boltzmann, isto é,
P, = p; oc e P, (4.6)

a média dada por (4.5)) se reduz simplesmente a

_ A,
<A>%AE%%%; (4.7)

onde PMC' é o numero de configuragoes que se tem no subconjunto C' (a razao de se
escolher as letras PMC' para o numero de configuragoes ficard mais claro a seguir).

Para que se possa fazer a soma acima, serd necessario obter as configuracoes que
compoem o subconjunto C'. Isso pode ser feito através da construcao de um processo
de Markov [Landau e Binder| (2014))], também chamado de cadeia de Markov. O processo
de Markov pode ser visto como a mudanca de um estado ¢ para um estado j, de forma
que o novo estado j s6 dependa do estado anterior 7. Assim, se partirmos de diferentes

estados iniciais, nem sempre serd gerado o mesmo estado final. Uma simulacao de Monte
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Carlo constroéi exatamente uma tal sequéncia de estados ultilizando o processo de Markov
[Landau e Binder| (2014)].
O ponto de partida para se gerar uma cadeia de Markov numa simulacao de Monte

Carlo é a chamada equagao mestra (veja, por exemplo, [Tomé e de Oliveira (2001))])

% = ZZ: le” — zl: ijji7 (48)

onde P; ¢ a probabilidade de o sistema se encontrar no estado j, no instante ¢, e w;; ¢ a
taxa de transicao do estado i para o estado j. Notamos que a varia¢ao no tempo de P;
consta de dois termos: um acréscimo, devido as transi¢oes dos estados ¢ para o estado j,
e um decréscimo, devido as transi¢oes do estado j para o estado 1.

Além da equacgao mestra acima, devemos também garantir que o sistema seja ergddico,
isto é, que qualquer estado acessivel do sistema possa ser atingido a partir de qualquer
outro estado.

Como no equilibrio as probabilidades nao devem variar no tempo, a eq. resulta

em
E Pieqwij - E Pjeqwjz'- (49)
i i
Encontrar solugoes para a equacao acima nao é de todo trivial. Porém, uma solucao
particular, e a mais simples, corresponde ao chamado balango detalhado, onde temos
Pieqwij = Pjeqwyi. (4-10)

Como dito anteriormente, queremos que no equilibrio a distribuicao de probabilidade P,
seja a de Bolztmann, deste modo, usando a condigao de balanco detalhado acima podemos

escolher w;; de maneira que

Pieg _ Wi Wi _ ¢ OAE; (4.11)
Pjeq wij wij
onde

Note que, mesmo nesse caso particular, nao temos uma forma definida para w;;, somente
que ela deve satisfazer a eq. mais o principio da ergodicidade. Entretanto, uma vez
tenhamos uma proposta para w;;, pode-se fazer um algoritmo que implemente uma cadeia
de Markov e assim calcular o valor médio da grandeza desejada A da eq. . Existem
varias possibilidades de se escolher essa taxa de transicao. Uma delas, e muito usada, ¢é

devido a Metropolis et al., que serd apresentada a seguir.
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4.2  Algoritmo de Metropolis

O algoritmo mais conhecido para se gerar uma cadeia de Markov em sistemas de spins
¢ o chamado algoritmo de Metropolis, que foi proposto por Metropolis et al. em 1953
[Metropolis et al.| (1953)]. As configuragbes sao geradas a partir de uma configuracao
inicial arbitraria e a transicao ocorre com uma taxa de probabilidade que depende da

diferenca de energia entre um estado inicial e final, da seguinte maneira

e PAEG se AE; >0

| (4.13)
1, se AEU <0

wij =
onde é facil mostrar que a taxa acima satisfaz a relacao (4.11]).

Para simular um sistema de N spins utilizando o algoritmo de Metropolis, deve-se
primeiro escolher uma configuracao inicial, que geralmente sao todos os spins alinhados, ou
uma configuracao aleatéria com relacao ao ordenamento dos mesmos. Seleciona-se, entao,
uma nova configuracao através da mudanca de sinal de um determinado spin (esse spin
pode ser escolhido aleatoriamente na rede ou a rede pode ser varrida de forma sequencial) e
calcula-se a variacao de energia AF;; entre a nova configuracao j e a configuragao inicial 1.
Caso AE;; < 0, aceitamos a configuracao j como nova configuracao. Porém, se AE;; > 0,

= ¢ P#AFij ¢ compara-se com um nimero pseudo-aleatério 7, onde 0 <

calcula-se o valor p;;
r < 1. Caso p;; > r, aceita-se a configuracao j, caso contrario, permanece a configuracao
1. ApOs esse procedimento, uma nova configuracao é sorteada, e assim por diante. Ao se
fazer esse procedimento para todos os spins da rede, a configuragao é guardada e os valores
das grandezas termodinamicas sao calculados. Isso corresponde a um passo de Monte
Carlo (PMC). Virios passos de Monte Carlo sao entao realizados para se obter as médias
termodinamicas desejadas. Note que a mudanga de um tnico spin nessa rede torna a nova
configuracao muito semelhante a anterior, de modo que depois de um passo de Monte
Carlo, com a visita em toda a rede, a sua configuragao final nao estara tao correlacionada

com a configuracao inicial. Na secao seguinte, iremos aplicar esse algoritmo no modelo de

Ising.

4.2.1 Aplicacao ao Modelo de Ising Bidimensional

Consideramos uma rede quadrada de lado L, com condigoes periddicas de contorno,

a fim de eliminar os efeitos de superficie. Identificamos os spins dessa rede pelo par de
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inteiros (x,y) e seu valor por s(z,y). Escolhemos como configuragao inicial todos os spins
alinhados, ou seja, atribuindo para todos o valor s(x,y) = +1. Dessa forma, o algoritmo

de Metropolis pode ser sistematizado da seguite forma:

1. Fazemos uma varredura sequencial na rede (z,y), sendo que a nova configuracao é

obtida pela inversao do spin da vez s(x,y) (troca de sinal).

2. Calculamos a diferenca de energia AE;;, através da eq. (4.12)), entre as configuragoes

com e sem a troca de sinal de s(z,y).

3. Se AE;; < 0, aceitamos a transicao, alterando a configuracao para aquela com
—s(z,y) e atualizamos a energia E; = E;+AE;; e a magnetizacao M; = M;+2s(x,y)
(bem como outras grandezas termodinamicas de interesse). Seguimos entao para o

passo 7.

—AE;; /kpT

4. Caso AE;; > 0, calculamos p;; = e , sorteamos um numero pseudo-aletorio

r e 0 comparamos com o valor de p;;.
5. Caso p;; < r, rejeita-se a transicao e voltamos para o passo 1.

6. Caso p;; > r, aceita-se a transigao, atualiza-se a energia e a magnetizacao, e seguimos

para o passo 7.

7. Apéds varrer toda a rede, temos um passo de Monte Carlo. Guardamos a energia
E(t) e a magnetizagdo M (t), onde ¢ conta o numero de passos de Monte Carlo (¢
representa, também, o tempo de Monte Carlo, que é diferente do tempo real que

aparece na equacao mestra).

8. Apds um numero PMC' de passos de Monte Carlo, que é convenientemente escolhido
dependendo da temperatura, tamanho de rede etc., podemos calcular as médias de

interesse.

Note que o algoritmo acima deve ser rodado para cada temperatura considerada.

4.3 Resultados

A Figurald.1|mostra a energia interna por spin £/N em fungao da temperatura 7', onde

esta ultima é medida em unidades de J/kp (ou num sistema onde kg = 1 e J = 1), para
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vérios valores do tamanho de rede L, sendo N = L?. As médias foram tomadas com passos
de Monte Carlo que variaram de PMC = 10° para as redes pequenas até PMC = 4 x 10°
para as redes maiores, apés serem desprezados 10* passos de Monte Carlo iniciais para a

termalizacao (isto é, ap6s o sistema entrar em equilibrio térmico). O grafico inserido é uma

E/N

Figura 4.1: Energia interna por spin E/N em funcao da temperatura T para o modelo de Ising na
rede quadrada. Os pontos foram obtidos através da simulagao de Monte Carlo, utilizando o algoritmo de
Metropolis, com diversos tamanhos de rede, como descrito no texto. O grafico menor mostra a faixa onde

se encontra o ponto de inflexdo da energia interna. As pequenas barras na horizontal sdo barras de erro.

ampliacao da faixa onde existe uma maior diferenca para cada tamanho de rede. Vemos
que essa faixa estd compreendida entre 2 < T' < 3, sendo que fora dessa faixa os resultados
sao muito parecidos para qualquer que seja o tamanho da rede. Esse comportamento
pode ser entendido ao se considerar o comprimento de correlacao do sistema £. Para
temperaturas longe da temperatura de transicao o comprimento de correlagao do sistema
infinito é pequeno. Se ele for bem menor que o tamanho da rede finita, isto é £ < L, os
efeitos de tamanho finito serao minimos, e a rede finita terd um comportamento parecido
com a respectiva rede infinita. Caso contrario, os efeitos de tamanho finito serao bem mais
pronunciados, como visto no intervalo mostrado na Figura [4.1]

Diferente da energia interna, o calor especifico tem um comportamento bem mais signi-

ficativo em torno da temperatura de transicao, pois apresenta uma singularidade de acordo
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com a eq. (2.3) e pode ser observado na Figura . Notamos que ¢y possui um maximo,

que cresce e se desloca para a esquerda a medida que o tamanho da rede aumenta. O

T I T I T I T
2+ —e] =8 —
—o[. =16
i L=32 i
o =64
1,5 _
o - -
1+ -
0,5F _
] ] ] s
01 2 3 4 5
T

Figura 4.2: Calor especifico a volume constante ¢y em funcao da temperatura para diversos tamanhos de

rede. As pequenas barras na horizontal sdo barras de erro.

calor especifico da Figura foi obtido através da flutuacao térmica da energia interna de

acordo com
< (E/N)2 >— < E/N >2
Cy = 2 .

(4.14)

Como o calor especifico do modelo de Ising bidimensional, no limite termodinamico,
apresenta uma singularidade logaritmica, e nao a tipo poténcia como a apresentada no
capitulo anterior (o que significa que teremos um expoente critico &« = 0 nesse caso),
podemos fazer um gréfico do maximo do calor especifico em funcao do logaritmo de L e
verificar se os dados estao alinhados. A Figura mostra o maximo do calor especifico
obtido da Figura em funcdo do In(L), onde se pode notar um bom alinhamento dos
pontos através de um ajuste linear, significando que o expoente a é realmente nulo.

O algoritmo de Metropolis nao fornece apenas a energia interna, mas também a mag-
netizagdo. O médulo da magnetizagao por spin m = M/N estd mostrada, em fungao da
temperatura, na Figura para varios tamanhos de rede. Diferente da energia interna,

a magnetizacao é o parametro de ordem, significando que, no limite termodinamico, ele
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Figura 4.3: Méximo do calor especifico ¢{}** em fungao do In(L). Os pontos foram obtidos utilizando o

algoritmo de Metropolis e a reta corresponde a um ajuste linear. As pequenas barras na horizontal sdo

barras de erro.

Figura 4.4: Médulo da magnetizagao por spin m a campo externo nulo em fun¢ao da temperatura. Pontos

obtidos através da simulagao de Monte Carlo, utilizando o algoritmo de Metropolis, com diversos tamanhos

de rede. As pequenas barras na horizontal sdo barras de erro.
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¢ diferente de zero abaixo da transicao e nulo acima da transicao. Podemos observar na
Figura que isso nao ocorre para sistemas finitos, mas ao passo que o tamanho da rede
aumenta o médulo da magnetizacao tende a zero sistematicamente para temperaturas mais
altas. Lancando mao do escalonamento de tamanho finito visto no capitulo anterior, isto
é, usando a eq. , podemos calcular a razao do expoente 3 pelo expoente v, o qual
é dado pela inclinacao da reta formada pelo logaritmo do valor da magnetizacao no seu
ponto de inflexdo em fungao do In(L), como pode ser visto na figura [1.5] O presente
ajuste linear nos fornece a razao 8/v = 0.12(1), que deve ser comparado com o valor exato

By =0.125.

041 — Ajuste Linear Bv=0.12(1) |

In (L)

Figura 4.5: Logaritmo do valor do médulo da magnetizacao por spin em seu ponto de inflexao In(m;s) em
funcao de In(L). Os pontos foram obtidos utilizando o algoritmo de Metropolis e a reta foi obtida através

de um ajuste linear. As pequenas barras na horizontal sao barras de erro.

De maneira semelhante ao calor especifico, a suceptibilidade magnética é calculada por

meio da flutuagao da magnetizagao (parametro de ordem):

< (m)?>—<m>?
= :

X = (4.15)

Por meio da expressao acima, e com os dados da magnetizacao obtidos pela simulagao,
podemos fazer um grafico da suceptibilidade magnética em funcao da temperatura, o qual

pode ser visto na figura 1.6 Vemos que a susceptibilidade magnética cresce rapidamente
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Figura 4.6: Susceptibilidade magnética por spins em funcao da temperatura, para diversos tamanhos de

rede. O gréfico menor mostra o méximo para as redes menores. As pequenas barras na horizontal sao
barras de erro.

com o aumento da rede e o maximo desloca-se para esquerda. De acordo com a teoria
fenomenolégica de Landau, para transicao de fase a suceptibilidade magnética diverge para
uma rede de tamanho infinito, no entanto, na figura nao se observa uma divergéncia
e sim, maximos, pois trata-se de redes finitas. A suceptibilidade magnética cresce muito
mais rapido que o calor especifico, isso ocorre devido a forma com que essas gradezas
divergem no limite termodinamico, o calor especifico diverge logaritmicamente, enquanto
a susceptibilidade magnética diverge com lei de poténcia. Localizando os maximos e usando
o escalonamento de tamanho finito, de acordo com eq., encontramos /v = 1.7886(6),
o qual ¢é a inclinagao da reta formada pelos pontos do maximo da suceptibilidade por spins
x em fungao do n(L), e deve também ser comparado com o valor exato v/v = 1.75.
Como dito anteriormente, existe a necessidade de encontrar o exponte critico v, pois os
demais expoentes criticos sao uma razao por tal expoente. O procedimento para determinar
v foi descrito pelas eq. e . A partir dos pontos obtidos pela simulacao de Monte
Carlo, usamos uma derivada numérica disponivel no programa xmgrace (o qual foi usado
para plotar todos os gréficos que se encontram nessa dissertacao). Desse modo, a figura

mostra os resultados assim obtidos para o logaritmo do valor maximo da derivada do
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Figura 4.7: Logaritmo do valor maximo da susceptibilidade em funcao do logaritmo do tamanho de rede.
Pontos obtidos utilizando o algoritmo de Metropolis e a reta é obtida através de um ajuste linear. As

pequenas barras na horizontal sao barras de erro.

logaritmo da magnetizagao em relacao a temperatura, em fungao do In(L). O ajuste linear
fornece uma inclinagao 1/v = 1.08(1), e pode ser comparada com o valor extato 1/v = 1.
Uma vez que v foi determinado, podemos estimar a temperatura critica no limite ter-
modinamico através da eq.. Porém, como o maximo de cada quantidade fisica fornece
uma temperatura diferente, podemos estimar uma temperatura critica para cada uma das
varidveis termodinamicas estudadas. Nas figuras [4.9] e podemos ver a tempe-
ratura critica extrapolada utilizando os dados do calor especifico TS = 2.267(1), mag-
netizacao 7" = 2.27(2) e a susceptibilidade magnética TX = 2.271(2), respectivamente.
Temos entao uma estimativa média para temperatura critica de acordo com o algoritmo
de Metropolis T, = 2.27(1), que deve ser comparado com o valor exato T, = 2.2691....
Podemos notar, de um modo geral, que, com excecao dos resultados da susceptibilidade,
os dados das outras quantidades estudadas nao se encontram tao bem alinhados, como
seria esperado. Uma razao para isso estd na precisao com que se faz a varredura da
temperatura para se localizar os méaximos, ou mesmo calcular as correspondentes derivadas
numéricas. Isso pode ser minimizado ao se implementar as técnicas de histogramas, ou

realizar varreduras em menores intervalos de temperatura (o que acarretaria um grande
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Figura 4.8: Logaritmo do valor maximo da derivada do logaritmo da magnetizacao em relacao a tempera-
tura, em fungao do In(L). Pontos obtidos utilizando o algoritmo de Metropolis e a teoria de escalonamento
de tamanho finito. A reta foi obtida através de um ajuste linear. As pequenas barras na horizontal sado

barras de erro.

2,4 T T T T
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Figura 4.9: Temperatura TX em funcio de L=1/7. Os pontos foram obtidos através do calor especifico e

a reta corresponde a um ajuste linear. As pequenas barras na horizontal sao barras de erro.
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Figura 4.10: O mesmo que a figura para o ponto de inflexao da magnetizagao.

— Tc=2.27(2)

na horizontal sdo barras de erro.
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Figura 4.11: O mesmo que a figura para a susceptibilidade. As pequenas barras na horizontal sao

barras de erro.
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incremento no tempo computacional). Outra razao estd na escolha de passos de Monte
Carlo muito pequenos. Ao se implementar mais PMC, melhores estimativas serao obtidas.
Apesar disso, os resultados obtidos foram bem satisfatorios para os tamanhos de rede
considerados. Entretanto, ao invés de se implementar técnicas de histogramas simples,
faremos o estudo, no préximo capitulo, do mesmo modelo utilizando o algoritmo de Wang-
Landau, que tem se mostrado muito promissor nos estudos de transigoes de fases em

sistemas de spins na rede.



Capitulo 5

Algoritmo de Wang-Landau

Numa tentativa de melhorar as simulagoes de Monte Carlo, principalmente no que se
refere aos problemas encontrados nos minimos locais e na desaceleracao critica, Wang e
Landau propuseram um algoritmo bastante robusto que se mostrou muito eficiente Wang
e Landaul (2001), nao somente no trato de modelos de spins na rede, como também em
varias areas da Fisica.

Os algoritmos tipo Metropolis, para redes grandes, ficam presos em certos minimos de
energia quando a temperatura é suficientemente baixa, de modo que mesmo com longos
passos de Monte Carlo, o algoritmo nao consegue visitar todos os estados acessiveis ao
sistema. Por outro lado, quando se esta perto da temperatura de transicao, o sistema
demora muito tempo para atingir o estado de equilibrio (a chamada desaceleragao critica),
tornando as simulagoes tipo Metropolis muito ineficientes e longas, exatamente na regiao de
interesse fisico. O algoritmo de Wang-Landau (Wang-Landau) vem exatamente na diregao
de sanar esses problemas, pois ao invés de calcular configuracoes do sistema, ele calcula a
sua densidade de estados.

O ponto de partida do algoritmo ¢é a fungao de particao, que pode ser escrita da seguinte

forma
Z=Y e =3 "g(E)e"" (5.1)
i E

onde g(E) é a densidade de estados em fungao da energia (na verdade, é o nimero de
estados com energia E no ensemble microcanonico). Como E tem valores discretos bem
determinados para redes finitas, se soubermos g(E), a fun¢ao de partigdo do sistema, e
por conseguinte todas as propriedades termodinamicas, podem ser determinadas, e com a
vantagem de serem obtidas para todas as temperaturas (no algoritmo de Metropolis, ao se

mudar a temperatura, uma nova simulagao deve ser realizada).
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A ideia geral desse algoritmo é realizar um passeio aleatorio no espacgo das energias com
uma probabilidade proporcional ao inverso da densidade de estados 1/g(FE), e construir um
histograma das visitas de cada energia H(E). No inicio do passeio aleatodrio, a densidade de
estados é desconhecida, de modo que atribuimos para todas energias g(E) = 1. Comegamos
entao o passeio mudando os estados dos spins aleatoriamente. Se E; e Fy sao as energias

antes e depois do spin ser mudado, a transicao de probabilidade é dada por

p(Ey — Ey) = min [g%; 1] . (5.2)

Cada vez que um nivel de energia é visitado, atualiza-se a correspondente densidade de
estados multiplicando-a por um fator f > 1, i.e., g(E) — ¢g(E) = f. Em geral, o fator
inicial f = fy = ¢! = 2,71828.... O passeio continua até que o histograma H(E) seja
plano. Nesse ponto, zera-se o histograma H(E) = 0, muda-se o fator fy para fi = \/f e
repete-se o procedimento. O algoritmo termina quando o fator de multiplicacao torna-se

10-8

muito préximo de um, por exemplo ffina = € Vamos, na préxima segao, detalhar

alguns passos desse algoritmo para o caso do modelo de Ising em duas dimensoes |Landau

et al.| (2004)).

5.1 Aplicacao ao modelo de Ising

Consideramos novamente uma rede quadrada de lado L, com condigoes periddicas de
contorno, de modo a eliminar os efeitos de superficie. Os spins dessa rede podem ser
identificados através do par de inteiros (z,y) e seus valores sao dados por s(x,y) = £1.
Escolhemos uma configuragao inicial arbitraria, com valores distintos para s(z,y). Assim,

podemos sistematizar o algoritmo da seguinte forma:
1. No inicio do passeio aleatério consideramos g(E) =1 e fy = e'.

2. Escolhemos, aleatoriamente, um spin na rede e calculamos p = g(E;)/g(E;), onde
E; é a energia sem mudar o valor desse spin e E; € a energia com o valor desse spin

mudado.

3. Se o numero pseudo-aleatdrio r < u, aceitamos a nova configuracao j e atualizamos

g(E;) = f x g(E;) e somamos ao histograma H(E;) = H(E;) + 1.
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4. Caso r > p permanecemos na configuracdo i e atualizamos g(E;) — f X g(E;) e

somamos ao histograma H(E;) = H(E;) + 1.

5. Apo6s um determinado nimero de PMC, escolhido de acordo com o tamanho da rede,
verificamos se H(E) estd plano, com base num critério de 2%, escolhido também de
acordo com o tamanho da rede (por exemplo, z = 80 ou z = 90). Caso nao seja

plano, voltamos ao passo 2 até que esse critério seja estabelecido.

6. Com H(F) plano, mudamos o valor do fator de multiplicagdo por f, = +/fn_1, €

zeramos o histograma H (E;) = 0.
7. Se fn > fmin, voltamos ao passo 2, caso contréario, terminamos a simulacao.

Podemos observar que o algoritmo nao depende da temperatura e, de posse de g(FE), to-
das as quantidades de interesse podem ser calculadas (a menos de grandezas que dependam

da magnetizacao, como serd discutido a seguir).

5.2 Resultados

O algoritmo de Wang-Landau foi aplicado ao modelo de Ising bidimensional de spin-1/2
usando os seguintes parametros: i) a cada 1,5 x 10* passos de Monte Carlo (PMC), foi
verificado se o histograma H(F) estava plano para redes de tamanho L = 8 e L = 16, e
em redes maiores foi usado 10> PMC; ii) o critério para H(E) estar plano foi de 90%, isto
é, o histograma ¢ considerado plano se H(FE), para todos os valores possiveis de F, nao for
menor que 90% do valor médio (H(E)). iii) a simulacdo ¢ finalizada com frine = 0 .
Simulagoes extras, variando o nimero de passos de Monte Carlo, bem como o critério de
planicidade foram realizadas a fim de se obter parametros convenientes de acordo com
memoéria e tempo de computagao. Os valores acima mostraram-se adequados para os
tamanhos de rede considerados.

A figura mostra Ing(E) em funcdo da energia por spin E//N para diversos valores
de tamanho de rede. Note que, como o nimero de estados torna-se muito grande a me-
dida que L cresce, o que se obtém, na verdade, é o logaritmo dessa quantidade. Nessa
figura estao também os resultados exatos para cada tamanho de rede, apenas para uma

comparagao grosseira. Deve-se salientar que, embora na escala da figura [5.1] os resultados

sao praticamente coincidentes, existe uma discrepancia, ou erro simulacional, o qual é bem
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Figura 5.1: Logaritmo da densidade de estados ing(F) em fungdo da energia por spins E/N. Pontos
obtidos através da simulagao de Monte Carlo utilizando o algoritmo de Wang-Landau para diferentes
redes. As linhas s@o os resultados exatos.
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Figura 5.2: Erro relativo €., em fungao da energia por spins E/N. Pontos obtidos através da simulacao

de Monte Carlo utilizando o algoritmo de Wang-Landau e resultado exato para diferentes redes.

pequeno para as simulacgoes aqui realizadas, mesmo para as redes grandes. As figuras [5.2
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mostram o erro relativo dado por

. lIng(E) — Ing(E) e
- Ing(E)ex ’

(5.3)

onde se nota claramente a boa precisao que se obtém utilizando o algoritmo de Wang-
Landau.

O valor médio da energia interna (E) é dado através da equagao

_ > EQ(E)eiE/T
dopg(E)e F/T

onde estamos também usando kg = 1 e J = 1. Diferente do algoritmo de Metropolis,

(E) (5.4)

vemos que esse valor médio pode ser calculado para qualquer valor de temperatura, uma
vez que g(F) é conhecido. A energia por particula pode ser vista na figura , em que
o grafico inserido é uma énfase na faixa onde hd uma maior diferenca entre os diversos
tamanhos de rede.
A capacidade térmica C, pode ser obtida a partir das flutuacoes da energia interna
como
_OE(T) _ (E?) —(E)°

== (5.5)

O calor especifico é obtido de ¢, = C,/N, e seu comportamento estd mostrado na figura

. Nota-se, nessa figura, que os pontos de maximo sao um tanto mais suaves que nos
dados utilizando o algoritmo de Metropolis, pelo fato de podermos variar a temperatura em
intervalos de nossa escolha, sem necessidade de simulagoes adicionais. Isso permite também
localizar, com mais facilidade, a temperatura critica para os seus respectivos tamanhos de
rede.

A figura mostra um ajuste linear dos valores do maximo do calor especifico em
fungao do logaritmo do tamanho da rede, como obtido da figura [5.4, Podemos observar,
como esperado, que o comportamento linear indica uma lei de escala com expoentes a/v =
0.

No célculo de quantidades termodinamicas que nao foram acumuladas no vetor da den-
sidade de estados g(F), torna-se necessario realizar uma simulagao microcanonica adicional
para estimar médias microcandnicas das grandezas de interesse (ou entao calcular a densi-
dade de estados bidimensional g(F, M) que, além de acarretar um aumento significativo do

tempo de computagao, aumenta muito a memdria a ser utilizada). Por exemplo, o célculo
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Figura 5.3: Energia por particula via simulagao de Monte Carlo utilizando o algoritmo de Wang-Landau,

para diversos tamanhos de rede.
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Figura 5.4: Calor especifico a volume constante via simulagao de Monte Carlo utilizando o algoritmo de

Wang-Landau, para diversos tamanhos de rede.
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Figura 5.5: Maximo do calor especifico obtido da figura em funcao do logaritmo do tamanho da rede.
Pontos obtidos utilizando o algoritmo de Wang-Landau e a reta é um ajuste linear. As pequenas barras
na horizontal sao barras de erro.

de quantidades termodinamicas como a magnetizacao no ensemble canonico

_ LpM(E))g(E)e T
<M> - ZEg(E)e—E/T ’

demanda uma simulagdo microcanonica para estimar (M). Essa simulagao pode ser reali-

(5.6)

zada apés a convergéncia de g(E), implementando-se mais uma interagao do algoritmo na
qual nao se modifica a densidade de estados, mas acumula-se HM (FE). Explicitamente,

(M(E)) é obtido como a média microcanonica de
(M(E)) = HM(E)/H(E), (5.7)

sendo HM(E) um vetor que acumula o valor da magnetizacao para cada configuragao
visitada com a mesma energia E, e H(E) o vetor que acumula o nimero de vezes que
cada configuracao com determinada energia E foi visitada durante a simulacao. Essa
simulagdo microcanédnica adicional termina quando H(F) for considerado plano com o
mesmo critério usado para obter g(E), i. e, o histograma é considerado plano se H(E),
para todos os valores possiveis de £, nao for menor que 90% do valor médio (H(E)).

A figura [5.6] mostra o médulo da magnetizacao em funcao da temperatura para varios
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valores de rede. O mesmo comportamento qualitativo observado nas simulacoes de Metro-

polis ocorre nesse caso.

1 I T I T I T
L — L=28 T
— L=16
0,8} L=32 -1
— L=64
0,6 -
Z
A R
=
\Y
04
02
0 ) ] ) ] " I N
1 2 3 4 5
T

Figura 5.6: Magnetizacao a campo externo nulo. Pontos obtidos através da simulagao de Monte Carlo
utilizando o algoritmo de Wang-Landau, para diversos tamanhos de rede.

Com os dados da figura [5.6| em maos, podemos determinar o valor da magnetizacao no
ponto de inflexdo e, como anteriormente, obter a razao entre os expoentes /v. A figura
mostra os correspondentes resultados de onde se obtém, através de um ajuste linear,
B/v =0,127(4), que deve ser comparado ao valor exato /v = 0, 125.

A susceptibilidade magnética pode ser obtida de modo andlogo. A figura mostra
x em funcao da temperatura e a figura [5.9) os correspondentes maximos em funcao do
tamanho de rede. Dessa tltima figura, um ajuste linear fornece /v = 1,768(4), que deve
ser comparado ao valor exato /v = 1,75.

A figura[5.10| mostra os valores do logaritmo do valor méximo da derivada do logaritmo
da magnetizacao em relagao a temperatura, como funcao do logaritmo do tamanho de rede,
de acordo com o algoritmo de Wang-Landau. Dessa figura temos 1/v = 1,05(1), enquanto

o valor exato é 1/v = 1.

As figuras |5.11], [5.12| e [5.13| mostram a temperatura de transicao para as redes finitas

em func¢ao do logaritmo do tamanho de rede obtido, respectivamente, através do calor
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In (L)

Figura 5.7: Logaritmo do valor do médulo da magnetizacao por spin em seu ponto de inflexao In(m,y)
em fungao de In(L). Os pontos foram obtidos utilizando o algoritmo de Wang-Landau e a reta foi obtida

através de um ajuste linear. As pequenas barras na horizontal sdo barras de erro.
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Figura 5.8: Susceptibilidade magnética por spins em funcao da temperatura, para diversos tamanhos
de rede, de acordo com o algoritmo de Wang-Landau. O grafico menor mostra o maximo para as redes

menores.



Secao 5.2. Resultados 54

—— W-L Ajuste Linear y/v=1.768(4)

L | L | L | L |
02 25 3 3,5 4

In (L)

Figura 5.9: Logaritmo do valor méximo da susceptibilidade em fun¢ao do logaritmo do tamanho de rede.

Pontos obtidos utilizando o algoritmo de Metropolis e a reta é obtida através de um ajuste linear.
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Figura 5.10: Logaritmo do valor méximo da derivada do logaritmo da magnetizagao em relagao & tem-
peratura, em fungao do In(L). Pontos obtidos utilizando o algoritmo de Wang-Landau e a teoria de
escalonamento de tamanho finito. A reta foi obtida através de um ajuste linear. As pequenas barras na

horizontal sao barras de erro.
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especifico, magnetizacao e susceptibilidade. As correspondentes temperaturas criticas ex-
trapoladas sao T5v = 2,272(1), T" = 2,276(1) e TX = 2,273(2), com uma estimativa para
temperatura critica de acordo com o algoritmo de Wang-Landau T, = 2,273(8), que deve

ser comparado com o valor exato T, = 2,2691, ...

2,37 . , . ,
[ — Tc=2.272(1) 1
2,341 -
S i i

F

2,31} _
2,28} -

L I L I

0 0,05 0,1
L—l/v
1/v

Figura 5.11: Temperatura T em func¢ao de L=1/*. Os pontos foram obtidos através do calor especifico

e a reta corresponde ao ajuste linear. As pequenas barras na horizontal sao barras de erro.

Finalmente, para termos uma ideia melhor da versatilidade do método de Wang-Landau
frente aos algoritmos tipo Metropolis, mostramos nas figuras e a energia livre de
Helmholtz e a entropia como funcao da temperatura. Essas quantidades nao sao triviais

de serem obtidas com outros tipos de algoritmos mais convencionais.
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Figura 5.12: O mesmo que a figura para o ponto de inflexao da magnetizagao.
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Figura 5.13: O mesmo que a figura para a susceptibilidade.
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Figura 5.14: Energia livre de Helmholtz F(T') = kyTin(Z) onde T, K;, e Z sdo repectivamente tempera-
tura, constante de Boltzmann e funcao de particao de acordo com o algoritmo de Wang-Landau.
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Figura 5.15: Entropia S(T) = g—g em funcao da temperatura T de acordo com o algoritmo de Wang-

Landau.



Capitulo §

Comparacoes entre os algoritmos de Metropolis e

Wang-Landau e Conclusoes

6.1 Comparacoes

A tabela abaixo mostra uma comparagao dos resultados obtidos para a temperatura
de transicao e os correspondentes expoentes criticos, segundo os algoritmos de Metropolis

e Wang-Landau. Podemos notar que, em geral:

1. a precisao do Wang-Landau é maior que a precisao do Metropolis. Isso pode ser
entendido pois no Wang-Landau a temperatura pode ser varrida com o intervalo
desejado, enquanto que no Metropolis a cada temperatura deve-se fazer uma nova

simulacao.
2. os valores do Wang-Landau estao mais proximos dos valores exatos.

3. analisando as figuras que apresentam os ajustes, os dados obtidos através do algo-
ritmo Wang-Landau encontram-se melhor alinhados do que os correspondentes dados

do Metropolis.

A tabela mostra o tempo de computacao dos algoritmos de Metropolis e Wang-

Tabela 6.1 - Resultados obtidos utilizando o algoritmos de Metropolis e Wang-Landau em comparagao

com os valores exatos.
algoritmo T, a/v  Bv v/v 1/v
Metropolis ~ 2,27(1) 0  0,12(1) 1,788(6) 1,08(1)
Wang-Landau 2,273(8) 0 0,127(4) 1,768(4) 1,05(1)
exato 2,269... 0 0,125 1,75 1
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Tabela 6.2 - Tempo de computagao dos algoritmos de Metropolis e Wang-Landau para as vérias redes.
O tempo de Metropolis corresponde a somente uma temperatura fixa enquanto o de Wang-Landau é o

tempo total.

L 8 16 32 64
Metropolis  32s 1m 17m  69m
Wang-Landau 40s 6m 101m 3003m

Landau para as redes utilizadas nesse trabalho com os parametros descritos no texto.
Enquanto que para o algoritmo de Wang-Landau o tempo é o total, no caso de Metropolis
temos o tempo de computacao para somente uma dada temperatura. Nas simulacoes de
obtencao dos pontos de méaximo, utilizamos, em geral, da ordem de 15 a 20 temperaturas.
Salientamos que os intervalos de temperaturas onde ocorrem os maximos sao diferentes,
dependendo da grandeza fisica em estudo. Por exemplo, para a rede L = 64, realizamos
13 temperaturas para o calor especifico ¢y e magnetizacao m e 9 temperaturas para a

suseptibilidade y dando um tempo total de (13 +9) x 69 = 1518m.

6.2 Conclusoes

De um ponto vista geral, o algoritmo de Wang-Landau mostra-se mais versatil para
se obter as propriedades criticas do modelo de Ising de spin-1/2 do que o algoritmo de
Metropolis, para as redes estudadas. O tempo computacional para o algoritmo de Wang-
Landau aumenta a medida que as redes tornam-se maiores, utilizando-se os parametros
descritos nesse trabalho. No entanto, podemos citar a utilizagao da simulacao paralela
para que o tempo de simulacao no algoritmo de Wang-Landau seja otimizado. E claro que
para se obter resultados mais precisos seriam necessarias simulagoes mais longas, tanto
usando o Metropolis quanto o Wang-Landau, bem como considerar redes maiores.

Como extensao natural deste trabalho podemos citar: (i) considerar redes maiores
e obter os expoentes criticos e a temperatura de transicdio com maiores precisoes; (1)
podemos notar que os dados apresentados nos ajustes lineares nao estao tao alinhados
como esperado. Isso indica que correcoes de escala devem ser importantes e devem ser
levadas em conta nas redes utilizadas, as quais sao, na verdade, ainda muito pequenas;
(#ii) aplicar os métodos a modelos mais gerais como, por exemplo, o modelo de Blume-

Capel de spin-1 e maiores, ou mesmo em outros modelos discretos.
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