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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo detalhado sobre as imersdes de Sobolev de
espagos com alguma simetria (radial ou parcial) em espagos de Lebesgue com peso.
Estes resultados foram desenvolvidos por Djairo Guedes de Figueiredo, Ederson
Moreira dos Santos e Olimpio Hiroshi Miyagaki em [8]. Este estudo garante solucdo
(ou solugdes) ndo trivial de equagdes de Hénon —Au = |x|*|u|P~!u e da equacdo
biharmoénica A?u = |x|*|u|P~lu. Além disso, veremos resultados de regularidade

para as equagdes citadas acima.

Palavras-chave: Imersdo de Sobolev, Simetria Radial, Simetria Parcial.



Abstract

In this work, we will detail the study about Sobolev embeddings in spaces with
some (radial or parcial) symmetry into the weighted Lebesgue spaces. These results
were developed by Djairo Guedes de Figueiredo, Ederson Moreira dos Santos and
Olimpio Hiroshi Miyagaki in [8]. This study ensure solution (or solutions) non tri-
vial for the Hénon’s equation —Au = |x|*|u|P~'u and for the biharmonic equation
A?u = |x|*|u|P~ u. Futhermore, we will see results of regularity for these equations

mentioned above.

Keywords: Sobolev Embedding, Radial Symmetry, Parcial Symmatry.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notagdes utilizadas neste trabalho.

e X’ denota o dual topologico de um espago de Banach X;

e C,Cq1,Cy, Ci,C?].k,. .. denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
¢ B denota o final de uma demonstracéao;

e | - | denota a norma euclidiana de RY;

e — denota convergéncia fraca em um espac¢o normado;

e supp(u) denota o suporte da fungéo u;

o u" = max{u,0} eu” = max{—u,0};

¢S, (a) ={xeRN/|x—a|=7};

e wy denota o volume N — 1-dimensional de S;(0);

e S! denota a esfera unitaria centrada na origem de R'*1;

e | x| denota o maior dos inteiros menores ou iguais a x;

e T* denota o adjunto de um operador linear T.

X



Introducao

Sabemos da importancia da imersdo de Sobolev para a teoria abstrata de So-
bolev, bem como suas aplicagdes. Acrescentando alguma simetria (radial ou par-
cial) no nosso espago podemos concluir algum resultado mais forte? Em varias
situagdes, faz-se necessario buscar imersdes desse tipo, como nos casos da equagdo
do biharménico A?u = |x|*|u|P~'u e da equacdo de Hénon —Au = |x|*|u|P~lu.
Esses fatos ja sdo um grande motivo para o nosso interesse em tal teoria.

Ao estudarmos equagdes diferenciais parciais (EDP’s), é de suma importancia a
utilizacdo de resultados de imersdes continuas e compactas para garantir existéncia
de solucao fraca. Nos resultados estudados, obtemos solucdes classicas radiais e ndo
radiais (com simetria parcial) para as equag¢des do birharmonico e de Hénon acima.

Nosso objetivo é estudar esses tipos de imersdes e, no presente trabalho, deta-
lhamos o artigo [8] de Djairo Guedes de Figueiredo, Ederson Moreira dos Santos e
Olimpio Hiroshi Miyagaki. Portanto, todas as principais demonstra¢ées sdo devi-
das aos trés autores citados anteriormente. Nosso trabalho, estd dividido em trés
capitulos:

O Capitulo 1 é dedicado as demonstragdes dos lemas radiais e da desigual-
dade de Hardy que serdo necessérios para demonstrar os principais resultados deste
capitulo, os quais sdo as imersdes de Sobolev radial e parcial.

No Capitulo 2, estudamos as aplica¢des dos resultados mostrados no Capitulo 1
nas equagdes do biharmoénico e de Hénon. Este capitulo contém os resultados, bem
como suas provas, para obtenc¢do de solugdo fraca radial e parcial.

Por fim, o Capitulo 3 possui todos as demonstra¢es necessdrias para garantir
que solugdes fracas das nossas equagdes estudadas sejam, de fato, solugdes classicas.
Em outras palavras, o estudo de regularidade das solucdes obtidas no Capitulo 2.

Apresentaremos os principais resultados deste trabalho comecando com algu-
mas estimativas para funcdes radiais no espagco W"*(B), onde m é um inteiro posi-
tivo, p > 1 ntimero real e B C RN denota a bola unitéria de centro na origem. De-

notaremos W;Z’dp (B) como o espago das fun¢des em W™ (B) radialmente simétricas.



Além disso, denotaremos
LP(B,|x|f) := {u : B— R mensuravel : / |lu|P|x|Pdx < oo} :
B
Teorema 0.1 (Imersdes de Sobolev em espagos de fung¢des radiais). Sejam m inteiro

positivo e p > 1 niimero real.

(1) Toda funcio u € W_¥(B) é quase sempre igual a uma funcio U € C™1(B\ {0}).

rad
Além disso, D*U (x) existe q.t.p. |x| € (0,1), para todo « com |a| = m;

(2) Se N > mp, entdo existe C > 0 constante tal que dado u W;Z;f(B) tem-se

1
U(x)| < C o (Efo D) Vx € B\ {0 1

UG = |x|(N=mp)/p ’ x € BA{0}, M
com U como no item (1). Como consequéncia, Wm’ (B) estd continuamente imerso

em L1(B, |x|P) para todos B > 0e1 < g < p(N:;zfa)

(3) Se N =mpep > 1, entdo existe C > 0 constante tal que dado u € Wrn;:f(B) tem-se

U(x)] <C [/B (i |Dju|p> dx] v (|log|x||p?’1 +1) , Vx € B\ {0}, (2)

j=0
com U como no item (1);
(4) WrI;’ dl( ) estd continuamente imerso em C(B).

Coroldrio 0.2. Sejam N > mpep > 0.Sel < g < p( [;) entdo a imersio W (B) —
L9(B, |x|P) é compacta.

Teorema 0.3 (Desigualdades do tipo Hardy). Sejam N > mp e p > 1. Para cada

j=1,...,mexiste uma constante C; > 0 tal que dado u € W.¥(B) tem-se

J

Teorema 0.4 (Imersdes de Sobolev em espacos com simetria parcial). Sejam | um
inteiro tal que 2 < N — 1 < I, onde m > 1 inteiro e p > 1 real. Defina p; := lfr(ll:i)p
14+ 1 > mp e defina p; como qualquer niimero em (p,c0) sel +1 < mp. Também, defina

qi ::N—(N—l+1)%. Seja

|D"™u(x)|
|x)

dx<C/ Z IDu(x)|Pdx. 3)

i=m—j

se

W)™ (B) = {u € W™ (B)/u(y,z) = u(lyl, |21),¥(y,2) € B},

2



ondey = (y1,...,y1),z = (z1,...,z2ny_1) e x = (y,2). Se B > %, entdo existe C > 0
constante tal que dado u € Wlm P(B) tem-se

p

v .
(/ x| P dx> "< c/ Y |Dlu|Pdx. @)
B B

Coroldrio 0.5. Sejam [, m, N, p, p;,q; e B como no Teorema Entdo a imersio Wlm’p (B) —
L9(B, |x|P) é continuase 1 < q < p; e é compactase1 < q < py.

Estudaremos uma aplicagdo dessas imersdes no seguinte problema de contorno

para a equagdo do biharmonico

A?u = |x|*|u|P~ u em B,

Bu = 0 sobre dB,

(5)

onde « > 0 e Bu = u, Au (Condi¢do de Navier) ou Bu = u, a—ﬁ (Condigao de Diri-
chlet). Nosso foco é estudar existéncia, multiplicidade e regularidade de solugdes
obtidas por métodos variacionais.

As solugdes de (B) comegam em certo espago de Sobolev de fungdes simétricas.
Neste trabalho daremos atencdo especial ao processo de regularizagdo, o qual ndo

estd completo nem no caso da equagdo de Hénon

—Au = |x|*|u|P~1u em B,

u = 0 sobre 0B,

(6)

onde & > 0.

Teorema 0.6. [Existéncia de uma solugio radial de (B)) com condigio de Navier] Seja N > 5.

Considere (D) com condigio de Navier (note que u > 0 se, e somente se, —Au > 0 em B).
(1) Sep > %, entdo (5) ndo possui solugdo cldssica positiva u € C*(B);

(2) Sel<p< %, entdo (B)) possui uma solugio positiva u € C*(B). Além disso

u e —Au sio radiais e estritamente decrescentes.

Teorema 0.7. [Existéncia de solucdes com simetria parcial de (B) com condigio de Dirichlet]
Se N =4ouN = 5suponhap > 1. Se N > 6 suponhal < p < %—fg Entdo existe
ao(p, N) > 0 tal que (B) com Bu = u, §* possui pelo menos | 5 | — 1 solugges em C*(B)
ndo radiais para cada « > wo(p, N). Para cada uma dessas solugdes u, existe um inteiro |

com2 < N —1 < 1tal que u(y,z) = u(ly|, |z|) com (y,z) € B,ondey = (y1,...,y;) e



z = (z1,...,2N_1). Além disso, todas essas solucdes satisfazem u > 0 e Au muda de sinal

em B.

Teorema 0.8. [Existéncia de solucdes com simetria parcial de (§) com condigdes de Navier]

Suponha

(H1) N > 4eléuminteirotal que2 < N —-1<1;

(H2) %ij_l{ <p+1<2,o0nde2 := Zglf;) sel > 4 e 2; é qualquer niimero em (2,00) se
I <4

Para cada (p,1) satisfazendo (H1) e (H2) existe ao(p, NI) > 0 tal que para todo o >
ao(p, N, 1), @) com Bu = u, Au possui uma solugdo u; em C*(B) ndo radial tal que

ui(y,z) = w(lyl, |z|) com (y,z) € B,ondey = (y1,...,y1) ez = (z1,...,2n_1). Além
disso, qualquer solugdo u; satisfaz u;, —Au; > 0 em B.



Capitulo 1

Demonstrac¢oes das imersoes e da

desigualdade de Hardy

1.1 Os Lemas Radiais e as Imersoes

Uma funcéo radial em B pode ser entendida como uma fung¢do em [0,1). Asso-
ciada a uma fungdo em W7 (B) existe v definida em (0, 1) tal que v(t) = u(x) com
t=x|.

Dados m > 1 inteiro e p > 1 real defina W™?((0,1),tN~1) como o espaco de
Sobolev dado por

{ZJ :(0,1) = R; v possui derivadas fracas até ordem m e

1.
/ o (PN dE < 00 =0,1,....,m).
0
Esse espago é munido da norma

1 m p
' N-1 , N-1
[ollyymr = </O ];)yz;(ﬂ(t)m dt) L we Wm((0,1), N1,

Vejamos que W™ ((0,1),+N~1) é espaco de Banach.
Prova. Seja (v;,) sequéncia de Cauchy em W™ ((0,1),tN~1). Entdo, para cada i =
0,1,...,m, (Z)S)) é sequéncia de Cauchy em L7((0,1),tN~1). Como LP((0,1),tN=1)
é Banach (pois LP((0,1),tN"1) = LP((0,1), ), com u(E) := [, #N~1dt, é Banach

devido ao Teorema 4.8 em [3]), para cadai = 0,1,...,m, existe v; € LP((0,1),tN~1)

tal que
o) = viem LP((0,1), VD). (1.1)



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Defina v = vj. Resta ver que, para cadai = 0,1,...,m, existe ol ) (derivada fraca)

e vl =y, pois terfamos v,(f) — o) em LF((0,1), tN ) paratodoi =0,1,...,me,

dessa forma, v, — v em WP ((0,1),tN~1). Sabemos que, para cada ¢ € Cy(0,1),
Lol [0
/ vapl)dt = (—1)1/ vy pdt, Yne€Nei=0,1,...,m. (1.2)
0 0

Tome M, e > 0 tais que supp ¢ C (¢,1 —¢) e |@| < M. Por (1.I) e Holder tem-se,

paratodoi=1,...,m,

‘/ vn (pdt‘

N-1_N-1
t 7 et vodt

p-1
g( ptN—ldt) (/ |q)|P1t nlpdt) ’

i 1—¢ p N-1
= HUS{) — ’UI‘HLp((O,l),tN—l) (/g |(P|”’1t p—1 pdt)

p—1
4

(i)

1
Up” — U

Y1)

0

n—oo

(i) iy [T
< ||Un _UiHLV((O,l),tN*U Mr-1g p-1 /E dt —> 0.

Assim . .
/Ovﬁf)godt%/o vipdt Vi=1,...,m

e, analogamente,

1 ) 1 )
/Ovn(p(l)dt—>/0 velldt Vi=1,...,m

Usando isto em (1.2) temos que

1 1
/0 veldt = (—1)1/O vipdt Vi=1,...,m

Entao existe (1) e (i) = v;paratodoi=1,...,m. ]

Observacio 1.1. v € W™P((0,1),tN~1) se, e somente se, existe V. € C" 1((0,1])
tal que V(") (t) existe para quase todo t € (0,1), V("™ é uma fungdo mensuravel,
Vi) =90 q.t.p. em (0,1) fo VU (+)|PtN-1 dt < coparacadaj=0,1,...,m.

Prova. A reciproca é imediata. Primeiramente suponhamos v € W7 ((0,1),tN-1).

ve WP ((%1)) Vn=23,... (1.3)

Note que



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Para verificar isto basta notar que dadon € {2,3,...} tem-se
1 1 1
/1 l0(£)|” dt < nN—l/1 lo(#)[PEN1 dt < nN—l/ () PN < oo
% E 0

1 1 1
/1 [0/ (£)|P dt < nN—l/1 |0/ (1) PN dr < nN_l/ 10/ ()P < 0
] i 0

Por e pelo Teorema 8.2 de [3], existe (para cada n) V,, € C( [%, 1]) tal que V;, = v
q-tp. em (1,1). Paracadat € (0,1] fixe n com 1 < t e defina V(t) := V,(t). Note
que V estd bem definida devido ao fato que V| 1y = Vin se n > m. Segue da
defini¢do de V que a prépria V é a fungdo procurada.

Agora suponhamos v € W™?((0,1),tN~1). Como ("1 e Wr((0,1),tN-1)
obtemos que o(m=1) possui um representante continuo. Assim segue da Observacao
6 logo ap6s o Teorema 8.2 de [3]. n

Tendo em vista essa observagdo, vamos denotar o representante continuo de v

por apenas v.

Teorema 1.2. Se u € W,V (B), entdo v € W™P((0,1),tN"1). Além disso, para quase
todo |x| € (0,1) tem-se

IDlu(x)| > [oV(|x])|, Vj=0,1,...,m. (1.4)

Prova. Dada u € W, % (B), considere v : (0,1) — R tal que v(t) := u(x), onde
t=|x|.

Adotaremos as seguintes notagdes, & = (ay,...,ay) € (NU{O}Y, |a| = a7 +

ot an, Xy = Hfilx;x" (adotaremos 0° := 1), D*u = % ee; € RN oi-ésimo

vetor da base canoénica. Por fim, a soma ) ,—; f(« (a) é definida, de forma indutiva,

da seguinte maneira:

N N
Y fl)=) fle)e Y. fla)=) Y flate) Vi>1
|a|=1 i=1 |a|=j+1 i=1 |a|=]

Afirmacao 1: Existem as derivadas fracas de v até ordem m e sdo dadas pela relacdo

(|x|) = Y D*u |., qtp. |x| €(0,1),¥j=1,...,m. (1.5)
|af=j

Afirmagao 2: le(‘ ) =0e V(| |]) V(|x|) = 0, onde j = |a|. Em particular

V(aglxl) -V (|x]) =



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Prova da Afirmacao 2: Note que

N N 1.]x|N — x;N|x N_l.%
o (5i) = Zaw () = 1
|x] = 0 \ x|
-y
i=1

i—1 |x|2N
x| N1 — N2 x|V 1 N+1 N-1vo 2
XN ~ x| NIx[*7 = Nlx| ;xi
1=
1
— ||2—N+1 (N‘xlN-Fl o N’x|N+1) = 0.
X

Além disso, (defina x,—;, = 1 se a; = 0)

v(E) (= Y 2 (2 Z’”“’”'x‘] xaflxP 7
— . X == - —
() v = B (3) - B B
_ % aixg| x| —‘x“xi]|x|] !
i=1 | x| %12
L j+1 j—lN 2 Yo 1 il
T x[P T2 ]| x] jlal =ty x; W(]m jle ™)
i=1

Prova da Afirmacdo 1: Sejam ¢ € C(0,1) e ¢(x) := ¢(]x|) com x € B. Vejamos
que
, X _
eV (Ix)) = Y D"‘tp(x)|x—"|‘j, vx € B\{0},Vj > 1.
|a|=j

Mostremos por indugéo em j. Para j = 1, como 5

W (x) =

(1.6)

(\x\)m,temos que

"(|x N N N
() = LY 2 = Yo ;a—l” = ¥ DG

= ! !
para todo x € B\{0}. Suponhamos vélido para j > 1. Assim
\al =j

Logo, paratodoi =1,...,N, tem-se

(P(j+1)(|x|)% — a% ( )(|x]) ) («Z] D%y xf') Vx € B\{0}.



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Portanto, pela Afirmagdo 2,

' ' j N ' Xi \ Xi
PV = L g0 S = 1 (00 ) 2

[
]

= o Il
= Y D(x) L Vx € B\{0}
la|=j+1

Isso conclui (1.6).
Paracadaj=1,2,...,Ne¢p € C*(0,1) temos que

! ' L ooV D (|x[)
() N—1g3p_
/0 v(t)pV(t) dt = /0 — N1 wnt dE= CUN/ /, ’x‘N N1 doxdr

1
d
~ wn / D(l=) N1 <

W1 1
= o e (2 e |x|f) vt &

|ae|=j]

1 Xy X
— w_N/B (Z.u(x)WD 1p(x)) dx

<) (WN / (Z Du(x); “]) l”(x)m% dx

|ae|=j

= (1) [ gl a,

onde g;(|x[) := Yjq=; D"u ( )‘X_TJ Resta apenas justificar (1) e (2) para provar a

Afirmacdo 1. (1) é devido a (L.6). Justifiquemos (2). Pela integracdo por partes e por
P € C5°(B), tem-se

/B (Zy(x)#D“t/z(x)) dx = Z/ u(x)‘xl]i%D“t/J(x) dx
a|=j



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Assim (2) segue do seguinte fato: se u € W™ (B) entdo, paratodoj=1,...,me
q.t.p. x € B\{0},

|ac| =] IM =j

Mostraremos (1.7) por indugdo em j. Para j = 1, pela Afirmacéo 2, tem-se

Y. D* <u(

la|=1 i=1
x
= D"u(x) —=.
|a2—1 ™
Suponha que (1.7) seja valido para algum j =1, . — 1. Mostremos que é valido

para j + 1. Pela Aflrmagao 2, temos que

X X +e;
L o (i) = 5 o (w0 )

la|=j+1 i=1 |a|=j

N ou Xo X u(x Xa
L g i e () 'V("")]

e =L
N u X; X
=1 20 (3 05 )
L L P o Oy )
N u X; X
B e
i:1a|2—]‘ ox; x| ) |xitN-1
® % Y Da+61u(x)ﬁ?c—“
= -~ | x| [ PN
=1 |a|=j
— i Z Da+eiu( DC+€1 o Z Dlx XIX
N — N
= af= T R

Por fim (3) segue do seguinte fato: se u € W (B) entdo, paratodosi =1,...,N,
j=1,...,m—1eqtp. x € B\{0},

i\ Xa ; Xi Xu
2 0 (3005) 7 = B PR 09

|ae|=jf



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Para mostrarmos fagcamos indugdo em j. Para j = 1 segue da Afirmagdo 2 que
ou - N x- Xj
D% Xi — 1 s
E 0 (G0 o Loy, ax] 5 (3 5

la|=1
N xx ou X; 0
_ ] e il v .
~L; x]ax, \x\2+axi(x)|x|v(axi'x'> Vi)

— Z DtXJreiu xl X
= T Tl

Suponhamos que (1.8) seja valido para algum j € IN, assim usando a Afirmagdo 2 e
a identidade f'g = ( fg)' — f¢' obtemos

]
)
2

~

?I%

©) o = Zzaixk{ ()

||=j+1 k=1 |a|=j
N , ,
~y {i [Da(a_u(x)ﬁ)&]_[) (au() >i(x_)}ﬁ
Sy 1w 1 0w Tl T o VT ) 3 el )| T
N
Xp O a(au ,-)xa a<8u xl-) (x,x)
=) —=— ) D% —(x — =) D" —(x)— |V — ) -V(|x
k_zi|x|8xk|a|z_j axi( )|x| x|/ |DC|Z_]. axi( )|x| | x|/ (x])
N
X O ate X; Xy ate; X; X
=), —=— ) D""u(x)———) D"u(x)=V|—) V(x|
Lo =, Bl MZ_]. a1 iy
N
0 ( X; . d [ «x Xk
_ 9 purery () Fi Xa > DFeiyy( z_(_a,)_
L Lo PO ) T Zl,ﬁ i el ) T
_y i(Dmu(x)ﬁ) o X
(=1 a9 [x[ ) [x ] [x]
N N
' 0 [ xi) x
_ DY teitery (x ﬁx“fek + D*eiy(y x;x' 9 (_1)_k
P O 2 PTG 2 ) T

) X; X
— Z Da—s—elu(x)ﬁ |x‘]{il'

Ficando assim demonstrada a Afirmacao 1.
Afirmagdo 3: Para todo j > 1inteiro tem-se Y ](‘ |]) = 1. Entdo ), —; x2 = |x|%.

Prova da Afirmagao 3: Mostremos por indugdo em j. Para j = 1:

N
Yo=Y =«

a=1 il



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Suponhamos que }j,—; x = |x|¥ para algum j > 1. Entdo,

N
L 2= ¥ st =1x ¥ st = L alafd =
|al=j+1 i=1 |a|=j =1 |af=j
Ficando assim provada a Afirmacéo 3.
Segue da Afirmagéao 3 que o vetor wj, de N/ entradas, com todos os termos da
soma )|y ")‘C—"‘V é tal que |w;| = 1. Portanto da Afirmacao 1 e da Desigualdade de

Cauchy-Schwarz segue que

P (x) =] Y D“u(x)% = |D/u(x) wj| < |D/u(x)||wj| = |D/u(x)| Vx € B\{0}.

|af=j

Portanto |[0\/) (|x|)| < |D/u(x)|. Disto segue que
) | D) dx > / P dx = // " dydt
[Elowcol oz £ [ poinfes—£ [ [ ol
:wNZ/ ‘v(j)(t)’ tN_ldt:wN/ Z v(j)(t)‘ptN_ldt.
j=070 0 j=0

Portanto v € W™P((0,1),tN-1). m

Lema 1.3. Suponha N > mp. Entdo existe C > 0 tal que

<=

fo "0 |v (s)|PsN-1ds
lo(t)] < C( N ) , (1.9)
P r

para todos t € (0,1] ev € W™P((0,1),sN71).

Prova. Facamos, primeiramente, para m = 1. Como v € W?((0,1),sN~1) entdo
v € WVP(t,1) para qualquer t € (0,1). Dado t € (0,1], pelo Teorema 8.2 de [3],
obtemos
N-1 1-N
p

o(t) =0(1) — /tl v'(s)ds =v(1) — /tl v'(s)s 7 s

Afirmacao: Existe C > 0 dependendo apenas de N e p tal que

ds. (1.10)

1

1_p (/01 |v’(s)]”sN1ds> ' : (1.11)

< C
tr

1 N-l 1N
/v(s)sPsPds
t




1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Prova da Afirmacado: Fagamos primeiro para p = 1.

1 1 1 1 /1
/t v (s)sN1s17Nds §/t |v'(s)|sN_1SN_1ds§ tN—l/t 10 (s)|sN " tds

1 1 _
< tN—_l/o [0/ (s)|sN 1ds.

Agora para p > 1. Usando Holder com % + ’%1 = 1, obtemos

IN

I
N e
—
|
'H‘ZH
_|_
—_
|
o
| <7
|
—12 L‘z
BE + | + -
— [
N——
=
N
<
=
=
©
z
—_
Q.
)
N———

Ficando assim demonstrada a Afirmacdo. Note que, de forma andloga, a Afirmacdo
vale para v no lugar de v’

Como v € C(0,1), entdo existe sp € (3,1) tal que

1 1 1 N-1 1-N
v(sg) = 1/ v(s) ds:2/ v(s)s 7 s P ds. (1.12)
1—5/3 2
Pelo Teorema 8.2 de [3]], obtemos
1 L N1 1N
v(1) —v(so) :/ v'(s) ds:/ v'(s)s 7 s 7 ds. (1.13)
S0 S0
Assim, por (1.12), (1.13) e a Afirmagéo, obtemos
1, N1 1N 1 N-1 1-N
lo(1)] < |o(1) —v(so)| + |v(so)| = / v'(s)s ¥ s P ds|+2 /1 v(s)s ¥ s 7 ds
S0 5

1 1
T e T

13



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Logo,
lo(1)] < CHUHW;V,Q, (1.14)

onde C depende apenas de N e p. Pela Afirmacao, por (1.10) e (1.14) obtemos que

L 1-N
)] < o) + | [ 01055 7 35| < Clpllgy, + Cr ol
P N 1
1 1 1
<Cl1+——]|7|l.1p <C + o1,
0[] y1p
e
tr

Ficando assim demonstrado para m = 1.

Agora suponhamos que o resultado seja valido para m > 1 inteiro e suponhamos
N > (m+1)p. Dados t € (0,1] ev € W"LP((0,1),sN~1) a hipétese de inducdo e o
fato que v’ € W™P((0,1),sN~1) garante

10" |y [o]l 1.0
0/(5)] < C—5m < C—=, Vs € (0,1).
s ¥ s P
Usando (1.14) obtemos
1 _mep
[o(t)] < !+/ ['(s)] ds < Cllollp +Cllo] m+1p ds
1 - ’””+1
< CHUHW;\']Ii‘}/P + CHUHWﬁi‘}/P ~_ N-mp 1 - _ N- mP 11
P
P
= C m C m
Joll o1 + N_W+DHWMwy< e )
[
N—-1
S C N—(m+1)p 7
£p
onde C depende apenas de m, p e N. n

Lema 1.4. Se N = mp e p > 1, entdo existe uma constante C > 0 tal que para todo
v € W"P((0,1),sN"1) tem-se

==

|<c</ Z|v (s)|PsN— 1ds> (|logt|%+1), vt € (0,1]. (1.15)

Prova. Sejav € W™P((0,1),sN~1).

14



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Afirmacao 1: Para todo m > 1 inteiro tem-se

/t1 oM (s)s"1ds = (—1)"(m — 1)! nf [ﬂ (vU)(t)tf — v(j)(l)ﬂ , Ve (0,1].

oL 1

Prova da Afirmacdo 1: Usemos indugdo em m. Para m = 1 temos, para todo ¢t €

(0,1], que

/1 oW (s)s~1ds = 0(1) — v(t) = (=1)}(1 - 1)! i { J(t)H — ol >(1))]
t j=0

Supondo vélido para algum m > 1, usando integracado por partes e a hip6tese de

inducdo, temos que
1
/ oM (5)gm 115 = (M) (1) — (" — m/ s)s" 1ds

—o(m(1) — oMy — (—1)m |Z{ ‘ ( tf—v(f)(l))]

— (_1)m+1m!{(—1)m+1 ( )(1) B (_1)m+1 (m )(t)tm

m! m!

n mf [(_T?y(v(j)(t)tj - v(]‘)(l))} }

j=0

= (—1)"* ! [ﬂ (U<m>(t)tm - v(’”)(l)>

m!

. mz—:l [(_]-—ll)j(v(j)(t)tj _ U(]‘)(1))} ]

j=0

1)+ ,Z { () — v(])(l))} , Vte (0,1].
j=0

Ficando assim demonstrada a Afirmac&o 1.

Usando a Afirmagdo 1 obtemos, para todo ¢ € (0,1],

%/tlv(m)(s) m=1ds = v(t) )+ Z [ . / )tj—v(j)(l))}.

Dai, para todo ¢t € (0,1],

o(t) = (1) — mzl {(_.—w(v(j)(t)tj - v(j)(l))} + ((_ﬂ / 1 0l (s)s"~1ds. (1.16)

fa j! m—1)! J;

15



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Afirmagao 2: Dado & € W™((0,1),sN~!) com N = mp, temos que

p-1
< ||Z7||Wg;_pl|10gt| r, Vte (0,1].

1
/ 3™ (s)s™1ds
t

Prova da Afirmacdo 2: Basta notar que para todo t € (0,1] tem-se

— N
/|v s)s 7 " ds
p-1

1
[ T pm=—1)-N+1 _p_ P
</ 50" (s) PN 1ds) </ s 7 Plds)
t

p—1

. T pm—p—pm+1 i . p—1
<lollygr, ([ 77 ds) " = ol log1—log)s

. p=1
= ([0l | logt|7

/\
\./

gMm= 1dS

Ficando assim demonstrada a Afirmacao 2.
Afirmagao 3: Existe C > 0 tal que para todo & € W?((0,1),sN~1) tem-se

9(1)| < C|lg .
51| < Cllelp.

A demonstracdo dessa Afirmacao ja foi feita no Lema anterior.
Com todos estes fatos em mente mostraremos o Lema. Para o caso m = 1 usemos

as Afirmagdes 2 e 3 da seguinte maneira:

1 1 p—1
o(t)] =[o(1) = [ 9/(5)ds| < [o()] + [ [0/ )lds<Cllol1p + [0l |logt] 7
t t WNo1 WNo1

-1
< Cllof| 1 <|10gt|pp—|—1), vt e (0,1].
N-1

Agora para m > 2 note que o) e Wb P((0,1),sN-1) paratodoj=0,1,...,m—1.

Assim usando as Afirmagdes 2 e 3 na equacao (1.16), obtemos, para todo ¢t € (0,1],

o) = o) = 5 [EW g — o) (=DM o g4
o(8)] = [ol(1) 2;;[ ; (0 ()9~ (1)] + s [ o )
< |Z) |_|_ Z |+ ‘U ( )‘ + (mil)! tlv(m)(s)sm—lds

et Cllo0 1y ([log ] +1)+Cllo01,
<Clilhyy + & ; +Clloll1y [log 7

< Cllollymr + Clloflymr (log |7 +1) + Clloflymr [log |7

16



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Portanto,
p-1
< ", .
o(6) < Cllllgs, (I1ogt% +1) vt e @1

Observacio 1.5. Seu € W, /. (B) com N = mpep > 1,entdov € W™P((0,1),tN"1)

com

Pela demonstracdo do Lema anterior, conseguimos uma limita¢do da forma

1
, } )
u(x)| < C (/B !Dmurpdx)” log|x||7 , vx € B\{0}.

Lema 1.6. WN-1((0,1),sN~1) estd imerso continuamente em C([0, 1]).

Prova. Como ja temos que WN1((0,1),sN~1) < C((0,1]) entdo basta concluir que
existe lim;_,o v(t) para todo v € WN1((0,1),sV~1) (lembrando que estamos deno-
tando pela mesma letra o representante em C((0, 1])). Fagamos por induc¢do em N.

Para N = 1, note que
1
o(t) = v(1) —/ J(s)ds,  Vte (0,1].
t

Como [v'(s)x (1) (s)] < [0'(s)] € L'(0,1) para todo t € (0,1], pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que existe lim;_,o v(t).

Suponhamos vélido para todoi = 1,...,N e tome v € WN*L1((0,1),sN). Por
(1.16) obtemos, para todo t € (0,1],
o [(=1)

o(t) =0(1) =)

=R

(_1)N+1

1
(N+1) (o) N
N /t v (s)s™ds.

(v(f)(t)tf — v(f)(l))} +
Como o) (t)# € WN+1-71((0,1),sN-7)Vj = 1,..., N, entdo pela hipétese de inducio
obtemos que existe lim;_, o(7) (t)tf Vj=1,...,N. Por outro lado, devido ao fato que

‘U(N+1)(S)SNX(t’1)(S)‘ < 0N+ (s)|sN € L1(0,1), obtemos, pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada,

/1 oVt (5)sNds 128 1 o(NF1) (5)sNds.
t 0

Portanto existe lim;_,o v(t). u
Vemos agora a relagdo completa entre os espagos W, (B) e W™#((0,1),tN"1), a

qual serd dada pelo Teorema Porém, necessitamos do seguinte exemplo:

17



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Exemplo 1.7. Sejam p > 1 real e m > 2 inteiro tais que N < (m — 1)p. Entdo
o(t) =t € W™P((0,1),tN"1), porém u(x) = |x| ¢ W7 (B).

Prova. v € W™P((0,1),tN~1) devido a v’ = 1 e v\) = 0 para todo 2 < j < m. Para

m,p

4 (B) note que

verificar que u ¢ W
u(Ax) = Au(x), Vx € RN\{0},A > 0.
Por indugdo e regra da cadeia, obtemos
D™u(Ax) = AL ""D"u(x), Vx € RN\{0},A > 0.
Usando isso tem-se
/ |D™u(x)|P dx —/ /E)B ID"u(x)|? doydr = /01 . |D™u(ry)|” rN=t dydr
—/ e ar [ty dy.

ComoN -1+ (1—m)p < (m—1)p—1+ (1 —m)p = —1 obtemos que a integral
fol pN=1+(1=m)pdr diverge. Portanto u ¢ W1 (B). m
Teorema 1.8. Para cada real p > 1 e inteiro m > 1, tem-se

(1) W2P(B) = W™P((0,1),¢N-1);

(2) WP (B) = WhP((0,1),N-1);

(3) Suponha m > 2. Entdo W7 (B) = W™P((0,1),tN"1) se, e somente se, N >
(m—1)p.

Prova.
(1) E imediato do Teorema

(2) Como

18



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

para todo x € B\{0}, entdo

1 .
/B];O‘Dlu( dx>2/‘ |x| dx—Z/ /BBOt dydt
:a)N];)/O ‘U(j)(t)’ptNldt:wN/O ];‘U(j)(t))ptNldt,

(3) Pelo Exemplo [1.7| obtemos que W™ ((0,1),tN~1) — WP(B) implica N >
(m —1)p. Agora suponhamos N > (m —1)pev € W™P((0,1),tN~1). Seja

= (ay,...,ay) com1 < |a] < m.
Afirmacdo: Para cada a existem n; > 0, m;; > 1 inteiros, Cjjx € R e a; =

(“}jk’.“’“%},k) paracadai = 1,...,[a[,j = 0,...,n; e k = 1,...,m; tais que
|ajj| = |a| — j para todos i, j, k e

N L v C
D*u(x) = Yo (x|) 2}:| |2’"a| j"l, Vx € B\{0}.

i=1 j=0k=1

Prova da Afirmagdo: Facamos por indugdo em |«|. Para |a| = 1:

ou X 1

) 1 x4 Cji
— o Ly, Yijk 1k
axl(x) =0 (|x|)|x| ;U (|X|)ZZ ’x|2,]'71' VXEB\{O},

onde ny = 0, myg = 1, C1o1 = 1 e 191 = ¢;. Agora suponhamos vélido para
|a| < m e mostremos para |«| + 1. Para cada x € B\ {0} temos

0 J 2| Mij Xy 1]k
ate _ “y _ _ux "
D IM(X) = a—-XID e a— Z; ‘x| Z(:)kz‘i | |2|Dé‘ ] i
]

+1 n; Mij “l]k 1]k n; Mij l]k ’Xz]k e

- Zv ‘ ‘ ‘x‘ Z Z 1 |2la|—j—i —j—i Z ‘x| Z Z gk 2la—j—i 2)a|—j—i
j=0k= 1| | i j=0k= | |
n; M Xa, (2!“\—]—1)IX\2‘“' Tl
jk |x|
+Zv ([x]) Z()kz || Hlal—2j=2i :
]

Entdo, para cada x € B\ {0}, tem-se
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

D% ey (x) = |f:glv () 1]112; kzzlf T“’lzlfl’:ﬁl 1]1]:(
: fﬂ () ]Zokzl %k,zelix ”;{Czl]k
+ Z| (Ix]) ]Zo kzl s lzl‘;jm ik l:‘z(—cﬂ-k)
|0§10 ) ZIZ;;’:Z: |al|21]|kvﬁ1 ljlj:{
B e

]

+ ZU ‘xl Z Z x’Xz]k—Fel |(X| l)( l]k).

for o |x |2 |zx|—|—1)

Note que |Déi_1]'k +€l| = ‘“i—ljk’ +1= ’(X’ +1 —j, ‘061']'_2]( — el\ = ’0(,']'_2](’ —1=
|06‘ +1 —j e |‘Xijk + €l| = |“ijk| +1 = |0£| +1 —j. Assim ﬁ}]k = gk + ¢y,

e = Wijook — e e By o= ag + e sdo tais que [Bly| = |B] = Bl =
la| +1—7Vi,j, k. Além disso, denote Cil].k = Ci1jks C?jk = gj—chl]_Zk e C?jk =

(2|a| = j —1)(—Cij). Faremos apenas para oM (|x|), pois os casos v/ (|x|) com
2 < j < |a] e v{**1) s30 analogos. Para todo x € B\ {0} tem-se

tXH—l n;_1 Mi—1j 1kCZ]k
a+e 1]
D*"lu(x Z ol |x| ]20 kz |x |2l +1)—j—i
|| nA2Mia X Czk
(i) _ P TR
+i:1v (\X\)Jg k; PECESE
|l n; Mij X’B3 Czk
(i) _ Pk P
+;U (|x‘)]§)kz‘4 |x|2 lae|+1)—j—i
B R 1 "y
_ j
= o'V(Jx]) ];sz” 20l +1) - 1+]§|x|z<|a+1>—j—1 L, Cli
myj—p+my; 3 nt2 Mij-2 xz%kc%]'k
+ x Clikeme. o | + g — | Tt
k—m§z+1 g 2 j=n1+1 k—21 [P+ =i-
lac|+1 l; ml] Xz
B ijk 1]k
= L D L L pi
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Ficando assim demonstrada a Afirmacgéo.

Como |x,| < |x|1%, temos que

i ] i ni M|l 1 ’ V(||| mi mi
D) < Lo (0| L X s = L e L L G
= j=0k=1 i=1
i« [0 (]x])|

Dai u € W7 (B) se, trocando |x| por t, cada um dos seguintes termos estd em
LP((0,1),tN1):
pllal=1) !
|tx\ (|X|) (‘x‘) 4 (’x’) (1.17)

| x| T xlel =1

Mais ainda, W™ ((0,1),tN=1) — Wrrz C{? (B) é continua se cada um dos termos
em (L.17) ¢é limitado em LP((0,1),tN~1) por uma constante vezes ||v||,ym» .

N-1
Como ﬁ > 1, se x € B\{0}, basta mostrarmos a limitagdo dos termos em

(1.17) para |a| = m. Como N > (m — 1)p, podemos aplicar o Lema (que
seré visto mais adiante) com w = v’ € W17 ((0,1),+N~1). Portanto

o(m=1)(¢)
t

w(mflfj)
t

LP((0,1)N-1)

< Gjllwllyymr.
LP((0,1),¢N-1)
< C]'”’UlHle\,]lj,p < C]'HUHngl, V] = O, 1,. o, m— 1.

Como querfamos demonstrar.

Prova do Teoremal[0.1k

(1) Para u € W_7(B) tem-se v € W™P((0,1),tN"1). Pela Observagéoutem—
se V€ C"1((0,1]) com V(" existindo q.t.p. em (0,1), V(™) mensurével,
o) = vU) q.t.p. em (0,1) fo (VU (#)|PN-1dt < co. Portanto U(x) := V(|x]|)

é a funcdo procurada.

(2) A equagéo (I) segue do Lema[1.3)e do Teorema Vejamos agora a imersdo
P(N+B)
W;de(B) — LPN””P (B, |x|P). Note que

—mp Bp
@ < [ullx] 7 < Cllullwmppy < |u|¥ m"|x|’3<C||u||vaJ’2” (B)"

21



1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Assim,
P(N4E) N— N 8 N—mp
+ (N+ﬁ) PN o PP (N+8)
Il s = ([ 155 i ) = (55 )
L N- mp B|x| B
N+/S N+ﬁ) ﬁpZ\Jlrfg
< CllER Tl P < Clullinifyy = Clieliwnrin

" (B)

N
onde usamos a imerdao W (B) — LN (B).

(3) Segue do Lema([l.4]e do Teorema
(4) Segue do Lemal(l.6]e do Teorema

Prova do Corolério Seja (1) em W;Z;ip(B) limitada. Como W™ (B) — L!(B)
é compacta, temos que, a menos de subsequéncia, (u,) é Cauchy em L!(B). Como

1<g<p:=5 ( P ), pela desigualdade de interpolagéo, existe 6 € (0,1] tal que

P 5 0 5|10
[ 71— [x] Tz |71t — [x] Tz | Tt — x| T u
L9(B) LY(B) LP(B)
B g
Disso e que |x|7 < |x|7 Vx € B, obtemos que
PRIL 5 PR
[n — uz]| La g pp) < |x|q”n | X[ Tug [ Tun — [ Tu ||
L1(B) LP(B)
. 5 5 |10
<t = gy |11 P20n = (11|
LP(B)
= lJun =zl fs gy e — w5,
L1(B) "1 n LPB\XVS)
n,1— 00
< Cllatn — 11 gyl — [y ) 25 0.

Portanto (u,) é Cauchy em L(B, |x|f), ou seja, (u,) converge em L1(B, |x|f).

1.2 Desigualdades do tipo Hardy: Prova do Teorema(0.3

Antes da prova do Teoremapara fun¢des sem condic¢des na fronteira, vejamos

o seguinte resultado:
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Teorema 1.9. (Veja Teorema 4.3 e Observagio 4.4 em [11]) Seja 1 < p < oo. Entdo a

[zpuear<c [ 20w owar w1s)

é vilida para todo z € W™ ((0,1),v) tal que z\) (1) = 0, para qualquer j = 0,1,...,m —

desigualdade

1, se, e somente se,

sup. (/Ox(x - t)<m1>vu(t)dt)’l’ (/1 (0(t))7 T dt) i <o e

=

1 p-1 (1.19)
x P 1 (m=1)p 1 P
sup ( / u(t)dt) ( / (F—x) 71 (u(t))7 dt) < o0,
0<x<1 \/0 x
onde u e v sio fungdes mensurdveis positivas q.t.p. em (0,1).
Prova. Consulte [[11]]. [ ]

Lema 1.10. Suponha N > mpep > 1. Paracadaj=0,1,...,m existe C; > 0 tal que
dado w € W™P((0,1),tN~1) tem-se

/

Prova. Seja w € W™P((0,1),tN~1). Basta mostrar (T.20) para j = m. Em outras

w(m—j)(t)

N-1 < N-1
; N-14y C/ Z ‘t dt. (1.20)

lm]

palavras, devemos mostrar apenas que para todo w € W™?((0,1),tN~1) tem-se
1 1P 1 m ,
/ —a;(m) tNldt < C/ Y- ’w(l)(t) ’p tN1dt. (1.21)
0 0 i=o

De fato, supondo (1.21), como wm=i) e WiP((0,1),tN=1), obtemos

/

w(m—j)(t)

: tN=14t < C
t]

(m— ]+z ‘ N=1 44

k io
/ i O(n)|" N ar

Agora mostremos (1.21)). Defina

2() = wl(t) — mi: w(];,(l) (t—1)i, comt € (0,1).
fa
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Dai, z(" (t) = w™(t) e

(t—1)7" Vi=0,1,...,m—1eqtp.te (0,1).

j=i (] - i)!
Assim z()(1) = 0 paratodoi =0,1,...,m — 1 e por (T.T4) obtemos

] el

Vi=0,1,..., m—1. 1.22
we, " 12

Caso p > 1: Neste caso vamos aplicar o Teoremacom u(t) = tN=-"r"len(t) =

tN=1. Primeiramente, como N > mp > p tem-se

i 1 m— — A
(/xtN—mP—ldt>p (/ (t—x)<r’11)pt_r’11dt) '
0 x
N—m

1 p 1 mp—p-—N+1 pT
SRR
(N —mp)» .

p-1 p1
T ()
(N —mp)7 - N
—1
_ (p—1)7
o N—mp’

para todo x € (0,1). Logo

1 1 p
/ |z(t)|PtN—mP—1dt§C/ ‘z(’”)(t)’ N=1g¢. (1.23)
0 0
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Usando (1.22) e a definicdo de z(t), obtemos

)

()] < J2(¢) |+Z’ =11 < |z (t |+2Hw ...

Lp
Nfl

Usando isso, (1.23) e (a + b)7 < 2947 4 2969 Va, b, q > 0 obtemos que

/

w(t)|”

tﬂ’l

P
. ) tN—mp—ldt

tN”dtgu/l p@n.Fngwow
0 j=0 WNril
1 m—1 ) 1
S C/ z()[PENP T+ C Y Hw(l)Hpr / pN=mp—14;
0 j=0 WyZ1 J0
1 g
SC/O ‘Z(m)(t))ptNldthCmZ/o ‘w(])(t)‘pthldt
=0
N ) (] N1
SC/ Z‘wf(t)‘ N-14¢,
(U

Caso p = 1: Mostremos que

1 —
/|z(t)|tN_k_1dt§ N k 1 /‘ tN—ldt VO <k<m.
0

De fato, para k = 0 é imediato. Suponhamos vélido para k < m. Portanto

1 1 1
/ |z(t)|tN_k_2dt=/ z+(t)tN—k—2dt+/ z~ ()N F24¢
0 0 0

1N—k—1 N ON—k—l 1 N , tN—k—l
N—k—l_z(mN—k—l_A (2" (0) =%

3 1N—k—1 3 ON—k—l 1 B p tN—k—l
+Z(UN—k—1_Z(mN—k—1_A (27 (1) =

2 1 —q—
Sm/ |Z/ t)‘tN k 1dt

k+1
<2 NkZ/‘

— 2% (1)

tN —14¢.

n
Prova do Teorema[0.3] Pela demonstragéo do item (3) do Teorema obtemos que

para um « multi-indice

|oe| -1 pllal=i
|D4x |<C Z (’xD

—, Vx € B\{0}.
i=0 | |
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Assim, paracadaj=0,1,...,mex € B\{0},

p ‘
Dm—j P C. m—j =1 (m—j—i) P
’ u(x)‘ < J_ Z \D”‘u(x)| < C] U—H_(’x’)| .
| x|/ |x|P] || =m—j i=0 | x|t
Logo,
i p — i p
Dm—j m=11_(m—i)
[pux)| <y |° E"C') Vji=0,1,...,mex € B\{0}.
| x|/ i=j x|
Pelo Lema segue que
D @] |" 4 o e D [
/ | dx <G ) / - tN=1qt
B x|/ i Jo t

Portanto, pelo Teorema|[I.2} tem-que

J

|D"™u(x)|
x|

dx<C/Z’ (%) dx<C/Z‘D1

1.3 Imersdes de Sobolev em espac¢os de fun¢des com si-

metria parcial
Nosso objetivo nesta se¢do é demonstrar o Teorema Este Teorema é uma
importante ferramenta para encontrar solugdes de (5) e (6).

Lema 1.11. Sejam [,m, N, p, p; e q; como no Teorema[0.4 Fixe p € (0,1). Para cada
j=12.. . definaQ; ={x e RN : o/ < |x] < p '} eE = {u e WPQ) :

u(y,z) = u(lyl, |2) v(y,2) € Qjy ondey = (y1,-., 1), 2 = (21, 2n-1) € X =
(y,z). Entdo existe C > 0 (que nao depende de j e p) tal que para todo u € E; tem-se

S 2
dx > Cp/% / |u|Prdx
Q
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Prova. Defina os seguintes conjuntos
1=9Wt) € L <|yl"+ <;e>|y| :

1
D, = {(s,z) e RN 1 <624 2% < — e |z| <s},
P

O ={(y,2) € Qj:lz| > [y} e Or; = {(y,2) € O : 2] < [y|}-

Usando as mudangas h; : O1; — Ple x SN=I=1 e p, : Oy — prz x §i-1
definidas por 11 (y,z) = (y,|z|, é—‘) ehy(y,z) = (y,|z|, é) obtemos que

/;ﬂf(x”pdx::.K;M!f(Xdex%—/;M|f(xHde

_ ,tpdddt// ,2)|Pdoydsd
Lo ooy F DIyt [ (s, 2)lFdodsd

—C / Iy, PN dyde + C / Cf(s,2)|Psidsdz. (1.24)
P]Dl pJDZ

Defina wq(y,t) = u(p'y,p/z) com t = |z| e wa(s,z) = u(p'y,p'z) com s = |y|.

Note que u(y,z) = wl(%,é) eu(yz) = wz(ﬁ,é). Para cada &« = (a1,...,aN)

considere &, = (ay,...,4;,0,...,0)ea; = (0,...,0,a141,...,an), assim D*u(y,z) =

D% D*:u(y,z) e, pelo Teorema
2
a_kD’X]/w 1 B
otk = I\ i ol

|

= o2k

D <D"‘yw1 (l, E))
o/’ ol

para todos (y,z) € RNek=0,1,...,m. Logo, paratodoi =0,1,...,m,

o (0 (w1 (5)))

|z | =k

‘Diu(y,z)‘zz Y. D%u(y,z)* = Zl:

|| =i |y =0 oz | =i—acy

2

j 2
= l 1 D% [ D*w 1 H
- = 2]y | ! p]" pf
|ty [=0 [az |=i—|ay] P
) . 2
> C l 1 — ! . az'—\m D%w, (l M)
. Pyl p2ileyl p27=2]layl | opi=lay] ol ol
2
= % Diwl <1, i)
P oo

Logo, de maneira analoga para wy, obtemos, para todoi =0,1,...,m,

Diwl (l’ i)
o p

‘Diu(y,z)‘ > £

57 e ’Diu(y,z)‘ > —

c D%Q<E”i>w
pl" p!

pY
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Disso e de (1.24), obtemos

m . p
pdx >C / D'w; (l,i)' tN_l_ldydt
D1 i=p oo
m

Dy (2,2
K|

piDy i

/Qjé‘Diu

_|_

si- 1dsdz> = C(L+1). (1.25)

Como D; e D, satisfazem a condi¢do do cone, pelo Teorema 4.12 de [1], conclui-
se WP(Dy) < L'1(D;) e W™P(D,) < L™2(D;) onde r; = 2L — p e, =

I+1—mp
If]’(_lﬁ;m. Usando que ! > N — [, tem-se
_ p(N=I+1—mp+mp) mp? - mp?
2= N—-I+1—mp _p+N—l+1—mp_p+l+1—mp_pl'
Logo
]| zer(py) < ClliE][wmr(p,) Vii € WP(Dy)
e

]| Le1(py) < ClldE|lwmr(p,) Vil € WF(Da).

Usando que t > o/ se (y,t) € p/Dy, a mudanca h(y,t) = (p'y,p't), a imersdo de
Sobolev WP (D1) < LPi(Dy) e quel > N — I, temos

m p
j(N-1-1) i (Y F
L >p / E’le(pf'pf>

0’'D1 ;5
. . . 141

> CoN e, = o™ ( [ el ayar

r

= Cp/Np~ U+ 3 (/ |V1dydt) !
0'D

> Cp]N J(N=I+1) F’E ( lu(y, t) |p’dydt>

dyd_t = p]'(Nflfl)p] (I41) ”wlnwmp D)

r
PI

P P

"o ([t Payar)”
p'Dy

De forma similar,
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

m

- s z
D! zz dsdz = j(1-1) j(N—I+1) .
przl'—Zé 2 (pf pf)' e ezl
A
' i i\ [P P
> CP]N”ZUZHLPZ )—CP]N (/D u <p]s,pjz>‘ ldsdz) :
2
r

=N N[t asaz)”
P'D2

I > /- / |

D)

Entéo,

p

lu(s,z) |V dsdz) "

L> ij(N—(N—l—H)p%) (/
p

iD,

Portanto, usando (I.24) e as estimativas obtidas para I e I em (I.25), concluimos

i ?
P dx > Co/ [(/ lu(y, t)|" dydt) " (/ lu(s,z) |V dsdz) pl]
p/Dy p'Da

p

> con ([ o Payar+ [ s z)saz)”
p’'D1 /Dy

m .
‘Dlu
o &

r
> Cpl / |u(y,t)|pltNlldydt+/. lu(s,z)|P's'1dsdz "
p’'Dy P’ Da

p

) P
P ( Q].'”' x)
]

Prova do Teorema 0.4, Fixe p € (0,1). Para cada u € Wlm’p(B), usando que B =
U210 U {0}, 0 Lema|l.11|e que 8 > %, obtemos que

/|x|l3|u|i’ldx: 2/ |x|P|u|Prdx < Zpﬁ(j—l)/ |u|Prdx
B =179 j=1 Q;
P1
e} . . m X 4 4
< Czpﬁ(J—l) <p—mz/ Z‘Dl” dx)
= y

o [ (o) |
dx)p: </Z‘Dl

<=

P19
<co oy (E/ Z\Dl

dx) ,
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

: P14 _ P
poisp](’g_ r) <p b P Vji=1,2,...,jaquep > %.
n
Provado Corolério A imersdo continua Wlm’p(B) — L1(B, |x]/3),com1 <qg<p,

segue da equagdo (), pois se ¢ = p; segue imediato de (@) e se g4 < p; entdo, pela
desigualdade de Holder,

pPi—4
P1

Ry
Sl=
- =

by Bo-a) N\ 7 ]
gy = ([, 7 bt 5 )< (Pl

< Cllull o g jx 8-

(/B |x|ﬁdx)

Mostremos agora a imersdo compacta para 1 < g < p;. Seja (1) em W,"”(B) li-
mitada. Como W"F(B) — L!(B) é compacta, temos que, a menos de subsequéncia,
(uy) é Cauchy em L'(B). Como 1 < g < pj;, pela desigualdade de interpolagio,
existe 6 € (0,1] tal que

B B 8 g B gt
|x[ e — |x| 7 uz |x[ 72 — |x[ 7w |x[ 71 — |x| 705 :
L9(B) L1(B) L1 (B)
B B
Disso e que |x|7 < |x|" Vx € B, obtemos que
s |I° 5 5|10
ln = till Lo 1) < x| T2t — ] 1 |x[Tun — [x[Tuz
L1(B) L1 (B)
) 5 5|10
< it — g ) |11 00— [0 0z
L”1(B)

= N = vl gy 14— w4

J—
< Cllun — ”ﬁ“il(g)”un ”n”wmp( B) =R,

Portanto (u,) é Cauchy em L7(B, |x|P). Pela completude de L7(B, |x|P), (u,) con-
verge em L1(B, |x|P).

Observacgdo 1.12. Supomos a todo momento que N — [ < [ devido ao fato que, para
todo! =0,1,...,N, tem-se

W""(B) — L1(B, |x|F) & Wy, (B) — L(B,|x|P).
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1. Demonstragdes das imersdes e da desigualdade de Hardy

Prova. Segue imediatamente do fato que dado u : RN — R definindo
B(X1, ., X, X141, -0, XN) = U(X141, oo, XN, X1, -2, X])
tem-se que

<u e W' (B) =i € w;v”fl(B)) e <u € L(B, |x|f) < @ € L(B, |x\ﬁ)) .
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Capitulo 2

Aplicacdo em equacao do biharmonico

do tipo Hénon

2.1 O caso radial e a prova do Teorema

Através dessa secdo, a menos de explicitado, N > 5 (pois estudaremos o caso

ueN >mp =4),a >0ep € (1, w . Para sintetizar notacdo, denotaremos
q p p N—4 ¢

Hi.q por

d
H(%,rad(B) se Bu = u, % ou por H2 4(B) N Hy(B) se Bu = u, Au.

"ov

Proposigdo 2.1. Em H?(B) N H}(B) as seguintes normas sdo equivalentes:

1 1
2 2
Il = ( [, o+ V024 10202 ) e full = ( | 1aul%ax)

Apresentaremos uma prova de acordo com a referéncia [12].
Prova. Vejamos que [|u|a 5 < C||ul[p2(p). Usando que a norma da soma ¢ limitada

pelo norma euclidiana em RN, obtemos

o%u
7
1

2 N 2 2
o-u
d<C/ ouY g

N
2 2
u = Au dx</ —
Iulid,p = [ 180 dx < B(; -
2
<c/ ax=c [ D2 dx < ljul?
ax 8x] B - H2(B
Mostremos, agora, que ||ul[2(5) < Cl[u[|a,p. Para isto, defina
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2. Aplicacdo em equagao do biharmonico do tipo Hénon

—A:H?(B)NH{(B) — L*B)
u = —Au.

Note que —A ¢ linear, continua (pela primeira desigualdade ja demonstrada) e inje-

tora. Vejamos que é sobrejetora. Dado w € L?(B) considere o problema

—Au = wem B,

u = ( sobre dB.

Usando uma aplicagdo candnica do Teorema de Lax-Milgram (Vide Corolario 5.8 em
[3]) obtemos uma solugéo fraca u € H}(B). Por regularidade L? (Teorema 9.15 em
[9]) e pela integragdo por partes obtemos uma solugdo forte u € H?(B) N H}(B), ou
seja, —Au = w. Isso conclui que —A ¢é sobrejetora. Portanto, segue do Teorema da

Aplicagdo Aberta (Teorema 2.6 em [3]) que (—A)~!

é continua, ou seja, existe C > 0
tal que 4]z (s < CllAull2sy = Cllla
|
Segue imediatamente desta Proposicdo que [|Au||;2(5) € uma norma equivalente
a usual em H,,q, pois Hiaqg C H?(B) N H}(B). Por isto usaremos a norma em H,,q
como [[u]|H,,, := [[Aullr2(p)-
Usando o Teorema [0.T1 com m = p = 2 e a Proposi¢do [2.T| conclui-se dois Co-

rolarios:

Coroldrio 2.2. Existe C > 0 tal que para todo u € H,,q tem-se

([, |Auf2dx)?

N—14
| x| 2

u(x)| <C

,  VxeB\{0}. (2.1)

Corolario 2.3. Se g € [1, Z(Ii\,]jf ) ), entdo a imersdo H,,q < L9(B, |x|*) é compacta.

Dizemos que 1y € H,,q € solugdo fraca de (B)) se uy é ponto critico do funcional
C'(Hyaq, R) dado por

1 1
== [ |Aul’d ——/ “ly|PHdy,
Jrad (1) 2/3‘ ul~dx " | ul dx
ou seja, ug € Hy,q satisfaz

/Aquvdx = / |x|* o |P T uguvdy, Vv € Hpag- (2.2)
B B
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2. Aplicacdo em equagao do biharmonico do tipo Hénon

Defina
Aul?d 2
MAgrad = inf J |Aufdx = inf el (2.3)
M ([ [x|*[ulpHidx) piT S 112y i1 g e

Denotaremos este infimo por m 4 rad ppc quando Hy,gq = H&m 01(B) e analisando
(5) com condicdo de Dirichlet. Analogamente mp , raq Npc denota este infimo quan-
do Hyaq = H24(B) N H}(B) e analisando (§) com condigéo de Navier.

Proposicao 2.4. O infimo em (2.3) é atingido para algum u € H;,q com u # 0. Além

disso, um multiplo de u serd uma solugdo fraca ndo nula de (5).

Prova. Seja (v,) em Hp,q\{0} tal que

||UTZ ||%Irad n—o

2 MA x rad-

Hvﬂ HL’”H(B,HxP‘)

Defina u, := v,/||vy||H,,,. Note que (u,) é limitada em H,,q e pelo Teorema de
Kakutani (Teorema 3.17 em [3]) existe up € H,,q tal que, a menos de subsequéncia,
Uy, — ug em Hp,q. Pelo Corolério temos que u, — ug em LP1(B, |x|*). Veja que

ug # 0, pois caso contrario

lunllFy,, v

1= ||u”||%fr HM”HLP+1 B,|x|%) H ||u0||LP+1 B,|x|* )mA,Dc,rad = 0.

nHLp+1 B,|x|*)

Como u, — ugem H,.q, pelo item (iii) da Proposicdo 3.5 em [3], segue que ||ug|| 1

rad —

liminf ||u,||g,, = 1. Assim

luoll?,, 1 i
M S = Tim a2 T ~ Ml
HOlLper (g xjey T MLt (g e HnllLr1 (g jxfe)
Disso segue que o infimo é atingido.
Deﬁnindof( ) = Hu”AB eg( ) HuHLpH(B |x|®) obtemos
MA grad = inf I Hzrad inf |ul|3, = inf f(u)
ST uE€H,2q ||u||LP+1 B, |x[®) uE€Hq Hyad u€H,q
w0 Il 1 g gy =1 g()=1

Como este infimo € atingido, temos que existe g € Hyag com [|[ug|| p+1(p jxe) = 1 €
HuO”%Irad = Mp 4 rad- Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € R

tal que

f'(uo) = Ag'(uo).
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2. Aplicacdo em equagao do biharmonico do tipo Hénon

Dai, f'(up)v = Ag'(ug)v Vv € H,,q, Ou seja
/ AugAvdx = A/ |x|*ug|P L ugody, Vv € Hpag- (2.4)
B B

Tome v = ug, assim ||1,[0||2 = AHuOHLPH (Bx0) = A. Como up # 0 entdo A > 0.

Afirmamos que u(x) = uo( ) é solugdo fraca de (§). De fato, por 2.4), temos

)\F’ AT
que

/AuAvdx:APll/Aquvdx: 11/\/ |x|*|uo| P tugudax
B

1
—/ |x|* |/\P Tuo|P~ 1/\1u00dx:/ |x|*|u|P"luvdx Vo € Hyag.
B

Observagio 2.5. Sejam 0 < 7y < le f € C%7(B) uma funcdo satisfazendo f > 0 em
B, f # 0 e f éradial. Se u é solugdo classica de

—Au = fem B,
u = 0 sobre 0B,

entdo u > 0 em B, u é radial, ndo crescente (quando analisamos para v(|x|) = u(x))

e
W(s) = —SNL_l /0 TR Vs e (0,1). (2.5)

Segue disso que u é estritamente decrescente se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que
f(x) > 0 para todo x € B(0,¢).

Prova. Como f > 0, entdo Au < 0. Dali, pelo principio do maximo forte (Teorema
2.2de[9]), u > 0 em B.

Para verificarmos que u é radial devemos mostrar que u(T(x)) = u(x) para
todosx € BeT : RN — RN operador ortogonal (ou seja T invertivel com T—! = T*).

Para isso fixe T operador ortogonal e note que 1 o T — u é solugdo do problema

—Av =0em B,
v = 0 sobre 9B.

De fato, (uoT)(x) —u(x) = 0 Vx € 9B e como A é invariante por operadores

ortogonais e f é radial, obtemos, para todo x € B, que
Ao T —u)(x) = Auo T)(x) — Au(x) = Au(T(x)) — Au(x) = f(T(x)) - f(x) = 0.
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2. Aplicacdo em equagao do biharmonico do tipo Hénon

LogouoT —u =0.Daiu(T(x)) = u(x) Vx € B.
Por fim, mostraremos (2.5) e o resto segue. Usando a identificagdo u(t) = u(|x|),

obtemos

Entao

~Bu= f () + () = (1

= u" ()N (N = D20/ (1) = — f(1) V!
= (W (N = —f()

= 1/(s)sN "t —u/(0)0N 1 = — /Osf(t)tN_ldt Vs € (0,1]

—ul(s) = —SNL_l /Osf(t)tN_ldt Vs € (0,1].

Observagao 2.6. Se u é solugdo cléssica de (5) com condi¢do de Navier, entdo
u>0emB < —Au > 0em B.

Prova. Defina v := —Au, assim

u>0emB = A%u = |x|*u|’'u >0em B = —Av>0emB = v >0em B

= —Au > 0em B.

Note que usamos que v = 0 sobre 0B e o principio do maximo forte (Teorema 2.2 de
[9]) na terceira impli- cagdo.
Por outro lado, se —Au > 0 em B entdo segue imediatamente do principio do

maéximo forte (Teorema 2.2 em [9]) que u > 0 em B. [ ]

Proposicdo 2.7. Seja u € Hyyqg com u # 0 um minimo de my , r,q como na Proposigdo

24

(1) Se Bu = u, Au, entdo u satisfaz u, —Au > 0 em B ou u, —Au < 0 em B. Além
disso, se u, —Au > 0 em B, entdo u e —Au sdo radialmente estritamente de-

crescentes;

(2) Se Bu = u, ‘3—5, entdo u satisfaz u > 0 em B ou u < 0 em B. Porém, Au muda
de sinal em B. Além disso, se u > 0 em B, entdo u é radialmente estritamente

decrescente.
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Prova. Segue das Proposicdes [3.8] e 3.9 as quais veremos mais adiante, que u €
H,,q N C*7(B) paraalgum 0 < 7y < 1.

Prova de (1): Suponhamos, por contradi¢do, que u muda de sinal em B. Considere
o problema

—Aw = |Au| em B,
w = 0 sobre dB.

Como |Au| € L?(B), uma aplicacio candnica do Teorema de Lax-Milgram (Co-
roldrio 5.8 em [3]]) garante uma solugdo fraca w € H}(B). Pelo Teorema 9.15 em
[9] obtemos que w € H?(B) N H}(B) e é solugdo forte. Mostremos agora que w é
radial. Tome T : RN — RN operador ortogonal, usando a invariancia de A com T,

tem-se que

—Aw—woT)(x) =—Aw(x) +A(woT)(x) = —Aw(x) + Aw(T(x))

[Au(x)| = [Au(T(x))| = [Au(x)] = [A(u o T)(x)|
= |Au(x)[ = [Au(x)| = 0.

Com isso e w —wo T € H}(B) conclui-se w = wo T. Portanto w é radial. Pelo
Teorema 6.14 em [9], w € C?(B) e é solucio classica. Assim w € Hi,q.

Note que
—Aw = |Au| = —Aw > £Au = —A(w+u) > 0.

Pela hipétese de contradi¢do obtemos que w # u e w # —u, pois w > 0 devido ao
principio do méximo forte (Teorema 2.2 em [9]). Logo o principio do méximo forte

garante w = u > 0. Entdo w > £u. Dai w > |u| e disso segue que

|| ||2rad _ f |Aw|2dx < f |Au|2dx _ ” Hzrad
2 2 ’
”w||LP+1 (B|x|%) (f|x| jw[PHidx) 7T ([ x| [u|PHdx) P Hu”LP‘H (B,|x|)
o que contradiz a minimalidade de u.
Pela Observagao2.6/temos que —Au tem o mesmo sinal de u. Defina v := —Au €

C27(B) e dessa forma, por (5), u e v sdo solugdes cldssicas, respectivamente, de

—Au =vemB, —Av = |x|*u’ em B,
e

u = (0 sobre 9B. v = 0 sobre 0B

(2.6)

Finalmente, usando a Observacio[2.5 obtemos que u, —Au radialmente estritamente

decrescente.
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Prova de (2): Segue da pagina 136 de [5] que u > 0 ou u < 0 e que u é radialmente
estritamente decrescente se u > 0. Suponhamos u > 0 e, por contradi¢do, que Au
possua o0 mesmo sinal. Como u > 0, pelo principio do maximo forte (Teorema 2.2
em [9]), Au < 0. Fixado xo € 9B, pelo Lema de Hopf (Lema 3.4 em [9]), temos
que 3—5(3(0) < 0. Isso contradiz a condi¢do de fronteira Caso u < 0 seguindo
um argumento analogo encontra-se um xy € dB com av “(xp) > 0 contradizendo

a condicdo de fronteira.

Coroldrio 2.8. Tem-se a seguinte desigualdade

Mp o rad NBC < ™p 4 rad, DBC

Prova. Como Hg,rad(B) C H:%ad(B) N H} (B) temos que

My o rad NBC < ™ rad, DBC

Suponhamos, por contradigdo, que a igualdade é valida. Assim existe u € H 0 ra d( )
com u # 0 e minimo de m Aarad DBC © de m Aarad NBC: Pela Proposicdo @ obte-
mos que Au tem o mesmo sinal e que muda de sinal. Contradigao. n
Prova do Teorema|0.6]

Prova do item (1): Usemos a Proposicdo 6 de [4] em (2.6). Dessa forma concluimos

devido a
N+a N N +a N  (N+a)(N—4) N
ty<vam 13 T3
p+1 2 ;\F]+“+1 2 N+4+4+42a+N—-4 2
(N+a)(N—4) N N-4+N
— _—— ———— = —2_
2N + 2« +2 2 N

Prova do item (2): Lembremos que para encontrar essa solugdo estamos supondo
l<p< N+2(24+a)

cente basta usar a Proposicdo

Para concluir que u e —Au sdo radialmente estritamente decres-

2.2 O caso com simetria parcial e provas dos Teoremas

0.7 e [0.8]

Nesta secdo estamos supondo
(H1) N > 4;
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(H2) leNe2<N-I1<1

(H3) 2<p+1<2,o0onde?2 := z(llj;) sel > 4 e 2; é qualquer elemento de (2, c0) se
[ <3

(H4) a > 2] onde g := N— (N—1+1)2.

Para simplificar notacdo, H; simboliza

d
W22(B) N H3(B) se Bu = u, % ou W>*(B) N H}(B) se Bu = u, Au.

Como visto na Proposicdo temos que as normas ([, [u|*> + |Vu|* + |D2u|?)2

1 : : :
e (fz|Aul?)2 sdo equivalentes em Hj. Portanto, consideremos H; munido com a

%
fullg = { [, loufax) "

Pelo Corolario[0.5]e as hipéteses (H3) e (H4), obtemos

norma

Corolério 2.9. A imersdo H; — LPT1(B, |x|*) é compacta.

Defini¢ao: Dizemos que 1y € H; é solugdo fraca de (5)) se 1y é um ponto critico do
funcional C!(Hj, R) definido por

1 1
u) == Auzdx——/ x|%ulPHdx,
hw) =5 [ 18uPdx o [ Il
ou seja, up € Hj satisfaz
/Aquvdx:/|x|“|u0|P_1uovdx Vv € H;.
B B

Defina

Au|?dx ul|?
Mp gy = inf J 1au] = inf l‘i 2.7)
WEH ([ |xfafulptidx)pr e Ty g e

Denotaremos este infimo por m, ., ppc quando H; = WZZ’Z(B) N H}(B) e anali-
sando (5) com condicdo de Dirichlet. Analogamente denotaremos este infimo por

m, .1 NBC quando H; = le’z(B ) N HE(B) e analisando () com condigdo de Navier.

Proposi¢do 2.10. O infimo em (2.7) é atingido para algum u € H; com u # 0. Além

disso, um multiplo de u seré solugdo fraca ndo nula de ().
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Prova. Seja (v,) em H;\{0} tal que

Defina u,, := v,,/||vn||,- Note que (u,) é limitada em H; e pelo Teorema de Kaku-
tani (Teorema 3.17 em [3]) existe 1y € H; tal que, a menos de subsequéncia, u, — ug
em H;. Pelo Corolario 2.9, temos que u, — ug em LP*1(B,|x|*). Veja que ug # 0,

pois caso contrario

17,

]‘ = ||un||%‘ll || n||LP+1 B |X| || H
Up

7’1 [e <]

||u0||Lp+1 B,|x|) Al = 0.
LP+1(B,|x|*)
Como u, — ug em Hj, pelo item (iii) da Proposicdo 3.5 em [3]], segue que ||ug ||, <

liminf ||u,||g, = 1. Assim

l[uoll3, 1 . lunll,
MA ] < = lim = MAwl-
||u0|| hm”u””Lerl B ||un||Lp+1 B
A x[*) A x[*)

Disso segue que o infimo é atingido.

Definindo f(u) = [[ull3;, e g(u) = ||u||U,+1 (,xs) OPtemos
mp ) = inf I Hzrad inf |ul|3, = inf f(u)
Al = ueH, H”HLp+1 B, ucH, H = eh, '
120 |x|%) Il 1 gy =1 g(u)=1

Como este infimo é atingido, temos que existe 1y € H; com ||ug]| LBty = 1€
||uo||%{l = mp 4. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal

que
f'(uo) = Ag'(uo).
Dai, f'(up)v = Ag'(ug)v Vo € Hj, ou seja

/ AugAvdx = A/ || * |10 |P L ugudx Yv € H;. (2.8)
B B

Tome v = ug, assim HuO”Z = AHuOHLPH (B,|x|) = A. Como uy 75 0 tem-se A > 0.
Afirmamos que u(x) = leluo( x) é solugdo fraca de (). De fato, por 2.8), temos

que
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1 1
/AuAvdx = )U’l/Aquvdx = /\Pl/\/ |x|* g |P L ugvdx
B B B
1 1

:/]x|"‘\/\l’—1u0]”1/\ﬁ—1uovdx:/ |x|*|u|Ptuvdx Vo € H,.
B B

Observacgao 2.11. (1) Seja f € L?(B) tal que f(y,z) = f(|yl,|z|) onde x = (y,z).
Se u € H}(B) é solugao fraca de

—Au = femB,
u = 0 sobre 0B,

entao u(y,z) = u(|yl, |zI).

(2) Seja f € L?(B) tal que f(y,z) = f(|y|, |z|) onde x = (y,z). Seja u € H solugdo

fraca de

A’u = f em B,
Bu = 0 sobre 0B,

onde H denota H2(B) N H}(B) se Bu = u,Au ou H denota H3(B) se Bu =
u, % Entdo u(y,z) = u(|yl, |z|).

Prova.

Prova de (1): Por regularidade L? (Teorema 9.15 em [9]) obtemos que u € H?(B) N
H{(B) e é solugao forte. Fixemos T; : R' — R! e Tyy_; : RN~! — RN~! operadores
ortogonais. Queremos mostrar que u(y,z) = u(T;(y), Ty_i(2)) ¥(y,z) € RE x RN—L,
Denotando Tx(y,z) = (T;(y), Ty—_i(z)) obtemos que Ty é ortogonal e

—A(u—uoTy)(y,z) = —Au(y,z) + Auo Tn)(y,z) = —Au(y,z) + Au(Tn(y, z))
= f(v.2) = f(In(y,2)) = f(y,2) = f(Ti(y), Tn-1(2)) =0,

para todo (y,z) € R x RN\, E como u — u o Ty|yp tem-se u(y,z) = u(Tn(y,z))
para todo (y,z) € R x RN, ou seja, u(y, z) = u(T;(y), Tn—1(z)) para todo (y,z) €
R x RN,

Prova de (2): Fixe T) : RY — R'e Ty_; : RN=! — RN~/ operadores ortogonais.
Defina Tn(y,z) = (Ti(y), Ty_i(z)) e, dessa forma, obtemos que Ty é ortogonal.

Como u € H é solucdo fraca temos que

/B Au(x)Ao(x)dx = /B F(x)o(x)dx Vo € C2(B). (2.9)
4
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Usando a invaridncia de A com Ty, a equacgéo (2.9) e Ty como mudanga de varidvel,

temos que

/B A — 10 Ty) (x)Ao(x)dx = /B Au(x)bo(x)dx — /B Au(Ty(x))Ao(x)dx
= [ Au(x)so(x)dx = [det(TY| [ sum)a(oe T3h) )y
:/Bf(x)v(x)dx— ]det(TZgl)’ /Bf(y)v(Tﬁl(y))dy
:/Bf(x)v(x)dx—/Bf(TN(x))v(x)dx:O Vv € C°(B).

Como para cada ¢ € CZ°(B) existe v € C°(B) tal que Av = ¢, tem-se que
/BA(u w0 Ty)(x)g(x)dx Ve € C®(B).

Entdo A(u —uoTy) = 0em B. Como u —uo Ty € H}(B), entdo u = uo Ty em B.

Como queriamos demonstrar. |
Proposicdo 2.12. (Os sinais das solugées) Seja u € H; um minimizador de m, , ;.
(1) Se Bu = u, Auentdou, —Au > 0em Bou u, —Au < 0 em B;

(2) Se Bu = u, % entdo u > 0 em B ou u < 0 em B. Entretanto, Au muda de sinal

em B.

Prova. Segue das Proposicoes e as quais veremos mais adiante, que u €
H; N C*7(B) paraalgum 0 < y < 1.

Prova de (1): Suponhamos, por contradi¢do, que u muda de sinal em B. Considere
o problema

—Aw = |Au| em B,
w = 0 sobre dB.

Como |Au| € L?(B), uma aplicagdo candnica do Teorema de Lax-Milgram (Co-
rolario 5.8 em [3]) garante uma solugdo fraca w € H}(B). Pelo Teorema 9.15 em
[9] obtemos que w € H?(B) N Hi(B) e é solugdo forte. Pelo Teorema 6.14 em [9],
w € C%(B) e é solugdo classica. Assim Aw = |Au| = 0 em dB. Vejamos agora que
w € Hy. Tome T; : Rl — Rle Ty_; : RN-1 — RN~/ operadores ortogonais, entdo
Tn(y,z) == (Ti(y), Tn_1(z)) é ortogonal e

—Aw—woTy)(x) = —Aw(x) + A(w o Tyn)(x) = —Aw(x) + Aw(Txn(x))
= [Au(x)| = |Au(Tn (x))| = |Au(x)| = |Au(x)[ = 0.
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Comisso e w —w o Ty € H}(B) obtemos que w = w o Ty. Dessa forma w € H;.

Note que
—Aw = |Au| = —Aw > £Au = —A(w £+ u) > 0.

Pela hipétese de contradi¢do obtemos que w # u e w # —u, pois w > 0 devido ao
principio do maximo forte (Teorema 2.2 em [9]). Assim o principio do maximo forte

garante w + u > 0. Entdo w > +u. Dai w > |u| e disso segue que

lwlld, [ |Aw|?dx _ [ |Au)?dx i,
2 2 7
||w||Lp+1 (B|x|) (f |x|®|w|PH1dx) PT ([ [x||u|PHidx) T |Iu”LP+1 (B,|x|*)
o que contradiz a minimalidade de u.
Pela Observacio 2.6 temos que Au tem o mesmo sinal de u. Defina v := —Au €

C%7(B) e dessa forma, por (B)), u e v sdo solucdes classicas, respectivamente, de

—Au=vemB, —Av = |x|*u’ em B,
e

u = (0 sobre dB. v = 0 sobre 0B

(2.10)

Finalmente, usando a Observagéoobtemos que u, —Au radialmente estritamente
decrescente.

Prova de (2): Pela secdo 2 e 3 de [7] temos que u > 0 ou u < 0 em B. Suponhamos
u > 0 e, por contradi¢do, que Au ndo muda de sinal. Como u > 0, pelo principio
do méximo forte (Teorema 2.2 em [9]), Au < 0. Fixado xy € 0B, pelo Lema de Hopf
(Lema 3.4 em [9]), temos que §; (xo) < 0. Isso contradiz a condigdo de fronteira.
Caso u < 0 seguindo um argumento andlogo encontra-se xp € 0B com a”( 0) >0

contradizendo a condicdo de fronteira. ]

Coroldrio 2.13. Podemos observar, mesmo ndo sendo necessério para os outros re-

sultados dessa dissertagdo, que

MA 5] NBC < MA 41 DBC-

Prova. Como W/*(B) N H3(B) C W}*(B) N HA(B) temos que

MA,.,1 NBC < MA 4] DBC-

Suponhamos, por contradigdo, que a igualdade é valida. Assim existe u € WZZ’2 (B)N

H3(B) com u # 0 e minimo de 11 , | NBC € M o1 DBC- Pela Proposicao obtemos
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que Au tem o mesmo sinal e que muda de sinal. Contradicdo. Portanto

MA 5] NBC < MA 41 DBC-

Lema 2.14. Sejam N > 4 e I, ], inteiros tais que Iy # 1,2 < N—-I[; <l e2 <
— I, <I,. Entao H11 N Hj, = Hyag.

Prova. Seja u € Hj N Hj, com [; < I. Queremos mostrar que se xo,x € B com

|xo| = |x| tem-se u(xp) = u(x). Fixe xo, x € B com |xg| = |x|. Digamos

x=(x1,...,xn) exg = (a),...,x%).

Definay := (x1,...,X1,), Yo := (x?,...,x?l),z = (X1,41,---,XN) €20 : (x11+1, ..,x?\]).

Como |xg| = |x| temos que
[vol® + [z0l* = ly[* + I2[*. (211)

Além disso, sem perda de generalidade, podemos supor |yo| > |y|. Por u € Hj,

tem-se

u(x) =u(|yl,0,...,0,|z|). (2.12)

De (2.11), obtemos |z|> = |yo|* — |y|*> + |20|*>. Usando isso e u € Hy,,

u(ly|,0,...,0,|z|]) =u <]y|,0,. -,0,4/1vol? — |y|%0,...,0, |20]) , (2.13)

onde o termo /|yo|? — |y| estd na (I; + 1)-ésima entrada. Como u € Hj, tem-se

u (|y|,0,...,0, \/vol>—1y/%0,...,0, |zo|> = u(|yol,0,...,0,|z0])- (2.14)

Devido a u € Hj, conclui-se
u(|yol,0,...,0,|z0]) = u(xp).

Portanto, por (2.12), 2.13) e (2.14) segue que u(x) = u(xo). u

Proposig50215 Sejam N >4,/ c Zcom2 < N—-I<lepcRcom2<p+1<2,

onde 2, (ll+31) se | > 4 e 2; é qualquer elemento de (2,0) se | < 4. Entdo existe

ao,p(p, N, l) > 0 tal que para todo « > agp(p, N, ) tem-se que

MA o1 DBC < MA 4 rad,DBC-
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Exibiremos a demonstracdo na se¢do seguinte.

Prova do Teorema 0.7, Fixe | inteiro com 2 < N — I < I. Note que temos L%J -1
possibilidades para a escolha de [, pois se N = 2[%], entaioN —-1=2,3,..., L%J e
seN=2|8]+1,entioN—-1=2,3,...,[§]. Sel <4entdo2 < p+1 < 2, para
algum 2; € (2,00). Dai existe u; € Hl minimo de mp ,; ppc para a > 2”71 .Sel >4
entio N > 8 > 6e, da12<p+1<2N .Como ! < N — 2, note que

2N—2 2N -—-10+38 8 8 2(1+1)
N-5 N-5 +(N—2)—3— T Ry g l
Entédo existe #; € H; minimo de my ,; ppc para & > =5*. Pelas Proposicoes 3.10| e

obtemos que u; € C*7(B) e é solugéo classica de (E[) Além disso, a Proposicdo
garante 1#; > 0 em B e Au; muda de sinal em B. Como 2 < p+1 < 2, pela

Proposigdo existe wo,p(p, N,I) > 0 tal que

Mp 1 DBC < MAxradDBC V& > agp(p,N,1). (2.15)

Logo u; ndo é radial com & > aop(p, N, I).

Defina ag(p, N) = max; (max{zxolp(p, N, 1), %}) Até este momento obtemos
para [ uma solugéo classica u; para cada & > ao(p, N). Resta verificar que u;, # u,
se 1 # Ip. Suponhamos u;, = u;,, pelo Lema uy, = u, € Hy NH, = Hpg. O
que contradiz 2.15).

Proposicdo 2.16. Sejam N > 4,/ € Zcom2 < N—-[<lep E]RcomZN = 1 <
p+1<2,onde?2 = (ll+31) se | > 4 e 2; é qualquer elemento de (2,00) se ] < 4.

Entdo existe ag n(p, N, 1) tal que dado & > ag n(p, N, ) tem-se

MA LI NBC < MA g rad NBC-

Exibiremos a demonstracdo na se¢do seguinte.

ProvadoTeorema.leemoslEZcom2<N—l<lep€IRcom]\§ J 1 <p+

1 < 2. Pela Proposicao[2.16|obtemos ag n (p, N, 1) > 0 tal que dado « > acolN(p, N, 1)

tem-se
A, NBC < MA 4 rad NBC- (2.16)
Defina ag(p, N,1) = max; <max{(xolN(p, N,l),%}). Dado & > ap(p,N,I) temos

que existe u; € H; minimo de m, ,; Npe- Pelas Proposicdes e[3.11] obtemos que
u; € C*7(B) e é solugdo classica de (5). Além disso, a Proposicio garante que
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—Au; > 0 em B ou u;, —Au; < 0 em B. Podemos supor u;, —Au; > 0 em B, pois

caso contrario troque u; por —u;. Por fim, u; ndo é radial devido a minimalidade de

uy e (2.16).

2.3 Demonstragdes das Proposi¢oes 2.15 e[2.16

Devido a grande extensao das provas das Proposicdes[2.15e[2.16|separamos uma

segao para as mesmas. Primeiramente considere os segumtes Lemas:

Lema 2.17. Sejam N > 4,/ €¢ Zcom2 < N—-[<lep&€ Rcom2 <p+1 <2,

onde 2; = (ll+31) se | > 4 e 2; é qualquer elemento de (2,00) se | < 4. Defina

g:=N—(N—-1+ 1) . Para todo ag > 2, existe C(p, N, 1) > 0 tal que

) (N I— 1)1 p+2p+3

mpqa1 < C(p,N,I PRI Y > a,. (2.17)

Estaremos considerando n1, , ; com ambas as condi¢des de fronteira.

Prova. Seja u € Hj e para cada s,t > 0 defina v(s,t) := u(|y|,|z|), onde s = |y|,
t=lzl,y=(n,...,y1) ez=(z1,...,2n_1). Veja que

=Y+ T P =y Lyl + X Sslolyl, 20
Au(x) =) —(x)+ —(x) = y|, |z — [o(lyl, |z
i—1 axiz i=14+1 axg i—1 aylz i—1 02 12
(2.18)
Por outro lado,
l az I a) [ yi}
—lo(lyl|, |z])] = — |v ,z|) ==
i;ay%[ (lyl, [zD)] ;?)yi s(lyl, | \)|y|
! | — yits
Yi Vi ly|
= Ussl(S, t $,t)—————
1[()|||r Dy
_ ly| — |yl -1
= Uss(S, 1) + vs(s, 1) ——5— mE —vss(s,t)+—s vs(s, t).
Analogamente, obtemos
N-I 52 N—-I1-1

=0yl [z])] = vu(s, t) + vi(s, t).

t
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Substituindo em (2.18) temos que

- 1vs(s,t) + vy (s, t) + N+Mvt(s,t) =: Lov(s,t). (2.19)

Au(x) = vgs(s, t) +

Utilizando coordenadas polares, para cada s,t > 0 existem p > 0e 0 < 8§ < 7 tais
que s = pcosf et = psinf. Além disso, invertendo as variaveis, p = V/s? + 12,

6 = arctan(!) e suas derivadas sdo dadas por

0 0 a0 inf 0d6 6
% _ cos 0, @ _ =sinf, — = —&, & _osY (2.20)
0s ot 0s p ot 0
Defina w(p,0) := v(pcos6,psinf). Vamos procurar uma expressiao como (2.19)
para w. Usando (2.20) com alguns calculos elementares, porém longos, temos
sin@
Vs = Wp cost) — wg——,
cos 9
Ut = Wp Sin 0 + wy
sin 6 sin? 0
Uss = | Wppcost — wpgT cos 0 + wp P
[(wgp cosf — ZUQQSIEQ> sinf — waw p — W sin 6 cos 6
_ e
2 sin 6 cos 0 sin? 6 sin? 6 sin 6 cos 0
= Wpp €COS” 0 — 2Wpp—————— + Wep—— W +2wg——5—,
% % P %
, cosf . cos? 0
oy = | wppsind + wpgT sin 6 + w, P
|:(ZU9p sinf + w99C°:9> cosf — wgsmf)’%se] 0 — wgy cos 0 sin 6
02
5 sin 6 cos 6 cos? 6 cos? 6 sin 6 cos 6
= Wpp SIN 9+2wPQT+w99 pz + wp 0 —ZwQT

Substituindo isso em (2.19) temos que

Wop I—1 sin 6
Au(x) = wpp + —5 P2 +?+pc056 (wpcose—wg 5 )

+N—l—1 0. $in0 + w cos 0
psin® P 6 1Y
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Logo
N—-1 1 1 cos 0 sin 0
Au(x) = wpp + wp + ngg + '(?wg {(N —1-1) g (1— 1)c059} (2.21)
=: Bw(p, 9).
Defina

V={(st)eR2/s,t >0es?+12 <1}, W= {(p,e) eR2/0<p < 1e0<9<%}.

Fazendo as seguintes mudancas de varidveis (y,z) — (|y|,|z|, Ty i|) e (p,0) —
(pcosB,psinf) obtemos que

/|Au|2dx:wle_1/ ILo(s, t)|>s! 1N = 1dsdt
B 1%

= wiwn-1 [ [Bw(p,0) %N H(8)dpds, (2.22)

onde
H(0) := cos' 1 osinN 1. (2.23)

Além disso,

/ x| *[u|PHdx = wsz—z/ (s> + 12)2|v(s, t)|PH st 1N 1dsdt
B 1%

= wiwon-t [ 0N o, 0)7 H(0)dpdo. (2.24)

Defina W = (3,3) % (£, %). Fixep € C®(W) com ¢ # 0. Também fixe e € (0,1),
a ser determinado. Mais ainda, defina we(p, 0) = gb(p%, g) e

& €
Wgz{(p,e): (i) <p< (Z) es%<0<e§}.

Note que We = [(3), (3)¢] x [¢Z,¢Z] € (0,1) x (0,Z) = W, pois & € (0,1). Assim
We CC W.

Afirmacdo 1: we € C®(We).

Prova da Afirmacio 1: E facil ver que w. € C®(W,). Agora fixe (po,6y) € supp w.,

entdo existe uma sequéncia (., 6,) em W, tal que ws(pn, n) #= 0e (on,6n) —

1 1
(po,Go) Logo y(p5, &) 7& 0 para todo n € IN. Entdo (p,i, %) € supp g, (p ﬁ{%)
(pé, 9?0) e, dessa forma, (pé, 980) € supp . Como supp y C W temos que (o, 95_0) €

W. Dai (po,6o) € W.. Portanto supp we C W,. Concluindo a Afirmacéo 1.

Para este w, defina u, e v, fungdes satisfazendo u.(x) = ve(s,t) = we(p,0) onde
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= (y,z),s = ly|, t = |z|, s = pcosf et = psinf. Pela Afirmagdo 1 obtemos
ue € Hj. Assim, pela definicdo de my , j,

[ |Aug|*dx

mA,lX,l S 2 "
(f I fue|P*dac) 77

(2.25)

Por ([2.24), Afirmagédo 1 e a mudanca (,0) — (r¢,e0) tem-se

[ x¥ el 1dx = € [ g N (o, 0)7 4T H(@)dpd
B W

:C/~ PNy, (pg,9>

— C/ e(a+N-1) )|p+1H(€9) 2 . 1d7’d0

p+1
H(6)dpd6

= Cé¢? /~ pe(atN) _1|1p(r,§)|p+1H(£§)drd§.
W
Afirmacao 2: Existem constantes C1, C; > 0 tais que
CreN 1 < H(ef) < CreNH1, v € (— —) .

Prova da Afirmagdo 2: Como 0 < ¢ < 1, entdo 0 < € < Z. Assim cos(%) <

cos(ef) < 1. Usando estudo de derivadas, obtemos que sinx —xcos(3) > Oe
x —sinx > 0Vx € (0,5). Logo xcos(%) < sinx < x Vx € (0,%). Por 2.23), temos

que

H(ef) = cos' ! (ef) sinV '~ () > cos' ! (%) (s@cos <3>>N !

eb
> cos 2 (T) (XY v,

_ N-I-1
H(ef) = cos'1(ef) sinN '~ 1(ef) < (e)N~I71 < (3) eN-I-1,

Isso conclui a Afirmagéao 2.

Segue, da Afirmacédo 2 e de uma mudanca de notacdo, que

/ |x|tx|u€|p+1dx > Ce? /~ rs(tx+N)—1’llj(r’g)|p+1€N—l—1drd§
B 144
— CsN—l—H /~ rg(“+N)_1|l[J(1’,§)|p+1drd§
w

= CeN-I+1 /w P N1y, 9) P 1dpde. (2.26)

49
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Por outro lado, (2.22) garante que

/ |Aue|?dx = C /~ IBwe(p,0)[20N~1H(0)dpde. (2.27)
B We

Note que a Afirmacao 2 garante sinx > xcos(5) Vx € (0, 5). Suponha 6 € (e%,¢7%).

Entao

(N-1-1)

— (-1
sin 6 ( )COSG - Ocos(5) cos(%)

cos 0 sm@‘<c< 1 n 1 )<C<in+1)§%.

Assim, para (p,0) € W,

2
Jop +

(we

(wﬁ)% I (ws)gg (ws)g
o2 o ple2 |

[Buwe(p, 0)]> < C

Usando isso em (2.27)) obtemos

(we)p  (we)fy | (we)
2 N-1 2 P £)69 e)o
/B|Aug| dx < C/Wsp [(wg)pp—k P + p + e H(0)dpd6.

Usando we(p,0) = l[}(p% 9) e denotando r = p

1_ 2 e 27248
[ 1duax<c [ pf“[”’g R
T Y }wmw
lON 1
S Wh0 T o™ gt + 2ot | H(0)dodd.

Fazendo a mudanca de varidvel (p, ) para (r,0), obtem-se

C —
/lglAue\deég/W (N7 [y e g g2 te g gZpie g g2

H(e0)e?r1drds.

Pela Afirmacao 2,

pE(N=1) 61 _
[ 2t 4 p2r® + ¢§T) + 1/%} drdo

N-I-1

/|Au€|2dx < Cs—sz/ _
B — 84 W 1’45

= CeN-1-3 /W re(N—4)-1 [ 3rr4 + gbfrz + gb% + 1/}%} drde.
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2. Aplicacdo em equagao do biharmonico do tipo Hénon

Como N >4,
/B |Aue|?dx < CeN713 /W r1 [ Zrt 4w 4 gbg—g + 1}%} drdé. (2.28)

Nosso propésito é usar (2.26) e 2.28) em ([2.25). Para a integral em (2.26) néo
depender de & devemos tomar ¢ € (0,1) como algum termo dividido por « + N.

Veremos que limitaremos 1, , ; por uma poténcia de e~1. Dessa forma tomando ¢ o

maior possivel encontramos uma melhor estimativa. Tomando ¢ = fN e usando
(2.26)) e (2.28) em ([2.25), obtemos
N—-I-3
€ “141)-2 — (N—1—
Mp gy < C——r = Ce )N ~(NZ1=3) (2.29)

(EN;J+1>5%T

Agora suponnha & > ap. Comoao>%:N%—(N—l+1) >N-N+I-1=
[—12>1,tem-se

1 a«+N _a+aN _a+aN 1+ N
= < < = — . .
I3 NS N N o N (2.30)
Como p + 1 < 2;, em ambos os casos da defini¢ao de 2;, temos que
(I1=-3)(p+1) <2(I+1).
Disso e de N — I < | obtemos
(N—1+1) 2 —(N—l—3)ZZ(N_Z+1)_(I_3)(p+1)
p+1 p+1
>2(N—l+1)—2(l+1): 2 (N —21) > 0.
p+1 p+1

Usando isso e (2.30) em (2.29) concluimos que

((x i N) (N=I+1) 53— (N~1-3)
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Para concluir, note que

2 2

2
N-I+1)———(N—-1-3)=(N-1-1 2 —(N=1-1 2
(N =11 = )= ( s R il )+
2 4
=(N—-I-1)| ———1 — 2
( )<p+1 )+p+1+
1—p p+3
=(N—-I1-1 2 .
( )p+1Jr p+1

Lema 2.18. Sejam N > 4,/ €¢ Zcom2 < N—-[<lepe€ Rcom2 < p+1 <2,

onde 2; := 2(ll+1)

=3
ao(p,N) e C(p, N) > 0 tais que

sel > 4 e?2; é qualquer elemento de (2,) se [ < 4. Entdo existem

2
MA o radpBC = C(p, N)arT . Ya>a(p,N), (2.31)

2
MaaradNse > C(p, N)am T2, v > ag(p, N). (2.32)

Prova. Considere u € H,,q com u # 0 e v tal que v(|x|) = u(x). Pelo item (i) do

Teorema u € C'(B\{0}) e D*u existe q.t.p. em B\ {0} para |a| = 2. Denotando

_ N
_N+ae

w(p) =v (e~ %), (2.33)

tem-se w € C1([0,00)), w” existe q.t.p. em (0,00) e w(0) = 0. Derivando (2.33)
q.t.p

obtemos

w’(p) =" (e7F) e F(—e)e (=) + v/ (eF) e (—¢)(—e2).
Assim
v (e7%F) = —e 1w/ (p) e
" (e7) = e 2*P [w” (p) + e’ (p)] . (2.34)

Pela definicédo de ¢ e fazendo as mudangas x — (|x|, ﬁ) e p — e %, obtemos

1 )
/B]u\p*l]x]”‘dx :wN/O \v|p+lt"‘+N1dt:ewN/O jw|PT e NPdp. (2.35)
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Por u(x) = v(|x|), temos que, se x # 0,

N Zu N
Au(x)zg%m:; 0 ( (0 |)

o (|x]) Fpxi + o/ ()| x| =o' (1x)xi

0
v
“L EE

_ r(af) o N2 D (D

N -1

1!

v'(t),

onde t = |x|. Com isso, (2.34) e as mudancas x — (x|, |—;‘|) e p+— e tem-se

1
/|Au|2dx:wN/
B 0
0 N-1
_ " (,—eo I (,—€0
wN/O 0" (e )+—€_€p v’ (e7%F)
_ * -2 2¢ep " / _N_l—lsp /
=wn | e [w(p) +ew'(0)] - e e w'(p)

00 2
= wN/O e 2e*Pw’ (p) + e te*Pw' (p) — (N — 1)871€2€pw/(p)‘ ee Ndp

2
tN-14¢

2
e_SP(N_l)ee_SPdp

o (1) + L (1)

2
ee~#Ndp

:sz3/0 |w" (p) — (N —2)ew’(p ‘ eP4=N)qp

*© 2
:ngs/O ‘w//(p)efsp(NfZ) e(N —2)e” eo(N-2),, (p)’ eZsp(NfZ)eep(llfN)dp
00 2
== -3 _SP(N_Z) / !
WNE /0 <e w(p))

Por isso e (2.35)), obtemos

Jp |Au|%x bt 2 o 1(e PN 2w ()" [Pe*Ndp

=wy € pH1 . (2.36)

eNdp.

Defina z : [0,00) — R por

z(p) := e~ (IN=2)g/ (). (2.37)

Note que z € C(]0,0)) e 2’ existe q.t.p. em (0, c0).

Caso 1: Condigéo de Dirichlet.

Nesse caso 2% = 0. Logo ¢'(1) = 0, w'(0) = 0 e z(0) = 0. Note que, para todo
t € [0,00),
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t
= /e(N_z)gsz(s)ds =
0

t s
(N—Z)es/ "(0)dod
/06 | % (p)dpds

o= |

/ (N=2)e /|z |eZeN2dpds
1 s %
/ (N-2)¢ </ ’Z ‘2 Nepdp> </ eNspdp) ds
0
3 t 3
/ (/ |2 NEPdp) e(N—Z)st (/ e—Nspdp) ds
0
o0 3 [ 2(N—2)et(q _ ,—Net :
_ / 2 ,Nep e (1 e )
([ @rNap) ( . t
o 3 [ 2(N=2)et _ ,(N—4)et :
_ / 2 ,Nep e €
([ 1o eNea) ( = ) :

Assim

/ w(t)|PHe N (2.38)
0

g ANt _ (N—d)et\ T
) 5 1) — _ —
< 17 \12,Nep / e e p+1,-Ntgs
(/0 1z’ (p)|e dp> ; < Ne tPrem N dE

Mostraremos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que

p+l
oo [ 2(N—2)et N—4)et\ 2 >
/ (6 (N=2)et _ o(N—4)e > ppHle-Ntqp €29 / 3(p2+1)€_Ntdt. (2.39)
0 Ne 0

xt

Para provar (2.39) pensemos ¢ > 0 qualquer. Usando a fung¢do auxiliar f(x) = e
obtemos, pelo Teorema do Valor Médio, c € ((N —4)¢,2(N — 2)¢) tal que

f2(N =2)e) = fF((N —4)e) (o)
2(N—=2)e— (N —4)e '

Ou seja,

e2(N=2)et __ ,(N—4)et
Ne

= te! € (te(N_4)£t, tez(N_2)£t> Vt € [0,00) ee > 0.

Disso segue a convergéncia q.t.p. quando ¢ — 0 em (2.39). Além disso, tem-se
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p+1

2(N—=2)et N—4)et\ 2
(e (N=2)ef _ o(N-4) pH1,=Nt| _ P P pt1 Nt
Ne

+1 3(p+1)
SeZ(N—Z)stth = o Nt

_ N2 (e NED gy 21 o).

Para e < temos que

N
2(N-2)(p+1)

p+1

2(N—=2)et _ ,(N—4)et\ 2

Com essa limitagdo e a convergéncia pontual, o Teorema da convergéncia Dominada

garante (2.39).
Como ¢ — 0 quando & — o0, entdo (2.39) obtém ao(p, N) > 0 tal que

pt1
0 2(N—2)et N—4)et\ 2
/ <€ ( )SI\;e( )S ) tp—l—l —Ntdt < 2/
0

Usando (2.38) e a defini¢do de z(p) dada em (2.37) obtemos, para & > ao(p, N),

e Nidt, VYa > ag(p, N).

p+1

o o / 2 'z o0
/ lw(p) [P+ leNdt < 2 ( / (=200 (p)) eNSPdp> / P e Nigy,
0 0 0
(2.40)
Por (2.36)) e (2.40), temos que
Aul?dx bl a2 1
fB‘ | - > wﬁlﬂs (3+p—2-1) 5 (2.41)
(f |u|p+1]x]“dx) 1 (fo tﬂ _Ntdt> 1
Note que, para cada « > ao(p, N),
el = Nta > ﬁ.
N — N
Denotando
s 1 1
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2. Aplicacdo em equagao do biharmonico do tipo Hénon

temos em (2.41) que

5 |Au|*dx
(f 1P+ x]dz) 7

34547
>C(p, N)a " 741, Va > ap(p,N).

Concluindo (2.31).

Caso 2: Condicao de Navier.

Pela equacdo 2.34), w'(p) 22 0. Além disso por 2.37), z(p)
— [ 2/ (p)dp. Note que, para todo ¢ € [0, 0),

22 0. Assim z(s) =

0 1 N—4
= ([TopNap) o [
0 v/ Ne Jo
N—4
o0 1 ez—1
— 5! ZeNspd> ,
([ Erean)

se N > 4. Caso N = 4 tem-se pois (2.42) torna-se mais simples. Logo
}
o o0 +1 +1
/ w(t)|PrleNidt < ( / |z'(p)|2eN€Pdp) N~ e (2.42)
0 0

00 €¥£t -1 p+1
. / TN—4. eiNtdt.
0 Te

Mostraremos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que

oo €¥St -1 erl o)
/ <—) e Ntqp 2% [ prle-Ntgy (2.43)
0

N—-4
5 0

Para provar (2.43) pensemos ¢ > 0 qualquer. Usando a funcdo auxiliar g(x) = e*

obtemos, pelo Teorema do Valor Médio, ¢ € (0, %e) tal que

g(Mte) —g(0)
T48 0
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Ou seja, para todos t € (0,00) ee > 0,

N—4
ez &1
N—4
N2e

= tef € (tte T ).

Disso segue a convergéncia q.t.p. quando ¢ — 0 em (2.43). Além disso, tem-se

N—-4

HNrte _ 1\ N4 i
—~— e Nt < pptlema (PH)et=NE — yp 1 [F=(p1)e=NIE -y € (0, 00).
Nde

Para e < temos que

N
(N—4)(p+1)

N—-4
5 &

E#Et -1 Pl Nt
(S) vl eros)
Com essa limitagdo e a convergéncia pontual, o Teorema da Convergéncia Domi-
nada garante (2.43).
Como ¢ — 0 quando & — oo, entdo (2.43) obtém ao(p, N) > 0 tal que

oo (Nt _ 1\ " °°
/0 (T%) e Mdr <2 /0 e Ndt Va2 ao(p, N).
2

Usando (2.42) e a defini¢do de z(p) dada em (2.37) obtemos

p+1

0 - 0 2 2
|l le Mar < E(p,N) (/O (V20! (p) )’ eNgPdp) . (2.44)

para todo « > ag(p, N), onde
~ —pil [ i1 N
C(p,N) := 2N~ / (e NEgy,
0
Por (2.36) e (2.44) temos que

[5 |1 Aul?dx S wl’! ~(pEr+2)

([ lu|PHYx|*dx) P

(2.45)

T
|
(@)
—~ | m
=
Z
~—

1

Note que, para a« > ag(p, N),
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Denotando )
p—1i

temos em (2.45) que

Aul*d
Jy |Aufdx > >C(p,N)oc%+2, Va > ag(p, N).

(IB |u|p+1|x|“dx) 1
|

Concluindo (2.32).
Prova da Proposi¢dao Pelos Lemas e existem Cy(p,N,1),Ca(p,N) > 0

constantes e &g p(p, N, 1) > 0 tais que, para todo « > wop(p,N,I) >0,

N-I-1)75+208
’ (2.46)

2
13,

mpq1pBc < Ci(p, N, 1 )“(
M urad,pBC = Co(p, N)a

Note que

1-p p+3 2
N-1-1 2= < 3 (N—1-1)(1—p)+2p+6<2+3p+3
( it S prr ool (1= p)+2p+6<2+3p+

S(N-I-1D)1-p)+1<pesN-I—-p(N=-1)-1+p+1<p

SN-I<p(N=-1)<p>1

Assim existe A(p, N,1) > 0 tal que % +3> (N—-1I1—- 1);%1’ + 25—1? + A(p,N,1).

Usando (2.46) tem-se, para « > agp(p, N,I) >0,
=21 +3

N—l-1)Lp i3 Ca(p,N) abiT
p+1 p+1 < Cl(p/ N/l) CZ(pI N) lx)\(p/N/l)

maqipBc < C1(p, N, I )0‘(

Cl (P, N/ l) 1
< M 4,rad, DBC Co(p, N) (NI

Considere aop(p, N,1) > wg,p(p, N, 1) tal que

Cl(p, N,l) 1 <1
Ca(p, N) agp(p, N, )MPND

Portanto,

MA 1 DBC < MAxradDBC, V& > &g p(p,N,1).

Prova da Proposicio Pelos Lemas e existem Cy(p,N,1),Ca(p,N) > 0
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constantes e g n(p, N,I) > 0 tais que, para todo « > won(p, N,I) >0,

-1l opt3
mpginge < Ci(p, N, DaN Vit 007
2 49 .
MA x,rad NBC > Cz(P, N)OU’H—’— .

Note que

1-p  ,p+3 2
N-I-1 2 < 2 (N=1-1)(1— 2p+6<2+2p+2
(N-1-1) T h ol < g2 e (1= p)+2p+6<2+2p+

S(N=I-1)(1-p)+2<0e (p—1)(N=1-1)>2

= >#+1<:> >N_—l+1
P> NZ1-1 P> NZI=1

Assim existe A(p, N, 1) > 0 tal que 27 +2 > (N —1—1)37k + 253 + A(p, N, 1).
Usando (2.47) tem-se, para « > &g n(p, N,1) > 0,

(N—1-1)1p 4 ppt3 Ca(p, N)
maninee < Colp N, eV < G, N D

Cl (PI N/ l) 1
< MA x,rad NBC Cz(Pr N) “A(p,N,Z) .

Considere ag n(p, N, 1) > agn(p, N, 1) tal que

Cl(p,N,l) 1

<1
Ca(p,N) agn(p, N, HMpNI

Portanto,

Mp I NBC < MAgradNBC, V& > aon(p,N,1).
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Capitulo 3
Regularidade

Neste capitulo apresentaremos resultados de regularidade cldssica de solugdes
fraca e radial de (p) paral < p < Meparal <p< MZI“)

estudaremos os casos de (B)) e (f) com simetria parcial.

Além disso,

3.1 Regularidade de solug¢des radiais de (6)

Nesta sec¢do assumiremos

N+2(1+a)

> 1
N>3, a>0el<p< N_2

(3.1)

Comop+1< (]i]\]z“), pelo Corolério |0.2| obtemos a seguinte imersdo compacta

1
HO rad

ponto critico do funcional em C! (H(l) +ad(B),R) dado por

(B) — LP*1(B,|x|*). Dizemos que ug € Hé raq(B) € solucdo fraca de (6) se é

Lraa (1 /|Vu|2dx——/ *uPldx, weHl ((B). (32

Proposicao 3.1. Supondo (3.1) existe um ponto critico ndo nulo para ;4.

Prova. Denote [|u| := [[Vu||;25). Veja que pela desigualdade de Poincaré, | - || ¢
equivalente a || - [[ ;1) em H&ra 4(B). Vamos mostrar que I;,4 estd nas condigdes do
Teorema do Passo da Montanha.

Primeiramente, usando a imersao Hj .. (B) < LP™1(B, |x|*), temos que

_ 1 2 p+1 1 2 - p+1
ha(9) = 312 = Il gy = 01 = g
1 crtl
2 1
= 1l (5= Sglal? ™) Ve Ha(®)
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Como p —1 > 0, entdo considere p > 0 suficientemente pequeno e b > 0 tais que
Lag(u) > b para todo u € Hérad(B) com ||u g1 (p) = p. Agora fixe ¢ € C§4(B)
com ¢ # 0. Dai, se t > 0,

2o P p+1 1 +1
_ p+1( - 2 p
haat9) = 5 101 = 1018 g = 7 (501 100
Como p — 1 > 0 segue que IL,q(t¢) 2% . Logo existe o > 0 tal que I.,q(togp) <

0.
Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha, existem (u,) em Htl)/ra 4(B)ec >

b > 0 tais que
Liag(un) — ce I q(uyn) — 0. (3.3)

Afirmacao: (u,) é limitada em H} _,(B).
Prova da Afirmagio: Como (Iyaq (1)) e (I/,4(un)) sdo limitadas, temos, para todo
n € IN, que

|| Baa () || 1| < C1 + CofJunl].

Irad(u?l) - I;ad(”n)un < |Irad(un)| + —

1
p+1 p+1

Por outro lado,
1 1 1
Lrag (tn) — m rad ()t = —/ |V”n|2dx - T/ \x\aluﬂpﬂdx

/\Vun|2dx+—/ x|t P dx

P—l-l
1
— (5551 Il = Callwn P, Ve

Entdo,
Csl|un||* < C1 + Calun|, VneN.

Como C3 = 2’%12 > 0 segue a Afirmagao.

Pela Afirmacdo e o Teorema de Kakutani (Teorema 3.18 em [3]) temos que, a
menos de subsequéncia, existe uy € H& ad(B) tal que u, — ug em Hé’ra 4(B). Pela
imersdo compacta Hj .4(B) < LP*!(B, |x|*), temos que u, — ug em LP*1(B, |x|).
Por temos que

‘Ilfad(uﬂ) - Il{ad(uo)(uﬂ - M0)| < HIéad(u”) H ”un - uOH + Ul{ad(uo)(un - M0)|
n—oo

=0, (3.4)

Por outro lado,
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I;ad(un)(un - MO) - I;ad(uo)(un - uO)

= I;ad(uﬂ)u” - Ilfad(uﬂ)uo - I;ad(u())u” + I;ad(uo)uo
:/|Vun|2—/|x\“]un|”+1—/VunVuo-I—/\x|”‘|un|p_1unu0
_/vuovu”JF/”‘VX\“OI’D1“0””+/|V“0|2_/\x\“!”o|’”+1

= [19 (=) P+ [ (el P10 = |31 10710 (1t — 1)
= ||up —upl|?+ A, VneN.

Note, pela desigualdade de Holder com % + ﬁ =1, que

AL < [ Lt — ol + [ |1 o] a4 — mollx
= ;Tpun xl’%un—uo X+ xPanuO x#un—uo X
x 1 14 1 d 1 p 1 d

P 1
Pl 7
< </|x|“|un|p+1dx)p (/|x|”‘|un—u0|p+1dx)p

1

P
p+1 +1
+ (/ |x|“|u0|p+1dx> ' (/ |c|* [y — u0|P+1dx> ’

n—oo

— 0.

Portanto |u, — ug| — 0. Ou seja, u, — ug em H} _(B). Por fim, por (3:3), segue
que I 4 (1) = 0. Entdo 1 é ponto critico de I;,q. Além disso, uy # 0, pois Laq (o) =
c>b>0. n

Proposicdo 3.2. Seja u € Hynq solugdo fraca de (5). Entdo u € Wrzjd(B) N W&’q(B)
para todo g > 1 com g[p(N —4) — 2a] < 2N e u é solugéo forte de (5).

Prova. Considere o problema

(3.5)

—Aw = |x|*|ulP~'u em B,
w =20 sobre 0B.

Primeiramente, encontremos alguns valores de g > 1 tais que |x|*|u|P~'u € Li(B).

Note que

x|*|u[P~1u € L(B) & / x|*u|Pidx < oo < u € LP(B, |x|).  (3.6)
B
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Assim, pelo Teorema usando que u € H! ,(B),

u € LPI(B, |x|*) <= pg < 2(112]];2[1) < pg(N —2) < 2N +2aq

< q[p(N —2) —2a] < 2N.

Logo, |x|%|u|P~'u € L1(B) se g > 1 e g[p(N —2) — 2a] < 2N. Note que existe g > 1
com g[p(N — 2) — 2a] < 2N, pois como
2N 2N

glp(N=2) =20 <q(N+2+20 = 20) =q(N+2) e 705 > 7oy = b

entdo basta tomar g € (1, 325).

Aplicando regularidade LP (Teorema 9.15 de [9]) em obtemos que w €
W24(B) N WVi(B) (para todo g > 1 com g[p(N — 2) — 2a] < 2N) e é solucdo forte
de (6). Como B é limitado obtemos que w € W?4(B) N Wg’q(B) para todo g > 1
com g[p(N —2) — 2a] < 2N. Além disso, usando que A é invariante por operadores
ortogonais, w é radial.

Como w é solugdo forte e u é solugdo fraca de (6) temos que
/ w(—Ag)dx = /( Aw)pdx = / x| |u|P tupdx = / VuV edx
B
_/ Aq) dx \V/QO = COrad(E)'

Logo
/B(w —u)Apdx =0 Vo € Cgq(B). (3.7)

Fixe ¢ € C5°(0,1) e tome ¢ € Cg’,,4(B) solugdo de

Ap(x) = ¢(lx]) em B,
p=0 sobre 0B.

Assim

0= /B(w —W)Apdx = /B(w —w)y(|x))dx = wn /Ol(w(t) —u()p(H)N1dt.

Como ¢ € C°(0,1) foi arbitréria, temos que w = u q.t.p. em (0,1). Entédo,
1
0= wN/ w(t) — u())|N1dt :/ lw(x) — u(x)|dx.
0 B
Portanto, w = u q.t.p. em B. Isso conclui que u = w € W>4(B) N W;’q(B) para todo
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g >1comq[p(N —2)—2a] <2N. u
Lema 3.3. Seja &« > 0. Entdo

(i) |x|* € CY7(B), onde ¥ = min{a,1};

(ii) Sea > 1, entdo |x|* € CV7(B), onde ¥ = min{a — 1,1};

(iii) Se f € C¥1(B) e g € C¥#(B), entdo f - ¢ € C%*(B) onde A = min{#y, u}. Além

disso, se f € C"1(B) e g € C'#(B) temos que f - g € C'*(B);

(iv) Sep > lentdio ¢ : R — R com ¢(x) = x|x|P~1 é tal que ¢ € C}(R),
Além disso, segue que se u € CF(B) paratodo 0 < B < 1, entdo |x|*|u|P~lu €
Co%(B)sea < 1e|x|*lu|P~'u € C¥7(B)sea > 1,onde ¥ = min{1,a — 1}.
Prova.
Prova do item (i): Caso « = 1 temos que |x| € CY%(B), pois ||x| — |y|| < |x —y|.
Caso a > 1tem-se |x|* € C!(B). Logo, pelo Teorema do Valor Médio, |x|* € C*!(B).

Caso a < 1, mostremos primeiro que
a*+b* > (a+b)* Va,b>0. (3.8)

Suponhamos a,b # 0. Como ¢* > ¢ Vc € [0,1] temos que

a® b a b

> = 1.
(a+b)“+(a+b)“ - a+b+a+b 1

Disso segue (3.8). Mostremos agora que |x|* € C%*(B). Dados x,y € B com |x| >
ly|, por (B.8), temos que

| o

x* = Tyl* = lx =y +yl* = [y|* < [x =y" + [y = [y|" =[x —y|*.

Prova de (ii): Defina f(x) = |x|*. Entdo

af _ a—1 Xi
axl( x) = alx| P se x # 0.
Como %(x) =90 = af( 0) temos que f € C!(B). Se a = 2, entdo |x|> = (x,x) €
C*(RN) c CV1(B). Se a > 2, entdo

) = atam 2l 2 sex £0ei 4]

az—fx—zxzx— o i
L0 = ata -

L afx]* 2, se x #£ 0.

64



3. Regularidade

x) X%O

Como ax ax ( ax ax (0) temos que f € C2(B) c CV1(B).

Agora suponhamos 1 < a < 2. Note que, por (i),

af af ‘ a—1% a—1Yi
= |la|x|* T = —w 2
oY) o W) |x] ‘x‘ || m
<u xzxfl_ zxflﬂ_i_[x al__i
S R R [
<alx —y[* P +aly/c! 7‘ — |];—l’ Vx,y € B\{0}.  (3.9)
Resta ver que
y[*! W = ﬁ/—l’ Clx—y|*' Vxy e B\{0}. (3.10)
Caso |y| < |x — y| basta notar que
it g | S w2

Caso |y| > |x — y| note que

et | X Y| e [Xlyl = yalxl] e [yl = ]+ Jxd ] — vl
|| = |y < ly|
x|y |x|[y] |x|[y|
gl — qx =yt _
<yl 12 <oyt B gyt

Concluindo (3.10). Usando (3.10) em temos que f € C*~1(B).
Prova de (iii): Seja M > 0 tal que |f(x)| < M e |g(x)| < M para todo x € B. Dados
x,y € B, temos que

[(f-8)(x) = (f - )W) < [f(x)g(x) = Fy)g()] + [f()g(x) = f(y)g(v)l
< Mlx —y[7 + Mlx — y[*

= M (Jx —yI" =+ Jx =y ) x =y
< MQTA 2N x — y|h
Por fim, se f € CI(B) e ¢ € CY(B) entdo, pelo ja mostrado, tem-se (f - g)’ =

f' g+ f-g € C*(B),onde A = min{y, u}.
Prova de (iv): Basta notar que

¢'(x) = |x|P~ 1+ x(p—1)|x|P~ 2 X sex #0

[’
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e que ¢’ (x) 90 = ¢'(0).
Finalizaremos o Lema. Se a < 1, entdo por (i), (iii) e (iv) tem-se |x|*|u|P~lu €
C%(B). Se a > 1, entdo por (ii), (iii) e (iv) tem-se |x|*|u|P~1u € C7(B) onde

v =min{l,a —1}. u

Proposicdo 3.4. Seja u € Wizl(B) N Wé’q(B), para todo g > 1 satisfazendo g[p(N —
2) —2a] < 2N, solugio forte de (6). Entdo u € C>7(B), com v = min{1,a} se a # 1

e qualquer elemento de (0,1) se « = 1, e é solugdo classica de (6).

Prova. Seja u € Wig(B) N Wg’q(B), para todo g > 1 satisfazendo g[p(N — 2) —
2a] < 2N, solugéo forte de (6). Nosso foco, inicialmente, é mostrar que u € Wr2 521(B)
Vo € [1,00).

Afirmacédo 1: Podemos supor p(N —2) — 2a > 0.

Prova da Afirmagido 1: Se p(N —2) —2a < 0 entdo todo g € [1,00) satisfaz q[p(N —
2) —2a] <2N.Logou € Wrza;qd(B) para todo g € [1,00). Ficando assim demonstrada
a Afirmacao 1.

Afirmacgao 2: Podemos supor N > ﬁ.

Prova da Afirmagdo 2: Caso contrario obtemos N < MNE%,
20 < 4. Assimu € Wrzég(B) Vg e [1, %) e pelo Teorema 6 do capitulo 5 em [6] temos

ouseja, p(N —2) —

que u € L"(B) onde r; = qul\gq. Como 7, q_j oo temos que u € LY(B) V6 € [1,00).
Assim |x|*|u|P~'u € L9(B) V0 € [1,) e pelo Teorema 9.15 em [9] aplicado em (3.5)
(ja vimos na proposicado anterior que w = u q.t.p.) obtemos u € Wrzéz (B) V8 € [1,00).
Ficando assim demonstrada a Afirmacao 2.

Afirmagdo 3: Fixe g > 1 com g[p(N —2) —2a] < 2N. Dado 6 € [1,00) com
OW < N temos que u € W= (B).

Prova da Afirmagédo 3: Dado 6 € [1,00) com OW < N, pela Afirmacao 2,
podemos usar o item (2) do Teorema obtendo u € L"(B, |x|*®) paratodo 1 < r <

g(N+ab)
W . Note que

BP(N_Zq) 1 e N= Op(N —2g) — g < gN = po < —q(N—i—ocO).
q N —2q
Entio u € LP?(B,|x|*?) e, por (3.6), |x|*|u|P~'u € LY(B). Portanto, pelo Teorema
9.15 em [9] no problema (3.5), obtemos u € Wrzég(B ). Ficando assim demonstrada a
Afirmacdo 3.
Afirmagéo 4: Podemos supor p[p(N —2) —2a — 4] — 2a > 0.
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Prova da Afirmacédo 4: Denotando Q = {q > 1/¢[p(N —2) — 2a] < 2N} temos

p(N_iq)_qO(gO, d3eQ&p(N—-29)—qa<0,3g€Q

& pN <qa+2p), g€ Q
< pN[p(N —2) —2a] < ¢[p(N —2) = 2a](a +2p), I € Q
& pN[p(N —2) — 2a] < 2N(a +2p)
< p[p(N —2) —2a — 4] — 20 < 0.
Se p[p(N —2) —2a — 4] —2a < 0 segue que todo 6 € [1,00) satisfaz GW <

N. Portanto, pela Afirmacdo 3, u < w20

~4(B) V8 € [1,00). Ficando assim demons-

trada a Afirmacao 4.
p(N—2)—2«
[p(N=2)—2x—4]—2ua

. Como p < % entdo

Denote k = ;

p(N —2) -2« - p(N —2) -2«

kzpz(N—z)—zplX—‘lP—Zx pN+2p—|—2ptx—2po¢—4p—2¢x:1

Afirmagdo 5: Se u € Wf;g(B ) para algum r > ﬁ, entdo u € Wf‘élg(B).

Prova da Afirmacdo 5: Faremos esta demonstra¢do de forma recurssiva. Por regu-
laridade eliptica (Teorema 9.15 de [9]) basta mostrar que |x|*|u|P~'u € L¥(B). Por
(3.6) é suficiente mostrar que u € LP¥ (B, |x|**"). Se N < 2r, por u € Wrzézl(B), segue
do Teorema 6 do capitulo 5 em [6] que u € LY(B) V0 > 1. Entdo u € LY(B, |x|%") e,

dessa maneira, seguiria o resultado. Se N > 2r segue do Teorema que

r(N + akr)

LSB, akr v1< <
u € L°(B,|x|*") <S$S ST,

Para mostrar que u € LP¥ (B, |x|*") é suficiente que pkr < r(%tgfﬂ. Note que

r(N + akr)

<
pPkr < =2

& pkN — 2pkr < N + akr < r(ak 4+ 2pk) > pkN — N

N—-N pN — Nk~!
r>——sr>—.
ak + 2pk a+2p

Finalmente, a Afirmacdo 5 segue das seguintes igualdades

pN—-Nkt 1 (pN_ p[p(N—Z)—sz—LL]—sz)

a+2p a+2p p(N—2) -2«
1 pN[p(N—2)—2a] — Np[p(N —2) —2a] + 4Np + 2N«
Ca+2p p(N —2) —2u
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1 2NQ2p+a) 2N
Ca+2pp(N—-2)—2a p(N-2)—2a

Ficando assim demonstrada a Afirmacéo 5.

Como u € Wrzégo(B) onde ry := ﬁ, pela Afirmacado 5, segue que u €
2,k21’0

Wrzé’go(B). Novamente, pela Afirmagé(z 5 obtemos u € W.”,°(B). Indutivamente,
segue que paracadan € N, u € Wrzéﬁ "°(B). Como k > 1, entdo k" — oo e, dessa

2,0
forma, u € Wy

obtemos u € C17(B) para todo 0 < 7y < 1.

(B) para todo 6 € [1,00). Pelo Teorema 6 do capitulo 5 em [6]

Pelo Lema 3.3| e por regularidade de Schauder (Teorema 6.13 em [9]) segue que
u € C>7(B),ondey = min{1,a} sea # 1ey é qualquer elemento de (0,1) sea = 1,

e é solugdo classica. [ ]

3.2 Regularidade de solu¢des com simetria parcial de
(©

Nessa secdo assumiremos
(Hl) N>4eleZcom2< N-I<I;
(H2) 2 < p+1 <2, onde2 =2,
(H3) qy:=N—(N—I+1)% ea> 2L

Denotamos H} ,(B) := Wll’z(B) N H}(B). Como p + 1 < 2, pelo Corolério
temos a seguinte imersdo compacta H},(B) < LPT1(B, |x|*). Dizemos que uy €
H(IJ,Z(B) é solugéo fraca de (6) se é ponto critico do funcional Cl(Hérl(B),]R) dado

por
_ 1 2 1 al,, |p+1 1
I(u) = 2/B|Vu| dx p+1/3|x| [ulP™dx, u € Hy,(B).

Definimos também

) f|Vu|2dx
my o1 i= 1r11f(B) ) -
ueH x|y |p+ p+1

000 (f xfeuld)

Badiale e Sierra em [2] mostraram que I; tem um ponto critico positivo ndo radial.
Além disso, provaram que cada | gera uma solucdo diferente. Figueiredo, Santos e
Miyagaki contribuiram com estudo de regularidade de solugdes fracas de (f) com

as proximas duas proposigoes.
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2 2

2,— ,
Proposicdo 3.5. Seja u € H(l),l(B) solugao fraca de (). Entaou € W, " (B)NW, " (B)

e é solugdo forte de (6).

Prova. Pelo Corolario (H1), (H2) e (H3), obtemos u € L% (B,|x|*). Assim
2

|x|*|u|P~u € LWZ(B). Considere o problema

(3.11)

—Aw = |x|*|ulP~'u  em B,
w=0 sobre dB.

2

2y =
Aplicando regularidade L? (Teorema 9.15 em [9]) obtemos w & w7 (B)NW, " (B)

solucdo forte de (3.11). Além disso, usando que A é invariante por operadores or-
2,2 1,2
togonais como na Observagdo [2.11, obtemos w € W, " (B) N W, " (B). Como w é

solugao forte de (B:11) e u ¢ solugéo fraca de (6) temos, para toda ¢ € C(B), que

/Bw(—Aq))dx:/B(—Aw)q)dx:/B|x]“|u|p_1u(pdx:/BVquodx:/Bu(—Aq))dx.

Logo
/(w —u)Apdx =0 Vg e CZ(B) (3.12)
: ,

Fixe ¢ € C3°((0,1) x (0,1)) tome ¢ € C5°(B) solugdo classica de

Para verificar que ¢ € C(B) basta usar um argumento analogo a Observagéo

Assim

0= [ (w—wpdx = [ (—up(lyl,|z])ds
1 r1
= wN_ZaJl/O /0 [w(s, t) — u(s,t)] p(s, t)s' NI 1dsdt.

Como i € C§°((0,1) x (0,1)) foi arbitraria, temos que w = u q.t.p. em (0,1) x (0,1).
Logo,

1 /1
0= lewl/ / lw(s, t) —u(s,t)|s' 1N 1dsdt = / lw(x) — u(x)|dx.
0o Jo B

2 2
Portanto w = u q.t.p. em B e, dessa forma, u = w € W, " (B) N W, " (B). ]

2 2

217 7
Proposigdo 3.6. Sejau € W, " (B) N W,'" (B) uma solucdo forte de (6). Entdo existe
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ap > 0 tal que, dado & > &, tem-se que u é solugdo classica de (@) e u € C>7(B),
onde v = min{1l,a} se « # 1 e 7y é qualquer elemento de (0,1) se x = 1.

. L2
Prova. Sejau € W,"" (B) N W, " (B) solugdo forte de (). Fixe ag > 0 a ser deter-
minado. Dado & > «p, inicialmente, vamos mostrar que u € W29(B) Vo ¢ [1,00).

Primeiramente, observe que
|x|“|u|p’1u € Lfi(B) & / |x|“7|u|pﬁdx <& UE€ qu(B, |x\“57). (3.13)
B

Afirmacéo 1: Podemos supor p(I —1) —4 > 0.
Prova da Afirmagdo 1: Suponhamos p(! — 1) — 4 < 0. Note que

4(1+1)
p(l—1)

Por (H3) e o Corolérioobtemos u € LP9(B, |x|*) V8 € [1, ). Pela equagio (3.13)

tem-se |x|*|u|P~1u € L9(B) V8 € [1, ). Pelo Teorema 9.15 em [9] aplicado em (3.11),

temos que u € W>?(B) V8 € [1, ). Ficando assim demonstrada a Afirmagao 1.
Denote k := ﬁ. Por (H2) tem-se p < 2; —1 = gf—% Dai,

l+1§2%<:>l+1§ ep(ll-1)<4spl-1)—-4<0.

I-1 -1

K= =1 -a T+3-a~

1.

Além disso denote, para cada g € [1,0),

kq(I+1—-29) kq

Np N1+l se g>1+1.

N+ N—IH1 o g 2q <1+1,
Xog =
q kg

Afirmagdo 2: Seaw > ap e u € le’q(B) com g > %, entdou € le’kq(B).

Prova da Afirmacdo 2: Se [ + 1 > 2g entdo

CN(+1)
akq>0€0,qkq—m—(N_l+1)
1 q(1+1) [ g(l+1-29)
AT N (N—p+ )T
gl+1—2g ( +1) g(I+1)

q(l+1)
Dai, pelo Corolério temos que u € L2 (B, |x|*4). Como g > % tem-se

ql+1) o qU+1) _ pll=T)q

I+1—2g9 = ~o201)  p(l—1)—4
77 1+1-220 pU- 1)

pkq.
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Entdo u € LP (B, |x|* ). Por (3.13) obtemos |x|*|u|P~'u € L¥(B). Usando regu-
laridade eliptica (Teorema 9.15 em [9]) em (3.11) temos que u € le ’kq(B). Agora
suponha [ +1 < 2g, entdo

akq > aoqgkqg = Npk — (N —1+1)

1 q
=—pkg | N—(N—-1+1)—|.
q pkq
Dai, pelo Coroléario temos que u € LP¥ (B, |x|*). Devido a (3.13), obtemos
|x|*|u|P~'u € L*¥(B). Usando regularidade eliptica (Teorema 9.15 em [9]) em (B.11)
temos que u € Wl2 ’kq(B). Ficando assim demonstrada a Afirmacdo 2.

n—00 .
Como Ron2 0, temos que ag := sup, . Ky w2 < 0O Assim, para a > «p, a
op Top

22
Afirmagao 2 garante que u € W, " (B) para todon € IN. Entdo u € WZZ’Q(B) para

todo 0 € [1,00) se & > ag.

Suponhamos & > ag. Pelo Teorema 6 do capitulo 5 de [6], u € C7(B) para
todo 7y € (0,1).Pelo Lemae por regularidade de Schauder (Teorema 6.13 em [9]),
segue que u é solucdo classica e u € C>7(B), onde v = min{1l,a} sea # le y é

qualquer elemento de (0,1) se & = 1. n

3.3 Regularidade de solugdes radiais de

Lema 3.7. Considere o problema

Nu=f em B,
Bu =0 sobre 0B.

1. Se f € LP(B), com 1 < p < oo, entdo o problema possui tnica solugdo u €

W%P(B) que satisfaz a condigdo de fronteira Bu = 0 no sentido do traco;

2. Se f € CY7(B),com0 < < 1, entdo o problema possui tinica solugio classica
u € C*7(B).

Prova. Segue dos Teoremas 2.19 e 2.20 em [10]. [ ]

Nesta se¢do assumiremos

N+2(2+a)

N > 5, Oel
>5 a>0el<p<—0—

(3.14)

A teoria de regularidade para solugdo fraca e radial de () segue das duas proposicdes

seguintes:
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Proposic¢do 3.8. Seja u € H,,q solugdo fraca de (§). Entdo u € Wi;qd(B) para todo
g > 1com g[p(N —4) —2a] < 2N, u é solugdo forte de (5) e satisfaz a condigdo

Bu = 0 no sentido do traco.

Prova. Considere o problema

(3.15)

ANw = |x|*[u|/P"'lu em B,
Bw =20 sobre JB.

Primeiramente, encontremos alguns valores de g > 1 tais que |x|*|u|P~'u € Li(B).

Note que
|x|*|u|P~tu € L1(B) @/ |x|*Tu|Pidx < oo < u € LPI(B, |x|*). (3.16)
B
Assim, pelo Teorema usando que u € H2 ((B),

u € LPI(B, |x|*) < pg < w < pg(N —4) <2N +2aq

< gq[p(N —4) —2a] < 2N.
Logo, |x|%|u|P~1u € L1(B) se g > 1 e g[p(N — 4) — 2a] < 2N. Note que existe g > 1
com q[p(N —4) — 2a] < 2N, pois como

2N . 2N
N+4~ N+N

gp(N —4) —2a] <g(N+4+2a —2a) =q(N+4)e 1,
entdo basta tomar g € (1, 7.

Pelo Lema @ obtemos tnica solugéo forte (w € W*4(B) para todo ¢ > 1 com
g[p(N —4) —2a] <2N)de satisfazendo a condic¢do de fronteira no sentido do
traco. Como B ¢é limitado obtemos que w € W*7(B) para todo g > 1 com g[p(N —
4) — 2a] < 2N. Além disso, usando que A? é invariante por operadores ortogonais,

w é radial. Note que, para cada ¢ € C3’_4(B), como w é solugao forte e u é solugao

fraca tem-se

/ wA?pdx = / ANwedx = / |x|*|u|PLupdx = / Aulpdx = / uM?pdx.
B B B B B

(3.17)
Fixe ¢ € C°(0,1) e tome ¢ € Cf,4(B) solugdo de

A(x) = ¢(|x|) em B,
=0 sobre 0B.
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Assim, por (3.17),

0— /B(w — u)A2gdx = /B(w —w)y(|x)dx = wy /Ol(w(t) —u(t) (N4t

Como ¢ € C{°(0,1) foi arbitraria, temos que w = u q.t.p. em (0,1). Logo,

O—wN/ lw(t) )N dt = /|w ) — u(x)|dx.

Portanto w = u q.t.p. em B. Dai u = w € Wrad( ) para todo g > 1 com g[p(N —
4) — 2ua] < 2N. u

Proposig¢do 3.9. Seja u € W:ZZ(B), paratodo g > 1eg[p(N —4) —2a] < 2N, uma
solugéo forte de () satisfazendo Bu = 0 no sentido do trago. Entdo u é solugdo
classica de (B) e u € C*7(B) com v = min{1,a} se « # 1 e qualquer niimero em
(0,1) sea = 1.

Prova. Seja u € ijd(B), para todo g > 1 com g[p(N —4) — 2a] < 2N, solugéo forte
de (B). Nosso foco, inicialmente, ¢ mostrar que u € W*?(B) V8 € [1,00).

Afirmacado 1: Podemos supor p(N —4) — 2a > 0.

Prova da Afirmacido 1: Se p(N —4) —2a < 0 entdo todo g € [1, o) satisfaz q[p(N —
4) —2&] < 2N. Logo u € W*1(B) para todo q € [1,00). Ficando assim demonos-
trada a Afirmacdo 1.

Afirmagao 2: Podemos supor N > ﬁ.

Prova da Afirmacao 2: Caso contrério obtemos N < ouseja, p(N —4) —

8N

p(N—4)—2a’
200 < 8. Assimu € Wfa’zl(B) Vg € [1, %) e pelo Teorema 6 do capitulo 5 em [6] temos
que u € L”?(B) com ry = Nq—N4 Como 7, LH—% oo temos que u € LY(B) VO € [1, ).
Logo, por (3.16), |x|*|u|P~'u € L%(B) V6 € [1,0) e pelo Lema@em obtemos
uc WH(B ) V6 € [1,00). Ficando assim demonstrada a Afirmacao 2.

Afirmacao 3: Fixe g > 1 com q[p(N —4) — 2a] < 2N. Dado 6 € [1, c0) satisfazendo
OW < N, temos que u € W*9(B).

Prova da Afirmagédo 3: Dado 6 € [1,00) com GW < N, pela Afirmagdo 2,
podemos usar o item (2) do Teorema obtendo u € L’(B, |x|*?) paratodo1 < r <

q(ﬁiie) Note que

GP(N_?)_W §N:>9p(N—4q)—q9a§qN:>p9§q(l\]Nf—'f:).

Assim u € LF’G(B |x[*) e, por B-16), |x|*|u|P~'u € L°(B). Pelo Lema 3.7 no pro-
blema (3.15) obtemos u € W*%(B ) Ficando assim demonstrada a Afirmacéo 3.
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Afirmacao 4: Podemos supor p[p(N —4) —2a — 8] — 2a > 0.
Prova da Afirmagédo 4: Denotando Q = {q > 1/4[p(N —4) — 2a] < 2N} temos que

p(N_zq)_qaSOHqGQ@p(N—ALq)—qagOEIqGQ

< pN <g(a+4p)Ig€Q

< pN[p(N —4) —2a] < q[p(N —4) — 2a](a +4p) 39 € Q
< pN[p(N —4) —2a] <2N(a +4p)

< p[p(N —4) —2a — 8] —2a < 0.

Se p[p(N —4) — 20 — 8] — 2a < 0 segue que todo 6 € [1,00) satisfaz OP(N_:ﬂ <

N. Portanto, pela Afirmacdo 3, u € W*?(B) V§ € [1,00). Ficando assim demons-

trada a Airmacao 4.

Denote k := p[p(ﬁ(—ﬁ;f;ojfg]—Za' Como p < w entao
N—-4) -2« (N—4)—2«a (N—4) -2«
k= P P _P =1.

p2(N —4) —2pa —8p —20 =~ pN+4p—8p—2a p(N—4) -2«

Afirmagdo 5: Se u € W',(B) para algum r > ﬁ, entdo u € W;glg(B).

Prova da Afirmacgao 5: Faremos esta demonstragdo de forma recurssiva. Pelo Lema
@Ibasta mostrar que |x|*|u|P~'u € L¥(B). Por (3.16) é suficiente mostrar que u €
LP¥ (B, |x|**"). Por hipétese u € Wfég(B ). Se N < 4r segue do Teorema 6 do capitulo
5em [6] que u € LY(B) VO € [1,0) e, dessa forma, u € L(B,|x|*") seguiria o

resultado. Se N > 4r segue do Teorema 0.1 que

s akr T(N—i— Déki’)
1<s<
ueL®B,|x|*™) VI<s< N4
Para mostrar que u € LP¥" (B, |x|* ") é suficiente que pkr < %. Note que
N + ak
pkr < % & pkN — 4pkr < N + akr < r(ak + 4pk) > pkN — N

. N—N©r>pN—Nk_1
— ak+4pk — a+4p

Finalmente, Afirmacao 5 segue das seguintes igualdades

pN—Nk1 1 (pN_Np[p(N—4)—2a—8]—2zx>

a+4p  a+dp p(N —4) — 2u
_ 1 pN[p(N—4)—2a] — Np[p(N —4) — 2a] + 8Np + 2N«
a—+4p p(N —4) —2a
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1 2N(4p +a) 2N
a+4pp(N—4)—-2a p(N—-4)—2a

Ficando assim demonstrada a Afirmacéo 5.

Como u € Wi;(rf(B) onde ry := p(NE%’ pela Afirmagdo 5, obtemos u €
Wféfro(B). Indutivamente, segue que, para cadan € IN, u € Wfégro(B). Como
k > 1, entdo k" — oo e, portanto, u € Wfég(B) Vo € [1,00).

Pelo Teorema 6 do capitulo 5 em [6] obtemos u € C>7(B) para todo 0 < v < 1.
Pelos Lemas e 3.7] temos que u é solugéo classica com u € C*7(B), onde ¢y =

min{1,a} se a # 1 e 7 é qualquer elemento de (0,1) se « = 1. n

3.4 Regularidade de solucdes com simetria parcial de

(5)

Nessa secdo assumiremos
(H1) N > 4;inteirocom2 < N —-[<[;

H2) 2<p+1<20onde2; := Z(ZZTJF;) se | > 4 e 2; é qualquer elemento de (2,0) se
[ < 4

(H3) g, ::N—(N—l+1)2%ea>%.

Facamos o estudo de regularidade de () através das seguintes proposicdes:

42
Proposigdo 3.10. Seja u € H;(B) solugdo fraca de (5). Entdao u € W, " (B) é uma

solugéo forte de (B)) satisfazendo Bu = 0 no sentido do trago.

Prova. Pelo Corolario (H1), (H2) e (H3) obtemos u € L% (B, |x|*). Assim, por

x| < 1, |x||ulP~tu e LVI(B). Considere o problema

{ Nw = |x|*[u|/P~'u em B, (3.18)

Bw =0 sobre 0B.

2
Pelo Lema@ obtemos w € W*7 (B) solugéo forte satisfazendo a condigdo da fron-

teira no sentido do trago. Além disso, usando que A é invariante por operadores
2

ortogonais como na Observagao [2.11} obtemos w € W, "7 (B). Como w é solucio
forte de (3.18) e u ¢ solugao fraca de () temos, para toda ¢ € C§(B), que

/BwAzgodx:/BAzwgodx:/B\x|"‘|u|791ug0dx:/BAuAgodx:/BuA2godx.
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Fixe ¢ € C5°((0,1) x (0,1)) e tome ¢ € C§°(B) solugdo classica de

Mg =y(lyl[z[) em B,
Be =0 sobre OdB.

Para verificar que ¢ € C7’(B) basta usar um argumento analogo a Observagéo

Assim

0= [ (w—u)apdr = [ (w—up(yl, |z])dx

= WN_ W) /01 /Ol[w(s, t) —u(s, t)]p(s, t)s' N "= 1dsdt.

Como ¢ € C§°((0,1) x (0,1)) foi arbitraria, temos que w = u q.t.p. em (0,1) x (0,1).
Logo,

1 /1
0= wN_lwl/ / lw(s, t) —u(s, t)|s' N~ 1dsdt = / lw(x) — u(x)|dx.
0 JO B

2
Portanto w = u q.t.p. em B e, dessa forma, u = w € W;L'?Z(B). n
42
Proposigio 3.11. Seja u € W, " (B) uma solugéo forte de (B) satisfazendo Bu = 0 no
sentido do traco. Entdo existe xp > 0 tal que dado & > «( tem-se u solucdo classica
de (B) com u € C*7(B), onde v = min{1,a} se & # 1 e y é qualquer elemento de
(0,1) sea = 1.
2

Prova. Seja u € W, '’ (B) uma solugdo forte de (B) satisfazendo a condigdo de
fronteira Bu = 0 no sentido do traco. Nosso foco, inicialmente, é mostrar que
u € WH(B) V0 € [1,00) para @ > ag onde ag > 0 a ser determinado. Primeira-

mente, observe que
|x|“|u|p’1u € LqN(B) & / ]x|"‘7|u|p‘7~dx <& U qu(B, |x\‘”7). (3.19)
B

Afirmacéo 1: Podemos supor p(l —3) — 8 > 0.
Prova da Afirmagdo 1: Suponhamos p(! — 3) — 8 < 0. Note que

8(1+1)
p(l—3)

z+1g4%@1+1g o p(l—3) <8 p(I—3)—8 <0,

Por (H3) e Corolérioobtemos u € LP(B,|x|*®) VO € [1,00). Por (3.19) tem-se
|x|*[u|P~'u € L9(B) V8 € [1,00). Pelo Lema 3.7/ em (3.18) temos que u € W*%(B)

V6 € [1,0). Ficando assim demonstrada a Afirmacao 1.
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Pela Aﬁrmagéo 1 podemos assumir [ > 4 e, dessa forma, 2; = z(llj;). Denote
k:= W Por (H2) tem-se p < 2; — 1 = F3. Daf
I — | —
k = 5 > 5 =1.

p(1—3)—8 1+5-8

Além disso denote, para cada g € [1,0),

NU+) NIt
(o g = { G- & 5¢ 4 <I+l

Np  N-I+1

Afirmagdo 2: Sea > o e u € Wf’q(B) com g > %, entdo u € W4k1(B).
Prova da Afirmacao 2: Se 49 < [ + 1 entdo

N+
akq>0€0’qkq—m—(N—l+1)
1 q(1+1) l g(l+1—4q)
=-— = IN-(N—-I+1)—~—0nw«+n—"~
g1+ 1—4q (N=I+D)=

q(l1+1)
Dai, pelo Corolério temos que u € L% (B, |x|*4). Como q > % tem-se

gl +1) o _qU+1) _ p=3)g _
[+1—49= [ 11_ gg%_pa—3y—8_pm'

Entdo u € LPK(B, |x|*7). Por (B.19) obtemos |x|*|u|’~'u € L¥(B). Pelo Lema[3.7]
em (3.18), conclui-se u € W¥ k”/(B)
Agora, suponha 4g > | + 1, entdo

9

1
akq > aggkqg = Npk— (N —1+1) = —pkq [N — (N —-1+1
q > to,gkq = Npk — )= gpka [N=(N ) oka |

Dai, pelo Corolério temos que u € LPX(B, |x|* ). Por obtemos |x|*|u|P~tu €
L*¥(B). Pelo Lema @I em temos que u € W**1(B). Ficando assim demons-
trada a Afirmagéo 2.

Como « zl %0, temos que &g := sup, N “o,knz—pl < 0o. Assim para & > ay,

0,k

4k

Afirmagao 2 garante que u € W, ’ (B) para todo n € IN. Entdo u € Wl4’9(B) para
todo 0 € [1,00) se & > ag.

Suponhamos & > «g. Pelo Teorema 6 do capitulo 5 de [6] u € C>7(B) para todo
v € (0,1). Pelos Lemas H e E segue que u é solugdo classica com u € Cc* 7( ),

onde ¥y = min{1,a} se « # 1 e v é qualquer elemento de (0,1) se « = 1. n
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