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In these days the angel of topology and the
devil of abstract algebra fight for the soul of
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Resumo

Este trabalho fornece uma introducao a teoria dos grupos algébricos lineares e as
suas acoes sobre variedades algébricas. Além de uma parte geral sobre variedades afins
e grupos algébricos lineares, os seguintes topicos sao discutidos: espagos homogéneos,

quocientes, subgrupos parabdlicos, grassmannianas e variedades de bandeira.

Palavras-chave: Variedades algébricas, grupos algébricos lineares, quocientes, sub-

grupos parabdlicos, variedades de bandeira.



Abstract

This work provides an introduction to the theory of linear algebraic groups and
their action on algebraic varieties. In addition to a general part on affine varieties
and linear algebraic groups, the following topics are discussed: homogeneous spaces,

quotients, parabolic subgroups, grassmannians and flag varieties.

Keywords: Algebraic varieties, linear algebraic groups, quotients, parabolic sub-

groups, flag varieties.
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Introducao

A geometria algébrica inicia-se com o estudo do conjunto de zeros de sistemas de
funcoes polinomiais, em finitas indeterminadas, com coeficientes em um corpo algebri-
camente fechado (fixado). A partir disso sdo introduzidos os conceitos de variedades
afins, variedades algébricas, morfismos e dimensao. Neste trabalho estudaremos grupos
que tém uma estrutura de variedade algébrica tal que a operacao do grupo e a inversao
de seus elementos sao morfismos de variedades algébricas. H4 uma grande semelhanca
entre grupos de tal categoria e os grupos de Lie, que sao grupos com uma estrutura de
variedade diferenciavel tal que a operacao do grupo é uma aplicacao diferenciavel de
classe C*.

Com um papel central na teoria de Galois de equacoes diferenciais ordinarias line-
ares homogeneas, desenvolvida por Picard e Vessiot no final do século 19, o primeiro
conceito de grupo algébrico foi o de grupo matricial algébrico complexo, ou seja, em
termos gerais, grupo multiplicativo de matrizes definido por equacoes polinomiais com
respeito as entradas das matrizes, as quais pertenciam ao corpo dos nimeros comple-
xo0s. Casos especiais de tais grupos (como por exemplo: o grupo das matrizes n X n
invertiveis GL(n,C), o grupo das matrizes n x n triangulares superiores invertiveis
T'(n,C) e grupos matriciais finitos) foram objetos de pesquisa um tanto exaustiva por
muitas décadas, pois a literatura era desprovida de qualquer teoria basica de grupos
matriciais algébricos. Por falta de tal teoria, esses grupos, quando encontrados em
grande escala (como na teoria de Picard-Vessiot), foram tratados como casos especiais
de grupos de Lie. Como resultado, a teoria brilhante de Picard e Vessiot sofreu com
a falta de rigor da teoria inicial dos grupos de Lie e por estar intimamente ligada ao
analitico ponto de vista da teoria de Lie, obscurecendo assim a natureza algébrica do
assunto. Desta maneira grandes matematicos passaram a se dedicar ao estudo de tais
grupos, entre eles os mais famosos foram Weil, Kolchin, Borel e Chevalley.

Com intuito de obter uma independéncia dos grupos de Lie para a teria de Picard-
Vessiot, Kolchin descobriu grandes resultados sobre os grupos matriciais algébricos com
entradas em um corpo algebricamente fechado arbitrario K, o quais apelavam somente

para a geometria algébrica. Tais resultados foram publicados em 1948 em seu principal



artigo [10]. Em particular, nesse artigo, Kolchin provou que todo subgrupo fechado
(com relagao a topologia de Zariski) e solivel de GL(n,K) é conjugado de algum
subgrupo de T'(n,K). Alguns anos depois, Borel publicou um fundamental artigo [4], o
qual foi uma especie de continuagao de [10], porém com um foco totalmente na teoria
dos grupos matriciais algébricos, no qual foram apresentados uma série de resultados
sobre subgrupos fechados, soliveis, conexos maximais de GL(n,K), que mais tarde
seriam chamados de subgrupos de Borel. Além destes resultados, também destacou-se
o teorema do ponto fixo de Borel, o qual possui muitas aplicagoes, como por exemplo,
a partir de tal resultado, podemos verificar que os elementos de T'(n, K) possuem um
autovetor em comum.

Nesta dissertacao os resultados obtidos por Kolchin e Borel serao apresentados sob
uma visdo moderna, como em [9] e [16]. Em particular, veremos a existéncia e unici-
dade da variedade quociente G/H de um grupo algébrico linear G (isto é, um subgrupo
fechado de GL(n,K)) por um subgrupo fechado H. Com tal noc¢ao teremos as ferra-
mentas necessarias para falar sobre os subgrupos parabdlicos de G, os quais sao os
subgrupos fechados P de G tais que o quociente G/P é uma variedade algébrica com-
pleta. Nosso objetivo principal é fazer uma caracterizacao dos subgrupos parabdlicos de
GL(n,K) com os estabilizadores de bandeiras sobre K". Para sermos mais explicitos,
veremos que se P é um subgrupo parabdlico de GL(n,K) entao existe uma sequéncia
1 < ny < ng,...,n. < n de numeros inteiros e uma bandeia sobre K" (isto ¢, uma

cadeia de subespagos de K")
OCViCWC.--CV,,

onde dimV; = n;, tal que P é o estabilizador de tal bandeira, ou seja, o subgrupo
{g € GL(n,K)|g(V;) =V}, para todo i = nq,...,n,.} de GL(n,K) deve ser exatamente
P. Reciprocamente veremos que qualquer estabilizador de alguma bandeira é um
subgrupo parabdlico.

Este trabalho estd organizado em trés capitulos e trés apéndices. No primeiro
capitulo sao apresentados conceitos gerais sobre variedades algébricas, morfismos e di-
mensao, onde fazemos algumas construgoes exaustivas que na maioria dos livros de ge-
ometria algébrica sao deixadas como exercicio, como por exemplo a do feixe de funcoes
de uma variedade afim. Nesse capitulo enunciamos e demonstramos muitos resulta-
dos importantes e necessarios para a teoria dos grupos algébricos. O segundo capitulo
estd dividido em quatro sec¢oes, onde na 2.1 sao introduzidos os conceitos de grupos
algébricos juntamente com exemplos e suas principais propriedades; no 2.2 é apresen-

tada a nocao de acao de um grupo algébrico em uma variedade algébrica, a qual é uma



ferramente importante para este trabalho, que por exemplo nos permite demonstrar
que todo grupo algébrico afim ¢ linear; a secao 2.3 traz a nogao de espacos homogéneos
para grupos algébricos, o que nos permite discutir sobre a variedade quociente; a segao
2.4 trata de subgrupos parabdlicos e subgrupos de Borel de um grupo algébrico linear,
com resultados importantes, exemplos e aplicacoes. Por fim, no terceiro capitulo sao
introduzidos os conceitos de variedades grassmannianas e de bandeira, onde verificamos
que tais variedades sdo projetivas e que sao espagos homogéneos para GL(n,K), o que
nos permite caracterizarmos os subgrupos parabélicos de GL(n, K) com estabilizadores
de bandeiras.

O apéndice A trata de espacos topolégicos Noetherianos, onde vemos sua definicao,
propriedades e resultados importantes. No apéndice B apresentamos alguns resultados
sobre a teoria dos feixes de funcgoes, os quais sao fundamentais para a definicao de
variedade algébrica. Finalmente, no apéndice C' vemos a definicao de acao de um
grupo arbitrario em um conjunto e discutimos algumas propriedades basicas sobre tais

acoes.



Capitulo 1

Variedades algébricas

Neste capitulo serao discutidos alguns resultados béasicos de geometria algébrica,
0S quais sao necessarias para o estudo dos grupos algébricos. Iniciaremos com o con-
ceito de variedade afim, que mais adiante nos permite introduzir a nocao de variedade
algébrica, que é de certo modo uma uniao finita de variedades afins. Para este capitulo

as referéncias principais sao [14], [12] e [6].

1.1 Variedades afins

Neste trabalho K denota um corpo algebricamente fechado (fixo) de caracteristica

arbitraria e K[T1,...,T},] o anel de polinémios sobre K com variaveis 11, . .., T).

Defini¢ao 1.1. Seja S um subconjunto arbitrdrio de K[Ty,...,T,]|. Definimos
Z(S) .= {z € K"| para todo f € S, f(x) = 0},

ou seja, Z(S) € o conjunto de zeros comuns dos polindmios pertencentes a S e o

chamamos de variedade afim definida por S. Se S € finito nds escrevemos Z(f1, ..., fr)
no lugar de Z({f1,..., f+}).

Observe que se S; C Sy sdo subconjuntos de K[T1,...,T,] entdo Z(S2) C Z(S1),
ou seja, visto como um fungao que associa subconjuntos de K[T7,...,T,] a subcon-
juntos de K", Z inverte inclusoes. Em particular, se I = (S;) é o ideal gerado por
Sy em K[T,...,T,] temos que Z(S;) € Z(I). Desde que todo elemento de I é uma
combinacao K[T7,...,T,]-linear de elementos de Sy, segue que Z(S;) 2 Z(I). Assim
obtemos a igualdade Z(S;) = Z(I), a qual nos fornece que uma variedade afim X C K"
sempre é o conjunto de zeros de algum ideal I de K[T3,...,T,] e os pontos de X sdo
os zeros comuns de um conjunto de geradores de I. Observe que I é gerado por um

conjunto finito pois K[71,...,7T,] é um anel Noetheriano.
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1. Variedades algébricas

Exemplo 1.1. Temos que Z(1) = @ e Z(0) = K", assim o vazio e todo o K" sdo

variedades afins.

Exemplo 1.2. Se X, Xy C K" sdo variedades afins entao X; U Xy € uma variedade
afim. De fato, existem ideais I, Iy C K[Ty,...,T,] tais que X1 = Z(11) e Xo = Z(15).
Tome x € Z(I115) e suponha que x ¢ X1, assim existe f € I tal que f(x) # 0. Para
todo g € I temos que f(z).g(xz) =0, o que implica g(x) = 0, logo x € X, desta forma
obtemos que Z(1115) C X1 U Xs. Por outro lado, se v € X1 U Xy entdo v € Xy ou
x € Xo, logo x é um zero de qualquer polinomio de I 15. Portanto X, U Xy = Z(I115).

Exemplo 1.3. Se (X))xer € uma familia de variedades afins, tal que cada X, C K",

entao ﬂ Xy € uma variedade afim. De fato, podemos escrever X, = Z(I,), onde
AeL

Iy CK[Ty,...,T,] ¢ um ideal. Se x € ﬂ X\ entao x € Z(I)) para todo A € L, isto

AeL
significa que x € zero de todos os polinomios pertencentes a Iy, para qualquer \ € L;

logo x € Z(Zb‘)’ assim mX,\ C Z(ZI,\). Por outro lado, se x € Z(Zl)\),

A€EL AeL A€eL AeL
entao x € um zero de todos os polinomios pertencentes a I, para qualquer X € L; logo

Z() 1) € () Xa. Portanto () Xx=Z(>_ 1)

AeL AeL AeL AeL
Seja {2 a colecao dos complementares em K™ das variedades afins. Segue dos exem-

plos acima que (K", €2) é um espaco topoldgico.

Definicao 1.2. A topologia em K™ no qual os fechados sao as variedades afins € cha-
mada de topologia de Zariski. K" munido com tal topologia € denotado por A™ e

chamado de n-espaco afim.

Exemplo 1.4. 1. Se x = (x1,...,x,) € A" entdo o subconjunto {x} C A, é um
fechado pois Z(Ty — x1,..., T, —x,) = {z}. O ideal m, = (11 — xy,..., T, —
z,) C K[TY,...,T,] € mazimal. Adiante veremos que todo ideal mazximal de
K[Ty,...,T,] tem essa forma.

2. Seja f € K[T',...,T,] um polinomio. Temos que D(f) = Z(f)° = {z €
A"|f(x) # 0} € aberto em A™. Mais além, a cole¢ao {D(f) C A"|f € K[T,...,T,]}
¢ uma base para a topologia de Zariski em A™. Os conjuntos D(f) sdo chamados

de abertos principais de A™.

Definicao 1.3. Seja X C A" um subconjunto arbitrario. O conjunto
J(X):={f eK[T1,...,T,]| para todo z € X, f(x) =0}

¢ chamado de ideal de definicao de X.



1. Variedades algébricas

Observacgao 1.1. J3(X) € de fato um ideal de K[T}, ..., T,], pois dados fi, fo € I(X) e
g €KITy,.... T, temos que 0 € I(X), (i + f2)(x) = Fu(x) + folw) = 0 e (g.f1)(x) =
g(z).f1(x) =0, para todo x € X; assim fi1 + fo,9.f1 € I(X).

Se X7 C X, C A" entao J(X3) C J(X;), ou seja, a funcao J que associa subcon-

juntos de A™ a subconjuntos de K[T},...,T},] também inverte inclusoes.

Exemplo 1.5. 1. Se X C A" entao J(X) € um ideal radical. De fato, se f €

J(X) entao existe um inteiro positivo v tal que h" € J(X), logo, para todo

r e X,0="n"(x)=[h(z)]"; o que implica h(x) = 0, donde h € I(X), assim
J(X) C 3(X) e portanto \/I(X) = I(X).

2. Se I CK[Ty,...,T,) é um ideal entio /I C I(Z(I)). De fato, tome f € I, assim
f(x) =0 para todo x € Z(I), logo f € J(Z(1)); desta forma I C I(Z(I)), o que
implica NI C \/I(Z(I)) = I(Z(I)).

3. Se X C A" entdo Z(J(X)) = X. De fato, A partir das definigées de Z e J temos
que X C Z(3(X)), logo X C Z(I(X)) = Z(I(X)). Por outro lado, ezistem
fi,.. fr €K[Ty,...,T,] tais que X = Z(f1,..., f.); além disso, I(X) C J(X).
Dado x € Z(3(X)), para todo f € J(X) t

A

o= fu(x) =0, logo x € X, ou seja,

) temos f(x) =0, em particular fi(x) =
(3(X)) € X.

Abaixo temos duas propriedades topolégicas importantes do espago afim (e das
variedades afins em geral). Detalhes como definigoes e resultados referentes a tais

propriedades podem ser vistas no apéndice [A]

Proposicao 1.1. (i) O espago A™ é Noetheriano. Em particular, toda variedade

afim é espago topoldgico Noetheriano (com a topologia induzida);

(i) Uma variedade afim X C A™ € irredutivel se, e somente se, J(X) € um ideal

primo.

Demonstragao. (i) Seja
Xi20Xe2D...2X,D...
uma cadeia descendente de fechados de A™. Desta forma

3(X1) CI(Xa) C... CHX,)C ...

¢ uma cadeia ascendente de ideais de K[T},...,T,], logo existe 1o > 1 tal que
J(Xy) = I(Xyp41) = ..+, assim Z(3(X,,)) = Z(I3(Xyp41)) = ..., ou seja, X, =
X,y1 = ..., desta maneira A" satisfaz a condicao de cadeia descendente sobre

seus fechados. Portanto A™ é Noetheriano.



1. Variedades algébricas

(ii) De modo equivalente, basta mostrarmos que X é redutivel se, e somente se, J(X)
nao é primo. Se X é redutivel entao existem fechados préprios Y, W C X tais
que X = YUW  istonos diz que J(X) C J(Y) e J(X) C J(W). Tome g € J(Y) e
h € 3(W), com ambos fora de J(X). Observe que gh € 3(Y)-J(W) C I(YUW) =
J(X), assim J(X) nao é primo. Reciprocamente, considere g, h € K[T},...,T,]
tais que g,h & J(X) e gh € J3(X). Observe que Z(gh) 2 Z(3(X)) = X, assim
X C Z(g) U Z(h), o que implica X = (Z(g) N X) U (Z(h) N X). Suponha
que Z(g) N X = X, assim X C Z(g), logo IJ(X) 2 T(Z(g9)) 2 (g), 0 que é uma
contradigdo. De maneira andloga podemos verificar que Z(h)NX C X. Portanto
X é redutivel.

[]

O teorema dos zeros de Hilbert mostra que de fato vale a igualdade /T = J(Z(I)),

antes de demonstrar tal resultado, vejamos algumas proposicoes auxiliares.

Proposicao 1.2. Seja R uma K-dlgebra finitamente gerada. Se R é corpo entao R é

uma extensao algébrica finita de K.
Demonstracao. Veja [1] pagina 67. ]
Proposicao 1.3. Se I C K[T},....T,] € um ideal entio Z(I) # & .

Demonstracao. Seja A = K[T1,....T,]. Desde que I C A existe um ideal maximal
m C A tal que I C m. Observe que (A/m) = K[T; +m, ..., T, +m]| é uma K- dlgebra
finitamente gerada. Desde que A/m é corpo segue da proposi¢ao anterior que A/m é

uma extensdo algébrica de K. Sendo K algebricamente fechado, segue que A/m ~ K,

logo existem aq,...,a, € K tais que a; +m = T;+m, assim T; —a; € m, desta maneira
(Ty —ay,..., T, —a,) € m, desde que (T} —ay,...,T, — a,) é um ideal maximal de A,
segue que m = (T} —ay, ..., T, — a,), assim (aq,...,a,) € Z(m) C Z(I). O

Segue da demonstragao da proposigao que para todo ideal maximal m de
K[T1,...,T,] existe um ponto (ay,...,a,) € A" tal que m = (17 — ay, ..., T, — a,).

Teorema 1.1. (Teorema dos Zeros de Hilbert) Se I C K[Ty,...,T,] é um ideal entdo
3(Z(I)) = V1.

Demonstracao. Seja A = K[T4,...,T,]. Sem perda de generalidade podemos supor
I C A (se ]l = Aentao J(Z(I)) = A). Segue do exemplo que VI C 3(Z(I)).
Reciprocamente, tome g € J(Z(I)). Existem fi,...,f, € I , tais que I = (f1,..., f.)
(A é Noetheriano). Considere o ideal J = (f1,..., fr,Tg — 1) C A[T], onde A[T] é o
anel de polindmios na variavel T sobre A. Desta forma Z(J) C A"*'. Afirmamos que

Z(J) = @. De fato, suponha por absurdo que existe x = (b1, ...,b,,b) € Z(J). Temos

8



1. Variedades algébricas

que f;(by,...,b,) = 0, para todo ¢ € {1,...,r}, isto nos diz que (by,...,b,) € Z(I).
Desde que g € J(Z(I)), segue que g(by,...,b,) = 0. Tomando p = Tg — 1, temos
p(by,...,bn,b) =0, ou seja, bg(by,...,b,) —1 =0, 0 que é uma contradigao. Portanto
Z(J) = @. A partir da proposigao segue que J = A[T]. Logo 1 € J, assim
1= Z H;-fi+G-(Tg—1),onde H;,G € A[T]. Considere o homomorfismo de anéis
i=1
p: AT — A,

Tp T

t— %},
aplicando o homomorfismo p na expressao 1 = Y7 | H; - fi + G - (T'g — 1), obtemos
1= 3" u(Hy)- fitw(G)-(5-g—1),logo 1 = 370_, u(H;)- fi. Escrevendo p(H;) = ﬁfi,

onde B; € A,m; e Neie {l,...,r}, obtemosque 1 ="', g%’i - f;. Tomando m como

o maior elemento do conjunto {my,...,m,}, segue que ¢" = > . (¢ ™ - B;)- f; € 1,

assim g € /1. Portando J(Z(I)) C V1. O

O teorema dos zeros de Hilbert garante que Z e J definem uma bijecao entre os

ideais primos de K[T73,...,T},] e as variedades afins irredutiveis contidas em A". Em
particular, definem uma bije¢ao entre os ideais maximais de K[7},...,T,] e os pontos
de A".

1.2 Prevariedades

Definicao 1.4. Seja X C A" uma variedade afim. O conjunto
A(X) =KI[Th, ..., T, /3(X)

é chamado de anel de coordenadas de X.

Segue da proposicao que X é irredutivel se, e somente se, A(X) é dominio. A
partir do teorema de correspondéncia entre ideais de A(X) e K[T1,...,T,] juntamente
com o teorema dos zeros de Hilbert, temos uma correspondéncia entre as variedades
afins irredutiveis contidas em X e os ideais primos de A(X). Em particular, temos
uma correspondéncia entre os pontos de X e os ideais maximais de A(X).

Seja I' a K-dlgebra das fungdes polinomiais pertencentes a K[T1, ..., T,], restritas a
X. Defina ¢ : A(X) — T por o(f +3(X)) = f|x (f é uma fungao polinomial de A"
para A e f|x simplesmente a restrigdo de f a X). Observe que ¢ é um isomorfismo
de K-algebras. Desta forma, cometendo um certo abuso de notacao, vamos considerar
A(X) =T.
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Exemplo 1.6. (i) Os conjuntos definidos por Dx(f) = {z € X|f(x) # 0}, com
f € A(X), formam uma base de abertos para a topologia de Zariski induzida em

X. Chamaremos tais conjuntos de abertos principais de X.

(ii)) Dado h € K[Ty,...,T,], defina Zx(h) == X N Z(h). Se Zx(f) C Zx(h)
entio (h|x)" = flx.g9lx para algum r > 0 e g € K[I1,...,T,]. De fato, tome
X =2Z(fi,...fn), assim Zx(f) = Z(f1,- .\ fm: [) € Zx(h) = Z(f1, ., fms h),
lOglo I Zx(f) = /(fis--os S, [) € b € T(Zx(h)) C I(Zx(f)), assim h" =
(Z gifi) +9.f, para algum r >0 e g;, g € K[Ty,...,T,], o que implica (h|x)" =

=1
flx-glx.

Sejam f € A(X) e F(Dx(f),K) a K-algebra de todas as funcoes de Dx(f) para
K. Considere o homomorfismo restri¢ao r : A(X) — F(Dx(f),K) (r(9) = 9lpx(p))-
Desde que f nao se anula em Dx/(f), segue que r(f) possui um inverso (multiplicativo)
em F(Dx(f),K), digamos r(f)~!. Aplicando a propriedade dos anéis de fragoes, segue
que a aplicagdo p : A(X); — F(Dx(f),K), definida por p(g/f™) = r(g).r(f)™"
é¢ um homomorfismo. Afirmamos que p é injetiva. De fato, se p(g/f™) = 0 entao
9lpx(r) = 0, consequentemente f.g =0 em A(X), o que implica g/f™ =0 em A(X);.
Desta forma, cometendo novamente um certo abuso notacao, iremos considerar A(X);
como a K-dlgebra das fungoes racionais do tipo ¢g/f™ : Dx(f) — K, onde g € A(X)
em > 0.

Queremos definir um feixe Ox de K-algebras sobre X (veja apéndic de modo que
para todo aberto U C X, Ox(U) é uma K-algebra de fungoes K-avaliativas (definidas
em U) os quais sd@o quocientes de fungdes polinomiais e que tenhamos Ox(Dx(f)) =
A(X)y, para todo f € A(X).

Proposicao 1.4. Seja X C A" wuma variedade afim. Os abertos principais de X

satisfazem as sequintes condigoes:
(i) Se f,g € A(X), Dx(g9) € Dx(f) e s € A(X)s entao s|py(g) € A(X)gy;

(ii) Se f € A(X), Dx(f) = UDX(gi), com g; € A(X), eses: Dx(f) — K é uma
il
fungado tal que s|py(g,) € A(X)g para todo i € L, entdo s € A(X)y.

Demonstracao.

(i) Se Dx(g) C Dx(f) entdao Zx(f) € Zx(g), logo, a partir do exempldL.6 existe r > 0
tal que ¢" = f.h com h € A(X). Podemos escrever s = u/f*, assim sua restri¢ao a

Dx(g) pode ser escrita na forma u.h'/f".h' = u.h'/g"*, donde s|p, () € A(X),.

10
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(ii) Desde que X é Noetheriano podemos supor que L é finito, ou seja, Dx(f) =
UDX(gi). Podemos escrever s|p, () = fi/g], onde f; € A(X) (Podemos escolher
0 mesmo ¢ para todas as restrigdes de s, pois temos apenas um nimero finito delas).
Observe que Dx(g;) N Dx(g;) = Dx(gi-g;), logo, a partir do procedimento feito em

(1), fi95/(9:9;)" = 8|Dx (0095 = [397/(9i-95)" em A(X)g, g, assim existe N > 0 tal que
(9:-9;)" (fig} = f;9]) = 0 em A(X), o que nos fornece

g fig; =g} g . (1.1)

Observe que Zx(f) = Zx(g1,-- -, 9,) = Zx (g %, ..., gN*

mento andlogo ao do exempldI.6, podemos encontrar m > 0 tal que

), assim, fazendo procedi-

= szglj\f"!‘q’ (12)

onde b; € A(X). Sejam u = ijfjgjv e s =u/f" e AX);. Afirmamos que

s = §'. Para provar tal igualdade, basta verificarmos que s'|p,(g,) = S|Dx(g:) = fi/ 9}
em A(X)y,, para todo i. Novamente, a partir do procedimento felto em (i), temos que

existe [ > 0 tal que

gi=rfh (1.3)

para algum h € A(X), e §'|py(g) = uh™/gi™. A partir das identidades (1.1), (1.2) e
(1.3), observe que

g (gIh" u —gif;) = Zb fiaN gl ) — hm gl
= Zb figl g T = hm gl f;

= h"fig! Zbg 4oy g,

= h"fig}" fm — W gl fi
= 0

em A(X), o que implica uh™/gt™ = fi/g! em A(X),,. Desde que i é arbitrério, segue
que s = §'.
[

11
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Aplicando a proposicao [1.4] na proposicao do apéndice [B], segue que existe um
unico feixe de fungbes Ox em X tal que Ox(Dx(f)) = A(X)s para todo f € A(X).
Em particular, dado um aberto U C X, Ox(U) é a K-algebra das fungoes g : U — K
tal que para cada z € U existe h € A(X) (dependendo de z) com x € Dx(h) C U e
9loxm € AX)n.

Defini¢ao 1.5. Com as notagoes acima, os elementos pertencentes a Ox(U) sao cha-

mados de funcgoes requlares em U.

Exemplo 1.7. Se X C A" uma variedade afim entio Ox(X) = A(X). De fato,
observe que Dx (1) = X, assim Ox(X) = Ox(Dx(1)) = A(X), = A(X).

Proposicao 1.5. Seja U um aberto de uma variedade afim X. Se f € Ox(U) entdo

f € continua com relagao as topologias de Zariski em U e K.

Demonstragcao. Para verificarmos nossa proposi¢ao usaremos o fato de que um su-

bespaco Z de um espaco topoldgico U é fechado se, e somente se, existe uma cobertura

aberta U = U U; tal que Z NU; é fechado em U; para todo ¢+ € L. Temos que U
i€l

admite uma cobertura aberta finita U = UDX(hi) para certos h.s € A(X). Pode-
i=1
mos f|Dx(h;) = gi/h.'. Desde que todo fechado de A' é finito, basta mostrarmos

que f~'(a) é fechado em U para todo a € A'. Temos que f~*(a) N Dx(h;) = {z €
Dx (h;)|gi(z)/h*(x) = a}, mas g;(x)/h. () = a se, e somente se, (g; — ah.")(x) = 0,
assim f~'(a)N Dx(h;) = Zx(g; —ah," N Dx(h;), o qual é fechado em Dx(h;). Portanto
f~Ya) é fechado em U. O

Vimos que toda variedade afim esta equipada com um feixe de funcoes racionais,
as quais sao quocientes de funcoes pertencentes ao seu anel de coordenadas. A partir
dessa nocao podemos trabalhar com estruturas geométricas mais gerais e estudar suas
propriedades intrinsecas, isto é, o espaco onde estao embutidas nao tem influéncia sobre

tais propriedades.

Definicao 1.6. Seja X um espaco topolégico Noetheriano equipado com um feize de

fungoes K-avaliativas Ox (onde Ox(U) é uma K-dlgebra). Dizemos que X € uma

prevariedade se existe uma cobertura aberta finita X = U U; tal que cada (U;, Ox|y,) €

i€l
isomorfo a uma variedade afim como espagos anelados (veja deﬁniQdo no apéndice

[B).

Proposicao 1.6. (i) Toda variedade afim é uma prevariedade.

12
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(ii) Sejam U um subconjunto aberto de alguma variedade afim X eY C A™ uma
variedade afim. Se ¢ : U — Y € uma aplicagao com funcgoes coordenadas
Ols .- Pn, entao ¢ € uma morfismo de espacos anelados se, e somente se, p; €
Ox(U), para todo i =1, ..., n.

(111) Se X C A" € uma variedade afim e f € A(X) entao Dx(f) € uma prevariedade.
Demonstragao. (i) Segue direto das definigdes.
(ii) Veja [7] pagina 34.

(iii) Seja J(X) = (f1,...,fr). Defina ¢ : Dx(f) — A" por p(xy,...,1,) =
(z1,..., 20, (f(z))™'), onde x = (x1,...,2,). Naturalmente ¢ estd bem defi-
nida e é injetora. Sejam W a imagem de ¢ e J = (f1,..., fr, fThs1 — 1) C
K[Ty,...,Thy1]. Dado © = (x4, ..., T, Tpe1) € W temos que fi(zy,...,2,) =0e
flxy, oo n) @pr — 1= f(zy,....2n).(f(z1,....0,)) "t =1 =0 assim x € Z(J);
logo W C Z(J). Por outro lado, se x = (x1,...,2n,2,11) € Z(J) entdo
filxy,...,xn) = 0 e f(z,....xp)xp1 — 1 = 0, logo (z1,...,2,) € Dx(f)
e Tpy1 = (f(z1,...,2,))7, assim © € W e entao Z(J) € W. Desta ma-
neira obtemos que W = Z(J) é uma variedade afim. Temos que ¢ é uma
bijecao sobre W, onde sua inversa é a projecao p : W — Dx(f), dada por
p(x1, ... T, Tpy1) = (21,...,2,). Aplicando (ii) sobre ¢ e p obtemos que ambos
sao morfismos de espacos anelados. Desta forma ¢ é um isomorfismo de espagos

anelados. Portanto Dx(f) é uma prevariedade.
[

Exemplo 1.8. Sejam M(n,K) o espago das matrizes n X n com entradas em K, f

a funcao determinante definida em M(n,K) (a qual é um polindmio em n?

varidveis)

e GL(n,K) := {z € M(n,K)|f(z) # 0}. Podemos identificar M(n,K) = A", desta
forma GL(n,K) = D(f) é uma prevariedade.

Definicao 1.7. Seja X uma prevariedade. Os conjuntos abertos de X isomorfos a

variedades afins (como espagos anelados) sao chamados de abertos afins de X.

Proposicao 1.7. Os abertos afins de uma prevariedade X formam uma base para a

topologia de X.

Demonstracao. Temos que X pode ser coberto por um nimero finito de abertos afins
'

(pois X ¢é Noetheriano) assim X = U Ui, com U; sendo um aberto afim. Seja U um

i=1

aberto arbitrario de X. Temos que U = U(U NU;). Assim basta provarmos que UNU;
i=1

13
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pode ser coberto por abertos afins. Existe uma variedade afim V' e um isomorfismo de

espacos anelados ¢ : U; — V; desde que U N U; é aberto em U, Segue que (U NU;)

é aberto em V| logo existem hy,...,h € V tais que p(U NU;) U Dy (h;), assim

I
Unu; = U ¢ '(Dy(h;)). segue da demonstragio da proposigao [1.6| (iii) que Dy (h;) é
j=1
um aberto afim de V, assim cada ¢! (Dy(h;)) é um aberto afim de U; (em particular,

aberto afim de X). O

Se X é uma prevariedade e U é um aberto afim de X entao existe um isomorfismo
de espagos anelados ¢ : U — V (onde V é uma variedade afim). Se f € Ox(U),
entdo fop~t € Oy(V) = A(V). A partir da proposigao f o™ é continua, assim
(fop™)op = f é continua. Ou seja, as fungoes regulares de qualquer aberto afim
de X s@o continuas. Aplicando a proposi¢ao [I.7 segue que as funcoes regulares de

qualquer aberto de X sao continuas.

Definicao 1.8. Sejam X e Y prevariedades. Uma aplicagao p : X — Y € dita um
morfismo de prevariedades se € um morfismo de espagos anelados, isto €, ¢ € continua
e para todo aberto U CY e f € Oy(U), fop € Ox(¢ 1 (U)). Um morfismo de preva-

riedades bijetor € dito um isomorfismo se sua inversa ¢ um morfismo de prevariedades.

Definicao 1.9. Com as notacoes da definicao acima, note que temos uma aplica¢ao
induzida ¢f; : Oy (U) — Ox(p Y (U)) dada por o};(f) = fo e, a qual é um homo-

morfismo de K-dlgebras. O chamaremos de comorfismo de ¢ sobre U.

Vale notar que (1 o ¢)* = ¢* o* e (Idx)* = Ido,(x). Dados X e Y duas
prevariedades, vamos denotar Hom,,,(X,Y’) o conjunto de todos os morfismos de X em
Y e Homg_q4(Oy(Y),Ox (X)) o conjunto de todos os homomorfismos de K-algebras
de Oy (Y) em Ox(X)

Proposicao 1.8. Se X C A™ e¢ Y C A" sdao variedades afins, entao a aplica¢ao
v Homye, (X, Y) — Homg_ay(Oy (Y ) Ox (X)) dada por () = ¢* é uma bijecao.

Demonstragao. Temos que Oy (Y) = A(Y) é uma K-dlgebra finitamente gerada por
suas fungdes coordenadas 1, . . ., n, dadas por n;(z1, ..., x;,...,2,) = z; (onde estamos
tomando-as como as imagens de T1, ..., T, em A(Y)). Sejam ¢ e ¢ dois morfismos de
X em Y. Suponha que ¢* = 9*. Sejam ¢y, ..., ¢, € ¥1,..., 1, as fungdes coordenadas
de ¢ e 1 respectivamente. Note que ¢*(1;) = ¢; = ¥*(n;) = 1; assim ¢ = 1, logo v
é injetora. Agora vamos provar a sobrejetividade de . Seja 6 : Oy (Y) — Ox(X)
um homomorfismo de K-dlgebras. Considere ¢; := 6(n;). Segue da proposi¢ao (ii)

que a aplicacao ¢ : X — A", com i-ésima funcao coordenada ¢;, € um morfismo. Se
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pudermos mostrar que a imagem de ¢ estd contida em Y obteremos que 6 = ¢*. Tome
r € X, sabemos que ¢(z) € Y se, e somente se, para todo f € J(Y), f(o(x)) = 0.

Dado f(Ti,...,T,) € 3(Y), temos que f(o(x)) = f(@(m),...,0(n,))(z). Observe
que f(6(n ) 0(nn)) = 0(f(m,...,nn)), e desde que f(my,...,m,) é a imagem de
fem A(Y) temos que f(m,...,n,) = 0, logo f(6(m),...,0(n.))=0, o que implica

f(¢(x)) = 0. Portanto ¢(x) € Y. O

Corolario 1.1. Sejam X e Y wariedades afins e p : X — Y é um morfismo, entao

@ € um isomorfismo se, e somente se, p* : Oy (Y) — Ox(X) € um isomorfismo.

Exemplo 1.9. (um morfismo bijetor que ndo é um isomorfismo) Seja X = Z(T§ —
T?) C A?. Temos que ¢ : A — X, dado por p(t) = (t2,¢%) € um morfismo ( pois suas
funcdes coordenadas sao fungoes regulares em Al). Observe que ¢ é uma bijecdio, com
inversa dada por ¢~ (a1, 29) = xo.27" se 11 # 0 ou o (w1, 1) =0 se vy = 0. Porém
¢ nao pode ser um isomorfismo, caso contrdrio teriamos que Oy, (A') ~ Ox(X), o que
implica K[T1] ~ A(X), o que é um absurdo pois K[T}| € integralmente fechado e A(X)

nao é.

E importante termos algum método, além das condigoes da definicao de morfismo,

para verificarmos se uma determinada aplicacao entre prevariedades é um morfismo.

Proposicao 1.9. Sejam X e Y prevariedades e ¢ : X — Y uma aplicacao qualquer.

T

(i) SeY = U Vi € uma cobertura por abertos afins e para cada i, ¢! U Ui é

=1
uma cobertura por abertos afins, entdo ¢ € um morfismo se, e somente se para

todo i,j, (]51']' = (b Uij

: Uiy — Vi € um morfismo.

(ii) Se 'Y € uma variedade afim, entdo ¢ € um morfismo se, e somente se, para todo

feOy(Y), fogpe Ox(X).
Demonstracao.

(i) Se ¢ é um morfismo segue direto da defini¢ao de morfismo que ¢;; é um morfismo.
Por outro lado, se ¢;; ¢ um morfismo para quaisquer 7 e j entao ¢ é continua e para
todo aberto V- de Y e f € Oy (V) temos f; := flvay, € Oy(V NV;), logo f; 0 ¢i; €
Ox (¢ Y(V nV;)). Desde que {gbi_jl(V N V;)}i; é uma cobertura de ¢~1(V') entao, a
partir da propriedade de colagem proveniente do feixe Oy, fo ¢ € Ox (o 1 (V)).

(ii) Neste caso basta provarmos a reciproca, pois a ida é imediata. Sejam 7y, ...,7, as
fungoes coordenadas de Y e ¢ = (¢1,...,¢,). Temos que n; 0 ¢ = ¢; € Ox(X). Se

X é uma variedade afim, segue da proposig:é (i) que ¢ é um morfismo. Se X nao
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T

¢ uma variedade afim, seja X = U U; uma cobertura por abertos afins de X. Temos

i=1
que ¢;ly, = (n; 0 d)|v, € Ox(U;) sdo as fungoes coordenadas de ¢|U;, logo é|y, é um
morfismo para todo i (isto segue do caso afim), assim, aplicando a parte (i) acima,

obtemos que ¢ é um morfismo. O

Proposicao 1.10. Sejam X uma prevariedade e Y um subconjunto fechado de X.
Para cada aberto V' de Y considere Oy (V') sendo o conjunto das fungées f:V — K
que satisfazem a sequinte propriedade: para todo x € V', existe um aberto U de X
contendo x e g € Ox(U) tal que flunv = glunv. Entao Oy € um feixe de fungoes em
Y tal que (Y,Oy) é uma prevariedade e a inclusao de Y em X é um morfismo. Em
particular, se X € uma variedade afim, entao tal feize coincide com o feize que Y tem

como variedade afim.
Demonstracao. Veja [14], pagina 46. O

Observagao 1.2. Se X ¢ uma prevariedade e U um aberto de X entao (U,Ox|y)
¢ uma prevariedade (seque da proposi¢do tal que a inclusao de U em X é um

morfismo.

Definicao 1.10. Sejam X uma prevariedade e Y um subconjunto localmente fechado
de X (isto €,Y € a interse¢ao de um fechado com um aberto, ou equivalentemente, Y
¢ aberto em Y ). Y equipado com estrutura de prevariedade proveniente da observagdo
e da proposicao ¢ chamado de subprevariedade de X .

Finalizaremos esta secao expondo algumas propriedades dos talos de uma preva-
riedade arbitraria. Em seguida, apresentaremos o corpo de fungoes racionais de uma
prevariedade irredutivel, que tem sua devida importancia para caracterizar a nogao de

dimensao em tal estrutura.

Proposicao 1.11. Seja X uma prevariedade e x € X. O talo Ox, de X no ponto x

¢ uma K-dlgebra local com ideal mazimal myx , = {f, € Ox.|f(x) = 0}.

Demonstracao. A partir da proposicao do apéndice @ segue Ox , ¢ uma K-algebra
e para qualquer representante g da classe f, temos f(z) = g(x). Definar: Ox, — K
por w(f,) = f(x). Desta forma, temos que 7 é um homomorfismo de anéis sobrejetor,
tal que ker(m) = mx,. Para mostrar que my , é tnico ideal maximal de Ox , basta
verificarmos que todo elemento de Ox, — my, é invertivel (veja [1], pagina 4). Tome
fr € Ox, — mx,. Existe um aberto U de X tal que f € Ox(U). Sem perda de
generalidade podemos supor que U é um aberto afim. Desta forma = € Dy (f), mas
f ¢é invertivel em Oy (U) = Ox(U), assim existe g € Ox(U) tal que f.g = 1, logo
f2-95 = (f.9)x = 1,, donde f, é invertivel em Ox ,. O
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Ox . ¢é chamado de anel local de X em z. Em particular temos Ox,/mx ., ~ K.
Dado um aberto afim U da prevariedade X, podemos ver U como uma variedade
afim, assim, via teorema dos zeros de Hilbert, segue que os fechados irredutiveis de U
correspondem (de maneira biunivoca) aos ideais primos de Ox(U). Em particular os

pontos de U correspondem aos ideais maximais de Ox (U)

Proposicao 1.12. Sejam X uma prevariedade, x € X, U um aberto afim de X con-
tendo x e m o ideal mazimal de Ox(U) que corresponde ao ponto x. Entao temos que
Oxz >~ Ox(U)m. Em particular, os ideais primos de Ox , correspondem bijetivamente

aos fechados irredutiveis de U contendo x.

Demonstragao. Novamente a partir da proposi¢adB.2] do apéndicdB| segue a aplicagao
¢: Ox(U) — Ox, dada por ¢(f) = f, é um homomorfismo de K-édlgebras. Se f ¢ m
entdo f(x) # 0, desta forma f, é invertivel em Oy ,, logo, a partir da propriedade
universal dos anéis de fragoes, a aplicacdo ¢ : Ox(U)m — Ox ., dada por ¢(f/g) =
fe-(gz)~* é um homomorfismo K-4lgebras. Suponha que o(f/g) = 0, assim f,.g;' = 0,
logo (f.g'), = 0, desta maneira existe um aberto U’ C Dy(g) € U contendo z tal
que flgr.g g = 0, o que implica f|y» = 0. Sabemos que existe h € Ox(U) tal que
x € Dy(h) C U, assim f.h =0em U e h € m, logo f/g = 0, ou seja, ¢ é injetiva.
Tome f, € Ox,; existe um aberto V' C X tal que f € Ox (V). Desde que UNV # &
segue que flyny € Ox(UNV). Desde que V NU é aberto em U, existe h € Ox(U) tal
que x € Dy(h) CV NU (pois U é afim), assim f|p,n) € Ov(Dy(h)) = Ox(Dy(h)),
logo existem g € Ox(U) e r > 0 tais que f|p,n) = g/h", o que implica f, = g,.h;".
Desde que h ¢ m temos que ¢(g/h") = f,, donde ¢ é sobrejetora. O

Até o final desta secao X é uma prevariedade irredutivel. Com esta consideragao,
temos que quaisquer dois abertos nao vazios de X se intersectam. Seja L o conjunto
de todos os abertos nao vazios de X. Observe que (L, 2) é um conjunto pré-ordenado
e dirigido a direita, e os pares (Ox(U),ryy) (onde U,V € L, U DV e ryy é aplicacao
restrigao) formam um sistema direto de K-dlgebras e homomorfismos. Aplicando a
proposi¢agB.2| do apéndic obtemos uma K-élgebra K(X) := —PUHGIL Ox(U). Dado
um aberto U € Le f € Ox(U

), denotaremos a classe de f em K(X) por fx
Proposicao 1.13. Com as notagoes acima, K(X) € um corpo.

Demonstragao. Tome fy € K(X) — 0. Existe um aberto U € L tal que f € Ox(U).

Sem perda de generalidade podemos supor que U é um aberto afim. Desta forma,

flpu(p) possui uma inversa 1/f € Oy (Dy(f)) = Ox(Dy(f)). assim fx.(1/f)x = 1x.
Portanto K(X) é corpo. O

Definigao 1.11. K(X) € chamado de corpo de fungoes racionais de X.
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Seja U um aberto afim de X que contém um ponto x € X. Desde que U é irredutivel,
Ox(U) é um dominio, logo possui um corpo de fragoes frac(Ox(U)). A partir da
proposicao 1.12 segue que Oy, também é um dominio e frac(Ox,) =~ frac(Ox(U)).
Dado um aberto arbitrario V' C X contendo x, a partir das propriedades de limite
direto sobre K (X), segue que a aplicacao ¢y : Ox(V) — K(X) dada por ¢(f) = fx
¢ um homomorfismo de K-algebras. Em particular {¢y : Ox (V) — K(X)}sey é um
sistema direto sobre Ox,. Aplicando a propriedade universal de limite direto sobre
Ox .z, segue que u : Ox, — K(X), dado por u(f,;) = fx é um homomorfismo de
K-algebras. Seja f € Ox(V) tal que u(f,) = 0. Existe um aberto W C V tal que
flw = 0, isto implica que f se anula no fecho de W em V' (pois f é continua). Desde
que V é irredutivel, W é denso em V', assim f = 0. Desta forma u ¢ injetiva. A partir
da propriedade universal dos anéis de fracoes segue que a aplicacdo ® : frac(Ox ) —
K(X), dada por ®(f,/g.) = fx.gx" é um homomorfismo de K-algebras injetor. Tome
fx € K(X); existe um aberto W C X tal que f € Ox(WW). Dado um aberto afim
V' contendo x temos que V NW # &. Desta forma existe h € Ox(V'), ndao nulo, tal
que Dy(h) CVNW,logo f|p,m) € Ov(Dy(h)), assim existem g € Ox(V) er >0
tal que f|p, = g/h", ou seja, fx = gxhy = ®(g./h}). Desta maneira, obtemos que
® ¢é sobrejetora e portanto é um isomorfismo, ou seja, frac(Ox,) ~ K(X). A partir

destas observagoes obtemos a seguinte resultado.

Proposicao 1.14. Se V uma subprevariedade aberta de X entao K(V) ~ K(X). Se V
¢ um aberto afim entao frac(Ox(V)) ~ K(X). Em particular o grau de transcendéncia
de K(X) sobre K (o qual denotamos por grtrg K(X)) € finito.

Demonstracao. Seja U um aberto afim contido em V. Temos que
K(V) ~ frac(Ox(U)) ~ K(X).

A partir do lema da normalizagdo de Noether (veja [6], pagina 92), temos que o corpo
de fragoes do anel de coordenadas de uma variedade afim irredutivel tem grau de

transcendéncia finito sobre K, desta forma grirg K(X) = grtrg frac(Ox(U)) < oo O

1.3 Variedades algébricas

Em geral temos que a topologia produto de A™ x A™ nao coincide com a topologia
de Zariski de A™*™, por exemplo, desde que A' nao é Hausdorff, temos que o conjunto
Z(Ty — Ty) (a diagonal de A! x A') nao é fechado em A! x Al porém ¢é fechado A2
Dessa maneira o nosso guia para o produto de variedades afins ou até de prevariedades

é proveniente da teoria das categorias (veja [17]).
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Definicao 1.12. Sejam C uma categoria e X,Y objetos de C. Dado uma tripla
(Z,mx,my), onde Z é um objeto de C e mx : Z — X,y : Z — Y sdo morfismos,
dizemos que tal tripla € um produto de X e Y, se a sequinte propriedade universal €
satisfeita: Para qualquer objeto W e morfismos vx : W — X, ¥y : W — Y euiste
um unico morfismo 1 : W — Z tal que vx = mx o e Yy = my 0. Os morfismos

Tx, Ty sao chamados de projecoes do produto em seus fatores.

Observe que quando o produto entre dois objetos de uma categoria existe entao ele é
unico a menos de isomorfismos. Considerando que nossa categoria € a das prevariedades
(sobre K), vamos mostrar que quaisquer duas prevariedades admitem um produto.
Note que se o produto entre prevariedades X e Y existe, digamos (Z, wx,my), entao
existe uma bijecao entre Z e o produto cartesiano X x Y. De fato, considere a aplicagao
f:Z — X xY,dada por f(a) = (mx(a), 7y (a)). Naturalmente f estd bem definida.
Dado (z,y) € X x Y, considere uma prevariedade W = {£} com apenas um tnico
ponto e ¢px : W — X, ¢y : W — Y morfismos tais que ¢x(§) = z e ¢y (&) = y.
Aplicando a propriedade universal obtemos um tunico morfismo ¢ : W — Z tal que
r=0¢x(&) =mx(0(&)) e y = dpy(§) = my(¢(§)); desta forma segue que f é sobrejetora.
A injetividade de f segue da unicidade proveniente da propriedade universal. Para
facilitar a notacao o produto Z sempre sera denotado por X x Y e quando conveniente

denotaremos seus pontos por pares (a,b), coma € X, b€ Y.
Proposicao 1.15. Sejam X C A™ e Y C A™ wvariedades afins. Entdao

(i) O produto cartesiano usual X xY C A" & uma variedade afim tal que A(X X
V)~ A(X) @k A(Y).

(i) A tripla (X X Y, wx,my) € um produto de prevariedades, onde mx : X X Y —»

X, my : X xY — Y, dadas por wx(ai,...,an,b1,...,0m) = (a1,...,a,) e
Ty (at, ..., an,b1,...,0m) = (b1,...,by) sdo as projecoes provenientes do produto
cartesiano.

(111) Se X eY sao irredutiveis entao X XY € irredutivel.

Demonstragao. (1) Sejam IJ(X) = (t1,...,tq) CK[T1,...,T,]eIY) = (s1,...,5) C
K[S1,...,Sn] (onde as S!s sao varidveis). Podemos considerar o produto car-
tesiano X X Y como subconjunto de A", Agora observe que X x Y =
Z(t1,...,tg,81,...,8). Desta forma X x Y é uma variedade afim. Note que
a aplicagdo que associa cada par (f,g) € A(X) x A(Y) a f.g € A(X xY) estd
bem definida e é K-bilinear, desta forma, aplicando a propriedade universal do

produto tensorial, segue que a aplicacao ¢ : A(X)@gA(Y) — A(X xY), tal que

19



1. Variedades algébricas

(i)

(iii)

o(f®g) = f.g, ¢ um homomorfismo de anéis. Vamos mostrar que ¢ é um isomor-
T

fismo. Tome h € K[T},...,T,,51,...,Sn]. Podemos escrever h = Z fig:, onde
i=1
fi & K[Tl, e ,Tn] € g; - K[Sl, ey Sm], assim gb(z f¢|X®gi|y) = h|X><y, donde qb

=1

,

é sobrejetora. Por fim, considere ¢ € ker(¢). Podemos escrever £ = Z fi®g;e
i=1

assumir que r é o menor inteiro que satisfaz essa propriedade. Suponha que

& # 0, entao g; # 0 e f; # 0 para todo i, logo podemos fixar y € Y tal

que nem todos os ¢is se anulam em y. Temos que 0 = ¢(§) = Z figi, as-

sim 0 = ¢(¢ Zfz x)gi(y) para todo x € X, logo 0 = ¢(& Zgl ) fi

em A(X); desta maneira fi,..., f, sao linearmente dependentes sobre K. Se
r > 1 entao podemos escrever f; = Z)\i fi para certos \; € K, desta forma
=2

&= Z fi ® g; + A\ig1, o que contradiz a minimalidade de r. Assim devemos ter

r =1 e neste caso £ = f; ® g1, logo fi1.g1 = 0. Se f1 # 0 e g1 # 0 entao existem
r € X,y €Y tais que fi(x) # 0 e g1(y) # 0, mas fi(z).g1(y) = 0, o que é
um absurdo. Assim f; = 0 ou g; = 0, ou seja, £ = 0, o que é uma contradicao.
Portanto ker(¢) = 0.

Desde que as funcoes coordenadas de mx e my sao polindmios segue da proposicao
(ii) que tais aplicagbes sao morfismos. Sejam W uma prevariedade e ¢x :
W — X, ¢y : W — Y morfismos. Defina ¢ : W — X x Y por ¢(a) =
(px(a),py(a)). Desta forma temos que ¢px = mx o ¢ e ¢y = my 0 ¢. Desde que
X xY é o produto cartesiano usual, a unicidade de ¢ segue naturalmente. Como
X XY é uma variedade afim, a partir da proposicao (ii), para concluir que ¢
¢ um morfismo basta verificarmos que para todo h € A(X xY), ho¢p € Ox(W).
A partir de (i), podemos escrever h = Zfigi, onde f; € A(X) e gi € A(Y).
i=1

Desta forma h o ¢ = Z 0 ¢x)(giody) € A(X xY), donde ¢ é um morfismo.

=1

Desde que X e Y sao irredutiveis, A(X) e A(Y) sdo dominios. Dado um ideal
maximal m em A(X) temos que A(X)/m = K. A partir da proje¢do canonica

a—a:A(X) — A(X)/m obtemos o homomorfismo

a@b—a®be ab: AX)®x A(Y) — K og A(Y) — A(Y)
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de A(X) @k A(Y) em A(Y). Sejam a,§ € A(X) ®k A(Y). Podemos escrever

r

o= E a;Qb;, & = g a; @b, onde r e s sd0 os menores inteiros positivos com tal
i=1 =1

propriedade; assim podemos assumir que os conjuntos {by,...,b.}, {b},... 0.}
sao linearmente independentes sobre K. Se a.£ = 0 entao a imagem deste produto
' S T

em A(Y) é zero, ou seja, (Z a_ibi)(z a_;b;-) = 0, o que implica Za_ibi =0 ou

i=1 j=1 i=1

S
Za_;b; = 0. A independéncia linear dos b;’s e dos b;-’s implica a; = 0 para todo
7j=1

i, ou a_; = 0 para todo j, ou seja, a; € m para todo 7, ou a; € m para todo j
. Desde que m é um ideal maximal arbitrario de A(X), segue do teorema dos
zeros de Hilbert que X = Vx(aq,...,a,) U Vx(a),...,as). A irredutibilidade de
X nos fornece que X = Vx(aq,...,a,) ou X = Vx(dl,...,as). No primeiro caso,
temos a; = 0 para todo 7, e no segundo a} = 0 para todo 7, assim @ = 0 ou £ = 0.
Desta maneira A(X) ®kg A(Y') é um dominio. Portanto X x Y é irredutivel.

[

Para verificarmos a existéncia entre o produto de prevariedades arbitrarias usaremos
a nocao de colagem de prevariedades. Seja L um conjunto finito de indices e X; uma
prevariedade, para todo ¢ € L. Para quaisquer ¢,j € L, com ¢ # j, suponha que
tenhamos abertos U; ; C X, e isomorfismos f; ; : U;; — U;; tais que para quaisquer

1,7,k € L, distintos, tenhamos
-1 .
(a) i fiis

(b) Uiy N fi (Ui NUjx) C Uik e fino fig

Ui i0fi ;) (U5,i0U; k) - fi,k Ui,jﬂfifjl(Uj,iﬂUj,k)'

em seguida considere f;; = Idx, (a aplicac@o identidade de X;), U;; = X; e I' :=

U(Xi x {i}). Defina a seguinte relacao em I': (z,4) ~ (y,j) se, e somente se, z € U, ;
i€l
e fij(r) = y. Note que (x,7) ~ (x,i) pois f;;(z) = z, assim vale a reflexividade.

Se (x,i) ~ (y,j) entao f;;(x) = y logo por (a) f;;(y) = x, assim (y,j) ~ (z,i), ou
seja, vale a simetria. Se (z,i) ~ (y,7) e (y,7) ~ (2, k) para distintos i, j, k, temos que
fij(x) =y e fjr(y) = 2, logo por (b), fir(x) = 2, assim temos a transitivide. Desta
forma ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre I'. Seja X = I'/ ~. Para cada i € L
temos as aplicagoes naturais f; : X; — X, onde f;(z) é a classe de (z,i) em X, as

quais sao injetoras. Em particular X = U fi(X3).
i€l
Vamos dotar X com a topologia quociente induzida pelas f/s: U C X é aberto

se, e somente se , f; (U) é aberto em X; para todo i € L. Neste caso, desde que

1

cada X; é espaco topoldgico Noetheirano, assim é X. Para cada aberto U de X, defina
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Ox(U) como o conjunto de todas as fungoes K- avaliativas g : U — K tais que
go filf-1w) € Ox,(f;1(U)) para todo i € L. Vejamos se Ox é um feixe sobre X. Se
V' C U sio abertos de X e g € Ox(U) entao g o fil ;-1 € Ox,(f;1(U)) para todo
i € L, desde que f; (V) C f;1(U), segue que g o filg=10r) € Ox,(f71(V)) para todo
i € L, donde g|y € Ox(U). Por fim, seja V' = U V; uma cobertura aberta de V' e

g; € Ox(Vj) tais que gjlv,nv, = gklv,nv, para qu;ieszuer j,k € E. Desta forma temos
que gjOfi\fia(ijVk) = gkOfZ-|f;1(ijVk), assim existe uma tinica h; € Ox, (f; (V) tal que
hi‘fi—l(\/}) =g;° fi’fi—l(vj)- Defina h: V. — K por h(§) = hi(f7(£)), para f(§) # 2.
Temos que § € V; para algum j € E e se (z,j) e (y, k) sdo dois representantes de &
entio fi(z) = fuly) e hi(f(€) = g;(fi(x)) = g5(fly)) = Ml (€)); desta maneira
h estd bem definida e h o fi‘f;l(v) = h;, donde h € Ox(V). A unicidade de h é
direta. Desta forma Ox é uma feixe de fungoes tal que cada f; é um morfismo (de
espagos anelados). Dados i,j € L, distintos, e W; C X; um aberto qualquer, note
que fj_l(f,(W,)) = fi.;,(W;nU,;) é aberto em Xj, assim a imagem de todo aberto
de X; via f; é aberto em X; em particular, para todo i € L, f;(X;) é aberto em X.

Observe que se X; = U Ui é¢ uma cobertura por abertos afins, para todo ¢ € L, entao
k

X = U fi(U;x) é uma cobertura por abertos afins. Portanto X ¢ uma prevariedade, a

qual éﬁtemos pela colagem das X;’s via os isomorfismos f; ;.

Observagao 1.3. Por construcao fi(X;) € uma subprevariedade aberta de X e cada

fi € um isomorfismo sobre sua imagem, desta maneira, cometendo um certo abuso de

notacao iremos considerar cada X; como uma subprevariedade aberta de X .

Exemplo 1.10. Considere X, = Xy = A!, Uipg = Uy = Al —0e f: Uig — Usy,
dada por f(x) = x. Seja X a prevariedade obtida pela colagem de Xy e Xy ao longo
de f. Note que X — X1 é um conjunto com apenas um unico ponto, a qual € a origem
de Xy ¢ X — X5 € 0 conjunto unitario o qual contém a origem de Xy. Desta forma X

¢ uma espécie de “reta afim com duas origens”.
Proposicao 1.16. Se X e Y sao prevariedades entao admitem um produto.

Demonstracao. Sejam X = U WireVY = U Vi coberturas por abertos afins, com

keF leE
F e E finitos. A partir da proposigao [[.15] para cada k € F e |l € E, podemos

considerar o produto W}, x V; o qual é uma variedade afim. Tome L = F' X E e para
cada i = (k,l) € L, considere X; = W, x V;. Dados i = (k,l),j = (K',l') € L defina
Uj = WinWi)x (VinWVy) = X;N Xy e fi; o U, — Uj,; sendo simplesmente
a aplicacao identidade de U;; (= Uj;). Desta maneira f;; é um isomorfismo entre

abertos de X; e X que naturalmente satisfaz as condi¢oes (a) e (b) de colagem de
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prevariedades (vistas acima). Assim, por colagem, existe uma prevariedade Z tal que

Z = U X; e cada X; é um aberto (afim) de Z, Ou seja, como conjunto, Z é o produto
i€l
cartesiano X x Y. Para cada produto W}, x V, temos as projecoes myy, e my,. Defina

mx : Z — X da seguinte maneira: se a € Z entdo existe ¢ = (k,l) € L tal que
a € X; = Wi x 'V, desta forma tome mx(a) = mw,(a). Temos que cada W x V
como conjunto é o produto cartesiano de Wy e V; e suas projegoes sao as usuais do
produto cartesiano, desta maneira se a € (W x V;) N (Wy x Vi) naturalmente temos
mw, (@) = mw,, (a), ou seja, mx estd bem definida e a partir da proposigao (i) segue
que mx é um morfismo. De maneira analoga, definimos um morfismo ny : 7 — Y.
Note que mx e my sao as projecoes usuais do produto cartesiano.

Vejamos se (Z, mx,my) é um produto de X e Y. Sejam W uma prevariedade e
ox W — X, ¢y : W — Y morfismos. Se existe uma aplicacao ¢ : W — Z tal
que ¢px = mx o f e ¢y = my o f entdo essa aplicagao é dada por ¢(a) = (dx(a), p2(Y)).
Por fim basta mostrarmos que ¢ é um morfismo. Note que ¢~ (W}, x V}) = ¢ (W) N
oy (V). Se ¢~ 1 (W} x V}) # @; considere um aberto afim U, contido em tal conjunto.
Assim ¢ mapeia U em W), x V;. Em particular ¢ x mapeia U em Wy, e ¢y mapeia U em
Vi, ouseja, ox|y : U — Wy e ¢y|ly : U — V) sdo morfismos. Logo, pela propriedade
universal do produto W}, x V}, a aplicagdo que associa cada a € U em (¢x(a), py(a))
¢ um morfismo, isto é, ¢|y é um morfismo. Desta maneira, a partir da proposicao

(i), ¢ é um morfismo. ]

Observagao 1.4. A menos que seja mencionado, X XY sempre ird denotar o produto

de prevariedades X €Y (e ndo o espago topoldgico proveniente da topologia produto).

Exemplo 1.11. 1. Se X e Y sao variedades afins entao as projecoes mx : X X
Y — X, my : XXY — Y sdo aplicagoes abertas. De fato, seja g € A(XXY') ~
A(X) ®k A(Y), ndo constante; podemos escrever g = z’”: fi-gi, onde f; € A(X),
g € AY). Tome u € WX(D{(g)), assim existe v é:1Y tal que g(u,v) # 0,
desta maneira considere p, = Zfz(gz(v)) € A(X), logo p, #0 e u € Dx(py).
Dado a € Dx(p,) temos que (CZL,Z;J) € Dxx«y(g), assim a € mx(Dxxy(g)), donde
Dx(pu) C mx(Dxxy(g)), ou seja,

Tx(Dxxy(9)) = U Dx (pu)-

uenx (Dxxy (9))

Desde que os conjuntos do tipo Dxxy(g) formam uma base para a topologia de
X XY, seque que mx € uma aplicacao aberta. De maneira andloga wy também é

uma aplicacdo aberta.
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2.

Se X eY sao prevariedades entdo as projecoes mx : X XY — X, my : X XY —
Y sao aplicagoes abertas. De fato, seja U C X XY um aberto e X = U Wi e

keF
Y = U Vi coberturas por abertos afins, com F e E finitos. Temos que X XY =
I€E
U x Wi, logo U = | JIU N (Wi, x V)], assim 7x(U) = | mx (U N (Wi x V7).
.l k.l kel

Desde que mx|w,xv) = Tw, : Wi, x Vi — Wi, € a projecdo do produto Wi, x Vi,
recaimos no caso afim (visto em 1.), logo wx(UN (W, xV})) € aberto em X, assim

wx(U) € aberto em X. De maneira andloga, wy (U) é aberto em Y .

Definicao 1.13. Seja X uma prevariedade. Dizemos que X é uma variedade algébrica
(ou separdvel) se a diagonal Ax := {(z,z) € X x X|z € X} € fechada em X x X.

Observacao 1.5. Frequentemente chamaremos as variedades algébricas simplesmente

por variedades.

Exemplo 1.12. (i) Variedades afins sao variedades algébricas. De fato, seja X C

(i)

A" uma variedade afim. Temos que X x X C A*™. Observe que Ax = (X X
X)nNnzZ(Ty — Ty, ..., T, —Tsy,), donde Ax € fechado em X x X.

Subprevariedades de variedades sao variedades. De fato, Seja’Y uma subprevari-
edade de uma variedade X . Aplicando a propriedade universal do produto X x X
sobre as projecoes do produto Y XY obtemos que a inclusaoi:Y XY — X x X
¢ um morfismo. Desde que Ay = i '(Ax), seque que Y é uma variedade. Por

simplicidade, vamos chamar as subprevariedades de uma variedade por subvarie-

dades.

Proposicao 1.17. Seja X uma prevariedade. Entao

(i)

(i)

X € uma variedade se, e somente se, para qualquer prevariedade Y e morfismos
6,0 Y — X tivermos que o conjunto {y € Y|o(y) = ¥ (y)} € fechado em Y.

Se 'Y € uma variedade e ¢ : X — Y € um morfismo, entao o grdfico de ¢,
Ly :={(z,y) € X xY|y=¢(z)}, € fechado em X x Y.

Demonstragao. (i) Se X é uma variedade entdao Ay é fechado em X x X. Aplicando

a propriedade universal do produto X x X segue que existe um morfismo ¢ :
Y — X x X talque g =1 0P e yp =m0 P, onde 7, m sao as projecoes do
produto X x X. Desta forma ®~'(Ax) = {y € Y|¢(y) = ¥(y)} é fechado em Y.
Reciprocamente tome X x X =Y ¢ =m e ) = m, logo {y € X x X|m(y) =
mo(y)} = Ax é fechado em X x X.
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(ii) A partir da propriedade universal do produto Y x Y, existe um tinico morfismo
. X XY —Y xYtalqueponxy =mode ldy omy =my0®, onde 7wy, 7y
sao as projecoes de X X Y ,mq, mo sao as projecoes de Y X Y e Idy é o morfismo
identidade de Y. Por fim, observe que ®~'(Ay) = T'y.

]

Exemplo 1.13. A prevariedade X obtida pela colagem de X, = Xy = Al via o mor-
fismo identidade de A'—0 no exemplo[1.10l ndo é uma variedade. De fato os morfismos
mgetores f1 : X1 — X, fo : Xo —> X, obtidos no processo de colagem, sao tais que
{y € A'fi(y) = fa(y)} = Ay — 0. Desde que A' — 0 nao € fechado em A', seque da

proposicao [1.17 (i) que X nao € variedade.

1.4 Dimensao e morfismos

1.4.1 Dimensao de variedades algébricas

Definicao 1.14. Seja X uma variedade. A dimensao de X € o mdzrimo dos compri-
mentos de cadeias do tipo Xo € X7 C -+ € X, (esta cadeia é dita de comprimento
n) tal que cada X; € um fechado irredutivel de X. Denotamos a dimensao de X por

dim X. Tal nimero é um inteiro nao negativo ou infinito.

Proposicao 1.18. Se Y ¢é uma subvariedade de X entio dimY < dim X. Além
disso, se X € irredutivel e de dimensao finita e Y € um fechado diferente de X entao
dimY < dim X.

Demonstracao. Se Fy C Fy, C --- C F,. é uma cadeia de fechados irredutiveis de Y,
segue da proposicao (b) que F; € Fy C --- C F, é uma cadeia de fechados
irredutiveis de X. Desde que F}; = Fj NY devemos ter que Fj - Fjﬂ, donde dimY <
dim X.

Suponha que X ¢ irredutivel tal que dim X < co e Y € X ¢é fechado. Desta
forma existe r > 0 (inteiro) tal que dimY =r. Se Fy C F» C --- C F, é uma cadeia
maximal de fechados irredutiveis de Y entao Fy; C Fy, C --- C F,. C X é uma cadeia

de fechados irredutiveis de X. Portando dimY < dimX. O

Proposicao 1.19. Seja X uma variedade e que X = UX“ onde X; é um fechado de
i=1

X. Entao dim X = max dim X;.

1<i<r

Demonstracao. A partir da proposicao anterior temos que dim X > max dim X;. Por

1<i<r
outro lado, se max dim X; = oo a igualdade segue diretamente. Desta forma ad-
<i<r
mita que max dim X; = p, para algum inteiro p > 0. Suponha que X admite
SIST
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uma cadeia [y C Fy C --- C F,4y de subespacos fechados irredutiveis. Temos que
s

Fop = U(Fpﬂ N X;). A irredutibilidade de F,;; nos fornece que F,;; esta contido

em algullqzllXi, o que contradiz dim X; < p. Portanto dim X = p. O
Dado um anel R, vamos denotar a dimensao de Krull de R simplesmente por dim R.
Proposicao 1.20. Seja V uma variedade afim.
(i) dimV = dim A(V) < co.
(ii) Se V' € irredutivel entao dimV = grtrg frac(A(V)) = grtrg K (V).

Demonstragao. (i) Desde que dimK[7T},...,T,] = ne A(V) = K[T},...,T,]/3(V)
temos que dimA(V) < n. Se Fy C F, € --- C F, uma cadeia de fechados
irredutiveis de V', a partir do teorema dos zeros de Hilbert, segue que J(F;) 2
J(Fy) 2 ...3(F,) é uma cadeia de ideais primos de K[Ty,...,T,] que contém
J(V), assim dim A(V) > dim V. De maneira andloga, utilizando o teorema dos

zeros de Hilbert novamente, obtemos a desigualdade dim V' > dim A(V).

(ii) Em [6], pagina 100, podemos ver que dim A(V') = grtrg frac(A(V)). A partir de
(1) segue que dimV = grtrg frac(A(V)) e aplicando a proposigao obtemos
grtrg frac(A(V)) = grtrg K(V).

O]

Proposigao 1.21. Se X uma variedade irredutivel entao dim X = grtrg K(X). Em

particular, para qualquer aberto nao vazio U de X, dimU = dim X.

Demonstracao. A partir da proposicao temos que para qualquer aberto nao vazio
Ude X, K(U) ~ K(X) e grtrg K(X) < oo. Desta forma, a partir da proposi¢ao
todo aberto afim de X tem a mesma dimensdo r := grtrgK(X). A partir da
proposicao temos que dim X > r. Suponha que dim X > r, assim existe uma
cadeia Fy € Fy, C --- C F,y; de fechados irredutiveis de X. Considere z € F,i,
e U um aberto afim contendo z. Para todo i, temos que F; N U é irredutivel (pois
é um aberto nao vazio de F;) e fechado em U. Desde que F; NU = F;, segue que
F,NU € F;;1 NU. Desta forma temos uma cadeia de comprimento r 4+ 1 de fechados

irredutiveis de U, o que é uma contradi¢ao. Portanto dim X = r. O

Observagao 1.6. A proposicao acima garante que toda variedade irredutivel possui
dimensao finita e consequentemente toda colecao nao vazia de fechados irredutiveis de
uma variadade irredutivel possui um elemento mazximal. Mais geralmente, a partir da

proposicao[1.19 temos que a dimensao de uma variedade X é o mdzimo das dimensoes
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de suas componentes irredutiveis, ou seja, qualquer variedade possui dimensao finita.
Aplicando a proposi¢ao podemos ver em [9], pdgina 25, que se X eY sao varie-
dades irredutiveis, entao dimX x Y =dim X +dimY.

Exemplo 1.14. Temos que K(A") ~ frac(K[T,...,T,]) assim dim A" = n. Vimos
no exemplo que GL(n,K) é um aberto principal de A" assim dim GL(n,K) =

. 2
dim A" = n?.

Definigao 1.15. Sejam X uma variedade e Y uma subvariedade fechada irredutivel de
X. Definimos a codimensao de'Y em X sendo o mdzimo dos comprimentos de cadeias
to tipo Fy € Fy € --- C F,, onde cada F; é um fechado irredutivel de X e Fy =Y.

Vamos representar tal niumero por codimxY .

Teorema 1.2. Seja V' uma variedade afim irredutivel. Entao toda cadeia maximal de
ideais primos de A(V') possui comprimento igual a dim A(V). Em particular, se p é
um ideal primo de A(V') entao ht(p) + dim(A(V)/p) = dim A(V).

Demonstracao. Veja [6] pagina 100. O

Para qualquer variedade afim irredutivel V e Y C V um fechado irredutivel, o

teorema acima nos fornece a igualdade dim X — dimY = codimyxY .

Defini¢ao 1.16. Seja X uma variedade afim e f € A(X)—0 nao invertivel. O conjunto
de zeros Zx(f), de f em X € chamado de hipersuperficie em X .

Exemplo 1.15. Temos que SL(n,K) é uma hipersuperficie em G L(n,K) ou até mesmo
em A", definida por f = det —1.

Proposicao 1.22. Seja X uma variedade afim irredutivel e Y um subconjunto fe-
chado irredutivel de codimensao 1. Entao Y ¢é uma componente irredutivel de alguma

hipersuperficie Zx (f) para algum f € A(X).

Demonstracao. Temos que Y C X, assim, pelo teorema dos zeros de Hilbert, existe
um ideal primo p nao nulo de A(X) tal que Y = Zx(p). Tome f € p — 0, assim
Y C Zx(f) € X. Seja Z uma componente irredutivel de Zx(f) contendo Y. A partir
da proposicao temos que dimY < dimZ < dim X, assim dimY < dimZ <
dimX —1=dimY, logo dimZ = dim Y e portanto Z =Y. O

A partir do teorema do ideal principal de Krull poderemos provar a reciproca da

proposicao e generalizar tal resultado para uma variedade arbitraria.

Teorema 1.3. (teorema do ideal principal de Krull) Seja a um elemento ndao invertivel
de um anel Noetheriano R. Entdo todo primo minimal do ideal (a) tem altura no

mdzrimo igual a 1.
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Demonstracao. Veja [6] pagina 101. O

Proposicao 1.23. Sejam X uma variedade afim irredutivel, f € A(X)—0 um elemento

nao invertivel e Y uma componente irredutivel de Zx(f). Entao codimxY = 1.

Demonstra¢ao. Temos que toda componente irredutivel Y de Zx(f) corresponde a
um ideal primo minimal py do ideal (f). A partir dos teoremas e segue que
codimxY = ht(py) < 1. Desde que A(X) é dominio e f # 0, segue que 0 C py e 0 é

um ideal primo, assim 1 = ht(py) = codimxY . O

Teorema 1.4. Sejam X uma variedade irredutivel, U C X um aberto e f € Ox(U) —

0 um elemento ndao invertivel. FEntao cada componente irredutivel Y do conjunto
Zy(f) :={z e U|f(x) =0} € tal que dimY = dim X — 1.

Demonstracao. Seja Uy um aberto afim contido em U tal que Uy NY # &. Assim
Up NY é irredutivel (pois é aberto em Y). Tome g = f|y, € Ox(Up). Temos que
Zu,(g9) = Uy N Viy, logo Uy N'Y é uma componente irredutivel de Zy,(g). Aplicando a
proposigao [1.23] segue que codimy,(Uy NY) = 1, ou seja, dim Uy — dim(UyNY) = 1.
Desde que dim Uy = dimU = dim X e dim(UyNY) = dimY (pois UyNY ¢é aberto Y)
segue que dim X — 1 =dimY. O]

Observe que a reciproca do teorema ¢ imediata: Se Y é um fechado irredutivel
de uma variedade irredutivel X tal que dimY = dim X — 1, entao para todo aberto U
de X tal que UNY # @ e toda funcao f € Ox(U) tal que Y NU C Zy(f), Y NU é
uma componente irredutivel de Z;;(f). De fato, seja W uma componente irredutivel de
Zuy(f) que contém Y NU. Observe que dim X —1 =dim(Y NU) <dimW < dimU =
dim X, assim dim(Y NU) =dim W donde Y NU = W.

Corolario 1.2. Sejam X uma variedade irredutivel e Y um fechado irredutivel maximal
contido propriamente em X (isto €, ndo existe um fechado irredutivel Z tal que Y C
Z C X). Entao dimY =dim X — 1.

Demonstracao. Seja U um aberto afim de X tal que Y N U # @. Assim podemos
tomar f € Ox(U) — 0 tal que Y NU C Zy(f). Seja W uma componente irredutivel
de Zy(f) que contém Y NU. Observe que Y NU C W, assim Y C W. Desde que
W é irredutivel segue que Y = W D W, assim Y NU = W, ou seja, Y N U é uma
componente irredutivel de Vi (f), logo dimY = dim(Y NU) = dim X — 1. O

Corolario 1.3. Se X ¢é uma variedade irredutivel e Y um fechado irredutivel de X

entao codimxY =dim X —dimY.
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Demonstracao. Faremos por indugao sobre a dimensao n de X. Para n = 1, temos
dimY =0 =dimX — 1 = dim X — codimxY. Supondo vélido para n — 1, vamos
verificar que vale para n. Seja r = codimxY . Existe uma cadeia maximal ¥ C Y] C
-+ €Y, 1 € X defechados irredutiveis. Observe que dimY,_; = dim X —1 =n—1(via
corolario e codimy, Y = r—1, assim, por hipdtese de inducao, r = codimy, ,Y +
l=(dmX —-1—dimY)+1=dimX —dimY. O

Corolario 1.4. Seja X uma variedade irredutivel e Y uma componente irredutivel de
Zx(fiy---y fr), onde f1,..., fr € Ox(X). Entao codimxY <r.

Demonstracao. Faremos por inducao sobre r. O caso r = 1 segue do teorema [1.4]
Supondo vélido para r» — 1, vamos verificar que vale para r. Note que Y é um fechado
irredutivel de Zx (f1, ..., fr—1), assim podemos considerar uma componente irredutivel
Z de Zx(fi1,..., fr—1) contendo Y. Observe que Y ¢é uma componente irredutivel de
ZN0Zx(fr), pois ZNZx(f.) € Zx(f1,..., f-). Por hipdtese de inducao, codimxZ <
r— 1. Se f, se anula em todo o Z entdao Z N Zx(f,) = Z, assim Y = Z. Se f, nao é
nula em todo o Z, segue do teorema [1.4] que dimY = dim Z — 1, assim codimxY =
dimX —dimY =dimX —dimZ 4+ 1 =codimxZ +1 <r. O

Proposicao 1.24. Seja X wuma variedade afim irredutivel e Zy O Zy D --- D Z,
uma cadeta de fechados irredutiveis de X tais que codimxZ; = i. Entao existem

fi, oy fr € A(X) tal que Zs é uma componente irredutivel de Zx(fi,..., [fs) e todas

as componentes de Zx(fi,..., fs) tem codimensdo s em X. Em particular se Z € um
fechado irredutivel de X tal que codimxZ = r > 1 entao existem fi,...,f. € A(X)
tais que Z é uma componente de Zx(fi,..., fr).

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre s. Para s = 1 vimos na proposi¢ao
que existe f; € A(X) tal que Z; é uma componente de Zx(f) e pelo teorema
todas as componentes de Zx(f) tem codimensdao 1 em X. Agora suponha que
encontramos f1, ... fs_1 satisfazendo a proposicao. Sejam Y7i,...,Y; as componentes
irredutiveis de Zx(f1,..., fs—1), com Zs_1 = Y;. Note que Y; € Z, para todo i (por

causa de suas codimensoes em X), assim J(Z;) Z J(Y;) para todo i. Desde que J(Y;)

I
é primo, segue que J(Z;) € Uﬁ(Y;) (Veja [1], pagina 8). Desta forma, podemos
i=1

I

escolher f; € J(Z), tal que fs & Uj(Y;). Se Y é uma componente irredutivel de
i=1

Zx(f1,-.., fs) entdo existe ¢ € {1,...,1} tal que Y é uma componente irredutivel de

Y:iNZx(fs). Desde que f; nao é identicamente nula em Y;, segue que dimY = dim Y; —1,
assim codimyY = dimX —dimY = dimX —dimY; + 1 = s. Por fim, pela escolha

de fs, temos que Zs C Zx(f1,..., [s), e sendo irredutivel, Z, esta contido em alguma
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componente irredutivel W de Zx(f1,..., fs). Desde que dim Z, = s = dim W segue
que Z; =W. O

1.4.2 Morfismos

Definicao 1.17. Seja ¢ : X — Y um morfismo de variedades. As fibras de ¢ sao os
conjuntos o~ (y), comy €Y.

Dado uma variedade Y e y € Y, afirmamos que o conjunto {y} é fechado em
Y. De fato, para todo aberto afim U de Y contendo y temos que {y} é fechado em
U (pois conjuntos com um unico elemento sao fechados em variedades afins), desta forma
lembrando que Y é coberto por abertos afins nossa afirmacao conclui-se do seguinte
resultado topoldgico: Em um espaco topoldgica Z um subconjunto W é fechado se, e
somente se, Z admite uma cobertura aberta tal que para cada aberto U dessa cobertura
UNW é fechado em W.
Desta maneira as fibras de um morfismo de variedades ¢ : X — Y sempre sao

subconjuntos fechados de X.

Definicao 1.18. Seja p : X — Y um morfismo de variedades. Se X ¢€ irredutivel e

©(X) € denso em Y, dizemos que ¢ é dominante.

s

Proposicao 1.25. Seja p : X — Y um morfismo dominante de variedades. Se U é

um aberto de Y entao o comorfismo oyx : Oy (U) — Ox (o 1 (U)) € injetor.

Demonstragdo. Tome f € ker(y};), assim fop = 0, ou seja, f se anula em ¢(¢o ' (U)),
logo ©(X) C Vi (f). Desde que o(p=2(U)) C ¢(¢=1(U)) (propriedade de funcoes
continuas entre espagos topoldgicos) e X é irredutivel, segue que p(p~*(U)) é denso
em Y, assim p(p 1(U)) também é denso em U, logo Vi (f) = U, ou seja, f = 0.

Portanto ¢f; ¢ injetiva. O

Observagao 1.7. No caso que Y € uma variedade afim ainda temos a reciproca: Se
© : X — Y € um morfismo tal que ¢* : Ox(X) — A(Y) € injetivo, entio ¢ €
dominante. De fato, seja W = m Suponha que W C Y. Desta forma, existe
feAY) =0 tal que flw =0, assim 0= fop =¢*(f), o que é uma contradigao.

Observe que se X e Y sao variedades irredutiveis e ¢ : X — Y é um morfismo
dominante, entdo a colecdo de comorfismos {¢;;}, com U variando na colecdo dos
abertos nao vazios de X, induz um homomorfismo injetivo 7* : K(Y) — K(X)
dado por P*(fy) = (f o ¢)x. Desta maneira grirg K(Y) < grtrg K(X), ou seja,
dimY <dim X.
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Lema 1.1. Sejam ¢ : X — Y um morfismo dominante de variedades (irredutiveis),
W um fechado irredutivel de' Y e Z uma componente irredutivel de o~ '(W). Entdo
existem abertos afins nao vazios, U C X, V C Y tais que : (1) p(U) C V, (2)
ol : U — V € dominante, (3) WNV £, (4) ZNU # @.

Demonstragdo. Seja V um aberto afim de Y que intersecta W e que o~ 1 (V)N Z # @.
Tome z € o {(V)NZ # @ e U C (V) sendo um aberto afim contendo z. E suficiente
mostrarmos que ¢|y : U — V' é dominante. Seja € um aberto nao vazio de V. Como
¢ é dominante, Q N p(X) # &, assim p(Q) é um aberto nao vazio de X. Desde que
X é irredutivel, entao U N~ 1(Q) # &, logo p(U)NQ # &. O

Com as notacoes do lema acima, observe que dim X = dimU, dimY = dimV/,
dim Z = dim(Z NU), e ZNU é uma componente irredutivel de ¢|;;'(V N W). Com
este recurso podemos reduzir muitas afirmagoes sobre morfismos e dimensoes ao caso

em que X e Y sao variedades afins.

Teorema 1.5. Sejam ¢ : X — Y wum morfismo dominante de variedades (irre-
dutiveis) e r = dim X — dimY. Se W C Y € um fechado irredutivel e Z € uma
componente irredutivel de o~'(W) a qual domina W (isto é, o(Z) = W), entio
dim(Z) > dim W + r. Em particular, se y € o(X) entdo cada componente de ¢~ *(y)

tem dimensao maior do que ou igual a r.

Demonstracao. A partir do lema [1.1] podemos reduzir nossa demonstracao ao caso
onde Y é uma variedade afim irredutivel. Se s = codimy W, entao, a partir da pro-
posicao [1.24] existem fi,...,fs € A(Y) tais que W é uma componente irredutivel
de Vv (f1,...,fs). Tome g; := fiop € Ox(X). Desta forma, Z C Vx(g1,...,9s)-
Afirmamos que Z é uma componente irredutivel de Vx(gi,...,gs). De fato, supo-
nha que Z’ é uma componente irredutivel de Vx(g1,...,9s) que contém Z, assim

W =9(Z) Co(Z") C Vy(fi,...,[s). Desde que W é uma componente irredutivel de

Vx(fi,..., [s) e p(Z') é irredutivel, segue que W = ¢(Z'). Desta forma Z' C f~H(W).

Desde que Z ¢ uma componente irredutivel de f~'(W), segue que Z = Z'. As-

sim, pelo coroléario [1.4] , temos que codimxZ < s, ou seja, dimZ > dimX — s =
dim X —dimY +dimW =r 4+ dim W. O

Definicao 1.19. Seja ¢ : X — Y um morfismo de variedades afins. Dizemos que ¢
¢ finito se A(X) é uma extensao inteira de ¢*(A(Y")) (veja [, pdgina 60).

Proposicao 1.26. Seja ¢ : X — Y um morfismo finito de variedades afins irre-

dutiveis.

(i) Se Z ¢é fechado em X entao p(Z) é fechado em Y .
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(ii) Para todoy €Y, ¢~ (y) é um conjunto finito.
(111) ¢ € sobrejetivo se, e somente se, p é dominante.
Demonstracao. Veja [12], pagina 41. O

Exemplo 1.16. (1) Se X ¢ uma variedade afim e Y é um fechado irredutivel de
X entao o morfismo inclusao iy :' Y — X € finito. De fato, temos que i :
A(X) — A(Y) € sobrejetor, assim A(Y') € inteiro sobre i} (A(X)) = A(Y).

(2) Se f: X —Y eg:Y — Z sao morfismos finitos, entdo go f é um morfismo
finito. De fato, temos que A(X) € inteiro (f*og*)(A(Z)) = (go )" (A(Z)) (Veja
[1], pdgina 60).

(8) Seja v : X — Y um morfismo finito e Z C X, W CY, fechados irredutiveis
tais que ¥v(Z) C W. Entao a aplicagio ¢ = |z : Z —> W também é um
morfismo finito. De fato, observe que ¢* oif, = i}, o p*. Desde que A(Z) é
inteiro sobre (i3, o Y*)(A(Y)) e i}y, € sobrejetor, seque que A(Z) € inteiro sobre

P (A(W)).

Teorema 1.6. Seja ¢ : X — Y um morfismo dominante de variedades irredutiveis e

r=dimX —dimY. Entao existe um aberto nao vazio U CY tal que

(1) U C p(X);

(ii) Para todo fechado irredutivel W C'Y tal que WNU # & e para todo componente
irredutivel Z de o= (W) tal que Z Ny Y (U) # @, dim Z = dim W + r.

Demonstragao. A partir do lema [I.I, podemos reduzir a demonstracao ao caso em
que X e Y sdo variedades afins irredutiveis. Sejam R = A(X), S = A(Y), e E, F
os seus corpos de fracoes respectivamente. Desde que ¢ é dominante, ¢* : S — R
é injetivo; desta forma ¢* induz um homomorfismo injetor ¢** : F — F dada por
©**(a/s) = ¢*(a)/p*(b). Seja R o anel obtido pela localizacdo de R em ¢*(S — 0).
Observe que RgFE ~ R’ (veja [1], pagina 39), onde o isomorfismo é tal que r®g(a/b) —
r.o*(a)/e*(b). Assim R ®g F é um dominio com corpo de fragbes isomorfo a F,
e assim como R’, é uma FE-dlgebra. Desde que K(X) ~ F e K(Y) ~ E, temos
grtrg(R®g B) = grtrpl = grirgyyK(X) = grirg K(X) — grtrg K(Y) = r. A partir
do lema da normalizacao de Noether, existem zq,...,2, € R ®g F, algebricamente
independentes sobre F| tais que R®g F é inteiro sobre E[zy, ..., z,]. Podemos assumir
que cada x; € R, pois cada elemento de R ®g F é um produto de um elemento de R
com um elemento nao nulo de E. Desta forma ¢* induz um homomorfismo injetor

Y Slxy,...,x,] — R, onde (s) = ¢*(s) para s € S e Y(r;) = x;. R nado é
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necessariamente integral sobre ¢ (S[z1,...,x,]), porém R é finitamente gerado como
S-algebra (via ¢*), e cada gerador satisfaz a equagao de um polindmio monico com
coeficientes em FEl[zy,...,x,]. Tomando f € S como o denominador comum de tais
equagoes polinomiais, segue que ¥y : S¢[z1,...,2,] —> Ryx(p), dado por ¥¢(a/f") =
Y(a)/Y(f)" é injetor e Ry-(yy € inteiro sobre ¢ ;(S¢[z1, ..., z,]).

Seja U := Dy(f). Desta forma ¢ '(U) = Dx(p*(f)). A partir da proposi¢ao
temos que o anel de coordenadas de U x A" ¢ isomorfo a Sy ®x K[T7,...,T,] ~
Stlx1, ..., x.]. A partir da proposicao , existe um morfismo 7 : ¢ 1 (U) — U x A"
tal que 7" = ¢y. Em particular 7 é finito e dominante, assim também ¢é sobrejetor.
Observe que ¢y, : Sy — Ry ¢é tal que oy = ¢y oig, (¢} é o comorfismo de |1y :
¢ '(U) — U), onde ig, : Sy — Sylx1,...,2,] é a inclusdo. Sejap; : U x A" — U
a projecao. Note que p] = ig,, assim pp; = (prom)*, logo ¢|,-1(yy = p1o7. Desde que
T 6 sobrejetor, segue que ¢|,-1(17) 1 ¢ 1 (U) — U é sobrejetor, assim U C ¢(X), o que
prova (i).

Para provar (ii) consideramos um fechado irredutivel W C Y tal que WNU # @
e uma componente irredutivel Z de ¢~ (W) tal que Z N~} (U) # @. A partir do
teorema temos que dim Z > dim W + r. Por outro lado, considere Wy =W NU e
Zy=Z N Y (U). Desta forma 7(Zy) € Wy x A", assim dim 7(Z) < dim(W, x A”) =
dim W +r. A partir do exemplo (3), segue que o morfismo ' = 7|, : Z — w(Zy)

0)
¢ finito e dominante, assim (7’)* induz um homomorfismo injetor K (n(Zy)) — K(Z)
que torna K(Z) inteiro sobre K (m(Zy)), logo dim Z = dim(7(Zp)) < dimW +r. O

Seja ' C E é uma extensao algébrica e finita de corpos. Os elementos de E que
sado separaveis sobre F' (veja [16], pagina 63) formam um subcorpo E; de E e F C E, é
uma extensao algébrica separdvel. Denotamos o grau da extensao F' C Fy por [E : F|,
e o chamamos de grau de separabilidade de F' C F.

Se X e Y sao variedades irredutiveis e ¢ : X — Y é um morfismo dominante
entdo ¢ induz homomorfismo injetor K(Y) — K(X) de K-dlgebras assim podemos
ver K(X) como uma extensao de K(Y). Além disso, temos que grirgy)K(X) =
grirg K(X) — grtrg K(Y) = dimX — dimY. Desta forma se dimX = dimY se, e
somente se, K (X) é algébrico sobre K(Y').

Defini¢ao 1.20. Com as notacoes acima, se K(X) = K(Y) entao dizemos que ¢ €
um morfismo birracional. Se K(X) € uma extensao separavelmente algébrica de K(Y)

dizemos que ¢ € separdvel.

Agora veremos uma versao mais forte do teorema (1.6, o qual envolve uma aplicagao
geométrica do nimero [K(X) : K(Y)]s.
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Teorema 1.7. Sejam X,Y wvariedades irredutiveis e ¢ : X — Y um morfismo do-
minante. Tome r = dim X — dimY. Fuxiste um aberto U C X com as sequintes

propriedades:
(i) A restricio ¢|y : U — Y € um morfismo aberto;
(ii) Para qualquer variedade Z, ¢|y induz um morfismo aberto U x Z — Y X Z;

(iii) Se W € um fechado irredutivel de Y e Z é uma componente irredutivel de = (W)

que ntersecta U, entao dim Z = dim W + r;

(iv) Se r =0 entao para todo x € U, o nimero de pontos da fibra ¢~ (¢(z)) € igual
a [K(X): K(Y)]s.

Demonstracao. Veja [16], pagina 81. ]

Definicao 1.21. Um ponto x de uma variedade irredutivel X € dito normal se existe
um aberto afim U contendo x tal que A(U) € integralmente fechado. Se todo ponto de

X € normal entao dizemos que X € normal.

Nem sempre morfismos bijetivos e birracionais de variedades sao isomorfismos. O

teorema abaixo garante quando esse tipo de situagao pode acontecer.

Teorema 1.8. Sejam X e Y wariedades irredutiveis, com Y normal.

(i) Se ¢ : X — Y € um morfismo bijetivo e birracional entao ¢ é um isomorfismo.

(i) O conjunto dos pontos normais de X é um aberto ndao vazio.

Demonstracao. Veja [16], paginas 85 e 86. O]

Definicao 1.22. Seja X uma variedade. Um subconjunto W de X € dito construtivel

se € uma uniao finita de subconjuntos localmente fechados de X.

Exemplo 1.17. Se Y € um subconjunto construtivel de uma variedade X, entdo Y

contém wm aberto denso de Y. De fato, seja Y = U L;, onde L; ¢é localmente fechado
i=1

em X. Desta forma, Y = UE Além disso, L; é aberto em L;, assim Z; = L; — L; é
i=1

fechado em Y, logo 7 := U Z; ¢ fechado em Y. Desta maneira W :=Y — Z € aberto
i=1

em Y. Observe que

n n n
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assimW = (YUZ)—-Z =Y —Z CY. Por fim, basta mostrarmos que W ¢é denso

em Y. Suponha que W nao é denso em Y, assim existe um aberto nao vazio de Y
'

que estd contido em Z. Seja r < n, o menor inteiro positivo tal que U Z; contém um
i=1

aberto nao vazio U de Y. Note que r > 1, pois se U C Z;, entdo U é aberto em L; e

L;NU =@, o que é um absurdo. Em particular, U € Z,, logo U — Z, é um aberto nao
r—1

vazio de Y que estd contido em U Z;, 0 que contradiz a minimalidade de r. Portanto
i=1

todo aberto ndo vazio de'Y intersecta W em algum ponto.

Proposigao 1.27. (Chevalley) Se ¢ : X — Y é um morfismo de variedades e W C X

€ um subconjunto construtivel, entao (W) € um subconjunto construtivel de Y. Em

particular p(X) € construtivel em Y .

Demonstracao. Desde que todo subconjunto localmente fechado de X tem estrutura

de subvariedade e gp(U X;) = U ©(X;), basta mostrarmos que ¢(X) é subconjunto
ieL i€l
construtivel de Y. Além disso, podemos supor que X e Y sao irredutiveis, pois para

qualquer com ponente irredutivel X; de X, ¢(X;) estd contida em alguma componente
irredutivel de Y. Faremos a demonstracao por indugao sobre a dimensao de Y. Se
dimY = 0 entao Y contém um numero finito de pontos, desta maneira ¢(X) é uma
uniao finita de pontos de Y, logo é construtivel. Suponha valido para o caso dimY <
n—1 (n > 0), vamos mostrar que vale para dimY = n. Se ¢ nado é dominante,
entdo considere Z = ¢(X), assim p(X) C Z, e dimZ < dimY, logo o resultado

segue da hipétese de inducao. Se ¢ é dominante, sejam U C Y o aberto nao vazio

satisfazendo as condigoes do teorema [1.6] Z1,...,Z, as componentes irredutiveis de
Y —U e Wy,..., W, as componentes irredutiveis de ¢~!(Z;). Considere o morfismo

gij = @lwy, : Wi; — Z;. Desde que dim Z; < Y, segue da hipétese de indugao que
9i;(Wij) é construtivel em Z; e desde que Z; é fechado em Y, g¢;;(W;;) é construtivel

em Y. Observe que p(X)=UU U gij(Wi;), assim ¢(X) também é construtivel em Y.
ij

]

1.5 Variedades projetivas

Até aqui o nosso conceito mais concreto de variedades sao as afins. nesta secao
veremos outro tipo concreto de variedade, a qual é construida a partir da seguinte
relacao de equivaléncia em K" — 0: o ~ y se, e somente se, existe A € K — 0 tal que

r=M\y.
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Definigao 1.23. P" := (K" — 0)/ ~ é chamado de espago projetivo n-dimensional
sobre K. Dado x = (xq,...,2,) € K" sua classe em P" € representada por (xg : - - :
x,) e tal classe € dita estar representada pelo sistema de coordenadas homogéneas de

x.

A primeira diferenca entre os subconjuntos de P" e K" é que os polinémios f €
K[Ty,...,T,) ndo definem fungdes de P™ para K, desde que sua imagem depende do
representante da classe. Por exemplo, se f é um polinomio homogéneo de grau d, entao
fxo, ..., \x,) = X f(zo,...,2,). Contudo, certos subconjuntos de P"* ainda podem

ser definidos como o conjunto de zeros de polindmios.

Defini¢ao 1.24. Sejam f € K[Ty, ..., T,] e T € P*. Dizemos que T € um zero de f se
f(x) = 0 para todo qualquer sistema de coordenadas homogéneas x de T e neste caso

escrevemos f(Z) = 0.

Defini¢ao 1.25. Seja S C K[Ty,...,T,] um conjunto de polinomios homogéneos. De-
finimos o conjunto de zeros (projetivos) de S por V(S) := {x € P"|f(z) = 0, para todo
fest

Observacao 1.8. Mais adiante veremos que V(S) tem estrutura de variedade algébrica.
Desta forma, cometendo um certo abuso de linguagem até ld, chamaremos V(S) de va-

riedade projetiva definida por S.

Vendo K[Ty,...,T,] como um anel graduado e a partir de algumas das proprieda-
des dos seus ideais homogéneos (isto é, os ideais gerados por polindmios homogéneos),
podemos ver que as variedades projetivas satisfazem propriedades idénticas as propri-

edades das variedades afins.
Proposicao 1.28. Sejam I e J ideais de um anel graduado S.

(a) O ideal I é homogéneo se, e somente se, para todo f € I, com decomposi¢ao

f= Z fa (onde fq é um polinémio homogéneo de grau d), tenhamos fq € I para
deN

todo d.

(b) Se I e J sio homogéneos entio I +J, I.J, INJ eI sio ideais homogéneos.

Em geral, se {I,}aer, € uma familia de ideais homogéneos de S entdio Z[O‘ é

acl
um tdeal homogéneo.

(c) Se I é um ideal homogéneo e S = @Sd ¢ a decomposi¢ao de S como anel
deN
graduado entiao S/1 é um anel graduado com decomposi¢io S/I = @(Sd/SdﬂI).
deN
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(d) Suponha que I € um ideal homogéneo. Entao I € primo se, e somente se, g;.g; € 1

implica g; € I ou g; € I para g; € S;, g; € 5.
Demonstragao. Veja [1], pagina 48. ]

Se S C KTy, ...,T,] é um conjunto de polinomios homogéneos e I é o ideal gerado
por S, entdao naturalmente V(S) = V(I), ou seja, as variedades projetivas sempre sao

conjunto de zeros de ideais homogéneos. De maneira andloga as variedades afins, temos
que V(1) = @, V(0) =P, (| V(L) = V() 1) e V(I)) UV(L) = V(I1I), onde

a€l a€eL
cada I, I; e I5 sao ideais homogéneos. Assim, a partir da proposicao acima, temos que

a colecao das variedades projetivas em P" é fechada para unioes finitas e intersecoes
arbitrarias. Portando a topologia que iremos trabalhar sobre P é tal que seus fechados
sejam as variedades projetivas e tal topologia é chamada de topologia de Zariski no

espaco projetivo.
Definigao 1.26. Seja m : K" — 0 — P™ a projecdo canénica.

(a) Uma variedade afim X C A™ é dita um cone se 0 € X e para todo x € X tivermos
Ax € X, para qualquer \ € K.

(b) Para um cone X C A" o conjunto P(X) := (X — 0) C P" é chamado de

projetivizacao de X .

(c) Seja V. C P™ uma variedade projetiva. O congunto C(V) := 7= *(V) U {0} €

chamado de cone sobre X.

Exemplo 1.18. (i) Se I C K[Ty,...,T,] ¢ um ideal homogéneo entao C(V(I)) =
Z(I) € A" De fato, desde que I é homogéneo temos que 0 € Z(I). Dado
x € C(V(I)), temos que f(Ax) = 0 para todo A € K —0, assim C(V) C Z(I).
Por outro lado, se x € Z(I) entao f(x) = 0, para todo f € I; desde que I é
homogéneo, devemos ter f(Ax) = 0 para todo A € K, assim w(xz) € V(I), logo
x e C(V(I)), ou seja, Z(I) C C(V(I)).

(ii) Se I = R entao C(V(I)) = Z(Ty,...,T,) = {0}.

(111) Se X = Z(I) C A™ é um cone, entao I é um ideal homogéneo. De fato, dados
x € X efel, comdecomposicio f = fa+---+ f1+ fo, onde f; € um polinomio
homogéneo de grau i, temos que 0 = f(Ax) = M fy(x) + -+ Afi(z) + fo(z) para
todo A € K. Desde que K € algebricamente fechado devemos ter que fi(z) = 0
para todo i, assim f; € I para todo i (pois x € arbitrdrio). A partir da proposi¢dao
seque que I € um ideal homogéneo.

37



1. Variedades algébricas

Se I ¢ K[Ty,...,T,] é um ideal homogéneo, vimos no exemplo acima que Z(I)
¢ um cone e, por construcao, temos que P(Z(I)) = V(I) e C(V(I)) = Z(I). Desta
forma obtemos uma correspondéncia biunfvoca entre os cones de A"*! e as variedades

projetivas de P".

Definigao 1.27. Seja X CP". O ideal I(X) :={f € K[Ty,...,T,]|f(x) = 0 para todo
x € X} é chamado ideal de defini¢iao de X.

Exemplo 1.19. 1. I(X) € um ideal radical homogéneo. De fato, se X = & entao
I(X) = (1). Desta forma assuma que X # &. Desta maneira I(X) = 3(C(X)),

assim I € um ideal radical. Com argumento andlogo ao que foi visto no exemplo

(111), obtemos que I(X) é homogéneo.

2. Com demostragoes andlogas ao caso afim, temos que V(I(X)) = X, I CI(V(I)),
e as aplicagoes I(-) e V(-) invertem inclusées. Em particular P é um espago
topologico Noetheriano. Desta forma, toda variedade projetiva é espago topolégico

Noetheriano.
Teorema 1.9. (Versdo projetiva do teorema dos zeros de Hilbert) Seja I C K[Ty, ..., T,).
(i) V(I) = @ se, e somente se, (Ty,...,T,) C V1.
(ii) Se V(I) # @ entio I(V(I)) = /T

Demonstragao. Se I = K[Tp,...,T,] entdo V(I) = @ e (i) é trivialmente satisfeito.
Assuma que [ # K[Tp,...,T,]. Desta forma Z(I) = C(V(I)) C A", assim V(I) = @
se, e somente se Z(I) = {0} = Z(Ty, ..., T,) se, e somente se, /(1) = (T, ..., T,) (via
versao afim do teorema dos zeros de Hilbert), assim (i) estd provado. Agora vamos
provar (i1). Se V(I) # @ entdo I(V(I)) = 3(C(V)) = 3(Z(I)) = VI. O

A partir do teorema acima, temos uma correspondéncia biunivoca entre os ideais
radicais homogéneos de K"[T, ..., T,], que ndo contém (Ty,...,T,), e as variedades
projetivas nao vazias de P". Em particular, as variedades projetivas irredutiveis ainda
correspondem aos ideais homogéneos primos. Mas em geral, os pontos nao necessa-
riamente correspondem aos ideais maximais. Desde que I(P™) = (0), segue que P™ é

irredutivel.

Definicao 1.28. Dado uma variedade projetiva X C P", o anel
A(X) = KTy, ..., T,] /1(X)
¢ chamado de anel graduado associado a X.
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A partir da proposicao [1.28) (d), temos que de fato A,(X) é um anel graduado.
Quando X # @, Ax(X) = A(C(X)). Assim como no caso afim ainda temos a corres-
pondéncia entre os fechados de X e os ideais homogéneos radicais de Ay,(X). Contudo
os elementos f € Ap(X) nao definem fungoes em X, porém, a nogao de zeros de f em

X ainda esta bem definida, isto é, sao independentes do representante da classe.

Defini¢ao 1.29. Sejam X C P" uma variedade projetiva e f € Ap(X) um elemento
homogéneo de grau positivo. O conjunto D% (f) := {z € X|f(z) # 0} é chamado de

aberto principal de X com relagao a f.

Proposig¢ao 1.29. Com as notagoes da definigdao todo aberto nao vazio de X €

uma unidao finita de abertos da forma D% (f).

Demonstragao. Seja U um aberto nao vazio de X. Assim X — U = V(I), para al-
gum ideal homogéneo I C K|[Ty, ..., T,]. Desta forma I = (fi,..., f.), onde f; é um
polinémio homogéneo de grau positivo. Se f; é a imagem de f; em A,(X), segue que
U=Dx(fy)U---UDx(f). O

Nosso objetivo é tornar qualquer variedade projetiva X C P um espaco anelado.
De maneira andloga as variedades afins, iremos definir um feixe de funcoes para os
abertos principais de X e em seguida estendé-lo. Para isto precisamos associar cada

aberto principal a uma K-algebra de funcoes definidas em tais abertos.

Proposicao 1.30. Seja R = @Rn um anel graduado e S C R um sistema multi-
nez
plicativo tal que seus elementos sio homogéneos. Considere S, := {a/s € S~'R|a é

homogéneo e n = grau(s) — grau(a)}. Entio ST'R = @ Sy, € um anel graduado.

neL

Demonstragao. Veja [13], pagina 224. ]

Seja X uma variedade projetiva e f € A,(X) homogéneo de grau positivo. Apli-
cando a proposicao sobre o anel localizado A, (X)y, obtemos que tal anel é gradu-
ado e o subanel de seus elementos de grau 0, o qual iremos denotar por A, (X)), pode
ser visto como uma K-4lgebra de fungoes (K-avaliativas) definidas em DY (f), pois

seus elementos sao quocientes de fungdes homogéneas da forma g/ f*, onde grau(g) =
grau(f?).

Proposicao 1.31. Seja X C P" uma variedade projetiva. Os abertos principais de X

satisfazem as sequintes condigoes:

(i) Se f,g € An(X) sao homogéneos de grau positivo, D% (g) € DL(f) e s €
Ah<X>(f), entao S|D;(g) S Ah(X)(g)
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(ii) Se f € Au(X) é homogéneo de grau positivo, DY (f) = UD}(gZ) com g; €
€L
Ap(X) homogéneo de grau positivo, e se s : DY (f) — K € uma funcao tal que

S|Dj§(gi) € An(X)(g,) para todo i € L, entdo s € D3 (f).

Demonstrag¢ao. Desde que temos uma versao projetiva para o teorema dos zeros de
Hilbert, a demonstracao desta proposicao torna-se inteiramente analoga a da pro-

osicadl.4] assim iremos omiti-la. O
s P

Aplicando a proposicao |1.31| na proposicao do apéndice [B], segue que existe um
tinico feixe de fungées Ox em X tal que Ox (D% (f)) = An(X)(y) para todo f € A (X)
homogéneo de grau positivo. Em particular, dado um aberto U C X, Ox(U) é a
K-élgebra das fungoes g : U — K tal que, para cada x € U, existe f € Ap(X) (de-
pendendo de x), homogéneo, com x € D% (f) CU e g\D;(f) € An(X) (.

Proposicao 1.32. Munidas com o feize de funcoes encontrado a partir da proposi¢dao

[7.31] temos que

(i) Variedades projetivas sao prevariedades. Em particular P™ € coberta pelos abertos
Dg (T;) = {(zg : -+ : w,) € P")|x; # 0}, e a aplicagao ; : Dg.(T;) — A" dada
por Yi(xg = -+ xy) = (To/Tiy oo i1 [ T4, Tig1 [Ty o X/ Ty), € um isomorfismo

des espacgos anelados;
(i) Variedades projetivas sao separdveis, ou seja, sio variedades algébricas;
(111) O produto de variedades projetivas é novamente uma variedade projetiva.

Demonstracao.
(i) Veja [7], pagina 57.
(ii) Veja [7], pagina 60.
(iii) Veja [12], pdgina 36. O

Exemplo 1.20. Desde que Dg,.(T;) é um aberto da variedade irredutivel P* e Dy, (T;) ~
A", seque que n = dimA"™ = dim D, (T;) = dimP™.

Observacao 1.9. Dado um K-espaco vetorial V de dimensdo n, temos que V ~ K".
De maneira andloga a K™, podemos definir o espago projetivo P(V). Em particular
temos um bijegio entre P"~1 e P(V). Assim podemos munir P(V') com uma estrutura
de variedade algébrica, de modo que tal bijecao se torne um isomorfismo de variedades

(de maneira andloga ao processo que usamos para encontrar a colagem de variedades).
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1.6 Variedades completas

Para finalizar este capitulo veremos algumas propriedades de variedades completas,
as quais serao importantes para a definigao de grupos algébricos parabdlicos no proximo

capitulo.

Definicao 1.30. Seja X uma variedade. Dizemos que X é completa se para qualquer

variedade Y o morfismo projecao X XY — Y € fechado.

Exemplo 1.21. Considere a projecio m : A> — Al dada por m(z,y) = y, e
X = {(z,y) € A’|lxy = 1}. Desde que m(X) = A' — 0 ndo € fechado em A' seque que

Al nao é uma variedade completa.
Proposicao 1.33. Seja X uma variedade completa.
(a) SeY € uma subvariedade fechada de X entaoY é completa;

(b) SeY é uma variedade completa (arbitrdria) entdo X XY € uma variedade com-

pleta;
(c) Sep: X — Y € um morfismo entio ¢(X) € fechada e completa;
(d) Se X é uma subvariedade de Y entao X é fechado;
(e) Se X € irredutivel entao qualquer fung¢ao reqular em X € constante;
(f) Se X ¢é afim entao X € finito.
Demonstragao. Veja [9], pagina 45. ]
Teorema 1.10. Qualquer variedade projetiva é completa.

Demonstragao. Veja [9], pdgina 46. ]
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Capitulo 2
Grupos algébricos

De acordo com [3] (pagina 100) o conceito de grupo algébrico ocorreu pela primeira
vez em meados de 1880 em um dos trabalhos de Emile Picard sobre a teoria de Galois
de equagoes diferencias. Os grupos de Galois que apareceram em tal trabalho eram de
fato grupos algébricos sobre o corpo dos niimeros complexos. Neste capitulo veremos
exemplos e resultados importantes de grupos algébricos, onde sua grande parte foi
desenvolvida por Ellis Kolchin e Armand Borel durante o século 20. Para este capitulo

as referéncias principais sao [9] e [16].

2.1 Grupos algébricos

Definigao 2.1. Uma variedade algébrica G dotada com uma estrutura de grupo (G,-)
¢ chamada de grupo algébrico se as aplicagoes p: G x G — G,i: G — G, dadas por

1

pla,b) =a-b ei(a) =a"', sio morfismos de variedades.

Todo grupo algébrico G' de dimensao nao nula nao é um grupo topoldgico, pois G
satisfaz o axioma de separabilidade T} (isto é, todo subconjunto finito de G é fechado),

mas nao é Hausdorff (Todo grupo topolégico que satisfaz 77 é Hausdorff).

Exemplo 2.1. (i) Seja G, := (A, ), onde u(z,y) = x+y. Com esta configuragdo
temos que G, € um grupo, onde i(x) = —x. assim p e i sGo morfismos. Portanto

G, € um grupo algébrico, o qual chamamos de grupo aditivo.

(11) Seja G, = (A' —0,p), onde pu(x,y) = xy. De maneira andloga ao exemplo
anterior, temos que G,, € um grupo algébrico, o qual chamamos de grupo multi-

plicativo.

(113) Vimos no exemplo que GL(n,K) ¢ wma variedade afim em A™. Dotando

tal variedade com a multiplicacao usual de matrizes, temos que GL(n,K) € um
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grupo algébrico (desde as fungoes coordenadas da multiplicagao de matrizes e da
mversao sao polinomiais, aplicando a proposicao obtemos que tais aplicacoes
sGo morfismos), o qual chamamos de grupo geral linear. Em particular, G,, =
GL(1,K).

Dado um subgrupo fechado H de um grupo algébrico GG, vimos na proposicao [1.10
que H tem uma estrutura de variedade tal que a inclusao de H em G é um morfismo.
Desde que a operagao de H provém da composicao de tal inclusao com a operacao
de G, segue H ¢ algébrico. Ou seja, todo subgrupo fechado de um grupo algébrico

também é um grupo algébrico.

Exemplo 2.2. (i) Seja T'(n,K) C GL(n,K) o conjunto das matrizes triangula-
res superiores de invertiveis. Observe que T'(n,K) é um subgrupo fechado de
GL(n,K), pois € o conjunto de zeros dos polinémios T;; com i > j. Desta forma
T(n,K) é um grupo algébrico. De maneira andloga, o subgrupo D(n,K) das ma-
trizes diagonais, o subgrupo U(n,K) das matrizes triangulares superiores com
elementos da diagonal iguais a 1 e o subgrupo SL(n,K) das matrizes com deter-

minante igual a 1 sao grupos algébricos.

(ii) Sejam Gy, Gy grupos algébricos. Dotando G1 x Gy com a estrutura de produto
direto, seque que G X Go € um grupo algébrico. Por exemplo, D(n,K) pode ser

visto como o produto de n cdpias de G,.

Exemplo 2.3. Seja G um grupo algébrico e x € G. A translagio ¢, : G — G,
dada por p.(y) = y.x € isomorfismo de G em si mesmo como variedade. De fato,
naturalmente p, tem inversa p,-1, assim basta verificarmos que p, € um morfismo.
Lembre que {x} tem estrutura de subvariedade fechada de G. Considere a proje¢ao
pe : {x} x G — G, e a operagio de G, p : G x G — G. Observe que py €
um isomorfismo de variedades e @, = o py", logo v, também é um morfismo de

variedades.

Definigao 2.2. Sejam G, G’ grupos algébricos. Dizemos que uma aplicacao p : G —»
G' € um morfismo de grupos algébricos se p € um morfismo de variedades e um homo-
morfismo de grupos. Além disso, se p também € um isomorfismo de variedades, entdo

dizemos que @ é um isomorfismo de grupos algébricos.

Entre as varias propriedades de um grupo algébrico, existe uma em especial para

suas componentes irredutiveis.

Proposicao 2.1. Se G um grupo algébrico com elemento neutro e entao apenas uma

de suas componentes irredutiveis contém e.
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Demonstracao. Sejam X1, X5 ..., X,, as componentes de G contendo e. A imagem da
variedade irredutivel X; x X5 x - -+ x X, sob o morfismo p: X; X Xo x---x X,, — G,
dado por p(zy,x9,...,2,) = 1.2 ... Ty, é 0 subconjunto irredutivel X;.X5... X, de
GG, o qual novamente contém e. Desta forma, X;.X5...X,, C X, para algum ¢. Por
outro lado, cada componente X1,..., X, estd contido em X;.Xs...X,, o que implica
n=1. ]

Definicao 2.3. Seja G um grupo algébrico. A unica componente irredutivel de G que

contém seu elemento neutro € denotada por G° e a chamamos de componente identidade

de G.
Proposicao 2.2. Seja G um grupo algébrico.

(a) G° € um subgrupo normal de indice finito, no qual as classes do quociente G /G°
estao em uma correspondéncia biunivoca tanto com as componentes irredutiveis

de G quanto as componentes conexas de G.
(b) Cada subgrupo fechado de G de indice finito contém G°.

Demonstragao. (a) Para cada = € G°, a imagem de G° sob a transla¢ao ¢,-1 é o
conjunto G°z~!, o qual é uma componente irredutivel de G que contém e, logo
G° = G°z71, assim 7! € G°, ou seja, G° = (G°)~L. Desde que p: G° x G° —
G, dado por p(x,y) = z.y, é um morfismo, temos que a imagem (G°)? de u
é um subconjunto irredutivel de G que contém G°, assim G° = (G°)?, donde
G° é um subgrupo fechado de G. Tome z € G, observe que xG°z~! é uma
componente irredutivel de G, contendo e, assim G° = xG°z~!, ou seja, G° é
subgrupo normal de G. Observe que as classes de G/G° sao translagdes de
G°, desta forma sao as componentes irredutiveis de G (desde que sao disjuntas,

também sdo as componentes conexas de i), ou seja, G° tem indice finito em G.

(b) Seja H C G um subgrupo fechado de indice finito. Cada classe (& esquerda) de

G/H é um subconjunto fechado de G, pois sdo translagoes de H. Se @y, ..., a,
n

sao tais classes, com a; = H, entao H = G — (U a;), logo H também é aberto
i=2
em G, assim H N G° é aberto e fechado em G°. A conexidade de G° implica
HNG°=2ou HNG®°=G°. Desde que e € HNG°, segue que H N G° = G°,
isto é, G° C H.
O

Daqui em diante quando G = G° diremos que G é conexo ao invés de irredutivel,

pois além dessas conceitos serem equivalentes quando se trata de grupos algébricos, em
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teoria das representacoes de grupos o termo irredutivel tem um significado distinto do

que vemos em variedades.
Lema 2.1. Se U,V sao abertos densos de um grupo algébrico G, entao G = U.V.

Demonstragao. Desde que a inversao é um homeomorfismo, segue que V=1 é um aberto
denso de G e para todo € G a translacao V! também é um aberto denso. Desta
forma U NaV~! # &, logo existe u € U tal que u = z.v~! para algum v € V, assim
r=uv e UV. ]

Proposicao 2.3. Seja H um subgrupo de um grupo algébrico G e H seu fecho.
(a) H é um subgrupo de G.
(b) Se H € construtivel entio H = H.

Demonstragao. (a) Desde que a inversdao é um homeomorfismo, segue que "' =
H-1' = H. Desde que a translacio por z € H também é um homeomorfismo,
temos tH = vH = H, ou seja, H.H C H. Desta forma, para todo = € H, temos
que H. C H, logo H O Hx = Hz, o que implica H.H C H, donde H é um
subgrupo de G.

(b) Desde que H é construtivel, a partir do exemplo , segue que H contém um
aberto denso U de H. Aplicando o lema obtemos H = U.U C H. Portanto
H=H.

O

Corolario 2.1. Sejam A, B subgrupos fechados de um grupo algébrico G. Se B nor-

maliza A (isto é, para todo x € B, xAxz~' = A) entao AB ¢ um subgrupo fechado de
G.

Demonstracao. Desde que B normaliza A, AB = BA é um subgrupo de GG. Observe
que pu(A x B) = A.B. Desde que A x B é construtivel, a partir da proposigao m
temos que A.B é construtivel, assim A.B = A.B. ]

Proposigao 2.4. Seja ¢ : G — G’ um morfismo de grupos algébricos.
(a) Ker(yp) é um subgrupo fechado de G.
(b) ©(G) € um subgrupo fechado de G'.
(c) p(G°) = p(G)°.

(d) dim Ker(p) = dim o1 (z) para todo x € ¢o(G).
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(e) dim G = dim Ker(p) + dim ¢(G).

Demonstragdo. (a) Note que Ker(p) = ¢ 1({¢/}) (onde ¢ é o elemento neutro de

G"), desde que {e'} é fechado em G, segue que Ker(p) é um subgrupo fechado
de G.

A partir da proposicao temos que ¢(G) é um subconjunto construtivel de
G'. Aplicando a proposicao (b) obtemos que ¢(G) é um subgrupo fechado de
G

©(G°) é um subgrupo fechado e conexo de ¢(G) e contém €', assim p(G°) C
©(G)°. Observe que a aplicacio @ : G/Ker(p)G°® — ¢(G)/p(G°), dada por
pla.Ker(p)G°) = p(a).o(G®), é uma bijecao, assim (p(G) : ¢(G°)) = (G :
Ker(p)G°) (aqui usamos (p(G) : ¢(G°)) para indicar o indice de ¢(G°) em
©(G)). Desde que (G : G°) = (G : Ker(¢)G°).(Ker(¢)G° : G°) (veja [11],
pégina 12) segue que (G : Ker(p)G®) é finito, assim (¢(G) : ¢(G°)) também é
finito. A partir da proposigao [2.2] (b) segue que p(G)° C o(G°).

Sejam y € ¢ '(z) e p, : G — G a translagao ¢,(a) = ay. Afirmamos que
o, (Ker(p)) = ¢ (z). De fato, se a € ¢ ,(Ker(y)) entao a = hy para algum
h € Ker(p), assim p(a) = x. Desde que a é arbitrario temos ¢,(Ker(yp)) C
¢~ 1(x). Por outro lado, se a € ¢~ '(x) entdao ¢(a) = x = p(y), assim ay~! €
Ker(yp), desta forma a € ¢, (Ker(y)), logo ¢~ '(z) C ¢,(Ker(p)). Portanto
dim(Ker(p)) = dim p,(Ker(p)) = dim o~ (z).

A partir do teorema , existe um aberto nao vazio U de ¢(G°) tal que para
todo z € U, temos dim ¢~!(z) = dim G° — dim p(G°). Por (c) e (d), segue que
dim G = dim Ker(y) + dim ¢(G).

O

Exemplo 2.4. Seja ¢ = det : GL(n,K) — GL(1,K). Temos que ¢ € um morfismo

sobrejetor de grupos algébricos tal que Ker(yp) = SL(n,K), desta forma reencontramos
o fato de que dim SL(n,K) = dim GL(n,K) — dim GL(1,K) = n? — 1.

Definicao 2.4. Dado um subconjunto arbitrdario M de um grupo algébrico G, denote

por A(M) a interse¢ao de todos os subgrupos fechados de G que contém M. O chama-

mos de grupo fechamento de M.

Proposicao 2.5. Sejam G um grupo algébrico, I um conjunto de indices e I' = {f; :

X; — Gli € I} uma familia de morfismos, onde cada X; é uma variedade irredutivel
tal que e € Y; := fi(X;). Tome M = UYZ-.

el
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(a) A(M) é um subgrupo conezxo de G.

(b) Para alguma sequéncia finita a = (a(1),...,a(n)) em I, A(M) =Y, Y2 ... Y "

(1) " a(2) (n)

onde e; € igual a 1 ou —1.

1

Demonstra¢ao. (a) Desde que todo grupo que contém Y; também contém (Y;)~!, sem

perda de generalidade podemos aumentar I de modo que os morfismos do tipo
a+— (fi(a))™" de X; em G também aparegam em I'. Para cada sequéncia finita
a = (a(l),...,a(n)) em I seja Y, := Y,1).Ya@) ... Yam). Sendo a imagem da
variedade irredutivel X,q) X ... X4 sob o morfismo f,1) X ... fom) composto
com a multiplicacio de G, Y, é construtivel e Y, é uma variedade irredutivel
passando por e. Desta forma Y, C G°. A partir da observacao , podemos usar
a condicao maximal sobre os fechados irredutiveis de G° para encontrar uma
sequencia a tal que Y, é maximal.

Dados quaisquer duas sequéncias b e ¢ em I, afirmamos que Y;.Y, C m,
onde (b, ¢) é a sequencia obtida pela justaposi¢ao de b e ¢. De fato, para z € Y. o
morfismo y — y.o mapeia Y, em Y, ) e consequentemente Y, em m, ou seja,
Y,.Y. C m Desta forma, dado z € Y}, temos que o morfismo y — zy mapeia
Y. em m, logo mapeia Y, em m, donde Y;.Y, C m.

Desde que Y, é maximal e e € Y}, temos que Y, C Y,.Y, C m =Y, para
qualquer sequéncia finita b em I. Tomando b = a, obtemos que Y, é estdvel sob
a multiplicacdo. Tomando b de modo que Y, = (Y,)~! obtemos que Y, é estavel

sob a inversdo. Desta forma Y, é um subgrupo fechado de G contendo todos os
Y’s, assim A(M) =Y.

Desde que Y, é construtivel, segue que Y, contém um aberto denso U de Y.
Aplicando o lema obtemos Y, . = Y,.Y, C Y, = UU CY,.Y,. Portanto
Y(a,0) = A(M) e a sequéncia (a, a) satisfaz (b).

]

Coroléario 2.2. Se G um grupo algébrico e {Y;};c; € uma familia de subgrupos fechados

conexos de G os quais geram G (como grupo abstrato) entao G € conexo e eziste

a=(a(l),...,a(n)) € I" (para algum n > 0) tal que G = Y1) ... Yom)-

Exemplo 2.5. Para n > 0 e para cada i,j = 1,...,n seja e;; a matriz de ordem

n com todas as entradas nulas exceto na posi¢ao (ij) onde a entrada é 1. Para cada

i,j€{l,...,n}, comi# j, considere o subgrupo fechado G;; := {Id,+k.e;;|k € K} de

A" onde Id, é a matriz identidade de ordem n. Desde que a aplicagio v : G, — Gy,

dada por o(k) = Id, + ke;; € um isomorfismo de grupos algébricos, seque que G;; €

conexo. Observe que SL(n,K) € gerado pela cole¢io {G;;|1 < i # j < n} (veja [11],

pagina 541), desta forma SL(n,K) € conexo.
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Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Denotamos por [H, K| o subgrupo gerado

pelo conjunto dos comutadores zyz~ty~! tais que z € H,y € K.

Corolario 2.3. Sejam H e K subgrupos fechados de um grupo algébrico G. Se H ou

K € conexo entao [H, K] € fechado e conezo.

Demonstracao. Assuma que H é conexo. Aplicando a proposicao [2.5] com I = K,
X; = H para todo i € K, e f;(x) = xiz~' !, temos que o menor subgrupo fechado
J que contém f;(H), para todo i € K, é conexo e contém [H, K|. Desde que existe
n>0ea=(a(l),...,a(n)) € K" tal que J = (fo)(H))" ... (fam)(H))", onde e; é 1
ou —1, segue que J C [H, K|. Portanto [H, K] é fechado e conexo. O

2.2 Acoes de grupos algébricos

Definicao 2.5. Sejam G um grupo algébrico e X uma variedade. Se temos um mor-
fismo ¢ : G x X — X, o qual também é uma acdo de G em X (Veja apéndice @,
dizemos que G age morficamente em X e neste caso a tripla (G, X, ¢) é chamada de

G-variedade.

Quando nao houver confusao iremos denotar uma G-variedade (G, X, ¢) simples-

mente por X.

Exemplo 2.6. (i) Seja G um grupo algébrico. Observe que a a¢ao interna C :
G x G — G, dada por C(x,y) = zyz~"' também é um morfismo de variedades,

assim G age morficamente sobre si mesmo.

(i) G também age morficamente sobre si mesmo via translagoes a esquerda y — xy

e translagoes a direita y — yx .

Definicao 2.6. Sejam G um grupo algébrico, X uma G-variedade e Y, Z C X. Defini-
mos o transporte de Y em Z por Trang(Y,Z) :={x € G|z -Y C Z} e o centralizador

deY por Cg(Y) := ﬂ Gy, onde G, € o grupo de isotropia de y.
yey

Proposicao 2.6. Sejam G um grupo algébrico, X uma G-variedade e Y,Z C X, onde
Z € um fechado de X.

(a) Trang(Y,Z) é um subgrupo fechado de G.

(b) Para cada y € X, G, é um subgrupo fechado de G. Em particular C(Y) é
fechado.
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(¢) O conjunto dos pontos fizos de x € G (isto é, o conjunto {y € X|x -y = y})

¢ fechado em X. Em particular, X¢ := {y € X|z -y = vy, para todo z € G} ¢
fechado em X.

(d) Se G € conexo, G estabiliza cada componente irredutivel de X (isto é, {z €

Glz - X; = X;} = G, onde X; é uma componente irredutivel de X ).

Demonstragao. (a) Para cada y € X, note que o mapa ¢, : G — X, dado por

(b)
()

¢y(x) = = -y, é uma composi¢do do mapa x — (z,y) com a acdo de G em X,
assim ¢,, ¢ um morfismo. Observe que ¢, '(Z) ¢é fechado em G e Trang(Y, Z) =
ﬂ ngy_l(Z), donde Trang(Y, Z) é fechado em G.

yey

Note que Gy = Trang({y},{y}) assim (b) segue de (a).

Para cada = € G, considere o morfismo v, : X — X x X, dado por ¢,(y) =
(y,z - y). Note que o conjunto dos pontos fixos de z é precisamente ¢~ (Ax).
Desde que X é uma variedade, ¥ !(Ax) é fechado em X. Em particular X% =
m Y (Ax) é fechado em X.

zeq
Sejam Xq,..., X, as componentes irredutiveis de X e H; o estabilizador de X;.
Naturalmente H; C Trang(X;, X;). Por outro lado, dado = € Trang(X;, X;),
temos que a aplicagao 7, : X — X, dada por 7,(y) = z-y, é um isomorfismo de
variedades, logo leva componente irredutivel em componente irredutivel. Desde
que 7. (X;) C X;, segue que m,(X;) = X;, assim Trang(X;, X;) = H;. Desta
forma H; é um subgrupo fechado de G. Tome aH; € G/H; (classe lateral a
esquerda de a € G). Se m,(X;) = X, com 1 < j < n, entdo para todo b € aH;
temos que m,(X;) = X; (pois m(X;) = man(Xi) = (ah) - X; = a- (h-X;) =
7.(X;) = X, para algum h € H;) e para todo ¢ € G tal que 7.(X;) = Xj, segue
que ¢ € aH; (pois m-1,(X;) = X;). Desta forma, devemos ter que (G : H;) < r.
Aplicando a proposicao (b), obtemos que G = G° C H;.

[

Exemplo 2.7. Seja G ¢ um grupo algébrico agindo sobre si mesmo por acdo interna
(z,y) — zyz~'. Se H um subgrupo fechado de G e Ng(H) := {x € G|lrHz ' = H}
¢ o normalizador de H em G, entao Ng(H) = Trang(H, H). De fato, naturalmente
Ng(H) C Trang(H, H). Por outro lado, se g € Trang(H,H), entio gHg™* C H.

Vamos mostrar que H C gHg™".
gHg~

L. Observe que h = g(g7'hg)g™" € g(g7'Hg)g™' C

L. Desta forma H = gHg™' e portanto g € Ng(H).

Corolario 2.4. Se G um grupo algébrico e H é um subgrupo fechado, entdo Ng(H) e

Cq(H) sao subgrupos fechados, assim como Cg(x), para todo x € G.
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Demonstracao. A parte (b) da proposigao nos fornece que Cq(H) e Cg(z) sao
subgrupos fechados. A partir do exemplo acima e da parte (a) da proposigao
obtemos que Ng(H) também é subgrupo fechado de G. O]

Ja vimos que normalizadores, centralizadores e conjuntos de pontos fixos sao fecha-

dos. Porém, nem sempre orbitas sao fechadas.

Exemplo 2.8. Seja X C A* o conjunto das matrizes triangulares superiores 2 x 2 (o
qual é uma variedade) e G := T(2,K) o grupo (algébrico) das matrizes triangulares
superiores invertiveis. Note que G age em X por conjugacao, isto €, sex € G ey € X

entdo x -y = xyz~' € X. Considere
11 a b
= xr =
Y 0 1 0 d

1 d
desta maneira zyx~' = (0 ai ), assim G -y = {(§ ¥)|k € K —0}. Observe que

G-y=G-yU{lds}. Portanto G -y € uma orbita que naio é fechada.

Apesar de nem sempre as érbitas serem fechadas, ainda sim podemos verificar a
existéncia de tais orbitas na acao de um grupo algébrico sobre uma variedade qualquer.
Tal resultado é de extrema importancia para o desenvolvimento da teoria dos grupos
algébricos, como por exemplo na demonstragao do teorema do ponto fixo de Borel, que

veremos adiante.

Proposicao 2.7. Seja X uma G-variedade.
(i) Para todo x € X, a drbita G - x € localmente fechada.
(i) Existem orbitas fechadas em X.

Demonstragao. (i) Sejam y € X e Y = G -y. Considere o morfismo ¢, : G — X,
dado por ¢,(x) = z-y. Desta maneira Y = ¢,(G) é construtivel, logo contém um
aberto denso U de Y. Dado g € G, note que a aplicacio g+ X — X, dada por
Yy(x) = g - x, é um isomorfismo de variedades. Observe que ¢,(Y) =Y (dado
w €Y, temos que g~' - w €Y, logo 1y (g~ w) = w), assim ¥,(Y) = 1h,(Y) =Y,
ou seja, Y|y 1 Y — Y é um isomorfismo. Desta maneira ¢,(U) = g - U é um
aberto denso de Y para todo ¢ € G. Para todo z € U, temos que G -z =Y,

assim, dado w € Y, existe g € G tal que g - = w, logo Y = U g - U. Portanto
. geG
Y é um aberto denso de Y, isto é, Y é localmente fechado.
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(ii) Seja S, := G-y — G -y a fronteira de G -y em X. Por (i), S, é fechado, para
todo y € X. Assim a colegao {S,|y € X'} possui um elemento minimal (pois X
é espaco topoldgico Noetheriano). Seja S, um elemento minimal de tal colegdo.
Observe que ,(S,) = ¥,(G-y) —1,(G-y) = G-y — G-y = S,. Suponha
que existe x € Sy, assim g -z € S, para todo g € G, ou seja, G- x C S, logo

G -z C S,; desta forma S, C Sy, o que contradiz a minimalidade de S,. Portanto
Sy=0,istoé, G-y=G-y.
m

Observacao 2.1. A proposicaio acima implica que toda orbita de uma G-variedade
¢ novamente uma G-variedade. Além disso, se G € conexo, seque que as orbitas de

dimensao minima de uma G-variedade sao fechadas.

Definicao 2.7. Seja G um grupo algébrico. Uma representacao racional de G € um

morfismo de grupos algébricos G — GL(n,K), n > 1.

Seja V' um espago vetorial n-dimensional sobre K e (GL(V'),0) o grupo dos auto-
morfismos de V. Escolhendo uma base para V' podemos obter que GL(V') é isomorfo
a GL(n,K) como grupos. Desta forma podemos identificar GL(V') como um grupo
algébrico (a topologia e o feixe de fungoes de GL(V') podem ser obtidos a partir do
isomorfismo de grupos encontrado, de maneira analoga ao que fizemos na colagem de
variedades no capitulo 1). Assim um morfismo G — GL(V') também é chamado de
representacao racional de G.

Seja G um grupo algébrico agindo em uma variedade afim X. Dado z € G,

considere o morfismo m,-1 : X — X, dado por m,-1(y) = 2!

-y, denote por 7, o
comorfismo de m,-1. Desta maneira, se f € A(X), temos que 7, f(y) = f(z~'-y), assim
a aplicagao 7 : G — GL(A(X)), dada por 7(x) = 7., ¢ um homomorfismo de grupos.
Desde que m,-1 é um isomorfismo, segue da proposicao que 7, é um automorfismo

de K-algebras de A(X), o qual chamamos de translac¢oes de fungoes por = € G.

Exemplo 2.9. Seja G um grupo algébrico afim agindo sobre si mesmo por translacoes
a esquerda (resp. a direta) y — xy (resp. y— yx~t). Sequindo as notagdes acima,
temos que m,—1(y) = x7 Yy (resp. m,-1(y) = yx) e seu comorfismo N, (resp. p.) €
chamado de transla¢ao de fungoes a esquerda (resp. a direita) por x. Em particular,
Aef(y) = f(&7'y) e paf(y) = flyx). As aplicagoes X : G — GL(A(G)), p: G —
GL(A(Q)), dadas por N(x) = X\, e p(x) = p, sao ambas homomorfismos de grupos.

O exemplo a seguir nos fornece uma aplicacao muito usual para a translacao a

direita p, sobre subgrupos fechados de grupos algébricos afins.
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Exemplo 2.10. Se H um subgrupo fechado de um grupo algébrico afim G entao
H = {z € Glp,(J(H)) = J(H)}. De fato, se x € H e f € TJ(H) temos que, para
todoy € H, p.f(y) = f(yx) = 0, (pois yxr € H), assim p,(I(H)) C I(H), conse-
quentemente J(H) = p,—1(p.(I(H))) C p—1(I(H)), desde que x € arbitrdrio, seque
que po(I(H)) = I(H), assim H C {z € G|p.(I(H)) = I(H)}. Por outro lado, se
x € {zx € Glp.(I(H)) = T(H)} entao p.(f) € I para todo f € J(H), logo f(xe) =0
(onde e € o elemento neutro de G), ou seja, f(x) = 0 para todo f € JI(H), donde
x € H e portanto {x € G|p,(J(H))=T3(H)} C H.

Proposicao 2.8. Sejam G um grupo algébrico afim agindo morficamente em uma

variedade afim X e F um subespago vetorial de dimensdo finita de A(X).

(a) Eziste um subespago de dimensao finita E de A(X), contendo F, o qual € estdvel

sob todas as translacoes T,, x € G.

(b) F € estdvel sob todas as translagoes 1, (x € G) se, e somente se, p*(F) C
AGQ)®x F, onde ¢ : G x X — X € dado por p(z,y) =z y.

Demonstra¢ao. (a) Faremos a demonstracao por inducao sobre a dimensao n de F'.

Para n = 1 temos que F é gerado por um tnico f € A(X). Desde que ¢*(f) €

r

A(G x X) ~ A(G) ®k A(X), podemos escrever ¢*(f) = Zgi ® h; para algum

i=1

r > 0. Para cadaz € G,y € X temos 7,.f(y) = f(z ™1 y) = Zgz(x)hz(y), assim
i=1

T.f = Zgi(;ﬂ)hi, para todo z € (. Desta maneira as fungoes h;’s geram um
i=1

subespago (de dimensao finita) de A(X) que contém todas as translagoes de f,

logo o subespaco E gerado por todas as translacoes de f tem dimensao finita e
S

contém F' (pois f = 7.(f)). Dado v € F, temos que v = Z a; 7., (f), para certos
i=1

a; € K, x; € Ges>0. Observe que 7,(v) = Z&ﬂx(nl(s)) = Zaﬂmi(f) S
=1 i=1

E, assim 7,(E) C E. Desde que 7, é injetiva, segue que 7,(F) = E. Assim (a)
é valida para n = 1. Agora assuma que seja valida para 1,...,n —1 (n > 1),
vamos mostrar que vale para n. Sejam {f, f1,..., fn_1} uma base para F', F’ o
subespago gerado por {f} e F” o subespagco gerado por {fi,..., fn_1}. A partir
da hipétese de indugao, existem subespagos E' O F', E” D F" satisfazendo (a).
Seja E o espaco gerado por E' e E”. Temos que F tem dimensao finita e contém

F' e por construgao 7,(E) = E para todo x € G.

(b) Suponha que ¢*(F) C A(G) ®k F. Dado f € F, podemos escrever p*(f) =
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Zgz ® hy, hy € F. Assim 7, = Zgl Jh; € F, donde 7,(F) = F. Reciproca-

=1 =1
mente, suponha que F' é estavel sob todas as translagoes 7,, * € G. Dado uma

base {fi}ter (L finito) de F, podemos encontrar uma base {fi}1er U {g;}jer (L
nao necessariamente finito) de A(X). Dado f € F, podemos escrever ¢*(f) =
Zst ® fi + er ® gj, si,r; € A(G) (apenas um numero finito de r;’s sao

tel jer
diferentes de zero). Assim 7,f = Z x)fy + Z ri(z)g; € F, o que implica

teL JjeL’
rij(x) = 0 para todo z € G, assim r; = 0 para todo j € L. Desta maneira

= Zst ® f; € A(G) @k F, donde ¢*(F) C A(G) ®k F.
tel .

Ja vimos que todo subgrupo fechado de GL(n, K) é algébrico. Agora vamos mostrar

uma espécie de reciproca para esta afirmacao.

Teorema 2.1. Todo grupo algébrico afim G € isomorfo a uma subgrupo fechado de

GL(n,K) para algum n > 0.

Demonstracao. Sejam fi,..., fm € A(G) tais que A(G) = K[fi,...,fun] € F 0 su-
bespago vetorial gerado por fi, ..., f,,. Aplicando a parte (a) da proposigao , pode-
mos encontrar um subespago de dimensao finita £ de A(G) contendo F' e estavel sob
todas as translagoes a direita p,, © € G. Seja {¢1,...,g,} uma base de E. Desde que
fi € E, segue ¢i, ..., g, também geram A(G) como K-dlgebra. Se ¢ : G x G — G é
dado por ¢(z,y) = yz, pela parte (b) da proposigao[2.8] temos que p*(E) C A(G)®@k E,
assim podemos escrever ¢*(g;) Za” ® ¢i, a;; € A(G). Desta forma p,g;(y) =
1= 1
= Z a;;(2)gi(y), logo pyg; = Z a;;(x)g;, ou seja, a matriz de p,|p com relacao

n

a base {g1,...,gn} 6 (a;(x)). Observe que poyg; = pa(py(9;)) = po(D_ ar;(y)gr) =
k=1

Zakj( Px gk Zakj Zazk gz = Z Zak] azk gz, assim azg(l"y)
k=1

=1 k=1

Zakj(y)aik(x). Desta maneira a aplicacao ¢ : G — GL(n,K), dada por ¢(z) =
k=1
(a;j(x)) é um homomorfismo de grupos algébricos.

Note que g;j(x) = pyg;(e Zam ), ou seja, g; = Zgi(e)aij, assim os
i=1
elementos a;;, 1 <1i,j <mn, tambem geram A(X) como K-algebra. Em particular 1 é

injetiva (pois as fungbes coordenadas de A(G) escrevem-se como uma fungao polinomial

sobre a;;, 1 <1i,j <mn, assim a;j(x) = a;;(y) implica x = y). A partir da proposigao
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(b), segue que G’ := ¥(G) é um subgrupo fechado de GL(n,K). Para completarmos
a demonstragao basta mostrarmos que ¥ : G — G’ é um isomorfismo de variedades.
Gragas a proposigao [1.8 basta mostrarmos que o comorfismo ¢* : A(G') — A(G) ¢
um isomorfismo de K-dlgebras. Desde que v : G — G’ é dominante, segue que ¥*
é injetora. Sejam 7;;, 1 < i,j < n, as funcoes coordenadas de A(G’). Observe que
Y*(nij) = mij 0 = a;j. Desde que a;5, 1 < 4,7 < n, geram A(G) como K-algebra, segue
que Y* é sobrejetora.

]

Simplesmente como no teorema de Cayley em grupos abstratos, que reduz o estudo
de grupos abstratos para o estudo de grupos de permutagoes, o teorema acima reduz o
estudo de grupos algébricos afins para o estudo de grupos lineares (um grupo algébrico

¢ dito linear quando é subgrupo fechado de GL(n, K)).

2.3 Espacos homogéneos e quocientes

Definicao 2.8. Seja G um grupo algébrico e X uma G-variedade. Dizemos que X é

um espag¢o homogéneo para G quando X = G -y para algum y € X.
Lema 2.2. Seja X uma G-variedade homogénea.
(i) Cada componente irredutivel de X é um espago homogéneo para G°;

(i) As componentes irredutiveis de X sao abertas e fechadas e X é uma unido dis-

Jgunta de suas componentes.

Demonstra¢ao. Dado y € X, temos que o morfismo Y : G — X, dado por Yp(g) =
T

g-y, é sobrejetor. Lembre que existem e = z1, x5, ..., 2z, € G tais que G = U G°x; e tal
i=1

unido é disjunta. Desta forma X =Yp(G) = U G°xiy = U G°-(x;-y), onde G°-(z;-y)
i=1 i=1

é uma G°-6rbita. Desde que érbitas distintas devem ser aisjuntas X escreve-se como

uma uniao disjunta de tais érbitas distintas, desta forma, sem perda de generalidade,
T

podemos supor que X = U G° - (z; - y) é uma unido disjunta. A partir da proposigao

i=1
, temos que G° é um subgrupo normal de G, assim x;G° = G°x;, logo Yp(G°x;) =

Yo (x;G°). Considere o isomorfismo ¢, : X — X, dado por ¢, (w) = x;-w. Note que
0, (G° - y) = Yo(2,G°) = G° - (v - y), ou seja, G° -y =~ G° - (z; - y); logo dim G° -y =
dim G°(z; - y). A partir da observacao 2.1 segue que G° - (z; - y) ¢é fechado para todo

i. Portanto G° - (z1 - y),...,G° - (x, - y) sdo as componentes irredutiveis de X, o que

o4



2. Grupos algébricos

prova (i), e desde que X escreve-se como uma uniao disjunta delas, segue que suas

componentes sao abertas e fechadas, o que prova (ii). O

Definigao 2.9. Sejam X eY G-variedades e ¢ : X — Y um morfismo de variedades.
Dizemos que ¢ € equivariante para G, ou simplesmente um G-morfismo, se ¢(g-y) =

g - o(y) para quaisquer g € G ey € X.

Teorema 2.2. Sejam G um grupo algébrico e ¢ : X — Y um morfismo equivariante

de G-variedades homogéneas. Tome r = dim X — dimY’.

(i) Para qualquer variedade Z o morfismo (¢,1dz) : X x Z — Y x Z € aberto.

(ii) Se Y' é uma subvariedade fechada e irredutivel de Y e X' é uma componente
irredutivel de ¢~ (Y"), entdo dim X’ = dimY’ + r. Em particular, para todo

y €Y, toda componente de ¢~'(y) tem dimensao r.

Demonstracao. A partir do lema podemos reduzir nossa demonstracao ao caso em
que X e Y sao irredutiveis e G é conexo (pois X escreve-se como uma uniao disjunta de
suas componentes, logo todo aberto de uma de suas componentes também é aberto em
X, além disso suas componentes possuem a mesma dimensao). Note que ¢ é sobrejetora
(sey € p(X) entao Y = G -y C ¢(X)), consequentemente é dominante. Desta forma
existe um aberto U de X satisfazendo as propriedades do teorema[1.71 Em particular
todas as translagoes g- U (g € GG) possuem as mesmas propriedades e cobrem X, assim
obtemos (i) e (ii). O

Corolario 2.5. Se ¢ : X — Y ¢é um morfismo equivariante de G-variedades ho-

mogéneas entao ¢ € aberto.

Demonstragao. Aplicando a parte (i) do teorema para Z = {x} temos que o mor-
fismo (¢,Idz) : X x Z — Y x Z é aberto. Se U é um aberto de X, segue que
(¢,Idz)(U x {x}) é aberto em Y x {z}, ou seja, ¢(U) x {z} é aberto em Y x {z}, a
partir do exemplo temos que as projegoes de abertos sao abertos, assim ¢(U) é
aberto em Y. O]

Lema 2.3. Se X uma G-variedade homogénea entao suas componentes irredutiveis sao

normais.

Demonstracao. Seja X; uma componente irredutivel de X. Se U C X; é o conjunto de
seus pontos normais, pelo teorema (ii) U é um aberto nao vazio de X;. Pelo lema
2.2] cada componente X; de X é homogénea para G°, assim as translagoes ¢g-U cobrem
X; (pois se y € X; temos que o morfismo Y¢ : G° — X, dado por Y¢(g) = g -y, é
sobrejetor, logo dado u € U, existe g € G° tal que g-y = u, desta maneiray € g1 -U).
Desde que g - U ¢é isomorfo a U, segue que g - U é normal, logo g - U C U para todo
g € G°. Portanto X; = U. O
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Lema 2.4. Sejam G um grupo algébrico linear e H um subgrupo fechado. Existe um

subespago de dimensdo finita V de A(G) e um subespagco W de V' tais que
(a) V € estdvel sob todas as translagoes a direita p,, x € G;
(b) H ={x € Glp(W) =W}

Demonstragao. (a) Sejam fi,..., f. os geradores de J(H). Tome F' como o subespago
vetorial de A(G) gerado por fi,..., f.. A partir da proposigao (a), segue que
existe um subespago de dimensao finita de A(G), contendo F' e estével sob todas

as translagoes p,, r € G.

(b) Tome W =V NJ(H). Se x € H, a partir do exemplo temos que ¢, (J(H)) =
J(H) e p(V) =V assim p, (W) = W. Reciprocamente, se x € G e p, (W) =W,
entao para todo i, p,fi € W C J(H), desta forma p,(J(H)) C H, donde x € H.

[

Considere um espago vetorial de dimensao finita V' e W um subespaco de V' de
dimensao d. A d-ésima poténcia exterior /\d V' contém um unidimensional subespagco
L = N'W. Se a e GL(V) entdo a aplicacéo ¢(a) : A*V — AV, dada por
dla)(vy A - Avg) = a(vy) A -+ A a(vg), é um automorfismo de GL(A®V), assim a
aplicacao ¢ : GL(V) — GL(A\V) é uma representacao racional de GL(V), a qual

chamaremos simplesmente por representagao de GL(V) em /\d V.

Lema 2.5. Com as notagoes acima, considere v € GL(V'). Entao x(W) = W se, e
somente se, ¢p(x)(L) = L.

Demonstracao. A ida é imediata, temos que demonstrar apenas a reciproca. Suponha
que ¢(x)(L) = L. Podemos considerar uma base {v1,...,v,} de V tal que {vy,...,v4}
¢ uma base de W. Os produtos exteriores vj, A --- Awvj,, com j; < --- < jg formam
uma base de A*V e {vy A--- Avg} é uma base de L. Podemos escolher nossa base de
modo que {vj11,...,U4q} seja uma base de x(W), para algum [ inteiro ndao negativo.
Tome g =vi A+ Avge f=uv41 A Avgqg. Desta forma ¢(z)(g) é um miltiplo de
f. Sel >0 entao g e f sao linearmente independentes, assim o espago gerado por f é
diferente de L, logo ¢(x)(g) € L, o que é uma contradigao. Desta forma devemos ter
[ =0 e portanto x(W) = W. O

Teorema 2.3. Sejam G um grupo algébrico linear e H um subgrupo fechado. FExiste

uma representacao racional ¢ : G — GL(V) e um subespago unidimensional L de V

tal que H = {x € G|¢(z)(L) = L}.
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Demonstracao. A partir do lema [2.4] existe um subespaco de dimensao finita V' de
A(G) e um subespago W de V tais que V' é estdvel sob todas as translacoes a direita
Pz, x € Gy e H={x € G|p, (W) = W}. Em particular, temos um homomorfismo de
grupos algébricos £ : G — GL(V"), dado por {(z) := & = p|v/. Sejam d = dimW,
V=A"V'ed : GL(V') — GL(V) a representacio de GL(V') em V. Aplicando
0 lema [2.5] temos que & (W) = W se, e somente se, ¢/(&)(A°W) = A*W. Tome
p:=¢ o0f:G— GL(V) e L:= \"W, assim obtemos o resultado.

[

Corolario 2.6. Sejam G um grupo algébrico linear e H um subgrupo fechado de G.
Eziste um G-espago homogéneo, quase-projetivo X (isto é, X € uma subvariedade

aberta de alguma variedade projetiva) e um ponto x € X tal que
(a) O grupo de isotropia de x em G é H;

(b) O morfismo ¢ : G — X, dado por (g) = g - x, define um morfismo separdvel
G° — Y(G°);

(c) As fibras de ¢ sao as classes gH, g € G.

Demonstragao. (a) Utilizando as notagdes do teorema acima, temos que existe v € L

tal que L é gerado por v. Desta forma

H = {g € G|¢(g)(v) € Ko} (2.1)

Sejam z um ponto no espago projetivo P(V') definido pelareta Kvenw : V-0 —
P(V) a projegdo canoénica. Defina ¢ : G x P(V) — P(V) por (g, 7m(u)) =
7(¢(g)(u)). Note que G age morficamente em P(V) via ¢. Denote por X a G-
orbita de x. Desde que toda orbita é localmente fechada, segue que X é uma

variedade quase-projetiva. Por (2.1) segue que o grupo de isotropia de z é H.
(b) Veja [16], pagina 93.

(c) Sejam w € X e g € ¥ ~!(w). Vamos mostrar que 1)1 (w) = gH. Se a € gH entao
a = gh, para algum h € H, assim ¢(a) = ¢¥(gh) = (gh)-x =g-(h-x) =g -z = w,
logo a € ¥~ (w), ou seja, gH C ' (w). Por outro lado, se a € ¥~ (w) entdo
YP(a) = w = (g), assim (g ta) = z, logo g~'a € H, desta forma existe h € H
tal que a = gh, donde a € gH e portanto "1 (w) C gH.

O

Lema 2.6. Sejam (X,z) e ¢ como no coroldrio[2.6, U um aberto de X e V = ¢=1(U).
Se f € Og(V) é tal que f(gh) = f(g), para quaisquer g € V e h € H, entdo existe
uma tunica F € Ox(U) tal que F((g)) = f(g), para todo g € V.
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Demonstragao. Aplicando o lema[2.2] podemos supor que G é conexo. De fato, suponha
que a propriedade ¢é vélida para o caso conexo. Sabemos que existem e = ¢g1,...¢g, € G
tais que G°¢y, ..., G°g, sao as componentes conexas de (G, desta forma, assim como na
demonstragao do lema[2.2] obtemos que as componentes irredutiveis de X sdo da forma
X; = G°(y;) (onde y; = g;-x) e sdo abertas em X. Em particular, a partir da proposigao
do apéndice , temos que o grupo de isotropia de y; é g;Hg, ! Sem perda de
generalidade podemos supor que 1 ~1(X;) = G°g;, assim temos a aplicacao sobrejetora
Ui = YPlgeg, : G°g; — X;. Observe que f; = fly—wnx,) € Oc( ™1 (UNX;)) =
Ocog, (W7 (U N X;)). Desde que G° age transitivamente em X;, temos que o mapa
érbita n; : G° — X, dado por n;(g9) = g - y;, é sobrejetor. Além disso, o grupo de
isotropia de y; em G° é g;(H N G°)g;'. Considere o isomorfismo ¢; : G° — G°g;,
dado por ¢;(g) = gg;. Note que 1; = 1; 0 @;, assim f; 0 @; € Ogo(n; (U N X;)). Dado
gen ' UNX;)ehe g(HNG)g !, existe W € HNG® tal que h = g;h'g;, logo
fiowilgh) = fiowilggl'g") = filggil') = fi(99:) = fio @i(g), desta forma existe
uma tnica F; € Ox, (U N X;) tal que Fyoni(g) = fiopi(g), para todo g € n; H({U N X;),
o que implica F; o 1;(g) = f;(g) para todo g € ¥; (U N X;). Por colagem, segue que
existe uma tnica F' € Ox(U) tal que F ov(g) = f(g), para todo g € ¢~ 1(U).

Agora vamos provar a propriedade requerida para o caso onde GG é conexo. Seja
I'={(9,f(g)lg e V} CV x Al 0 grafico de f e " C U x A! a imagem de I" via o
morfismo (¢, Idy1). A partir da proposigao m (ii), temos que I' é fechado em V x A,
assim, a partir do teorema [2.2] (i), temos que (1, Ida1)(V x Al —T') é aberto em U x Al.
Desde que (¢, Idy1) é sobrejetiva segue que U x A —T" C (¢, Idy)(V x A —T); por
outro lado, se (g,y) € (¢, Idy)(V x Al —T) entao existe (z1,71) € V x Al =T tal
que (¢, Idy1)(z1,y1) = (9,y). Em particular y; = y. Suponha que (g,y) € I, assim
existe (z2,y2) € I' tal que (¢, Idp1)(z2,y2) = (g9,y), logo y2 =y e ¥(z1) = 1(x2); desta
maneira existe h € H tal que z1 = xoh assim f(x1) = f(x2h) = f(x2) = y2 = y1, 0 que
é uma contradigao; logo devemos ter (g,y) € UxA'—T", ou seja, (1, [dy )(VxA'-T) C
U x A —T". Desta forma I" é fechado em U x Al

Seja A : I — U o morfismo induzido pela primeira projecao. Por definicao,
A é sobrejetora. Sejam (g, f(9)), (y, f(y)) € I'. Se A(¥(9), f(9)) = A(¥(y), f(y)) entdo
¥(g) = ¥(y), logo existe h € H tal que g = yh assim f(g) = f(yh) = f(y), desta
maneira A\ é injetora, ou seja, A é uma bijecao. A partir do corolario (b), temos
que 1) é separavel, isto é, a extensao K (X) C K(G), induzida por 1, é separavelmente
algébrica. Desde que K(U) = K(X), K(I') = K(G) e K(I'") ¢ K(I), segue que
a extensao K(U) C K(I'), induzida por A, é separavelmente algébrica, assim A\ é
separavel. Aplicando o teorema (iv) em A obtemos que [K(I') : K(U)] = 1,

assim A é birracional. Pelo lema temos que U é normal. Desta forma, aplicando
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0 teorema (i), segue que A\ é um isomorfismo. Se X : I' — A é o morfismo
induzido pela segunda projecao, entao \' é uma funcao regular em I, assim existe uma
tnica F' € Ox(U) tal que F'o A = X, desta forma I'' = {(u, F/(u))|u € U}. Portanto
Foiy=7F. O

Definicao 2.10. Seja G um grupo algébrico linear e H um subgrupo fechado de G. Um
quociente de G por H é um par (G/H,a) de um G-espago homogéneo G/H e um ponto
a€ G/H, onde H € seu grupo de isotropia, tal que a sequinte propriedade universal é
satisfeita: Para qualquer par (Y,b) de uma G-variedade Y e um ponto b €Y, o qual o
grupo de isotropia contém H, existe um unico morfismo equivariante ¢ : G/H — Y

tal que ¢(a) = b.

Teorema 2.4. Com as notagoes da defini¢ao acima, um quociente (G/H, a) existe e

¢ unico a menos de G-isomorfismos. O par (X, x) do coroldrio ¢ um tal quociente.

Demonstracao. A unicidade segue direto da propriedade universal. Para provar a
existéncia nés vamos definir (G/H, a) na categoria dos espagos anelados e em seguida
vamos mostrar que existe um isomorfismo de espagos anelados entre (G/H) e (X, x).
Os pontos de G/H s@o simplesmente as classes gH, com g € G e a := eH = H.
Seja m : G — G/H o mapa canénico. Vamos dotar G/H com a seguinte topologia:
U C G/H éaberto se 7! (U) é aberto em G. Desta forma G/H ¢é um espago topolégico
tal que 7 é continua. Observe que se U é aberto em G e g € 7 '(7(U)) entao existe
u € U tal que m(g) = 7(u) assim existe h € H tal que g = uh, desde que a translacdo

Uh C 7Y (U)) , para todo h € H, temos que 7~ (7 (U)) = U Uh é aberto, logo
heH
7(U) é aberto, desta forma 7 é uma aplicagao aberta.

Nés definimos o feixe de fungées em GG/ H da seguinte maneira: Se U é aberto em
G/H, defina Og/u(U) como o conjunto de todas as funcoes K-avaliativas g : U — K
tais que g o |-y € Og(n~1(U)). Com verificagao andloga ao caso de colagem de
variedades, visto no capitulo 1, segue que Og/y de fato é um feixe de funcoes em G/ H,
que torna 7w um morfismo de espagos anelados.

A aplicagdo § : G x G/H — G/H dada por {(g,yH) = (gy)H define uma
agao de G em G/H, e neste caso G age transitivamente em G/H. Desta forma, dado
z € G temos que a aplicacao &, : G/H — G/H dada por &, (gH) = (vg)H é uma
bijegao. Observe que se U é aberto em G/H entao 7~ '({;1(U)) = x~'n~1(U) é aberto
em G, logo ¢;1(U) é aberto em G/H, assim &, é continua. Desde que ;' = £,-1 segue
que & é um homeomorfismo. Se f € Og/u(U), temos que fo & € Og/u(&-1(U)) se
(fo&)om € Og/u(&-1(U)). Considere o isomorfismo de variedades ¢, : G — G,
dado por ¢,(g) = xzg. Note que £, om = 7o ¢, assim &, o é um morfismo, logo deve-

mos ter que (f o&;)om € Og/u(§,-1(U)) e portanto &, é um isomorfismo de espagos
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anelados.

Seja (Y,b) um par como na definicdo de quociente, vamos mostrar que existe
um unico G-morfismo G/H — Y que leva a em b. Defina ¢ : G/H — Y por
¢(gH) = g-b. Note que ¢ estd bem definida, pois se gH = ¢'H entao existe h € H tal
que g = ¢'h, logo ¢(gH) = ¢(g’h) = (¢’h) -b= ¢ - (h-b). Sendo H subgrupo do grupo
isotropia de b segue que ¢’ - (h-b) = ¢’ - b= ¢(¢'H). Desde que Y é uma G-variedade,
temos que a aplicagao ¢' : G — Y, dada por ¢/(g) = ¢g-b é um morfismo. Em particu-
lar, temos que ¢’ = ¢om. Seja U um aberto de Y. Note que (¢/) "1 (U) = (¢pom) "} (U) =
7 (¢ 1(U)) é aberto em G, assim ¢~ (U) é aberto em G/H, logo ¢ é continua. Seja
J € Oy(Y). Temos que (fod)om = fol(pom) = fod € Oul(¢)) (1)), o que
implica f o ¢ € Og/u(¢*(U)). Desta forma ¢ é um morfismo de espagos anelados.
Em particular ¢(g - ¢'H) = ¢(99'H) = (99') -b=9-(g'-b) = g- ¢(g'H), logo ¢ é um
G-morfismo tal que ¢(a) = b. Desde que G age transitivamente em G/H, segue que
se 0 : G/H — Y é outro G-morfismo tal que 6(a) = b entdo para todo g € G temos
d(gH) = ¢p(g-a) =g-b=g-0(a) =0(g-a) =0(gH), donde ¢ = 6, o que prova a
unicidade de ¢.

Sejam (X, z) e ¢ como no coroldrio . Existe um tnico G-morfismo de espagos
anelados ¢ : G/H — X tal que ¢(gH) = g-x. Se provarmos que ¢ é um isomorfismo
de espacos anelados, obteremos que GG/H é uma variedade algébrica e que a acao de
G em G/H é um morfismo (de fato, se ¢ é um isomorfismo e & é a agdo de G em X
entdo £ = ¢~ o ¢ o (Idg, ¢)). Assim finalizaremos a parte da existéncia.

Note que v = ¢pom. Se w € X, a partir da parte (¢) do coroldrio
temos que 7 (¢ Hw)) = Y H(w) = gH onde g é tal que g -z = w, isto im-
plica em ¢ !(w) = gH; desta forma ¢ é uma bijecao continua. A partir do co-
rolario segue que ¥ é uma aplicagao aberta, desta maneira, se U C G/H é um
aberto entao ¢(U) = (n71U) é aberto em X, logo ¢ ¢ uma aplicagao aberta, ou
seja, ¢ ¢ um homeomorfismo. Para mostrarmos que ¢ é um isomorfismo de espacos
anelados basta verificarmos o seguinte: Se U é aberto em X entao o comorfismo
¢o* : Ox(U) — Og/u(¢p~(U)), dado por ¢*(f) = f o ¢, é um isomorfismo de
K-algebras. Seja V' = ¢ 1(U). Pela defini¢do de Og/p, existe uma bije¢do entre
Oc/u(¢~1(U)) e o conjunto ¥ = {f € Og(V)|f(gh) = f(g) para quaisquer g € V e
h € H} | assim é suficiente mostrarmos que para cada f € 3 existe uma tnica fungao
F € Ox(U) tal que F(¢(g)) = f(g), para todo g € V, porém, isto segue diretamente
do lema 2.6l O

Corolario 2.7. Sejam G um grupo algébrico linear e H um subgrupo fechado.

(i) G/H ¢é uma variedade quase-projetiva de dimensdo dim G' — dim H;
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(i) Se G é conexo, o morfismo canonicon : G — G/H (w(g) = g-a) € separdvel;

(111) Se H é um subgrupo normal de G entao G/H ¢é uma variedade afim, e com sua

estrutura natural de grupo, G/H € um grupo algébrico linear.

Demonstragao. O fato de que G/H é uma variedade quase-projetiva e a afirmacao
(i) seguem do coroldrio e do teorema Desde que 7~ %(a) = H, a partir do
teorema [2.2] (ii), temos que dim H = dim{a} + dim G — dim(G/H), logo dim(G/H) =
dimG — dim H.

Para a demonstragao de (iii), veja [16], pdgina 96.

2.4 Subgrupos parabdlicos e subgrupos de Borel

Nesta secao GG denota um grupo algébrico linear.

Lema 2.7. Sejam X e Y G-variedades homogéneas e ¢ : X — Y um G-morfismo

bijetivo. X é completa se, e somente se, Y é completa.

Demonstracao. A partir do teorema (i), temos que para toda variedade Z o mor-
fismo (¢, Idz) : X x Z — Y x Z é um homeomorfismo de espagos topoldgicos. Sejam
E:XXZ—Zen:Y xZ — Z projecoes. Note que & =no (¢p,Idy), assim X é

completa se, e somente se, Y é completa. O]

Definicao 2.11. Um subgrupo fechado P de G € dito parabdlico se a variedade quoci-
ente G/P € completa.

Lema 2.8. Se P é um subgrupo parabélico de G entao G/ P € uma variedade projetiva.

Demonstra¢ao. Sabemos que G/P é uma subvariedade aberta de alguma variedade
projetiva Y. A partir da proposigao [1.33] (d), segue que G/P ¢ fechado em Y, e

portanto é uma variedade projetiva. O

Lema 2.9. Se P € um subgrupo parabolico de G e (Q é um subgrupo parabdlico de P

entdo () € um subgrupo parabolico de G.

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que para toda variedade X a projecao n : G/Q X
X — X é fechada. Seja m : G — G/Q o morfismo canonico e I' a colegao dos
subconjuntos fechados A de G x X tais que (g,z) € A implica (¢Q,z) C A. Observe
que o morfismo (7, Idyx) induz uma bijegdo entre I' e os subconjuntos fechados de
G/Q x X. Além disso, se £ : G x X — X é a projecao, entao para todo A € T' temos
que £(A) = no (m,Idx)(A). Desta forma, G/Q é completa se, e somente se, {(A) é

61



2. Grupos algébricos

fechado em X, para todo A € I'. Considere o morfismo o : PxGx X — G x X, dado

por o(p,g,x) = (gp, z). Observe que o '(A) = {(p,g,7) € P x G x X|(gp,z) € A} é

fechado em Px G x X. Desde que P/Q é completa e 071(A) é tal que (p,g,x) € o7 (A)

implica (pQ, g,z) C 0~ (A), segue que a projegao de 01 (A) em G x X é fechada, isto ¢,

o conjunto U (9P, z) é fechado em G x X. Desde que G/ P é completo, a projecao de
(g9,x)€A

U (9P, z) em X é fechada. Observe que tal projecao é exatamente {(A). Portanto

(g,x)€A
G/Q é completa. ]

Lema 2.10. (1) Seja P um subgrupo parabdlico de G. Se QQ é um subgrupo fechado

de G contendo P entao () € parabdlico;
(ii) P € parabélico em G se, e somente se, P° € parabdlico em G°.

Demonstragao. (i) Sejam (G/Q,aq) e (G/P,ap) as variedades quocientes. Desde
que o grupo de isotropia de ag é @), segue da propriedade universal de G/P
que existe um unico G-morfismo ¢ : G/P — G/Q tal que ¢(ap) = ag. Em
particular ¢ ¢é sobrejetora. Aplicando a proposicao [1.33] (c), segue que G/Q ¢

completa.

(ii) Lembre que G/G° é finito, logo é uma variedade completa, ou seja, G° é subgrupo
parabdlico de GG. Se P é parabdlico em G entao P° é parabdlico em G pelo lema
2.9 Desde que G°/P° é fechado em G/P°, segue da proposigao [1.33] (a), que
G°/P° é completa, assim P° é subgrupo parabdlico de G°. Reciprocamente, se
P° é subgrupo parabdlico de G° entao, pelo lema [2.9] P° é subgrupo parabdlico
de G. Aplicando (i), segue que P é subgrupo parabdlico de G.

]

Seja G um grupo arbitrario. Considere a seguinte notacao
GO .— G, G .— G, G, Gl .— [G(i—1)7G(i—1)]

sempre que i > 1. Dizemos que G é um grupo soliivel se existe n > 0 tal que G = {e}.
Em [5], pagina 302, podemos ver que se H é um subgrupo normal de G entdao G é
soluvel se, e somente se, os grupos H e G/H sao soliveis. Usaremos esse resultado

para demonstrar o lema abaixo.
Lema 2.11. T'(n,K) € um subgrupo fechado, conezo e solivel de GL(n,K).

Demonstra¢ao. A partir do exemplo temos que T'(n,K) é fechado em GL(n,K).
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Considere a aplicacdo ¢ : G7 x A"("=V/2 _ T(n, K), dada por

¢((a1,...,an),(b12,..., bij 7--~7bn—1n)) = (Cij)>
~~

1<j

onde ¢;; = a;, ¢;; = b;j, se i < j, e ¢;; = 0sei > j. Desde que as funcgoes coordenadas
de ¢ sdo regulares, segue que ¢ é um morfismo. Além disso ¢ é sobrejetora (pois os
elementos da diagonal de qualquer matriz triangular invertivel sao diferentes de zero).
Desde que o produto de variedades irredutiveis é irredutivel, segue que G}, X An(=1)/2
é uma variedade irredutivel, assim ¢(G?, x A""=1/2) ¢ irredutivel, ou seja, T'(n,K) é
CONExXo.

Observe que U(n,K) é o nicleo do homomorfismo de grupos ¢ : T'(n,K) —
D(n,K), dado por 9((a;;)) = (b;j), onde b; = a;; e b;; = 0 sempre que i # j. Desta
forma U(n,K) é um subgrupo normal de T'(n,K). Desde que D(n,K) é abeliano,
temos que DY = {Id,} (Id, denota a matriz identidade), assim T'(n,K)/U(n,K) é
soluvel. Desta forma, se verificarmos que U(n,K) é solivel, iremos obter que T'(n, K)
é soluvel. Seja H,, := {(a;;) € GL(n,K)|a; =1 e a;; = 0 sempre que i # j e j # n}.
Seja & : U(n,K) — U(n — 1,K) o homomorfismo de grupos que associa cada matriz
A € U(n,K) na matriz {(A) € U(n,K) obtida pelas eliminagdes da n-ésima linha e
n-ésima coluna de A. Observe que £ é sobrejetora e H,, é o seu ntcleo, assim H,, é
subgrupo normal de U(n,K) e U(n,K)/H, ~ Un — 1,K). Desde que H, é abeliano,

segue por inducao que U(n,K) é soluvel. ]

Proposicao 2.9. Assuma que G € conexo. G possui um subgrupo parabélico proprio

se, e somente se, G nao € solivel.

Demonstra¢ao. Suponha que G nao possui subgrupos parabdlicos proprios. Temos
que G é um subgrupo fechado de algum GL(V). Seja w: V — 0 — P(V) a projegao
candnica. Defina ¢ : G x P(V) — P(V), por ¢(g,7(u)) = 7m(g(u)). Note que G age
morficamente em P(V') via ¢. Seja X uma drbita fechada de tal agdo. Tome 7(x;) € X
um ponto arbitrario e denote por P o seu grupo de isotropia. Aplicando a propriedade
universal do quociente temos que existe um G-morfismo de espagos homogéneos ¢ :
G/P — X, onde ¢(gP) = g - m(z1). Observe que se g - m(x1) = h-w(h(z1)) entdo
h=lg € P, logo gP = hP, desta maneira ¢ ¢ uma bijecao. Desde que X ¢é fechado,
segue que X é uma variedade projetiva, assim, pelo teorema [1.10, X é uma variedade
completa. Aplicando o lema em ¢ segue que P é subgrupo parabdlico de GG. Desta
forma G = P. Tome V; = V/m(x1), assim cada g € G, induz um automorfismo
g Vi — Vi, logo G também age em P(V}). Por argumentos andlogos, podemos

encontrar um Tz € Vi tal que, para todo g € G, ¢(7T2) = A\,T2, assim existe um
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escalar «a, tal que g(x2) = ayz1 + Agza. Continuando esse processo, indutivamente,

podemos encontrar uma base {z1,...,x,} de V, tal que para todo g € G, temos que
n

g(x;) = Zﬁz‘sz‘, onde para ¢ > j, 3;; = 0. Desta forma G ¢ isomorfo (como grupo
i=1
abstrato) a um subgrupo de 7'(n,K). Desde que T'(n,K) é soliuvel, segue que seus

subgrupos sao soliveis, e portanto G é soluvel.

Agora vamos provar a outra direcao, isto é, se G é conexo e soluvel entao nao
possui subgrupos parabdlicos proprios. Seja I' a colecao dos subgrupos parabdlicos
préprios de GG. Suponha que I' # @. Desta forma, existe P € I' com dimensao
maximal. A partir do lema [2.10] (ii), podemos supor que P é conexo. A partir do
corolério , temos que o subgrupo dos comutadores |G, G] é fechado e conexo em G.
Desde que G é solivel, [G,G] € G. Observe que @ := P.[G,G] é um subgrupo conexo
e fechado de G que contém P, assim, pelo lema [2.10] @ é um subgrupo parabdlico
de G. Por nossas consideracoes, devemos ter () = P ou Q = G. Se ) = GG entao a
variedade G/ P é um espago homogéneo para [G, G]. Aplicando a propriedade universal
de [G,G]/(PN[G,G]), obtemos um [G, G]-morfismo

G,G]/(PN]G,G]) — G/P

que leva PN[G, G] em P. Em particular esse [G, G]-morfismo é bijetor, assim, pelo lema
2.7 PN [G,G] é subgrupo parabdlico de [G, G]. Por indugio sobre dim G, podemos
supor que nossa afirmagao vale para os subgrupos de dimensao menor que dim GG, desta
forma obtemos que P N [G,G] = [G, G], assim [G, G| C P, o que contradiz a hipdtese
Q = G. Se Q@ = P entao [G,G] C P, logo P é subgrupo normal de G. Aplicando o
corolério (iii), segue que G/P é uma variedade afim, assim, pela proposicao m,
G/ P é finito, ou seja, P tem indice finito em G. Aplicando a proposic¢ao (b), segue

que P = G, o que é uma contradicao. n

Teorema 2.5. (teorema do ponto fixro de Borel) Seja G um grupo algébrico linear,
conezo e solivel e X uma G-variedade completa. Existe um ponto em X que € fizado

por todos os elementos em G.

Demonstragao. A partir da proposicao 2.7, G possui uma 6rbita fechada em X. O
grupo de isotropia de um ponto de tal dérbita é parabdlico (pois tal 6rbita é uma
variedade completa). A partir da proposigao , tal subgrupo parabdlico deve ser

exatamente G. N

O teorema do ponto fixo de Borel possui muitas aplicagoes, uma delas é descrita no

exemplo abaixo.
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Exemplo 2.11. Os elementos de T'(n,K) possuem um autovetor nao nulo em comum.
De fato, o lema nos fornece que T'(n,K) é um grupo algébrico linear conezo e
solivel. Desde que GL(n,K) age em P"1 via aplicacao (g, 7(u)) — w(g(u)), onde
7: A" —0 — P! € a projecdio canénica, T'(n,K) também age em P! por restrigdo.
Aplicando o teorema do ponto firo de Borel, seque que existe u € A"™ — 0 tal que
7(g(u)) = w(u), para todo g € T(n,K). Portanto u é um autovetor de todos os
elementos de T'(n,K).

Definicao 2.12. Dizemos que um subgrupo H de G é de Borel se H é um subgrupo

fechado, conexo, soluvel e maximal com tais propriedades.

Teorema 2.6. (i) Um subgrupo fechado de G é parabdlico se, e somente se, contém

um subgrupo de Borel de G;
(ii) Subgrupos de Borel sao parabdlicos;
(111) Quaisquer dois subgrupos de Borel de G sao conjugados.

Demonstracao. A partir do lema podemos assumir que G é conexo. Seja B um
subgrupo de Borel e P um subgrupo parabdlico. Note que B age em G/P pela agao
que leva (z,yP) € B x (G/P) em zyP € G/P. Aplicando o teorema do ponto fixo
de Borel em B e na B-variedade completa G/ P, segue que existe aP € G/P tal que
b(aP) = aP para todo b € B, ou seja, a 'ba € P, logo a~'Ba C P. Desde que a~'Ba
é um subgrupo de Borel, temos uma direcao de (i) provada. Antes de provar a outra
direca@o de (i), vamos provar (ii). Podemos assumir que G néo é solivel. Desta forma G
admite um subgrupo parabélico proprio P. Pelo o que ja foi provado, podemos assumir
que B C P. Naturalmente B também ¢ subgrupo de Borel de P. Por indugao sobre
dim G podemos assumir que (ii) é valida para grupos algébricos de dimensao menor
do que dim G. Desta forma B é parabdlico em P. Aplicando o lema [2.9] segue que B
é subgrupo parabdlico de G. Agora vamos provar a outra diregdo de (i). Se H é um
subgrupo fechado de G, contendo um subgrupo parabdlico B, segue do lema m (i)
que H é subgrupo parabdlico de G.

Se B e B’ sao dois subgrupos de Borel entdao B contem um conjugado de B’,
digamos P’, e B’ contém um conjugado de B, digamos P. Desta maneira dim B =
dim B’. Portando B = P’ e B’ = P, o que prova (iii).

m

Corolario 2.8. Seja ¢ : G — G’ um homomorfismo sobrejetor de grupos algébricos
lineares. Se P € um subgrupo parabdlico (respectivamente, subgrupo de Borel) de G

entdo ¢(P) € um subgrupo parabdlico (respectivamente, subgrupo de Borel) de G'.
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Demonstracao. A partir do teorema [2.6| é suficiente provarmos para o caso onde P é
um subgrupo de Borel. Neste caso temos ¢(P) é um subgrupo fechado, conexo e soltivel
de G'. Além disso, o morfismo G/P — G /¢(P), induzido por ¢, é sobrejetor; desta
maneira, aplicando a proposi¢ao [L.33] (c), segue que G/¢(P) é completa, assim ¢(P)
é um subgrupo parabdlico de GG. A partir do teorema (i), segue que ¢(P) contém
um subgrupo de Borel de G'. Portanto ¢(P) é um subgrupo de Borel de G'. [

Recordamos que o centro de G é denotado por C(G) e o corolario nos mostra
que Cg(G) é um subgrupo fechado de G.

Corolario 2.9. Seja B um subgrupo de Borel de G. Se G é conexo entao Cq(G)° C
Cp(B) C Ca(G).

Demonstragao. Observe que Cg(G)° é um subgrupo fechado, conexo e comutativo de
(G, assim estd contido em um subgrupo de Borel B’ de GG. Pelo teorema (ii), existe
a € G tal que B' = aBa™!. Dado ¢ € Cg(G)° existe b € B tal que ¢ = aba™', o
que implica ¢ = a, ou seja, Cq(G)° C B, logo Cu(G)° C Cr(B). Seja g € Cp(B).

Considere o morfismo ¢ : G — G, dado por &(x) = grg 'z~

Agora defina 7 :
G/B — G, por n(zB) = £(x). Desde que g estd no centralizador de B, 1 estd bem
definida. Além disso, £ = nom, onde 7 : G — G/B é a projegao canénica. A partir
da demonstracao do teorema [2.4] segue que n é um morfismo de variedades. Desde
que G ¢ afim, as partes (e) e (f) da proposi¢ao implicam que n(G/B) ¢é finito.
Note que n(G/B) é irredutivel, logo deve consistir de apenas um tnico ponto, ou seja,
n é constante. Temos n(B) = e, assim n(xB) = e, para todo z € G. Desta maneira

&(x) = e, para todo x € G assim g € C(G) e portanto Cp(B) C Ca(G). O

Teorema 2.7. (teorema de Lie-Kolchin) Seja G um subgrupo fechado, conexo e solivel
de GL(n,K). Existe v € GL(n,K) tal que zGx~* C T(n,K).

Demonstracao. Desde que G nao possui subgrupos parabdlicos préprios, usando os
mesmos argumentos feitos na demonstracao da proposicao [2.9, podemos encontrar
uma base de K" tal que os elementos de G sao representados por matrizes triangulares
superiores em tal base. Desta forma, se x € GL(n,K) é a matriz mudanga de base,
segue que zGz ™! C T'(n, K). O

Uma consequéncia direta do teorema de Lie-Kolchin é que T'(n,K) é um subgrupo
de Borel de GL(n,K). De fato, seja I' a colegdo de todos os subgrupos fechados,
soluveis e conexos de GL(n,K) que contém T'(n,K). Desde que I" é diferente do vazio
(pois T'(n,K) € I via lema [2.11)), segue da observagao que I' possui um elemento
maximal B. Note que B é um subgrupo de Borel de GL(n,K) (caso contrario B nao

seria um elemento maximal de I'). A partir do teorema de Lie-Kolchin, segue que
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existe z € GL(n,K) tal que zBz™' C T(n,K), assim dim B = dimT(n,K) o que
implica B = T'(n, K).
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Capitulo 3
Variedades de bandeira

Os subgrupos parabdlicos de GL(n,K) podem ser definidos como estabilizadores
de bandeiras, veja por exemplo [2](secao 2.5, pagina 49). Neste capitulo veremos que
variedades grassmannianas e variedades de bandeiras possuem estrutura de variedade
projetiva nas quais G L(n, K) age transitivamente e a partir da nossa defini¢ao de grupos
parabdlicos veremos essa caracterizagao com os estabilizadores de bandeiras. Para este

capitulo as referéncias principais foram [2] e [§].

3.1 Variedades grassmannianas

Definicao 3.1. Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao n. Para todo m < n, a
variedade grassmanniana de V' com relacdo a m € o conjunto de todos os subespacos

m-dimensionais de V. Denotamos tal conjunto por Gr(m, V).

Naturalmente Gr(1,V) = P(V). Desejamos mostrar que para qualquer m < n,
Gr(m, V) tem uma estrutura de variedade projetiva. Para isto, primeiramente devemos
fazer uma imersao de Gr(m,V) em algum espago projetivo. Considere a projegao
canonica 7 : A"V —0 — P(A\" V) e em seguida defina @, : Gr(m,V) — P(A" V)
da seguinte maneira: Se U € Gr(m, V) e {uy, ..., u,} é¢ uma base de U entao ®,,(U) :=
m(ug A+ Auy,). Note que @, estd bem definida, pois se {u},...,u!,} é outra base de
U entao uj A--- Aul, =det(M).(ug A -+ Auy), onde M é a matriz mudanga de base
de tais bases, logo m(u) A+ Aul) =m(ug A+ Aup).

Agora vamos verificar que a aplicacao ®,, ¢é injetiva. Seja pu := u; A -+ A Up,.
Considere a aplicacao linear ¢, : V — /\m+1 V, dada por ¢, (v) = vAp. Naturalmente

U C ker(p,). Por outro lado, tome v € ker(yp,), podemos estender {us, ..., u,} para
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n
uma base {u,...,Up,...,u,} de V, assim v = E a;u;, onde «; € K. Desta forma
i=1

O=vAp = Z@i(ui/\ﬂ)
i=1
= Zai(ui/\ul/\--~/\um)
i=1

n

= Z al(u,/\ul/\/\um)

i=m+1
n
= Z ai(=1)"(ug A v A A uy).
1=m+1
Os termos uy A -+ Ay A u; (i > m) sdo elementos de uma base de A"V, assim

a; = 0 sempre que ¢ > m, desta forma v = Z%‘Ui € U, donde ker(yp,) = U. Sejam
i=1
W e Gr(m,V), {wy,...,w,} uma base de W e w := wy A -+ A w,,. Observe que se

., (U) = &,(W) entdo p = Iw, para algum A\ € K — 0. Dado v € ker(y,), temos
que ¢, (v) =vAp = ANvAw) =0, logo v € ker(p,), assim ker(p,) C ker(yp,). De
maneira andloga podemos encontrar ker(y,) C ker(p,), assim ker(y¢,) = ker(y,,), ou

seja, U = W e portanto ®,, ¢é injetiva.

Definicao 3.2. Com as notacoes acima, ®,, ¢ chamada de imersao de Plicker de

Gr(m,V) em P(AN" V).

A partir das consideragoes acima podemos ver Gr(m, V') como um subconjunto de
P(A™V). Fixando uma base de V, nés obtemos uma base de A"V, a partir disso
podemos identificar P(A™ V') com PV (via o isomorfismo que leva a base de A™ V na
base canonica de K¥"A" V) onde N = dim A"V — 1. As coordenadas de um ponto
W € Gr(m,V) em PV, descritas acima, sao chamadas de coordenadas de Pliicker de
w.

Dizemos que v € V divide p € A"V se u = v Aw, para algum w € /\m_1 V. O

seguinte lema ird nos ajudar a mostrar que Gr(m, V') é fechado em P(\™ V).

Lema 3.1. Sev eV epue \"V, entao v divide 1 se, e somente se, v A =0 em
/\m+1 V

Demonstracao. Se v divide p entao u = v Aw, para algum w € /\m_1 V,assim v A pu =
vAvAw=0. Seja ' :=={(j1,...,Jm) E N1 < j1 < ...,<jm <n}. SevApu=0,
nés escolhemos uma base {vy,...,v,} de V tal que v = vy, assim obtemos a base

correspondente {vj, A+ -Av;, [(j1,...,Jm) € T} de A"V, em seguida podemos escrever
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1 em relagao a tal base, isto é

=D Qg (U A AT, (3.1)

(jlv“jﬂl)er

desta forma v A p é uma soma de termos onde cada um ou tem dois v’s ou é um elemento
1 -

da base de /\m+ V. Estes elementos da base aparecem uma unica vez. Desde que

v A p =0, segue que p é uma soma de termos nos quais v aparece. Portanto = v Aw

para algum w € A" V. O

Agora veremos que Gr(m,V) é uma variedade projetiva. Seja u € A"(V). Se
uq,...,u; sdo elementos linearmente independentes de ker(yp,) entdo u; A = 0, para
todo ¢ = 1,...,t. Aplicando o lema temos que pu = wu; A w;, para algum w; €
A" (V). Desde que uy, . . ., u; sao linearmente independentes segue que = ug A- - - A
u; A w para algum w € A" " V. Desta forma t < m, consequentemente dim ker(ip,,) <
m, assim rank(p,) > n —m. Além disso, se t = m ent@o u = ug A -+ A Uy, logo
rank(p,) = n —m. Desta maneira obtemos que p € A™V é decomponivel se, e
somente se, rank(p,) < n —m (um elemento p € A™V é dito decomponivel se
p=a A Aa, com a € V). Em outras palavras 7(u) (o qual a priore estd em
P(A™V)) pertence a Gr(m, V) se, e somente se, rank(p,) < n—m. Isto é exatamente

uma condi¢ao polinomial para as coordenadas de Pliicker dos elementos de Gr(m, V).

De fato, dada uma base {vi,...,v,} de V, podemos escrever i como em (3.1), desta
forma
on(v) = D Gy gm0 A A A,
(jlvmjm)er

Note que ou .. ;) (v; Avjy A== Awvj) = 0ou ag,, v Avj, A== A ) ¢ um

1 . . .
™Y/ assim as linhas matriz A que repre-

multiplo de algum elemento da base A
senta ¢, consistem de zeros e dos coeficientes de p (a manos do sinal). Observe que
rank(p,) < n—m implica que o determinante das submatrizes (n—m+1) x (n—m+1)
de A sdo iguais a zero, o que nos fornece condi¢oes polinomiais para as coordenadas
de p em K#mA™V Desde que o determinante é um polinémio homogéneo, obtemos

condigoes polinomiais para m(u). Portanto Gr(m, V) é fechado em P(A™ V).

Exemplo 3.1. Tomer =4 en =2. Se u = Z&ij(vi Av;) € N*V, entio a matriz
i<j
que representa @, com respeito a base

{v1 Avg Avsg,v1 Avg Avg,v1 Avg Avg, Vg Avg A vy}
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€ dada por
o3 —agz a0
| G4 —O14 0 Q12
[SOM] =
Q34 0 —Q12 Q13

0 Q34  —OQq Q23

Seja (@] a submatriz 3 x 3 de [p,,] obtida pela eliminagdo da i-ésima linha e a j-ésima
coluna de [p,]. Desde que € Gr(2,V) se, e somente se, rank(p,) < 2 seque que
Gr(2,V) = {n(u) e P(AN* V)| det[@!] = 0 para quaisquer i,j € {1,2,3,4}}

3.2 Variedades de bandeira

Definicao 3.3. Seja 1l < n; < ng--- < n, < n uma sequencia de numeros inteiros.

Uma bandeira em V' com rela¢ao a ny,...,n, € uma cadeia de subespagos

Ochcle---CV.CV

tais que dim V; = n;. O conjunto de todas as bandeiras em V' com relagao any,...,n, €
denotado por F(Viny,...,n.) e o chamamos de variedade de bandeira. Em particular
os elementos de F(V;1,...,n) sdo chamados de bandeiras completas.

Note que as variedades grassmannianas sao casos particulares de variedade de ban-
deira, isto é, Gr(m,V) = F(V;m). A partir da estrutura de variedade projetiva das
grassmannianas, vamos mostrar que as variedades de bandeira também tém estrutura

de variedade projetiva. Considere a aplicacao

U FVing,...,n.) — Gr(ny,V) x - x Gr(n,, V)
0OCVCTV---CV.CV +— Vi,.... V)
a qual naturalmente é injetiva. Desta forma podemos ver F(V;nq,...,n,) como um
subconjunto de Gr(ny, V) x -+ x Gr(n,, V). Desde que Gr(ny,V) x --- x Gr(n,, V) é
uma variedade projetiva (via proposicao [1.32(iii)), se mostrarmos que F(V;ny, ..., n,)

é fechado em Gr(ny, V) x -+ x Gr(n,, V), obteremos a estrutura de variedade projetiva
de F(V;ny,...,n,.).
Seja
& Gr(m, V) x---xGr(n,,V) — Gr(n;,V) x Gr(n;,V)
(1 < j) a projegao. Afirmamos que F(V;nq,...,n,) = ﬂéigl(]:(v;ni,nj)). De fato,
i<j

se F'=W,...,V,) € F(Ving,...,n,) entdo &;(F) = (Vi,V;) € F(V;n;,n;) sempre

71



3. Variedades de bandeira

N

que i < j assim F € @;%]—"(V;ni,nj)) sempre que ¢ < j, logo F(V;nq,...,n,)
ﬂfgl(}"(‘/;ni,nj)). Por outro lado, se F € ﬂ{i;l(}"(v;ni,nj)) entao &;(F) €

i<j 1<J
F(V;n;,n;), logo FF € F(Ving,...,n,),donde ﬂ@;l(]—"(v;ni, n;)) € F(Ving,...,n.).
i<j
A partir das consideracoes feitas nos paragrafos acima, para mostrarmos que as

variedades de bandeira sao projetivas basta verificarmos que se r < s entao F(V;r, s)
é fechado em Gr(r,V) x Gr(s,V). Sejam (U, W) € Gr(r,V) x Gr(s,V) e {u1,...,u,},
{wy,...,ws} bases de U e W respectivamente. Defina p := u; A -+ Au, e w :=
wy A -+ Aws. As aplicagoes lineares ¢, : V — /\TJrl Vegp,:V— /\SJrl V induzem

uma aplicacao linear

@u@ﬁpw: V N /\T—HV@/\S—HV
v (pu(v), pu(v))

a qual o ntcleo é exatamente U N W, assim

rank(p, @ ¢,) = dimV —dimker(yp, ® ¢,)
= n—dim(UNW)

> n—dimU.

Desta forma U C W se, e somente se, rank(yp, ® ¢,) < n —r. Fixando uma base
de V, as entradas da matriz M que representa ¢, @ ¢, ou sao nulas ou sao, a menos
do sinal, coeficientes de p e w. Logo esta condigao para o rank(e, @ ¢,) nos fornece
condigoes polinomiais para os coeficientes de y e w (os determinantes das submatrizes
(n—r+4+1) x (n—r+1) de M sao iguais a zero). Logo F(V;r,s) é o conjunto
de zeros destes polinomios (homogéneos) e portanto é um subconjunto fechado de
Gr(r,V) x Gr(s,V).

3.3 A acgao de GL(n,K) em F(K";nq,...,n,)

Nesta secao vamos denotar K" := V. Dado uma sequéncia 1 <n; < ---<n, <n
de numeros inteiros, observe que GL(V') age (morficamente) em Gr(ny, V) x --- X
Gr(n,,V) da seguinte maneira: se g € GL(V) e (V4,...,V.) € Gr(ny,V) x --- X
Gr(n,,V) entao g - (Vi,...,V,) == (9g(V1),...,9(V,)). Em particular GL(V) também

age em F(V;ny,...,n,.). Afirmamos que tal acdo é transitiva. De fato, considere F' =
Vi,..., Vo) € F(V;nyq,...,n,) eescolha uma base {v1,...,v,} de V tal que {vy,...,v;}
é uma base de V;. Se (Uy,...U,) é um elemento arbitrario de F(V;ny,...,n,), escolha

uma base {uy,...,u,} de V tal que {uy,...,u;} é uma base de U;. Existe g € GL(V)
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tal que g(v;) = u;, desta forma g- F = (Uy,...,U,); logo F(V;nq,...,n,) CGL(V)-F,
o que implica GL(V) - F = F(V;nq,...,n,).

Proposicao 3.1. Os subgrupos de Borel de GL(V') sao exatamente os estabilizadores

das bandeiras completas de F(V;1,...,n).

Demonstracao. Seja {ey,...,e,} a base canonica de V. Tome L; := Ke; e para cada

1 <i<msejalL;:= L;_1 ®Ke;. Afirmamos que o estabilizador P de L := (Ly,..., Ly,)
¢ T'(n,K). De fato, se g € P entao g(L;) = L;, assim g(e;) = Zaijvi € Lj, logo

a;; = 0 sempre que i > j, o que implica P C T'(n,K). Desde quelzlGL(V)—morﬁsmo
G/P — F(V;1,...,n), que leva gP em ¢ - L, é bijetor, segue do lema que
P é subgrupo parabdlico de GL(V), logo contém algum subgrupo de Borel. Desde
que T'(n,K) é subgrupo de Borel de GL(V') e quaisquer dois subgrupos de Borel sdo
conjugados, devemos ter que P = T'(n,K). Seja B um subgrupo de Borel de GL(V').
Existe ¢ € GL(V) tal que B = gT(n,K)g~!. Aplicando a proposigao temos que
B é o estabilizador de g - L € F(V;1,...,n). Reciprocamente, suponha que P é o
estabilizador de algum F' € F(V;1,...,n). Sabemos que GL(V') age transitivamente
em F(V;1,...,n) assim existe g € GL(V) tal que g- L = F, logo P = ¢gT(n,K)g~! é
um subgrupo de Borel de GL(V). O

Lema 3.2. Seja {ey,...,e,} a base canonica de V. Tome Ly := Ke; e para cada
1 < i < n sejal; = Ly @ Ke;( em iremos denotar por L := (Ly,...,Ly,) tal
bandeira). Entdo os tinicos subespagos nao nulos de V' que sao invariantes por T'(n, K)

sao Ly, ..., L,.

Demonstragao. Vimos na proposicao acima que cada L; é invariante sobre T'(n,K).

Por outro lado, considere um subespaco nao nulo W de V' invariante sobre T'(K,n).

Naturalmente W C L; para algum i. Assim existe 1 < k < n tal que W C L; e
k

W gz Li_1. Desta forma existe v € W tal que v = Z&iei’ onde ap # 0. Seja

i=1
b= (b;;) € T(n,K) tal que a i-ésima coluna de b é igual ao vetor e; sempre que i # k e

bir = ;. Note que b.ep = v, assim b v = ¢y, logo ex € W (pois T'(n, K) estabiliza W).
k

Seja u = Z pie; € Ly, onde By # 0. Tome V' € T'(n, K) definida de maneira similar a
i=1
b, porém com b, = f3;. Note que b'e;, = u, assim u € W. Em particular, para i < k,

e; +er €V, logoe;, € V,assim Ly CW. Portanto W = L. O

Definicao 3.4. Seja (V4,...,V;) uma bandeira. Dizemos que uma bandeira (W, ..., W),

com r < s, € uma sub-bandeira de (V1,...,Vs) se cada W; € igual a algum V.
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Sejam 1 < a7 < --- < a, = n uma sequéncia de inteiros. Tome n; = a; e
n; := a; — a;—1 sempre que ¢ > 1. Denote por P(n;ay,...,a,) o estabilizador da
sub-bandeira (L,,, ..., L,,) de L (onde L é como na demonstragao da proposicao [3.1)).
Observe que P(n;ay,...,a,) é o grupo de todas as matrizes triangulares superiores por

blocos do tipo

Ay o+ % *
0 A, =« *
0 0 Aj * (3.2)
' : *
|0 0 0 A

onde A; € GL(n;, K).

Definicao 3.5. Os estabilizadores das sub-bandeiras (Lq,, ..., La.) de (Li,...,Ly),

com L,, = L,, sao chamados de subgrupos escadas de GL(V).

Naturalmente os subgrupos escadas sdo subgrupos parabélicos de GL(V') pois sao
fechados e contém T'(n, K).

Teorema 3.1. Se G um grupo algébrico linear conexo e B € um subgrupo de Borel de
G entao G = U rBx ™t

zeG

Demonstragao. Veja [16], pagina 109. ]
Observacao 3.1. Em particular, o teorema acima implica

GL(n,K) = U T (n, K)x ™!
z€GL(n,K)

Proposigao 3.2. Os subgrupos escadas de GL(V') sao conezos.

Demonstragao. Seja P := P(n;ay,...,a,) um subgrupo escada. Considere o homo-

morfismo de grupos algébricos
¢: P— GL(ny,K) x --- x GL(n,, K)

que associa cada matriz do tipo (3.2) a (Ay,...,A4,). Note que ker(¢) C T'(n,K) C
P° C P. Seja G := GL(n1,K) x --- x GL(n,,K). Desde que ¢ é sobrejetora e G é
irredutivel, partir da proposicao (c), temos que ¢(P°) = ¢(P)° = G° = G, desta
forma

P°/ker(¢) ~ G ~ P/ ker(¢),
donde P° = P. ]
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Teorema 3.2. Os unicos subgrupos fechados de GL(V') que contém T(n,K) sdo os

subgrupos escadas.

Demonstracao. Seja H um subgrupo fechado de GL(V) contendo T'(n,K). Se um
subespago nao nulo W de V' é invariante sobre H entao W também deve ser invariante
sobre T'(n,K), assim, pelo lema W = L; para algum ¢. Sejam L,,,..., L, todos
os subespacos invariantes por H, onde 1 < a; < --- < a, = n. Desta forma, temos que
H C P(n;ay,...,a,) = P. Note que r é o maior inteiro tal que H estd contido em um
grupo escada. Vamos mostrar que H = P para o caso em que r > 1. Para o caso em
que r = 1 veja [2], pagina 54. Considere ¢ e G como na demonstragao da proposigao
. Desde que ker(¢) C H, usando o mesmo argumento da proposigao , é suficiente
mostrarmos que ¢(H) = G. Observe que se N := (Ny,..., N,) € G entao

N =[[dn,,. . . Idn_,, N, Id,,,. ... Id,,),
=1

onde Id,, é a matriz identidade de GL(n;,K). Desde que ¢(H ) é subgrupo de G, basta
..,Id,,) € ¢(H) para todo i. Verificare-
mos apenas para o caso ¢ = 1, pois os outros casos sao analogos. A partir da observacao
, temos que Ny = A;MA;" com A} € GL(ny,K) e M € T(n;,K). Desde que a

matriz

verificarmos que (Id,,,...,Id,, ,,N;, Id

Mi419 °

[ * * x|
0 Id,, =« *
0 Id,, *
: *
0 0 0 Id,,

estd em T(n,K) C H, segue que M’ := (M, Id,,,...,1d,.) € ¢(H). Considere a
projegao m : G — GL(ny,K). Observe que m(¢(H)) é um subgrupo fechado de
GL(n1,K) e contém T'(ny,K). Por indugdo sobre n, podemos supor que o teorema
¢ valido para inteiros positivos menores do que n. Desta forma 7 (¢(H)) é um sub-
grupo escada de GL(ny,K), assim existem 1 < by < -+ < by = ny tais que mi(¢p(H)) =
P(nq,by,...,b.). Observe que se s # 1 entao H C P(n;by,...,bs,as,...,a,), 0 que con-
tradiz a maximalidade de r, logo devemos ter que s = 1, assim m(¢(H)) = GL(ny, K).
Desta maneira existe C' = (C4,...,C,) € ¢(H) tal que C; = A;. Finalmente temos

que
CM'C™ = (ALMATY, Cold,,Cy Y, .. Coldy, 1) = (N1, Id,,, . .., Id,,)
é um elemento de ¢(H). O
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Proposicao 3.3. Os subgrupos parabolicos de GL(V') sao exatamente os subgrupos que

estabilizam alguma bandeira.

Demonstracao. Desde que GL(V) age transitivamente nas variedades de bandeiras e
tais variedades sao projetivas, segue que os subgrupos que estabilizam alguma bandeira
sao parabdlicos. Reciprocamente, se P é um subgrupo parabdlico de GL(V') entao P
contém um subgrupo de Borel B de GL(V'). Desde que quaisquer dois subgrupos de
Borel sao conjugados, existe x € GL(V) tal que T'(n,K) = 2Bz ™!, desta forma z Pz~
¢ um subgrupo parabdlico o qual contém T'(n,K). Aplicando o teorema , segue

1

que existem 1 < a; < --- < a, = n tais que xPx™" é o estabilizador da bandeira

(Lay, .-, La,). Portanto P ¢é o estabilizador da bandeira (x7(Lg,), ..., 27 (L,,)). O
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Apeéendice A
Espacos topoldgicos Noetherianos

Proposicao A.1. Seja X um espaco topoldgico ndao vazio. Sdo equivalentes:
a) A intersecdao de dois abertos nao vazios de X € nao vazia;
b) Todo aberto nao vazio de X é denso;

c¢) Todo aberto de X € conezo;

d) X nao pode ser escrito como a unido de dois fechados préprios.

Demonstracao. Basta mostrarmos as seguintes implicacoes

(a) = (b): Seja A um aberto ndo vazio de X. Suponha que X — A # @ . Assim
AN (X — A) # @, o que é uma contradi¢do. Portanto A = X.

(b) = (c): Sejam A um aberto nao vazio de X e V;, V; abertos em A (consequentemente,
abertos em X) tais que A=V, UV, e ViNVy =@. Se V) # &, segue da hipdtese que

Vo, = @. Portanto A é conexo.

(¢) = (d): Suponha que X =Y U Z onde Y, Z sao dois fechados préprios de X. Assim
Y42, Z°4TeYNZ =@, logo YU Z¢ é um aberto nao conexo de X, o que é

uma contradigao.

(d)= (a): Sejam A e B dois abertos nao vazios de X. Suponha que AN B = &, assim
X = A°U B¢, onde A° e B sao dois fechados proprios de X, o que é uma contradicao.
Portanto AN B # @.

]

Definicao A.1. Um espaco topoldgico satisfazendo as condi¢oes equivalentes acima €

chamado de irredutivel.
Proposicao A.2. Seja X um espaco topologico.

a) Se X € irredutivel, entao todo aberto nao vazio de X € irredutivel;
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b) Y C X éum subespaco irredutivel se, e somente se, Y € irredutivel;

c¢) Todo subespago irredutivel de X estd contido em um subespago irredutivel mazimal

(estes ultimos sao chamados de componentes irredutiveis de X );

d) X é a uniao de suas componentes irredutiveis;

e) Se f: X — X' é uma aplicagao continua (X' espago topoldgico arbitrdrio) e X

¢ irredutivel entao f(X) é irredutivel.

Demonstragao.  a) Seja A um aberto de X. Observe que todo aberto de A é também

aberto em X. Desde que todo aberto de X é conexo, segue que todo aberto de

A é conexo, assim A é irredutivel.

Sejam A, B dois abertos nao vazios de Y. Existem A, B abertos em X tais que
A=YNA eB=YNDB. Destemodo, V:=YNA #4#@eW :=YNB #&
sao dois abertos de Y tais que V C Ae W C B assim VNW C AN B. Se
Y é irredutivel segue que V N W # @, consequentemente, AN B # &, logo Y
é irredutivel. Reciprocamente, dados abertos nao vazios V e W de Y, existem
A',B" abertosem X taisque V=YNA e W =YNB,assim A :=YNA eB:=
Y N B’ sao abertos nao vazios de Y, logo ANB # @, ouseja, Y N (A NB') # @,
isto implica VNW =Y N (A NB") # @, donde Y é irredutivel.

Sejam Y C X um subespaco irredutivel e I'" a colecao de todos os subespacos
irredutiveis de X que contém Y. Observe que I' # &, pois Y € I'. Note que
I’ é parcialmente ordenado com a relagao de inclusao "C”. Seja (Y4 )aer uma

cadeia em I', tome W = U Y,. Sejam A, B dois abertos nao vazios de W,
a€el
assim existem A, B" abertos em X tais que A=W NA e B=WnNB, ou scja,

A= U (Y,NA)eB = U (Y,NB'), logo existe o € L, tal que V; := Y,NA # &
a€l acl

eVo:=Y,NB #% @. Logo Vi NV, # @. Desde que V; C A eV, C B, segue
que AN B # @, assim W ¢ irredutivel e naturalmente contém Y, desta maneira
W é uma cota superior para a cadeia (Y, )aer em I'. Logo, pelo lema de Zorn, I'
admite elemento maximal M.
Afirmacao: M é um subespago irredutivel maximal de X.

De fato, seja H um subespaco irredutivel de X, tal que M C H. Em
particular, Y C H, assim H € I'. Segue da maximalidade de M em I' que
H=M.

Portanto Y estd contido em um subspaco irredutivel maximal de X.

Observacao A.1l. Note que a afirmacdao acima implica que todo espaco irre-

dutivel mazimal de X € também um subespaco fechado de X.
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d) Seja W a uniao de todas as componentes irredutiveis de X. Dado z € X, temos

que {z} é um subespagco irredutivel de X, segue do item anterior que =z € W,
logo X C W. Portanto X = W.

e) Sejam U e V abertos de X’ que intersectam f(X). Basta mostrarmos que U NV
intersecta f(X). Temos que f~1(U) e f~1(V) sdao abertos nao vazios de X, assim
FHOYN f7YV) # @, ouseja, f7H({UNV) # @, donde U NV intersecta f(X).

[

Proposicao A.3. Seja X um espaco topoldgico. As sequintes afirmacgoes sao equiva-

lentes:

a) Qualquer cadeia ascendente de subespacos abertos de X é estaciondria;
b) Qualquer cadeia descendente de subespagos fechados de X é estaciondria;

¢) Qualquer familia ndo vazia de subespagos abertos de X admite um elemento

maximal;

d) Qualquer familia ndo vazia de subespagos fechados de X admite um elemento

minimal;
e) Qualquer subespago aberto de X é quasi-compacto;

f) Qualquer subespago de X é quasi-compacto.

Demonstragao. Basta mostrar que (a) = (¢), (¢) = (d), (d) = (b),(b) = (a), (c) =
(f), (f) = (e) e (e) = (a).

(a) = (c): Seja T uma familia nao vazia de subespagcos abertos de X e Y; € 7. Suponha
que 7 nao possui elemento maximal. Assim existe Yo € 7, tal que Y7 C Y5, por
argumento andlogo, existe Y3 € 7, tal que Y5 C Y3, ou seja, Y7 C Y, C Y;. Seguindo

este processo indutivamente, teremos
YighHCo OV, g

uma cadeia ascendente de abertos em X que nao é estacionaria, o que contradiz nossa

hipétese. Portanto 7 admite um elemento maximal.

(c) = (d): SejaT = (Y;)ier, uma familia nio vazia de fechados em X. Assim 7 = (Y,)ser,
é uma familia nio vazia de abertos em X, logo 7 admite um elemento maximal Ye,
para algum ¢ € L. Dado Y; € 7 tal que Y; C Y, teremos que Y, C Y, isto implica em

Y=Y, assim Y; =Y}, e entdo Y; é elemento minimal de 7.
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(d) = (b) Seja
Y21 2---2Y,2... (A1)

uma cadeia descendente de fechados em X. Em particular 7 = (Y;);eny é uma familia
nao vazia de fechados em X, logo possui um elemento minimal Y,,, para algum n € N,

deste modo Y,, = Y,,,1 = ..., donde a cadeia (A.1) é estacionaria.

(b) = (a): Seja

YV, CY,C...CY,C... (A.2)
uma cadeia ascendente de abertos em X. Deste modo

YEDYSD... DY D .. (A.3)

¢ uma cadeia descendente de fechados em X, logo existe k € Ntalque Yy =Y,7 | = ...,
assim Y, = Yy = ..., donde a cadeia (A.2) é estaciondria.
(¢) = (f): Seja Y um subespago de X e Y C U X, uma cobertura aberta de Y. Em

i€l
particular 7 = (X;);cz é uma familia nao vazia de abertos de X. Seja I' a colegao de

todas as unides finitas de elementos de 7, logo I" é uma familia nao vazia de abertos
n

de X e entao, por hipotese, possui um elemento maximal W = U Xi,. Dadoz €Y

k=1
temos que existe ¢ € L tal que x € X;. Como W C WU X; e WU X, € I segue

que W = W UX;, donde z € W, assim Y C W. Portanto Todo subespaco de X ¢

quase-compacto.

(f) = (e): Se todo subespago de X é quase-compacto, entao, em particular, todo su-

bespaco aberto de X é quase-compacto.

(e) = (a): Seja

YoCY,C...CY,C... (A.4)

oo
uma cadeia ascendente de abertos em X. Tome B = U Y;. Note que B é abertoe B C
U Y; é uma cobertura aberta, logo admite subcobertura finita, ou seja, B C U Y,

=1 k=1

n

com i, € N. Assim B = UYik‘ Seja n = max{iy,...,i,}. Segue que B =Y, e,
k=1

consequentemente, Y, = Y, .1 = ..., donde a cadeia (A.4) é estacionéria.
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]

Definicao A.2. Um espaco topoldgico satisfazendo as condi¢oes equivalentes acima €

chamado Noetheriano.

Adiante veremos que todo espago topolégico Noetheteriano admite um nimero

finito de componentes irredutiveis, mas antes, vejamos o seguinte lema auxiliar.

Lema A.1. Sejam X um espaco topologico, I' a colecdo de todas as componentes
irredutiveis de X e Y1,Ys,...,Y, €. Se X = UYi entao T' = {Y1,Ys,..., Y, }.
i=1

Demonstracao. Seja Z uma componente irredutivel de X. Temos que Z = Z N X =
U Z NY;, desde que toda componente irredutivel de X é um fechado, segue que Z =
i=1

ZNY; para algum j € {1,...,n}, donde Z C Yj e, consequentemente, Z =Y. O
Proposicao A.4. Seja X um espago topologico. Se X é Noetheriano, entao admite

uma quantidade finita de componentes irredutiveis.

Demonstracao. Seja I' a colecao de todos os subespacos fechados de X que nao admite
uma quantidade finita de componentes irredutiveis. Suponha que I' # &. Desta
forma possui um elemento minimal Z. Como Z nao admite um ndmero finito de
componentes irredutiveis, em particular Z nao é irredutivel, assim podemos escrever
Z = Zy U Zy, onde Zy e Zy sao dois fechados préprios de Z. Deste modo, Z; e

Z5 admitem uma quantidade finita de componentes irredutiveis; podemos escrever
n

k
Z1 = U Zi; € Ly = U Zyj, onde Zy; e Zy; sao componentes irredutiveis de Z; e Zs,
i=1 j=1

k n

respectivamente, logo Z = U Z1; U U Zy;. Observe Zy; e Zy; sao irredutiveis em Z,
=1 7j=1

assim existem componentes irredutiveis Yy; e Ys; de Z tais que Z1; C Yy, e Zo; C Yoy,

k n
desta forma Z = U Y, U U Y5;. Segue do lema |A.1] que Z tem um numero finito de
i=1 j=1
componentes irredutiveis, o que é uma contradicao. Portanto I' = @. Em particular,

X admite um nimero finito de componentes irredutiveis.

]
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Apendice B
Teoria dos feixes

Definicao B.1. Seja X um espaco topologico. Um pré-feize de K-dlgebras (K um
corpo) F sobre X € uma aplica¢ao que associa cada aberto U C X a uma K-dlgebra
F(U) (os elementos de F(U) sao chamados de segcoes de F sobre U) juntamente com
a condigcdo de que para quaisquer abertos V C U de X ewiste um homomorfismo rvy :

F(U) — F(V) (chamado de mapa de restri¢io) tal que duas condigdes sao satisfeitas:
(i) Se W CV CU sao abertos de X entdo rwy = rw,y o rvy;
(1) Se V =U entao ryvy = Idru).

Definicao B.2. Sejam X um espacgo topolégico, F um pré-feixe de K-dlgebras sobre
X, W C X um aberto e W = U U; uma cobertura aberta de W. Se para toda familia

1€l
de se¢oes (8;)ier tais que s; € F(Us) e rynv,u,(si) = Tu,nu,u;(85) (para quaisquer
i,j € L), existe uma tunica se¢cao s € F(U) tal que ry, w(s) = s;, entao dizemos que
F é um feize de anéis sobre X e (X, F) € um espago topoldgico anelado. A se¢do s é

dita obtida por colagem das segoes sis.

Observacao B.1. Normalmente em um espago topologico anelado X denotamos seu

feixze por Ox.

Definicao B.3. Seja X e F um feixe. Dizemos que F é um feixe de func¢oes quando,
para todo aberto U C X, F(U) é uma K-dlgebra de fun¢oes K-avaliativas definidas
em U (isto é, fungoes do tipo f:U — K) e se V C U entao ryy(f) = flv (ou seja

a aplicagao de restri¢iao € simplesmente a restri¢dao usual de fungoes).

Definicao B.4. Sejam (X,0Ox) e (Y,Oy) espacos anelados, com Ox e Oy sendo
feize de funcgoes K-avaliativas. Dizemos que ¢ : X — Y € um morfismo de espacos

anelados se ¢ é continuo e para todo aberto U C'Y e g € Oy(U) devemos ter que

go ¢l € Ox(p H(U)).
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Proposicao B.1. Seja X um espaco topologico e U uma base de abertos em X . Supo-
nha que para todo aberto U € U tenhamos uma K-dlgebra F(U) de fungoes de U para

K, satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) Se V,;UeU,V CU ese F(U) entao s|y € F(V).

(i) Se um aberto U € U é coberto por abertos U; i € I (I uma familia arbitrdria de
indices) tais que U; € U; e se s : U — K € uma fungao tal que s|y, € F(U;),
entiao s € F(U).

Entao existe uma unico feixe de fungoes G (em X ) tal que para todo aberto U € U,

G(U) = F(U).

Demonstracao. Todo aberto U se X pode ser escrito como U = U U;, com U; € U,
i€l

desta forma defina G(U) := {s : U — K|Vi,s|y, € F(U;)}. Devemos mostrar que

G(U) independe da cobertura escolhida. Seja U = U W;, com W; € U, outra cobertura
jel
de U. Basta verificarmos que se s : U — K ¢ uma funcao tal que s|y, € F(W;) entao
s € G(U). Note que U = U(UZ N W;) (com ¢ variando em L e j em [). Dado z € U,
1,J
existem ¢ € I, j € L tal que z € U; N W, assim existe um aberto V; ;, € U tal que

x € V. C U NW;. Desta forma, obtemos que U = U Vijz (com ¢ variando em L, j

1,J,%
emIexemU), U; = U Vijz (com i fixo, j variando em [ e z em U;) e W; = U Viiz
1,5,% ,J,%
(com j fixo, ¢ variando em L e x em W;). Desde que s|w, € F (W), por (i) segue que

slv,,. € F(Vija) paratodoi € L,j € I ex € U, assim, por (ii), segue que s|y, € F(U;)
para todo I € L, logo s € G(U).

Naturalmente U ¢é uma K-algebra (com soma e multiplicagdo definidas ponto
a ponto). Agora vamos mostrar que G é um feixe. Sejam V' C U abertos de X e
s € G(U). Podemos considerar uma cobertura {V;} de V com V; € U ¢ V; C Uj,
assim s|y, € F(U;) implica s|y;, € F(V;), logo s|ly € G(V), assim a aplicagao restri¢ao

vy G(U) — G(V), dada por 1y (s) = s|y esta bem definida. Seja U = U X, uma
ieL
cobertura aberta arbitraria de U e (s;)er uma familia de fungoes tais que s; € G(U;)

e silu,nu; = Sjlu,nu;. Dado a € U existe 1 € L tal que x € U; desta forma defina
s(x) = s;(x), desta forma s : U — K estd bem definida, é a tnica funcao tal que
s|U; = s; e naturalmente pertence a G(U). Por tanto G é um feixe de funcgoes.

Por fim, a unicidade segue da construgao da G.

]

A proposicao nos garante que para definir um determinado feixe de fungoes

sobre um espaco topologico, basta definirmos um ”feixe”sobre uma base de abertos de
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tal espaco.
A seguir veremos alguns fatos sobre limite direto, os quais permitem falarmos sobre

os talos de um feixe.

Definigao B.5. Seja (I, <) um conjunto pré-ordenado (isto é, < satisfaz a reflexivi-
dade e a transitividade). Chamamos de sistema direto de conjuntos a um par (A;, f;i)
formado por uma familia de conjuntos {A;}icr e uma familia de fungoes fj; : Ay — A;

que estao definidas sempre que i < j tais que:
o fri= fkj ijl- sempre que 1 < J < k;
o fii = 1d,, =identidade de A;.

Defini¢ao B.6. Dizemos que uma familia de fungoes {u; : A; — Blic; € um sistema

direto de funcoes se u; = u; o fj; sempre que 1 < j.

Proposicao B.2. Seja (I,<) um conjunto pré-ordenado e dirigido a direita (isto €,
para cada i,j € I existe k € I tal que i <k e j < k) e (A, f;i) um sistema direto de

conjuntos.

(a) A relagao (x,i) ~ (y,j) se, e somente se, existe k € I tal que i < k,j < k e
fri(x) = fij(y) € uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto I' = UAi x {i};
icl
(b) A familia de fungoes {f;}icr definidas pela composi¢ao das aplicagoes candnicas
A =T = limA;, =T/ ~ € um sistema direto de mapas e lim A; = U fi(Ay);
— —
el
(¢) O par (lim A;, {fi}ier) definido em (b) € solugdo do sequinte problema universal:
%
Para cada sistema direto de conjuntos {u; : A; — B}ic; existe uma unica fun¢ao

w:limA; — B tal que uwo f; = u; para cada i € I;
—

(d) Se os Als sio K-algebras e os fj; sao homomorfismos de anéis, entao lim A;
%
admite uma estrutura de K-dlgebras que torna os fls homomorfismos de K-

algebras;

(e) Sob as condicoes de (d) se {u; : A; = B}icr € um sistema direto de K-dlgebras
e homomorfismos, entio a funcio u definida em (c) é um homomorfismo de

K-dlgebras;
(f) Se cada A; é um corpo, entdo lim A; é um corpo.
ﬁ
Demonstracao. (a) Reflexividade: Tomando k& = i temos que i < i e fi(z) =

fri(z) logo (z,i) ~ (x,1).
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Simetria: Temos que (z,i) ~ (y,j) se, e somente se, existe k € [ tal que
i < k,j<ke fr(r) = fij(y) se, e somente se, (y,7) ~ (z,17).

Transitividade: Se (z,i) ~ (y,j) e (y,j) ~ (2, k), segue que existem ly,ly €
tais que i < Iy, < l, fri(@) = fi;(y), § <ok <lye fi,j(y) = fi,u(2). Desde
que (I, <) é dirigido a direita, existe [ € I tal que l; <l e ly <, logo temos

1<l <
J<h <l
J<la <l
kE<ly <l

desta forma i < [, e k < le fi(z) = fu,(fui(®) = fu,(fi;(W) = fi;(y)
fllz(fl2j(y)) = fllz(fbk(z)) = flk(z)7 donde (I,Z) ~ (Z’ k)

Portanto ~ é uma relacao de equivaléncia em T'.

Dado (z,i) € I vamos denotar sua classe em lim A; por (z,7). Para cada i € I,
H
temos f; : A; — lim A;, dada por fi(z) = (z,i). Sejam i,j € I, tais que
%

i < j. Temos que (f; o f5i)(x) = f;(fji(x)) = (fji(x), ). s
J < ge fii(@) = 1da(fii(x)) = fi5(f5:(x), assim (z,7) ~ (f5i(2), 7), logo (z,7) =

(fji(x),7), ouseja, fi(x) = (fjofji)(x) para todo x € A;, logo f; = fjo f;; sempre
que i < j, donde {f;}ic; é um sistema direto de mapas.

Observe que i < j,

Por construgao, temos que U fi(A;) € lim A;. Dado (x,7) € I' temos que
—
icl
; ; . C (A, ; o
(x,1), donde 11_r>nAZ C UfZ(Az) Portanto 11_r>nAZ

iel

r € A;, assim fi(z)

Ufz’(Az‘)-

Defina v : lim A; — B, por u((z,i)) = u;(x). Vamos mostrar que u estd bem
%

definida. Sejam (z,7), (y,j) € lim A; tais que (z,i) = (y, j), assim existe k € I tal
%
quei < k, j < ke fri(z) = fij(y). Observe que u;(x) = wp(fri(x) = up(fr;(y)) =
uj(u), ou seja, u((z,i)) = u((y, ).
Note que uo f; = u;. Suponha que existe v’ : lim A; — B tal que v/o f; = u;,
H

segue que u'((x,1)) = u;(z) = u((z, 1)) para todo (z,i) € I', logo v’ = u. Portanto

u € unica.

A partir de (b) temos que lim A; = U fi(A4;). Assim, dados z,t € lim A;, existem
— —

il
i,j € I tais que z = fi(z) et = f;(y) paracertos x € A;,y € A;. Desde que (I, <)

¢ dirigido a direita existe k € I tal que i < k, j < k. Assim f;(x) = fe(fri(z))
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e fily) = fi(fr;(y)). Desde que fii(x), frj(y) € Ak, segue que as operagoes
fri(z) + fij(y) e fri(x).fr;(y) provenientes de Aj estao bem definidas. Desta

forma defina:

— — —
(2,t) — 2+t = fi(fri(@) + fr;(y))
e
— — —

(2,1) — 2t = fo(fii(®)-fi;(y))
vamos mostrar que tais operagoes estdao bem definidas. Suponha que z = f;(z) =
fu@) et = fi(y) = fy(y), e sejam k,m € I tais que fi(z) = fu(fri(2)),
fiw) = flfej(W), fu(x') = fulfme (@) e fi(y) = fm(fmjr(¥')). Queremos

mostrar que

Sielfei(x) + fi; (W) = fon (i (27) + finyr(¥)) (B.1)
Silfei(2)-fri () = fn(fonir (). fonge (Y)) (B.2)

Para que (B.1) (respectivamente (B.2)) seja verdadeira é suficiente encontrar

leltal quek <Ilm <le fulfis(®) + fii®) = fim(fonir (@) + frnyr (%))
(respectivamente fii(fri(2). fi;j(¥)) = fim(fmir(2'). fmj?(¥'))), 0 que é equivalente
a

Jue(fri(@)) + fre(fej(¥)) = fim(fomir (@) + fom (frnj (Y))
S (i) i (frg () = fim (fonir () frm (fingr ()

que por sua vez é equivalente a

fu(@) + fii(y) = fur (") + fije(y) (B.3)
fu(@) + fi;(y) = fur (=) + fiz () (B4)

Temos que existem iy, j; € [ tais que i < iy, ¢ < iy, fii(x) = fio(2), 7 < j1,5' <
g1 e fii(w) = fi,;7(y'). Desde que (I, <) é dirigido a direita, existe [ € I tal que
1; < I, j1 < 1. Observe que

Jui(w) = fu,(firi(x)) = fu, (firwr(2")) = frar (@) (B.5)

e analogamente

fi(@) = (fiyr (). (B.6)
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Somando (B.5) e (B.6) obtemos (B.3) e multiplicando (B.5) e (B.6) obtemos
(B.4), logo + e . estdo bem definidas em lim A;.
—

Observagao B.2. Note que + e . em lim A; independe do k escolhido na de-
_>
finicao.

Agora vamos mostrar que (lim A;, +,.) é uma K-algebra. Dados w,t,z €
—
lim A; existem 4, j, k € I tais que w = f;(z), t = f;(y) e z = fr(a). Logo
—

(i) w+ (t+2) = fi(z) + (fj(y) + fe(a)), dado [ € I tal que j <[, k <[, temos
que w + (t+ 2) = fix) + fi fi;(y) + fix(a)), assim para qualquer u € I tal
que i < uel < utemos w (4 2) = fulful@) + fulfis(y) + fula)) =
Julfui (@) +(Fur(fig (W) + Fur(fir (@) = Sul(Fui(2) + Fur (i (1)) + fu(fir(a)) =
ful(fui(@)+ fug W) + fur(@)) = ful fuu(fui(@)+ fu (W) + fur(a)) = fulfiu@)+
fui W) + frla) = (fi(x) + fi(y) + fi(a), ou seja, w+ (t + 2) = (w +1) + 2;

(i) w+t = fi(zr)+ fj(y), dado | € I tal que i < [,j < [ segue que w +t =
filhi(@) + fi;()) = filfi5(y) + fu(z)) = fi(y) + filz) =t + w;

(iii) Observe que f;(0) = f;(0), para quaisquer i,j € I, pois para qualquer
l €I tal que i <1,j <, segue que f;;(0) =0 = f;;(0), donde (0,4) ~ (0, 7).
Denotaremos f;(0) = 0 para todo ¢ € I. Observe que w+0 = f;(x)+ fi(0) =
fi(fi(x) + f:(0)) = fi(fu(z)) = fi(x) = w, logo 0 é o elemento neutro na
soma em liinAZ,

(iv) Desde que z € A; entao —x € A;, logo w + fi(—x) = fi(x) + fi(—z) =
fi(fis(x) + fu(—2)) = fi(0) = 0, donde w possui inverso na soma em 1i£n A;;

(v) wt = fi(x) + f;(y), dado I € I tal que i < [,j < [ segue que w.t =
Jilfi(@)-fi5(y) = filfi5(y)-fu(2)) = t.w;

(vi) w(t+ 2) = fi(x)(f;(y) + fr(a)), dado I € I tal que j < I, k <[, temos que
w(t+z) = filx)(fi( fi;(y)+ fie(a))), assim para qualquer u € I tal que i < u
el <wutemos w(t +2) = fulfui(2)-fu(fi; (W) + fir(a))) = fulfui(2) fus(y) +
fui(@)- fur(@)) = fulfuu(Fui(@)- fug (V) + fuu(fui(@)- fur(@))) = fu((fui(2)-fui(y))+
fulFui()-fur(@)) = fi@) [;(y) + fi(x) fi(a) = wt + wz;

(vii) Observe que f;(1) = f;(1), para quaisquer ¢, j € I, pois para qualquer [ € [
tal que i < [,j < [, segue que fi;(1) = 1 = fi;(1), donde (1,7) ~ (1,7).
Denotaremos f;(1) = 1 para todo i € I. Observe que w.1 = fi(z).fi(1) =
fi(fu(x).fu(1) = fi( fus(x)) = fi(x) = w, donde 1 é o elemento neutro de .

em lim A;;
ﬁ
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(vili) De maneira andloga a (vii) observe que fi(a) = f;(a) para todo a € K,
donde K C lim A;.
—

Segue dos itens acima que lim A; é uma K-élgebra.
—
Dadoi € I e x,y € A;, seja j € I tal que i < J. Logo fi(z) + fi(y) =
[ilf5i(@)+ f5(y) = [;(fii(z+y)) = fi(z+y), analogamente f;(z).fi(y) = fi(z.y).
Por fim, f;(a) = a como definimos em (viii). Portanto f; é homomorfismo de K-

algebras para todo ¢ € I.

(e) Dados w,t € lim A;, existem 4,j € [ tais que w = fi(z) e t = f;(y). Desde
que (I,<) é dir?gido a direta, existe k € I tal que i < ke j <k, assim w+ ¢ =
Ji(fri(z) + fij(y)), logo u(w+1t) = w(fu(fui(@) + fa; () = w((fui(z) + fis(y)) =
ur(fri(2)) + w(fii(y) = wilz) + ui(y) = u(fi(z)) +ulfi(y) = u(w) + u(t),
analogamente u(w.t) = w(w).u(t). Por fim, temos que u(1l) = wu(f;(1)) para

qualquer i € I, logo u(1) = u;(1) = 1. Portanto u é homomorfismo de anéis.

(f) Seja w € lim A; — 0, logo existe ¢ € I tal que w = f;(x) para algum x €
%
A; —0, assim 27! € A;, logo f;(z7') = (fi(z))™' := w™! pois f; ¢ homomorfismo.
Portanto lim A; é corpo.
H

[
Definicao B.7. O conjunto lim A; é chamado de limite direto do sistema (A;, f;i).
%

Seja (X, Ox) um espago topoldgico anelado. Dado = € X, considere L, sendo a
colec@o de todos os abertos de X contendo z. Observe que (L, D) (relagao de inclusao
contraria) é um conjunto pré-ordenado e dirigido a direita, e os pares (Ox(U),rvu)
(onde U,V € L, e U 2 V) formam um sistema direto de K-algebras e homomorfismos.

Aplicando a proposi¢ao acima obtemos a K-dlgebra Ox , := limU Ox(U).
—re

Definicao B.8. Com as notagoes acima Ox, € chamado de talo de Ox no ponto x.
Se s € Ox(U), x € U, denotamos a classe de s em Ox, por s, e a chamamos de

germe de s em x.

Observagao B.3. Quando Ox é um feixe de funcgoes, temos que se f, = g, com
f e Ox(U) ege Ox(V) (U eV abertos contendo x) entdo existe um aberto W
contendo x tal que W CUNV e fIW = g|W. Em particular f(x) = g(x).
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Apendice C
Acoes de grupos

Definicao C.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Dizemos que G age em X se

existe um mapa ¢ : G x X — X, denotado por ¢(x,y) = x -y, tal que:
(A1) x1 - (x9 - y) = (z122) - y, para quaisquer x1,22 € G ey € X;

(Ay) e-y =1y, para todoy € X.

FE neste caso dizemos que X €é um G-conjunto.

Proposicao C.1. Sejam G um grupo, X um conjunto e P(X) o grupo das permutagoes
de X. Dada uma aplicacio ¢ : G x X — X ex € G seja ¢, : X — X, definida
0:(y) = w(z,y). Entio ¢ € uma acao de G em X se, e somente se, a aplicagcdo

Y G — P(X), dada por ¥(x) = ¢, € um homomorfismo de grupos.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ é uma acao de G em X. Dados 1,70 € Gey € X
temos que Y(z122)(y) = (z122) -y = @1 - (22 - y) = Y(x1)(P(22(y))), desde que y
é arbitrario, segue que ¥ (r1z3) = ¥(x1) o ¥(x9). Naturalmente ¢(e) é a aplicagdo
identidade de X gragas a condigao (Ay), assim ¥ é um homomorfismo de grupos. A

reciproca segue direto da definicao de . O]

Exemplo C.1. Para cada v € G seja ¢, : G — G dado por ¢,(y) = xyz~'. Natural-
mente a aplicagcao Inner : G — Aut(G), dada por Inner(z) = ¢, é um homomorfismo
de grupos, assim o mapa C: G X G — G, dado por C(z,y) = c.(y) € uma acdo de

G em st mesmo, o qual chamamos de a¢ao interna de G.

Definicao C.2. Seja X um G-conjunto. Dado y € X, chamamos o conjunto G -y :=
{z - y|z € G} de drbita de y (com relagao a G).

Observe quey € G-yese G-zNG -y # & (2 € X) entdo G-z = G -y (de fato, se
g-z=h-y,comg,he€ G, entaoz=g "' (g-2) =gt (h-y) €G-y, assimz-2z € G-y,
para todo x € G, logo G - z C G - y). Portanto X escreve-se como uma uniao disjunta

de suas drbitas distintas.
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C. Agoes de grupos

Definigao C.3. Seja X um G-conjunto. Dizemos que G age transitivamente em X se

G-y =X para algum y € X.

Desde que cada érbita é fechada sobre a agao de G em X, temos que G age transi-

tivamente sobre cada dérbita em X.

Definig¢ao C.4. Seja X um G-espago ey € X. O subgrupo G, = {zr € Glzy=y} CG

¢ chamado de grupo de isotropia (ou estabilizador) de y.

Proposicao C.2. Com as notacdes da definicdo acima, temos que:
(1) A cardinalidade da orbita G -y € igual a (G : Gy).

(ii)) Se z = x -y, para algum © € G, os grupos G, e G, sao conjugados, isto €,
2Gyr~t = G,.

Demonstragao. (i) Considere a aplicacao £ : G/G, — G-y, dada por {(2Gy) = x-y
(G/G, é o conjunto das classes laterais a esquerda). Naturalmente { estd bem
definida. Se z, -y = x5 -y entdo (z3'zy) -y = vy, logo z3'z; € G,, assim
22G, = 121Gy, donde & € injetiva. Dado z € G -y, existe x € G tal que z = x - y,

desta forma £ é naturalmente sobrejetora.

(ii) Tome w € Gy, note que (zwz™!') -z = (zwz™) - (z-y) = (zw) -y =z - (w-y) =
x -y = z, assim zwz~' € G, logo 2G,z~t C G,. Por outro lado, se w € G,
temos que (z 7 wz) -y = (z7w)-z =27z =2t (z-y) =y, assim 2" twz € Gy,
logo z7'G,x C G, o que implica G, C G,z .

[

Definigao C.5. Seja X um G-conjunto. Dizemos que y € X € um ponto fixo de G se
x -y =y para todo x € G, ou seja, G = G,. O conjunto dos pontos fizados de G €
denotado por X©.

Exemplo C.2. Considerando a ac¢do interna de G, Inner : G — Aut(G), temos
que a orbita de y € G € a classe de conjugagao de y e seu grupo de isotropia é seu
centralizador Cq(y) = {r € Glzyz™" = y}. O congunto dos pontos firos € justamente

o centro de G, o qual é denotado por Co(G).
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