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Resumo

Neste trabalho investigamos resultados de lineabilidade e versoes multipolinomiais de
desigualdades classicas. Na primeira parte, inspirados por um trabalho publicado em 1987,
por 1. J. Maddox, demonstramos um resultado de lineabilidade relacionado a operadores
absolutamente somantes em espagos de sequéncias. Em seguida, introduzimos uma nocao
mais restritiva de lineabilidade e generalizamos teoremas relacionados a lineabilidade dos
conjuntos £\ Up<yep g € Lp[0, 1\ U, > Lg[0, 1]. Além disso, essa nova abordagem foi ex-
plorada também no contexto de curvas de Peano, tomando como referéncia um trabalho
de Albuquerque et al., 2014. Na segunda parte, realizamos um breve estudo sobre multipo-
linbmios homogéneos, com o objetivo de obter versdes multipolinomiais para as desigualdades

de Kahane—Salem—Zygmund e Hardy-Littlewood.

Palavras-chave: Lineabilidade, operadores absolutamente somantes, espacos de sequéncias,

curvas de Peano, multipolindbmios homogéneos.
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Abstract

In this work we investigate lineability results and multipolynomial variants of classical
inequalities. In the first part, inspired by a paper published by I. J. Maddox, in 1987, we
prove a lineability result related to absolutely summing operators in sequence spaces. Next,
we introduce a more restrictive notion of lineability and generalize theorems on the lineability
of the sets £\ Up<y<p e and Lp[0, 1\ U=, Lg[0,1]. Moreover, this new approach is also
explored in the context of Peano curves, motivated by a paper due to Albuquerque et al., 2014.
In the second part, we present a brief study on homogeneous multipolynomials, with the aim
to obtain multipolynomial variants of the Kahane-Salem—Zygmund and Hardy—Littlewood

inequalities.

Keywords: Lineability, absolutely summing operators, sequence spaces, Peano curves, ho-

mogeneous multipolynomials.
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Introducao

Parte I: Resultados em lineabilidade e espacabilidade

Lineabilidade é uma linha de pesquisa que tem como propdsito a busca por espacos
vetoriais (fechados ou nao) de dimensao infinita em ambientes a priori desprovidos de line-
aridade. De maneira geral, podemos descrever lineabilidade como um conjunto de técnicas
de Algebra Linear e Anélise Real para construgao de espagos vetoriais “grandes” em certas

estruturas matematicas.

Historicamente, os primeiros indicios sobre os termos lineabilidade e espacabilidade
aparecem no classico trabalho de V. Gurariy, em 1966 [79], no qual foi provado que a familia
de fungoes continuas definidas no compacto [0, 1] e que nao sao diferencidveis em ponto algum
contém, exceto pela funcao identicamente nula, um espaco vetorial de dimensao infinita.
Notadamente, o resultado surpreendeu a comunidade académica naquele momento, tendo em
vista a dificuldade de se explicitar e exemplificar fungoes com esse comportamento cadtico.
Por outro lado, a técnica abordada pelo autor na construgao dos espacos vetoriais em questao
também é um dos aspectos mais atrativos da pesquisa. A partir dai, varios outros trabalhos
comecaram a ser produzidos tomando como base a estratégia adotada por Gurariy.

E valido mencionar que, para muitos autores, a grande inspiracao para Gurariy foi o
trabalho de Levine e Milman, em 1940 [98]. Essencialmente, eles provaram que o subconjunto
de C[0, 1] de todas as fung¢oes com variagao limitada, ndo contém um subespago fechado de
dimensao infinita. Seria, portanto, um dos primeiros resultados em espagabilidade (no caso,
nao-espagabilidade) a contribuir para o surgimento dessa proficua teoria.

Nos ultimos anos, a busca por estruturas vetoriais em ambientes exdticos ganhou noto-
riedade e muitos trabalhos foram desenvolvidos nas mais diversas areas como, por exemplo,

Teoria dos Conjuntos, Probabilidade, Teoria da Medida, Anélise Complexa, Geometria dos



Espacos de Banach, Topologia, Caos Linear, etc. Apenas para citar alguns, ha resultados
de lineabilidade e espacabilidade nos seguintes temas: subconjuntos de funcdes reais, funcoes
continuas e diferencidveis em nenhum ponto, funcionais que atingem a norma, hiperciclici-
dade, séries e somabilidade, polindmios e conjuntos de zeros em espacos de Banach, operado-
res nao-absolutamente somantes, ideais de operadores, andlise complexa e holomorfia, funcgoes
mensurdreis e nao-mensurdveis, curvas de Peano em espacos vetoriais topoldgicos. Recomen-
damos, por exemplo, os trabalhos [2,4, 18,24, 25 38,39, 44-49,52 53,68,80,83, 111, 116].

A abordagem de lineabilidade/espagabilidade em ambientes exdticos permitiu a inves-
tigacao de fenémenos patolégicos que acabam ocorrendo em Anélise Real como, por exemplo,
as famosas classes de “strange functions” [32]. Uma referéncia recente sobre o tema é [13].
Formalmente, se V' é um espago vetorial, & um nimero cardinal e A C V um subconjunto,

entdao A é dito ser:
e «a-linedvel se existe um espago vetorial W com dim W = a e W\ {0} C A.
Além disso, se V' for um espago vetorial topolégico, dizemos que A é:
e «a-espagdvel se existe um espago vetorial fechado W com dim W = a e W\ {0} C A.

Em geral, dizemos simplesmente que A é linedvel ou espagdvel quando o respectivo
espaco vetorial existente possui dimensao infinita, isto é, se a > Ny, onde Ny denota a car-
dinalidade de N. Nesse mesmo contexto, outros termos foram cunhados como, por exemplo,
a nocao de lineabilidade mazimal introduzida por L. Bernal-Gonzélez em [37]. Dizemos que
A é linedvel maximal quando A é dim (V')-linedvel, ou seja, quando o resultado é étimo em
termos de dimensdo. E importante mencionar que a “ordem”de lineabilidade pode nao ser
atingida, i.e., pode ocorrer que nao exista um cardinal maximo u tal que um conjunto A
seja p-linedvel (ver [21, Example V.2]). Geralmente, a grande motivagdo nos resultados de
lineabilidade e espagabilidade é construir espagos vetoriais que sejam os melhores possiveis
(em termos de dimensao). Além disso, quando trocamos o espago vetorial W por uma élgebra
M, obtém-se as nocgoes de algebrabilidade, a-algebrabilidade e a-algebrabilidade forte. Estas
e outras nomenclaturas podem ser encontradas em [14,19,20,27-29, 31, 33,34, 38,52] e na
recente monografia [21].

No primeiro capitulo, apresentamos a nogao classica de lineabilidade/ espagabilidade
e obtivemos um resultado relacionado com operadores absolutamente somantes. O artigo

central deste tépico foi [118]:

e D. Tomaz, Linear structure in certain subsets of quasi-Banach sequence spaces, Linear

Multilinear Algebra. 67 (2019), 1561-1566.
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Em 1987, a partir de resultados obtidos por M. S. Macphail em 1947 [101], Maddox em

[102] provou o seguinte resultado:

Teorema. [102, Theorem 4]. Sejam 0 < p <1l el < s <r < co. Entdo o operador

identidade i : ¢, — {,, ndo € (r, s)-absolutamente somante.

Ou seja, nas hipdteses anteriores, o conjunto dos operadores lineares limitados em ¢,
com 0 < p < 1 que nao sdao absolutamente somantes é ndo vazio. O nosso objetivo foi
tentar construir um espacgo vetorial de dimensao maxima possivel contido no conjunto acima.
Usando o teorema anterior e denotando por ¢ a cardinalidade de R, o resultado central do

primeiro capitulo é:

Teorema. Sejam 0 <p <1l el <s<r <oo. Entao L (lp;lp) \Uicscreoo [rs (bpily) €

c-linedvel. Além disso, o resultado € dtimo no sentido de que nao € vdlido para p > 1.

O segundo capitulo possui como objetivo essencial apresentar uma nogao mais restri-
tiva do conceito de lineabilidade/espagabilidade. O sentimento de que aparentemente “tudo
é lineavel”, tendo em vista que resultados positivos nessa teoria sao muito comuns, nos leva-
ram a investigacdo de uma definicdo mais refinada, que exige propriedades geométricas mais
robustas dos conjuntos investigados. Outra motivacao consiste em explorar as limitagoes
provenientes da conhecida técnica do “vetor mae”, bastante utilizada na abordagem classica.
Perceberemos ao longo dos resultados, que somente a aplicacao da referida técnica nao sera
suficiente em geral para a obtencao das estruturas vetoriais. Nessa etapa, o artigo central do

nosso texto [70] foi construido em colaboragao com V. V. Favaro e D. M. Pellegrino:

e V. V. Fdvaro, D. Pellegrino and D. Tomaz, Lineability and spaceability: a new appro-

ach, Bull. Braz. Math. Soc. (N.S) 51 (2020), 27-46.

Uma motivagao inicial neste capitulo foi o trabalho [106], no qual os autores, de maneira
intuitiva, chamavam atencao dos leitores para um fortalecimento do conceito de lineabilidade,
apresentando a nog¢ao de lineabilidade A-pontual, onde A é um ntmero cardinal. Com isso,

introduzimos a seguinte definicdo que recupera a nocao usual apresentada anteriormente:

Definigao. Sejam «, 8, A numeros cardinais e V. um espaco wvetorial, com dimV = X e
a< B <A Um conjunto A C V € dito:

(1) (a, B)-linedvel se € a-linedvel e para todo subespago W, CV com W, C AU{0} e
dim Wy, = «, eziste um subespaco Wg CV com dimWs = e W, C Wg C AU {0}.
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(ii) (o, B)-espagavel se é a-linedvel e para todo subespago Wy C V' com W, C AU{0}
edim W, = «, existe um subespaco vetorial fechado Wg C V com dimWg =3 e W, C Wg C
AuU{0}.

Note que a nogao original de lineabilidade/espagabilidade é exatamente o caso em
que « = 0, ou seja, o caso (0, 5)-linedvel é precisamente o caso [-linedvel. Intuitivamente,
essa noc¢ao possui um carater geométrico. No capitulo 2, os principais resultados do texto
aparecem em espagos ¢, e em espagos L, [0,1]. Um deles consistiu na generalizacao do
resultado obtido por Botelho et al. em (2011) na referéncia [16], relacionado a espagabilidade
do conjunto £,\ U, <q<p {,. A estratégia adotada pelos autores foi utilizar uma classe de
espacos de sequéncias mais abrangente, chamados espacos de sequéncias invariantes. Esses

espagos formalmente sao definidos da seguinte forma:

Definicao. [16, Definition 1.1] Seja X # {0} um espago de Banach sobre K =R ou C.

(a) Dado x € XV, definimos x° da seguinte forma: se x tem apenas um nimero finito
de coordenadas ndo nulas, entdo z° = 0; caso contrdrio, x° = (acj)j.il onde x; € a j-ésima
coordenada nao nula de x.

(b) Um espago de sequéncias invariante sobre X € um espago de dimensao infinita E
Banach ou quasi-Banach de sequéncias de elementos de X que satisfaz as sequintes condigoes:

(b1) Para x € XN tal que 2° # 0, x € E se, e somente se, 2° € E e, além disso,

lz|| < K HxOH para alguma constante K que depende de E.

o0

(02) llzsll < llzll, para cada x = (x;);2, € E e cada j € N.

Utilizando essa nogao de espago invariante, os autores em [416, Corollary 1.6], provaram
que o conjunto £,\ U, <q<p ¢y é c-espagavel. Invocando a definicao anterior de lineabilidade,

mostramos um dos resultados principais do nosso texto:

Teorema. Para todo p > 0 o conjunto £,\ U0<q<p Uy € (a,¢)-espacdvel em £, se, e somente

se, a < Ny.

No contexto de espacos L, [0,1], p > 0, adaptando de maneira criativa as técnicas de [46,
Corollary 1.6, Botelho et al. no artigo [43], provaram que o conjunto Ly [0, 1]\ U, Lq [0, 1]
é c-espagavel em L, [0,1]. Nesse contexto, nosso principal resultado prova que o referido
conjunto é (1,c¢)-espagavel; ao contrario do que fizemos para espagos de sequéncias, nao
conseguimos um resultado englobando («, ¢)-espagabilidade para o > 1:

Teorema. L,[0,1]\ | Ly [0,1] € (1,c)-espagdvel em L, [0, 1] para todo p > 0.
a>p

iv



No terceiro capitulo, investigamos os conceitos de lineabilidade e espacabilidade no con-
texto das curvas de Peano. Historicamente, as curvas de Peano foram introduzidas em meados
de 1890 pelo matemético italiano Giuseppe Peano (1858-1932). Contrariando a intui¢ao de
muitos mateméticos da época, Peano construiu, em [110], uma aplicacdo continua e sobreje-
tiva (curva de Peano) do intervalo unitario I = [0,1] no quadrado I? = [0,1] x [0,1]. Esse
resultado motivou a construgao de outras aplicagoes continuas e sobrejetivas entre espacos eu-
clidianos e espagos topoldgicos mais gerais e, posteriormente, a investigagao de propriedades
exdticas como lineabilidade, espagabilidade e algebrabilidade. Veja, por exemplo, os traba-
lhos [2—4,40]. No nosso caso, motivados por resultados obtidos por Albuquerque, Bernal,
Pellegrino e Seoane, em [4], aplicamos a técnica de lineabilidade apresentada anteriormente
e investigamos a presenca de estruturas lineares no ambito de aplicagoes continuas e sobre-
jetivas, em espagos euclidianos e numa classe particular de espacos topolégicos, conhecidos
como espagos o-Peano.

Um resultado que merece destaque nesse contexto é o Teorema de Hahn-Mazurkiewicz

(veja [84] ou [126, Theorem 31.5]), que caracteriza topologicamente os espagos de Peano.

Teorema (Hahn-Mazurkiewicz). Um espago topoldgico de Hausdorff ndo-vazio é a imagem
continua do intervalo unitdrio se, e somente se, é compacto, conexo, localmente conexo e

metrizdavel.

Espacos de Hausdorff, que sao a imagem continua do intervalo unitario, sao chamados
de espacos de Peano, ou seja, um espaco de Peano é um espaco topoldgico de Hausdorff
compacto, conexo, localmente conexo e metrizavel.

Fixemos algumas notacoes que serao usadas. Dados M, N € N, denotamos por C (]RM , RY )
o espaco das funcoes continuas de RM em RY e por CS (]RM ,RY ) o conjunto de todas as
funcoes continuas e sobrejetivas de RM em RY. Para nossa abordagem em lineabilidade,

consideraremos o seguinte subconjunto:
CS~ (RM,RN) = {f eC (RM,RN) : 71 (a) é ilimitada para todo a € RN} )

Nos resultados de lineabilidade, como foi destacado, utilizaremos também uma nocao

mais geral de espagos de Peano, conhecidos como espagos o-Peano.

Definigao. [4, Definition 3.1] Um espaco topoldgico X é um espago o-Peano se existe uma

sequéncia crescente de subconjuntos

KickKeyCc---CK,C---C&Xx,



tais que cada um deles ¢ um espaco de Peano munido com a topologia herdada de X e cuja

unido é o espago X, ou seja, |J K, = X.
meN

Apresentadas as notagoes, os resultados centrais desta etapa foram:

Teorema. Seja X um espago vetorial topolégico o-Peano. Entdo CS (R, X) € (1, ¢)-linedvel
em C (R, X).
Teorema. CS. (R,RN) é (1,c¢)-espagavel em C (R,RN).

As ideias desta etapa fazem parte do preprint:

e N. G. Albuquerque and D. Tomaz, A new approach on the lineability of the set of Peano

CUTves.

Parte II: Abordagem multipolinomial de desigualdades classicas

Recentemente, T. Velanga em [121] introduziu a nogao de multipolinémios homogéneos,
cujo principal propésito foi unificar as teorias outrora consolidadas de polinémios homogéneos
e aplicacoes multilineares. E importante destacar também que o conceito de multipolinémios
ja havia sido apresentado anteriormente em uma outra linguagem por Chernega e Zago-
rodnyuk em [56]. Dados Ey,..., E,,, F espagos de Banach sobre um corpo K, que pode ser

R ou C, temos:

Definicao. [121, Definition 3.1] Sejam m € N e (ny,...,n,) € N™. Uma aplica¢io P :

Ey x -+ X Ep — F € um polindmio (nq,...,ny,)-homogéneo se, para cada i =1,...,m, a
aplicacao

P(J,‘l,... y Li—1y "y Titl, - - .,l‘m) : El — F
€ um polinomio n;-homogéneo para todo x1 € Eq,...,xi—1 € Fj_1, ;41 € Eiy1,...,om € By
fizados.

Quando m = 1, temos o conceito de polinémio ni-homogéneo, e quando n; = -+ =
ny, = 1, recuperamos a nogao de aplicagoes m-lineares. Recordemos que uma aplicacao

P : F — F é um polindbmio m-homogéneo se existe um operador m-linear

T:-Ex---xFE—F

tal que
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para todo = € E.

Motivados pela abordagem acima e os resultados de [121], o objetivo principal na se-
gunda parte da tese foi tentar obter versdes multipolinomiais das Desigualdades de Kahane—
Salem—Zygmund e Hardy-Littlewood. Observe que essa etapa possui, de certa forma, um
carater independente dos demais capitulos, uma vez que os resultados anteriores giraram em
torno dos temas lineabilidade e espagabilidade. A Desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund
apareceu pela primeira vez provavelmente no trabalho [88]. Essencialmente, ela utiliza ferra-
mentas probabilisticas para construir polinémios homogéneos e operadores multilineares que
tém normas relativamente pequenas. Recordemos uma versao no contexto multilinear que
aparece em [5, Lemma 6.1] e também em [0, Lemma 3.1]. Como usual, para p € [1,+40o0],
denotaremos por ¢ o espago n-dimensional K" munido da norma ||||p Além disso, para

q > 1, definimos « (q) := méx {% - %,0}-

Teorema. (Desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund). Sejam m,n > 1, p € [1, +oc]. Entao

existe uma aplicagao m-linear A : £ x --- x £ — K da forma

A (m(l),...,x(m)) = Z 5i1,...,¢m$£11)---x(m),
i1,yim=1
com &;, . € {—1,1}, tal que

JA]l < Crn - 2o,
onde C,, é uma constante positiva que depende apenas de m.

Provaremos uma versao multipolinomial da desigualdade acima e a usaremos na ob-
tencao da otimalidade dos expoentes da Desigualdade do tipo Hardy—Littlewood para mul-
tipolinomios. Historicamente, a Desigualdade de Hardy—-Littlewood consiste numa genera-
lizacao de outra desigualdade famosa, conhecida como Desigualdade de Bohnenblust—Hille,
no contexto multilinear ou polinomial. No caso de multipolinémios homogéneos, a situacao
nao é diferente.

Em 1931, [43, Theorem I], Bohnenblust e Hille provaram a famosa Desigualdade mul-
tilinear de Bohnenblust—Hille. Esta nos afirma que, para todo inteiro positivo m > 1, existe
uma constante Ck ,, > 1 tal que, para toda forma m-linear 7" : {3, x --- x £ — K e todo

inteiro positivo n,

n 2m

2m_
Y T (g€, ™ < Crm [T,

J1yeejm=1
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onde

1T := sup ‘T (z(l),...,z(m)ﬂ .

2 2(MeBm
o0

2m

a7 € otimo, isto ¢, a constante acima mencio-

Um detalhe relevante é que o expoente
nada nao depende do inteiro positivo n. Nos tltimos anos, tem se intensificado a busca sobre
o comportamento e as melhores constantes Cr ,,, para a desigualdade. Além disso, esse resul-
tado possui inimeras aplicacées em areas como Andlise Complexa e Harmonica, Teoria dos
Nuimeros, Teoria da Informacao Quantica e até mesmo Teoria dos Jogos. Veja, por exemplo,
[9,16,104].

A Desigualdade de Hardy—Littlewood consiste numa generalizacao da Desigualdade de

Bohnenblust-Hille para espagos ¢,. Em 1934, Hardy e Littlewood, em [81], apresentaram o

caso bilinear e, em 1981, Praciano-Pereira [113] obteve uma versdo no contexto multilinear:

Teorema (Hardy-Littlewood/Praciano-Pereira). Sejam m > 2 um inteiro e

p=(p1,..-,pm) € [1,+00]™ tais que ‘%

=L 4.4 L < L Entdo existe uma constante
p1 Pm 2

C’gip > 1 tal que, para toda forma m-linear continua T : £y X --- x £, — K

mr1-a[3]
(o) 2m 2m
_o| 1
ST T (ess.veg) "] < CE LT
j17~"7jm:1

Além disso, o expoente 27’”1 € otimo.
m+1—2‘5’

No contexto de polindomios homogéneos, a Desigualdade polinomial de Hardy—-Littlewood

[11] garante que, dados m,n > 1, se P ¢ um polinémio m-homogéneo em £y, com 2m < p < oo

dado por P (x) = > aq (P)x%, entdo existe uma constante Cuzéoinp > 1 tal que
|a‘:m ’ ’.
mp+p—2m
2mp
__2mp__ pol

> laa (P)[rwse=am < Oy 121

|a)=m
onde

IP[ := sup [P (x)].
CEEB[IPL

mn

Quando substituimos ¢} por (7,

obtemos a versao polinomial da Desigualdade de
Bohnenblust—Hille [5,43]. Mais precisamente, dados inteiros positivos m >2en > 1, se P é

um polinomio homogéneo de grau m em ¢2 dado por P (x) = > aq (P)x%, entao existe
|a|=m
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uma constante Bgﬁnm > 1 tal que

> laa (P | <BELIPI.
la|=m
Uma informacao interessante, é que em 2014, Bayart, Pellegrino e Seoane-Sepilveda,
em [35], obtiveram, até o momento, as melhores estimativas conhecidas para as constantes
na Desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille. Em [121], Velanga, entre outros resul-
tados, obteve uma Desigualdade do tipo Bohnenblust—Hille no contexto de multipolinémios

homogéneos:

Teorema. [121, Theorem 6.3] Sejam m,ny,...,n, inteiros positivos fizados. As sequintes
condi¢oes sao equivalentes:

(1) Eziste uma constante Cp, . p,, > 1 tal que

1
p
> lca)_atm (PP | < Coyon 1P|
|a(1)’:n1,u.,|a(m)|=nm
para todo polinomio (ni,...,ny)-homogéneo P :cy X --- x cg — K.
(i1)
2 (Z;n:m])

p=

(ZTzlnj) +1
Utilizando argumentos similares, obteremos uma versao da Desigualdade de Hardy-

Littlewood no contexto acima. Mais precisamente em [119] provamos o seguinte teorema:

Teorema. (Desigualdade multipolinomial de Hardy—-Littlewood) Sejam m,nq, . .., ny, inteiros
m
positivos, s € (0,+00) e p > 2M, onde M = Y nj. Entdo as seguintes afirmacoes sio
j=1
equivalentes:
(1) Existe uma constante Cﬁ_wnm,s > 1 tal que
K
Z |Ca(1)...a(m) (P)‘S < Cnl,...,nm,s HPH
|a(1)’:n1,...,‘a<m>|:nm
para todo polinémio (ni,...,npy)-homogéneo P : £, x --- x £, — K da forma
ey (M)
P (l‘(l), e ,x(m)) = Z Co))_om) (P) (:C(l)> e (az(m)) ;
’a(l)‘:nl,...,|o¢<m)’:nm
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2 (ZT:I”J) p
(Z;‘Zl”j) p+p—2 (Z;”Zln]) |

Para obtencao dos resultados principais, como ja foi destacado, obtivemos uma versao

s >

da Desigualdade de Kahane—-Salem—Zygmund para multipolinémios homogéneos. Talvez isso
tenha sido uma contribui¢do do trabalho, uma vez que, na abordagem feita por Velanga, foi
usada a versao multilinear da Desigualdade de Kahane—-Salem—Zygmund. Os resultados deste

tépico estao presentes em:

e D. Tomaz, Hardy-Littlewood inequalities for multipolynomials, Adv. Oper. Theory. 4
(2019), no.3, 688-697.
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Capitulo

Lineabilidade em espacos quasi-Banach e

operadores somantes

Sejam V' um espago vetorial, &« um nimero cardinal e A C V um subconjunto. Dizemos
que A é a-linedvel quando existe um espago vetorial W com dim W = a e W\ {0} C A. Se
V for um espaco vetorial topoldgico, dizemos que A é a-espagdvel quando existe um espaco
vetorial fechado W com dim W = a e W\ {0} C A. Dizemos simplesmente que A é linedvel
ou espag¢dvel quando o respectivo espago vetorial existente possui dimensao infinita, ou seja,
se o > Ng. Além disso, dizemos que A é linedvel mazimal quando for dim (V')-lineavel, ou
seja, quando o resultado for o melhor possivel em termos de dimensdo. Como mencionamos
na introdugao, o conceito de lineabilidade tem sido explorado em muitos contextos diferentes,
e tem uma literatura recente bastante rica e diversificada. Para mais detalhes, recomendamos
o livro [21].

No presente capitulo, apresentamos um resultado de lineabilidade relacionado a opera-
dores absolutamente somantes em espacos quasi-normados. Mais precisamente, mostraremos

que existe um espaco vetorial de dimensao ¢ no conjunto
L (€p; £p)\ U HT’S (Lps £p) U {0}
1<s<r<oo

com 0 < p < 1. Os resultados apresentados fazem parte do artigo:

o D. Tomaz, Linear structure in certain subsets of quasi-Banach sequence spaces, Linear

Multilinear Algebra. 67 (2019), 1561-1566.
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1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

Nosso resultado se apoia fortemente no trabalho publicado por Maddox, em 1987 [102].
A partir de resultados de Macphail apresentados em [101], Maddox conseguiu provar que o
operador identidade i : ¢, — £, nao é (r, s)-absolutamente somante, quaisquer que sejam
1<s<r<ooel<p<l1. Oresultado de Maddox ¢é interessante, pois evidencia uma clara
ruptura de comportamentos entre os casos p < 1 e p > 1, visto que é bem conhecido que tal
resultado é impossivel para p > 1. A existéncia do operador identidade com as propriedades
desejadas foi indispensavel para aplicacao da técnica conhecida como “vetor mae”utilizada
na demonstracao de nosso resultado. As limitacGes da técnica do vetor mae sdo, de certa
forma, a motivacao do Capitulo 2 de nosso trabalho, inspirando a introducao do conceito de

(a, B)-lineabilidade.

1.1 Preliminares

A teoria de operadores absolutamente somantes possui um papel de destaque na Teoria
dos Espacos de Banach. Em meados da década de 50, sob o pioneirismo do célebre matematico
Grothendieck, testemunhou-se o nascimento da teoria de operadores absolutamente somantes
com a publicacdo do artigo [78], conhecido como Résumé. Nesse artigo, Grothendieck mostra
que todo operador linear continuo de /1 em #5 é absolutamente somante, isto é, leva sequéncias
fracamente somaveis de £; em sequéncias absolutamente somaveis em 5. Os resultados do
Résumé de Grothendieck ficaram pouco explorados por algum tempo, provavelmente devido
a dificuldade de compreensao dos argumentos envolvendo produtos tensoriais. Na década
de 60, Mitiagin, Lindenstrauss, Pelczynski, Pietsch, dentre outros mateméticos da época,
iniciaram uma releitura do Résumé, ajudando a apresentar a comunidade matematica, de
forma mais ampla, os profundos resultados de Grothendieck. Um dos trabalhos mais famosos
que foram iniciados com essa releitura do Résumé de Grothendieck foi o artigo [99], publicado
em 1968, por Lindenstrauss e Pelczynski. Nesta secao, nos restringiremos apenas aos fatos
que serao necessarios para a demonstragao do resultado principal; para detalhes sobre a teoria

de operadores absolutamente somantes, recomendamos [61].

Sejam 1 < p < co e E um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia (x,),-; em
E ¢ fortemente p-somavel se (||y]|)re; € £p. Como é usual na teoria de operadores, usaremos

as definigoes

by (B):= { (zn)ny € BV ()il : (ZII%!V) <ooo,

4



1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

1

b (E) = { (zn)pey € EN. I(@n)pzill,, = sup (Z |<p(xn)p> i < o0

(,DEBE/ n—1

Os elementos de £, (E) e de £ (E) sdo chamados de sequéncias fortemente p-somaveis e

fracamente p-somaveis, respectivamente.

Definigao 1.1. Sejam 1 < ¢ < p < ooel : EF — F um operador linear entre espacos de
Banach. Dizemos que T' é absolutamente (p, ¢)-somante (ou simplesmente (p, ¢)-somante) se

(T (x4);2,) € £y (F) sempre que (z;);2; € £y (E).

Quando p = g, dizemos que o operador é absolutamente p-somante. Se p =¢g =1, ele é
dito simplesmente absolutamente somante. Denotamos por [[, , (E, ') (Hp (E,F) sep= q)

o espago vetorial formado pelos operadores (p, ¢)-somantes de F em F.

1.2 Espacos quasi-normados: aspectos basicos

Como vimos anteriormente, a definicao usual de operadores absolutamente somantes é
considerada no contexto de espagos de Banach. No entanto, em 1987, Maddox considerou a
mesma definicdo para espagos quasi-normados cujo dual topoldgico nao é trivial, por exemplo,
para £, com 0 < p < 1. A estrutura dos espacos quasi-Banach, ou mais geralmente espagos
vetoriais topoldgicos metrizaveis, é diferente da estrutura de espacos de Banach e a extensao
de resultados de lineabilidade/espacabilidade de um ambiente para outro nao é imediata
em geral. Em [103, p. 1], o autor comenta que defini¢oes e resultados cléssicos da teoria
de espacos de Banach podem ser transladados de modo natural para o contexto de espacos
quasi-Banach quando necessitamos apenas da completude do espaco como, por exemplo, o
Teorema de Baire da Topologia e os Teoremas da Aplicacdo Aberta e do Grafico Fechado
(veja também [58], [64, Chapter II]). Como espagos quasi-normados nao sao necessariamente
localmente convexos, resultados que dependem, por exemplo, do Teorema de Hahn-Banach
nesse contexto sao falsos em geral. Se considerarmos o espago L,[0,1] com 0 < p < 1, em
[59, Theorem 1] foi provado que o seu dual é {0}. Em relacao aos espagos de sequéncias,
para 0 < p < 1, o dual do espaco ¢, (X) é isometricamente isomorfo ao l (X) (veja [85,
Example 6.10B] e [92, Theorem 2.3]). A auséncia de uma das ferramentas mais importantes
da Teoria dos Espagos de Banach (Teorema de Hahn-Banach) provavelmente explica a pouca
literatura disponivel para o estudo de espacos nao-localmente convexos na Andlise Funcional.
Historicamente, os primeiros trabalhos nessa area apareceram por volta de 1940, com T. Aoki

e M. Day em [10,59], respectivamente, e, aparentemente, por muitos anos, as pesquisas nesse
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1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

ambiente ficaram esquecidas. Para mais detalhes sobre os espacos quasi-Banach, sugerimos

as referéncias [91-93, 117].

Definicao 1.2. Seja X um espaco vetorial. Uma aplicagao
.l : X — [0, +00)

é uma quasi-norma em X se:

(a) [lz] > 0 para 2 # 0;

(D) [[Az]| = |\|||z|| para A € Ke x € X

(o) |lz+y| < C(z|| + ||lyl]) para todos z,y € X e C' > 1 uma constante independente
de x,y.

Observe que uma norma |.|| em X é uma quasi-norma com constante C = 1. Se a
quasi-norma ||.|| define em X uma topologia metrizavel de modo que X seja completo, entao
X é dito um espago quasi-Banach. Nesse contexto, dado 0 < p < 1, uma p-norma em X é

definida como uma quasi-norma que satisfaz a chamada p-desigualdade triangular, isto é,
Iz +ylI” < [z + [lyl”

para todos x,y € X. Um resultado devido a Aoki e Rolewicz, em [127], estabelece uma

equivaléncia bastante 1util entre uma quasi-norma e uma p-norma:

Teorema 1.1. [127, Theorem 2.2] Seja X um espago quasi-Banach. Entdo existem 0 < p <1

e uma quasi-norma equivalente ||-|| em X que satisfazem
2+ yll” < ll=l” + [lyll”

para todos x,y € X.

Se 0 < p <1, a fungao
0 »
bty = (3
i=1
define uma p-norma em ¢, ([21, p. 123]). Como ¢, é completo com essa p-norma ([93, p.
1102]), dizemos que £, é um p-espaco de Banach. Analogamente, os espagos de fungoes

L,[0,1] com 0 < p < 1 s@o espagos quasi-Banach com a quasi-norma (p-norma) dada por

11, == ( /0 o dt>’1’ |
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1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

Para mais detalhes, sugerimos [85, p. 50], [96, p. 174].

1.3 Resultados em lineabilidade relacionados a operadores ab-

solutamente somantes

Em 2008, Puglisi e Seoane-Septlveda provaram, entre outros resultados, que dados
E, F, G espagos de Banach de dimensao infinita, se E tem a propriedade de “duas séries” (veja

[114, Definition 0.1]) e G = F’, ent&o o conjunto

L (E;G)\II, (E;G)

é linedvel. Além disso, no mesmo trabalho, os autores propuseram o seguinte problema:

Problema 1.1. [114, Question 2.4] Se E é super-reflexivo e p > 1, é verdade que

L(E; F)N\II, (E; F)

é linedvel para todo espaco de Banach F'?

Em 2009, Botelho, Diniz e Pellegrino, a excecao de casos muito excepcionais, responde-
ram de forma positiva o problema anterior, em [44], e estenderam a ideia da prova para outras
situagoes relacionadas. Denotando por K (E; F') o ideal dos operadores lineares compactos

de F em F', temos:

Teorema 1.2. [44, Theorem 2.1] Sejamp > 1 e E super-reflexivo. Se E contém um subespago
complementado de dimensdo infinita com base incondicional ou F contém uma sequéncia
basica incondicional infinita, entao o conjunto K (E;F) \Hp (E; F) e, consequentemente,

L(E; F)NII, (E; F) € linedvel.

Nessa diregao, Kitson e Timoney, em [94], além de outros resultados de alcance bastante

geral, generalizaram o resultado acima, provando a espagabilidade:

Teorema 1.3. [94, Theorem 4.1] Sejam E um espago de Banach super-reflexivo de dimensao

infinita e F' um espaco de Banach de dimensdo infinita. Entao

S=kE RN U I, (EF)

1<p<oo

é espagdvel em K (E; F).



1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

O leitor interessado em espagos super-reflexivos pode consultar [69, Chapter 9]. E in-
teressante mencionar também que os resultados de Kitson e Timoney, em [94], sd@o validos
apenas para espacos de Fréchet (espagos vetoriais topolégicos completos metrizaveis e local-

mente convexos).

1.4 Resultado principal

Comegamos separando N como uma unido enumerdvel de subconjuntos infinitos (N )72

dois a dois disjuntos, isto é, Ny, N N; = () para k # j. Para cada k € N, denotemos

Nk::{ngk)<n;k)<--'}.

Por exemplo, uma decomposi¢do comum aparece em [21, p. 127], considerando Ny
o conjunto dos primos incluindo 1, Ny como o conjunto formado pelos elementos que sao

produtos de dois primos e assim por diante. Defina para cada k € N,
EI()I“) ={xel,:x;=0sej¢N}.
Além disso, a decomposi¢ao acima nos garante que N = {m(%) :m,j €N } Considere-

mos ainda a sequéncia de operadores lineares
(k) . k)
i®) 0, — (]

definida por

(i(k) ([1;)) o = Tm; s¢J =K

T 0, se j £k

k)

De modo informal, os operadores i¥) sdo isometrias que estéo transformando sequéncias

_ o0 ~ . o . .
r = (2m),_; de £, em novas sequéncias de ¢, espalhando as coordenadas originais nas

posicoes indexadas por elementos de N . Assim, é facil observar que para todo k € N, tem-se

e

e =i (x)Hep

o0

para todo z = (x,),._; em £, onde i : £, — {,, é o operador identidade. Por fim, conside-

8



1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

remos a sequéncia de operadores (ug)p; em L (¢p;¢,) dada por

k Jk . .
f;(, ) 4)@, Uk = Jk © Z(k)
7
s
v
%
Z(k:) 7/
s Uk
s
%
v
Ep

(k)

com jp : £, — {, o operador inclusao. Note que, como os conjuntos Nj sao dois a
dois disjuntos, o conjunto {uy : k € N} é linearmente independente. O resultado abaixo é
certamente conhecido, mas apresentamos uma demonstracao, inspirada em [3, Lemma 3.9] e

[67, p. 165], para deixar o texto mais autossuficiente.
Lema 1.4. Seja p > 0. Entao dim £ (£p; ¢p) = c.

Demonstragdo. Para 0 < p < 1, é conhecido que L (¢;¢,) é um espaco quasi-Banach (veja
[89, p. 322]). Usando o Teorema da Categoria de Baire, nao é dificil mostrar que todo espago
quasi-Banach de dimensao infinita tem dimenséo maior ou igual a ¢ (veja [21, Proposition
II1.5]). Logo, dim £ (¢p;£¢p) > ¢ (veja também [100, Theorem I-1]). Por outro lado, seja

uma base de Hamel arbitraria de £ (¢p;¢)) e considere a aplicagao
. Q
vy — EIC,OO( )

definida por
U(T) := Tieoo() 5

onde 1@ denota o conjunto de todas as fungoes de cop (Q) em ¢,. Recordemos que
D p

co0 (Q) := {(r2)52, € ¢o : I3 no € N tal que r, = 0 para todo n > ng e r, € Q}. A densidade

n=1

de coo (Q) em ¢, garante que V¥ é injetiva. Logo,
dim £ (£p; £p) = card (v) < card (ggo()(@)) .

Portanto, dim £ (¢p; £,) = ¢. O caso p > 1 é andlogo (veja [15, p. 934]). O
O préximo resultado, devido a Maddox, em [102], tem um papel central na nossa

demonstragao:

Teorema 1.5. [102, Theorem 4]. Sejam 0 <p <1l el < s <r < oo. Entao o operador

identidade i : ¢, — {,, ndo € (r, s)-absolutamente somante.

9



1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

Recordemos que o operador identidade, em qualquer espago de Banach de dimensao
infinita, falha em ser absolutamente r-somante para todo 0 < r < oco. O caso 1 < r < o0
é conhecido como Teorema de Dvoretzky-Rogers ([17, p. 2]). A versao fraca do teorema
também garante o fato acima (cf. [61, Theorem 2.18]). O caso 0 < r < 1 segue do fato que
operadores r-somantes sao s-somantes sempre que r < s (veja [46, p. 1259]).

Nesse ponto, estamos prontos para enunciar e demonstrar o principal resultado do
capitulo:

Teorema 1.6. Sejam 0 <p <1el<s<r<oo. Entao L ({y;lp) \ Ujcs<rcoo [Lrs (pi fp)

€ c-linedvel. Além disso, o resultado é dtimo no sentido de que ndo € vdlido para p > 1.

Demonstragdo. Sejam

D= |J Hm (Lp; €p)

1<s<r<oo

et : ¢, — [, o operador identidade, e considere ainda Ny, i®) e wy, como definidos
anteriormente. Pelo Teorema 1.5, para cada r,s com 1 < s < r; existe uma sequéncia

(x(j));il e (Ep) tal que (x(j));il ¢ L, (ﬁp). Note que

o

¢ =i (a:)pr

para todo x € /,, e, portanto,

g Him (xw)

;}M - g Hz (ﬂj))

T
= 0OQ.
tp

Como

@), = [|i® @)]

o) = (x)HZP )

concluimos que uy ¢ D. Por outro lado, como L (¢y;¢,) é um espaco quasi-Banach ([89, p.
322]), e todo espago quasi-Banach é um espaco ¢-Banach para algum ¢ > 0 (veja [90, p. 250],
(95, p. 984] ou Teorema 1.1), concluimos que L (¢p;£,) é um espago g-Banach. Assim, se

(ak)peq € 4y, temos

) )
Z Hakukuqﬁ(ep§ep) - Z ’ak’q Huquﬁ(epﬂp)
k=1 k=1

o

Pl
k| HZ g(ep;é;’“))

i
I

M

- |14
’ak’q HZH[;(zp;ep)

£
Il
—
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(e e}
:1-Z|ak|q<oo.

k=1

Consequentemente, usando [21, Lemma 3.2.5], a série > ;- apuy converge em L ({p;lp).

Portanto, a aplicacao
T:ly— L ly), T ((ar)iey) Zakuk

estd bem definida. A linearidade de T' é imediata. Além disso, como os operadores u; possuem
suportes disjuntos, segue que T é injetora. Logo, T" (¢,) é um subespaco vetorial ¢-dimensional
de L (¢y;€,). O lema anterior garante, portanto, que o conjunto L (¢p;£p)\D é linedvel
maximal. Para finalizar a demonstragao, resta-nos provar que T ((ag)pe) € L (p; €p) \D,
para 0 # (ag)p—, em {4. De fato, sem perda de generalidade, suponha que a; # 0. Recordando

que os suportes dos operadores u; sao aos pares disjuntos, temos

> iz ()], 2 X o ()],
j=1

=0

para alguma (z(j))oo € (¥ (¢,) e, por conseguinte, T ((ak)peq) € L (Lp;£p) \D, como de-

i=1

sejdvamos. O

Para p > 1, o resultado de coincidéncia presente em [109, Theorem 1] (veja também

[102, Theorem 1]) nos garante que

1_[1113”({[)’2}’1 (Up, bp) = L (Lp; Lp)

e, portanto, o resultado nao é valido para p > 1.

O resultado acima nos mostra que, no contexto de operadores absolutamente somantes,
os resultados de lineabilidade podem ser diferentes quando mudamos o ambiente quasi-Banach
para Banach. Entretanto, em outros contextos, podemos obter resultados similares para

espagos quasi-Banach ou Banach, como ilustram os exemplos abaixo.

Exemplo 1.1. Para p,q > 00 conjunto NS ={T € L ({,;¢,) : T é nao sobrejetivo} é espacdvel.
De fato, para cada inteiro positivo k, considere a sequéncia de operadores T}, : £, — ¢, em
L (£y;¢,) dada por

Ty (x) = (0,0,...,2,0,0,...)

com xj na posigao (k+1) e x = (z)pey em £,. Obviamente T}, é nao sobrejetivo para todo

11



1. Lineabilidade em espacos quasi-Banach e operadores somantes

k € N. Além disso, o operador V¥ : {1 — L (¢,;¢,) dado por

U ((ar)pzy) = Z ap Ty
k=1

estd bem definido pois, para (aj)pe; € {1, temos

oo o o
Z lakTkll 2ee,0,) = Z lak| 1Tkl 2,0, = Z |a| < oo.
=1 k=1 k=1

E claro que VU ¢ linear e injetivo. Por construgao, ¥ ((ax)z-;) ¢ nao sobrejetivo e, além disso,

U (¢1) € NS. Portanto, concluimos que N'S é espacavel.

Exemplo 1.2. Para p,q > 0o conjunto NZ ={T € L ({,;{,) : T ¢é nao injetivo} é espagével.
De fato, a prova é andloga ao caso anterior. E suficiente considerarmos a sequéncia de

operadores Ry, : £, — £y em L ({,;4,) dada por
Ry (z) = (22,0,0,...,) e Rg (z) = (0,0,0,...,2541,0,...,) para k > 1,

onde x = (xy)p; € Tr41 estd na k-ésima posi¢do. Podemos observar que Ry, é nao injetivo

para todo k € N. O resultado segue, entdao, como no exemplo anterior.
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Capitulo

(cr, B)-Lineabilidade: uma nocao mais

restritiva de lineabilidade

Neste capitulo, apresentaremos uma noc¢ao mais restritiva de lineabilidade, cujas ideias
estao motivadas pelo artigo [106]. Diversos trabalhos mostraram que, embora a lineabili-
dade em conjuntos exdticos parecesse surpreendente em um primeiro momento, os resultados

.. . . « .
positivos eram muito comuns, levando a um sentimento de que “tudo é linedvel”. A nova
abordagem que propomos neste capitulo exige propriedades geométricas mais robustas dos
conjuntos investigados e, de certa forma, tenta exibir propriedades mais finas dos conjuntos
em questao, como serd detalhado adiante. O desenvolvimento deste capitulo estd baseado no

trabalho

o V. V. Fdvaro, D. Pellegrino and D. Tomaz, Lineability and spaceability: a new appro-

ach, Bull. Braz. Math. Soc. (N.S) 51 (2020), 27-46.

Nessa nova abordagem de lineabilidade, investigaremos principalmente problemas envolvendo
espagos de sequéncias e os espacos Ly [0,1]. Alguns trabalhos motivaram a obtencdo dos

resultados como, por exemplo, [23,46,48].

2.1 Conceitos e exemplos basicos

Sejam E um espago vetorial e & um nimero cardinal. Recordemos do capitulo anterior,
que um subconjunto A de E ¢ dito a-linedvel se AU {0} contém um subespago vetorial de F
de dimensao «. Além disso, se F for espago vetorial topoldgico, dizemos que A é a-espagavel
se AU {0} contém um subespaco vetorial fechado de E de dimensdo «. A motivagdo da

nova abordagem introduzida no presente capitulo se baseia em ideias de [106]. No artigo em

13



2. (a, f)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

questao, os autores atentam para o fato de que é possivel estudar essas nocoes de lineabilidade
em um sentido mais restritivo. Mais precisamente, eles introduziram a nogao de um conjunto
pontualmente A-linedvel, onde A é um ntmero cardinal. Dado um subconjunto A de um
espaco vetorial W, dizemos que A é pontualmente A-linedvel se, para qualquer x € A, existe
um espago vetorial V- C W, com dimV = A e tal que z € V. C AU {0} € W. A mesma
nocao é adaptada para espacabilidade. Nao é dificil observar que esse conceito é um pouco
mais refinado que a nogao usual. Basta considerar o exemplo abaixo. Nesse contexto de
novas abordagens em lineabilidade, é importante também destacarmos a concepgao de [S]-
lineabilidade que foi apresentada por Gurariy em 2004 e recentemente explorada em [12].
Recordemos que dado p > 0, consideremos o espaco de Banach ¢, (p-Banach se p < 1) das

sequéncias (z;);2, tais que

00 P
oo o p
H(CL‘j)jle = g || < 0.
p -
j=1
Para cada j € N, denotamos por e; os vetores canonicos (0,...,0,1,0,0,...) com 1 na j-ésima

posigao.

Exemplo 2.1. [106, p. 183] Considere V = /5 e o seguinte subconjunto:

A = (span{ei}) U (span{ez,e3}) U (span{es,es,es}) U....

Note que A é n-linedvel para todo inteiro positivo n. Entretanto, A nao é pontualmente
2-lineavel por exemplo, uma vez que nao existe um subespago de dimensao 2 em A contendo

€1.

O exemplo acima, de certa forma, motiva a seguinte definicao mais restrita do conceito

de lineabilidade:

Definigao 2.1. Sejam «, 5, A nimeros cardinais e V' um espago vetorial, com dimV = X e
a < B <A Um conjunto A C V é dito:

(1) (e, B)-linedvel se é a-linedvel e para todo subespago W, C V com W, C AU{0} e
dim W, = a, existe um subespaco Wg C V com dim Wz = e W, C Wz C AU {0}.

(13) (o, B)-espagével se é a-linedvel e para todo subespago W, C V com W, C AU {0}
e dim W, = «, existe um subespaco vetorial fechado Wg C V com dim Wy = e W, C Wy C
AU {0}.

14



2. (a, B)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

Note que a nocao classica de lineabilidade é exatamente o caso em que o = 0, ou seja,
o caso (0, 8)-linedvel é precisamente o caso [-linedvel. Assim como no exemplo anterior, é
possivel observar que (-lineabilidade em geral nao implica («, 3)-lineabilidade. Essa nova
abordagem j& foi explorada recentemente nos artigos [65, 66, 71]. Em geral, se ag,ay s@o
numeros cardinais com o) < ag < 3, existem conjuntos que sao (ag, 3)-linedveis, mas que
nao sao (ay, 8)-linedveis; também existem conjuntos que sao (a1, 3)-linedveis, mas que nao
sao (ag, B8)-linedveis para ay < ay < 8 (ver Exemplo 2.2 e Exemplo 2.3).

E um fato conhecido que se Ap, A1 sdo subconjuntos de um espago vetorial V', com
Ay C Ay, e Ay é a-linedvel, entdo naturalmente A; é a-linedvel. Em geral, essa situacao
nao é valida nessa abordagem recente de lineabilidade, ou seja, se Ay é («, §)-linedvel, nao
asseguramos que A; também é (a, B)-linedvel. De fato, considere V = R? e os seguintes
subconjuntos Ag = {(x,y,0) : z,y € R}, 41 = Ao U {(0,0,2) : z € R}. Note que Ay C A e

Ap é (1,2)-linedvel. Entretanto, A; nao é (1,2)-linedvel.

Exemplo 2.2. Seja n € N e considere o seguinte subconjunto de /,:
A= span{el,eg,...,en}u {(.’,U]);il Egp X1 =T9=...=Tp :0}

Entao A é (n + 1, ¢)-linedvel, mas nao é (n, c¢)-linedvel.

Mais geralmente, seja p € [1,00) e I' um conjunto abstrato nao vazio. Denotamos por
£y(I') o espago vetorial de todas as fungdes f: I' — K tais que > [f(7)[P < oo, onde o

somatério é definido por

Z [f(7)|P :=sup Z |f(7)|P : F é um subconjunto finito de T’
yerl yeF

Além disso, ¢,(I") é um espago de Banach munido da norma definida por

1/p

1l = D 1F P

vyel

Denotamos também os elementos da base canonica generalizada de Schauder de ¢,(I")
por e;, i € I E claro que, quando I' = N, temos que ¢,(N) = ¢,. Para detalhes sobre espacos
£,(T"), sugerimos [69]. Para o préximo exemplo, necessitaremos do seguinte fato de Teoria

dos Conjuntos:
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2. (a, f)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

Lema 2.1. Sejam A um conjunto com cardinalidade infinita N5 e I um conjunto com cardi-
nalidade infinita Ny, com ¥; < V5. Entéo existem subconjuntos aos pares disjuntos A; de A,

com i € I, cada um deles com cardinalidade Ny e tal que

A=A

i€l

Demonstragao. De fato, como card (A x I) = card (A), existe uma bijecao f: A x I —
A. Portanto, f (A x {i}) é um subconjunto de A com cardinalidade Ng. Além disso,

JF(Ax{i})nf (Ax{j}) =0 parai+# j. Tomando
A= f (A x {i}).

obtemos o resultado. O

Exemplo 2.3. Seja B = {¢; : i € I'} a base canonica generalizada de Schauder em £, (T')
com card (I') = 2%, sendo R; cardinal infinito. Escolha ig,i; € I' com iy # i;. Usando o

Lema 2.1, note que podemos escrever

B —{eiy €} = U -A()\,u)a

(A u)ER2

como uniao de conjuntos dois a dois disjuntos, com
card (A(A,u)) — oM
para todo (A, 1) € R2. Seja

A= U span ({)\eio + peg, } U A(/\,u)) :
(A u)€ER?

Observe que nao existe espaco vetorial W C £, (T') com dim W = 2% e
spand{e;,, e, } C W C A.
De fato, se tal W existe, como

ei, €W C AU{0},
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2. (a, B)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

pela definicdo de A concluirfamos que

W C U span ({ei,} U A o)) U span{ei,, €, }- (2.1)
AER
A0

De fato, se a inclusao anterior fosse falsa, existiria w € W com

w | span (fei} Udpg) | spanfeq, ea ),

AER
2£0

ou seja

(NS U span ({Xei, + pei, } U AR ) U span (Aqo,0)) € w & span{eq,, e;, }.

(An)ER?
n#0

Portanto,

w =1 (Aej, + pe;,) +v

com v € span (A(,\#)) ,0#0,er € R, onde p # 0 ou (A, ) = (0,0). Primeiro suponha que

i # 0. Como W é um espaco vetorial contendo e;, e e;,, temos
w (1A + A egy + (—rp+ p+ 8) es, €W,

isto é,

Xej, + (n+s)e, +veW

para qualquer escolha de s € R. Consideremos s # —pu tal que
(A, ) e (A, pu+ s) sejam linearmente independentes.

Entao,

)‘eio + (:u + 8) €iy 7& 0,

e como v € span (A()\’“)) segue que

vg  |J span (Awg) -
(0 B)~(\p)

17



2. (a, f)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

Agora segue da definicdo de A que
Neio + (i 5) e, +0 ¢ A,
o que é uma contradi¢ao. Agora consideremos o caso (A, u) = (0,0). Neste caso,

w € span (-A(o,o)) ew ¢ U span (.A(a”g)) .
(e,3)7#(0,0)

Como e;,,e;, € W, para qualquer escolha de (o, 8) # (0,0), obtemos
Qg +Bei1 +w e W.

Pela definicao de A segue que
ae;, + Pei, +w ¢ A,

caracterizando uma contradicdo. Analogamente, concluimos que

W C U span ({es, } U Aqo,) U span{ei,, €, }-

peR\{0}

Portanto, de (2.1) e (2.2),

(2.2)

W c U span ({ei} U A 0)) m U span ({ei, } U A ) U span{e;y, e;, }

AeR\{0} preR\{0}

= span{ei,, €, },

uma contradi¢do. Logo, A nao é (2, 2N1)—lineével. No entanto, note que A é (1, 2N1)—lineével,

uma vez que span{e;,} C W C AU{0} e span{e;; } C W C AU {0}.

0

A estrutura intrinseca dos espacos de sequéncias nos fornece uma vantagem inicial

ao investigarmos problemas de lineabilidade: a decomposicao do conjunto dos naturais em

subconjuntos dois a dois disjuntos, combinada com um vetor fixado no espaco original, co-

mumente denominado de vetor mae, é uma técnica conhecida e eficiente para a construcao

de vetores linearmente independentes.

Nesse contexto, apresentaremos uma técnica para caracterizar a («, ¢)-espagabilidade

do conjunto £, U0<q<p ly para o < ¢, com p > 0, ilustrando aspectos técnicos da nova

abordagem e que podem ser aplicados em diversos contextos. Sé para destacar, em [406,

18



(c, B)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

2.
Corollary 1.6], os autores provaram que o conjunto £,\ U0<q<p {4 é c-espacavel, usando uma

propriedade relacionada a espacos de sequéncias invariantes.

(o, ¢)-espagabilidade em espacos de sequéncias

Inicialmente, apresentaremos um simples exemplo de um vetor em £,\ Uy a<p ¢, com

p > 0, que aparentemente nao é comum na literatura. Outra abordagem usando o Teorema

Jj=1

de Banach Steinhaus pode ser encontrada em [21, Proposition 3.2.4].
oo
Considere [z]| o menor inteiro maior ou igual a z. Seja N= |J N;, com N; N N; = 0

para i # j e card (Ny) = X¢ para todo k € ([1/p],00). Denotemos

Nk = {k‘l, k?z, .. }

com k, < ks sempre que r < s e definamos

" 0, se j ¢ Ny
T = —
r(pfﬁ), se j =k € Ng
Note que <$§k))oo € Ep\gp_% para todo k. De fato, por um lado, como zofl > L
B k
0 P p 1 ’ 1
WP _ W = -
Z‘xj’_ 3 ‘xj)_ > 1 _Zil<oo.
=L B~ e IR
Por outro lado,
00 1 1 p_% 1 1
B)[P7E _ = = B
Z’mj \ *.Z T = S Xy
Jj=kr€Ng r(p7E> " r(pi%) '
definida por

Jj=1
jeN

Para cada j € N, existe um k tal que j € Nj. Assim, a sequéncia (y;)

oo p -1
yj = 2_kx§-k) (Z ‘$l(k)) ) )
=1

pertence a £\ U0<q<p ¢,. De fato,
o (0.9}
Dl = > D lul
k=[1/p]| jENg
19
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2. (a, f)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

. o9 ’
N J
i P ]
o . )
_ _ ‘ (’“)‘
R T
= ) 2% < 0.
k=[1/p]
Além disso, para 0 < g =p — % < p,
i\yj!q = i >yl
= k=11/p] JEN,
ENIRY

R e

k=[1/p] jJEN,

_ > 1 _— xg-k)q
e

k=1/p] 2kq - JENE
— N ! ’
R Ar [0
= Q.

O Lema a seguir revelar-se-a fundamental na prova do Teorema 2.3. Sua eficdcia reside
no fato de provar a independéncia linear dos vetores no espago e, dessa maneira, assegurar que
o subespaco gerado por tais vetores seja o subespaco desejado para a obtencao do resultado

de lineabilidade.

Lema 2.2. Sejap > 0exy,...,x, vetores linearmente independentes de /,. Entao existe um
ng € N tal que as primeiras ng coordenadas de z1,...,z, formam um conjunto linearmente

independente em K™,

Demonstragao. Suponha que, para cada j € N, existem a1, ..., an; € K, todos nao iguais a

zero, tais que

1521 + 4 AnjTn = (0, c. ,0, )\j+1, >‘j+27 .. ) . (23)
Podemos supor que [|oj||; = 1, onde a; = (ayj,...,a,;) € K", para todo j € N. Como
(aj)jozl é limitada, existe uma subsequéncia convergente o, — a = (a1,...,a,) € K" Dai,
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2. (a, B)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

pela continuidade da norma,

= || lim o, || =l =1
ol = | | = i Bl =1,
ou seja, o # 0. Entao
a1, 1+ -+ Anj Ty — @121 + - - F apZy, K — 00. (2.4)

Por outro lado, seja my, : £, — K a m-ésima projecao canoénica. Entao de (2.3) segue
que

Tm (@15, 21 + -+ + anjtn) — 0, k — o0, para todo m € N.

Como convergéncia em (2.4) implica convergéncia coordenada a coordenada, segue que

arzy + -+ apx, = 0.

Como {z1,...,z,} ¢é linearmente independente, concluimos que a; = --- = a, = 0. Uma
no no

contradi¢do, pois a # 0. Portanto, deve existir ng € N tal que {<x§1)> APRTEEE (én)) ‘ 1} é
Jj= Jj=

linearmente independente em K™0. O

Com o auxilio do Lema anterior e considerando a Hip6tese do Continuum, caracteriza-

remos a (a, ¢)-espagabilidade do conjunto £, U0<q<p {, para a < ¢.

Teorema 2.3. Para todo p > 0 o conjunto £, \ U0<q<p Uy € (a,c)-espagdvel em C), se, e

somente se, a < V.

o0
Demonstragdo. O caso o = X é consequéncia do seguinte exemplo: escrevamos N = | J Nj.
j=1
Seja
W := span {m(j) 1] € N}
com
oz = <1, (x§-1)) > e
7>1
xgl) =0, se j¢N;
M) et i
(x] JeN (5> 1) »\ U0<q<p q
com
(x(-l)> =271
7/ jeM>) ],
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2. (a, f)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

o (2 = (1, <x§2)>j>1> e

:c§2) =0, sej¢Ny
(2)
(mj )jENz(j>1) € lp\ U0<q<p lq

satisfazendo

=272
p

H <$§2)>]’6N2(j>1)

e assim indutivamente. Note que (W\ {0}) C £,\ Up<y<p fq € dim W = Rg. Além disso, nao
existe subespaco fechado Wy de ¢, tal que W C Wy e (W1\ {0}) C £, U0<q<p 4. De fato,
observe que

koo 2 ’

lim
k—o0

(55) =

ou seja, e € W. Mas, e1 € {, para todo ¢ > 0. Logo, e1 & £,\ U0<q<p 4. Dai,

= lim ||(0,2¥
» kggoH( ¥y )jeNk(j>1) »

WcWcwi g e\ ly

0<g<p

Portanto, nao temos o caso (X, ¢)-espacavel. Por simplicidade, provaremos o caso o = 3. O
. . . _ . o0 _ . o0 _ . o0 ~ .

caso geral segue similarmente. Considere z = (z;);2, ¥ = (y;);2; € 2 = (2;);; sequéncias

linearmente independentes e

W = span{z,y,z} C (EP\ U0<q<p Eq) u {0}

o0

um subespago vetorial de £, com dimensao 3. Como (a:j);.’il, (yj)]o.i1 e (2;);2, sao linearmente

independentes, o Lema 2.2 garante a existéncia de um ntimero natural ng, tal que as primeiras
(o) oo o0 . . .

ng coordenadas de (x;);Z;, (¥;);2; ¢ (z);2, formam um conjunto linearmente independente

em K", Usando que, em uma série convergente o limite da sequéncia correspondente das

parcelas ¢ zero, é ficil obter um conjunto infinito N; := {a; < ag < --- } de inteiros positivos,

tal que

> wjej € 4\ U0<q<p ly
JEN1

Z yjej € ep\ U0<q<p Eq
JEN1

> zjei € L\ Upcyep U
\ J¢Ny
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2. (a, B)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

1
max{|Za, |, You| s [z |} < 57, (2.5)

para todo [ € N. Note que N\ N; também ¢ infinito. Assim, considere o conjunto

O :=N\A1,...,n0}. (2.6)

Note que
(
> zjej € 4y\ U0<q<p ly
j¢0
%O)yjej € EP\\ U0<q<p Kq . (27)
J

> zjej € €y U0<q<p £y
\ j¢0

Escreva
x
0=[Jo;
i=1

com Q; := {i1<ig<---} e 0;N0; =0 para todo i # j. Note que N\ O ¢ infinito e

considere f : N — N injetiva, tal que

MO :={f (1), f(2),...}

e defina para todo i, o vetor

oo
;= fo(j)eij € KN.
j=1

Note que ¢; € ¢, para todo i. Agora, defnap=1sep>1lep=pse0 <p <1 Para

(a;)i2q € U5, temos

o0 " oo _ ~ _ o0 _ . .
> laieilly = lail leslly < llzllp D lail” = 2l l1(a)32y 15 < co.
i=1 i=1 i=1

[e.e] ~
Portanto, a série _ [|a;e;||} é convergente. Como £ é completo, independente da escolha de

=1
o0
p, isto é, Banach, se p > 1 ou p-Banach, se 0 < p < 1, segue que a série Y a;e; converge em
i=1

¢, (veja [21, Lemma 3.2.5]). Consequentemente, o operador

T:Eg—)ﬁp,

o0
T ((a:)i2g) = aox + a1y + a2z + Y aig;
=3
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estd bem definido. E facil observar que T ¢ linear e injetivo. De fato, se

T ((ai)iZo) = 0,

entao
oo
apT + a1y + a2z + E a;e; = 0.
i=3
Em particular, como {1,...,n9} € N\ O, as ng primeiras coordenadas de ¢; sdo zero. Assim

ao ()72, + a1 (y;)2, + a2 (25)52, = 0.
Como {(x])] 1 (yj)?il , (z])J 1} é linearmente independente em K™, segue que
apg — a1 — ag = 0. (2.8)

Dai

00
E a;g; = 0.
1=3

Usando (2.8) e o fato de que os suportes dos vetores ¢; sao disjuntos, concluimos que a; = 0
para todo i. Note que T ((a;);2,) ¢ {q para todo 0 < ¢ < p e (a;);2, # 0. De fato, seja i( tal
que a;, # 0. Se ap = a; = az = 0, temos

[ S

17" ((@4)Z0) > |aio | [|€io]l = o0

q

Se a; # 0 para algum i = 0,1,2, como as coordenadas de g; pertencentes a N\ O sao zero,
temos

T ((ai)?io)”q = ||@aoT + a1y + a2z + Z a;€;

=3

> H apxj + a1y + azz; JGN\@H
q

Como W := span{x,y,z} C (EP\ Uo<g<p &1) U {0} segue que

q q
00 = H(aowj +a1y; + aQZJ')jeNHq = H(aoatj +ary; + agzj)je@Hq—i-H(aoxj +a1y; + aQZj)jEN\@Hq

por (2.5) e (2.6) temos

q
H(aoxj + a1y + agzj)je@H < o0.
q
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Portanto

q
(aoxj + a1y; + GQZj)jGN\@)Hq = 00. (2.9)

Logo, T ((a;);2,) ¢ ¢q para todo 0 < ¢ < p, ou seja

W T ()N {0y € (6N, ) U {0}

0<g<p

Consequentemente £,\ Jy g<pla € (3, ¢)-linedvel. A (a, ¢)-lineabilidade é andloga para todo

a € N. Resta-nos, portanto, provar a espagabilidade. Note que T (65) é um subespaco

vetorial fechado ¢-dimensional de ¢,. Provaremos que

( )\{0} - fp\U

0< <p

Seja w = (wy)yey € T (€5), w # 0. Entéao existem sequéncias (al(.k)):(] € U5 (k € N) tais que
w=limg_,oc T ((afﬁ) ‘70> em ¢,. Note que, para cada k € N,

g (<a§k))oi0> - a(()k)x + a(k)y +a k)z + Za(k €;
i=3

_aé ):1:+a(k y+ak)z+Za fo(j €i;

_aé)x+a(ky+a2k)z+22a L (j)€i;-
=3 j=1

o0
Como as coordenadas de ¢; pertencentes a N\ O sao zero, entdo as coordenadas de ) agk)si
i=3
o0
pertencentes a N\ O também sao zero. Portanto, as coordenadas de T ((a(k)) ) perten-
i=0

K3
centes a N\ O sao exatamente as coordenadas de aék)af + agk)y =+ aék)z para todo k. Conse-
quentemente o limite
lim <a(k)x‘ + Py, + a(k)z->
e\ % i 1Y) 2 %) ien0

existe em ¢,. Como {1,...,n9} C N\ O, segue que {(“TJ')J‘GN\@’ (¥)) jen0 > (Zj)jeN\(O)} é

linearmente independente. Logo, podemos reescrever o limite de forma unica como

(axj + byj + CZj)jGN\(O) .
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Agora, considere um funcional linear em ¢, que aplica z; em 1 e y; e z; em 0. Dai, claramente

lim (a(()k)) =a.

k—o0

De maneira analoga, obtemos

lim (agk)> =b e lim (agk)> =c.

k—o00 k—o0

Assim,

wj = (kli}ngo a(() )> xj+ <kli>n;o ag )> y; + (klin;o ag )> 2j

para todo inteiro positivo 7 € N\ 0. Primeiramente, suponha que limy ., az(-k) = a; # 0,

para algum ¢ = 0,1,2. Nesse caso, por (2.9)

[Jwl|d > Z laoz; + a1y; + a2zj|? = oo
JENNO

(k)

e disso segue o resultado. Agora, suponha que limy_,o, a, ~ = 0 para todo 7 = 0,1, 2. Nesse

caso, wj = 0 para todo j € N\ 0. Como w # 0, existe um r € O tal que w, # 0. Como

0= U 0, existem tnicos m,t € N tais que e,,, = e,. Dai, para cada k € N, a r-ésima
=1
coordenada de T ((a(-k)>i_0> é a(()k)xr + agk)yr + agk)zr + ag;)xf( t)- Logo,

1

0 # w, = kl;rgo (aék)xr + agk)yr + agk)zr + aﬁ,’f)mf(t)) = hm alF ):Uf( ) = Tpp) lim a(k)

k—o0

Segue, entdo, que xy) # 0 . Consequentemente, limg_ ’am ’ |a|:wr\’ # 0. Para j,k € N,
f®)

a mj-ésima coordenada de T' ((agk))io) é

(k) (k)

ay  Tm; +ag

Ym; + ag )ij + a’(k) 1G):

|wr|

Definindo oy, = ERmE
f(t)

(k) (k) (k)
klgglo ay Tm; +ay Ym; T ag

Zm; + alF )a:f(J) = hm ‘ (k) Ty ‘ = ’xf(j ‘ hm ‘agf):ﬂ‘ :Oém’xf(j)‘

para j € N. Por outro lado, convergéncia coordenada a coordenada nos garante que

: (k) (k) (k) k _
klirgo ay Tm; + a7 Ym; + a3 Zm,; + af )xf(j)} = ‘wmj‘.
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Logo, pela unicidade do limite, temos
‘wmj‘ = ‘l‘f(j)| para cada j € N.

Usando (2.7) obtemos
00 00 00 - 1l9 q

ol = 37 fwal? 2 3 Ju, | = 37 o )| = ol | (a19) ]| = ]| @) seo|, =
n=1 j=1 j=1

Portanto, w ¢ (Jy <, {q- Logo,

T (t5)\ {0} c 6\ | ly

0<g<p

como desejavamos. Concluimos, assim, a (3, ¢)-espacabilidade de £, U0<q<p ly. A (o, ¢)-
espagabilidade é andloga para todo o < Ny.

O

Observacao 2.1. Observe que, como a dimensao algébrica do £}, é ¢ = 2% ¢ considerando a
Hipétese do Continuum, asseguramos que nao existe um cardinal entre Ry e 28, Com isso,

nesse cendrio, todas as possibilidades sao contempladas.

2.3 (1,c¢)-lineabilidade dos operadores lineares nao injetivos

Lineabilidade e espacabilidade tém sido investigadas em varios trabalhos relacionados a
injetividade e sobrejetividade de operadores lineares como, por exemplo, [2,23,41,75,86]. Em
[23, Corollary 3.4] e [23, Theorem 4.1] foram provados, respectivamente, a c-espagabilidade

dos seguintes conjuntos:
Teorema 2.4. [23, Corollary 3.4] I :={T € L(cp;co) : T € injetivo}.
Teorema 2.5. [23, Corollary 3.4] S :={T € L ({y; ) : T € sobrejetivo}, para 1 < p < oco.

Nesta secao, provaremos um resultado nesse contexto. Mais precisamente, mostrare-
mos a (1, ¢)-lineabilidade do conjunto dos operadores lineares limitados e nao injetivos em
espacos {p. E interessante mencionar que nao conseguimos uma técnica para provar a (1, c)-

lineabilidade do conjunto dos operadores lineares limitados e nao sobrejetores em espacos £p,.
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2. (a, f)-Lineabilidade: uma nogao mais restritiva de lineabilidade

Teorema 2.6. Sejam p,q>1e A:={T € L({y;4y): T € nao injetivo}. Entao, A € (1,¢)-

linedwvel.

Demonstragao. De fato, seja T € AN\ {0} e considere W o subespago gerado por T. Note
que dimW =1e W C AU{0}. Por hipétese, existem x,y em £, com x # y tal que

T(z)="TIy). (2.10)

Além disso, como T # 0, existe um z € ¢, tal que T'(z) # 0. Seja jo tal que (Tz)j0 # 0.

Consideremos uma sequéncia (Nj),~; de subconjuntos de N que sdo aos pares disjuntos com
card (Ng) = card (N)

o0
para todo k, e tal que jop ¢ |J Ni. Denote para cada k € N,
k=1

N := {kl < ks < }
Para cada k € N, defina a sequéncia de operadores lineares T}, : £, — ¢, da forma

(Ti(x)); = 0, se j ¢ Ny,
(Ti(2)); = (T(x)); se j = ki € Np.

Note que, como T'(z) =T (y) = Tk () = Tk (y). Concluimos, entdo, que T} € A para todo
k € N. Além disso, o conjunto {7, T} : k € N} é linearmente independente. De fato, sejam

a,a,...,a, escalares e suponha que
al + a1y + -+ a1y, =0.
Dai
aT (z) + a1Th (2) + -+ -+ ax T (2) = 0.

Em particular

a (T'z)jo +ay (le)jo + - Fay (Tk?z)jo =0.

o0

Como jo ¢ U Ng, segue que (T12); = --- = (Ty2);, = 0. Logo, a(Tz);, = 0 e portanto
k=1

a = 0. Consequentemente

aTh + - -+ apTi = 0.
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Como os operadores T possuem suportes disjuntos, o conjunto {77, ...,T;} é linearmente
independente. Logo,

a1:---:ak:0.

Agora considere o operador linear
Ul — L0 4y)

dado por

o0
U ((an)py) = a7+ a;Tj 1.
j=2

Note que ¥ estd bem definido, pois

o0
1V ((ar)i =)l £ e, e,y = || 2T + > a;T
=2 L(Lyity)

IN

[o.¢]
a1 Tl e, 0,y + || D T
=2 L(lpitq)

[e.9]
< a1 ||TH£(4,,;£C,) + Z |aj] ||Tj*1H£(€p;Q)
j=2

o0
<3 Jagl - 1T o0,
j=1

A
8

Além disso, observe que ¥ é injetivo. De fato, se

N ((ak)i":l) =0,

entao

00
aT + Z ajTj_l =0.
j=2

o
Em particular, para jo ¢ (J N tal que (T'z); # 0, temos
k=1

> a; (Tj-1(2)),, = 0.
j=2
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Logo ay (Tz)jo = 0, donde segue que a; = 0. Dai

o0
Z ajTj_l = 0.
j=2

Recordando que os suportes dos operadores T} sao disjuntos, segue que a; = 0 para todo j.
Portanto, ¥ ¢ injetivo e, nesse caso, W (¢1) é subespaco c¢-dimensional de L (£p;¢,). Assim,

considere (ag)peq € ¢1 com aj # 0 para algum k € N. De (2.10), temos

U ((ag)pey) (2) = a1 T (z) + aoTh (x) + asT (x) + - -
=a1T (y) + a2y (y) + asTo (y) + - -

=V ((ar)i1) (¥)
e ¥ ((ar)p—y) é nao injetivo. Logo, ¥ (¢1)\ {0} C A. Além disso,
W C ¥ (61)N\ {0} C A.

Portanto, A é (1, ¢)-linedvel. O

Recentemente, em [65], os autores obtiveram generalizagdes dos resultados acima con-

siderando uma classe mais geral de espacos de sequéncias.

2.4 (1,c)-espagabilidade em espacos L,.

Recordemos que para p > 0, L, [0,1] denota o espaco das classes de equivaléncia das

fungdes mensuraveis f : [0,1] — K equipado com a norma (p-norma se 0 < p < 1) definida

11l = (/0 \f(t)pdt>;.

O préximo resultado fornece uma caracterizagao da (1, ¢)-espagabilidade do conjunto

por

L,[0,1]\ U Lq[0,1] em L, [0,1]. Como relatado anteriormente, investigar essa no¢ao mais
a>p
refinada de lineabilidade em espacos de sequéncias é um procedimento com mais técnicas

consagradas. Quando mudamos de ambiente, os argumentos tornam-se mais apurados e
dificuldades surgem. Em [48], os autores provaram que o conjunto Ly [0,1]\ U Lq [0,1] é
c-espagavel em Ly [0,1]. Entretanto, a abordagem utilizada nao é suficiente pqa>r}; garantir
que Ly [0,1]\ U Lq[0,1] é («,c)-espagavel para algum cardinal o« > 0. Provaremos que

>p
o resultado é verdadeiro para @ = 1. O caso 1 < a < ¢, até nosso conhecimento atual,
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estd sem resposta. Em termos de notacdo, para qualquer X C [0, 1], denotamos a funcao
caracteristica de X em [0, 1] por yx. Uma observagao pertinente é que, adaptando as ideias
da segao anterior, é possivel construir uma fungado f € L,[0,1]\ U Lq[0,1]. Para tornar
o texto mais autossuficiente, recordaremos alguns fatos de Medida;] >ep Integracdo que serao

fundamentais para a prova do resultado.

Teorema 2.7. Seja (X, M, u) um espago de medida e {f;} e f fungdes mensurdveis tais que

fi — f em medida. Entdo existe uma subsequéncia {fl]} tal que
j—
fi]‘ (:U) ]_O;) f(CC) woa.ce.,
comz € X.

Para detalhes da prova, veja [125, Theorem 146.2].

Observacao 2.2. Se uma sequéncia (f,) ., converge em L, para uma funcao f, e uma
subsequéncia de (fy),, converge em L, para uma func¢do g, entao f = g a.e., (veja [26, p.

89]).

Corolério 2.8. [72, Corollary 2.32] Se f, — f em Lj, entdo existe uma subsequéncia

(f”j)(;il tal que fnj — f a.ce.

Teorema 2.9. L, [0,1]\ U Lq[0,1] € (1, c)-espagdvel em L, [0,1] para todo p > 0.
a>p

Demonstragdo. Seja f € Ly, [0,1]\ U Lq [0, 1]. Defina
a>p

fi= IX[o,1/2] € fi= X 2

Note que f ou ?6 L,[0,1]\ U Lq10,1].

a>p
Sem perda de generalidade, assumiremos que f € L, [0, 1]\ | Lq [0, 1]. Escreva [1/2,1) como
a>p
uma uniao de intervalos disjuntos I,, = [an, by,). Note que, para todo n € N e = € I,,, existe

um unico t,, € [0,1) tal que

= 1—1tn)an + tznbp.
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Agora considere uma sequéncia de fungoes f,, : [0,1] — R definida por

f(tmn) ,sex €I,
0, sex ¢ I,

fn (x) :=

Note que f,, € L, pois, para todo n € N

1fallz, < || 7]

L,

Definap=1sep>1lep=pse0<p<1l Para (a;);2; €4
[e.9] . o0 . . ﬁ [e.9] _ ﬁ _
S llaiilly = D laal” 1l < || 7)) S hail” = || 7] Mao)zzalf < oo
=1 =1 =1

o0 ~
Portanto, a série ) |la;fi[|} < oo e como L, [0,1] é Banach (p-Banach se 0 < p < 1),
~
! o0
concluimos que a série ) a; f; converge em L, [0,1]. Assim, o operador
i=1

T:ly — Ly[0,1], T ((a:)iZy) = aof + Zaifi
=1

estd bem definido. Além disso, note que 7' € linear e injetivo. De fato, se
T ((ai)iZ9) =0,

entao

a()f + Z a,-fz- =0.

i=1

Em particular, escolhendo z € [0,1/2], segue que
apf (x) =0 a.e.

Sendo f nao nula em [0,1/2], podemos escolher z de modo que f (z) # 0. Assim, ag = 0.

Logo
(e e}
Z a; f; = 0.
i=1

Como as fungoes f; possuem suportes disjuntos para todo i, segue que a; = 0 para todo 1.

Observe que T ((a;);2,) ¢ Lq[0,1] para todo ¢ > p > 0 e (a;);2, # 0. De fato, seja iy tal que
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ai, # 0. Se agp = 0, temos

1T ()=o) Zazfz > |aio| || fiollg =
Se ag # 0, temos
1T ((ai)Zo)ll, = [jaof + Zaifi > |ao| HfX[o,l/z]Hq =
i=1

q

Assim, T (€;) \ {0} C L,[0,1]\ U L¢[0,1]. Consequentemente, T (¢5) é um subespaco
q>p
fechado c-dimensional de L, [0, 1]. Para finalizarmos a prova, resta-nos atestar que

T (eﬁ)\ {0} C Lp[0,1]\ U Lg [0,1].

q>p

De fato, seja g € T( 5)\ {0}. Logo, g # 0 a.e., ouseja, o conjunto A = {z € [0,1] : g () # 0}
tem medida positiva. Considere (az(-k))(io € {5, k € Ntal que g = limg_oo T ((agk))io) em

L, [0,1]. Pela defini¢ao do operador 7', temos
r ((agk)>i:0) - a(()k)f T Zagk)fi =y g em Ly [0,1].
i=1

Em particular,

T ((ag’“):)) X[0,1/2] oy 9X[o,1/2) €m Ly [0,1].

Como f; é nula em [0,1/2] para todo 4, temos

o0 k —00
aék)f =T ((agk))i )X[o 1/2] — 9X|o,1/2] €m L, [0,1]. (2.11)

Por outro lado, a convergéncia em Ly [0, 1] dada em (2.11) nos garante que existe uma sub-
. o)
sequéncia <aék] )J?> - tal que
]:
(kj) 7

ag " f(x) — gx[o,1/2(z) a.e., quando j — oco.

De fato, basta usar o fato de que convergéncia em L, implica convergéncia em medida e usar

o Teorema 2.7.
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Como f é ndo-nula a.e., existe zg € [0,1/2] tal que f(zg) # 0 e

alf? f(20) — gX[0.1/2)(x0) quando j — oc.

Daf, lim; o a(() 2 existe uma vez que

QX[0L1/2] (zo)
f (2o0)

Pelas propriedades de limite, asseguramos que

a[()kj ) quando j — 0.

a7 P2 af em L, [0,1], (2.12)
onde o = lim;j 0 a(()kj). De (2.11) e (2.12), usando a Observagao 2.2 temos
gX[o,1/2] = af ae.
Se « # 0, entao
1
2
0

1
ol = [ o irar> [ lg 017t = | xgeara I = o

provando que g ¢ Ly [0,1]. Se o = 0, entdo gx[o,1/2) = 0 quase-sempre. Assim defina

A:={xe1/2,1]: g(z) #0}.

Como A tem medida positiva e gx[1/2) = 0, entao A tem medida positiva. Como g =
o0

limg_yoo T ((agk)) 0) em L,, entao
1=

— 0, k£ — oc.

H (a(()k)f + Zag"’)fn - g) X[1/2,1]
n=1

p

Em particular, usando o Corolério 2.8 (também vale para L,), existe uma subsequéncia

( <ag’“ﬂ') F+> a%’“j)fn> Xu/zﬂ)
n=1 =t

tal que

<aé’“”f @)+ an” fa (w>> Xi/2a) (7) — 0. (2) x/20) (@) ae, j = oo,
n=1
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Consequentemente, o conjunto B¢ := [1/2,1]\ B, onde B = {z € [1/2,1] : o limite acima existe},
tem medida zero. Note que

A= (BmZ) U <BCmZ>.
Como BN A tem medida nula e A possui medida positiva, garantimos que B N A tem medida
positiva. Seja

C={xel0,1/2]: f(x)=0}.

Dai, como ]7:: IXj0,1/2] € Lp[0,1] \Uq>qu [0, 1] segue que C' tem medida nula. Sendo cada
frn uma reproducao da f no intervalo I,,, segue que Cp, = {z € I, : f, (z) = 0} tem medida

nula para todo n € N. Além disso,
BNA= (Bm[lm(]n) U (Bmﬁm(fn\cn)).

Como BNANC, tem medida nula, entdo BN AN (I,\.Cp) possui medida positiva para cada
n € N. Portanto, fixado r € N, podemos escolher zg € BN AN (I,\C}) tal que g (z9) # 0,

fr(z0) #0 e

a8 f (o) + at™ f, (o) = af") f (x0) + Zagkj)fn (z0) — g (w0) quando j — oo.

n=1
Como lim;_, a[()kj) = a = 0, obtemos
(k) 9(%0)
lim a,”7’ = = 0.
P N e RS

Além disso, como

k; )
frxr,. (z) a£ 7) — gxi1, () ae., j— oo,

pela unicidade do limite garantimos que

gxr. = nfrxi, a.e.,

e isso garante que gxr, ¢ Lq[0,1] e consequentemente g ¢ L, [0, 1] para todo ¢ > p, pois

1
lgll? = /O g ()]7dt > / g ()] dt
- /I Inf, (£)]7 di
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_— / £ (B dt

= [nl* [l frxz, llg = oo

Portanto,

T (6;)\ {0} € L, [0,1]\ U Lq [0,1]

q>p

donde segue o resultado.
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Capitulo

Lineabilidade e Curvas de Peano

Motivados por resultados obtidos por Albuquerque et al., em [4], no presente capitulo,
aplicamos a técnica de lineabilidade apresentada anteriormente e investigamos a presenca de
estruturas lineares no ambito de aplicacoes continuas e sobrejetivas, em espacgos euclidianos
e numa classe particular de espacos topoldgicos, os espagos o-Peano. As ideias desta etapa

fazem parte do preprint:

e N. G. Albuguerque and D. Tomaz, A new approach on the lineability of the set of Peano

CUTves.

3.1 Nocoes basicas

Fixemos algumas notacoes que serao usadas neste capitulo. Dados M, N € N, deno-
tamos por C (]RM, ]RN) o espaco das funcoes continuas de RM em RY e por CS (RM, ]RN) o}
conjunto de todas as funcoes continuas e sobrejetivas de RM em RYV. Para nossa abordagem

em lineabilidade, consideraremos o seguinte subconjunto:
CSoo (RM,RN) = {f eC (RM,]RN) : 71 (a) é ilimitada para todo a € RN} )

Em 1890, o matemaético italiano Giuseppe Peano [110] surpreendeu a comunidade ma-
tematica apresentando de maneira nao intuitiva a existéncia de uma aplicacao continua e
sobrejetiva (curva de Peano) do intervalo unitério I = [0,1] no quadrado I? = [0,1] x [0, 1].
Posteriormente, o Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (veja [84] ou [126, Theorem 31.5]) tornou-
se uma ferramenta fundamental na caracterizacao dos espacos que sao imagem continua do

intervalo unitédrio I = [0, 1].
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Teorema 3.1 (Hahn-Mazurkiewicz). Um espago topoldgico de Hausdorff nao-vazio é a ima-
gem continua do intervalo unitdrio se, e somente se, € compacto, conexo, localmente conezxo

e metrizdvel.

Espacos de Hausdorff que sao a imagem continua do intervalo unitario, sao chamados
de espacos de Peano, ou seja, um espaco de Peano é um espaco topoldgico de Hausdorff
compacto, conexo, localmente conexo e metrizavel. Extensoes do conceito de curvas de Peano
em RY podem ser encontradas em [40, 115]. Nos resultados de lineabilidade, utilizaremos

também uma nocao mais geral de espacos de Peano, conhecidos como espacos o-Peano.

Definicao 3.1. [4, Definition 3.1] Um espago topoldgico X' é um espaco o-Peano se existe

uma sequéncia crescente de subconjuntos
KiCcKyC ---CKp,C--CX,

tais que cada um deles é um espago de Peano munido com a topologia herdada de X e cuja

unido é o espago X , ou seja, |J K, = X.
meN

Resultados em lineabilidade relacionados a sobrejetividade foram investigados em al-
guns trabalhos. Em se tratando de funcoes sobrejetivas em RE, tais como funcoes sobre-
jetivas em toda parte, funcoes perfeitamente sobrejetivas, funcées do tipo Jones destaca-
mos [18,19,30,39,57,73-76,87]. Lebesgue, em [97], provavelmente foi o primeiro a exibir o
exemplo de uma funcao sobrejetiva de R em R com propriedades fortes. Entretanto, todas
essas funcoes mencionadas sao descontinuas em qualquer ponto. Motivados por esse fato,
diversos pesquisadores investigaram propriedades no ambito da lineariza¢ao (lineabilidade,
espacabilidade, algebrabilidade) de fungoes que sao continuas e sobrejetivas (ver [2—4,38,40]).

Em [2], Albuquerque obteve o seguinte:

Teorema 3.2. [2, Theorem 2.5] Para todo par M, N € N, o conjunto CS (RM, RN) € linedvel

mazximal no espago C (RM,RN).

Em 2014, Bernal e Cabrera, em [38], obtiveram uma generalizagdo desse resultado no

ambito de lineabilidade e espagabilidade.

Teorema 3.3. [38, Theorem 4.19] Para cada par M,N € N, o conjunto CS (RM,RN) é
denso-linedvel mazimal e espa¢dvel em C (]RM, ]RN). Em particular, CS (RM, ]RN) € linedvel

mazximal em C (]RM, ]RN).
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Em seguida, em [4], estes foram generalizados para o cenério de espagos o-Peano:

Teorema 3.4. [1, Theorem 3.6] Seja X um espaco wvetorial topoldgico o-Peano. Entdo

CSx (]RM, X) € linedvel mazimal em C (]RM, X).

Observe que os resultados acima sdo 6timos no sentido de que o espago vetorial obtido
possui dimensao méxima ¢: recordemos que dimC (RM RN ) = ¢; mais geralmente, dado um

espaco o-Peano X, tem-se card C (RM, X) = ¢ (veja [21, Theorem 1.8.6]).

3.2 Construindo Curvas de Peano

Na obtencao de resultados em lineabilidade e espagabilidade, uma técnica primdria na
construgao dos espagos vetoriais, é produzirmos vetores que cumpram os seguintes objetivos:
independéncia linear; possuam caracteristicas do ambiente (espago); tais caracteristicas sejam
estdveis por combinagoes lineares. Desta forma, produziremos uma familia apropriada de
fungoes em CSo (RM , X ) que nos possibilite a obtencao de espagos neste novo ambito de
lineabilidade. Para tanto, o lema a seguir revelar-se-4 fundamental. Como usual, o suporte

de uma funcéo f : RM — X serd denotado por
supp f = {33 eRM: f(z) # O}.

Lema 3.5. Sejam X um espaco o-Peano e f € CSo (R, X). Entao existe uma familia

{fn}nEN C CSoo (R, X) que cumpre

(i) {fn}nen possui suportes mutuamente disjuntos, i.e., supp f, N supp fr, = 0, se m # n;

(ii) Apenas uma das situagoes a seguir ocorre

<U supp fn> N[0,00) =0 ou (U supp fn) N (—o0, 0] = 0;

neN neN

(iii) {f} U {fu}tnen ¢ linearmente independente.

Demonstracao. Iniciamos com um fato de simples constatacao: para qualquer a € R, ocorre
que f([a,00)) = X ou f((—o0,a]) = X. Com isto, podemos supor que f([0,00)) = X.

Obteremos uma particao {[mn}m,neN de R, ie, R=J I.n, por intervalos compactos

m,neN

Lnn C R com interiores mutuamente disjuntos que satisfaz a seguinte propriedade:

Para todo n € N, U Iy C R é ilimitado. (3.1)
meN
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Note que podemos escrever o intervalo unitério fechado [0, 1] como uma uniao de intervalos
compactos {I, }nen com interiores aos pares disjuntos. De fato, defina Iy = {0} e para cada
neN, I, = [n%rl, ﬂ Note que [0,1] = |U,,cn In- Mais geralmente, isto pode ser efetuado
para qualquer intervalo compacto de R. Consideremos a seguinte familia {I,,,}: para cada

inteiro positivo m > 1 defina I,,,o := [m — 1,m]. Por conseguinte, para cada k > 1,

[k, —k+1]= | Tk,
meN

onde Jp,; sdo intervalos compactos com interiores dois a dois disjuntos. Definindo I, :=
Jnm, para m,n > 1, obtemos uma particao {Inn},, ,cn que satisfaz (3.1). Essencialmente,
estamos particionando R em subconjuntos {Z,},>0, onde Zy = [0,00) e para cada n > 1,

Z, = [-n,—n + 1], de modo que

T, = = U dm, =1-2,-1]= Jme
meN meN
e assim por diante. Os intervalos J,,, sao colecionados em ordem exaustivamente crescente

de decomposigao dos intervalos compactos Z,, = [-n, —n + 1].

De posse da partigao {1, } obteremos uma familia de mapas continuos { f,, }nen C

CS~ (R, X), que cumpre

m,neN?

Para todo n € N, fn<U Imn> =Xefr=0em R\ | Inn. (3.2)

meN meN

Usando o Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (Teorema 3.1), e o fato de que espagos de Pe-
ano sao conexos por arcos [126, Theorem 31.2], podemos considerar uma curva de Peano
fmn + Imn — Bx[0,m] que comega e termina na origem 0 € X'. Entao, defina f, : R — X tal
que fn, = fimn em Lyy; e fr, =0 em R\ UpenImn. Logo, cada f,, é um mapa em CS« (R, X),
a familia {f,}nen cumpre (3.2) e, consequentemente, possui as propriedades dos itens (i) e

(ii). Por fim, resta verificarmos o item (iii). Note que, para qualquer combinagao linear

af +aifp, +- +oagfn, =0,

por (ii) e pela forma como os mapas f,, foram construidos, obterfamos af = 0 em [0, c0) e,
por conseguinte, a = 0, uma vez que f([0,00)) = X. Usando (i), concluimos que a1 = -+ - =

ak:O. ]
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3.3 (1,c¢)-lineabilidade de CS, (R, X)

Nesta sec¢ao, fixados um espaco vetorial topolégico o-Peano X, provaremos que o con-
junto CS (R, X) é (1, ¢)-linedvel em C (R, X'). Usaremos resultados apresentados nas segoes

anteriores e a técnica inspirada em [4, 70].

Teorema 3.6. Seja X um espago vetorial topoldgico o-Peano. Entio CS (R, X) € (1,¢)-
linedavel em C (R, X).

Demonstragdo. Sejam f € CSs (R, X) nado-nula e W := (f) C CS« (R, X) U {0} o su-
bespago vetorial unidimensional gerado por f. Sem perda de generalidade, suponhamos que
f([0,00)) = X. Procedendo como no Lema 3.5, obtemos uma familia { f, }nen € CSo (R, X)
que satisfaz os itens (i)-(iii) e uma particao {Immn},, ,cn de R em que supp fn C Uy limn para
cada n, como apresentado na prova do Lema.

Por outro lado, consideremos uma colecdo {Jx},cs, com card A = ¢, formada por
subconjuntos infinitos de N que é quase disjunta, i.e, Jy N Jy é finita sempre que X # X (veja

[1]). Defina, para cada A € A,

F = Z fn:R = X.
neJy
Como os suportes de {f,} sdo mutuamente disjuntos, cada F) estd bem definida e pertence
aCS (R, X). Basta observar que F\ = f,, em I,;,, com n € Jy. Um fato fundamental é que
{F\}en ¢ linearmente independente. De fato, por simplicidade considere g, escalares
tais que

OzQF)\l + OélF)\Q =0.
Como Jy, e Jy, sao quase disjuntos (isso significa que a intersegao entre eles é no maximo
finita), considere nq,...,n; € N tais que

Iy NIy = {n1,...,ng}.

Como cardJy, = Ny, é possivel escolher n; € Jy, tal que n; ¢ Jy,. Consequentemente,
apF), = apfn; = 0 em supp fp; e, portanto, ap = 0. Analogamente, obtém-se que a; = 0
donde segue a afirmacdo. Além disso, {f, F): A € A} é linearmente independente. Para

tanto, consideremos ag, v, ..., (k € N) escalares tais que

F=oayf+a1F\ +---+opFy, =0.
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Usando que f([0,00)) = X e (UneN supp fn) N [0,00) = (), asseguramos que F) = 0 em
[0,00) para qualquer A e, com isso, ag = 0. Agora usando que {F)},., sdo linearmente

independentes, concluimos que oy = 0 para todo k > 1. Portanto,
span{f, F\: A€ A}

é um subespago vetorial com dim = ¢ de C (R, X’). Para finalizar a prova, resta-nos, portanto,
mostrar que

span{f, F\: A€ A} CCS« (R, X)U{0}.

Assim, consideremos um elemento nao-nulo F' € span{f, F) : A € A}. Entao

k
F=aoyf + ZaiF)\i.
1=1
Se ag # 0, tomando h := agf € CSo (R, X)\ {0}, note que F~1(y) D h=1(y) N[0, c0), para
todo y € X. Entao F € CS« (R, X). Se ag = 0, segue que

k
F = ZaiF)\i.
i=1

Logo, a; # 0 para algum ¢ € {1,...,k}. Sem perda de generalidade, suponha que a; # 0.
Note que podemos fixar ko € Jy, \ (Ui:2 ok J,\i), pois Jy, \ <UZ:2 k J,\l.> é um conjunto

infinito. Consequentemente,

F= O‘lF)\l - alfko €m supp fko

e F7l(y) D f,;ol(y/al), para todo y € X. Portanto, F' € CS~ (R, X)), e isto conclui a

prova. ]

Observagao: Note que («, )-lineabilidade de CS+ (R, X') nao implica, de modo imediato,
(c, B)-lineabilidade de CS« (]RM,X). Dada F' € CSx (RM,X), para quaisquer K € N e
f € CS« (RK,RM), Fof e (CSx (RK,)(). Tais “translacdes por vetor mae” sao tuteis
para obter resultados na nocao cldssica de lineabilidade em CSo (]RM , X ): basta efetuar
tais translagoes de modo a levar estruturas lineares obtidas no caso M = 1 (CS« (R, X))
para o caso geral (CSo (R, X)). Nesta nogao mais restritiva de («, 3)-lineabilidade, esta
técnica nao é util. De fato, consideremos W, C CS (RM,X) U {0}, com dimW, = «
e ' € W,. Fixada arbitrariamente fo em CS (R,RM ), observe que U, := {F o fy :
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F € Wy} C CS« (R,X) U {0} possui dimensao a. Logo, existe um subespaco Ug, com
dimUg = f tal que Ug C CS« (R, X) U {0}. Dai, dada gp em CS (]RM,R), definindo
W3 :={Gogo: G € Ug}, note que dimWz = e Wg C CSx (RM,X) U {0}. Entretanto,

nao asseguramos necessariamente que W, C Wp.

Conjectura 3.1. Dado um espago vetorial topolégico o-Peano X', CS~ (]RM,X) é (a,0)-

linedvel em C (]RM , X ), para algum inteiro positivo M > 1 ou algum cardinal o > 17

3.4 (1,c)-espacabilidade de CS,, (R,R")

Apresentaremos agora um resultado que fornece a espagabilidade do conjunto das cur-
vas de Peano em X = RY. E importante recordar a métrica que descreve a topologia da

convergéncia uniforme (ou topologia “compacto-aberta”) em C (]R, RN ):

s max(
p(f,g)=> 27" )| — 9 (3.3)
1+ maX_n n] ‘f g|
Munido desta topologia, C (R, RN) é um F-espago (cf. [21, p. 68] ou [54, p. b)), ie.,
um espaco vetorial topoldgico metrizavel completo cuja métrica é invariante por translagao.
Por conseguinte, CS (}R, RN ) e CSx (R, RN ) herdam tal topologia. A seguir apresentamos o

resultado de espacabilidade na nova nogao.
Teorema 3.7. CS« (R,RY) € (1,¢)-espagdvel em C (R,RY).

Demonstracdo. Sejam f € CSxo (R,RN) NA{0}eW = (f) CCS (R, RN)U{()}. Procedendo
como no teorema anterior, suponhamos que f ([0,00)) = R" e consideremos {Imn}mnen @
particdo de R e a familia { f,,} C CSs (R, RY) como no Lema 3.5 ( R é um espaco o-Peano).

Como no Teorema 3.6, considere {Jy}cp € {F)})cp satisfazendo as mesmas proprieda-
des. Nao é dificil provar que o conjunto {f, F) : A € A} é linearmente independente. Assim,

definamos

[e.e]
S = {a0f+2anF,\n : ay, € K para todonZO},

n=1
que é um subespago vetorial c-dimensional de C (R,RN ) Provaremos que S é fechado em
C (]R, RN). Assim, considere uma sequéncia {¢;}jey em S e h e C (R, RN) tais que

lim ¢; =h em C(R,RN).

]—}OO
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Para cada j € N, temos

gj=of f+ > al)Fy,.

n=1
Como f([0,00)) = R¥, tomemos zq € [0,00) tal que f(xg) # 0. Como convergéncia em

C (R, RN ) implica convergéncia pontual e F, = 0 em [0, 00) para todo n > 1, segue que
lim ¢;(x0) = lim af) £ (z0) = h(x0).
j J

Portanto, existe lim; oz((]j) = ap € K. Agora fixemos k € N. Usando que {f,}, tém suportes

disjuntos, para nj, € J, temos
Fy, = fo, em | Inn,.
m

Logo, como lim; a(()j) = ap, para cadam € Ne y € Iy,

h(y) = lijm ¢i(y)

= li}n a(j)f(y) + a,gj)FAk (v)

=aof(y) + li]m a,ﬁj)fk(y)-

Isso garante que existe lim; ozg ) = ap € K. Isto prova que

h=ayf+ OékF)\k em Imnk-

Como a situacao ocorre para k € N arbitrdrio, concluimos que h = agf + > oo anFy, € S.

Para finalizar a prova, resta-nos mostrar que
S C CSe (R,RY) U{0}.

O procedimento da prova do Teorema 3.6 nos leva a essa conclusdao. De fato, considere
um elemento ndo nulo F = aof + > o2 anF), € S. Se ag # 0, tomando h := agf €
CSx (R,RY), note que F~1(y) D h!(y)N[0, 00), para todo y € RY. Logo F € CS (R,RY).
Agora suponha que g = 0. Entao a; # 0 para algum j > 1. Sem perda de generalidade,

suponha que a1 # 0. Observe que podemos fixar ko € Jy, \ (U;2s Jz;), pois Jx, \ (Ui Ja,)
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¢ infinito. Logo

F=aF\ =afy, em U Tk,
meN

e, consequentemente, F~!(y) D f,;)l(y/al), para todo y € RY. Portanto, F € CSs (R, RY)

finalizando a prova. ]
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Parte 11

Abordagem multipolinomial de

desigualdades classicas
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Capitulo

Multipolinomios homogéneos entre espacos

de Banach

A teoria de operadores multilineares e polinémios homogéneos entre espacos de Ba-
nach é investigada de forma exaustiva pela comunidade matematica ha muitas décadas. Em
especial, os polinémios homogéneos sao pecas fundamentais na compreensao de aplicagoes
holomorfas entre os espagos de Banach. Neste capitulo, apresentaremos a nocao de multi-
polinémios homogéneos que foi introduzida recentemente por Velanga, em [121], tendo como
objetivo principal a obtencao de versdes multipolinomiais das classicas Desigualdades de
Hardy-Littlewood e Kahane-Salem—Zygmund. Essencialmente, multipolindmios sao genera-
lizacoes naturais do conceito de polindomios homogéneos, com o propésito de unificar a teoria
de polinémios homogéneos com aplicagoes multilineares. Os resultados desta etapa estao

presentes em

e D. Tomaz, Hardy—Littlewood inequalities for multipolynomials, Adv. Oper. Theory. 4
(2019), no.3, 688-697.

Consideremos Fj, ..., Ep, F' espacos de Banach sobre um corpo K, que pode ser R ou C.
Recordemos que uma aplicagao P : E — F' é um polindomio m-homogéneo se existe um

operador m-linear

tal que
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para todo z € E. Denotamos a norma de P por

[P == sup [|P ()]
E

xe
llzll=1

Dado a = (ay,...,a,) € Njj, Ny := NU {0}, denotamos por |a| := a1 + -+ + a5, e por

« anp,

X n

= 27! 2% o produto de monémios para x = (z1,...,z,) € K”. Além do mais, um

polinémio m-homogéneo em K" pode ser escrito da forma

|at|=m

com a, (P) € K. Para mais detalhes sobre teoria de polinémios e aplicagdes multilinea-
res, sugerimos as cldssicas referéncias [63, 105]. Recentemente, Velanga, em [121], introduziu
a nocao de multipolinémios homogéneos entre espacos de Banach. E importante destacar
também que o conceito de multipolinémios ja foi apresentado em uma outra abordagem por
Chernega e Zagorodnyuk em [56]. A recente tese de doutorado [124], apresenta um pano-
rama completo sobre a teoria de multipolindmios homogéneos. Outros resultados envolvendo

multipolindmios podem ser encontrados também no recente trabalho [50].

Definicao 4.1. [121, Definition 3.1] Uma aplicacdo P : E1 X - - - X Ey, — F' é um polinémio

(n1,...,nm,)-homogéneo se, para cada i = 1,...,m, a aplicagao

P(xlv"' y Li—1s "5 Lit1, - - '7xm) : Ez — F
é um polinémio n;-homogéneo para todo z; € Ey, ..., 2,1 € E;_1, %541 € Eiy1,...,2m € By
fixados.

Recordando a notagao anterior, mais geralmente, dada uma sequéncia o = (Oéj);il em

N U {0} tal que card{j : a; # 0} < oo, definimos
(o.¢]
laf == > oy
j=1
e, para X = (l’j)?il € KN e a # 0, representamos

(e 7]

o J

x% = ||:Uj,
7j=1

com a convencao a:? =1.
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Além disso, denotamos a norma de um polinémio (n, ..., n,,)-homogéneo P por
IP|| == sup {||P (z1,...,2m)|l; 2m € Em e |zmlp, <1}

Como mencionado, o objetivo de estudar multipolindmios homogéneos é tentar estabelecer
uma unificacdo entre polindomios e aplicacoes multilineares. Por exemplo, na Definicao 4.1,
quando m =1 e n; = 1, temos o conceito de operadores lineares. Quando m =1e n; > 1,
recuperamos a nogao de polinémios homogéneos. Por fim, quandom =1leny =--- =n,, =1,
revisitamos o conceito de aplicagoes multilineares. Tais casos sao geralmente conhecidos como
“casos extremos”. Essencialmente, um multipolindomio P é um polindomio ni-homogéneo em

cada varigvel.

4.1 Desigualdade multipolinomial de Kahane—Salem—Zygmund

A Desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund apareceu pela primeira vez provavelmente
no trabalho [88]. Essencialmente, ela utiliza ferramentas probabilisticas para construir po-
linbmios homogéneos e operadores multilineares que tém normas relativamente pequenas.
Para um estudo detalhado da referida desigualdade, sugerimos [3, Appendix B] . Recente-
mente, uma extensdo da desigualdade foi obtida em [8, Theorem 2.5]. O nosso propdsito é
obter uma versao da Kahane—-Salem—Zygmund para multipolindmios.

Recordemos, inicialmente, uma versdao no contexto multilinear que aparece em [,
Lemma 6.1] e também em [6, Lemma 3.1]. Como usual, para p € [1,+oc], denotaremos
por £} o espago n-dimensional K" munido da norma ||.||,,. Além disso, para ¢ > 1, definimos
a(q) = mé,x{% - %,0}.

Teorema 4.1. (Desigualdade de Kahane—Salem-Zygmund). Sejam m,n > 1, p € [1,+0o0].
Entao existe uma aplicagio m-linear A : ) x -+ x £y — K da forma

A (x(l), e ,m(m)> = i (52-1,.,.7%3@511) e a:(m),

im

i1yensim=1
com 8, ,..i, € {—1,1}, tal que
|A|| < Cpy - n3+ma®)
onde Cy, € wma constante positiva que depende apenas de m.

A partir de resultados encontrados em [34], podemos observar que, quando 1 < g < 2,

o expoente da desigualdade anterior pode ser melhorado.

o1
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De fato, considere A : {5 x --- x {5 — K o operador dado pelo Teorema 4.1, isto
é, |A]l < nz. Note que quando consideramos a mesma forma multilinear em ¢1, ou seja,
A x - x U}y — K, entao ||A|| = 1. Dai, para espagos ¢, intermedidrios, usando
o Teorema de interpolacao de Riesz-Thorin ([36, Theorem 1.1.1] ou [72, Theorem 6.27]),

obternosA:ng xﬂg—ﬂKcom
IA] < |1A)° .|| A"

para 0 < 0 < 1. Assim,
2qg — 2
e
q

_1 . :
Consequentemente, ||A|| < n'~4. Dessa forma, podemos enunciar a Desigualdade de Kahane—

Salem—Zygmund de uma forma mais precisa, como segue (veja [16, Theorem 2.2)):

Teorema 4.2. Sejam m,n inteiros positivos e p > 1. Entdo existe uma forma m-linear

Aly x - x Lty — K da forma

n

AGEDa) = Y gyl

m
1155t =1

com 0y, i € {—1,1}, tal que

1

4] < Gy -t (G3) H213

)

onde C,, € uma constante positiva que depende apenas de m.

Com o auxilio do teorema anterior, obteremos uma versao da desigualdade acima no

contexto de polinomios homogéneos, que em certo sentido nao é tao comum na literatura.

Teorema 4.3. Sejam m,n inteiros positivos e p > 1. Entdo existe um polinomio m-

homogéneo P : ¢, — K da forma

P(z) = Z OitimTin " * Ty (4.1)

i1 eim=1

com 6y ... € {0,—1,1} tal que

]| < Cp - "l (573) 073
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card{0;, .. i, #0} =n"",

onde Cp, € uma constante positiva que depende apenas de m.

Demonstracao. De fato, usando o Teorema 4.2, considere a forma m-linear

Tnzfgx---xf;‘—>K

definida por

T, (x(l), ... ,x(m)> = i 5i1,.‘.,im$£11) e x(m),

i1eim=1

com &;, ;. € {—1,1} satisfazendo
Tl < Co - pre{m(3-5)+31-5 (4.2)
Por outro lado, escreva N como uma uniao de subconjuntos aos pares disjuntos (N),-; com
card (N) = card (N)
para todo k = 1,...,m. Denotando cada Ny := {ji1, jo, j3,..., }, defina

(:Bj)jeNk = (X, Tjys Tjgy-ony) € Lp. (4.3)

Observe que

H(xj)jENk . < H(:L'j)jeNng para todo k=1,...,m.

Assim, considere a aplicacao P : ¢, — K definida por

P(z) =T, ((;rj)jeNl . (xj)jeNm) . (4.4)

Note que P é um polindmio m-homogéneo como definido em (4.1). De fato, para cada
k=1,...,m, seja

R
definida por
ok (@) == ($j)j€Nk = (@), Tjo, Tjs, - - ) -
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Note que ¢, € linear para todo k. Dali, considere a aplicagao
Uil x--xt, —K

dada por

v (:L‘(l), e ,:L'(m)) =T, (gpl (:L'(l)> yee s Om (:L‘(m)>> .

E f4cil observar que ¥ é m-linear. De fato, dado A € K e i € N, observe que

v (x(l), .. .,x(i) + )\y(i), - ,x(m)> =T, (gpl (m(l)> NS (x(i) + /\y(i)) sy Om (:r:(m))) .

Assim, usando a linearidade de cada ¢; e a m-linearidade de T,, temos

W (0,2 4 2y, 2 =T (o (20) g (20 £ 20 @) o ()

=7, (o1 (+®) - @) 4 A D), o (™))
) wi@®), o (5))

+ AT, <4p1 (95(1)) o), om (x<m>>)

= (x(l),...,x(i),...,x(m)> + AV (x(l),...,y(i),...,x(m)) .

Portanto, concluimos que ¥ é m-linear. Além disso,

para todo z € ¢,. Por defini¢do, segue que P dado em (4.4) é um polinémio m-homogéneo.

Outrossim,

|P (x)| = |Tn <($j)jeN1 ERRE <xj>j€Nm>‘
< Tl @enn]| - [@) e,
) (ESH I (EHRN
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o0

Tomando o supremo com H(:J;j)jzl =1

1Pl < Tl -

Pela estimativa (4.2) , concluimos que

1

1P]| < Gy -l (33) 4203,

Procedendo como no resultado anterior, nosso objetivo é obter uma versao multipolino-
mial da Desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund, que serd fundamental na demonstragao

da Desigualdade multipolinomial de Hardy-Littlewood.

Teorema 4.4. Sejam m,n, ni, . .., Ny inteiros positivos e p > 1. Entao existe um polinémio

(n1,...,nm)-homogéneo Q : £y x --- x £, — K da forma

Q(x(l),...,ac(m)>: i 5i1,.‘.,imx§11)"'xz(:)’

1peim=1

com 8y €10,—1,1} e card {(i1, ., im) : 6iy... i, 7 0} = n™ tal que

ol < Cur (-1

m

onde M = ) nj;.
j=1
Demonstracao. Para cadan; > 1,7 =1,..., m, usando a versao multilinear da Desigualdade

de Kahane-Salem—Zygmund, existe um operador M-linear

ni Nm
Al x-oxdy XX Uy x--xlp — K

da forma
A <3:(1), e ,x(M)> = Z + 3:511) : acl(f\\;[)
i1yeeninr=1
tal que
4] < Oy - am e GR) HE15 (45)
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Além disso, procedendo como no Teorema 4.3, considere

N=nN"u...uNQ

m

unides disjuntas com card (N?) = card (N), para todo i = 1,...,m, k = 1,...

(x?) ) uma sequéncia em ¢, definida analogamente como em (4.3).
j€

k
m

—_—
Assim, considere a aplicacao m-linear @ : £, x --- x £, — K dada por

O
—
8

=

. :L‘(m)>

-~
ni Nm
Note que @ é um polindémio (n1, ..., n,,)-homogéneo. De fato, considere
ni Nm

ny Nm
——t— ——t—
AUy x o ox by X oo X Uy x - x £y — K

a forma M-linear dada por

A(x(l),...,x(M)>: i :l:a:l(ll)---:vl(-g),

i1, di=1

m
com M = ) nj.
=1

‘77
Por outro lado, para todos inteiros positivos %, r, considere
o) by — by

aplicagoes definidas da forma

o) (@) 1= (27), 0 -
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Por exemplo,

AU (xm) _ (xgl))jeNgl) D (g;(l)) - (;é.l))jm(l>

ni

. . 1) 4 oqs .
e assim sucessivamente. Note que (p7(~) ¢é linear para todos 1, T.
ni Nm

—— ——
Dai, seja W : £, X -+ x €y X -+ x £, x--- x{, — K dada por

v (.7}(1), .. .,x(M))
=A (cpgl) (:1:(1)> ,...,gog\]fl) <a;(M)>> .

Usando a linearidade de cada <p$f) e a M-linearidade de A, concluimos que ¥ é M-linear. Em

particular, fixadas 2@, ..., 2™ em ¢y, segue que

v (:c(l), .. .,x(l)) = A, (cpgl) (a:(l)) 7,,,7%(111) (x(l)»

= Ap, ((‘Tg‘l))jeMU e ($§1)>jeN%ll’)

= (l‘(l)) il — K
para todo z1) € ¢p. Note que @y, ¢ um polinomio nj-homogéneo. Analogamente,

W (20, = Ay, (8 (207l (2))

= Apg, ((xg'm))jeNSm) SR (xg'm))jeN%)
)

¢ um polinémio n,,-homogéneo. Portanto, concluimos que @ é um polinémio (n1,...,ny)-

homogéneo. Além disso, usando a norma do supremo e a estimativa (4.5), obtemos

Il < llAfl = CM~nméx{M<%*%)+%’1*%}.

4.2 Desigualdade multipolinomial de Hardy—Littlewood

Em 1931, no artigo [43, Theorem I], Bohnenblust e Hille apresentaram a famosa Desi-
gualdade multilinear de Bohnenblust—Hille. Esta nos afirma que, para todo inteiro positivo

m > 1, existe uma constante Ck,, > 1 tal que, para toda forma m-linear
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T:05 x---x — K e todo inteiro positivo n,

m+1
n 2m
2m_
Yo AT (g < Cx.m T,
jlv"'7jm:1
onde
ITh= s |7 (20,2

), 2(m €Byn.

Nos ultimos anos, ocorreu uma intensa busca sobre o comportamento e as melhores
constantes Ck ,, para a desigualdade. Além disso, esse resultado possui intimeras aplicagoes
em areas como Andlise Complexa e Harmonica, Teoria dos Numeros, Teoria da Informacao
Quéantica e até mesmo Teoria dos Jogos. Veja, por exemplo, [9,16,104]. No contexto de
polinémios homogéneos, a Desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille [5,43] afirma que,

dados inteiros positivos m > 2 e n > 1, se P é um polinomio homogéneo de grau m em ¢2,

dado por P(x) = Y a,(P)x%, entao existe uma constante Bﬁoinp > 1 tal que
|a‘:m ) J.
m+1
2m
_2m_ 1
Y laa (P)|met < B 1P (4.6)
|a)l=m

Recentemente, alguns trabalhos na literatura estao relacionados com a busca de melho-

. . . l
res estimativas sobre o crescimento das constantes B2’

K,mp» COMO, por exemplo, [35,51,60,

108]. A Desigualdade de Hardy-Littlewood consiste numa generalizacao da Desigualdade de
Bohnenblust-Hille para espagos ¢,. Em 1934, Hardy e Littlewood, em [81], apresentaram o

caso bilinear e, em 1981, Praciano-Pereira [113] obteve uma versdo no contexto multilinear:

Teorema 4.5 (Hardy-Littlewood/Praciano-Pereira). Sejam m > 2 um inteiro e
P=(p1,...,pm) € [1,+00]™ tais que ‘%‘ = p% + -+ ]ﬁ < % Entao existe uma constante
C’gp > 1 tal que, para toda forma m-linear continua T": £, x --- x £, — K

m+1-2| L]

o0 2m 2m

t1—a] L
ST T (e, " <CE LT

jlv--’jm:l
Além disso, o expoente 277“1 é 6timo.
m+1—2‘5‘
Dado um inteiro positivo m > 1, a Desigualdade multilinear de Hardy-Littlewood para

2m < p < oo [5,81] afirma que existe uma constante Cfg%tp > 1 tal que, para toda forma

m-linear T : £ x --- x £ — K e todo inteiro positivo n,

o8
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mp+p—2m
n 2mp
2mp
— [
> T (ejy, .- €5, )| mrremm < ORI
jl"“’jm:l
onde
T := sup )T (z(l),...,z(m))’ :

2. 2(M eBm
P

2mp

Além disso, os expoentes TpEp—2m

sao otimos. Quando p = oo, obtemos a classica Desi-

gualdade de Bohnenblust—Hille (veja [43]). A versao polinomial da Desigualdade de Hardy—

Littlewood [11] afirma que, dados m,n > 1, se P é um polinémio m-homogéneo em ¢y, com
- . !
2m < p < oo dado por P (x) = | |Z aq (P)x®, entdo existe uma constante Cg°, > 1 tal
a|l=m
que
mp+p—2m
2mp
2mp 1
> lag (P)|wr-2m <CR L IIPI- (4.7)
la=m

Outra versao mais delicada da Desigualdade de Hardy—Littlewood ocorre quando m < p < 2m

[7,62]. Mais precisamente, esta garante que existe uma constante C’ﬁ% > 1 tal que para

t
7p
toda forma m-linear

T:EZx-uxZZ—)K

e todo inteiro positivo n, temos

p—m
n P

_p
Yo AT (el < CRmip I - (4.8)
Jrodm=1

Como na versao classica, podemos obter uma versao polinomial desta desigualdade, isto é,

dados inteiros positivos m > 2 e m < p < 2m, existe uma constante Cﬁg’iﬂ , > 1 tal que

S Jaa (P)|7 <crt e, (4.9)

K,m,p

para todo polinomio m-homogéneo P : £, — K. Além disso, todos os expoentes envolvidos

2mp

. . . . Ly
sao 6timos. Em [55], os autores explicam a diferenca entre os expoentes 6timos mprp—3m

[§]

ﬁ. Para recentes trabalhos nessa drea sugerimos [12,107,112].

Observacgao 4.1. Vale salientar que todas as desigualdades anteriores sao vélidas quando
substituimos £} por £, para n arbitrario. Outro detalhe importante é que as constantes apre-

sentadas nas desigualdades acima nao dependem de n, especialmente quando consideramos os
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espagos £;, uma vez que os expoentes envolvidos sao 6timos. Em [22], por exemplo, extensoes
da Desigualdade de Hardy-Littlewood para formas m-lineares em espagos £, e resultados de

otimalidade sao apresentados.
Em [43], aparecem as seguintes versoes da Desigualdade de Bohnenblust—Hille:

Teorema 4.6. (Desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille): Seja m um inteiro positivo
fixado. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) Eziste uma constante Ck ., > 1 tal que

D=

Y. leaP)] < CrmllP
|a|=m
para todo polinémio m-homogéneo P : cy — K;
(i)
S 2m
b= m+1
Teorema 4.7. (Desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille): Seja m wm inteiro positivo
fizado. As sequintes condicdes sdo equivalentes:

(i) Eziste uma constante Ck ., > 1 tal que

ST

o0

Y. ITlens-e )l | < CrmlT

01 yeeeytm=1

para toda forma m-linear T : cog X --- X cg — K;

(12)
2m

> — .
p_m+1

Utilizando as versoes anteriores, Velanga, em [121], (veja também [120]), provou a

seguinte versao no contexto de multipolindmios:

Teorema 4.8. (Desigualdade multipolinomial de Bohnenblust-Hille): Sejam m,nq, ...,y
inteiros positivos fizados. As sequintes condicdes sao equivalentes:

(i) Eziste uma constante Cy, . n,, > 1 tal que

1
p
> ot atm (P) | < Coypon |1 Pl
laM|=n1,....[a(™) |=n,
para todo polinémio (ny,...,nmy)-homogéneo P :cy x --- x cg — K.
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(i)
2 (Z;”Zln])
() +1

Os Teoremas 4.6 e 4.7 sao casos particulares do Teorema 4.8. Basta considerar, respec-

p=

tivamente, m=1leny =--- =n,, = L.

4.2.1 Caso p>2M

Nesta secao, inspirados nas ideias de [121], obteremos uma versao da Desigualdade de

Hardy-Littlewood no contexto de multipolinomios homogéneos.

Teorema 4.9. (Desigualdade multipolinomial de Hardy—Littlewood) Sejam m,ny, ...,y in-

m
teiros positivos, s € (0,+00) e p > 2M, onde M = ) n;. Entio as sequintes afirmagoes sio

7j=1
equivalentes:
(i) Eziste uma constante C}fh_”’nms > 1 tal que
1
Z |Ca(1)...a(m) (P)‘S < Cgfl,,..,nm,s HPH
|a(1)’:nl,...,‘a(m>|:nm
para todo polinémio (ni,...,nmy)-homogéneo P : £, x --- x £, — K da forma
P(zM, .. 2m) = > c Py (20)*" CO
by = L) o) (P) (2 R ;o (4.10)
’a(l>‘:n17---v|a(m)’:n'm
(i1)
2 (Z;ﬂ:ﬂ%) p
s>

(Z;'n:lnj) p+p—2 (Z;”:ln]) |

Demonstragdo. (ii) = (i): E suficiente provarmos a afirmacio para

2 (Z;n:lny) p
(Srmims) p+p—2(Sm)

S0 —

De fato, inicialmente seja N = NjU- - - UN,,, uma uniao disjunta com card (Ng) = card (N),
para todo k = 1,...,m, e considere (z;);.y, uma sequéncia em ¢, definida como em (4.3).

Assim, dado um polinémio (ny,. .., n,,)-homogéneo

P:l,x---xt, — K
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como em (4.10), defina o polinémio M := (ny + - - - 4+ ny, )-homogéneo @ : £, — K da forma

Q)= P (Giljeny o+ Gajeny,)

Note que

Q) =[P (Ci)yeny -+ (i), )|
<I1P) || (z2)

JEN p"'H(Zj)jeNme

< 0P [z, izl

Tomando o supremo com H(z])(;ilH =1, segue que ||Q| < ||P||. Além disso,
P

Y. s @ = > |Cat__atm) (P)I

|Bl=n1 4t [ ]=n1,....Jalm) |=nm

para todo s > 0 (veja também [122, Corollary 2.2] e [123, Lemma 2.1]). Dai, pela Desigual-

dade polinomial de Hardy-Littlewood em (4.7), existe uma constante C% ol

K 11+ 41 150 > 1 tal

que

> Ca) _am (P | = Y e (@I

’a(l>‘:n1,.._,|o¢(m)’:nm |6|:n1++nm
l
S CHQ?n1+-~~+nm,so ||Q”

!
< O mytrtmmso 1211

donde segue o resultado.

(1) = (i1) Para provarmos a otimalidade do expoente, consideremos o polinémio

(n1,...,nm,)-homogéneo Q : ¢, x --- x £, — K dado pelo Teorema 4.4

Q ($(1)7ax(m)> = Z 6i1,...,imx2(11) x(m)

tal que

QI < oy - {1 Gp) a3

Assim suponha que o resultado seja vélido para algum expoente s > 0. Entdo, usando a

hipétese (i) para esse multipolinémio @, temos
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2Mp

e, portanto, S 2 m O

E importante mencionar que a busca por estimativas de normas envolvendo polinomios
ou multipolindmios homogéneos é um procedimento bastante classico. Veja, por exemplo,

[82].

4.2.2 Caso M <p<2M

Usando argumentos similares da segao anterior, o propdsito desta segao é apresentar
uma nova versao da Desigualdade de Hardy—Littlewood quando M < p < 2M, ou seja, vamos
estender (4.9) para multipolinémios.

m

Teorema 4.10. Sejam m,nq,...,ny, inteiros positivos, s € (0,4+00) e M = > n;. Entdo as
j=1
sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) Eziste uma constante Cﬁlfl"”’nm,s > 1 tal que
1
K
Z |Ca(1)...a(m) (P)‘S S Cnl,...,nm,s ||PH
|oz(1)’:n1,...,‘a<m>|:nm
para todo polinémio (ni,...,npy)-homogéneo P : £y x --- x £, — K dado por
o om)
P (1'(1)7 s 7$(m)> = Z CaM)..alm) (P) ($(1)) ’ (x(m)> ; (411)
|a(1>|:n1,...,|o¢(m)’:nm
(i7)
p
> .
s> -

Demonstragdo. (ii) = (i) Provaremos a afirmacao para

p
p—M "

S0 —

De fato, novamente considere N = NjU- - - UN,,, uma unido disjunta com card (Ny) =

63



4. Multipolinémios homogéneos entre espacos de Banach

card (N), para todo k = 1,...,m, e seja (Zj)jeNk uma sequéncia em ¢, definida analogamente
como em (4.3). Usando argumentos anteriores, dado um polinémio (nq, ..., n.)-homogéneo
P:ly,x---xt, — Kcomoem (4.11), defina o polinémio M := (n1 + - - - 4+ n,,)-homogéneo

Q :l, — K por
Q) =P (e s Gy, )

Usando a norma do supremo segue que [|@Q|| < ||P|. Além disso,

Y les@F = > 0 _atm (P)]7,

|Bl=n14-+nm ’a(1>|=n1,-..,|o¢(m)’=nm

para todo s > 0. Dal, pela Desigualdade polinomial de Hardy—Littlewood para m < p < 2m,

(4.9), (note que m < M), existe uma constante Cﬂ%il,...,nm,m

> 1 tal que

© %
> Ca)_atm (P)[* | = Y les(@f°
|a(1)|:n17'~~7|a(m)’:nm |5|:n1++nm

[

(0]
[

< C]%?nl—i-m—i-nm,so ||PH ’

provando (7).
(1) = (4i) Agora suponha que existe s > 0 tal que para todo polinémio (ni,...,nm,)-

homogéneo P : f, X --- x £, — K temos

> o) _atm (P)I° ] < C|P.

‘a(U |:n1,...,|o¢(m) ‘:nm

Dado um inteiro positivo n, defina o operador M-linear T;, : £, x --- x £, — K da forma

T, (x(1)7 . ,ﬂz(M)> = zn:xgl) . ..xZ(M)
i=1

m . .
com M = ) n;. Considerando N,(;) e <a:(.l) como no Teorema 4.4, para todo ¢ =
i=1

; J )jeNg)
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/—Ln%
1,....,mek=1,...,n, defina P, : £, x --- x £, — K por
P, <x(1),. ’J;(m)>
_ (1) 1) (m) (m)
= 1In (x] );eNﬁ” B ( J )jeNSl)" ' (x] )jeN({”) B (wﬂ )jeNﬁf?n)
ni Nm

Empregando argumentos presentes no Teorema 4.4, concluimos que P, é um polinomio

(n1,...,n,)-homogéneo e novamente pela norma do supremo
[ Bnll < Tl -
—M
Além disso, usando a Desigualdade de Hoélder, é facil observar que ||T,,]| < n' 7 . De fato,
n
T, (a:(l),...,x(M))) = sz(‘l) ...x,EM)
i=1
n
B S|
i=1
n M n p—M
P p P
< (z Aol ) | ( m)
i=1 =1
% p p—M
- (Hﬂ”‘”” e ) .
o p D
Como
T = sup T, (x(l),...,m(M))}
2,z eB,
p—M
segue que ||T,|| <n » . Pela hipdtese
1 p=M
ns < OBl <C|Thl| < Cn 7.
Sendo n arbitrario, fazendo n — oo, concluimos que
1 <P~ M
s p
e, portanto, s > ﬁ, o que finaliza a prova. O
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