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Resumo

Nesta dissertação, tratamos acerca de variedades m-quase-Eintein e uma de suas

generalizações. Apresentamos demonstrações de resultados de rigidez e fórmulas es-

truturais obtidos por diversos autores em publicações distintas, se destacando a carac-

terização de variedades Riemannianas completas m-quase-Einstein generalizadas como

formas espaciais, dada por Barros e Ribeiro em um trabalho publicado em 2014, cuja

mesma tese fora obtida a partir de outra hipótese fornecida por Barros e Gomes em

uma publicação de 2013. Mostramos também resultados topológicos sobre crescimento

volumétrico de bolas geodésicas em variedades quase-Einstein que são também Eins-

tein, exibidos por Barros, Ribeiro e Batista em 2014. Destacamos ainda a abordagem

do trabalho devido a Catino no artigo Generalized quasi-Einstein manifolds with har-

monic Weyl tensor, publicado em 2012 no Mathematische Zeitschrift, onde mostra-se

que uma variedade Einstein completa com estrutura quase-Einstein, tensor de Weyl

harmônico e curvatura radial de Weyl nula é localmente um produto warped com �bra

(n− 1)-dimensional Einstein.

Palavras-chave: Variedade quase-Einstein. Resultados de Rigidez. Formas espaciais.

Tensor de Weyl. Produto warped.



Abstract

In this dissertation, we treat about m-quasi-Einstein manifolds and one of its ge-

neralizations. We present demonstrations of rigidity results and structural formulas

obtained by several authors in distinct publications, standing out the characterization

of complete m-quasi-Einstein Riemannian manifolds as space forms, given by Barros

and Ribeiro at a work published in 2014, whose same thesis was obtained from other

hypothesis provided by Barros and Gomes at a 2013 publication. We also show topo-

logical results about volume growth of geodesic balls on quasi-Einstein manifolds that

are also Einsten, presented by Barros, Ribeiro and Batista in 2014. Also noteworthy

the approach of the work due to Catino at the paper Generalized quasi-Einstein mani-

folds with harmonic Weyl tensor, published in 2012 on the Mathematische Zeitschrift,

where show up that a complete Einstein manifold with quasi-Einstein structure, har-

monic Weyl tensor and zero radial Weyl curvature is locally a warped product with

(n− 1)-dimensional Einstein �ber.

Keywords: quasi-Einstein manifolds. Rigidity results. Space forms. Weyl tensor.

Warped product.
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Introdução

Uma variedade é dita Einstein quando a sua curvatura de Ricci pode ser escrita

como um múltiplo de sua métrica. Este conceito surgiu a partir de trabalhos de Albert

Einstein publicados primeiramente em 1915 � vide [44], originalmente utilizado no caso

Lorentziano, como soluções de equações de campo de Einstein no vácuo com constante

cosmológica, a saber,

Ric− 1

2
Rg + Λg = κT,

em que Λ é a constante cosmológica, κ é a constante de gravitação universal e T é o

tensor de energia-estresse. Este é um tema bastante rico com rami�cações para outras

áreas do conhecimento cientí�co que suscitou a investigação de variedades tipo-Einstein,

cuja estrutura básica de certa forma estende as Einstein, e que vem sendo extensamente

explorado, tendo inspirado o surgimento dos conceitos básicos e de muitas noções fun-

damentais do que estudamos nesta dissertação. O livro Einstein Manifolds, da autoria

do grupo francês intitulado Arthur L. Besse, aprofunda esta temática e será recorren-

temente citado aqui.

Os estudos de variedades com estrutura quase-Einstein, foco desta dissertação, ti-

veram início a partir das análises fundamentais realizadas por Dong-Soo Kim e Young

Hoo Kim no artigo [30], publicado em 2003, em que os autores buscavam responder ao

seguinte questionamento presente em [8]:

"Existe um produto warped Einstein compacto com função warping não constante?"

Os autores anteriores obtiveram uma solução parcial a esta questão, como veremos no

Capítulo 2. Veremos também que este questionamento se manteve presente em diver-

sos outros trabalhos posteriores a [30], sendo uma questão central à teoria.

Posteriormente, Chenxu He, Peter Petersen e William Wylie estenderam esse re-

sultado considerando o caso em que a base é compacta e com bordo, em [27]. Estes

últimos autores lidaram, em outros trabalhos, com esse questionamento nos casos em

que a compacidade é desconsiderada. Je�rey Case, Yu-Jen Shu e Guofang Wei pro-

varam que métricas quase-Einstein shrinking são triviais em [17], sendo responsáveis

pela formalização do conceito de variedades quase-Einstein e também estudamos este
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artigo no Capítulo 2.

Um conceito recorrente nesta dissertação é o de resultados de rigidez que, em geral,

são aqueles em que, supondo-se que um determinado objeto tenha certas característi-

cas, essas o obrigam a ser de um determinado tipo. Por exemplo, como consequência

do Teorema Egregium de Gauss, toda superfície do R3 que é isométrica a uma esfera é

uma esfera. Também, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, uma superfície compacta com

curvatura gaussiana positiva é homeomorfa à esfera, isto é, é topologicamente uma

esfera. Estes são resultados de rigidez, ou seja, a propriedade de ser isométrica, respec-

tivamente compacta com curvatura de Gauss positiva, à esfera obriga a superfície a ser

uma esfera, respectivamente uma esfera topológica. Diversos dos resultados estudados

e apresentados nesta dissertação são classi�cados desta forma.

Sendo subdividido em 4 capítulos, neste trabalho, com base nos artigos [30, 17, 3, 5,

18], estudamos questões relativas a variedades quase-Einstein e uma de suas generaliza-

ções, interrelacionando entes algébricos, analíticos e topológicos. Em certos momentos,

estabelecemos relação com outras áreas da Geometria, como é o caso dos solitons e

variedades estáticas, apresentando interfaces no estudo das variedades tipo-Einstein

tratadas com outros objetos geométricos e ramos.

O primeiro capítulo se presta a apresentar os conceitos básicos à compreensão da

teoria e dos capítulos seguintes, apresentando noções, de�nições e resultados que são

importantes ao desenvolvimento da dissertação. Subdividimos em 4 seções, cuja pri-

meira trata de métricas Riemmannianas, a segunda trata de conexões Riemannianas

e referencial geodésico � este último se con�gura em uma ferremanta de grande valia

no que tange ao cálculo em variedades �, e a terceira aborda imersões e segunda forma

fundamental.

Na última seção do Capítulo 1, apresentamos de�nições e propriedades de tenso-

res covariantes, divergência de tensores e curvaturas, passando pelo tensor curvatura

algébrica. Além de apresentarmos resultados importantes à dissertação e que serão

recorrentes, sobretudo nos dois capítulos seguintes, cujas demonstrações, quando não

fornecidas, são referenciadas.

Dividimos o Capítulo 2 em três seções. A seção de abertura aborda o artigo [30],

apresentando uma proposição fundamental derivada de [36] e demonstrando uma obs-

trução à existência de variedades quase-Einstein compactas não-triviais, resultado prin-

cipal do artigo estudado nesta seção. Já a segunda seção tem por objetivo tratar dos

resultados presentes em [17], excluindo-se os relativos a variedades Kähler. Essa pri-

meira parte aborda resultados de rigidez e algumas fórmulas fundamentais ao estudo

de variedades quase-Einstein � falaremos mais sobre rigidez adiante.

Ainda sobre o segundo capítulo, a Seção 3 abarca o artigo [3], seguindo traba-
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lhos clássicos devidos a Yau [53] e Calabi [10] com o intuito de analisar limites de

crescimento de bolas geodésicas em produtos warped que são também Einstein. É

interessante observar que estes dois pesquisadores concluíram o resultado que inspirou

Barros, Batista e Ribeiro, autores do artigo estudado na seção aqui comentada, inde-

pendentemente entre 1974 e 1975.

O Capítulo 3, bem como o seguinte, trata de variedades quase-Einstein generaliza-

das e é dedicado, em sua primeira seção, aos resultados de [5], que nos fornece também

resultados de rigidez, estendendo fórmulas de [17] a este novo caso e obtendo fórmulas

integrais. A última seção aborda [4] que extende alguns resultados de Barros e Ribeiro

em [5], porém se concentra na rigidez como objetivo central e fornece novas observações

à teoria.

No Capítulo 4, estudamos unicamente o artigo [18], da autoria de Giovani Catino.

Embora ele tenha sido o primeiro a tratar de variedades quase-Einstein generalizadas e

este assunto ter sido tratado no capítulo anterior, optamos por abordá-lo a parte, pois

Catino estudou o tensor de Weyl e suas implicações a respeito do tipo de variedade

por ele desenvolvido e isto se destaca particularmente na abordagem desta dissertação.

Neste capítulo, alguns de seus conceitos centrais são abordados nele mesmo, outros na

Seção 3 do Capítulo 1, devido às suas particularidades.

He, Petersen e Wylie, em [27], entre várias de suas conclusões e seus estudos

a respeito de variedades quase-Einstein compactas com bordo, às quais denominam

(λ, n+m)-Einstein, obtiveram uma versão menos geral da conclusão principal de Ca-

tino. Porém, salientamos que esse artigo é de grande relevância e merece destaque por

seus prórpios méritos.

É importante destacar que este conteúdo permanece atual e é estudado sob dife-

rentes óticas. Destacamos o artigo [26], da autoria de Nazareno e publicado 2019,

que trata de uma generalização denominada Einstein-type, que abarca todos os casos

estudados nesta dissertação. A título de curiosidade, uma variedade (Mn, g) possui es-

trutura Einstein-type se existe uma função λ ∈ C∞(M) e um campo de vetores suave

X ∈ X(M) tais que

αRic +
β

2
LXg + µX[ ⊗X[ = (ρR + λ)g,

para constantes α, β, µ, ρ ∈ R e (α, β, µ) 6= (0, 0, 0).

Por �m, utilizaremos certas expressões em inglês devido ao seu uso corrente, a

saber, solitons, almost, warped, �at. Poderíamos traduzi-las, respectivamente, para

"sólitons", "quase", "torcido" e "plano", porém perderiam certa força de expressão.

Além disso, optamos também pelas nomenclaturas em inglês para a classi�cação de
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variedades quase-Einstein, advindas dos Ricci solitons, em função do sinal de λ, a

saber shrinking, steady e expanding, que �cará bem de�nida no Capítulo 2.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os conceitos e resultados fundamentais ao estudo de

variedades produto warped que são quase-Einstein, a saber: Métricas e Conexões Rie-

mannianas, Imersões e a Segunda Forma Fundamental, Curvaturas e Tensores. Sempre

que possível, apresentaremos exemplos e relações entre os conteúdos, que serão a fun-

dação das investigações seguintes a respeito de variedades Riemannianas quasi-Einstein

com produto warped e de suas propriedades.

1.1 Métricas Riemannianas

Nesta seção introduzimos o conceito de métricas Riemannianas, iniciando pela de-

�nição de variedades diferenciáveis. Sendo um desenvolvimento natural da Geometria

Diferencial, a Geometria Riemanniana se concentra no estudo de entes geométricos

que nada mais são que entes geométricos que localmente se comportam como abertos

n-dimensionais. Contudo, esses objetos são estudados apenas intrínsecamente, isto é,

independem do espaço em que estão inseridas.

Uma motivação determinante para este conhecimento se deu com Gauss em seu

trabalho, publicado em 1827, General Investigations of Curved Surfaces, no qual é

de�nida uma maneira de calcular o quanto uma superfície se afastava de seu plano

tangente em um dado ponto. O que fora notado por Gauss, relacionando-se fortemente

com resultados anteriores de Euler, era que tal curvatura dependia apenas da maneira

de medir distâncias na superfície. Posteriormente, no trabalho Sur les hypotheses qui

servent de fondement a la geométrie em 1854, Riemann deu um passo amais e estendeu

as ideias geométricas de Gauss para as variedades diferenciáveis.

Além de representar um avanço em geometria, como nas questões �losó�cas e Ma-

temáticas a respeito do 5º postulado de Euclides, a noção de medir distâncias em

superfícies a partir de produtos internos, que nos dão ainda outras informações métri-
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1. Preliminares

cas como medidas de curvas e ângulos, embora ainda dependentes da maneira de medir

distâncias do espaço euclideano, a possibilidade de, em cada ponto, fornecer uma mé-

trica �gura uma abstração crucial nesta nova área, no centro da teoria.

Mais especi�camente, uma variedade diferenciável n-dimensional é um conjunto M

e uma família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn −→ M de abertos Uα de Rn em

M tais que

1.
⋃
α

xα(Uα) = M ;

2. Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em Rn e as aplicações x−1

β ◦ xα são diferenciáveis;

3. A família {(Uα, xα)} é maximal com respeito às condições 1 e 2.

O par (Uα, xα), ou a aplicação xα, é também chamado sistema de coordenadas

locais, estrutura diferenciável, parametrização ou, simplesmente, de carta � é também

comum denotar um sistema de coordenadas locais por (Uα, ϕα). Perceba que xα é um

homeomor�smo sobre sua imagem.

Por um abuso de notação, a menos de menção contrária, x : U ⊂ Rn −→ M

representará uma carta local e, dado p ∈ M e q = x−1(p), os vetores Xi =
∂

∂xi
(q) =

dx(ei), i = {1, ..., n}, formarão uma base para o espaço tangente de M em p, TpM .

Quando for indicada uma variedade por Mn, o sobreíndice indicará a dimensão de

M.

Observação 1.1. Uma estrutura diferenciável em Mn induz uma topologia nela de

maneira natural. A saber, de�nindo que U ⊂M é um aberto de M se x−1
α (U ∩xα(Uα))

é um aberto de Rn para todo α. Veri�ca-se, a partir desta de�nição, que as condições

topológica para os abertos em questão são válidas. Note que a topologia é de�nida de

modo a xα(Uα) ser aberto e xα ser uma aplicação contínua, para cada α.

O espaço euclideano Rn com parametrização dada pela aplicação identidade é um

exemplo de variedade diferenciável, dito trivial. Um outro exemplo é a esfera unitária de

Rn+1, Sn, com a estrutura diferenciável advinda da inversa da projeção estereográ�ca,

isto é, {(Rn, φ−1
k )}, k = {1, 2}, em que φ−1

1 : Rn → Sn−{N} e φ−1
2 : Rn −→ Sn−{−N},

como pode ser visto em [32]. O que segue é um caso intimamente envolvido no que

será explorado mais adiante nesta dissertação.

Exemplo 1.1. Sejam M e N duas variedades diferenciáveis com estruturas diferen-

ciáveis {(Uα, xα)} e {(Vβ, yβ)}, respectivamente. Então o produto cartesiano M × N
é uma variedade diferenciável com a estrutura {(Uα × Vβ, zαβ)}, onde zαβ(p, q) =

(xα(p), yβ(q)), p ∈ Uα, q ∈ Vβ, de modo que as projeções π : M × N −→ M e

7



1. Preliminares

σ : M ×N −→ N são diferenciáveis. Com tal estrutura, M ×N é chamada variedade

produto de M por N .

Há uma sutil diferença na de�nição de variedades diferenciáveis com bordo em com-

paração com a anterior. De maneira sucinta, uma variedade diferenciável n-dimensional

com bordo é é uma variedade nas condições anteriormente apresentadas, mas cujas pa-

rametrização são tomadas em abertos relativos do semiespaço superior de Rn,

Hn = {x ∈ Rn : xn ≤ 0}.

Sabemos que o conjunto de pontos interiores de Hn, IntHn, é formado pelos pontos de

Rn tais que xn > 0 e sua fronteira, denotada por ∂Hn, é formada por aqueles tais que

xn = 0.

Um ponto p ∈M é dito interior, denota-se p ∈ IntM , se é imagem de algum ponto

de IntHn por alguma carta coordenada, e é chamado ponto de fronteira, isto é, p ∈ ∂M ,

se é imagem de pontos de ∂Hn via alguma carta. Exemplos básicos de variedades com

bordo são o próprio semi-espaço superior, a bola unitária fechada de Rn e o hemisfério

superior da esfera unitária (n−1)-dimensional, chamada Dn−1. Para mais informações

a esse respeito, consultar a referência [32].

Uma variedade Riemanniana, denotada como (M, g), é uma variedade munida de

uma métrica g, dita Riemanniana, nas condições da seguinte de�nição.

De�nição 1.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana), em uma va-

riedade diferenciável M , é uma correspondência que associa a cada ponto p de M um

produto interno 〈, 〉p, isto é, uma forma bilinear, simétrica e positiva de�nida, em TpM ,

que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se x é um sistema de coordenadas

locais em torno de p, com x(x1, ..., xn) ∈ x(U), então

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
p

= gij(x1, ..., xn) é

uma função diferenciável em U .

Deixaremos de indicar o índice p em 〈, 〉p sempre que não houver possibilidade de

confusão. As funções gij = gji são chamadas expressões da métrica Riemanniana no

sistema de coordenadas x : U ⊂ Rn −→M .

Dada g uma métrica Riemanniana em uma variedade M , g̃ é dita conforme a g

quando existe uma função suave ψ emM tal que g̃ = e2ψg. Se ψ é constante, a métrica

não altera a "forma"da variedade, que se mantem a mesma a menos de contração ou

distenção global. Mais adiante, trataremos melhor deste tipo de métrica e das altera-

ções por ela causadas nas ferramentas de análise da variedade.

Diz-se que M é uma variedade compacta com bordo se M é uma variedade com

bordo e um espaço topológico compacto.
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Nos é importante o estabelecimento da seguinte noção de equivalência para a mé-

trica e, em seguida, alguns exemplos fundamentais.

De�nição 1.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor�smo f : M →
N , ou seja, uma função diferenciável bijetiva e com inversa diferenciável, é chamada

uma isometria se

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) ,

∀ p ∈ M , u, v ∈ TpM . A métrica 〈·, ·〉p = 〈dfp(·), dfp(·)〉f(p) é dita a métrica induzida

por f em M , também chamada métrica do pullback.

Exemplo 1.2. M = Rn com Xi identi�cado com ei = (0, ..., 1, ..., 0), isto é, apenas

a i-ésima coordenada é não nula e igual a 1. A métrica dada por 〈ei, ej〉 = δij. A

geometria métrica do espaço euclidiano n-dimensional Rn é chamada geometria métrica

euclidiana.

Exemplo 1.3. Considerando mais uma vez a projeção estereográ�ca φ1 : Sn−{N} −→
Rn, a métrica do pullback em Sn − {N} é dada em coordenadas por

gij =

(
2

1 + |y|2

)2

δij, (1.1)

em que y ∈ Rn. Esta é a métrica canônica da esfera1.

1.2 Conexões Riemannianas e Referencial Geodésico

Como introduzimos na seção anterior, a Geometria Riemanniana tem por escopo o

estudo de entes intrínsecos às variedades diferenciáveis e as relações entre eles. Uma

importante noção, neste sentido, é a de derivada covariante, isto é, derivar sobre o

ponto de vista da variedade, sendo uma generalização das derivadas direcionais. Em

Geometria Diferencial de superfícies, dizemos que a derivada covariante de um campo

de vetores ω : I −→ R3 tangentes a uma superfície S ao longo de uma curva α : I → S é

a projeção ortogonal de dω
dt

sobre Tα(t)S, denotada por Dω
dt
, conceito dependente apenas

da primeira forma fundamental. No caso da geometria de objetos estudados indepen-

dentemente do espaço em que estão inseridos, desenvolveu-se uma outra maneira de

de�nir esta derivação, uma vez que não faria sentido projetar vetores externos aos es-

paços tangentes ortogonalmente nestes espaços. Surge aí a noção de conexão.

1Com efeito, como a esfera é uma subvariedade mergulhada de Rn+1, a aplicação inclusão, dada
em coordenadas pela projeção estereográ�ca, induz a métrica gij como no exemplo. Para mais infor-
mações, ver [32].
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Neste contexto, faz sentido questionar, do ponto de vista de sistemas de coorde-

nadas, se há algum que seja melhor calculisticamente em geral. Relacionando-se inti-

mamente com o conteúdo de conexões e derivadas covariantes, tem-se as coordenadas

normais, ou geodésicas, como exemplar de uma estrutura computacionalmente ideal

para nosso propósito. Para chegarmos ao seu conceito, que convergirá na noção de

referencial geodésico, passaremos brevemente pelo estudo de geodésicas com o intuito

de melhor contextualizá-lo. Omitiremos a demonstração de diversos resultados que, a

menos de menção contrária, estão disponíveis em [15].

O ente geométrico que de�niremos a seguir tem importância central na teoria, entre

outras coisas, pela sua função como derivada covariante, bem como para o cálculo da

divergência de campos e tensores. Procederemos com a de�nição de conexão Rieman-

niana, derivação covariante de campos de vetores tangentes, algumas de suas relações

e aspectos fundamentais e, �nalmente, geodésicas, coordenadas normais, referencial

geodésico e propriedades. Nas seções subsequentes, recorreremos ao que aqui foi apre-

sentado com o intuito de de�nir derivação covariante de tensores, tensor curvatura, a

curvatura de Ricci e a hessiana de aplicações que assumem valores reais de�nidas em

variedades.

De�nição 1.3. Um campo vetorial X é uma aplicação contínua que associa, a cada

ponto p ∈M , um vetor tangente X(p) = Xp ∈ TpM .

A derivada de uma função f : M −→ R na direção de um campo Y é dada por

∇Y f = Y (f) = 〈∇f, Y 〉 ,

em que grad(f) = ∇f é dado em coordenadas locais, ou seja, ∇f = df
dxi
Xi.

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores C∞ em M e por C∞(M)

o espaço das funções reais de classe C∞ de�nidas em M .

De�nição 1.4. Uma conexão Riemanniana em uma variedade Riemanniana (M, g) é

uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

que se indica por (X, Y )
∇−→ ∇XY e que cumpre:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

iv) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), (Compatibilidade com a métrica)

10
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v) ∇XY −∇YX = [X, Y ], (Simetria)

em que X, Y , Z ∈ X(M) e f , g ∈ C∞(M).

Chamamos a propriedade (i) de linearidade da conexão no índice � linear relati-

vamente a C∞(M). Uma conexão satisfazendo as propriedades (i) a (iii) é dita uma

conexão a�m. Assim, uma conexão Riemanniana é uma conexão a�m que é compatível

com a métrica Riemanniana g de M e que é simétrica.

Dada uma parametrização (x, U) de Mn, dizemos que

∇XiXj =
n∑
k=1

ΓkijXk, (1.2)

em que os coe�cientes Γkij da conexão ∇ em U são funções diferenciáveis denominadas

símbolos de Christo�el.

A propriedade de simetria, (v), para a conexão Riemanniana nos dá que

∇XiXj −∇XjXi = [Xi, Xj] = 0. (1.3)

De fato, o colchete de Xi e Xj é dado por [Xi, Xj] = XiXj −XjXi o que, por sua vez,

dada f ∈ C∞(M),

[Xi, Xj](f) =
∂f

∂xi∂xj
− ∂f

∂xj∂xi
= 0.

Isso nos dá, ainda, que Γkij = Γkji, donde a justi�cativa para a nomenclatura da propri-

edade.

Dados X, Y ∈ X(M) tais que

X =
∑

i xiXi e Y =
∑

j yjXj,

teremos

∇XY =
∑
i

xi∇Xi

(∑
j

yjXj

)
=
∑
ij

xiyj∇XiXj +
∑
ij

xiXi(yj)Xj.

Portanto,

∇XY =
∑
k

(∑
ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk)

)
Xk. (1.4)

Podemos obter um exemplo elementar no trato de conexões, o de conexões em um

espaço euclieado. Este exemplo é particularmente interessante, pois está atrelado ao

desenvolvimento de referenciais geodésicos, que veremos mais adiante nesta seção, vide
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[9].

Através da identi�cação do espaço tangente de Rn com o próprio Rn e, consequente-

mente, enxergando os vetores tangentes como vetores neste espaço, podemos considerar

campos vetoriais em Rn como aplicações suaves do espaço nele mesmo, donde temos

que a conexão euclideana é a aplicação ∇ : X(Rn)× X(Rn) −→ X(Rn) é dada por

(∇XY )p = dYp(Xp),

isto é, como a derivada direcional do campo Y em p na direção de Xp, e dYp(Xp) é

uma diferencial.

Exemplo 1.4. Tomando as coordenadas canônicas do espaço euclideano, temos que

∇XY =
n∑

i,k=1

xi
∂yk
∂xi

∂

∂xk

=
n∑
k=1

X(yk)
∂

∂xk
.

Comparando a última igualdade a (1.4), concluímos que Γkij ≡ 0, ∀ i, j, k ∈ {1, · · · , n}.

Dos cálculos antepostos, segue que, dados X, Y, Z ∈ X(M), obtemos uma "regra

do produto", que segue uma estrutura semelhante a de derivada direcional válida no

espaço euclideano, para conexões compatíveis com a métrica2 dada por

Z 〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉 .

O Teorema a seguir estabele que é possível obter, univocamente, conexões Riemanni-

anas a partir de métricas Riemannianas dadas.

Teorema 1.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única

conexão Riemanniana em M .

A conexão Riemanniana univocamente relacionada com (M, g) é determinada pela

fórmula de Koszul a seguir

〈Z,∇YX〉 = 1
2
{X 〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z 〈X, Y 〉 (1.5)

−〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉 − 〈[X, Y ], Z〉
2De fato, uma conexão em uma variedade Riemanniana é compatível com a métrica se, e só se,

essa regra tipo produto é válida. Este fato é mais claramente veri�cado em relação à correspondência
entre campos e suas derivadas covariantes ao longo de curvas, mas nosso propósito é apenas apresentar
estes itens. Consulte a referência [15] para mais informações.
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Note que essa conexão depende da métrica. Em virtude do Teorema anterior, a conexão

acima determinada por (1.5) é também chamada de conexão de Levi-Civita. Ainda a

partir da fórmula anterior, obtemos

∑
k

Γlijglk =
1

2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
,

em que gij = 〈Xi, Xj〉.
Considerando a matriz (gkm) como sendo a inversa da matriz (gkm), teremos ainda

que

Γmij =
1

2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm.

A última equação é a expressão dos símbolos de Christo�el da conexão Riemanniana

em termos dos gij dados pela métrica.

A proposição a seguir estabelece que a noção de conexões nos confere uma forma

de derivar campos de vetores ao longo de curvas, derivada covariante, o que também

nos permite discorrer a respeito de aceleração de curvas como veremos posteriormente

para geodésicas.

Proposição 1.1. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão Riemanniana

∇. Então, existe uma única correspondência que asssocia a um campo V ao longo de

uma curva α : I −→ M um outro campo vetorial DV
dt

ao longo de α, denominado

derivada covariante de V ao longo de α, tal que:

a) D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

.

b) D
dt

(fV ) = df
dt
V + f DV

dt
, em que W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma

função diferenciável em I.

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V (t) = Y (α(t)),
DV
dt

= ∇ dα
dt
Y .

A demonstração deste fato pode ser encontrada em [15]. Ademais, a proposição

anterior e a equação (1.4) nos permitem inferir que

DV

dt
=

n∑
k=1

(
dvk
dt
Xk +

n∑
i,j=1

vj
dxi
dt

Γkij

)
Xk. (1.6)

De�nição 1.5. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão a�m ∇. Um

campo vetorial V ao longo de uma curva α : I −→ M é chamado paralelo quando
DV
dt

= 0,∀ t ∈ I.
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Perceba que a compatibilidade de uma conexão e uma métrica Riemanniana, pro-

priedade (iv) da De�nição 1.4, nos permite deduzir que, dados dois campos paralelos

P0 e P1 ao longo de uma curva α,

〈P0, P1〉 = constante. (1.7)

De fato, pela propriedade supracitada e o item (c) da Proposição 1.1,

V 〈P0, P1〉 =
〈
∇ dα

dt
P0, P1

〉
+
〈
P0,∇ dα

dt
P1

〉
=

〈
DP0

dt
, P1

〉
+

〈
P0,

DP1

dt

〉
= 0.

Dizemos que uma curva γ : I −→ M é uma geodésica quando Dγ′(t)
dt

= 0. Segue

da expressão (1.7) que o comprimento de uma geodésica é constante. Note que, pela

equação (1.6) e pela De�nição 1.5, para uma curva α : I −→M e V = α′, expressando

α localmente em uma parametrização x por x−1 ◦ α(t) = (x1(t), ..., xn(t)), temos que

α é uma geodésica se, e somente se,

d2xk
dt2

+
n∑

i,j=1

dxi
dt

dxj
dt

Γkij = 0, k = 1, ...n.

Segue daí que geodésicas são soluções de uma equação diferencial linear de segunda

ordem não-linear. Como consequência do teorema de existência e unicidade de soluções

de equações diferenciais ordinárias, temos o resultado a seguir, vide [15].

Proposição 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dado p ∈M , existem V ⊂M

uma vizinhança de p, δ > 0 e ε > 0, e uma aplicação C∞,

γ : (−δ, δ)× U −→M,U = {(q, v) : q ∈ V, v ∈ TqM, |v| < ε},

tais que a curva t 7→ γ(t, q, v), t ∈ (−δ, δ), é a única geodésica de M passando por q

com velocidade v no instante t = 0, para cada q ∈ V e cada v ∈ TqM , com |v| < ε.

Dado p ∈ M e v ∈ M , seja γ : (−δ, δ) −→ M a única geodésica tal que γ(0) = p e

γ′(0) = v, de�nimos γ nestas condições por γ(t, p, v). Não é dispendioso veri�car que,

dado a > 0,

γ(t, p, v) = γ

(
t

a
, p, av

)
,

em que β(t) = γ
(
t
a
, p, v

)
está de�nida no intervalo

(−δ
a
, δ
a

)
. Esta propriedade é chamada

de homogeneidade. Derivamos daqui e da Proposição anterior o que segue.
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Proposição 1.3. Dado p ∈ M , existem uma vizinhança p ∈ V em M , ε > 0 e uma

aplicação C∞,

γ : (−2, 2)× U −→M,U = {(q, v) : q ∈ V, v ∈ TqM, |w| < ε},

tal que t 7→ γ(t, q, w), t ∈ (−2, 2), é a única geodésica passando por q com velocidade w

no instante t = 0, para cada q ∈ V e cada w ∈ TqM , com |w| < ε

Embora a apresentação de geodésicas não fosse uma temática crucial nesta disser-

tação, sua contextualização é elementar para a de�nição de coordenadas normais e,

por conseguinte, referencial geodésico, sendo este último crucial para os procedimen-

tos que assumiremos nas seções e capítulos subsequentes. Antes de �nalizarmos, com

a de�nição desses pontos, comentaremos alguns outros pontos relativos ao estudo de

geodésicas.

De�nição 1.6. Seja M uma variedade Riemanniana. De�nimos a aplicação exponen-

cial em p ∈M por
expp : U ⊂ TpM −→ M,

v 7−→ γ(1, p, v)

em que U é um aberto de TpM em torno da origem.

Observe que a existência do aberto U é justi�cada pela Proposição 1.3. Além disso,

a propriedade de homogeneidade nos dá que

γ(1, q, w) = γ(|v|, q, v
|v|

).

A aplicação exponencial é diferenciável, em virtude de γ ser suave. De�nindo, ainda,

expq : Bε(0) ⊂ TqM −→M

por expq(v) = exp(q, v), em que Bε(0) é a bola de raio ε > 0 centrada na origem de

TqM , temos a proposição seguinte que nos será muito útil na construção do objetivo

desta segunda metade da seção.

Proposição 1.4. Dado q ∈ M , existe ε > 0 tal que expq : Bε(0) ⊂ TqM → M é um

difeomor�smo sobre sua imagem, que é um aberto de M .

Demonstração. Procederemos com o cálculo de d(expq)0. Com efeito, calcular d(expq)0

é equivalente a computar d
dt

(expq ◦ α(t)), em que α(0) = 0 e α′(0) = v, é su�ciente

tomarmos α(t) = tv, donde
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d(expq)0(v) =
d

dt
(expq ◦ α(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(expq(tv))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(γ(1, q, tv))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(γ(t, q, v))

∣∣∣
t=0

= v.

Portanto, d(expq)0 é a identidade de TqM , donde, pelo Teorema da Função Inversa.

expq é um difeomor�smo local numa vizinhança de 0.

Suporemos, como na hipótese da proposição, que a vizinhança da origem de TqM

que torna expq uma difeomor�smo, quando restrito a tal vizinhança, é uma bola Bε(0).

expq(Bε(0)) = V é dita vizinhança normal de q � neste caso particular, dizemos que

V = Bε(q) ⊂M é uma bola normal (ou geodésica) de centro q e raio ε. Uma consequên-

cia direta disto é a existência de um sistema de coordenadas por meio da aplicação

exponencial.

De�nição 1.7. Dada uma base ortonormal {bi}ni=1 de TqM , seja E : Rn −→ TqM o

isomor�smo natural3 entre esses espaços. A aplicação dada por

expq ◦ E : E−1(Bε(0)) ⊂ Rn −→M

é denominada sistema de coordenadas normais ou geodésicas.

Tal sistema é ideal sob certo sentido prático e aproxima metricamente Mn do Rn.

Ademais, obtemos uma importante ferramenta no cálculo de conexões. Mais adiante,

exibiremos algumas de suas propriedades. Antes, no entanto, de�namos referencial

local.

De�nição 1.8. Um conjunto {Ei}ni=1 é chamado um referencial local em torno de

p ∈M se (Ei(q))
n
i=1 é uma base de TqM , para cada q ∈ U uma vzinhança de p em M .

Um referencial é dito global quando é um referencial local em torno que qualquer ponto

da variedade.

Proposição 1.5. Seja V uma vizinhança normal de q e (x1, ..., xn) um sistema de

coordenadas geodésicas em q. Nestas coordenadas,

i) gij(q) = δij;

ii) Γkij(q) = 0;

iii)
∂

∂xk
gij = 0.

3Esse isomor�smo é dado por E(x1, ..., xn) = x1b1 + ...+ xnbn.
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Da proposição anterior, pode-se notar o porquê de esse sistema de coordenadas ser

usual. Fora apresentado, na seção anterior, o conceito de referencial, porém existem

classes especiais de referenciais, dentre os quais está o ente que justi�ca a abordagem

de geodésicas e aplicação exponencial, que são úteis no cálculo em variedades.

De�nição 1.9. Um referencial é dito ortonormal quando {Ei(p)}ni=1 é uma base orto-

normal de TpM para cada p ∈M . Finalmente, dizemos que um referencial é geodésico

em p ∈M se {Ei(p)}ni=1 é uma base ortonormal de TpM e ∇EjEi = 0, ∀i, j = 1, ..., n.

Dado um sistema de coordenadas locais (xi) em uma variedade Riemanniana Mn,

obtemos diretamente um referencial local dado por
(
∂
∂xi

)
, isto é, por um campo de

vetores coordenados, submetido ao sistema de coordenadas dado. Assim sendo, temos

que um referencial geodésico local é obtido como campo vetorial submetido a um

sistema de coordenadas geodésicas.

Observe que, pela de�nição anterior, dado um referencial {Ei}ni=1, todo campo de

vetores X ∈ X(M), pode ser expresso como

X =
n∑
i=1

xiEi,

em que xi : M −→ R são funções diferenciáveis. Deste ponto em diante, todo referencial

que tomarmos será geodésico a menos de menção contrária.

1.3 Imersões e a Segunda Forma Fundamental

Exploraremos nesta seção os pré-requisitos necessários à última seção do Capítulo

3. Iremos tratar do conceito de segunda forma fundamental, a partir de imersões. A

abordagem aqui considerada tem por intuito estabelecer uma generalização do conceito

de segunda forma fundamental em superfícies � veremos mais adiante uma redução à

superfícies de um dos conceitos apresentados. A métrica induzida, que explanamos na

primeira seção, confere às imersões a propriedade de serem também isometrias, o que

nos fornece uma série de propriedades induzidas, mas que não iremos explorar a fundo.

As referências principais desta seção são [15, 32].

Na Seção 1, conceituamos isometria como sendo um difeomor�smo f : M → N

entre variedades Riemannianas tal que

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(u)〉 ,∀ p ∈M,u, v ∈ TpM.

Daremos agora o conceito de imersão.

17



1. Preliminares

De�nição 1.10. Uma aplicação diferenciável f : M → N é dita uma imersão em

p ∈M quando sua derivada neste ponto é injetiva, isto é, quando

dfp : TpM → T(f(p))N

é injetiva. Se f é uma imersão em todos os ponto de M , diremos somente que f é

uma imersão.

Perceba que toda isometria é, de fato, uma imersão, posto que é um difeomor�smo.

O resultado a seguir encontra-se em [32].

Proposição 1.6. Seja f : M → N uma imersão. Então f(M) é uma subvariedade

imersa de N .

Passaremos a tratar da segunda forma fundamental, um ente que possui forte relação

com imersões.

Seja f : M → N uma imersão com n > m, n = dim (N) e m = dim (M). Pelo

Teorema do Posto, existe uma vizinhança Up ⊂ M de cada p ∈ M tal que f
∣∣
Up

:

Up → f(Up) é uma imersão injetiva, logo f(Up) ⊂ N é uma subvariedade de N . Daí,

existe uma vizinhança V ⊂ N de f(p) e um difeomor�smo4 ϕ : V → A ⊂ Rn em

um aberto A de Rn que aplica f(Up) ∩ V difeomor�camente em aberto do subespaço

Rm ⊂ Rn. Identi�caremos Up com f(Up) e v ∈ TqM , q ∈ Up, com dfq(v) ∈ Tf(q)N , por

simpli�cação de notação.

Para cada p ∈M , o produto interno em Tf(p)N o decompõe na soma direta

Tf(p)N = TPM ⊕ (TPM)⊥, (1.8)

com a identi�ção natural de TpM ⊂ Tf(p)N pela imersão, observando que f(TpM) é

isomorfo a TpM , e (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em Tf(p)N . Assim, se

v ∈ Tf(p)N , podemos escrever

w = wT + w⊥, wT ∈ TpM,w⊥ ∈ (TpM)⊥,

em que wT e w⊥ são, respectivamente, as componentes tangencial e normal do vetor

w. Perceba que podemos obter uma base para o espaço tangente a N em f(p) como a

união de uma base de TpM e outra de (TpM)⊥, donde as aplicações

(p, w) 7→ (p, wT) e (p, w) 7→ (p, w⊥)

são diferenciáveis enquanto aplicações do �brado tangente TN em si mesmo. Deste

modo, podemos calcular conexões nos espaços da soma direta (1.8).

4A existência deste difeomor�smo é garantida pela cartas locais de N .
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SejamX e Y campos vetorias locais emM eX,Y extensões locais5 a N . Denotando

a conexão Riemanniana de N por ∇, de�nimos

∇XY = (∇XY ).

Esta é a conexão Riemanniana relativa à métrica induzida de M � não é dispendioso

veri�car este fato, porém uma demonstração disto encontra-se em [36].

De�niremos a segunda forma fundamental da imersão f : M → N . Mas, antes,

de�namos um outro ente. Dados X, Y campos locais em M ,

B(X, Y ) = ∇XY

é um campo local em N normal aM . Perceba que B(X, Y ) não depende das extensões

X,Y . De fato, se X0 é uma outra extensão de X, segue das propriedades de conexões

que

(∇XY −∇XY )− (∇X0
Y −∇XY ) = ∇X−X0

Y

se anula emM já queX−X0 se anula emM e, assim, B(X, Y ) não depende da extensão

de X. De maneira análoga mostra-se que não há dependência de extensões de Y em

mesmas trajetórias de X. Dessa maneira, B(X, Y ) está bem de�nida como aplicação,

além de possuir as propriedades presentes na proposição a seguir. A demonstração das

próximas proposições encontram-se em [15].

Proposição 1.7. Se X, Y ∈ X(Up), a aplicação B : X(Up)× X(Up)→ (X(Up))
⊥ dada

por

B(X, Y ) = ∇XY

é bilinear e simétrica.

Dado p ∈M e η ∈ (TpM)⊥, a aplicação Hη : TpM × TpM → R dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 , x, y ∈ TpM,

que é, pela Proposição 1.7, bilinear e simétrica. Finalmente, de�namos a segunda forma

fundamental.

De�nição 1.11. A forma quadrática IIη de�nida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada de segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.
5Esta extensão é decorre do Lema de Extensão. Não o enunciaremos aqui, mas indicamos ver [32].
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Note que a aplicação bilinear Hη é associada a uma aplicação linear autoadjunta

Sη : TpM → TpM por

〈Sη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 . (1.9)

Podemos estabelecer uma conexão entre este tema e o que será abordado na seção

seguinte notando que Hη é um 2-tensor covariante e, por ser simétrico, admite uma

representação que corresponde justamente a (1.9) � que veremos ser válido para todo

2-tensor covariante simétrico.

A proposição a seguir nos fornece uma expressão da aplicação Sη em termos da

derivada covarienate.

Proposição 1.8. Seja p ∈ M,x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Sendo N uma extensão local

de η, temos

Sη(x) = −(∇xN)T.

Neste caso, Hη(x, y) =
〈
∇xN, y

〉
, já que y é um vetor tangente.

Dado p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1, a simetria da aplicação Sη : TpM → TpM nos

diz que existe uma base ortonormal de autovetores {ei}mi=1 de TpM com autovalores

{λi}mi=1 associados, isto é, Sη(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ m. Se Mm e Nm+1 estão munidas

de uma orientação6, então o vetor η �ca univocamente determinado se exigirmos que,

sendo {ei}mi=1 uma base na orientação de M , {ei}mi=1 ∪{η} seja uma base na orientação

de N . Neste caso, denomina-se ei direções principais e λi curvaturas principais de f .

Assim sendo, a aplicação curvatura média de f é de�nida por

H(p) =
1

m
(
m∑
i=1

λi). (1.10)

Ainda em consideração à estrutura presente no parágrafo anterior, em virtude da

Proposição 1.8 e sabendo-se que g(ei, η) = 0 =⇒
〈
∇∂iη, ∂j

〉
= −

〈
η,∇∂i∂j

〉
, 1 ≤ i ≤

m, segue que

λi = 〈Sη(ei), ei〉 =

〈
η,

m+1∑
i=1

Γ
k

iiek

〉
,

em que Γ
k

ij representa os símbolos de Christo�el em N e em+1 = η. Assim, λi = Γ
m+1

ii .

Os últimos dois entes que de�niremos nesta seção serão: imersão geodésica e imer-

são umbílica. Vamos a eles.

6Não de�niremos o conceito de orientação, mas indicamos consultar [32] para uma discussão mais
aprofundada.
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De�nição 1.12. Dizemos que uma imersão f : Mm → Nm+1 é geodésica em p ∈ M
quando, para todo η ∈ (TpM)⊥, a segunda forma fundamental IIη é identicamente nula

em p. A imersão f será totalmente geodésica quando for geodésica para todo p ∈M .

De�nição 1.13. Uma imersão f : Mm → Nm+1 é umbílica em p ∈ M se a aplicação

B de f em p satisfaz

〈B(X, Y ), η〉 = λ(p) 〈X, Y 〉 , λ(p) ∈ R,∀X, Y ∈ X(M), ∀ η ∈ (TpM)⊥.

Se a imersão for umbílica para todo p ∈M , dizemos que ela é totalmente umbílica.

Observação 1.2. O conceito de imersão umbílica aqui apresentado trata-se de uma

generalização do conceito de umbilicidade em superfícies. De fato, por (1.9), a equação

presente na De�nição 1.13 equivale a dizer que as curvaturas principais de Sη em p são

todas iguais a λ(p) o que, no caso de superfícies, implica em p ser um ponto umbílico.

Segue das considerações anteriores que, em uma imersão umbílica em p ∈ M ,

λ(p) = H(p).

1.4 Tensores e Curvatura de Ricci

O conceito de tensores, também chamados de covetores, está para o cálculo em

variedades como um ente correlato aos estudos de campos vetoriais e funções em va-

riedades, sendo, em linhas gerais, um funcional linear em um produto cartesiano de k

cópias do espaço tangente a uma variedade suave � aqui trataremos do caso Rieman-

niano � Mn em um dado ponto p. Este ente é um elemento do espaço dual a (TpM)k,

que se con�gura em um módulo sobre C∞(M). Apresentaremos algumas das relações

fundamentais envolvendo tensores que são basilares para o propósito deste trabalho.

Sendo uma generalização de campos vetoriais, podemos também derivar tensores co-

variantemente, além de tomar sua divergência a partir de tal derivação.

Um k-tensor, ou k-tensor covariante, T é uma aplicação k-linear em C∞(M) da

forma

T : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
k fatores

−→ C∞(M).

Esta de�nição é geralmente utilizada para tensores mistos, isto é, que são também

contravariantes. A denominação covariante é geralmente associada ao caso em que

consideramos T como aplicação em (TpM)k, mas a utilizaremos como fora de�nida. É

também comum a notação (1, k)-tensor para de�nir T (X1, · · · , Xk)(p) ∈ R, isto é,
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T : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k fatores

−→ R.

Antes de de�nirmos a derivada covariante, é interessante destacar que se T é um

(1, 2)-tensor em uma variedade Riemanniana, então podemos associá-lo a um único

(1, 1)-tensor, que também denotaremos por T , da seguinte forma

T (X, Y ) = g(T (X), Y ). (1.11)

Basta observar que, pela linearidade de tensores e sendo X =
∑n

i=1 xiEi e Y =∑n
j=1 yjEj, T (X, Y ) =

∑n
i,j=1 xiyjT (Ei, Ej). Assim, se de�nirmos

T (X) =
n∑

i,j=1

xiT (Ei, Ej)Ej,

teremos

g(T (X), Y ) =
n∑

i,j,k=1

xiykT (Ei, Ej)g(EJ , Ek) =
n∑

i,j=1

xiyjT (Ei, Ej)

= T (X, Y ).

A unicidade segue.

De�niremos agora um ente chamado produto tensorial que nos será importante nos

capítulos seguintes.

De�nição 1.14. Dados T um k-tensor e S um l-tensor covariantes em uma variedade

Riemanniana M , o produto tensorial de T por S

T ⊗ S : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
k + l fatores

−→ C∞(M)

é dado por

T ⊗ S(X1, · · · , Xk+l) = T (X1, · · · , Xk)S(Xk+1, · · · , Xk+l),

sendo assim um (k + l)-tensor.

Um objeto geométrico de grande relevância nos estudos da classe de variedades

abordada neste trabalho é a hessiana de uma função � sua importância �cará clara

quando apresentarmos a de�nição de uma variedade m-quase-Einstein e faremos uso

deste objeto ainda nesta seção.
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De�nição 1.15. Seja f ∈ C∞(M). A hessiana da função f , denotada por Hess(f) ou

∇2f , é o 2-tensor simétrico

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 , X, Y ∈ X(M).

A regra do tipo produto presente na Seção 2 deste capítulo nos permite reescrever

∇2f como

∇2f(X, Y ) = X(Y (f))−X(Y (f)).

De�nição 1.16. Dado X ∈ X(M), a derivada covariante do k-tensor T na direção do

campo X é o (k + 1)-tensor de�nido como

∇XT (X1, · · · , Xk) = X(T (X1, · · · , Xk))−T (∇XX1, · · · , Xk)−· · ·−T (X1, · · · ,∇XXk).

A partir daí, de�nimos a divergência de um tensor.

De�nição 1.17. Seja X = (X1, · · · , Xk−1) ∈ Xk−1(M), a divergência de um k-tensor

T é o (k − 1)-tensor

(div(T ))(X) =
n∑
i=1

∇EiT (X1, · · · , Xk−1, Ei). (1.12)

A partir de (1.11), para um (1, 2)-tensor simétrico e X ∈ TpM ,

(div(T ))(X) =
n∑
i=1

[Ei(T (X,Ei))− T (∇EiX,Ei)]

=
n∑
i=1

[Eig(T (X), Ei)− T (Ei,∇EiX)]

= div(T (X))−
n∑
i=1

T (Ei,∇EiX), (1.13)

em que div(T (X)) é a divergência do campo T (X). Além do mais, a divergência de

uma função f multiplicada por um tensor T é dada por

(div(fT ))(X) = T (X,∇f) + f(div(T ))(X). (1.14)

Segue destas considerações que a divergência do produto tensorial df ⊗ df(X, Y ) =

〈∇f,X〉 〈∇f, Y 〉 é dada por

div(df ⊗ df)(X) = ∆f 〈∇f,X〉+∇2f(∇f,X). (1.15)
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De�nição 1.18. O tensor curvatura algébrica R de uma variedade Riemanniana M

associado a um par X, Y ∈ X(M) é uma aplicação R(X, Y ) : X(M) −→ X(M) é dada

por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, Z ∈ χ(M), (1.16)

em que ∇ é a conexão Riemanniana de M .

A respeito deste ente central nos estudos de Geometria Riemanniana, temos duas

propriedades básicas e muito úteis, como vemos na proposição adiante � suas demons-

trações podem ser encontradas em [41].

Proposição 1.9. Dados X, Y, Z,W ∈ X(M), o tensor curvatura algébrica satisfaz as

seguintes propriedades

(a) R satisfaz uma propriedade de permutação cíclica chamada primeira identidade

de Bianchi:

R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

(b) ∇R satisfaz uma propriedade de permutação cíclica chamada segunda identidade

de Bianchi:

(∇ZR)(X, Y )W + (∇XR)(Y, Z)W + (∇Y R)(Z,X)W = 0.

Note que, formalmente, o tensor curvatura algébrica não é de fato um tensor, po-

rém esta nomenclatura é corrente e será também assumida aqui. Um tensor, de fato,

derivado da de�nição anterior é o tensor curvatura de Riemann, um 4-tensor dado por

Rm(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )W,Z〉 , X, Y, Z,W ∈ X(M). (1.17)

Este tensor possui propriedades de simetria que nos serão úteis. Contudo, antes de

apresentá-las, daremos a de�nição de curvatura seccional, ente importante no estudo

da geometria e que utilizaremos mais adiante.

De�nição 1.19. Seja p ∈ M e Πp ⊂ TpM um subespaço bidimensional. A curvatura

seccional K(Πp) é de�nida por

K(Πp) =
Rm(Ei, Ej, Ei, Ej)

|Ei × Ej|2
,

em que {Ei, Ej} é uma base do subespaço Πp.

A de�nição anterior independe da escolha da base. Tanto a demonstração desse

fato quanto a da proposição seguinte podem ser encontradas em [15].

24



1. Preliminares

Proposição 1.10. Dados X, Y, Z,W ∈ X(M), tem-se que

(a) Rm(X, Y, Z,W ) + Rm(Y,W,Z,X) + Rm(W,X,Z, Y ) = 0.

(b) Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W ).

(c) Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(X, Y,W,Z).

(d) Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y ).

Seguindo a de�nição preliminar, temos a de�nição � adotada nesta dissertação �

para a curvatura de Ricci. A saber,

De�nição 1.20. O tensor curvatura de Ricci, ou apenas curvatura de Ricci, é o 2-

tensor Ric : X(M)× X(M) −→ C∞(M) dado por

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Ei, Y 〉. (1.18)

Em geral, denotaremos a curvatura de Ricci por Ric(X, Y ), com X, Y ∈ TpM , omi-

tindo o ponto no qual ela é avaliada. Além disso, dada uma constante λ ∈ R, dizemos

que uma variedade é Einstein quando Ric = λg. Se λ = 0, Ric ≡ 0 é dita Ricci �at. O

traço do tensor de Ricci em um ponto p ∈ M é chamado de curvatura escalar e será

denotado por R(p), isto é, R(p) =
∑n

i=1 Ric(Ei, Ei).

Provaremos uma série de lemas e exibiremos alguns resultados que são bastante uti-

lizadas em estudos de métricas quase-Einstein e, logo, surgirão em diversos momentos

dos próximos capítulos de maneira direta ou indireta. Como dito na seção anterior,

reforçamos que todas as demonstrações que recorram a referenciais tratadas nestas

dissertação serão efetuadas, salvo menção contrária, em referenciais geodésicos.

Lema 1.2. Dada uma função f ∈ C∞(M), vale a seguinte identidade

div(∇2f) = Ric(∇f) +∇∆f. (1.19)

Demonstração. Seja X ∈ X(M), então, pela de�nição de divergência de tensores,

(div(∇2f))(X) =
n∑
i=1

[Ei∇2f(X,Ei)−∇2f(∇EiX,Ei)]

=
n∑
i=1

[
Ei 〈∇X∇f, Ei〉 −

〈
∇∇EiX∇f, Ei

〉]
=

n∑
i=1

[
〈∇Ei∇X∇f, Ei〉 −

〈
∇∇EiX∇f, Ei

〉]
. (1.20)
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Agora, uma vez que, por (1.16), R(Ei, X)∇f = ∇Ei∇X∇f−∇X∇Ei∇f−∇[Ei,X]∇f ,
inferimos

〈∇Ei∇X∇f, Ei〉 =
〈
R(Ei, X)∇f +∇X∇Ei∇f +∇[Ei,X]∇f, Ei

〉
,

e, por (1.18), Ric(X,∇f) =
n∑
i=1

〈R(Ei, X)∇f, Ei〉, inferimos

n∑
i=1

〈∇Ei∇X∇f, Ei〉 = Ric(X,∇f) +
n∑
i=1

〈
∇X∇Ei∇f +∇[Ei,X]∇f, Ei

〉
= Ric(X,∇f) +

n∑
i=1

X 〈∇Ei∇f, Ei〉+
n∑
i=1

〈
∇[Ei,X]∇f, Ei

〉
= Ric(X,∇f) +X(∆f) +

n∑
i=1

〈
∇[Ei,X]∇f, Ei

〉
. (1.21)

Note que na última igualdade anterior surge X(∆f) = X(∇2f(Ei, Ei)) que por sua

vez é igual a 〈∇∆f,X〉. Pela linearidade da conexão no índice, item (1) da De�-

nição 1.4, e das propriedades de um referencial geodésico, temos ∇XEi = 0 =⇒

[Ei, X] = ∇EiX, pois X =
n∑
i=1

xiEi. Portanto, o somatório em (1.21) é reescrito como

n∑
i=1

〈∇EiX∇f, Ei〉. Finalmente, concluímos de (1.20) que

(div(∇2f))(X) = Ric(X,∇f) + 〈∇∆f,X〉 .

De�nição 1.21. Dados dois n-tensores T eF , o produto interno de Hilbert-Schmidt

entre eles é de�nido como

〈T, F 〉 = tr(T ∗F ) =
n∑
i=1

〈T (Ei), F (Ei)〉, (1.22)

em que T ∗ é o operador adjunto de T . Isto posto, se T é um tensor autoadjunto, então

|T |2 =
n∑
i=1

〈T (Ei), T (Ei)〉,

e de�ne-se assim a norma de Hilbert-Schmidt, | · |, para tensores covariantes.

Uma outra forma de de�nir o produto interno de Hilbert-Schmidt é

26



1. Preliminares

〈T, F 〉 =
n∑

i,j=1

〈T (Ei), Ej〉 〈F (Ei), Ej〉 ,∀T, F ∈ L(X(M),X(M)).

Porém, sabe-se que
n∑
j=1

〈F (Ei), Ej〉Ej = F (Ei) e, deste modo, as duas de�nições equi-

valem.

Este produto interno de tensores relaciona-se com a divergência da Hessiana de

f ∈ C∞(M) pela fórmula (2.17) que veremos no capítulo seguinte. Na demonstração

a seguir, utilizaresmos o fato de ∇2f ser autoadjunta, o que de fato ocorre já que a

matriz Hessiana é simétrica, e a norma de Hilbert-Schmdit.

Lema 1.3 (Fórmula de Bochner). Para uma função f ∈ C∞(M), temos que

1

2
∆|∇f |2 = 〈∇∆f,∇f〉+ |∇2f |2 + Ric(∇f,∇f). (1.23)

Demonstração. Dado um referencial geodésico (Ei) em um ponto p ∈M , é sabido que,

por de�nição, ∆|∇f |2 =
n∑
i=1

Ei(Ei 〈∇f,∇f〉). Logo,

1

2
∆|∇f |2 =

n∑
i=1

1

2
Ei(Ei 〈∇f,∇f〉)

=
n∑
i=1

Ei 〈∇Ei∇f,∇f〉

=
n∑
i=1

Ei∇2f(Ei,∇f).

Agora, ∇2f(Ei,∇f) = ∇2(∇f, Ei), pois a Hessiana de f é simétrica. Assim, como

∇EiEj(p) = 0, ∀ i, j = 1, . . . , n,

1

2
∆|∇f |2 =

n∑
i=1

Ei∇2f(Ei,∇f)

=
n∑
i=1

Ei 〈∇∇f∇f, Ei〉

=
n∑
i=1

〈∇Ei∇∇f∇f, Ei〉.

Uma vez a última igualdade pode ser expressa em termos da curvatura algébrica, temos
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1

2
∆|∇f |2 =

n∑
i=1

〈R(Ei,∇f)∇f, Ei〉+
n∑
i=1

〈∇∇f∇Ei∇f, Ei〉+

+
n∑
i=1

〈
∇[Ei,∇f ]∇f, Ei

〉
. (1.24)

O primeiro termo de (1.24) é precisamente Ric(∇f,∇f). Já o segundo corresponde

a 〈∇f,∇∆f〉 como pode ser visto a seguir

n∑
i=1

〈∇∇f∇Ei∇f, Ei〉 =
n∑
i=1

[∇f 〈∇Ei∇f, Ei〉 − 〈∇Ei∇f,∇∇fEi〉]

= ∇f(tr(∇2f))

= ∇f(∆f)

= 〈∇f,∇∆f〉 .

Observe que a segunda parcela do membro direito da primeira igualdade acima se

anula, uma vez que ∇∇fEi = 0 pela linearidade da conexão no índice. Finalmente, o

último termo de (1.24) nos permite concluir que

n∑
i=1

〈
∇[Ei,∇f ]∇f, Ei

〉
=

n∑
i=1

∇2f([Ei,∇f ], Ei)

=
n∑
i=1

∇2f(∇Ei∇f, Ei)−
n∑
i=1
���

���
���:

0
∇2f(∇∇fEi, Ei)

=
n∑
i=1

∇2f(Ei,∇Ei∇f)

=
n∑
i=1

〈∇Ei∇f,∇Ei∇f〉

= |∇2f |2.

Perceba que, no cálculo antecedente, recorremos à De�nição 1.21.

Portanto, de (1.24) e das conclusões anteriores, obtemos

∆|∇f |2 = 〈∇f,∇∆f〉+ |∇2f |2 + Ric(∇f,∇f),

como queríamos demonstrar.

O resultado que provaremos em seguida é uma aplicação da 2ª identidade de Bian-

chi, que é também conhecido como a 2ª identidade de Bianchi contraída.

Proposição 1.11 (2ª Identidade de Bianchi Contraída). Em uma variedade Rieman-

niana (Mn, g), vale a identidade
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∇R = 2div(Ric). (1.25)

Demonstração. Procedendo como anteriormente, tomemos um referencial geodésico

{Ei}ni=1, em p ∈M , e X ∈ TpM . Usando as simetrias do tensor curvatura e a segunda

identidade de Bianchi � atente ao fato já utilizado nos lemas antecedentes que ∇XEi =

0,∀i pela linearidade da conexão no índice e por estar tratando de um referencial

geodésico �, se deduz

〈∇R, X〉 (p) = X(R)(p)

= X

(
n∑
i=1

Ric(Ei, Ei)

)

= X

(
n∑

i,j=1

g(R(Ei, Ej)Ej, Ei)

)

=
n∑

i,j=1

g(∇X(R(Ei, Ej)Ej), Ei),

donde

〈∇R, X〉 (p) =
n∑

i,j=1

g((∇XR)(Ei, Ej)Ej, Ei).

Usando a segunda identidade de Bianchi, item (b) da Proposição 1.9, obtemos

〈∇R, X〉 (p) = −
n∑

i,j=1

g((∇EjR)(X,Ei)Ej, Ei)−
n∑

i,j=1

g((∇EiR)(Ej, X)Ej, Ei)

= −
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(X,Ei, Ej, Ei)−
n∑

i,j=1

(∇EiRm)(Ej, X,Ej, Ei).

Substituindo i por j na segunda parcela da última igualdade, obtemos

〈∇R, X〉 (p) =
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(Ei, Ej, Ej, X) +
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(Ei, Ej, Ej, X)

= 2
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(Ej, Ei, Ei, X)

= 2
n∑

i,j=1

∇Ej(Rm(Ej, Ei, Ei, X)).

Como Ric(X, Y ) = tr(Rm(X,Ei, Ei, Y )),∀ X, Y ∈ X(M), segue que
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〈∇R, X〉 (p) = 2
n∑
j=1

∇EjRic(Ej, X)

= 2
n∑
j=1

∇EjRic(X,Ej)

= 2(div(Ric))(X).

Logo, 〈∇R, X〉 (p) = 2(div(Ric))(X).

Finalizamos este capítulo enunciando alguns resultados clássicos relativos a varie-

dades compactas, que desempenham um papel de destaque nesta dissertação. Ao longo

do texto, estas considerações serão retomadas.

Teorema 1.4. (Teorema da Divergência) Seja X um campo vetorial em (M, g) de

suporte compacto, então ∫
M

div(X) dvol =

∫
∂M

〈X,n〉 ds,

em que n é um vetor normal com orientação externa em ∂M .

Em particular, se M é compacta com ∂M = ∅, então
∫
M

div(X)dvol = 0. Há

também uma versão do teorema anterior para tensores covariantes.

Teorema 1.5. (Identidade de Pohozaev-Schoen) Se X é um campo vetorial na varie-

dade compacta (Mn, g) e T é um 2-tensor covariante, então∫
M

(div(T ))(X) dvol = −1

2

∫
M

〈T,LXg〉 dvol +

∫
∂M

T (X,n) ds,

em que n é um vetor normal com orientação externa em ∂M .

Demonstração. Uma vez que LX(Ei, Ej) = 〈∇EiX,Ej〉+
〈
∇EjX,Ei

〉
, então

〈T,LXg〉 =
n∑

i,j=1

T (Ei, Ej) · LX(Ei, Ej)

=
n∑

i,j=1

[〈∇EiX,T (Ei)〉+
〈
∇EjX,T (Ej)

〉
]

= 2
n∑

i,j=1

〈∇EiX,T (Ei)〉.

Daí, pelo Teorema da Divergência,∫
M

div(T (X)) dvol =

∫
∂M

〈T (X), n〉 ds.

30



1. Preliminares

De (1.13) e das considerações anteriores, segue que∫
M

div(T (X)) dvol =

∫
M

(div(T ))(X) dvol +
1

2

∫
M

〈T,LXg〉 dvol.

Concluímos, então, que∫
M

(div(T ))(X) dvol = −1

2

∫
M

〈T,LXg〉 dvol +

∫
∂M

T (X,n) ds.

Em particular, quando T =
◦

Ric = Ric− 1
n
Rg, teremos∫

M

〈X,∇R〉 dvol = − n

n− 2

∫
M

〈
◦

Ric,LXg
〉
dvol +

2n

n− 2

∫
∂M

◦
Ric (X,∇R) ds, (1.26)

já que (div(
◦

Ric))(X) = n−2
2n
〈∇R, X〉. É usual também chamar (1.26) de Identidade

Integral de Pohozaev-Schoen. É interessante pontuar que esta fórmula é derivada de

uma outra da Análise demonstrada originalmente por Schoen, vide [47].

Como consequência direta de (1.26), temos o Teorema de Kazdan-Warner, enunci-

ado a seguir.

Corolário 1.6. (Teorema de Kazdan-Warner) Para qualquer campo de vetores con-

formes X numa variedade Riemanniana compacta sem bordo (M,g), vale a seguinte

identidade ∫
M

〈X,∇R〉 dvol = 0.

Teorema 1.7. (Teorema de Hopf) Seja (M, g) orientável, compacta e conexa. Seja f

uma função diferenciável em M com ∆f ≥ 0. Então, f é constante. Em particular,

funções harmônicas em M são constantes.

Espaços de curvatura seccional constante, também chamados formas espaciais, de-

sempenham um papel de destaque em Geometria. Os resultados a seguir se tratam de

caracterizações e envolvem as formas espaciais, o primeiro deles pode ser encontrado

em [15].

Lema 1.8. (Schur) Suponha (Mn, g) uma variedade Riemanniana com n ≥ 3. Então,

(1) A curvatura seccional é pontualmente constante, isto é, se existe alguma função

suave f : M → R tal que K(IIp) = f(p) para todo subespaço bidimensional

IIp ⊂ TpM e todo p ∈ M , então f é constante e a variedade é uma forma

espacial.
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(2) O endomor�smo curvatura de Ricci é pontualmente um múltiplo da identidade,

isto é, existe alguma função suave f : M → R tal que Ric(X) = f(p)X, para

X ∈ TpM , ∀ p ∈M , então f é constante e, em particular, R é constante.

A hipótese de ser n ≥ 3 não pode ser omitida. Como veremos mais adiante, toda

superfície satisfaz a curvatura de Ricci como um múltiplo da métrica por uma função

suave, mas nem toda superfície é Einstein ou possui curvatura seccional globalmente

constante.

Teorema 1.9. (Tashiro) Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensão

n ≥ 2 e suponha que exista uma função ρ ∈ C∞(M) que satisfaça a equação

∇2ρ = (−kρ+ b)g.

Então, M é uma das seguintes variedades:

(1) Se k = b = 0, o produto cartesiano I ×M , para M uma variedade Riemanniana

completa (n− 1)-dimensional e I um intervalo em R.

(2) Se k = 0, mas b 6= 0, um espaço euclideano.

(3) Se k = −c2 < 0 e o número de pontos críticos isolados é zero, um pseudo-espaço

hiperbólico do tipo zero ou negativo.

(4) Se k = −c2 < 0 e há apenas um ponto crítico isolado, um espaço hiperbólico com

curvatura −c2.

(5) Se k = c2 > 0, um espaço esférico de curvatura c2, com c uma constante positiva.

Observação 1.3. Um pseudo-espaço hiperbólico do tipo zero ou nagativo é uma vari-

edade, respectivamente, dada por I ×aect N ou I ×asinh(ct) Sn, a, c constantes e N uma

variedade completa. Veri�caremos mais adiante que, neste caso, N é Ricci �at.

A demonstração deste último teorema está presente em [48] e em [33]. A proposição

subsequente é devida a Camargo, Caminha e Souza, e está presente no artigo [11], sendo

uma generalização de um resultado devido a Yau em [53] para funções subharmônicas.

Proposição 1.12. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade Riemanniana

Mn orientada, não-compacta e completa tal que div(X) não muda de sinal em M . Se

|X| ∈ L1(M), então div(X) ≡ 0.
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Capítulo 2

Variedades m-quase-Einstein e

Produto Warped Einstein

Como já fora mencionado na introdução, a formalização do conceito de variedades

m-quase-Einstein fora constituída a partir do trabalho [30], em que alguns resulta-

dos basilares foram estabelecidos e deu-se a motivação para estudos posteriores em

uma nova direção das variedades tipo-Einstein. Tal formalização só fora concluída no

trabalho [17], em que são apresentadas algumas propriedades da classe de variedades

quase-Einstein e provados resultados de rigidez elementares à teoria. Além disso, os

autores deste último artigo abordam métricas Kähler quase-Einstein que, de maneira

resumida, são entes com estruturas complexas � não iremos, no entanto, tratar deste

caso nesta dissertação.

Neste capítulo, iremos abordar 3 artigos cujas análises serão aqui apresentadas em

três seções. A primeira seção conta com os resultados do artigo [30], com suas contribui-

ções seminais. A segunda diz respeito ao artigo [17], fornecendo fórmulas e resultados

de rigidez em variedades m-quase-Einstein. Já a última seção contará com o artigo [3],

que segue trabalhos clássicos similares aos autores Calabi [10] e Yau [53] para estimar

limites para o crescimento de bolas geodésicas em produtos warped Einstein, gerando

interessantes observações na área.

2.1 Produtos Warped Einstein Compactos com Cur-

vatura Escalar Não-Positiva

Dadas duas variedades Riemannianas (B, gB) e (F, gF ) e uma função positiva u ∈
C∞(B) uma métrica produto warped em B × F é de�nida por

g = gB + u2gF .
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

A variedade produto com uma tal métrica será denotada por B ×u F e a função u é

denominada função warping.

No contexto das formas, produtos warped são bastante utilizados para se obter

diversas métricas, uma vez que há a possibilidade de se obter isometrias entre espaços

conhecidos e produtos warped aparentemente abstratos. Um exemplo disto é que o

espaço hiperbólico Hn+1 é isométrico1 à variedade R×et Rn, n ≥ 1.

Ainda, é interessante observar que a forma das variedades depende de suas métricas

e há áreas inteiras da Geometria desenvolvidas acerca de problemas de grande relevân-

cia no estudo de variedades e relações com diferentes métricas, como os de �uxos de

Ricci2, teoria desenvolvida com a intenção de solucionar a célebre Conjectura de Poin-

caré, cuja validade fora justi�cada pelos artigos da autoria de Grigori Perelman entre

2002 e 2003, vide [37, 38, 39].

O resultado seguinte e seu corolário fornecem as expressões da curvatura de Ricci

em produtos warped e uma relação fundamental sobre esse tipo de variedades, cujas

demonstrações podem ser encontradas em [36] e voltaremos a eles em diversos momen-

tos desta dissertação. Antes de apresentá-los, observemos que, em um produto warped

M = Bn ×u Fm, a noção de vetores verticais e horizontais diz respeito a vetores tan-

genetes ao produto com respeito à �bra e à base, respectivamente, isto é, dados X e

V vetores horizontal e vertical, nessa ordem, tangentes a M em (p, q), existem vetores

X̃ ∈ TpB e Ṽ ∈ TqF tais que podemos enxergar X = (X̃, 0m) e V = (0n, Ṽ ). No caso

geral, dπ1(X) = X̃ e dπ2(V ) = Ṽ e X, V são ditos levantamentos de X̃, Ṽ a M .

Proposição 2.1 ([30]). A curvatura de Ricci de uma variedade produto warped M =

B ×u F com m = dim (F ), X, Y e V,W quaisquer vetores verticais e horizontais,

respectivamente, satisfaz:

i. Ric(X, Y ) = RicB(X, Y )− m
u
∇2u(X, Y ),

ii. Ric(X, V ) = 0,

iii. Ric(V,W ) = RicF (V,W )− (u∆u+ (m− 1)|∇u|2)gF (V,W ).

Donde segue imediatamente o corolário a seguir.

Corolário 2.1 ([30]). O produto warped M = B ×u F é λ-Einstein se, e somente se,

a) RicB = λgB + m
u
∇2u,

1O modelo de Hn+1 aqui considerado é o semi-espaço, isto é, o Rn+1 com primeira entrada positiva
e com a métrica de Lobatchevski. Tal isometria é dada pela aplicação (t, p) 7→ (e−t, p).

2Ricci solitons, mais particularmente ainda os gradientes, geram soluções particulares de �uxos de
Ricci. Para mais informações a respeito desta interessante área, ver o livro Ricci Flow and the Sphere

Theorem da autoria de Simon Brendle.
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

b) (F, gF ) é µ-Einstein,

c) u∆u+ (m− 1)|∇u|2 + λu2 = µ.

Uma vez que o trabalho base desta seção está na fundação dos estudos de variedades

quase-Einstein, diversas de suas conclusões são recorrentes no estudo desse tipo de

variedades. Mesmo que ainda não tenhamos apresentado a de�nição de variedades

quase-Einstein, que será dada formalmente na seção posterior, é importante destacar

que a próxima proposição estabelece a relação direta entre variedades quase-Einstein e

produtos warped.

Proposição 2.2 ([30]). Uma variedade Riemanniana (M, g) satisfaz o item (a) do

Corolário 2.1 se, e somente se, a métrica produto warped M ×u Fm é Einstein, em que

Fm é uma variedade Einstein m-dimensional com constante de Einstein µ satisfazendo

µ = u∆u+ (m− 1)|∇u|2 + λu2. (2.1)

Demonstração. Supondo inicialmente que (Mn, g) satisfaz o item (a) do Corolário 2.1,

seu traço nos dá que

∇R =
m

u2
(u∇∆u−∆u∇u).

Assim, da igualdade anterior e da segunda identidade de Bianchi, obtemos

div(Ric) =
m

2u2
(u∇∆u−∆u∇u). (2.2)

Por outro lado, pelas propriedades de divergência que mostramos no Capítulo 1, con-

siderando um referencial geodésico {Ei}ni=1 em p ∈M , segue que

div(
1

u
∇2u)(X) = − 1

u2
∇2u(∇u,X) +

1

u
div(∇2u)(X),

para qualquer campo X de TpM . Além disso, temos que ∇∇u∇u = 1
2
∇|∇u|2. De fato,

dado X ∈ TpM ,

〈
∇|∇u|2, X

〉
= X 〈∇u,∇u〉 = 2 〈∇X∇u,∇u〉 = 2 〈∇∇u∇u,X〉 .

Por conseguinte, ∇2u(∇u,X) = 1
2
(∇|∇u|2)(X). Assim, a última equação se torna

div(
1

u
∇2u)(X) = − 1

2u2
(∇|∇u|2)(X) +

1

u
div(∇2u)(X). (2.3)

Portanto, do Corolário 2.1 item (a), (2.3) e sabendo-se que div(∇2u) = Ric(∇u) +

∇∆u, segue que
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div(
1

u
∇2u) = − 1

2u2
(∇|∇u|2) +

1

u
(Ric(∇u) +∇∆u)

= − 1

2u2
(∇|∇u|2) +

1

u
(λ∇u+∇∆u) +

m

u2
∇2u(∇u)

=
1

2u2
((m− 1)∇|∇u|2 + 2u∇∆u+ 2λu∇u). (2.4)

Contudo, o Corolário 2.1 item (a) novamente nos permite inferir que div(Ric) =

div(m
u
∇2u), donde (2.2) e (2.4) implicam que

0 = div(
m

u
∇2u− Ric)

=
m

2u2
((m− 1)∇|∇u|2 + u∇∆u+ ∆u∇u+ 2λu∇u)

=
m

2u2
∇((m− 1)|∇u|2 + u∆u+ λu2),

isto é, ∇((m − 1)|∇u|2 + u∆u + λu2) = 0. Existe, deste modo, uma constante µ ∈ R
tal que u∆u + (m − 1)|∇u|2 + λu2 = µ. Consequentemente, se (Fm, gF ) é µ-Einsten,

então M ×u F é λ-Einstein pelo Corolário 2.1.

Reciprocamente, pelo mesmo corolário supracitado, se M satisfaz (2.1) e existe

uma variedade Riemanniana Fm µ-Einstein, o produto warped das duas variedades

será λ-Einstein tendo u como função warping.

Este fato é correspondente à Proposição 5 do artigo [30], no entanto a hipótese de

compacidade lá assumida é desnecessária. Em outras palavras, o que provamos nos

informa que quando m é um inteiro positivo, Mn corresponde à base de um produto

warped Einstein (n+m)-dimensional.

O teorema a seguir corresponde ao resultado principal do artigo aqui estudado e se

con�gura em uma resposta parcial ao questionamento presente no livro [8] apresentado

na Introdução.

Teorema 2.2 ([30]). Seja u = e−
f
m , M = B ×u S uma variedade produto warped

Einstein cuja base B é compacta. Se M tem curvatura escalar não positiva, então o

produto warped é simplesmente um produto Riemanniano.

Demonstração. Uma vez que div(u∇u) = |∇u|2 + u∆u, temos que a equação (c) do

Corolário 2.1 pode ser reescrita como

div(u∇u) + (m− 2)|∇u|2 + λu2 = µ. (2.5)

Integrando (2.5) e aplicando o Teorema da Divergência, obtemos

µ =
m− 2

vol(M)

∫
M

|∇u|2dvol +
λ

vol(M)

∫
M

u2dvol. (2.6)
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Daqui em diante, dividiremos a demonstração em duas partes, supondo inicialmente

quem ≥ 3. ComoM é uma variedade compacta, tomemos p ∈M um ponto de máximo

de u. Assim, u(p) > 0, ∇u(p) = 0 e ∆u(p) ≤ 0. Portanto, de (2.6) e usando o item (c)

do Corolário 2.1, teremos que

0 ≥ u(p)∆u(p)

= µ− λu2(p)

=
m− 2

vol(M)

∫
M

|∇u|2dvol +
λ

vol(M)

∫
M

(u2 − u2(p))dvol

≥ 0.

A última igualdade segue do fato que tanto λ quanto u − u(p) são menores ou iguais

a zero. Conclui-se que, neste caso, u é uma constante.

Agora, se m < 3, seja q ∈ M um ponto de mínimo da função, isto é, u(q) > 0,

∇u(q) = 0 e ∆u(q) ≥ 0. De ser u2 − u2(q) ≥ 0 e das considerações anteriores, teremos

que u é também constante. Logo, a variedade M é um produto Riemanniano.

A conclusão recém obtida se caracteriza como resultado de rigidez, no entanto suas

extensões mais profundas serão colocadas mais adiante.

2.2 Rigidez de Métricas m-quase-Einstein

Variedades Einstein e suas generalizações são objetos bastante explorados em Ge-

ometria por suas relações com diversos outros estudos como os de Ricci solitons, va-

rieadades estáticas, representações de variedades como produtos warped � o que pode

dinamizar as análises de tais variedades � e, por meio de esquações estruturais, alge-

brizar conceitos geométricos e analíticos.

A de�nição de métricas m-quase-Einstein passa pela apresentação do tensor de Ricci

m-Bakry-Emery, também chamado tensor m-Bakry-Emery, que é uma modi�cação do

tensor de Bakry-Emery � por sua vez, uma extensão do tensor de Ricci � que surgiu

previamente nos artigos [1, 2, 45]. Explicitamente, o tensor m-Bakry-Emery é de�nido

como

Ricmf = Ric +∇2f − 1

m
df ⊗ df,

em que f ∈ C∞(M), ∇2f representa a hessiana de f e m ∈ Z+. O tensor Ricmf

corresponde ao tensor de Ricci em uma variedade Einstein, como veremos mais adiante

observando a Proposição 2.1 e pela seguinte de�nição.

De�nição 2.1. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é dita uma variedade m-quase-

37



2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Einstein, ou simplesmente variedade quase-Einstein, se existirem uma função suave f

em M e uma constante λ tal que

Ricmf = Ric +∇2f − 1

m
df ⊗ df = λg. (2.7)

A notação utilizada para expressar isto é (M, g, f).

É também usual denotar a métrica g de uma variedade que satisfaz as condições

da de�nição anterior como uma métrica m-quase-Einstein. Ao tomar o traço do tensor

anterior, obtemos

R + ∆f − 1

m
|∇f |2 = λn. (2.8)

Quando consideramos m tendendo ao in�nito, a expressão resultante é justamente

a associada a Ricci solitons; se f é constante, Ricmf se reduz ao tensor de Ricci e, logo,

a variedade é Einstein. Diremos que uma métrica quase-Einstein é trivial quando f for

constante.

Seguindo a terminologia3 de Ricci solitons, uma variedade (M, g, f) será dita ex-

panding, steady ou shrinking, respectivamente, se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0.

Muitas propriedades geométricas e topológicas de variedades com curvatura de Ricci

limitada inferiormente podem ser estendidas a variedades com tensor Ricmf limitado in-

feriormente com m �nito � ou no in�nito � e f limitada. Para mais informações, ver

[51].

Necessitamos apresentar uma forma equivalente à equação m-quase-Einstein, mais

usual principalmente pela versatilidade promovida ao lidar com os processos calculísti-

cos, que nos permite relacionar completamente o tipo de variedade que aqui tratamos

com produtos warped, cuja forma depende da função f e dos espaços que compõem o

produto. Passemos a apresentar esta nova e muito útil con�guração.

Quando m é um inteiro positivo, considerando u = e−
f
m , teremos que

∇u = − 1

m
e−

f
m∇f,

m

u
∇2u = −∇2f +

1

m
df ⊗ df. (2.9)

Portanto, (2.7) pode ser reescrita como

Ric− m

u
∇2u = λg. (2.10)

Pela equivalência de ambas as equações, ora utilizaremos (2.10) como referencial da

3Poderíamos utilizar a nomenclatura contrátil (λ > 0), estacionário (λ = 0) e expansivo (λ < 0).
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

equação de métricas quase-Einstein, ora recorreremos a (2.7). Tomando o traço de

(2.10), chega-se a

∆u =
u

m
(R− λn). (2.11)

Lembre-se que um campo X ∈ X(M) é chamado conforme quando a derivada de

Lie na direção de X é um múltiplo da métrica g, isto é, existe ρ ∈ C∞(M) tal que

LXg = ρg, daí X = ∇u =⇒ L∇ug = 2∇2u. Neste caso, ∇u é conforme se, e somente

se, Mn é Einstein.

O equivalente da equação (2.1) para a função potencial f é

µe
2
m
f = λ− 1

m
(∆f − |∇f |2). (2.12)

Uma vez que u > 0, obtemos imediatamente o seguinte resultado, que é similar ao

caso de Ricci solitons.

Proposição 2.3 ([17]). Uma métrica m-quase-Einstein em uma variedade compacta

com curvatura escalar constante é trivial.

Demonstração. De fato, como ∆u = div∇u, pelo Teorema da Divergência, integrando

ambos os membros de (2.11), concluímos que ou u ≡ 0 ou R = λn. Se o primeiro caso

ocorre, o resultado segue. Supondo, então, que R = λn, então (2.11) =⇒ ∆u ≡ 0

o que, pela compacidade da variedade e o Teorema de Hopf 1.7, implica que u é

constante.

A proposição seguinte corresponde a uma observação a respeito da existência de

métricas 1-quase-Einstein. Vale salientar que, quandom = 1, a equação quase-Einstein

nos diz que F terá constante de Einstein µ = 0, pois variedades 1-dimensionais são Ricci

�at. Porém, pode-se construir uma família de exemplos de variedades 1-quase-Einstein

a partir de outras m-quase-Einstein, m > 1. Antes, apresentemos um corolário, cuja

demonstração se encontra presente em [36].

Corolário 2.3 ([36]). Sejam M = B ×u F , X, Y vetores horizontais e V,W verticais,

então

a) ∇XY é um vetor horizontal correspondente ao levantamento de ∇B
XY em B.

b) ∇XV = ∇VX = X(f)
f
V .

Proposição 2.4 ([17]). Dada uma métrica m-quase-Einstein (Mn, gM , u), se (F k, gF )

é uma variedade Einstein satisfazendo RicgF = µgF , para m > k ∈ N, então (M ×
F k, gM + u2gF , u) é uma variedade (m − k)-quase-Einstein com mesmas constantes λ

e µ.
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Demonstração. Obteremos as expressões de Ricg, ∇2 e ∆u com respeito à métrica g =

gM +u2gF e dados X e U levantamentos deM e F aM×F , respectivamente. Ademais,

quando esses entes forem computados com relação às métricas gM e gF utilizaremos os

respectivos índices M e F . Então, pela item (i) da Proposição 2.1,

Ricg(X,X) = RicM(X,X)− k

u
∇2
Mu(X,X).

Pelos itens (ii) e (iii) da mesma proposição supracitada e por ser RicF = µgF , temos

Ricg(U,U) = (µ− (u∆Mu+ (k − 1)|∇u|2))gF (U,U)

Ricg(X,U) = 0.

Agora, note que ∇2u(Z,W ) = g(∇Z∇u,W ), ∀ Z,W ∈ Tp(M ×u F ), donde

∇2u(X,X) = ∇2
Mu(X,X),

já que ∇u é o levantamento horizontal de ∇Mu e, portanto, ∇X∇u é horizontal. Por

outro lado, pelo item (b) do Corolário 2.3, segue que

∇2
gu(U,U) =

��
���

���:
0

gM(∇U∇u, U) + u2gF (∇U∇u, U)

= u|∇u|2gF (U,U). (2.13)

No entanto, note que tr(g) = n+ k, em que n = dim (M). Daí, o levantamento de

uma base de TqF que satisfaz essas condições é BF = {W1

u
, ..., Wk

u
}, em que o conjunto

dos Wi formam uma base de F ortonormal. Assim sendo, uma base ortonormal de

T(p,q)(M ×u F ) pela métrica g é dada por B(p,q) = {Y1, ..., Yn,
W1

u(p)
, ..., Wk

u(p)
}, com Yj

constituindo uma base ortonormal de TpM � a notação dos vetores de B(p,q) é a mesma

dos fatores do produto warped por um abuso de notação. Então, tomando os elementos

da base B(p,q) como Zl, l ∈ {1, ..., n+ k},

∆gu = tr(∇2u)

=
n+k∑
l=1

∇2u(Zl, Zl)

=
n∑
j=1

∇2u(Yj, Yj) +
k∑
i=1

∇2u(Wi,Wi)

= ∆Mu+
k

u
|∇u|2. (2.14)
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Portanto, utilizando (2.13) e (2.14), obtemos

Ricg(X,X)− m− k
u
∇2u(X,X) = RicM(X,X)− k

u
∇2u(X,X)− m− k

u
∇2u(X,X)

= RicM −
m

u
∇2
Mu(X,X)

= λgM(X,X)

= λg(X,X),

a penúltima igualdade segue do fato de M ser m-quase-Einstein. Além disso,

Ricg(X,U)− m− k
u
∇2u(X,U) = λ���

��:0
g(X,U)

Ricg(U,U)− m− k
u
∇2u(U,U) = (µ− (u∆Mu+ (k − 1)|∇u|2))gF (U,U)−

− m− k
u

u|∇u|2gF (U,U). (2.15)

Contudo,

u∆u+ (m− k − 1)|∇u|2 + λu2 = u∆Mu+ k|∇u|2 + (m− k − 1)|∇u|2 + λu2

= u∆Mu+ (m− 1)|∇u|2 + λu2

= µ,

donde a expressão (2.15) se torna

Ricg(U,U)− m− k
u
∇2u(U,U) = (u∆Mu+ k|∇u|2 + (m− k − 1)|∇u|2 − u∆Mu+

+ λu2 − (k − 1)|∇u|2 −m|∇u|2 + k|∇u|2)gF (U,U)

= λu2gF (U,U)

= λg(U,U),

isto é,

Ricg −
m− k
u
∇2u = λg.

Conclui-se que Mn ×u F k é (m− k)-quase-Einstein para as mesmas constantes λ e

µ de M m-quase-Einstein.

A de�nição seguinte trata de um ente geométrico que se relaciona com as variedades

1-quase-Einstein e de bastante destaque por suas diversas aplicações e extensões a

outras áreas do conhecimento.

De�nição 2.2. Dizemos que uma variedade Riemanniana (Mn, g) é estática quando
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

cumpre a relação

−∆ug +∇2u− uRic = 0, (2.16)

chamada equação das variedades estáticas.

Vale pontuar que algumas das extensões abarcadas por esta teoria atingem a Ma-

temática e a Física, como por exemplo em estudos de cosmologia e em aplicações do

Teorema da Massa Positiva, vide [50].

Exemplo 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade 1-quase-Einstein tal que o Laplaciano da

função u cumpre a relação

∆u = −λu.

Então, a equação (2.16) nos dá que M é uma variedade estática. Em particular, a

expressão (2.1) implica que µ = λu2 + u∆u = 0. Neste caso, a equação (2.11) nos dá

que R é constante e igual a (n− 1)λ.

Apresentamos a seguir alguns exemplos de variedades 1-quase-Einstein, o primeiro

trata do caso em que µ = 0 e o segundo, quando esta constante é não-nula.

Exemplo 2.2. Considerando λ < 0, M = R e u(t) = e
√
−kt, em que k = λ

m
e m ≥ 1,

teremos u′(t) =
√
−ke

√
−kt e u′′(t) = −ke

√
−kt, donde M satisfaz (2.10) e a expressão

(2.7) nos dá µ = 0, ou seja, M é a base de um produto warped Einstein que terá como

�bra uma variedade Ricci �at. Em particular, R×uRm é um produto warped resultante

e isto o torna, com a métrica g = dt2 + u2gRm, uma variedade Einstein com constante

λ < 0.

Exemplo 2.3. Também considerandoM = R e k como anteriormente, porém tomando

λ =
−1

1− 1
m

e u(t) = cosh(
√
−kt), ∇2u = −ku e a equação (2.10) implicam que M

será uma variedade m-quase-Einstein com �bra F satisfazendo RicF = −gF . De fato,

analisando a equação (2.1), temos

u∆u+ (m−1)|∇u|2 +λu2 = −kcosh2(
√
−kt)− (m−1)ksinh2(

√
−kt) +λcosh2(

√
−kt).

Assim, como cosh2(x)−sinh2(x) = 1 e mk = λ, o membro direito da igualdade anterior

se torna

−kcosh2(
√
−kt)− (m− 1)ksinh2(

√
−kt) + λcosh2(

√
−kt) = −k + λ = −1,

isto é, µ = −1. Consequentemente, R×u Hm é uma variedade warped Einstein gerada

pelas condições sobre R e u(t).
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Antes de apresentamos e demonstrarmos os resultados conclusivos do artigo [17],

exibiremos mais alguns resultados de caracterização de métricas m-quase-Einstein que

são também Einstein.

Um caminho natural tomado em estudos envolvendo o tensor Ricmf é a generalidade

de resultados geométricos e topológicos válidos em Ricci solitons para variedades m-

quase-Einstein. Neste sentido, apresentaremos aqui generalizações de cálculos presentes

em [42] para métricas que satisfazem a equação m-quase-Einstein.

Pelas fórmulas (1.19) e (1.23), segue diretamente que

2(div(∇2f))(∇f) =
1

2
∆|∇f |2 − |∇2f |+ Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇∆f〉 . (2.17)

Utilizaremos (2.17) na demonstração dos fatos seguintes e recorreremos a muitas das

considerações estabelecidas no Capítulo 1.

Lema 2.4 ([17]). Se o tensor m-Bakry-Emery for um múltiplo da métrica, isto é, se

tivermos uma variedade com estrutura m-quase-Einstein, então

1. 1
2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 − Ric(∇f,∇f) + 2

m
|∇f |2∆f .

2. 1
2
∇R = m−1

m
Ric(∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)∇f .

3. 1
2
∆R− m+2

2m
〈∇R,∇f〉 = m−1

m
tr(Ric ◦ (λg − Ric))− 1

m
(R− nλ)(R− (n− 1)λ)

= −m−1
m

∣∣Ric− 1
n
Rg
∣∣2 − m+n−1

mn
(R− nλ)

(
R− n(n−1)

m+n−1
λ
)
.

Demonstração. Tomando o divergente da equação m-quase-Einstein, podemos obter

div(Ric) + div(∇2f)− 1

m
div(df ⊗ df) = 0,

pois div(g) = 0. Lembrando que, por (1.15), div(df ⊗ df) = ∇2f(∇f) + ∆f∇f , donde
a igualdade anterior se torna

div(Ric) + div(∇2f)− 1

m
∇∇f∇f −

1

m
∆f∇f = 0, (2.18)

em que ∇∇f∇f é equivalente a ∇2f(∇f). A partir daí e usando (1.25), conseguimos

deduzir

2(div(∇2f))(∇f) = −〈∇R,∇f〉+
2

m
∆f |∇f |2 +

2

m
∇2f(∇f,∇f). (2.19)

Agora, tomando o gradiente do traço de (2.7), deduz-se
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∇R +∇∆f − 1

m
∇|∇f |2 = 0

∇R +∇∆f − 2

m
∇∇f∇f = 0. (2.20)

Finalmente, aplicando esta última igualdade em (2.19),

2(div(∇2f))(∇f) = 〈∇∆f,∇f〉 − 1

m

〈
∇|∇f |2,∇f

〉
+

2

m
∆f |∇f |2 +

2

m
∇2f(∇f,∇f)

= 〈∇∆f,∇f〉 − 2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

2

m
∆f |∇f |2 +

2

m
∇2f(∇f,∇f)

= 〈∇∆f,∇f〉+
2

m
∆f |∇f |2,

donde (2.17) nos dá

1

2
∆|∇f |2 = 〈∇∆f,∇f〉+

2

m
∆f |∇f |2 + |∇2f |2 − Ric(∇f,∇f)− 〈∇f∇∆f〉

= |∇2f |2 − Ric(∇f,∇f) +
2

m
|∇f |2∆f,

que é justamente o item (1).

Para o segundo item deste lema, usando a segunda identidade de Bianchi contraída,

a fórmula para o divergente da Hessiana e as equações (2.18), (2.20), chegamos a

∇R = 2div(Ric)

= −2div(∇2f) +
2

m
∇∇f∇f +

2

m
∆f∇f

= −2Ric(∇f)− 2∇∆f +
2

m
∇∇f∇f +

2

m
∆f∇f

= −2Ric(∇f) + 2∇R− 2

m
∇∇f∇f +

2

m
∆f∇f.

Portanto,

∇R = 2Ric(∇f) +
2

m
∇∇f∇f −

2

m
∆f∇f.

Porém, avaliando (2.7) em ∇f , infere-se

∇∇f∇f =

(
λ+

1

m
|∇f |2

)
∇f − Ric(∇f).

Substituindo isto e para ∆f a partir do traço de (2.7), chegamos justamente ao item

(2),
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1

2
∇R = Ric(∇f) +

1

m

(
λ+

1

m
|∇f |2

)
∇f − Ric(∇f)

m
− 1

m

(
−R +

1

m
|∇f |2 + λn

)
∇f

=
m− 1

m
Ric∇f +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f.

Por �m, mostremos a validade do item (3) deste Lema. Tomando a divergência de

ambos os membros da última equação, tem-se

1

2
∆R =

m− 1

m
div(Ric(∇f)) +

1

m
div((R− (n− 1)λ)∇f). (2.21)

É importante destacar que a divergência da equação antecedente é divergência de

campos e não de tensores. Por (1.13), temos uma fórmula para a divergência do

tensor Ric(∇f) e, pela segundo item deste lema, podemos fazer m−1
m

Ric(∇f,∇f) =

− 1
m

(R− (n− 1)λ) 〈∇f,∇f〉+ 1
2
〈∇R,∇f〉, donde duduz-se

div(Ric(∇f)) = 〈div(Ric),∇f〉+
n∑
i=1

g(Ric(Ei),∇Ei∇f)

=
1

2
〈∇R,∇f〉+

〈
Ric,∇2f

〉
=

1

2
〈∇R,∇f〉+

〈
Ric, λg − Ric +

1

m
(df ⊗ df)

〉
=

1

2
〈∇R,∇f〉+

1

m
〈Ric, (df ⊗ df)〉 − 〈Ric,Ric− λg〉 .

Assim, pela de�nição do produto de Hilbert-Schmidt, temos

div(Ric(∇f)) =
1

2
〈∇R,∇f〉+

1

m
Ric(∇f,∇f)− 〈Ric,Ric− λg〉

=
1

2
〈∇R,∇f〉 − 〈Ric,Ric− λg〉+

+
1

m− 1

(
1

2
〈∇R,∇f〉 − 1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2

)
. (2.22)

Ademais, por (1.14),

div((R− (n− 1)λ)∇f) = (R− (n− 1)λ)∆f + 〈∇R,∇f〉 . (2.23)

Pondo (2.23) e (2.22) em (2.21), teremos
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1

2
∆R =

m− 1

2m
〈∇R,∇f〉 − m− 1

m
〈Ric,Ric− λg〉+

+
1

m

(
1

2
〈∇R,∇f〉 − 1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2

)
+

+
1

m
(R− (n− 1)λ)∆f +

1

m
〈∇R,∇f〉

=
m+ 2

2m
〈∇R,∇f〉 − m− 1

m
〈Ric,Ric− λg〉+

+
1

m
(R− (n− 1)λ)

(
∆f − 1

m
|∇f |2

)
.

Como ∆f − 1
m
|∇f |2 = λn− R, a igualdade anterior passa a ser

1

2
∆R =

m+ 2

2m
〈∇R,∇f〉 − m− 1

m
〈Ric,Ric− λg〉+

1

m
(λn− R)(R− (n− 1)λ).

No entanto, pela de�nição do produto interno de Hilbert-Schmidt,

〈Ric,Ric− λg〉 = |Ric|2 − λR

=

∣∣∣∣Ric− 1

n
Rg

∣∣∣∣2 − R

(
λ− 1

n
R

)
.

Portanto,

1

2
∆R− m+ 2

2m
〈∇R,∇f〉 =− m− 1

m

∣∣∣∣Ric− 1

n
Rg

∣∣∣∣2−
− m+ n− 1

mn
(R− nλ)

(
R− n(n− 1)

m+ n− 1
λ

)
.

Como em [42], cada uma das equações deste lema nos fornecem importantes infor-

mações sobre métricasm-quase-Einstein. Inicialmente, combinando a primeira equação

do Lema 2.4 com o Teorema da Divergência, temos a proposição a seguir.

Proposição 2.5 ([17]). Se uma variedade Riemanniana compacta (M, g) possui estru-

tura m-quase-Einstein e

Ric(∇f,∇f) ≤ 2

m
|∇f |2∆f,

então f é constante e, logo, a variedade é Einstein.

Demonstração. De fato, basta notar que, por hipótese, o item (1) do Lema 2.4 nos dá

2.4 1
2
∆|∇f |2 ≥ |∇2f |2. Então, pelo Teorema da Divergência,

0 ≥
∫
M

|∇2f |2dvol ≥ 0,
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ou seja, ∇2f ≡ 0 =⇒ ∇f é constante. Porém, pela compacidade, existe um ponto

p ∈M no qual ∇f(p) = 0, isto é, ∇f ≡ 0 e, portanto, f é constante.

Por sua vez, o próximo resultado é consequência direta da equação do item (2) do

Lema 2.4.

Proposição 2.6 ([17]). Quando m 6= 1, uma métrica m-quase-Einstein possui curva-

tura escalar constante se, e somente se,

Ric(∇f) = − 1

m− 1
(R− (n− 1)λ)∇f.

Por �m, a última equação do lema nos induz as seguintes conclusões.

Proposição 2.7 ([17]). Se uma variedade (M, g) satisfaz (2.7) para m ≥ 1 e

(a) λ > 0 e M é compacta, então a curvatura escalar é limitada inferiormente por

R ≥ n(n− 1)

m+ n− 1
λ. (2.24)

(b) λ = 0, a curvatura escalar é constante e m > 1, então M é Ricci �at.

(c) λ < 0 e a curvatura escalar é constante, então

nλ ≤ R ≤ n(n− 1)

m+ n− 1
λ

e quando m > 1, R é igual a um dos extremos se, e somente se, M é Einstein.

Demonstração. Provemos o item (a). Desde queM é compacta, R possui um ponto de

mínimo, digamos q ∈ M . Assim, como ∇R(q) = 0 e ∆R(q) ≥ 0, a expressão no item

(3) do Lema 2.4 é não-negativa, donde

−m+ n− 1

mn
(R(q)− nλ)

(
R(q)− n(n− 1)

m+ n− 1
λ

)
≥ m− 1

m

∣∣∣∣Ric− 1

n
R(q)g

∣∣∣∣2 ≥ 0.

Por conseguinte,
n(n− 1)

m+ n− 1
λ ≤ R(q) ≤ nλ.

Como q é ponto de mínimo, obtemos (2.24).

Para demonstrar (b) e (c), observe que sendo R constante, a equação (3) do Lema

2.4 é nula e, desta forma,

−m+ n− 1

mn
(R(q)− nλ)

(
R(q)− n(n− 1)

m+ n− 1
λ

)
=
m− 1

m

∣∣∣∣Ric− 1

n
R(q)g

∣∣∣∣2 ≥ 0.
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Logo, se λ = 0, m > 1, então Ric = 1
n
Rg e R = 0, o que nos dá M Ricci �at. Por outro

lado, se λ < 0, R ∈
[
nλ, n(n−1)

m+n−1
λ
]
.

Observação 2.1. O item (a) da proposição anterior equivale a dizer que uma métrica

m-quase-Einstein compacta com m �nito e λ > 0 tem curvatura positiva, sendo cor-

respondente à Proposição 1.1 de [17]. É interessante destacar que existe um resultado

análogo para shrinking Ricci solitons e compacidade, como pode ser visto em [23, 29].

Observação 2.2. O Teorema 2.2 nos diz que variedades compactas com estrutura m-

quase-Einstein não-triviais são tais que λ > 0. Temos também a validade da recíproca,

de fato uma variedade completa (M, g) m-quase-Einstein não trivial é compacta se, e

somente se, λ > 0.

Com efeito, quando m ∈ Z, o resultado segue do Teorema de Myers sobre a va-

riedade produto warped E = M ×u F , já que RicE = Ricmf , desde que E seja uma

variedade completa. Há ainda uma argumentação adicional, mais geral, para este fato.

Quando m não é inteiro, a demonstração disto segue argumentos devidos a Qian em

[45]. Sabemos que geodésicas minimizantes ligando quaisquer dois pontos de M estão

inteiramente contidas na variedade. Ademais, por hipótese,

Ricmf = λg > 0.

A desigualdade anterior é devida ao sinal de λ. Assim, pelo desenvolvido para a de-

monstração do Teorema 5 em [45], o comprimento de qualquer geodésica é limitado

superiomente uniformemente, e então a variedade é compacta, já que toda variedade

completa e limitada é compacta.

A observação anterior estende conclusões clássicas da relação entre o tensor de Ricci

e a topologia das variedades. É interessante pontuar que este resultado é também válido

em variedades compactas com bordo com a estrutura tipo-Einstein abordada em [27],

além de que a consideração dem como um real positivo fornece uma outra generalização

das métricas m-quase-Einstein. No capítulo seguinte, iremos nos aprofundar um pouco

mais nestas questões. A esta altura, é válido enunciar o teorema devido a Qian que

nos permitiu tais conclusões em situações mais gerais.

Teorema 2.5. Seja (M,g) uma variedade n-dimensional completa e conexa. Suponha-

mos f ∈ C2(M), α > 0 um real e A > 0 constante tais que Ricαf ≥ A2. Então, M é

compacta e seu diâmetro satisfaz d(M) ≤
√
n+ α− 1πA−1.

O teorema anterior se trata de uma extensão do Teorema de Myers.

Observação 2.3. Considerando m = ∞, as conclusões anteriores possuem análogos

para o caso Ricci solition, como o bem conhecido resultado em [29] que diz que shrinking
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Ricci soliton compactos têm curvatura escalar positiva � diretamente conectado ao item

(a) anterior. Também, em [42], há alguns resultados para curvatura escalar constante.

Prosseguiremos estabelecendo considerações acerca de veriedades m-quase-Einstein

2-dimensionais. Contudo, primeiramente relembremos uma caracterização de métricas

produto warped, apresentada em [8], [40] e cuja demonstração em [21] se encontra

bastante elucidada.

Teorema 2.6. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é um produto warped (a, b) ×u
Nn−1 se, e somente se, existe uma função não trivial h tal que ∇2h = kg, para alguma

função k : M −→ R. (u = h′ a menos de uma constante multiplicativa)

No Teorema anterior, (a, b) pode ser toda a reta real. Em [8], especi�camente

no Teorema 9.119, pela correspondência com produtos warped, há classi�cações das

métricas m-quase-Einstein 2-dimensionais.

O resultado a seguir é um resultado de rigidez que nos dá uma caracterização de

métricas m-quase-Einstein que são também Einstein.

Proposição 2.8 ([17]). Uma variedade (Mn, g, u) m-quase-Einstein é Einstein se, e

somente se, u = − f
m

é constante ou a variedade completa é difeomorfa ao Rn com

estrutura produto warped (R ×a−1ear N
n−1, a−1ear), em que Nn−1 é Ricci �at, a ∈ R

constante, ou o espaço será (Hn, dr2 + sinh2(ar)gSn−1 , a−1cosh(ar)).

Demonstração. Se g é κ-Einstein, ou seja, RicM = κg, então, pela equação (2.10),

∇2u =
κ− λ
m

ug, (2.25)

para alguma função u > 0. SeM é compacta, ∆u = κ−λ
m
nu e o Teorema da Divergência

implica que λ = κ, então u (logo f = − 1
m

ln(u)) é constante. Todavia, se u é não-

constante, então M é não compacto pelo Teorema 2.2 e, logo, κ, λ ≤ 04. De modo

a encontar soluções positivas para a EDO linear de segunda ordem (2.25), temos os

seguintes casos, para c = κ−λ
m

:

i. Se λ = 0 e κ ≤ 0, então a equação diferencial não possui solução positiva, já que

a solução completa é u(t) = a sin(
√
− κ
m
t) + b cos(

√
− κ
m
t), a, b ∈ R contantes, e

muda de sinal.

Quando λ < 0, pela Proposição 2.7 item (c), κ ≥ λ. Assim, se

ii. κ = λ, então ∇2u = 0 =⇒ ∇u = cte, ou seja, u(t) = at, que também não é uma

solução positiva da EDO.

4Observe que o Teorema 2.6 nos dá que M é também um produto warped não-trivial cuja base é
um intervalo aberto. Aliando isto à Observação 2.2, teremos κ ≤ 0.
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iii. Resta-nos uma última possibilidade. Se λ < κ ≤ 0, obtemos a solução geral

u(t) = ae
√
ct + be−

√
ct, que é positiva quando consideramos constantes a, b ≥ 0,

mas não iguais a zero simultaneamente.

Este último caso nos dá ∇2u > 0 e, então, a função u é estritamente convexa, donde

M é difeomorfa ao Rn. Assim, estamos em condições de aplicar o Teorema 1.9, espe-

ci�camente os casos correspondentes aos itens (3) e (4).

Tomando inicialmente uma solução particular u(t) = 1
α

eαt, com α =
√

κ−λ
m

, como

u não possui pontos críticos, o item (3) do Teorema 1.9 e o Teorema 2.6 nos permitem

inferir que M é o espaço R×u′ Nn−1 com a métrica produto warped

g = dt2 + e2α·tg0.

Note que a métrica g0 é Ricci �at. Com efeito, considerando h = u′(t), o Corolário 2.1

juntamente com (2.25) nos dão, de ser RicR = 0,

RicR = κgR +
n− 1

h
∇2h =⇒ κ = (n− 1)

λ− κ
m

. (2.26)

Ademais, o mesmo corolário supracitado nos diz que N é σ-Einstein, donde a expressão

(2.1) nos garante

σ = h∆h+ (n− 1− 1)|∇h|2 + κh2

= hα2h+ (n− 1)α2h2 − α2h2 + κh2

= α2h2 + (n− 1)
κ− λ
m

h2 − α2h2 + κh2

= 0.

Portanto, σ = 0 e N é Ricci �at. Todavia, para as soluções do tipo u(t) = (aeαt +

be−αt)/α, a, b > 0, como u terá ponto crítico em
ln( b

a
)

2α
e, pelo item (4) do Teorema 1.9,

M é isométrica ao espaço hiperbólico Hn com a métrica dt2 + sinh2(αt)gSn−1 .

Como consequência das simetrias do tensor curtatura algébrico, toda variedade

Riemanniana 2-dimensional é tal que Ric = R
2
g. De fato, é su�ciente notar que

REi,Ej =
e∑

k=1

g(R(Ei, Ek)Ek, Ej)

= Rmi11j + Rmi22j.

Contudo, i = j =⇒ Ric(Ei, Ej) = Rm1221 e i = 1, j = 2 =⇒ Ric(Ei, Ej) = 0.

Assim, Ric = Rm1221g e R = 2Rm1221. Conclui-se que Ric = R
2
g e, logo, em qualquer
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superfície, ∇u é um campo vetorial conforme. O próximo corolário surge como um

resultado imediato disto e da última demonstração.

Corolário 2.7 ([17]). Uma métrica m-quase-Einstein 2-dimensional é um produto

warped.

De posse disto, podemos demonstrar o resultado �nal desta seção, válido em dimen-

são 2 e que também fora inspirado pelo caso dos Ricci solitons, a saber: em dimensão

2 e 3, Ricci solitons compactos são triviais.

Teorema 2.8 ([17]). Toda métrica m-quase-Einstein 2-dimensional compacta é um

produto warped Einstein trivial.

Demonstração. Já que M é compacta e é a base de um produto warper Eisntein, o

Teorema 2.2 nos permite demonstrar apenas o caso em que λ > 0. De (2.24), sabemos

que

R ≥ 2

m+ 1
λ. (2.27)

Como M é 2-dimensional, Ric = R
2
g, donde o item (2) do Lema 2.4 se torna

∇R =
m+ 1

m

(
R− 2

m+ 1
λ

)
∇f. (2.28)

Agora, tomando a função u = e−
f
m , a igualdade (2.10) nos diz que ∇2u = u

m
(R

2
− λ)g.

Em particular ∇u é conforme. Então, pelo Corolário 1.6, temos∫
M

〈∇R,∇u〉 dvol = 0,

que pode ser reescrita como

− 1

m

∫
M

e−
f
m 〈∇R,∇f〉 dvol = 0.

Usando (2.27), temos que
(
R− 2

m+1
λ
)
|∇f |2 = 0. Deste modo, temos duas opções:

(1) Se ∇f = 0, o resultado segue.

(2) Por outro lado, se R = 2
m+1

λ, então R é constante.

Deste último caso, a demonstração da Proposição 2.7 nos permite inferir que

2

m+ 1
λ = R = Rmin ≤ λn.

Assim, ∆u ≤ 0. Pelo Teorema 1.7, Teorema de Hopf, u é constante e, portanto, f

também o é.
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2.3 Limites no Crescimento Volumétrico de Bolas Ge-

odésicas

O foco desta seção é apresentar as conclusões estabelecidas em [3] a respeito de

estimativas de volume para produtos warped Einstein, similar a resultados obtidos por

Calabi [10] e Yau [53] para variedades Riemannianas completas com curvatura de Ricci

não-negativa. Mais precisamente, trataremos de limites para o crescimento volumétrico

de bolas geodésicas em variedades satisfazendo a equação m-quase-Einstein (2.7) para

λ ≤ 0, já que a Proposição 2.2 nos garante que produtos warped Einstein determinam

uma variedade m-quase-Einstein. Não obstante, será apresentada uma obstrução à

existência de uma tal classe de variedades não triviais.

O que os autores Calabi e Yau mostraram é que variedades Riemanninas não-

compactas com tensor de Ricci não-negativo satisfazem

vol(Bp(r)) ≥ cr, (2.29)

para qualquer r > r0, em que r0 é uma constante positiva, Bp(r) é a bola geodésica

de raio r centrada em p ∈ Mn e c é uma constante que não depende de r. Em outras

palavras, uma variedade em tais condições possui volume in�nito.

Perceba, ainda, que as equações (2.11) e (2.1) nos permitem concluir que

u2

m
(R− λn) + (n− 1)|∇u|2 = −λu2 + µ. (2.30)

Além disso, Wang provou em [49] que se λ ≤ 0, então R ≥ λn, como visto no caso em

que a curvatura escalar é constante pelo item (c) Proposição 2.7. Daí, segue que

(n− 1)|∇u|2 ≤ −λu2 + µ. (2.31)

Ainda, como ∇u = − 1
m
u∇f , a equação (2.31) nos dá

|∇f |2 ≤ − λm2

n− 1
+
u−2µ

n− 1
, (2.32)

donde n > m =⇒ |∇f |2 ≤ −λm+ u−2µ
n−1

.

Deste modo, podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.9 ([3]). Seja (Mn, g, f) uma variedadem-quase-Einstein steady não-compacta

com 1 < m ≤ ∞. Então, existem constantes positivas c, r0 tais que, para todo r > r0,

vol(Bp(r)) ≥ cr. (2.33)
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Demonstração. Quando m = ∞, temos um gradiente steady Ricci soliton e a de-

monstração deste caso pode ser encontrada em [35]. Assim, podemos assumir que

m ∈ (1,∞). Daí, sendo λ = 0, a equação (2.31) nos fornece a desigualdade

|∇u|2 ≤ µ

n− 1
. (2.34)

Como R ≥ 0 e u > 0, deduzimos ∫
Bp(r)

uRdvol ≥ 0,

para cada r > 0. Consequentemente, se para todo r > 0 temos∫
Bp(r)

uRdvol = 0,

então R = 0 em M .

Por outro lado, o item 3 do Lema 2.4 implica que, neste caso, devemos ter Ric ≡ 0.

Portanto, o caso em questão se enquadra nas hipóteses de Calabi-Yau e a equação

(2.29) é satisfeita.

Agora, como sabe-se que uma métrica m-quase-Einstein é analítica pela Proposição

2.8 de [27], Proposição 2.8, tem-se que os zeros da curvatura escalar são isolados. Assim,

se R ≥ 0, mas não identicamente nula, escolhemos p ∈M tal que R(p) > 0 e uma bola

Bp(r0) de raio r0 > 0 tal que ∫
Bp(r0)

uRdvol = mC0

e C0 é uma constante positiva. Então, por (2.1) e para qualquer r ≥ r0, chegamos a

mC0 =

∫
Bp(r0)

uRdvol ≤
∫
Bp(r)

uRdvol = m

∫
Bp(r)

∆udvol.

Usando o Teorema da Divergência, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.34), con-

cluímos que

mC0 ≤ m

∫
Bp(r)

∆udvol = m

∫
Bp(r)

〈∇u, η〉 dvol ≤ m

∫
∂Bp(r)

|∇u|ds

≤ m

√
µ

n− 1
A(∂Bp(r)).

Isto implica que, para r ≥ r0,
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A(∂Bp(r)) ≥ c0 =
C0√
µ
n−1

, (2.35)

em que c0 > 0 é uma constante uniforme.

Finalmente, integrando (2.35) de r0 a r, temos

vol(Bp(r)) ≥ c0(r − r0) ≥ c · r,

para um c = c0
2
, por exemplo, e para todo r ≥ 2r0, como queríamos demonstrar.

Observação 2.4. Munteanu e Sesum, em [35], provam a desigualdade anterior para

Ricci solitons, porém apresentam ainda uma outra desigualdade, no sentido de uma

limitação superior para o crescimento volumétrico das bolas geodésicas no caso steady,

a saber,

cea
√
r ≥ volBp(r)

para constantes uniformes a e c, e uma outra constante r0 de modo que a expressão

anterior é válida para todo r > r0. Mostra-se que é válida para r0 = 1.

O corolário a seguir é uma conclusão direta do Teorema 2.9.

Corolário 2.10 ([3]). Seja N = Mn ×u Fm um produto warped Ricci �at. Então,

existem constantes positivas c e r0 tais que, r > r0,

vol(Bp(r)) ≥ cr,

para bolas geodésicas da base.

Enunciaremos um resultado, e um de seus corolários, provado por Je�rey Case em

[16] que trata de uma obstrução à existência de variedades com estrutura m-quase-

Einstein não-trivial e que será mencionado adiante.

Teorema 2.11. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa tal que Ricmf ≥ 0

para alguma função suave f e 0 ≤ m ≤ ∞ e supondo que

∆ff = c1ec2f ,

para constantes c1, c2 > 0. Então, f é constante.

Corolário 2.12. Seja M ×u N um produto warped Einstein com curvatura escalar

não-negativa. Então, ao menos um dos fatores deste produto é Einstein com curvatura

escalar positiva.
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Em outras palavras, isto nos diz que toda variedade V = Mn ×
e−

f
m
Fm steady ou

shrinking com �bra µ-Einstein, µ ≤ 0, é trivial ao passo que não existe variedade com

estrutura m-quase-Einstein expanding não-trivial.

Uma indagação que naturalmente surge dos resultados anteriores é saber o que

ocorre com o crescimento volumétricos de bolas geodésicas em uma variedade m-quase-

Einstein expanding. Neste caso, temos o seguinte crescimento volumétrico de bolas

geodésicas.

Teorema 2.13 ([3]). Seja (Mn, g, f) uma variedade m-quase-Einstein expanding não-

compacta com m ∈ [1,∞) e µ ≤ 0. Suponhamos que f ≥ −k, para alguma constante

positiva k, então existem constantes c, r0 > 0 para as quais, ∀ r > r0,

vol(Bp(r)) ≥ cr. (2.36)

Demonstração. Primeiramente, usando as hipóteses sobre f e µ em (2.31), deduzimos

|∇u|2 ≤ −λe
2k
m

n− 1
. (2.37)

Levando em conta que M é expanding, isto é, λ < 0, as considerações do início

desta seção nos dão que R ≥ λn e u > 0, inferimos∫
Bp(r)

u(R− λn)dvol ≥ 0,

para cada r > 0. Ainda, se temos, ∀ r > 0,∫
Bp(r)

u(R− λn)dvol = 0,

então R = λn em M . Assim, do item 3 do Lema 2.4, temos que M é Einstein, mas

isso é uma contradição, pois as contrapositivas do Teorema 2.11 e do Corolário 2.12

nos garantem que não existe variedade Einstein não-trivial expanding com estrutura

m-quase-Einstein.

As demais discussões desta prova se assemelham às da demonstração do teorema

anterior. Em particular, ∃ p ∈M : R(p) > λn. Como u é positiva, ∃ r0 > 0 tal que∫
Bp(r0)

u(R− λn)dvol = mC0

é uma constante positiva. Além disso, pela analiticidade de R, segue da equação (2.11),

∀ r ≥ r0,
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mC0 ≤
∫
Bp(r)

u(R− λn)dvol = m

∫
Bp(r)

∆udvol

= m

∫
∂Bp(r)

〈∇u, η〉 ds ≤ m

∫
∂Bp(r)

|∇u|ds

≤ m

√
−λe2k/m

n− 1
· A(∂Bp(r)), (2.38)

em que utilizamos o Teorema da Divergência, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e

(2.37). Portanto, (2.38) nos permite deduzir que, ∀ r ≥ r0,

A(∂Bp(r)) ≥ c0 =
C0√
−λe2k/m

n−1

,

donde c0 > 0 é uma constante uniforme. Integrando a desigualdade anterior em [r0, r],

chega-se a

vol(Bp(r)) ≥ c0(r − r0) ≥ cr,

da mesma maneira que na demonstração do Teorema 2.9, para r ≥ 2r0 e, portanto,

temos o resultado requerido.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos os dois últimos resultados deste capítulo,

necessitamos de�nir o f -Laplaciano de uma função u ∈ C∞(M).

De�nição 2.3. Consideremos a medida f -volumétrica e−fdvol em M . Dizemos que o

Laplaciano associado à tal medida é o operador ∆f dado por

∆fu = ∆u− 〈∇u,∇f〉 ,

com u ∈ C∞(M). Denota-se também por f -Laplaciano de u.

Note que ∆fu = efdiv(e−f∇u), então, em uma variedade compacta e com respeito

à medida f -volumétrica, o Teorema da Divergência é válido para ∆f .

Inspirado pelas ideias desenvolvidas em [13, 31, 34], prova-se uma estimativa f -

volumétrica de bolas geodésicas em variedades m-quase-Einstein expanding. Mais pre-

cisamente, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.14 ([3]). Seja (Mn, g, f) uma variedade m-quase-Einstein não-compacta

expanding com m ∈ [1,∞) e µ = 0. Então, ∃ c : ∀ r > 1

volf (Bp(r)) ≥ cer
√
−λm. (2.39)
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Demonstração. Primeiramente, como µ = 0, concluímos

∆e−f = −div(e−f∇f)

= (−∆f + |∇f |2)e−f

= −λme−f . (2.40)

Repare que utilizamos (2.12) na última igualdade. Assim, a integral de (2.40) sobre

Bp(r) reduz-se a

−λm
∫
Bp(r)

e−fdvol =

∫
Bp(r)

∆e−fdvol

=

∫
∂Bp(r)

〈
∇e−f , η

〉
ds. (2.41)

Em contrapartida, (2.32) nos garante que, se µ ≤ 0, 〈∇f, η〉 ≤ |∇f | ≤
√
−λm. Isto

nos permite usar (2.41) para chegarmos a

−λm
∫
Bp(r)

e−fdvol ≤
√
−λm

∫
∂Bp(r)

e−fds. (2.42)

Daí, denotando

ξ(r) = volf (Bp(r)) =

∫
Bp(r)

e−fdvol,

podemos usar (2.42) de modo que

ξ′(r) ≥
√
−λmξ(r)

ξ′(r)

ξ(r)
≥
√
−λm.

Portanto, integrando a última inequação anterior em [1, r], concluímos que

ln(ξ(r))− ln(ξ(1)) ≥
√
−λmr −

√
−λm

ξ(r) ≥ ξ(1)

e
√
−λm

e
√
−λmr.

Assim, como ξ(r) = volf (Bp(r)) e para c = ξ(1)

e
√
−λm , obtemos (2.39) como queríamos

demonstrar.

Finalizaremos esta seção com um resultado de obstrução à existência de métricas

Einstein. Sabemos que, em 2003, Dong-Soo Kim e Young Hoo Kim deram uma res-

posta parcial ao questionamento em [8] sobre existência de produtos warped Eisntein
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compactos não triviais5. Os resultados de Case já mencionados também �guram uma

solução parcial àquele questionamento.

Aqui, será utiliado o Princípio do Máximo fraco no in�nito para o f -Laplaciano em

vista de obter um resultado de trivialidade para produtos warped Einstein com curva-

tura escalar negativa. Todavia, a motivação para este princípio é advinda de estudos

em variedades não-compactas. Explicitamente, temos que, para cada u ∈ C∞(M) com

u∗ = supMu <∞, ∃ (xk)k em M com as seguintes propriedades. Para cada n ∈ N,

(i) u(xk)
k→ u∗,

(ii) ∆u(xk) <
1
k
,

(iii) |∇u|(xk) < 1
k
.

Este princípio é conhecido como Princípio do Máximo de Omori-Yau no in�nito. A

restrição aos dois primeiros itens se con�gura no Princípio do Máximo fraco no in�nito.

Em alguns casos é conveniente tomar (xk)k tal que primeiro item possa ser reescrito

como u(xk) ≥ (supMu) − 1
k
. Utilizaremos ainda o seguinte resultado presente na tese

[46], da autoria de Michele Rimoldi.

Proposição 2.9. O Princípio do Máximo fraco no in�nito é válido para o f -Laplaciano

∆f em uma variedade ponderada (M, g, e−fdvol) cuja curvatura de Ricci satisfaça ao

menos um dos seguintes itens, para algum λ ∈ R:

(i) Rickf ≥ λ, k <∞.

(ii) Ricf ≥ λ.

Enunciemos então o resultado �nal.

Teorema 2.15 ([3]). Seja N = Mn ×u Fm um produto warped Einstein completo com

constante de Einstein λ < 0 e �bra µ-Einstein, µ < 0. Se a função warping satisfaz

u ≤
√

2µ

λ
,

então u é uma função constante e N é um produto Riemanniano.

Demonstração. Sabemos, por hipótese e pela Proposição 2.2, que Mn é uma variedade

m-quase-Einstein expanding com função potencial f = −m ln(u) e µ ≤ 0. Como

Ricmf ≥ λ, da proposição anterior, temos que o Princípio do Máximo fraco no in�nito é

válido para o f -Laplaciano em M . Sabemos também que |∇f |2 ≤ −λm, pela equação

(2.32). A partir disto, aplicamos o Princípio do Máximo fraco no in�nito para |∇f |2

para concluir que existe uma sequência (pk)k em M tal que

5A conclusão obtida corresponde ao Teorema 2.2.
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|∇f |2(pk) ≥ |∇f |
2
− 1

k
e ∆f |∇f |2(pk) ≤ 1

k
,

em que |∇f |
2

= supM |∇f |2.
Agora, observando que

∆f |∇f |2 = ∆|∇f |2 −
〈
∇|∇f |2,∇f

〉
= ∆|∇f |2 − 2∇2f(∇f,∇f),

a fórmula de Bochner com ∆f se torna

1

2
∆f |∇f |2 = |∇2f |2 + Ric(∇f,∇f) +∇2f(∇f,∇f) + 〈∇f,∇∆ff〉 . (2.43)

Portanto, substituindo as expressões (2.7) e (2.12) em (2.43), temos

1

2
∆f |∇f |2 ≥ λ|∇f |2 +

1

m
|∇f |4 +

〈
∇f,∇(∆f − |∇f |2)

〉
= λ|∇f |2 +

1

m
|∇f |4 − 2µe

2f
m |∇f |2

=

(
λ− 2µu−2 +

1

m
|∇f |2

)
|∇f |2. (2.44)

Assim, desde que u ≤
√

2µ
λ
, deduzimos imediatamente que

1

2
∆f |∇f |2 ≥

1

m
|∇f |4. (2.45)

Daí, sobre (pk)k, temos do Princípio do Máximo fraco no in�nito,

1

2k
≥ 1

2
∆f |∇f |2(pk) ≥

1

m
|∇f |4(pk) ≥

1

m

(
|∇f |

2
− 1

k

)2

.

Então, k → +∞ =⇒ |∇f |
2

= 0 =⇒ f é constante e isto conclui o teorema.
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Capítulo 3

Variedades m-quase-Einstein

Generalizadas

Neste capítulo, abordaremos uma das generalizações de métricas m-quase-Einstein.

Subdividido em 2 seções, trataremos inicialmente do artigo [5], que apresenta fórmu-

las semelhantes às do artigo [17], presentes na primeira seção do Capítulo 2, para a

variedade tipo-Einstein aqui abordada, além de fornecer resultados de rigidez envol-

vendo formas espaciais e fórmulas integrais, dando continuidade aos estudos iniciados

em Ricci solitons em [7], dos mesmos autores. A seção seguinte, correspondente ao

artigo [4], tratando-se de uma extensão natural do trabalho de Barros e Ribeiro em

[5], tendo em seu centro um resultado de rigidez semelhante ao abordado na primeira

seção e apresentando novas observações na teoria.

3.1 Caracterizações e Fórmulas Integrais para Métri-

cas m-quase-Einstein Generalizadas

Esta seção é dedicada a apresentar algumas fórmulas estruturais para a nova classe

de métricas tipo-Einstein, surgida em [18], que de�niremos adiante e, além disso, dar

caracterizações de variedades, sob certas condições, como formas espaciais, fornecendo

inclusive sua função potencial f . Ao �nal, daremos resultados de rigidez em casos

compactos sobre o laplaciano da curvatura escalar.

De�nição 3.1. Diremos que uma variedade Riemanniana (Mn, g), n ≥ 2, é uma

métrica quase-Einstein generalizada se existirem funções suaves f , λ e µ em M tais

que

Ric +∇2f − µdf ⊗ df = λg. (3.1)

Uma tal variedade será denotada por (Mn, g,∇f, λ).
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Repare que uma variedade quase-Einstein generalizada serám-quase-Einstein quando

µ = 1
m
, m ∈ Z+ e λ = cte. Neste contexto, uma métrica será dita m-quase-Einstein

generalizada quando µ = 1
m
. O caso em que m = ∞, mas λ permanece sendo uma

função não-constante será denominado almost Ricci soliton. Assim como em (2.8),

temos que o traço de (3.1) é dado por

R + ∆f − 1

m
|∇f |2 = λn. (3.2)

Segue diretamente das equações anteriores que

∇2f − ∆f

n
g =

1

m

(
df ⊗ df − 1

n
|∇f |2g

)
−
(

Ric− R

n
g

)
. (3.3)

As de�nições de trivialidade de variedades quase-Einstein nos dois casos vistos até

aqui são coincidentes, vide Capítulo 2. Quando (Mn, g,∇f, λ) for trivial, é imediato

que também será Einstein. As considerações para a função u = e−
f
m são análogas.

Esta generalização aqui abordada tem uma motivação, para além de sua naturali-

dade, no fato de que nem toda variedade Einstein pode ser vista como uma variedade

quase-Eintein não trivial. Um exemplo disto é que a esfera com a métrica canônica é

Einstein, porém só admite estrutura quase-Einstein trivial (não-generalizada).

Suponhamos, por absurdo, que Sn admita uma estrutura m-quase-Einstein não tri-

vial. Então, Sn deve satisfazer (2.10) para u não-constante. Sabendo que R é constante

� em particular igual a n(n− 1) �, tem-se da equação (2.11) que

∆u =
u

m
(R− λn),

donde segue do Teorema da Divergência que u = 0 ou R = λn. Se o segundo caso

ocorrer, então a equação (2.10) nos dá ∇2u = 0 e, da compacidade da esfera, u será

constante, o que é um absurdo.

No entanto, a esfera, bem como as demais formas espaciais, admitem estrutura

quase-Einstein generalizada, como vemos nos exemplos seguintes.

Exemplo 3.1. Tomando a esfera unitária (Sn, g0), n ≥ 2, e considerando a função

f = −m ln

(
τ − hv

n

)
, (3.4)

em que τ é um parâmetro real no intervalo ( 1
n
,+∞) e hv é uma função distância

com sinal com respeito ao vetor unitário �xado v ∈ Sn. Aqui, hv : Sn → R é dada

por hv(p) = 〈v, p〉. Assim, observando que estamos em uma variedade, ainda que

consideremos Sn como uma hipersuperfície do Rn, a derivação é feita covariantemente,
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

então

∇hv(p) = v − 〈v, p〉 p,

já que p é um vetor normal a TpSn. Consequentemente,

∇2hv(p) = −〈v, ·〉 p− 〈v, p〉 g0,

e conclui-se que ∇2hv(p) = −hvg0. Portanto, u = e−
f
m = τ − hv

n
e deduzimos, por

(2.9),

∇2f − 1

m
df ⊗ df = −mτ − u

u
g0.

Uma vez que o tensor de Ricci da esfera com a métrica canônica é dado por Ric =

(n−1)g0, podemos assumir λ = (n−1)−m τ−u
u

de modo a obter uma tal estrutura não

trivial em (Sn, g0).

O exemplo subsequente diz respeito ao espaço euclideano e é interessante destacar

que este espaço é Einstein admitindo a estrutura aqui abordada e também a versão

não-generalizada, cuja curvatura é constante e nula.

Exemplo 3.2. No espaço euclideano (Rn, g0), n ≥ 2, consideremos a função

f(x) = −m ln(τ + |x|2), (3.5)

onde τ é um parâmetro real positivo e |x| é a norma euclideana de x ∈ Rn. Como

estamos no espaço euclideano, a derivação é a canônica, logo ∇2|x|2 = 2g0 e u =

τ + |x|2, deduzimos que

∇2f − 1

m
df ⊗ df = −2

m

u
g0.

Como (Rn, g0) é Ricci �at, podemos tomar λ = −2m
u
de modo a termos uma estru-

tura não trivial neste espaço.

Por outro lado, com respeito ao espaço hiperbólico, que também é Einstein com

estrutura m-quase-Einstein, vide Proposição 2.8, temos

Exemplo 3.3. Seja Hn(−1) ⊂ Rn,1 : 〈x, x〉0 = −1, x1 > 0, onde Rn,1 é o espaço

euclideano Rn+1 munido do pseudo-produto interno 〈x, x〉0 = −x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n.

Seguindo argumentos similares aos do primeiro exemplo anterior e observamos que

x ∈ Hn(−1) é um vetor normal a Tx(Hn(−1)). Primeiramente, �xando um vetor

v ∈ Hn(−1), consideremos a função altura hv : Hn(−1)→ R dada por hv(x) = 〈x, v〉0.
Neste caso,

∇hv(x) = v + 〈x, v〉0 x,
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

e assim

∇2hv(x) = hvg0.

Então, temos

u = τ − hv, τ > −1.

Note que a métrica aqui tratada confere ao espaço hiperbólico uma estrutura Lorent-

ziana e, além disso, hv(x) < 0, posto que x2
1 = 1 +

∑n
i=2 x

2
i , isto é, x1 > |xi|, i =

2, · · · , n, ∀x ∈ Hn(−1).

Na geometria supracitada, é válida a Desigualdade de Cauchy-Schwarz inversa para

vetores tipo-tempo, a saber,

| 〈v, w〉0 | ≥ |v| · |w|.

Portanto, | 〈v, w〉0 | ≥ 1 =⇒ 〈v, w〉0 ∈ (−∞,−1] e, por conseguinte, τ > −1 =⇒
u > 0. Daí,

∇2f − 1

m
df ⊗ df = −mu− τ

u
g0

e, como Ric = −(n − 1)g0, uma escolha para lambda que torna Hn(−1) m-quase-

Einstein generalizada não-trivial é λ = −(n− 1) +m τ−u
u
.

Observação 3.1. Dado x um elemento qualquer de um espaço de Lorentz, |·| representa
a pseudo-norma de�nida por |x| =

√
| 〈x, x〉0 |.

Os exemplos anteriores desempenham um papel fundamental neste seção, como

veremos mais adiante. Daremos, ainda, mais dois exemplos, sendo o primeiro com a

intenção de conectar o estudo de variedades 1-quase-Einstein generalizadas com o de

variedades estáticas, assim como �zemos no Capítulo 2. O exemplo seguinte é inspirado

pelo artigo [22] e faz parte de uma teoria ligada à Física Moderna, especialmente na

Cosmologia.

Exemplo 3.4. (Mn, g) é uma variedade Riemanniana dita fator espacial de um �uxo

tempo-espaço perfeito estático1 se satisfazu
◦

Ric =
◦
∇2u

∆u =
(

n−2
2(n−1)

R + n
n−1

ρ
)
u,

para u, ρ ∈ C∞(M), u > 0 em M .

Pela de�nição dos tensores sem traço e a expressão para ∆u dada,

∇2u = u

(
Ric− R

n

)
+

∆u

n
,

1Em tradução livre. Originalmente a expressão é spatial factor of the static perfect �uid space-time.
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

o que é equivalente a

∇2u = u

(
Ric−

(
R

2(n− 1)
− ρ

n− 1

)
g

)
.

Ou seja, pela equação (2.10), que é análoga para o caso generalizado, toda variedade M

nas condições dadas é uma métrica 1-quase-Einstein generalizada para λ = R
2(n−1)

− ρ
n−1

uma aplicação.

O último exemplo que daremos neste momento introdutório está presente em [28]

e trata-se de um caso de variedade quase-Einstein generalizada peculiar em que o

seu tensor de Ricci, assim como no caso do fator espacial de um �uxo tempo-espaço

perfeito estático, não é múltiplo da métrica por uma constante, isto é, a variedade não

é Einstein, o que se difere dos três primeiros exemplos em que considerávamos formas

espaciais. Porém, esta variedade tem curvatura escalar nula e admite estruturas almost

soliton e quase-Einstein generalizada distintas.

Exemplo 3.5. Consideremos a variedade Riemanniana (Rn
+, g0), n ≤ 3, em que

Rn
+ = {x ∈ Rn : xn > 0} e g0 = x

4
n−2
n (dx2

1 + · · ·+ dx2
n).

Se tomarmos o referencial ortogonal {Ei = x
− 2
n−2

n
∂
∂xi

: 1 ≤ i ≤ n}, que é um múltiplo

do referencial canônico do Rn, então a conexão em espaços euclideanos e a de�nição

do tensor de Ricci, denotando Rij = Ric(Ei, Ej), nos dá
Rii = − 2

n−2
x
− 2n
n−2

n , para 1 ≤ i ≤ n− 1;

Rnn = −2(n−1)
n−2

x
− 2n
n−2

n ;

Rij = 0, para i 6= j.

(3.6)

Além disso, temos que (Rn
+, g0) é conformemente �at, pois g0 é múltiplo da métrica

euclideana padrão, com curvatura escalar nula, por (3.6). Vejamos que esta variedade

tem as seguintes propriedades:

i. (Rn
+, g0) tem estrutura de Ricci almost soliton.

De fato, de�nindo duas funções f e λ em (Rn
+, g0) por

f̃ = n−2
n+2

x
n+2
n−2
n + 2n

n+2
ln(xn) e λ̃ = 2

n−2
x−1
n + 2

n+2
x
− 2n
n−2

n ,

veri�ca-se que o tensor de Ricci satisfaz a relação

Ric +∇2f̃ = λ̃g0.

Portanto, (Rn
+, g0) é um Ricci almost soliton.
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

ii. (Rn
+, g0) também possui estrutura m-quase-Einstein generalizada.

Para qualquer inteiro positivo m, temos uma número real positivo t que é solução

da equação a seguir

m(n− 2)t2 −m(n+ 2)t− 2n = 0, (3.7)

ou seja, t = n+2
2(n−2)

+ 1
2

√(
n+2
n−2

)2
+ 8n

m(n−2)
. Agora, tomemos as funções f e u dadas por

u = e−
f
m = xtn. Com respeito ao referencial ortonormal {Ei}ni=1, podemos computar

uij = ∇2u(Ei, Ej) da seguinte forma
uii = 2t

n−2
x
t− 2n

n−2
n , para 1 ≤ i ≤ n− 1;

unn = (t2 − nt
n−2

)x
t− 2n

n−2
n ;

uij = 0, para i 6= j.

(3.8)

Por (3.6), (3.7) e (3.8), temos

Rij −
m

u
uij = −2(1 +mt)

n− 2
x
− 2n
n−2

n δij, 1 ≤ i, j ≤ n.

Então, fazendo λ = −2(1+mt)
n−2

x
− 2n
n−2

n , que é uma função não-constante, concluímos que

(Rn
+, g0, u, λ) é uma variedade m-quase-Einstein generalizada.

Enunciaremos e demonstraremos agora alguns resultados que nos são convenientes

aos resultados principais desta seção.

Lema 3.1 ([5]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M) um campo

vetorial. Então, são válidas as seguintes a�rmações:

(1) Se (X[ ⊗ X[) = ρg para alguma função suave ρ : M → R, então ρ = 0 = |X|2.
Em particular, a única solução da equação df ⊗ df = ρg é f constante.

(2) Se Mn é compacta e X é um campo vetorial conforme, então∫
M

|X|2div(X) dvol = 0.

Em particular, se X = ∇f é um campo vetorial gradiente conforme, então∫
M

|∇f |2∆f dvol = 0.

Demonstração. Para a primeira a�rmação, temos que o traço da igualdade ρg = (X[⊗
X[) corresponde a ρn = |X|2, o que por sua vez nos dá que |X|4 = n|X|4 e, então,
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

ρ = 0 = |X|2. Particularmente, se X = ∇f , então devemos ter ∇f ≡ 0 =⇒ f é

constante.

Agora, levando em conta que X é um campo vetorial conforme, temos 1
2
LXg = ρg,

para alguma ρ ∈ C∞(M), donde tr(1
2
LXg) = tr(ρg) =⇒ div(X) = ρn, ou seja,

ρ = 1
n
div(X). Daí, obtemos

|X|2div(X) = n 〈∇XX,X〉 , (3.9)

pois 〈∇XX,X〉 = 1
2
LX(X,X) = ρ|X|2 = |X|2

n
div(X). Por outro lado, tendo em vista

que div(X|X|2) = |X|2div(X) + 2 〈∇XX,X〉, se infere

div(X|X|2) =
n+ 2

n
|X|2div(X). (3.10)

Segue do Teorema da Divergência que
∫
M
|X|2div(X) dvol = 0. Em particular, X =

∇f =⇒
∫
M
|∇f |2∆f dvol = 0.

O Lema seguinte fornece ferramentas de grande destaque no estudo de variedades

(Mn, g,∇f, λ), sendo correspondente ao Lema 2.4 do capítulo anterior quando conside-

ramos λ como uma função. Assim sendo, alguns passos serão assumidos por anologia

à sua equivalência.

Lema 3.2 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada. En-

tão, temos

(1) 1
2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 − Ric(∇f,∇f) + 2

m
|∇f |2∆f + (n− 2) 〈∇λ,∇f〉.

(2) 1
2
∇R = m−1

m
Ric(∇f) + 1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ.

(3) ∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) = 2λ∇f + 2
m

[∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f ].

Demonstração. Tomando a divergência da equação (3.1), deduzimos que

∇R + 2Ric(∇f) + 2∇∆f − 2

m
∆f∇f − 2

m
∇∇f∇f = 2∇λ. (3.11)

Procedendo analogamente ao item 1 do Lema 2.4, mas atentando ao fato de que λ

permanece na equação, e através da fórmula de Bochner, obtemos

1

2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 − Ric(∇f,∇f) +

2

m
|∇f |2∆f + (n− 2) 〈∇λ,∇f〉 ,

provando assim o primeiro item.

Por outro lado, subsitituindo ∆f = −R + λn + 1
m
|∇f |2 em (3.11), e lembrando

novamente que ∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f , tem-se
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1

2
∇R =− Ric(∇f)−∇

(
−R + λn+

1

m
|∇f |2

)
+

1

m

(
−R + λn+

1

m
|∇f |2

)
∇f+

+
1

m
∇∇f∇f +∇λ

= − Ric(∇f) +∇R− 1

m
∇∇f∇f +

1

m

(
−R + λn+

1

m
|∇f |2

)
∇f − (n− 1)∇λ

Assim, obtemos

1

2
∇R = Ric(∇f) +

1

m
∇∇f∇f −

1

m
(−R + λn+

1

m
|∇f |2)∇f + (n− 1)∇λ,

donde

1

2
∇R = Ric(∇f) +

1

m

(
−Ric(∇f) +

1

m
|∇f |2∇f + λ∇f

)
+ +(n− 1)∇λ−

− 1

m
(−R + λn+

1

m
|∇f |2)∇f

=
m− 1

m
Ric(∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ. (3.12)

A expressão (3.12) nos fornece precisamente o item (2) do lema antecedente, provando

então este ponto.

Finalmente, notando que 1
2
(∇R + ∇|∇f |2) = 1

2
∇R + ∇∇f∇f e utilizando (3.12),

escrevamos

1

2
(∇R +∇|∇f |2) =

m− 1

m
Ric(∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)∇f + (n− 1)∇λ+ λ∇f

+
1

m
|∇f |2∇f − Ric(∇f).

Então, utilizando (3.2), chegamos a

∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ)− 2λ∇f =
2

m
[(|∇f |2 + R− (n− 1)λ)∇f − Ric(∇f)]

=
2

m
[(|∇f |2 + R− nλ+ λ)∇f − Ric(∇f)]

=
2

m
[(|∇f |2 +

1

m
|∇f |2 −∆f + λ)∇f − Ric(∇f)]

=
2

m
[∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f ],

donde, rearranjando os termos, obtemos

∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) = 2λ∇f +
2

m
[∇∇f∇f + (|∇f |2 −∆f)∇f ].

Isto conclui a demonstração.

67



3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

É interessante pontuar que o item (3) do lema sobrescrito é uma generalização da

equação clássica de Hamilton para gradiente Ricci soliton, a saber, R+|∇f |2−2λf = C,

em que C é uma constante, coincidindo quando m = ∞ e λ é constante; assim como

também é uma generalização da relação ∇(R + |∇f |2 − 2(n − 1)λ) = 2λ∇f , que foi

provada em [7] para almost-Ricci solitons. Tomando Z ∈ X(M), a identidade a seguir

deduz-se do Lema 3.2 item (2)

1

2
〈∇R, Z〉 =

m− 1

m
Ric(∇f, Z) +

1

m
(R− (n− 1)λ) 〈∇f, Z〉+ (n− 1) 〈∇λ, Z〉 . (3.13)

Em ordem a apresentar um dos resultados principais do artigo [5], enunciemos um

último lema.

Lema 3.3 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, uma métrica m-quase-Einstein generali-

zada. Se, adicionalmente, Mn é Einstein então temos

∇2u =

(
− R

n(n− 1)
u+

c

m

)
g, (3.14)

com c constante.

Demonstração. Se Mn é Einstein e m ≥ 3, temos Ric = R
n
g com R constante. Em

particular, segue de (2.9) que

∇2u = − u
m

(
∇2f − 1

m
df ⊗ df

)
= − u

m
(λg − Ric)

=
1

m

(
R

n
u− λu

)
g. (3.15)

Daí, usando (1.19), deduzimos que

Ric(∇u) +∇∆u =
1

m
∇
(

R

n
u− λu

)
. (3.16)

Todavia, tomando o traço de (3.15), temos

∆u =
R

m
u− n

m
λu. (3.17)

Comparando agora (3.16) e (3.17), obtemos

∇(λu) =
R

n
∇u−m∇∆u−mRic(∇u)

=
R

n
∇u− R∇u+ n∇(λu)−mR

n
∇u,
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donde segue que

∇(λu) = R
m+ n− 1

n(n− 1)
∇u. (3.18)

Portanto, concluímos que λu = Rm+n−1
n(n−1)

u− c, em que c é uma constante. Em seguida,

substituindo a correspondência para λu na expressão (3.15),

∇2u =
1

m

(
R

n
u− λu

)
g

=
1

m

[
R

n
u−

(
R
m+ n− 1

n(n− 1)
u− c

)]
=

(
− R

n(n− 1)
u+

c

m

)
g,

como queríamos demonstrar.

Observação 3.2. A equação (3.14) nos permite inferir que ∆u = − R
n−1

u + c
m
n e

∆(∆u) = − R
n−1

∆u, donde ∆u é um autovetor do operador ∆.

Os próximos teoremas são, em suma, resultados de rigidez e caracterização para

métricas m-quase-Einstein generalizadas, constituindo a primeira parte da abordagem

dos autores em [5].

Teorema 3.4 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

não-trivial com n ≥ 3. Suponha que (Mn, g) seja Einstein, o que é equivalente a

supor que ∇u é um campo vetorial conforme. Então, uma das seguintes a�rmações é

verdadeira:

(1) Mn é isométrica à esfera canônica Sn. Além disso, a menos de constante, sua

função potencial é dada por (3.4).

(2) Mn é isométrica ao espaço Euclideano Rn. Além do mais, a menos de mudança

de coordenadas, f é dada por (3.5).

(3) Mn é isométrica ao espaço hiperbólico Hn, munindo u de um único ponto crítico.

Ademais, a menos de constante, f é dada por −m ln(τ − hv), τ > −1.

Demonstração. Como f é não-constante e estamos supondo que ∇u é um campo ve-

torial conforme não-trivial, que nos permite escrecer 1
2
L∇ug = ∇2u = ∆u

n
g, deduzimos

que Mn é Einstein. Além disso, por (3.2) e (2.9), temos

Ric =

(
λ+

∆u

nu
m

)
g.
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Assim, se n ≥ 3, segue do Lema de Schur (Lema 1.8) que R = nλ+ ∆u
u
m é constante.

Por outro lado, do Lema 3.3, temos

∇2u =

(
− R

n(n− 1)
u+

c

m

)
g,

em que c é uma constante. Além disso, estamos em posição de aplicar o Teorema 1.9,

devido a Tashiro em [48], para deduzir que Mn é uma forma espacial.

Se R é positivo, podemos assumir que Mn é isométrica a uma esfera canônica Sn.
Desde que R = n(n − 1), segue do Lema 3.3 que ∆u = −un + c

m
n =⇒ ∆u =

−n(u − k), em que k = c
m

é uma constante. Então, a menos de constante, u é a

primeira autofunção do operador Laplaciano de Sn. De fato, considerando f = u− k,
temos ∆f = ∆u = −n(u − k) = −nf . Consequentemente, devemos ter u = ahv + τ ,

com v sendo um vetor unitário de Rn+1 e a, τ constantes tais que τ > |a|. Portanto, f
é, a menos de constante, dada por (3.4).

Em seguida, se R = 0, tem-se, de (3.18), que c 6= 0, já que (Mn, g,∇f, λ) é não-

trivial. Neste caso, Mn é isométrica ao espaço euclideano Rn. Usando mais uma vez o

Lema 3.3, obtemos ∆u = k, em que k é uma constante não-nula. Uma vez que u deve

ser positiva, a menos de mudança de coordenadas, deduzimos que

u(x) = a|x|2 + τ, a, τ > 0.

Deste modo, f é dada, tomando os devidos ajustes, pela expressão (3.5), isto é,

f = −m ln(a|x|2 + τ).

Finalmente, se R < 0, segue novamente do Teorema 1.9 que Mn é isométrica ao

espaço hiperbólico, desde que u tenha um único ponto crítico. Agora, suponhamos que

Mn seja isométrica a Hn(−1). Usando argumentos análogos ao caso R > 0, conside-

rando R = −n(n − 1), obtemos u = −ahv + τ , para a função altura com respeito à

pseudo-métrica presente no Exemplo 3.3, v ∈ Hn(−1), τ > −a, a > 0. Assim como

nos parágrafos anteriores, isto nos dá que f será, a menos de constante, dada por

−m ln(τ − hv). Isto conclui a demonstração do teorema.

Observe que o Teorema 3.4 nos fornece uma caracterização completa de métricas

m-quase-Einstein generalizadas que são também Einstein. Como consequência deste

teorema, temos o seguinte corolário.

Corolário 3.5 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, uma métrica m-quase-Einstein gene-

ralizada compacta não-trivial tal que
∫
M

Ric(∇u,∇u) dvol ≥ n−1
n

∫
M

(∆u)2 dvol. Então,
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Mn é isométrica à esfera canônica Sn(r). Além disso, a função potencial é a mesma

de (3.4).

Demonstração. Consideremos a hessiana de u sem traço, isto é,
◦
∇2u= ∇2u− ∆u

n
g. Daí,

por meio do produto interno de Hilbert-Schmidt, obtemos∣∣∣∣∇2u− ∆u

n
g

∣∣∣∣2 =

〈
∇2u− ∆u

n
g,∇2u− ∆u

n
g

〉
= |∇2u|2 − 2

∆u

n

〈
g,∇2u

〉
+

(∆u)2

n

= |∇2u|2 − 2
(∆u)2

n
+

(∆u)2

n

= |∇2u|2 − (∆u)2

n

=⇒ |∇2u|2 = |
◦
∇2u |+ (∆u)2

n
. Pelo Teorema da Divergência, integrando a Fórmula de

Bochner, chegamos a

0 =

∫
M

〈∇∆u,∇u〉 dvol +

∫
M

|
◦
∇2u | dvol +

∫
M

(∆u)2

n
dvol +

∫
M

Ric(∇u,∇u) dvol,

donde∫
M

|
◦
∇2u | dvol = −

∫
M

〈∇∆u,∇u〉 dvol−
∫
M

(∆u)2

n
dvol−

∫
M

Ric(∇u,∇u) dvol.

Porém, do Teorema 1.5, temos que∫
M

〈
T,∇2u

〉
dvol +

∫
M

〈div(T ),∇u〉 dvol = 0.

Então, tomando T = (∆u)g, conclui-se∫
M

〈∇∆u,∇u〉 dvol =−
∫
M

〈
(∆u)g,∇2u

〉
dvol

=−
∫
M

(∆u)2 dvol.

Portanto,∫
M

|
◦
∇2u | dvol =

∫
M

(∆u)2 dvol−
∫
M

(∆u)2

n
dvol−

∫
M

Ric(∇u,∇u) dvol

=
n− 1

n

∫
M

(∆u)2 dvol−
∫
M

Ric(∇u,∇u) dvol.

Como, por hipótese,
∫
M

Ric(∇u,∇u) dvol ≥ n−1
n

∫
M

(∆u)2 dvol, então
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∫
M

|
◦
∇2u | dvol = 0,

o que nos habilita a inferir que ∇2u = ∆u
n
g, logo, ∇u é um campo vetorial conforme

não-trivial. Sendo n ≥ 3, aplicando o Teorema 3.4 e atentando ao fato de Mn ser

compacta, obtemos o resultado requerido.

Os dois próximos resultados são caracterizações de variedades tipo-Einstein e ge-

neralizações de conclusões válidas para Ricci solitons, almost Ricci soliton e métricas

quase-Einstein, cujas inspirações podem ser vistas em [7, 17, 42], assim como naquilo

que fora abordado no capítulo precedente.

Teorema 3.6 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

compacta Então Mn será trivial quando um dos seguintes casos ocorrerem:

(1)
∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol ≤ 2
m

∫
M
|∇f |2∆f dvol− (n− 2)

∫
M
〈∇λ,∇f〉 dvol.

(2) (Mn, g) é Einstein e ∇f é um campo vetorial conforme.

Demonstração. Integrando a expressão correspondente ao item (1) do Lema 3.2 e uti-

lizando o Teorema da Divergência, obtemos

0 =

∫
M

|∇2f |2 dvol−
∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol+

+
2

m

∫
M

|∇f |2∆f dvol− (n− 2)

∫
M

〈∇λ,∇f〉 dvol,

ou seja,∫
M

|∇2f |2 dvol =

∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol− 2

m

∫
M

|∇f |2∆f dvol+(n−2)

∫
M

〈∇λ,∇f〉 dvol.

Uma vez que, por hipótese, o membro direito da identidade anterior é não-positivo,

segue que ∇2f ≡ 0. Além disso, ∆f ≡ 0 implica, pelo Teorema de Hopf (Teorema

1.7), que f é constante, isto demonstra o primeiro item.

No segundo caso, para m =∞, consideremos a equação (3.2), da qual teremos∫
M

(R− λn) dvol = 0

=⇒ R = λn =⇒ ∆f ≡ 0. Novamente pelo Teorema de Hopf, f será constante.

Agora, se m é �nito, consideremos a função auxiliar u = e−
f
m , donde ∆u = u

m
(R −

λn) =⇒ ∆u ≥ 0 ou ≤ 0, já que u > 0 e R ≤ λn ou R ≥ λn. Recorrendo mais uma

vez ao Teorema 1.7, teremos u = cte e, logo, f é constante. Fica assim demonstrado

este teorema.
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Teorema 3.7 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quase-Einstein generalizada

completa com m �nito. Então, ∇f ≡ 0 se, e somente se, uma das seguintes condições

é válida:

(1) Mn é não-compacta, nλ ≥ R e |∇f | ∈ L1(M). Em particular, M é uma variedade

Einstein.

(2) (Mn, g) é Einstein e ∇f é um campo vetorial conforme.

Demonstração. Levando em conta a identidade (3.2), temos

mdiv(∇f) = |∇f |2 +m(nλ− R). (3.19)

Entretanto, mdiv(∇f) ≥ 0, desde que nλ−R ≥ 0. Ainda, se |∇f | ∈ L1(M), podemos

usar a Proposição 1.12 para concluir que div(∇f) ≡ 0. Usando a equação (3.19),

notamos que ∇f ≡ 0, assim como nλ = R. Assim sendo, f é constante e M é uma

variedade Einstein, concluindo o primeiro item.

Agora, suponhamos que (Mn, g) é uma variedade Einstein. Se ∇f é um campo

vetorial conforme com fator conforme ρ, então ∇2f = ρg, para ρ = 1
n
div∇f . Sendo M

Einstein, Ric = R
n
g e, pela equação (3.3),

���
���

�:0
∇2f − ∆f

n
g =

1

m

(
df × df − 1

m
|∇f |2g

)
−


��

��
��*

0

Ric− R

n
g

 ,

do qual segue

df ⊗ df =
|∇f |2

n
g. (3.20)

Pelo Lema 3.1, ∇f ≡ 0 e isto completa a demonstração do teorema.

Daqui em diante, esta seção será dedicada a apresentação de fórmulas integrais

para variedades m-quase-Einstein generalizadas. Como viemos mencionando desde

o capítulo anterior, muitos dos resultados válidos em variedades tipo-Einstein têm

inspiração em Ricci solitons. O resultado a seguir é uma extensão natural deste tipo,

cujas bases podem ser encontradas em [7, 43].

Lema 3.8 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada. En-

tão, temos

1

2
∆R =

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 − n

2
〈∇f,∇λ〉+ 〈∇f,∇R〉+

+
m− 2

2m
〈∇f,∇∆f〉+

1

m
div(∇∇f∇f) + (n+ 1)∆λ+ λ∆f.
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Demonstração. Inicialmente, usando a a�rmação (3) do Lema 3.2 e tomando sua di-

vergência, obtem-se

∆R + ∆|∇f |2 − 2(n− 1)∆λ = 2div(λ∇f) +
2

m
[
〈
∇(|∇f |2 −∆f),∇f

〉
+

+ (∇f |2 −∆f)∆f + div(∇∇f∇f)].

Agora, usando que |∇2f − ∆f
n
g| = |∇2f |2 − 1

n
(∆f)2 juntamente com a fórmula de

Bochner, podemos escrever

1

2
∆R =− 1

2
∆|∇f |2 + (n− 1)∆λ+ div(λ∇f) +

1

m

〈
∇|∇f |2,∇f

〉
+

+
1

m
[(|∇f |2 −∆f)∆f − 〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)]

=− Ric(∇f,∇f)−
∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − 1

n
(∆f)2 − 〈∇∆f,∇f〉+ (n− 1)∆λ+

+ div(λ∇f) +
2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

1

m
[(|∇f |2 −∆f)∆f − 〈∇f,∇f〉+

+ div(∇∇f∇f)].

Em seguida, invocando a equação (3.2), façamos

〈∇∆f,∇f〉 =

〈
∇(nλ+

1

m
|∇f |2 + R),∇f

〉
.

Então, a última relação nos dá

1

2
∆R =− Ric(∇f,∇f)−

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 + (n− 1)∆λ−

−
〈
∇(

1

m
|∇f |2 − R + λn),∇f

〉
+

2

m
〈∇∇f∇f,∇f〉+

+ div(λ∇f) +
1

m
[|∇f |2∆f − 〈λ∆f, λf〉+ div(∇∇f∇f)]

=− (Ric(∇f,∇f) + (n− 1) 〈∇λ,∇f〉 −
∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2−
− m+ n

mn
(∆f)2 + (n− 1)∆λ+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉+

+
1

m
[|∇f |2∆f − 〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)].

Por outro lado, fazendo Z = ∇f , reescrevemos (3.13) como

Ric(∇f,∇f) + (n− 1) 〈∇λ,∇f〉 =
1

2
〈∇R,∇f〉+

1

m
Ric(∇f,∇f)−

− 1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2. (3.21)
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Além disso, comparando as duas últimas equações, inferimos

1

2
∆R =− 1

2
〈∇R,∇f〉 − 1

m
Ric(∇f,∇f) +

1

m
(R− (n− 1)λ)|∇f |2−

−
∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 + (n− 1)∆λ+ λ∆f + 〈∇R,∇f〉+

+
1

m
[|∇f |2∆f − 〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)]

=
1

2
〈∇R,∇f〉 −

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 + (n− 1)∆λ+ λ∆f+

+
1

m
[−Ric(∇f,∇f) + (∆f + R− nλ)|∇f |2 + λ|∇f |2]+

+
1

m
[−〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)].

Notando que a segunda parcela da penúltima linha corresponde a 1
m
|∇f |4 e usando

a equação (3.1) com µ = 1
m
, deduzimos

1

2
∆R =

1

2
〈∇R,∇f〉 −

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 + (n− 1)∆λ+ λ∆f+

+
1

m
[〈∇∇f∇f,∇f〉 − 〈∇∆f,∇f〉+ div(∇∇f∇f)]

Recorrendo ao gradiente do traço da equação m-quase-Einstein generalizada, obte-

mos 1
m
∇∇f∇f = 1

2
(Ric(∇f) +∇∆f − n∇λ), donde

1

2
∆R =

1

2
〈∇R,∇f〉 −

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 + (n− 1)∆λ+ λ∆f+

+
1

2
〈∇R,∇f〉+

1

2
〈∇∆f,∇f〉 − n

2
〈∇λ,∇f〉 − 1

m
〈∇∆f,∇f〉+

+
1

m
div(∇∇f∇f)

=−
∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 − m+ n

mn
(∆f)2 − n

2
〈∇λ,∇f〉+ 〈∇R,∇f〉+

+
m− 2

2m
〈∇∆f,∇f〉+

1

m
div(∇∇f∇f) + (n− 1)∆λ+ λ∆f.

Isto completa a argumentação.

Como conseqência deste lema, obtemos a seguinte fórmula integral.

Teorema 3.9 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma variedade m-quase-Einstein generalizada

compacta e orientável. Então,

(1)
∫
M
|∇2f − ∆f

n
g|2 dvol + n+2

2n

∫
M

(∆f)2 dvol

=
∫
M
〈∇f,∇R〉 dvol− n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol.
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(2)
∫
M

(Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇R〉) dvol = 3
2

∫
M

(∆f)2dvol + n+2
n

∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol.

(3) Mn é trivial, provida de
∫
M
〈∇R,∇f〉 dvol ≤ n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol.

(4)
∫
M
|∇2f − ∆f

n
g|2 dvol = n−2

2n

∫
M
〈∇f,∇R〉 dvol− n+2

2nm

∫
M
|∇f |2∆f dvol.

Demonstração. Observe, antes de qualquer coisa, que pelo que fora feito na demons-

tração do Corolário 3.5,∫
M

〈∇∆f,∇f〉 dvol = −
∫
M

(∆f)2 dvol. (3.22)

Além disso, div(λ∇f) = 〈∇f,∇λ〉 + λ∆f , donde, pelo Teorema da Divergência, 0 =∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol +

∫
M
λ∆f dvol =⇒

∫
M
λ∆f dvol = −

∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol. Portanto,

usando o Lema 3.8 e integrando-o, chegamos a∫
M

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dvol =− m+ n

mn

∫
M

(∆f)2 dvol− n

2

∫
M

〈∇λ,∇f〉 dvol+

+

∫
M

〈∇f,∇R〉 dvol− m− 2

2m

∫
M

(∆f)2 dvol−

−
∫
M

〈∇λ,∇f〉 dvol.

Assim, obtemos

∫
M

(∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 +
n+ 2

2n
(∆f)2

)
dvol =

∫
M

〈∇f,∇R〉 dvol−

− n+ 2

2

∫
M

〈∇f,∇λ〉 dvol, (3.23)

que é a a�rmação em (1).

Em seguida, integrando a fórmula de Bochner, temos∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol +

∫
M

|∇2f |2 dvol +

∫
M

〈∇f,∇∆f〉 dvol = 0. (3.24)

Como ∫
M

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dvol =

∫
M

|∇2f |2 dvol− 1

n

∫
M

(∆f)2 dvol,

segue de (3.22) que podemos reescrever (3.23) na forma

∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol +

∫
M

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dvol =
n− 1

n

∫
M

(∆f)2 dvol. (3.25)

Agora, comparando (3.23) e (3.25), obtemos

76



3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

n− 1

n

∫
M

(∆f)2 dvol =

∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol +

∫
M

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dvol

=

∫
M

Ric(∇f,∇f) dvol− n+ 2

n

∫
M

(∆f)2 dvol +

∫
M

〈∇f,∇R〉 dvol−

− n+ 2

2

∫
M

〈∇f,∇λ〉 dvol

=⇒
∫
M

(Ric(∇f,∇f)+〈∇f,∇R〉) dvol+ 3
2

∫
M

(∆f)2 dvol+ n+2
2

∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol, como

queríamos demonstrar para o segundo item.

Por sua vez, se
∫
M
〈∇R,∇f〉 dvol ≤ n+2

2

∫
M
〈∇f,∇λ〉 dvol � em particular, isto

ocorre quando R e λ são constantes �, deduzimos da a�rmação (1) que

∫
M

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dvol +
n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2 dvol = 0, (3.26)

o que implica que f é constante e, desta forma, Mn é trivial.

Finalmente, de (3.2), podemos escrever∫
M

〈∇f,∇λ〉 dvol =
1

n

∫
M

〈
∇f,∇(R + ∆f − 1

m
|∇f |2)

〉
dvol.

Então, usando (3.23), inferimos

∫
M

(∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 +
n+ 2

2n
(∆f)2

)
dvol =

n− 2

2n

∫
M

〈∇f,∇R〉 dvol+

+
n+ 2

2n

∫
M

(∆f)2 dvol+

+
n+ 2

2mn

∫
M

〈
∇f,∇|∇f |2

〉
dvol.

Antes de prosseguir, note que pelo Teorema 1.5∫
M

(div(T ))(∇f) dvol +

∫
M

〈
T,∇2f

〉
dvol = 0,

tomando T = |∇f |2g, teremos div(T ) = ∇|∇f |2 e 〈T,∇2f〉 = 〈|∇f |2g,∇2f〉 =

|∇f |2∆f . Logo, ∫
M

〈
∇f,∇|∇f |2

〉
dvol =

∫
M

|∇f |2∆f dvol.

Portanto,∫
M

∣∣∣∣∇2f − ∆f

n
g

∣∣∣∣2 dvol =
n− 1

2n

∫
M

〈∇f,∇R〉 dvol− n+ 2

2mn

∫
M

|∇f |2∆f dvol.

Concluímos assim esta demonstração.

77



3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Dado um campo conforme em uma variedade Riemanninana compactaM , sabemos

que, pelo Corolário 1.6 e o Lema 3.1,
∫
M
〈X,∇R〉 dvol = 0 e

∫
M
|X|2div(X) dvol = 0,

respectivamente. Utilizando o último item do teorema anterior, garantimos que a

recíproca destes dois resultados é verdadeira para um campo vetorial gradiente. Mais

precisamente, temos o corolário subsequente.

Corolário 3.10 ([5]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

compacta e orientável com m �nito. Então, temos:

(1) Se n ≥ 3,
∫
M
〈∇f,∇R〉 dvol = 0 e

∫
M
|∇f |2∆f dvol = 0, então ∇f é um campo

vetorial conforme.

(2) Se n = 2 e
∫
M
|∇f |2∆f dvol = 0, então f é constante.

Demonstração. Para a primeira a�rmação, considere o item (4) do último teorema para

deduzir que ∇2f = ∆f
n
g, que nos dá que ∇f é conforme. Em seguida, para n = 2,

suponha que
∫
M
|∇f |2∆f dvol = 0, então, também pelo item (4), f é constante, o que

completa a prova do corolário.

3.2 Uma Métrica quase-Einstein Generalizada Com-

pacta com Curvatura Escalar Constante

Nesta seção, iremos mostrar que uma métrica m-quase-Einstein generalizada com-

pacta (Mn, g,∇f, λ) com curvatura escalar constante é isométrica à esfera euclideana

canônica com função potencial f dada pela expressão (3.3), a menos de constante. De

fato, os resultados presentes nesta seção são extensões naturais dos presentes na seção

precedente.

Inicialmente, observe que a seguinte identidade é sempre válida em variedades tipo-

Einstein como as que foram vistas nesta dissertação

◦
Ric =

m

u

◦
∇2u . (3.27)

De fato, da equação m-quase-Einstein generalizada e seu traço,
◦

Ric = Ric − R
n
g =

λg−∇2f + 1
m
df ⊗ df − λg+ ∆f

n
g− |∇f |

2

mn
g. Usando (2.9), a igualdade anterior se torna

m
u
∇2u − m

n
∆u
u
g = m

u

◦
∇2u, donde

◦
Ric = m

u

◦
∇2u, sendo esta uma outra forma de exibir

a equivalência entre a variedade ser Einstein e o campo vetorial ∇u ser conforme.

O lema seguinte é derivado diretamente das considerações preliminares sobre diver-

gência de tensores e da equação (1.13).
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Lema 3.11. Seja T um (0, 2)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana (Mn, g)

e ϕ uma função suave em M . Então, tem-se

div(T (ϕX)) = ϕ(div(T ))(X) + T (∇ϕ,X) + ϕ 〈∇X,T 〉 , (3.28)

∀ X ∈ X(M).

Demonstração. Segue de (1.14) que (div(ϕT ))(X) = ϕ(div(T ))(X) + T (∇ϕ,X) e, por

(1.13), (div(ϕT ))(X) = div(ϕT (X))− ϕ
∑n

i=1 〈∇EiX,T (Ei)〉. Então,

div(T (ϕX)) = div(ϕT (X))

= ϕ(div(T ))(X) + T (∇ϕ,X) + ϕ 〈∇X,T 〉 ,

para todo X ∈ X(M) e ϕ ∈ C∞(M).

Este lema nos permite obter ainda outro, como segue.

Lema 3.12 ([4]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada. En-

tão, temos:

(1) div(
◦

Ric (∇u)) = n−2
2n
L∇uR + u

m
|
◦

Ric |2.

(2) div(
◦

Ric (∇u)) = n−2
2n
L∇uR + m

u
|
◦
∇2u |2

Demonstração. Tomando T =
◦

Ric e X = ∇u no lema anterior, temos

div(
◦

Ric (∇u)) = (div(Ric− R

n
g))(∇u) +

〈
∇2u,

◦
Ric

〉
=

1

2
〈∇R,∇u〉 − 1

n
〈∇R,∇u〉+

〈
∇2u,

◦
Ric

〉
=
n− 2

2n
〈∇R,∇u〉+

〈
∇2u,

◦
Ric

〉
.

Observando que a equação (3.27) nos dá ∇2u = u
m

◦
Ric +∆u

n
g e que

〈
g,

◦
Ric

〉
= 0,

podemos reescrever o produto interno〈
∇2u,

◦
Ric

〉
=

u

m
|
◦

Ric |2,

donde obtemos div(
◦

Ric (∇u)) = n−2
2n
〈∇R,∇u〉 + u

m
|
◦

Ric |2. Para o item (2), basta

usarmos novamente (3.27).

Deste lema, deduz-se a proposição em sequência.
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Proposição 3.1 ([4]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

com n ≥ 3. Então,

(1) Se L∇uR ≥ 0 e
◦

Ric (∇u) ∈ L1(M), então ∇u é um campo vetorial conforme. Em

particular, (Mn, g) é Einstein.

(2) Se M é compacta, então
∫
M

u
m
|
◦

Ric |2 dvol = −n−2
2n

∫
M
L∇uR dvol.

Demonstração. Se
◦

Ric (∇u) ∈ L1(M), pela Proposição 1.12, div(
◦

Ric (∇u)) = 0.

Porém, pelo Lema 3.12, L∇uR ≥ 0 =⇒ div(
◦

Ric (∇u)) ≥ 0, donde concluímos que

|
◦
∇2u | = 0 e, deste modo, ∇u é um campo vetorial conforme. Isto conclui o item (1).

Agora, se M é compacta, pelo Teorema da Divergência e pelo item (1) do Lema

3.12, temos que
∫
M

u
m
|
◦

Ric | dvol = −n−2
2n

∫
M
L∇uR dvol, o que conclui a proposição.

Estamos aptos a apresentar o primeiro teorema.

Teorema 3.13 ([4]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

compacta não-trivial com n ≥ 3. Suponhamos adicionalmente que L∇uR ≥ 0. Então,

R é constante e M é isométrica a uma esfera canônica Sn(r). Ademais, a menos de

redimensionamento, f = −m ln(τ − hv
n

), em que τ é um parâmetro real residente em

( r
n
,∞) e hv é uma função altura em Sn(r) com respeito ao vetor v ∈ Sn(r).

Demonstração. Se L∇uR ≥ 0 e M é compacta, pela Proposição 3.1, ∇u é um campo

conforme não-trivial e, deste modo, (Mn, g) é Einstein. Além disto, como
◦

Ric= 0,

div(
◦

Ric) = 0 =⇒ ∇R = 0, pois div(
◦

Ric) = n−2
2n
∇R. De posse disto, pelo Teorema 3.4,

(Mn, g) é isométrica à esfera canônica Sn(r). Ademais, a função potencial f é obtida

a partir do Lema 3.3 de acordo com a demonstração do mesmo teorema supracitado,

coincidindo com (3.4) a menos de redimensionamento.

Podemos também obter um resultado com respeito ao espaço euclideano Rn e o

espaço hiperbólico Hn(−1) seguindo a técnica apresentada na seção anterior.

Teorema 3.14 ([4]). Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

não-compacta e não-trivial com n ≥ 3. Adicionalmente, suponhamos que L∇uR ≥ 0 e
◦

Ric (∇u) ∈ L1(M). Então, temos R constante. Além disso:

(1) Se R = 0, então M é isométrica ao espaço euclideano (Rn, g0) e f = −m ln(τ +

|x|2), a menos de redimensionamento, em que τ é um parâmetro real positivo e

|x| é a norma euclideana.

(2) Se R < 0, então M é isométrica ao espaço hiperbólico Hn(−1), com u tendo

um único ponto crítico. Ademais, f é, a menos de constante, dada por f =

−m ln(τ − hv), τ > −1.
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Demonstração. Com efeito, basta notar que o item (1) da Proposição 3.1 nos diz que

M é Einstein e, assim, podemos aplicar o Teorema 3.4 para concluir o argumento.

Observação 3.3. No caso compacto, a caracterização com L∇uR ≥ 0 se veri�ca a

partir da identidade de Pohozaev Schoen e do item (1) da Proposição 3.12. De fato,∫
M

u

m
|
◦

Ric |2 dvol = −n− 2

2n

∫
M

L∇uR dvol ≤ 0.

Daí, u > 0 =⇒
◦

Ric = 0 e a variedade é Einstein. O resultado segue do item (1) do

Teorema 3.4.
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Capítulo 4

Variedades quase-Einstein

Generalizadas com Tensor de Weyl

Harmônico

Iremos aqui abordar o artigo [18], provando que uma variedade quase-Einstein com-

pleta generalizada que também é Einstein com tensor de Weyl harmônico e curvatura

radial de Weyl nula é localmente um produto warped com �bras (n− 1)-dimensionais.

Vale destacar que o primeiro pesquisador a apresentar o conceito de métricas quase-

Einstein generalizadas foi justamente Giovani Catino, autor do artigo sobre o qual

dissertaremos neste capítulo.

Necessitamos apresentar algumas novas noções e de�nições para podermos apresen-

tar de maneira coerente os resultados. Iniciemos pela de�nição do produto tensorial

de Kulkarni-Nomizu.

De�nição 4.1. Consideremos dois tensores 2-tensores simétricos, s e r. De�niremos

o produto de Kulkarni-Nomizu s� r como o 4-tensor

(s� r)(X, Y, Z,W ) =
1

2
(s(X,W )r(Y, Z) + s(Y, Z)r(X,W )−

− s(X,Z)r(Y,W )− s(Y,W )r(X,Z)).

Considerando o tensor curvatura algébrico como em (1.16), (1.17) e o produto

de�nido anteriormente, daremos a de�nição do tensor de Weyl como segue.

De�nição 4.2. Chamamos tensor de Weyl ao 4-tensor W de�nido por

W = −Rm +
R

(n− 1)(n− 2)
(g � g)− 2

n− 2
(Ric� g). (4.1)

Nos será bastante útil escrever a expressão anterior em coordenadas utilizando o
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmônico

produto de Kulkarni-Nomizu,

Wijkl =− Rmijkl +
R

(n− 1)(n− 2)
(gilgjk − gikgjl)−

− 1

n− 2
(Ricilgjk + Ricjkgil − Ricikgjl − Ricjlgik). (4.2)

O tensor de Weyl em dimensão 3 se relaciona com o conceito de localmente confor-

memente �at, que veremos adiante.

De�nição 4.3. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Diz-se que M é localmente

conformemente �at se, para cada p ∈ M , existe uma vizinhança p ∈ V e uma função

suave ψ de�nifa em V tal que (V, e2ψg) tem curvatura seccional nula, em particular é

Ricci �at.

Proposição 4.1. Em dimensão 3, W = 0.

Demonstração. Uma vez que W é um tensor de curvatura algébrico, isto é, são válidas

as propriedades presentes na Proposição 1.10, temos

gjlWijkl =− Ricik +
R

2
(gjlgilgjk − gikgjlgjl)−

− (Ricilg
jlgjk + Ricjkg

jlgil − Ricikg
jlgjl − gjlRicjlgik)

=− Ricik −
R

2
(3gik − δijgjk)− (Ricilδ

k
l + Ricjkδ

j
i − 3Ricik − Rgik)

=− Ricik −
R

2
(3gik − gik) + (3Ricik + Rgik − Ricik − Ricik)

= 0.

Seja {E1, E2, E3} uma base ortonormal de TpM . Consideremos os espaços bidimen-

sionais gerados por esta base, a saber σ1 = [E1, E2], σ2 = [E1, E3] e σ3 = [E2, E3].

Então,

� 0 = gjlW1j1l = KW(σ1) +KW(σ2),

� 0 = gjlW2j2l = KW(σ1) +KW(σ3),

� 0 = gjlW3j3l = KW(σ2) +KW(σ3)

=⇒ KW(σ1) = KW(σ2) = KW(σ3) = 0. Assim, como a curvatura escalar KW com

respeito ao tensor curvatura algébrico W é constante e nula, temos que W = 0.

Observação 4.1. A conclusão da Proposição 4.1 recorre a argumentos análogos aos

do Lema 3.4 do Capitulo IV de [15], os argumentos lá utilizados são válidos para todo

4-tensor que satisfaça a Proposição 1.10.
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmônico

Essas considerações juntamente com a expressão (4.1) nos fornecem o seguinte re-

sultado.

Corolário 4.1. Em dimensão 3, Ric = 0 =⇒ Rm = 0.

Podemos inferir, ainda, que uma variedade com curvatura constante tem tensor de

Weyl nulo. Com efeito, se a curvatura seccional de uma variedade (Mn, g) é con-

tante e igal a K0, então Rmijkl = −K0(g � g), pelo Corolário 3.5 de [15], donde

i 6= j =⇒ Rmijij = K0, e, logo, R = n(n − 1)K0 e Ric = (n − 1)K0g. Assim, a

expressão (4.1) nos dá W = 0.

Além disso, em uma variedade localmente conformemente �at, o tensor de Weyl é

nulo. De fato, pelo Teorema 1.159 de [8], o tensor de Weyl é invariante por transforma-

ções conformes. Logo, existe uma função ψ tal que a curvatura seccional com respeito

à métrica e2ψg é zero em um aberto da variedade. Portanto, o argumento do parágrafo

anterior nos confere W = 0. A recíproca desta a�rmação é também verdadeira, porém

não a demonstraremos aqui.

Diremos que o tensor de Weyl é harmônico quando sua divergência é identicamente

nula. Considerando o tensor de Schouten S = 1
n−2

(
Ric− 1

2(n−1)
Rg
)
, dizer que W é

harmônico é equivalente a dizer que S é um tensor de Codazzi1, ou seja,

(∇XS)(Y, Z) = (∇Y S)(X,Z), ∀X, Y, Z ∈ TpM.

Com efeito,

(div(W))(X, Y, Z) = (div(−Rm− 2(S� g)))(X, Y, Z)

= (∇XRic)(Y, Z)− (∇Y Ric)(X,Z)− (div(S))(X)g(Y, Z)+

+ (div(S))(Y )g(X,Z)− (∇XS)(Y, Z) + (∇Y S)(X,Z).

Porém, da segunda identidade de Bianchi contraída, (1.25), segue que

(div(S))(X) =
1

n− 2

(
(div(Ric))(X)− 1

2(n− 1)
(div(Rg))(X)

)
=

1

n− 2

(
1

2
g(∇R, X)− 1

2(n− 1)
g(∇R, X)

)
=

1

2(n− 1)
g(∇R, X).

Além disso, (∇XRic)(Y, Z) = (n − 2)(∇XS)(Y, Z) + 1
2(n−1)

g(∇R, X)g(Y, Z). Desta

feita, inferimos que

1Tensores de Codazzi são aqueles que cumprem a igualdade na derivação covariante com os índices
trocados, que é satisfeita para o tensor de Schouten.
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmônico

(div(W))(X, Y, Z) = (n− 3)((∇XS)(Y, Z)− (∇Y S)(X,Z)). (4.3)

Portanto, div(W) ≡ 0 ⇐⇒ S é um tensor de Codazzi.

Apresentaremos agora um outro tensor fortemente relacionado com a divergência

do tensor de Weyl e que desempenhará um papel de destaque nesta seção.

De�nição 4.4. Chamamos de tensor de Cotton ao 3-tensor C de�nido por

C = −n− 2

n− 3
div(W).

Equivalentemente, C(X, Y, Z) = −(n− 2)((∇XS)(Y, Z)− (∇Y S)(X,Z)).

Segue diretamente de (4.3) que podemos escrever o tensor de Cotton em coordena-

das como segue

Cijk = (∇jRic)ik − (∇iRic)jk −
1

2(n− 1)
(Rjgik − Rigjk) , (4.4)

já que (∇XS)(Y, Z) = 1
n−2

(∇XRic− 1
2(n−1)

g(∇R, X)g)(Y, Z).

Note que C = 0 =⇒ div(W) = 0, donde também podemos expressar harmoni-

cidade do tensor de Weyl desde que o tensor de Cotton seja nulo. Além disto, toda

variedade Einstein possui tensor de Weyl harmônico, basta notar que (∇iRic)jk e Ri

se anularão e então, pela equação (4.4), Cijk = 0.

Apresentaremos um lema para que possamos demonstrar o resultado principal desta

seção.

Lema 4.2. O tensor de Cotton Cijk é conformemente invariante pontualmente em

dimensão 3, enquanto que se n ≥ 4, para g̃ = e−2ug, temos

C̃ijk = Cijk + (n− 2)Wijkd∇du.

Demonstração. Dado um referencial geodésico na métrica g e a métrica conforme g̃ =

e−2ug, o Teorema 1.159 em [8] nos fornece as seguintes regras de transformação confome

R̃ic = Ric− (n− 2)(−∇2u− du⊗ du) + (−∆u− (n− 2)|∇u|2)g (4.5)

R̃ = e2u(R− 2(n− 1)∆u− (n− 2)(n− 1)|∇u|2).

Deduzimos então uma regra para o tensor de Schouten conforme S̃ dada por
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S̃ =
1

n− 2

(
R̃ic− 1

2(n− 1)
R̃g̃

)
=

1

n− 2
(Ric− (n− 2)(−∇2u− du⊗ du) + (−∆u− (n− 2)|∇u|2)g)−

− 1

n− 2

(
1

2(n− 1)
(R− 2(n− 1)∆u− (n− 2)(n− 1)|∇u|2)g

)
=

1

n− 2

(
Ric− 1

2(n− 1)
Rg

)
+∇2u+ du⊗ du− ∆u

n− 2
g − |∇u|2g+

+
∆u

n− 2
g +
|∇u|2

2
g

= S +∇2u+ du⊗ du− 1

2
|∇u|2g. (4.6)

Portanto, o tensor de Cotton na métrica g̃ é de�nido por

C̃ijk = −(n− 2)(∇̃iS̃jk − ∇̃jS̃ik).

O teorema em [8], supracitado, nos diz ainda que

∇̃XY = ∇XY −∇XuY −∇Y uX + gXY∇u,

donde a de�nição de drivação covariante de tensores nos permite inferir, recorrendo a

um certo abuso de notação quanto aos índices,

∇̃iS̃jk = ∂iS̃jk − S̃(∇̃i∂j)k − S̃j(∇̃i∂k)

= ∂iSjk + ∂i∇2
jku+ ∂i(du⊗ du)jk −

1

2
∂i(|∇u|2g)jk−

− S̃(∇i∂j−(∇iu)j−(∇ju)i+gij∇u)k − S̃j(∇i∂k−(∇iu)k−(∇ku)i+gik∇u).

Prosseguindo operando com a simpli�cação da expressão anterior e as derivações cova-

riantes, obtemos

∇̃iS̃jk = ∇iSjk +∇i∇j∇ku+∇i∇ju∇ku+∇i∇ku∇ju−∇i∇du∇dugjk+

+∇iuS̃jk +∇juS̃ik − S̃(∇u)kgij +∇iuS̃jk +∇kuS̃ij − S̃(∇u)jgik

= ∇iSjk +∇i∇j∇ku+∇i∇ju∇ku+∇i∇ku∇ju−∇i∇du∇dugjk+

+ S̃ik∇ju+ S̃ij∇ku+ 2S̃jk∇iu− S̃kd∇dugij − S̃jd∇dugik.
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Então,

∇̃jS̃ik − ∇̃iS̃jk = (∇jSik −∇iSjk) + (∇j∇i∇ku−∇i∇j∇ku)+

+∇j∇ku∇iu−∇i∇ku∇ju−∇j∇du∇dugik +∇i∇du∇dugjk−

− S̃jk∇iu+ S̃ik∇ju− S̃id∇dugjk + S̃jd∇dugik. (4.7)

Note que ∇i∇ju∇ku −∇j∇iu∇ku = 0 porque ∇i∇ju = ∇2u(∂i, ∂j) +∇∇i∂ju, ∇2u é

simétrico e a conexão é compatível com a métrica. Contudo, levando-se em conta que

∇t∂s = 0

∇j∇i∇ku−∇i∇j∇ku = g(∇j∇i∇u, ∂k)− g(∇i∇j∇u, ∂k)

= g(∇j∇i∇u−∇i∇j∇u, ∂k)

= Rmjikd∇du

=−Wjikd∇du− 2(S� g)jikd∇du

= Wijkd∇du− Sjd∇dugik − Sik∇ju+ Sjk∇iu+ Sid∇dugjk.

Assim, retornando a (4.7) e utilizando a última equação anterior, deduzimos

∇̃jS̃ik − ∇̃iS̃jk =
Cijk

n− 2
+ Wijkd∇du− Sjd∇dugik − Sik∇ju+ Sjk∇iu+ Sid∇dugjk+

+∇j∇ku∇iu−∇i∇ku∇ju−∇j∇du∇dugik +∇i∇du∇dugjk−

− S̃jk∇iu+ S̃ik∇ju− S̃id∇dugjk + S̃jd∇dugik. (4.8)

Agora, por (4.6), temos

∇̃jS̃ik − ∇̃iS̃jk =
Cijk

n− 2
+ Wijkd∇du− Sjd∇dugik − Sik∇ju+ Sjk∇iu+ Sid∇dugjk+

+∇j∇ku∇iu−∇i∇ku∇ju−∇j∇du∇dugik +∇i∇du∇dugjk−

− Sjk∇iu−∇j∇ku∇iu−∇ju∇ku∇iu+
1

2
∇du∇dugjk∇iu+

+ Sik∇ju+∇i∇ku∇ju+∇iu∇ku∇ju−
1

2
∇du∇dugik∇ju−

− Sid∇dugjk −∇i∇du∇dugjk −∇iu∇du∇dugjk+

+
1

2
∇du∇dugid∇dugjk + Sjd∇dugik +∇j∇du∇dugik+

+∇ju∇du∇dugik −
1

2
∇du∇dugjd∇dugik.

Observe que diversos termos da equação anteposta se cancelam, restando apenas os

seguintes
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∇̃jS̃ik − ∇̃iS̃jk =
Cijk

n− 2
+ Wijkd∇du+

1

2
∇du∇dugjk∇iu−

1

2
∇du∇dugik∇ju+

+
1

2
∇du∇dugid∇dugjk −

1

2
∇du∇dugjd∇dugik

=
Cijk

n− 2
+ Wijkd∇du− 1

2
∇du∇dugjk∇iu+

1

2
∇du∇dugik∇ju+

+
1

2
∇du∇du∇iugjk −

1

2
∇du∇du∇jugik

=
Cijk

n− 2
+ Wijkd∇du.

Finalmente, concluímos que C̃ijk = Cijk + (n− 2)Wijk∇du.

Antes de irmos ao resultado principal, faremos algumas considerações referentes a

uma proposição presente em [8] e que nos será útil na demonstração.

Seja T um (1, 2)-tensor simétrico em uma variedade (M, g). Dado p ∈ M e um

autovalor λ associado a um X ∈ TpM , denotamos por Vλ(x) ⊂ TpM o autoespaço

correspondente. Em qualquer componente conexa do subconjunto aberto e densoMT ⊂
M , composto pelos pontos de M tais que o número de M nos quais o número de

autovalores distintos de T é localmente constante, os autovalores de T formam funções

autovaloradas suaves mutuamente distintas e, para cada tal função λ(p), a aplicação

p 7→ Vλ(p)(p) de�ne uma autodistribuição suave de T . Se λ e µ são tais funções

autovaloradas, então, para quaisquer campos X, Y, Z com Xp ∈ Vλ(p)(p), Yp ∈ Vµ(p)(p),

as considerações iniciais da Seção 2 do Capítulo 1 a de�nição de derivada covariante

de tensores nos dizem que

∇ZT (X, Y ) = Z(T (X, Y ))− T (∇ZX, Y )− T (X,∇ZY )

= Z 〈T (X), Y 〉 − 〈∇ZX,T (Y )〉 − 〈T (X),∇ZY 〉

= Z 〈λX, Y 〉 − µ 〈∇ZX, Y 〉 − λ 〈X,∇ZY 〉

= 〈X, Y 〉Z(λ) + (λ− µ) 〈∇ZX, Y 〉 . (4.9)

Antes de enunciarmos o resultado de [8], precisamos de�nir distribuição integrável.

Observe que D ⊂ TM é dita uma distribuição quando Dp ⊂ TpM é um subespaço

vetorial do espaço tangente aM em p e será dita suave quandoD forma um sub�brado2

de TM .

De�nição 4.5. Dizemos que uma distribuição D ⊂ TM é dita involutiva quando,

dados X, Y ∈ D, [Xp, Yp] ∈ Dp. Uma subvariedade imersa N ⊂ M é dita variedade

integral de D se TpN = Dp,∀ p ∈ N . Uma distribuição integrável, ou integral, é aquela

tal que cada ponto de M está contido em uma variedade integral de D.

2Recomendamos ver [32]
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Um resultado central no estudo de variedades integrais é o chamado Teorema de

Frobenius, cuja demonstração encontra-se em [32].

Teorema 4.3 (Teorema de Frobenius). Toda distribuição involutiva é completamente

integrável.

Com efeito, ser completamente integrável é mais forte que ser apenas integrável �

de fato, o primeiro implica o segundo. No entanto, não é nosso objetivo explorar tal

conceito.

Demonstraremos o teorema a seguir por questão de elucidar sua aplicação no resul-

tado principal deste capítulo.

Proposição 4.2. Dado um tensor de Codazzi T em uma variedade (M, g) e uma

função autovalorada λ de T , de�nida em uma componente de MT , temos

a) A autodestribuição Vλ é integrável.

b) Cada variedade integral Nλ de Vλ é umbílica em (M, g). Mais precisamente, para

quaisquer funções autovaloradas µ 6= λ e quaisquer campos X,Z de Vλ e Y de

Vµ, a segunda forma fundamental com respeito a η = Y é dada por

HY (X,Z) = −〈∇ZX, Y 〉 = (µ− λ)−1 〈X,Z〉Y (λ).

c) Se dim (Vλ) > 1, então λ é constante ao longo de Vλ.

Demonstração. Tomando µ,X, Y e Z como no item (b), temos que, por construção,

〈X, Y 〉 = 〈Z, Y 〉 = 0, donde a equação (4.9) nos dá que

(λ− µ) 〈[Z,X], Y 〉 = (∇ZT )(X, Y )− (∇XT )(Z, Y )

e

(λ− µ) 〈∇ZX, Y 〉 − 〈X,Z〉Y (λ) = (∇ZT )(X, Y )− (∇Y T )(X,Z).

Porém, como T é um tensor de Codazzi, isto é, (∇ZT )(X, Y ) = (∇XT )(Z, Y ), valendo

o mesmo quando trocamos X por Y no membro direito da última igualdade, segue que

〈[Z,X], Y 〉 = 0 para todo Y em Vµ, o que nos diz que, pela arbitrariedade de µ 6= λ

e o fato de as funções autovaloradas de�nidas em componentes conexas de MT serem

mutuamente distintas, [Z,X] é um campo de Vλ e Vλ é integrável � consequência do

Teorema de Frobenius �, isto prova o item (a). O item (b) segue também das discussões

anteriores, da de�nição de segunda forma fundamental e da Proposição 1.8, já que

(λ− µ) 〈∇ZX, Y 〉 = 〈X,Z〉Y (λ) =⇒ 〈∇ZX, Y 〉 = (λ− µ)−1 〈X,Z〉Y (λ)
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e HY (X,Z) = −〈∇ZY,X〉 = 〈Y,∇ZX〉, já que g(X, Y ) = 0. Logo, temos a validade

de (b).

Agora, se dim (Vλ) > 1 e X é um campo em Vλ, podemos obter, localmente, um

campo Y de Vλ não-nulo e ortogonal a X. Aplicando novamente (4.9) com λ = µ,

obtemos |Y |2X(λ) = (∇XT )(Y, Y ) = (∇Y T )(X, Y ) = 0 =⇒ Y (λ) = 0, donde λ é

constante em Vλ em vizinhanças de cada ponto de MT , o que nos dá que lambda é

constante em Vλ e isto conclui a demonstração.

Uma aplicação deste resultado, que é fortemente relacionada ao resultado a seguir,

é uma classi�cação local dos tensores de Codazzi que possuem exatamente dois au-

tovalores distintos λ, µ, com dim (Vλ) ≤ dim (Vµ). Iremos observar alguns aspectos

pontuais desta aplicação, que encontra-se aprofundada em [8]. Como consequência do

item (b), a curvatura média de Nλ é dada por

H =
1

µ− λ
Y (λ). (4.10)

Todavia, se dim (Vλ) = 1, as curvas integrais de Vλ serão uma geodésica � devido

à dimensão de Nλ ser um. Esta prorpiedade é nomeada como distribuição geodésica

linear. Dado um campo vetorial suave X ∈ X(M), uma dada curva γ : I → M é dita

curva integral de X quando γ′(t) = Xγ(t). Assim, sendo Nλ 1-dimensional, o item (c)

nos diz que µ é constante ao longo de Vµ. Além disso, trata-se do sentido geodésico

introduzido na Seção 3 do Capítulo 1, pois λ ser constante em Vλ implica que a segunda

forma fundamental de Nλ é identicamente nula.

No caso especial em que∇f é um campo em Vλ, nas condições do parágrafo anterior,

então a segunda forma fundamental será do tipo

H ∇f
|∇f |

(X,Z) = −
〈
∇X
∇f
|∇f |

, Z

〉
= − 1

|∇f |
〈∇X∇f, Z〉 = − 1

|∇f |
∇2f(X,Z).

E a umbilicidade implicará que ∇2f será um múltiplo da métrica. Sempre que Nn−1 ⊂
Mn for uma variedade imersa emM , como imagem inversa de uma valor regular a ∈ R
por uma aplicação suave f ∈ C∞(M), teremos ∇f(p) ⊥ TpN, ∀ p ∈ N . Por �m, é

intuitivo supor que TM seja decomposto na soma direta TM = Vλ ⊕ Vµ, assim como

vimos na penúltima seção do Capítulo 1.

Vamos, en�m, ao resultado principal deste capítulo e, em seguida, a seus corolários.

Teorema 4.4 ([18]). Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade quase-Einstein generalizada

com tensor de Weyl harmônico e W(∇f, ·, ·, ·) = 0. Então, em torno de qualquer

ponto regular de f , a variedade M é localmente um produto warped com �bra Einstein

(n− 1)-dimensional.
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Demonstração. Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade quase-Einstein generalizada com

tensor de Weyl harmônico. Se n = 3, como vimos anteriormente, temos que g é

localmente conformemente �at (W = 0 é equivalente a ser localmente conformemente

�at), enquanto que se n ≥ 4, devemos ter Cijk = 0, posto que isto é equivalente à

harmonicidade em todo caso.

Agora, a harmonicidade de W juntamente com a condição W(∇f, ·, ·, ·) = 0 implica

que a métrica conforme

g̃ = e−
2

n−2
fg

tem tensor de Weyl harmônico. Com efeito, pelo Lema 4.2,

C̃ijk = Cijk + Wijkd∇df = 0,

em que usamos a notação de Einstein para somatórios e ∇d representa a divergência

com respeito à entrada d, para tensores ou campos. Assim, S̃ também será de Codazzi.

Além disso, pela equação (4.5) e a equação (3.1), a expressão do tensor de Ricci da

métrica conforme g̃ é

R̃ic = Ric +∇2f +
1

n− 2
df ⊗ df +

1

n− 2
(∆f − |∇f |2)g

=

(
µ+

1

n− 2

)
df ⊗ df +

1

n− 2
(∆f − |∇f |2 + (n− 2)λ)e

2
n−2

f g̃. (4.11)

Note ainda que, em todo ponto regular p de f , o tensor de Ricci de g̃ possui um

autovalor ou no máximo dois autovalores distintos η1 e η2 com multiplicidade 1 e n−1,

respectivamente. Em ambos os casos, ∇f é um autovetor do tensor de Ricci de g̃, e é

aquele cujo autovalor tem multiplicidade 1.

Com efeito, dados vetores X, Y ⊥ ∇f e pela equação (4.11),

R̃ic(X, Y ) =
1

n− 2
(∆f − |∇f |2 + (n− 2)λ)e

2
n−2

f g̃(X, Y ),

então X e Y são autovetores de R̃ic para o mesmo autovalor, cuja multiplicidade é, de

fato, n− 1. Por outro lado,

R̃ic(∇f) =

(
µ+

1

n− 2

)
|∇f |2g(∇f) +

1

n− 2
(∆f − |∇f |2 + (n− 2)λ)e

2
n−2

f g̃(∇f),

isto é,

R̃ic(∇f) =

((
µ+

1

n− 2

)
|∇f |2 +

1

n− 2
(∆f − |∇f |2 + (n− 2)λ)

)
e

2
n−2

f g̃(∇f).
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Para todo ponto em

Ω = {p ∈M : p é um ponto regular e η1(p) 6= η2(p)},

o tensor de Schouten na métrica conforme também terá no máximo dois autovalores

distintos σ1 de multiplicidade 1 e σ2 de multiplicidade n − 1, com os mesmos auto-

espaços de η1 e η2, respectivamente. Observe, ainda, que Ω é um aberto de M , pois

as funções ηi são contínuas e, logo, existe uma vizinhança U ⊂ M de p ∈ Ω tal que

η2(q) 6= η2(q),∀ q ∈ U .
Pela Proposição 4.2 e as considerações seguintes a ela, sabemos que o �brado tan-

gente de uma vizinhança de p se decompõe como a soma ortogonal direta de duas au-

todistribuições integráveis, um campo linear Vσ1 e uma distribuição Vσ2 , de codimensão

1, com folhas3 totalmente umbílicas, no sentido que a segunda forma fundamental H̃1

de cada folha é proporcional à métrica g̃.

Por um abuso de notação, diremos que g̃ é métrica induzida nas folhas de Vσ2 e

trabalharemos com 〈, 〉. Denotaremos por ∇̃ a conexão Levi-Civita da métrica g̃ emM

e ∇̃σ2 a conexão induzida por g̃ nas folhas de Vσ2 . Em um sistema de cartas locais ade-

quado, x1, · · · , xn com ∂x1 ∈ Vσ1 e ∂xi ∈ Vσ2 , em que 2 ≤ i, j ≤ n, temos g̃1i = g̃ij = 0,

sempre que i 6= j, e g̃ii = 1. Como Vσ2 é totalmente umbílica e para 2 ≤ j ≤ n, tem-se

H̃1(ij) =
〈
∇̃σ2
∂i
∂j, ∂1

〉
=

〈
n∑
i=1

Γkij∂k, ∂1

〉
= Γ̃1

ij g̃11 = H̃g̃ij, (4.12)

pois g̃(∂1, ∂j) = 0 =⇒
〈
∇̃σ2
∂i
∂1, ∂j

〉
= −

〈
∂1, ∇̃σ2

∂i
∂j

〉
, em que H̃ é a função curvatura

média para Nσ2 . A expressão H̃g̃ij surge devido à de�nição (1.10) e à de�nição de

umbilicidade. Recorrendo à equação de Codazzi-Mainardi, isto é,〈
(∇̃σ2

∂i
H̃1)(∂j, ∂k)− (∇̃σ2

∂j
H̃1)(∂i, ∂k), ∂1

〉
= −

〈
R̃m(∂i, ∂j)∂k, ∂1

〉
(4.13)

e tomando seu traço no índice i 6= 1 para k = i, e usando a propriedade de umbilicidade

(4.12), chegamos a

(∇̃σ2
∂i
H̃1)(∂j, ∂i)− (∇̃σ2

∂j
H̃1)(∂i, ∂i) = ∂jH̃ − (n− 1)∂jH̃

= (2− n)∂jH̃.

Note que (∇̃σ2
∂i
H̃1)(∂j, ∂i) = (∇̃σ2

∂i
(H̃g̃))(∂j, ∂i) = (∂iH̃)gji + H̃(∇̃σ2

∂i
g)(∂j, ∂i) e esta

última parcela é nula. Usando a equação (4.13) e as considerações a respeito dos

3Folhas correspondem, neste caso, aos autoespaços Vσ2(q)(q), q ∈ U .
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autovetores e autovalores de R̃ic, obtemos

(2− n)∂jH̃ = −R̃ic(∂j, ∂1) = 0,

o que implica que a curvatura média H̃ é constante em cada folha de Vσ2 . Agora, do

item (b) da Proposição 4.2 e a equação (4.10), temos

H̃ =
1

σ1 − σ2

∂1σ2.

O fato de H̃ ser constante nas folhas de Vσ2 , além de σ2 também sê-lo pelo item (c)

da Proposição 4.2, implica que ∂jσ1 = 0, basta apenas derivar a expressão anterior

na direção de xj. Isto é equivalente a dizer que Vσ1 possui uma distribuição geodésica

linear, donde será ∂jg11 = 0, pois ∂1 = ∇f
|∇f | e, então, a nulidade da derivada covariante

de g11 na direção ∂j segue da discussão presente no momento anterior ao enunciado

deste teorema. Agora, devido a ∇̃σ2
∂k
∂l = ∇̃σ2

∂l
∂k, vide (1.3), a equação (4.12) resulta em

∂1g̃ij = −2Γ̃1
ij = −2g̃−1

11 H̃g̃ij, (4.14)

pois
〈
∇̃σ2
∂1
∂i, ∂j

〉
=
〈
∇̃σ2
∂i
∂1, ∂j

〉
= −

〈
∂1, ∇̃σ2

∂i
∂j

〉
. Uma vez que H̃ e g11 são constantes

ao longo de Vσ2 , (4.14) nos fornece

∂1g̃ij(x
1, · · · , xn) = ϕ(x1)g̃ij(x

1, · · · , xn)

para uma função ϕ dependente apenas da variável x1. Escolhendo uma função ψ =

ψ(x1) tal que dψ
dx1

= ϕ, temos que ∂1(e−ψg̃ij) = 0, donde

g̃ij(x
1, · · · , xn) = eψ(x1)Gij(x

2, · · · , xn),

para algumaGij. Isto implica que a variedade (Mn, g̃), localmente em torno de qualquer

ponto regular de f , possui uma representação como produto warped com �bra (n− 1)-

dimensional. Pela estrutura da deformação conforme, esta conclusão é válida para

a variedade Riemanniana original (Mn, g). Agora, o fato de g ter tensor de Weyl

harmônico implica que a �bra (n − 1)-dimensional é Einstein, vide Lema 4 em [25]4.

Isto conclui a prova.

Observação 4.2. Novamente pelo Teorema 1.159 de [8], W̃ = W, logo div(W̃) =

div(W). Então, W harmônico implica em W̃ harmônico.

Observação 4.3. A hipótese W(∇f, ·, ·, ·) = 0 não pode ser removida. De fato, se

4É interessante também notar a Observação 1 de [25].
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considerarmos o sóliton gradiente shrinking com λ = n − 1 no produto Riemanniano

M = Rk × Sn−k, para n ≥ 4 e k ≥ 2, com métrica g = gRk + gSn−k e função potencial

f(x) =
n− 1

2
g(x, x), x ∈ Rk.

Por ser um produto Riemanniano de variedades Einstein, M possui tensor de Weyl

harmônico e W(∇f, ·, ·, ·) 6= 0. Note que, pelo item (4) da Proposição 425 do Capítulo

7 de [36] e tomando uma base ortonormal {E1, · · · , Ek, Ek+1, · · · , En} de M com Ei e

Ej, 1 ≤ i ≤ k e k + 1 ≤ j ≤ n, correspondendo respectivamente a levantamentos de

elementos de uma base ortonormal de Rk e Sn−k, temos

W(∇f, Ej, Ej, Ei) =

(
RSn−k

(n− 1)(n− 2)
− 1

n− 2
RicSn−k(Ej, Ej)

)
g(∇f, Ei) 6= 0,

uma vez que RicM =����RicRk + RicSn−k = RicSn−k .

Assim, W é harmônico, a curvatura radial de Weyl é não-nula e M não é um

produto warped.

Como mencionado no Capítulo 2, pelas simetrias do tensor curvatura algébrico,

variedades 1-dimensionais são �at. O lema a seguir nos auxiliará na argumentação dos

corolários do teorema anterior.

Lema 4.5. A variedade produto warped ((a, b)×u N, dt2 + u2gN) é localmente confor-

memente �at se, e somente se, N tem curvatura seccional constante.

Demonstração. Podemos reescrever a métrica como g = 1
u2

(u2dt2 +gN) = 1
u2
g̃, donde g

é localmente conformemente �at se, e somente se, g̃ também for. Ademais, a métrica g̃

nada mais é que a métrica do produto Riemanniano entre as variedades ((a, b), u−2dt2)

e (N, gN). Como W̃ = W = 0, então gF torna WF = 0, pois Rmg̃ = ��
���Rmu−2dt2 +

RmgF . Assim, pelo Teorema 4 de [52], N tem curvatura constante. A recíproca já fora

demonstrada neste capítulo.

Como um corolário imediato, temos que uma variedade quase-Einstein generalizada

localmente conformemente �at, posto que isto é equivalente a W = 0, é localmente

um produto warped com �bras (n − 1)-dimensionais. Em particular, pelo Lema 4.5,

segue diretamente a seguinte caracterização local para Ricci almost solitons localmente

conformemente �at, que foram introduzidas em [43], similar a uma para Ricci solitons

presente em [12, 19].

5As considerações para produtos warped lá estabelecidas são também válidas para produtos Rie-
mannianos desde que tomemos f como uma constante.
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Corolário 4.6 ([18]). Seja (Mn, g), n ≥ 3, um gradiente Ricci almost soliton local-

mente conformemente �at. Então, em torno de qualquer ponto regular de f , a variedade

é localmente um produto warped cuja �bra (n−1)-dimensional tem curvatura seccional

constante.

Se n = 4, uma vez que variedades Einstein 3-dimensionais têm curvatura seccional

constante, o Lema 4.5 nos permite concluir o que segue.

Corolário 4.7 ([18]). Seja (M4, g) uma variedade quase-Einstein 4-dimensional com

tensor de Weyl harmônico e W(∇f, ·, ·, ·) = 0. Então, em torno de um ponto regular

de f , a variedade é localmente um produto warped com �bra 3-dimensional com curva-

tura constante. Em particular, se o produto é não-trivial, então (M4, g) é localmente

conformemente �at.

Há ainda um último corolário do Teorema 4.4 que segue diretamente do anterior e

de uma classi�cação de gradiente Ricci solitons steady correspondente ao Teorema 1.2

em [12].

Corolário 4.8 ([18]). Seja (M4, g) uma variedade quase-Einstein 4-dimensional com

tensor de Weyl harmônico e W(∇f, ·, ·, ·) = 0. Então, a variedade é Ricci �at ou

isométrica ao soliton de Bryant.

Observação 4.4. O soliton de Bryant, devido a Robert Bryant, se trata de um soliton

gradiente steady não-compacto n-dimensional, n ≥ 3, que é rotacionalmente simétrico

e possui curvatura seccional positiva.
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