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Resumo

Nesta dissertacao, tratamos acerca de variedades m-quase-Eintein e uma de suas
generalizacoes. Apresentamos demonstragoes de resultados de rigidez e férmulas es-
truturais obtidos por diversos autores em publicagoes distintas, se destacando a carac-
terizacao de variedades Riemannianas completas m-quase-Einstein generalizadas como
formas espaciais, dada por Barros e Ribeiro em um trabalho publicado em 2014, cuja
mesma tese fora obtida a partir de outra hipotese fornecida por Barros e Gomes em
uma publicacao de 2013. Mostramos também resultados topologicos sobre crescimento
volumétrico de bolas geodésicas em variedades quase-Einstein que sao também Eins-
tein, exibidos por Barros, Ribeiro e Batista em 2014. Destacamos ainda a abordagem
do trabalho devido a Catino no artigo Generalized quasi-Finstein manifolds with har-
monic Weyl tensor, publicado em 2012 no Mathematische Zeitschrift, onde mostra-se
que uma variedade Einstein completa com estrutura quase-Einstein, tensor de Weyl
harmonico e curvatura radial de Weyl nula é localmente um produto warped com fibra

(n — 1)-dimensional Einstein.

Palavras-chave: Variedade quase-Einstein. Resultados de Rigidez. Formas espaciais.

Tensor de Weyl. Produto warped.



Abstract

In this dissertation, we treat about m-quasi-Einstein manifolds and one of its ge-
neralizations. We present demonstrations of rigidity results and structural formulas
obtained by several authors in distinct publications, standing out the characterization
of complete m-quasi-Einstein Riemannian manifolds as space forms, given by Barros
and Ribeiro at a work published in 2014, whose same thesis was obtained from other
hypothesis provided by Barros and Gomes at a 2013 publication. We also show topo-
logical results about volume growth of geodesic balls on quasi-Einstein manifolds that
are also Einsten, presented by Barros, Ribeiro and Batista in 2014. Also noteworthy
the approach of the work due to Catino at the paper Generalized quasi-Einstein mani-
folds with harmonic Weyl tensor, published in 2012 on the Mathematische Zeitschrift,
where show up that a complete Einstein manifold with quasi-Einstein structure, har-
monic Weyl tensor and zero radial Weyl curvature is locally a warped product with

(n — 1)-dimensional Einstein fiber.

Keywords: quasi-Einstein manifolds. Rigidity results. Space forms. Weyl tensor.

Warped product.
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Introducao

Uma variedade é dita Einstein quando a sua curvatura de Ricci pode ser escrita
como um multiplo de sua métrica. Este conceito surgiu a partir de trabalhos de Albert
Einstein publicados primeiramente em 1915 — vide [44], originalmente utilizado no caso
Lorentziano, como solucoes de equacoes de campo de Einstein no vicuo com constante

cosmolobgica, a saber,
1
Ric — §Rg + Ag = KT,

em que A é a constante cosmologica, x é a constante de gravitacao universal e T é o
tensor de energia-estresse. Este é um tema bastante rico com ramificacoes para outras
areas do conhecimento cientifico que suscitou a investigacao de variedades tipo- Finstein,
cuja estrutura basica de certa forma estende as Einstein, e que vem sendo extensamente
explorado, tendo inspirado o surgimento dos conceitos basicos e de muitas noc¢oes fun-
damentais do que estudamos nesta dissertacao. O livro Einstein Manifolds, da autoria
do grupo francés intitulado Arthur L. Besse, aprofunda esta temaética e serd recorren-
temente citado aqui.

Os estudos de variedades com estrutura quase-Einstein, foco desta dissertacao, ti-
veram inicio a partir das anélises fundamentais realizadas por Dong-Soo Kim e Young
Hoo Kim no artigo [30], publicado em 2003, em que os autores buscavam responder ao

seguinte questionamento presente em [§]:
"Existe um produto warped Einstein compacto com funcao warping nao constante?”

Os autores anteriores obtiveram uma solucao parcial a esta questao, como veremos no
Capitulo 2. Veremos também que este questionamento se manteve presente em diver-
sos outros trabalhos posteriores a [30], sendo uma questao central a teoria.
Posteriormente, Chenxu He, Peter Petersen e William Wylie estenderam esse re-
sultado considerando o caso em que a base é compacta e com bordo, em [27]. Estes
ultimos autores lidaram, em outros trabalhos, com esse questionamento nos casos em
que a compacidade é desconsiderada. Jeffrey Case, Yu-Jen Shu e Guofang Wei pro-
varam que métricas quase-Einstein shrinking sao triviais em [I7], sendo responsaveis

pela formalizagao do conceito de variedades quase-Einstein e também estudamos este



artigo no Capitulo 2.

Um conceito recorrente nesta dissertacao é o de resultados de rigidez que, em geral,
sao aqueles em que, supondo-se que um determinado objeto tenha certas caracteristi-
cas, essas o obrigam a ser de um determinado tipo. Por exemplo, como consequéncia
do Teorema Egregium de Gauss, toda superficie do R? que é isométrica a uma esfera é
uma esfera. Também, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, uma superficie compacta com
curvatura gaussiana positiva ¢ homeomorfa a esfera, isto é, ¢ topologicamente uma
esfera. Estes sao resultados de rigidez, ou seja, a propriedade de ser isométrica, respec-
tivamente compacta com curvatura de Gauss positiva, a esfera obriga a superficie a ser
uma esfera, respectivamente uma esfera topolégica. Diversos dos resultados estudados
e apresentados nesta dissertacao sao classificados desta forma.

Sendo subdividido em 4 capitulos, neste trabalho, com base nos artigos [30, 17, B, 5,
18], estudamos questoes relativas a variedades quase-Einstein e uma de suas generaliza-
¢oes, interrelacionando entes algébricos, analiticos e topolégicos. Em certos momentos,
estabelecemos relacao com outras areas da Geometria, como é o caso dos solitons e
variedades estaticas, apresentando interfaces no estudo das variedades tipo-Einstein
tratadas com outros objetos geométricos e ramos.

O primeiro capitulo se presta a apresentar os conceitos basicos & compreensao da
teoria e dos capitulos seguintes, apresentando nocoes, definicoes e resultados que sao
importantes ao desenvolvimento da dissertacao. Subdividimos em 4 secoes, cuja pri-
meira trata de métricas Riemmannianas, a segunda trata de conexoes Riemannianas
e referencial geodésico — este iltimo se configura em uma ferremanta de grande valia
no que tange ao calculo em variedades —, e a terceira aborda imersoes e segunda forma
fundamental.

Na dltima secao do Capitulo 1, apresentamos definicoes e propriedades de tenso-
res covariantes, divergéncia de tensores e curvaturas, passando pelo tensor curvatura
algébrica. Além de apresentarmos resultados importantes & dissertacao e que serao
recorrentes, sobretudo nos dois capitulos seguintes, cujas demonstracoes, quando nao
fornecidas, sao referenciadas.

Dividimos o Capitulo 2 em trés segdes. A secdo de abertura aborda o artigo [30],
apresentando uma proposicao fundamental derivada de [36] e demonstrando uma obs-
trucao a existéncia de variedades quase-Einstein compactas nao-triviais, resultado prin-
cipal do artigo estudado nesta secao. Ja a segunda secao tem por objetivo tratar dos
resultados presentes em [I7], excluindo-se os relativos a variedades Kéhler. Essa pri-
meira parte aborda resultados de rigidez e algumas féormulas fundamentais ao estudo
de variedades quase-Einstein — falaremos mais sobre rigidez adiante.

Ainda sobre o segundo capitulo, a Secdo 3 abarca o artigo [3], seguindo traba-



lhos classicos devidos a Yau [53] e Calabi [I0] com o intuito de analisar limites de
crescimento de bolas geodésicas em produtos warped que sdo também Einstein. E
interessante observar que estes dois pesquisadores concluiram o resultado que inspirou
Barros, Batista e Ribeiro, autores do artigo estudado na secao aqui comentada, inde-
pendentemente entre 1974 e 1975.

O Capitulo 3, bem como o seguinte, trata de variedades quase-Finstein generaliza-
das e é dedicado, em sua primeira se¢ao, aos resultados de [5], que nos fornece também
resultados de rigidez, estendendo férmulas de [I7] a este novo caso e obtendo formulas
integrais. A tltima se¢ao aborda [4] que extende alguns resultados de Barros e Ribeiro
em [5], porém se concentra na rigidez como objetivo central e fornece novas observagoes
a teoria.

No Capitulo 4, estudamos unicamente o artigo [18], da autoria de Giovani Catino.
Embora ele tenha sido o primeiro a tratar de variedades quase-Einstein generalizadas e
este assunto ter sido tratado no capitulo anterior, optamos por aborda-lo a parte, pois
Catino estudou o tensor de Weyl e suas implicacoes a respeito do tipo de variedade
por ele desenvolvido e isto se destaca particularmente na abordagem desta dissertacao.
Neste capitulo, alguns de seus conceitos centrais sao abordados nele mesmo, outros na
Secao 3 do Capitulo 1, devido as suas particularidades.

He, Petersen e Wylie, em [27], entre varias de suas conclusbes e seus estudos
a respeito de variedades quase-Einstein compactas com bordo, as quais denominam
(A, n + m)-Einstein, obtiveram uma versao menos geral da conclusdo principal de Ca-
tino. Porém, salientamos que esse artigo ¢ de grande relevancia e merece destaque por
seus prorpios méritos.

E importante destacar que este conteiido permanece atual e é estudado sob dife-
rentes Oticas. Destacamos o artigo [26], da autoria de Nazareno e publicado 2019,
que trata de uma generalizacao denominada FEinstein-type, que abarca todos os casos
estudados nesta dissertacao. A titulo de curiosidade, uma variedade (M", g) possui es-

trutura Einstein-type se existe uma funcao A € C*°(M) e um campo de vetores suave
X € X(M) tais que

aRic + g/lxg +uX @ X" = (PR + N)g,

para constantes «, 5,1, p € Re (o, 5, 1) # (0,0,0).

Por fim, utilizaremos certas expressoes em inglés devido ao seu uso corrente, a
saber, solitons, almost, warped, flat. Poderiamos traduzi-las, respectivamente, para
"solitons", "quase", "torcido" e "plano", porém perderiam certa forca de expressao.

Além disso, optamos também pelas nomenclaturas em inglés para a classificacao de



variedades quase-Einstein, advindas dos Ricci solitons, em funcao do sinal de A, a

saber shrinking, steady e expanding, que ficard bem definida no Capitulo 2.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados fundamentais ao estudo de
variedades produto warped que sao quase-Einstein, a saber: Métricas e Conexoes Rie-
mannianas, Imersoes e a Segunda Forma Fundamental, Curvaturas e Tensores. Sempre
que possivel, apresentaremos exemplos e relacoes entre os contetdos, que serao a fun-
dagao das investigacoes seguintes a respeito de variedades Riemannianas quasi-Einstein

com produto warped e de suas propriedades.

1.1 Meétricas Riemannianas

Nesta secao introduzimos o conceito de métricas Riemannianas, iniciando pela de-
finicao de variedades diferenciaveis. Sendo um desenvolvimento natural da Geometria
Diferencial, a Geometria Riemanniana se concentra no estudo de entes geométricos
que nada mais sao que entes geométricos que localmente se comportam como abertos
n-dimensionais. Contudo, esses objetos sao estudados apenas intrinsecamente, isto é,
independem do espaco em que estao inseridas.

Uma motivacao determinante para este conhecimento se deu com Gauss em seu
trabalho, publicado em 1827, General Investigations of Curved Surfaces, no qual é
definida uma maneira de calcular o quanto uma superficie se afastava de seu plano
tangente em um dado ponto. O que fora notado por Gauss, relacionando-se fortemente
com resultados anteriores de Euler, era que tal curvatura dependia apenas da maneira
de medir distancias na superficie. Posteriormente, no trabalho Sur les hypotheses qui
servent de fondement a la geométrie em 1854, Riemann deu um passo amais e estendeu
as ideias geométricas de Gauss para as variedades diferenciaveis.

Além de representar um avanco em geometria, como nas questoes filosoficas e Ma-
tematicas a respeito do 5° postulado de Euclides, a nogao de medir distancias em

superficies a partir de produtos internos, que nos dao ainda outras informacoes métri-



1. Preliminares

cas como medidas de curvas e angulos, embora ainda dependentes da maneira de medir
distancias do espaco euclideano, a possibilidade de, em cada ponto, fornecer uma mé-
trica figura uma abstracao crucial nesta nova area, no centro da teoria.

Mais especificamente, uma variedade diferenciavel n-dimensional é um conjunto M
e uma familia de aplica¢oes biunivocas z, : U, C R® — M de abertos U, de R" em

M tais que
1. Uxa(Ua) = M;

2. Para todo par a, 3, com z,(U,) Nx(Ug) = W # 0, os conjuntos z,*(W) e

wgl(W) sao abertos em R” e as aplicagoes xgl o x, sdo diferenciaveis;
3. A familia {(U,, z,)} é maximal com respeito as condigoes 1 e 2.

O par (U,,xs), ou a aplicacdo x,, ¢ também chamado sistema de coordenadas
locais, estrutura diferencidvel, parametrizacao ou, simplesmente, de carta — é também
comum denotar um sistema de coordenadas locais por (U,, ¢, ). Perceba que z, é um
homeomorfismo sobre sua imagem.

Por um abuso de notagao, a menos de mencao contraria, z : U C R" — M

representara uma carta local e, dado p € M e ¢ = z7'(p), 0s vetores X; = 5 (q) =
i
dx(e;), i = {1,...,n}, formardo uma base para o espaco tangente de M em p, T,M.

Quando for indicada uma variedade por M™, o sobreindice indicara a dimensao de
M.

Observacao 1.1. Uma estrutura diferencidvel em M™ induz uma topologia nela de
maneira natural. A saber, definindo que U C M € um aberto de M se ;' (UNx,(Uy,))
¢ um aberto de R™ para todo «. Verifica-se, a partir desta definicao, que as condi¢oes
topoldgica para os abertos em questdo sao vdlidas. Note que a topologia € definida de

modo a x,(U,) ser aberto e x, ser uma aplica¢io continua, para cada .

O espago euclideano R™ com parametrizacao dada pela aplicacao identidade é um
exemplo de variedade diferenciavel, dito trivial. Um outro exemplo é a esfera unitaria de
R™*1. S", com a estrutura diferencidvel advinda da inversa da projecao estereografica,
isto &, {(R", ¢, ")}, k= {1,2}, em que ;' : R* — S"—{N}eg,' : R* — S"—{-N},
como pode ser visto em [32]. O que segue é um caso intimamente envolvido no que

serd explorado mais adiante nesta dissertacao.

Exemplo 1.1. Sejam M e N duas variedades diferencidveis com estruturas diferen-
cidveis {(Un, o)} € {(Vs,ys)}, respectivamente. Entao o produto cartesiano M x N
¢ uma variedade diferencidvel com a estrutura {(U, X Vs, 245)}, onde za5(p,q) =

(2a(p),ys(q)), p € Ua, q¢ € Vs, de modo que as projegoes m1 : M x N — M e

7



1. Preliminares

0: M x N — N sao diferencidveis. Com tal estrutura, M x N é chamada variedade
produto de M por N.

Ha uma sutil diferenca na definicao de variedades diferenciaveis com bordo em com-
paracao com a anterior. De maneira sucinta, uma variedade diferenciavel n-dimensional
com bordo é é uma variedade nas condi¢oes anteriormente apresentadas, mas cujas pa-

rametrizacao sao tomadas em abertos relativos do semiespaco superior de R",
H" ={z e R": 2z, <0}.

Sabemos que o conjunto de pontos interiores de H", IntH", é formado pelos pontos de
R™ tais que x,, > 0 e sua fronteira, denotada por OH", é formada por aqueles tais que
x, = 0.

Um ponto p € M é dito interior, denota-se p € IntM, se é imagem de algum ponto
de IntH" por alguma carta coordenada, e € chamado ponto de fronteira, isto é, p € OM,
se ¢ imagem de pontos de OH" via alguma carta. Exemplos basicos de variedades com
bordo sao o proprio semi-espaco superior, a bola unitaria fechada de R™ e o hemisfério
superior da esfera unitaria (n — 1)-dimensional, chamada D"~!. Para mais informagoes
a esse respeito, consultar a referéncia [32].

Uma wvariedade Riemanniana, denotada como (M, g), é uma variedade munida de

uma métrica g, dita Riemanniana, nas condigoes da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana), em uma va-
riedade diferencidvel M, € uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um
produto interno {, >p, isto €, uma forma bilinear, simétrica e positiva definida, em T,M,

que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: se x é um sistema de coordenadas

g 0
locais em torno de p, com x(xq,...,z,) € z(U), entao ( =—,=— ) = ¢ij(x1,...,2,) €
a.’lfi al‘j

uma funcao diferencidvel em U.

Deixaremos de indicar o indice p em (| >p sempre que nao houver possibilidade de
confusao. As funcoes g;; = g¢;; sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no
sistema de coordenadas x : U C R" — M.

Dada g uma métrica Riemanniana em uma variedade M, g é dita conforme a g
quando existe uma funcao suave 1) em M tal que § = e*¥g. Se v é constante, a métrica
nao altera a "forma'da variedade, que se mantem a mesma a menos de contracao ou
distencao global. Mais adiante, trataremos melhor deste tipo de métrica e das altera-
coes por ela causadas nas ferramentas de analise da variedade.

Diz-se que M é uma wvariedade compacta com bordo se M é uma variedade com

bordo e um espago topologico compacto.



1. Preliminares

Nos é importante o estabelecimento da seguinte nogao de equivaléncia para a mé-

trica e, em seguida, alguns exemplos fundamentais.

Definicao 1.2. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N, ou seja, uma funcao diferencidvel bijetiva e com inversa diferencidvel, é chamada

uma tsometria se
(u, U>p = <dfp(u)’ dfp(v»f(p) )

VpeM, u veT,M. A métrica (-,-), = (dfp(-),dfp()) s, € dita a métrica induzida

por [ em M, também chamada métrica do pullback.

Exemplo 1.2. M = R" com X; identificado com e; = (0,...,1,...,0), isto é, apenas
a i-ésima coordenada é nao nula e igual a 1. A métrica dada por (e;,e;) = ;. A
geometria métrica do espaco euclidiano n-dimensional R™ é chamada geometria métrica

euclidiana.

Exemplo 1.3. Considerando mais uma vez a projecao estereogrifica ¢y : S"—{N} —

R™, a métrica do pullback em S™ — {N} € dada em coordenadas por

9 2
gi; = (ng) 61‘]‘7 (1~1)

em que y € R". Esta é a métrica candnica da esferﬂ.

1.2 Conexoes Riemannianas e Referencial Geodésico

Como introduzimos na secao anterior, a Geometria Riemanniana tem por escopo o
estudo de entes intrinsecos as variedades diferenciaveis e as relagoes entre eles. Uma
importante nogao, neste sentido, ¢ a de derivada covariante, isto é, derivar sobre o
ponto de vista da variedade, sendo uma generalizacao das derivadas direcionais. Em
Geometria Diferencial de superficies, dizemos que a derivada covariante de um campo

de vetores w : I — R? tangentes a uma superficie S ao longo de uma curva o : I — S é

Dw

25, conceito dependente apenas

a projecao ortogonal de Cg—“; sobre T},;)S, denotada por
da primeira forma fundamental. No caso da geometria de objetos estudados indepen-
dentemente do espaco em que estao inseridos, desenvolveu-se uma outra maneira de
definir esta derivacao, uma vez que nao faria sentido projetar vetores externos aos es-

pacos tangentes ortogonalmente nestes espagos. Surge ai a nocao de conexao.

1Com efeito, como a esfera ¢ uma subvariedade mergulhada de R"*!, a aplicacdo inclusio, dada
em coordenadas pela projecao estereogréfica, induz a métrica g;; como no exemplo. Para mais infor-
magoes, ver [32].
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Neste contexto, faz sentido questionar, do ponto de vista de sistemas de coorde-
nadas, se ha algum que seja melhor calculisticamente em geral. Relacionando-se inti-
mamente com o conteiido de conexoes e derivadas covariantes, tem-se as coordenadas
normais, ou geodésicas, como exemplar de uma estrutura computacionalmente ideal
para nosso propoésito. Para chegarmos ao seu conceito, que convergird na nogao de
referencial geodésico, passaremos brevemente pelo estudo de geodésicas com o intuito
de melhor contextualiza-lo. Omitiremos a demonstragao de diversos resultados que, a
menos de men¢ao contraria, estao disponiveis em [I5].

O ente geométrico que definiremos a seguir tem importancia central na teoria, entre
outras coisas, pela sua funcao como derivada covariante, bem como para o calculo da
divergéncia de campos e tensores. Procederemos com a definicao de conexao Rieman-
niana, derivacao covariante de campos de vetores tangentes, algumas de suas relagoes
e aspectos fundamentais e, finalmente, geodésicas, coordenadas normais, referencial
geodésico e propriedades. Nas secoes subsequentes, recorreremos ao que aqui foi apre-
sentado com o intuito de definir derivacao covariante de tensores, tensor curvatura, a
curvatura de Ricci e a hessiana de aplicacoes que assumem valores reais definidas em

variedades.

Definicao 1.3. Um campo vetorial X € uma aplicacio continua que associa, a cada

ponto p € M, um vetor tangente X (p) = X, € T,M.

A derivada de uma funcao f : M — R na direcao de um campo Y é dada por

Vyf=Y(f)=(V].Y),

em que grad(f) = V[ é dado em coordenadas locais, ou seja, Vf = %Xi.

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores C* em M e por C*°(M)

o espaco das func¢oes reais de classe C*° definidas em M.

Definigao 1.4. Uma conexdo Riemanniana em uma variedade Riemanniana (M, g) €
uma aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) N VxY e que cumpre:
i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
i) Vx(fY) = fVxY + X([)Y,
w) Xg(Y,Z)=g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ), (Compatibilidade com a métrica)

10
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v) VxY — VyX = [X,Y], (Simetria)
em que X, Y, ZeX(M)ef, geCoM).

Chamamos a propriedade (i) de linearidade da conexao no indice — linear relati-
vamente a C*°(M). Uma conexao satisfazendo as propriedades (i) a (iii) ¢ dita uma
conexdao afim. Assim, uma conexao Riemanniana é uma conexao afim que é compativel
com a métrica Riemanniana g de M e que ¢ simétrica.

Dada uma parametrizacao (z,U) de M™, dizemos que
VX, = Zr X}, (1.2)

em que os coeficientes Ffj da conexao V em U sao funcoes diferenciaveis denominadas
simbolos de Christoffel.

A propriedade de simetria, (v), para a conexao Riemanniana nos da que

De fato, o colchete de X; e X; é dado por [X;, X;| = X;X; — X, X, o que, por sua vez,

dada f € C>(M), of "

8[Eia$]’ B 8xJ8xZ =0

[Xi, X;1(f) =

Isso nos d4, ainda, que Fk = Ffz, donde a justificativa para a nomenclatura da propri-
edade.

Dados X, Y € X(M) tais que

X=>,uXieY =3 yXj,

teremos
VXY == ZJ,’ZVX1 (Z ijj>
( J
=Y wy Vx X+ wiXi(y) X
ij ij
Portanto,

VxY = Z(ZWJP +X(y ))Xk. (1.4)

Podemos obter um exemplo elementar no trato de conexoes, o de conexoes em um
espaco euclieado. Este exemplo é particularmente interessante, pois esta atrelado ao

desenvolvimento de referenciais geodésicos, que veremos mais adiante nesta secao, vide

11
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[9].

Através da identificagdo do espaco tangente de R™ com o proprio R e, consequente-
mente, enxergando os vetores tangentes como vetores neste espaco, podemos considerar
campos vetoriais em R™ como aplicacoes suaves do espaco nele mesmo, donde temos

que a conezrdo euclideana é a aplicacdo V : X(R™) x X(R") — X(R™) é dada por
(VxY), = dY,(X,),

isto ¢, como a derivada direcional do campo Y em p na diregdo de X, e dY,(X,) ¢é

uma diferencial.

Exemplo 1.4. Tomando as coordenadas candnicas do espaco euclideano, temos que

Y = A
VX Z i (‘39@ 8:ck

i k=1
n 9

=N X ()2

; ()5,

Comparando o iultima igualdade a (1.4), concluimos que Ffj =0,Vi,j,ke{l,--- ,n}.

Dos calculos antepostos, segue que, dados X,Y,Z € X(M), obtemos uma "regra
do produto", que segue uma estrutura semelhante a de derivada direcional vélida no

espaco euclideano, para conexoes compativeis com a métricaEl dada por
Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X, VzY).

O Teorema a seguir estabele que é possivel obter, univocamente, conexoes Riemanni-

anas a partir de métricas Riemannianas dadas.

Teorema 1.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, ezxiste uma tnica

conexao Riemanniana em M.

A conexao Riemanniana univocamente relacionada com (M, g) é determinada pela

formula de Koszul a seguir

(Z,VyX)=  HX (Y, Z)+Y (Z,X) - Z(X,Y) (1.5)
- <[X7 Z]7Y> - <[Y, Z]7X> - <[X7 Y]? Z>

2De fato, uma conexdo em uma variedade Riemanniana é compativel com a métrica se, e so se,
essa regra tipo produto é valida. Este fato é mais claramente verificado em rela¢ao a correspondéncia
entre campos e suas derivadas covariantes ao longo de curvas, mas nosso propoésito é apenas apresentar
estes itens. Consulte a referéncia [I5] para mais informagdes.

12
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Note que essa conexao depende da métrica. Em virtude do Teorema anterior, a conexao
acima determinada por ([1.5) é também chamada de conexdo de Levi-Civita. Ainda a

partir da féormula anterior, obtemos

S = 3 e e
ij ik = 5 axigjk axjgm 01‘ng] )

em que g;; = (X;, Xj).

km) como sendo a inversa da matriz (g, ), teremos ainda

e 1f0 0 0 o
ij 92 al’ig]k axjgkz axkgm g .

Considerando a matriz (g

que

A ultima equacao é a expressao dos simbolos de Christoffel da conexdo Riemanniana
em termos dos g;; dados pela métrica.

A proposicao a seguir estabelece que a nocao de conexoes nos confere uma forma
de derivar campos de vetores ao longo de curvas, derivada covariante, o que também
nos permite discorrer a respeito de aceleracao de curvas como veremos posteriormente

para geodésicas.

Proposicao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao Riemanniana

V. Entao, existe uma unica correspondéncia que asssocia a um campo V ao longo de

ZDV

S a0 longo de a, denominado

uma curva o @ I — M um outro campo vetoria

derivada covariante de V' ao longo de «, tal que:
a) 2(V+ W) =LY+ 2%

b) %(fV) = V+ fev o> em que W é um campo de vetores ao longo de c e f ¢ uma

fungao dzferencmvel em 1.

¢) Se V' é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(a(t)),
G = VY

A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [I5]. Ademais, a proposigao

anterior e a equacao (|1.4) nos permitem inferir que

DV dvk “ 0l:1:Z

7,]7

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um

campo vetorial V' ao longo de uma curva o : I — M é chamado paralelo quando
DY =0,Vtel

13
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Perceba que a compatibilidade de uma conexao e uma métrica Riemanniana, pro-
priedade (iv) da Defini¢do 1.4, nos permite deduzir que, dados dois campos paralelos

Py e P; ao longo de uma curva «,
(Py, Py) = constante. (1.7)
De fato, pela propriedade supracitada e o item (c¢) da Proposicao 1.1,

V(Po, ) = (Ve Po, Pr) + (Po, Vi Pr)

DPF, DP
<dt’ >+< O dt>

0.

Dy'(t)
dt

da expressao (|1.7) que o comprimento de uma geodésica é constante. Note que, pela

Dizemos que uma curva v : [ — M é uma geodésica quando = 0. Segue
equacao ([1.6) e pela Definicao 1.5, para uma curva a: [ — M e V = o/, expressando
« localmente em uma parametrizagao x por z~! o a(t) = (x(t), ..., x,(t)), temos que
a ¢ uma geodésica se, e somente se,

n
d2xy, dl’z dl‘j k

a2 g
2,j=1

=0,k=1,..n.

Segue dai que geodésicas sao solucoes de uma equacao diferencial linear de segunda
ordem nao-linear. Como consequéncia do teorema de existéncia e unicidade de solucoes

de equagoes diferenciais ordinarias, temos o resultado a seguir, vide [15].

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dado p € M, existem V C M

uma vizinhanca de p, 6 > 0 e e > 0, e uma aplicagciao C*,
v:i(=6,0) xU — M,U={(q,v) : g€ V,veT,M,|v| <e},

tais que a curva t — ~y(t,q,v),t € (=6,9), € a unica geodésica de M passando por q

com velocidade v no instante t = 0, para cada q € V e cada v € T,M, com |v| < e.

Dadop e M ev € M, seja v : (—d,d) — M a unica geodésica tal que v(0) =p e
+'(0) = v, definimos v nestas condigdes por y(t, p,v). Nao é dispendioso verificar que,

dado a > 0,

t
7(757]97@) =7\ —-,pav |,

a

em que 5(t) =~ (2, P, v) esté definida no intervalo (_75, %) Esta propriedade é chamada

de homogeneidade. Derivamos daqui e da Proposicao anterior o que segue.

14
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Proposicao 1.3. Dado p € M, existem uma vizinhanca p € V em M, € > 0 e uma

aplicacao C°,
v:(=2,2) xU — MU ={(q,v) : g€ V,veT,M,|w|l <ce},

tal que t — (t,q,w),t € (=2,2), € a Unica geodésica passando por q com velocidade w

no instante t = 0, para cada ¢ € V e cada w € T,M, com |w| < e

Embora a apresentagao de geodésicas nao fosse uma temética crucial nesta disser-
tacao, sua contextualizacao ¢ elementar para a definicao de coordenadas normais e,
por conseguinte, referencial geodésico, sendo este tltimo crucial para os procedimen-
tos que assumiremos nas secoes e capitulos subsequentes. Antes de finalizarmos, com
a definicao desses pontos, comentaremos alguns outros pontos relativos ao estudo de

geodésicas.

Definicao 1.6. Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a aplicacio exponen-

cial em p € M por
exp,: U C T,M — M,
v — y(1,p,0)

em que U € um aberto de T,M em torno da origem.

Observe que a existéncia do aberto U é justificada pela Proposi¢ao[1.3] Além disso,

a propriedade de homogeneidade nos da que
v
7(17 q, w) - ’Y(|U|a q, m)
A aplicacao exponencial é diferenciavel, em virtude de v ser suave. Definindo, ainda,
exp, B.(0) cT,M — M

por exp,(v) = exp(q,v), em que B(0) & a bola de raio ¢ > 0 centrada na origem de
T,M, temos a proposicao seguinte que nos serd muito 1til na construcao do objetivo

desta segunda metade da secao.

Proposicao 1.4. Dado q € M, existe ¢ > 0 tal que exp, : B(0) C T;M — M ¢é um

difeomorfismo sobre sua imagem, que € um aberto de M.

Demonstragao. Procederemos com o calculo de d(exp,)o. Com efeito, calcular d(exp,)o
¢ equivalente a computar < (exp, o a(t)), em que a(0) = 0 ¢ o/(0) = v, ¢ suficiente

tomarmos «(t) = tv, donde

15
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d(equ)o(v) = dt<equ o a(t)) o= %(equ(tv)) o
= Lo aw)|_ = S0ta)|

Portanto, d(exp,)o ¢ a identidade de 7, M, donde, pelo Teorema da Funcdo Inversa.

exp, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanga de 0. ]

Suporemos, como na hipétese da proposicao, que a vizinhanca da origem de 7, M
que torna exp, uma difeomorfismo, quando restrito a tal vizinhanca, ¢ uma bola B.(0).
exp,(Be(0)) = V ¢ dita vizinhanga normal de ¢ — neste caso particular, dizemos que
V = B.(q) C M éuma bola normal (ou geodésica) de centro q e raio e. Uma consequén-
cia direta disto é a existéncia de um sistema de coordenadas por meio da aplicacao

exponencial.
Definig¢ao 1.7. Dada uma base ortonormal {b;}I—, de T,M, seja E : R* — T,M o
1s0morfismo natumﬁ entre esses espacos. A aplicagdo dada por

exp, 0 E: E7'(B(0)) CR" — M

¢ denominada sistema de coordenadas normais ou geodésicas.

Tal sistema ¢ ideal sob certo sentido pratico e aproxima metricamente M"™ do R".
Ademais, obtemos uma importante ferramenta no calculo de conexoes. Mais adiante,
exibiremos algumas de suas propriedades. Antes, no entanto, definamos referencial

local.

Defini¢ao 1.8. Um conjunto {E;}!, é chamado um referencial local em torno de
p € M se (Ei(q)i, € uma base de T,M, para cada q € U uma vzinhanga de p em M.
Um referencial € dito global quando é um referencial local em torno que qualquer ponto

da variedade.

Proposicao 1.5. Seja V uma vizinhanga normal de q e (x4, ...,x,) um sistema de

coordenadas geodésicas em q. Nestas coordenadas,
i) gij(q) = 0ij;
ii) FZ(Q) =0;

m) gw =

3Esse 1somorﬁsmo é dado por E(z1,...,x5) = 2101 + ... + zpby,.
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Da proposicao anterior, pode-se notar o porqué de esse sistema de coordenadas ser
usual. Fora apresentado, na secao anterior, o conceito de referencial, porém existem
classes especiais de referenciais, dentre os quais esta o ente que justifica a abordagem

de geodésicas e aplicacao exponencial, que sao tteis no calculo em variedades.

Definicao 1.9. Um referencial é dito ortonormal quando {E;(p)}i_, é uma base orto-
normal de T,M para cada p € M. Finalmente, dizemos que um referencial é geodésico

em p € M se {E;(p)}i, € uma base ortonormal de T,M e Vg, E; =0, Yi,j=1,...,n.

Dado um sistema de coordenadas locais (z') em uma variedade Riemanniana M™",

9
ox?

vetores coordenados, submetido ao sistema de coordenadas dado. Assim sendo, temos

obtemos diretamente um referencial local dado por ( ), isto é, por um campo de
que um referencial geodésico local é obtido como campo vetorial submetido a um
sistema de coordenadas geodésicas.

Observe que, pela definicdo anterior, dado um referencial {F;}" ,, todo campo de

vetores X € X(M), pode ser expresso como

X = i .CL'Z'EZ'7
i=1

em que z; : M — R sao funcoes diferenciaveis. Deste ponto em diante, todo referencial

que tomarmos serd geodésico a menos de mencao contraria.

1.3 Imersoes e a Segunda Forma Fundamental

Exploraremos nesta secao os pré-requisitos necessarios a tltima secao do Capitulo
3. Iremos tratar do conceito de segunda forma fundamental, a partir de imersées. A
abordagem aqui considerada tem por intuito estabelecer uma generalizacao do conceito
de segunda forma fundamental em superficies — veremos mais adiante uma reducao a
superficies de um dos conceitos apresentados. A métrica induzida, que explanamos na
primeira secao, confere as imersoes a propriedade de serem também isometrias, o que
nos fornece uma série de propriedades induzidas, mas que nao iremos explorar a fundo.
As referéncias principais desta segao sdo [15], 32].

Na Secao 1, conceituamos isometria como sendo um difeomorfismo f : M — N

entre variedades Riemannianas tal que
(u,v), = (dfyp(u), dfp(uv)) ¥V p € M,u,v € T,M.

Daremos agora o conceito de imersao.
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Definicao 1.10. Uma aplicacao diferencidvel f - M — N € dita uma tmersdo em

p € M quando sua derivada neste ponto € injetiva, isto €, quando
dfy - TyM = Tipe) N

é injetiva. Se f € uma imersao em todos os ponto de M, diremos somente que f €

Uma 1mersao.

Perceba que toda isometria é, de fato, uma imersao, posto que é um difeomorfismo.

O resultado a seguir encontra-se em [32].

Proposicao 1.6. Seja f : M — N uma imersao. Entao f(M) é uma subvariedade

imersa de N.

Passaremos a tratar da sequnda forma fundamental, um ente que possui forte relagao
com imersoes.

Seja f : M — N uma imersdo com n > m,n = dim (N) e m = dim (M). Pelo
Teorema do Posto, existe uma vizinhanca U, C M de cada p € M tal que f‘Up :
U, = f(U,) é uma imersao injetiva, logo f(U,) C N é uma subvariedade de N. Dali,
existe uma vizinhanga V.C N de f(p) e um difeomorfismd] ¢ : V. — A C R™ em
um aberto A de R™ que aplica f(U,) NV difeomorficamente em aberto do subespaco
R™ C R™. Identificaremos U, com f(U,) e v € T,M, q € U,, com df,(v) € Ty N, por
simplificacao de notacao.

Para cada p € M, o produto interno em TN o decompoe na soma direta
TipN =TeM & (TpM)™, (1.8)

com a identificdo natural de T,M C Ty, N pela imersao, observando que f(T,M) é
isomorfo a T,M, e (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T N. Assim, se

v € Ty, N, podemos escrever
w=w"+wtw" e T,Mw" € (T,M)"*,

em que w! e w sdo, respectivamente, as componentes tangencial e normal do vetor
w. Perceba que podemos obter uma base para o espaco tangente a N em f(p) como a

unido de uma base de T,M e outra de (7},M)*, donde as aplicagoes

(p,w) = (p,w?) e (p,w) = (p,w)
sao diferenciaveis enquanto aplicacoes do fibrado tangente T'N em si mesmo. Deste

modo, podemos calcular conexdes nos espagos da soma direta (|1.8)).

4A existéncia deste difeomorfismo é garantida pela cartas locais de N.
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Sejam X e Y campos vetorias locais em M e X, Y extensoes locaia N. Denotando

a conexao Riemanniana de N por V, definimos

VxY = (VgY).
Esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M — nao é dispendioso
verificar este fato, porém uma demonstracao disto encontra-se em [36].

Definiremos a segunda forma fundamental da imersao f : M — N. Mas, antes,

definamos um outro ente. Dados X,Y campos locais em M,
B(X,Y) = VY

¢ um campo local em N normal a M. Perceba que B(X,Y') ndo depende das extensoes
X,Y. De fato, se X, é uma outra extensdo de X, segue das propriedades de conexdes
que

(VxY —VxY)— (Vg,Y = VxY) =Vx 5 Y

se anula em M ji que X — X se anula em M e, assim, B(X,Y') ndo depende da extensio
de X. De maneira andloga mostra-se que nao hi dependéncia de extensoes de Y em
mesmas trajetorias de X. Dessa maneira, B(X,Y) esta bem definida como aplicagao,
além de possuir as propriedades presentes na proposicao a seguir. A demonstracao das

proximas proposigoes encontram-se em [I5].

Proposicao 1.7. Se X, Y € X(U,), a aplicagio B : X(U,) x X(U,) = (X(U,))* dada
por
B(X,Y)=VxY

€ bilinear e simétrica.

Dadop € M e n € (IT,M)*, a aplicagao H, : T,M x T,M — R dada por
Hn(x,y) = <B(.T,y),77> 7x7y € TpMa

que &, pela Proposicao[1.7], bilinear e simétrica. Finalmente, definamos a segunda forma

fundamental.

Definicao 1.11. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
I, (z) = Hy(z,z)

¢ chamada de segunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal n.

Esta extensao é decorre do Lema de Extensdo. Nao o enunciaremos aqui, mas indicamos ver [32].
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Note que a aplicacao bilinear H, ¢ associada a uma aplica¢ao linear autoadjunta
Sy TyM — T,M por

(Sn(x),y) = Hy(w,y) = (B(x,y),m) - (1.9)

Podemos estabelecer uma conexao entre este tema e o que serd abordado na secao
seguinte notando que H, é um 2-tensor covariante e, por ser simétrico, admite uma
representacao que corresponde justamente a — que veremos ser valido para todo
2-tensor covariante simétrico.

A proposicao a seguir nos fornece uma expressao da aplica¢ao S, em termos da

derivada covarienate.

Proposic¢ao 1.8. Sejap € M,z € T,M en € (T,M)*. Sendo N uma extensdo local

de n, temos

Neste caso, H,(z,y) = <VxN, y>, j& que y é um vetor tangente.

Dado p € M en € (T,M)*,|n| = 1, a simetria da aplicagao S, : T,M — T,M nos
diz que existe uma base ortonormal de autovetores {e;}7; de T,M com autovalores
{Ni}m, associados, isto é, Sy(e;) = Nej, 1 <4 < m. Se M™ e N™*! estdo munidas
de uma orientagéoﬂ entao o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos que,
sendo {e;}™, uma base na orientacao de M, {e;}!, U{n} seja uma base na orientacao
de N. Neste caso, denomina-se e; diregcoes principais e \; curvaturas principais de f.

Assim sendo, a aplicacao curvatura média de f é definida por

Hp) = (3N (1.10)

Ainda em consideracao & estrutura presente no paragrafo anterior, em virtude da
Proposicao e sabendo-se que g(e;,n) =0 — W@n, 8j> = — <77,vai8j> 1< <

m, segue que
m+1
=k
Ai = (Sy(ei), ei) = <77, Z Fn’ek> ;
i=1
=m+1

=k ) . .
em que [';; representa os simbolos de Christoffel em N e e,,11 =n. Assim, \; = [';
Os 1ltimos dois entes que definiremos nesta secao serao: imersao geodésica e imer-

sao umbilica. Vamos a eles.

6Nao definiremos o conceito de orientagao, mas indicamos consultar [32] para uma discussio mais
aprofundada.
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Definicao 1.12. Dizemos que uma imersiao f : M™ — N™ ¢ geodésica em p € M
quando, para todo n € (T,M)*, a seqgunda forma fundamental I1, ¢ identicamente nula

em p. A imersao f serd totalmente geodésica quando for geodésica para todo p € M.

Definicao 1.13. Uma imersio f : M™ — N™L ¢ umbilica em p € M se a aplicagao

B de f em p satisfaz
(B(X,Y),n) = Ap) (X,Y),\p) € R,VX,Y € X(M),Vn e (T,M)".

Se a imersao for umbilica para todo p € M, dizemos que ela € totalmente umbilica.

Observacao 1.2. O conceito de imersao umbilica aqui apresentado trata-se de uma
generalizacdo do conceito de umbilicidade em superficies. De fato, por (1.9)), a equagdo
presente na Definicao equivale a dizer que as curvaturas principais de S, em p $ao

todas iguais a A\(p) o que, no caso de superficies, implica em p ser um ponto umbilico.

Segue das consideracoes anteriores que, em uma imersao umbilica em p € M,

Alp) = H(p).

1.4 Tensores e Curvatura de Ricci

O conceito de tensores, também chamados de covetores, esta para o calculo em
variedades como um ente correlato aos estudos de campos vetoriais e funcoes em va-
riedades, sendo, em linhas gerais, um funcional linear em um produto cartesiano de k
copias do espaco tangente a uma variedade suave — aqui trataremos do caso Rieman-
niano — M"™ em um dado ponto p. Este ente ¢ um elemento do espago dual a (T, M)*,
que se configura em um moédulo sobre C*°(M). Apresentaremos algumas das relacoes
fundamentais envolvendo tensores que sao basilares para o propoésito deste trabalho.
Sendo uma generalizacao de campos vetoriais, podemos também derivar tensores co-
variantemente, além de tomar sua divergéncia a partir de tal derivacao.

Um k-tensor, ou k-tensor covariante, 7" ¢ uma aplicagdo k-linear em C*°(M) da

forma

T:X(M)x - X X(M)— C(M).

[

~
k fatores

Esta definicdo é geralmente utilizada para tensores mistos, isto é, que sao também
contravariantes. A denominacdo covariante é geralmente associada ao caso em que
consideramos T como aplicagao em (7,M)*, mas a utilizaremos como fora definida. E

também comum a notagdo (1, k)-tensor para definir T(X7, -+, Xj)(p) € R, isto é,
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T:T,M x ---x T,M — R.

TV
k fatores

Antes de definirmos a derivada covariante, é interessante destacar que se T é um
(1,2)-tensor em uma variedade Riemanniana, entdo podemos associd-lo a um tnico

(1, 1)-tensor, que também denotaremos por T, da seguinte forma
T(X,Y) = g(T(X),Y). (L11)

Basta observar que, pela linearidade de tensores e sendo X = Y " z;E; ¢ YV =
Yo yiEy, T(X,Y) =370 2y, T(E;, Ej). Assim, se definirmos

1,j=1

teremos

g(T(X),Y)= > amT(E;, E;)g(Ey, Er) = Z%?Jg (B Ej)

i,5,k=1 ,5=1

— T(X,Y).

A unicidade segue.
Definiremos agora um ente chamado produto tensorial que nos serd importante nos

capitulos seguintes.

Definicao 1.14. Dados T um k-tensor e S um l-tensor covariantes em uma variedade

Riemanniana M, o produto tensorial de T por S

TS : X(M) x - x X(M) — C=(M)

7

~
k + 1 fatores

€ dado por
T®S(X1, -, X)) =T(Xq, -+, Xi) S (Xig1, -+, Xiet),

sendo assim um (k + [)-tensor.

Um objeto geométrico de grande relevancia nos estudos da classe de variedades
abordada neste trabalho é a hessiana de uma funcao — sua importancia ficara clara
quando apresentarmos a definicao de uma variedade m-quase-Einstein e faremos uso

deste objeto ainda nesta secao.

22



1. Preliminares

Definicao 1.15. Seja f € C*°(M). A hessiana da funcio f, denotada por Hess(f) ou

V2f, € o0 2-tensor simétrico
V2F(X,Y) = (VxV[,Y), X, Y € X(M).

A regra do tipo produto presente na Secao 2 deste capitulo nos permite reescrever
V2f como

VIA(X,Y) = X(Y(f) = X(V(f))-

Definigao 1.16. Dado X € X(M), a derivada covariante do k-tensor T na diregao do
campo X € o (k + 1)-tensor definido como

VxT( Xy, Xp) = X(T( Xy, X)) =T (Vx X, oo, X)) = =T( Xy, -, Vi Xp).

A partir dai, definimos a divergéncia de um tensor.

Definicdo 1.17. Seja X = (X1, -+, Xp_1) € X*"Y(M), a divergéncia de um k-tensor
T é o (k—1)-tensor

(div(T)(X) = VpT(X1,- Xp1, ). (1.12)

i=1
A partir de (1.11), para um (1, 2)-tensor simétrico e X € T,M,
(div(T))(X) = Y [E(T(X, E;)) = T(VE,X, E;)]

i=1
n

=Y [Eg(T(X), E) — T(E;, V5, X)]

i=1

— div(T(X)) — iT(Ei, Vi X), (1.13)

em que div(7(X)) é a divergéncia do campo T'(X). Além do mais, a divergéncia de

uma funcao f multiplicada por um tensor 7' é dada por
(div(fT)(X) = T(X,Vf) + [(div(T))(X). (1.14)

Segue destas consideracoes que a divergéncia do produto tensorial df ® df(X,Y) =
(Vf,X)(Vf,Y)édada por

div(df @ df)(X) = Af (Vf, X) + V2f(V ], X). (1.15)
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Definicao 1.18. O tensor curvatura algébrica R de uma variedade Riemanniana M
associado a um par X,Y € X(M) é uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) ¢ dada
por

R(X, Y)Z =VxVyZ -VyVx7 — V[ny]Z, Z € X(M), (116)
em que V € a conerao Riemanniana de M.

A respeito deste ente central nos estudos de Geometria Riemanniana, temos duas
propriedades béasicas e muito lteis, como vemos na proposicao adiante — suas demons-

tracoes podem ser encontradas em [41].

Proposicao 1.9. Dados X,Y, Z, W € X(M), o tensor curvatura algébrica satisfaz as

sequintes propriedades

(a) R satisfaz uma propriedade de permutacio ciclica chamada primeira identidade
de Bianchi:
R(X,)Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0.

(b) VR satisfaz uma propriedade de permutacao ciclica chamada sequnda identidade
de Bianchi:

(VR)(X, Y)W + (VxR)(Y, 2)W + (VyR)(Z, X)W = 0.

Note que, formalmente, o tensor curvatura algébrica nao é de fato um tensor, po-
rém esta nomenclatura é corrente e serd também assumida aqui. Um tensor, de fato,

derivado da definicao anterior é o tensor curvatura de Riemann, um 4-tensor dado por

Rm(X,Y, Z,W) = (R(X,Y)W, Z), X.Y,Z,W € X(M). (1.17)

Este tensor possui propriedades de simetria que nos serao tteis. Contudo, antes de
apresenté-las, daremos a definicao de curvatura seccional, ente importante no estudo

da geometria e que utilizaremos mais adiante.

Definicao 1.19. Seja p € M e 1l, C T,M um subespago bidimensional. A curvatura
seccional K(II,) € definida por

Rm(EZ, Ej, E“ Ej)

K(Hp) = ‘Ez « EJ'P )

em que {E;, E;} € uma base do subespago 11,.

A definicao anterior independe da escolha da base. Tanto a demonstracao desse

fato quanto a da proposicao seguinte podem ser encontradas em [I5].
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Proposicao 1.10. Dados X,Y, Z, W € X(M), tem-se que
(a) Rm(X,Y, Z, W) + Rm(Y, W, Z, X) + Rm(W, X, Z,Y) = 0.
(b) Rm(X,Y, Z,W) = —Rm(Y, X, Z, W).
(¢) Rm(X,Y, Z,W) = —Rm(X, Y, W, Z).
(d) Rm(X,Y, Z,W) = Rm(Z, W, X,Y).

Seguindo a definicao preliminar, temos a definicao — adotada nesta dissertacao —

para a curvatura de Ricci. A saber,

Definicao 1.20. O tensor curvatura de Ricci, ou apenas curvatura de Ricci, € o 2-

tensor Ric : X(M) x X(M) — C*(M) dado por

n
Ric(X,Y) =Y (R(X, E)E;,Y). (1.18)
i=1

Em geral, denotaremos a curvatura de Ricci por Ric(X,Y), com X,Y € T,M, omi-
tindo o ponto no qual ela é avaliada. Além disso, dada uma constante A € R, dizemos
que uma variedade é Einstein quando Ric = Ag. Se A = 0, Ric = 0 é dita Ricci flat. O
traco do tensor de Ricci em um ponto p € M é chamado de curvatura escalar e sera
denotado por R(p), isto ¢, R(p) = D", Ric(E;, E;).

Provaremos uma série de lemas e exibiremos alguns resultados que sao bastante uti-
lizadas em estudos de métricas quase-Einstein e, logo, surgirao em diversos momentos
dos proximos capitulos de maneira direta ou indireta. Como dito na secao anterior,
reforcamos que todas as demonstracoes que recorram a referenciais tratadas nestas

dissertagao serao efetuadas, salvo menc¢ao contraria, em referenciais geodésicos.

Lema 1.2. Dada uma fun¢ao f € C°(M), vale a sequinte identidade
div(V2f) = Ric(Vf) + VAY. (1.19)
Demonstracao. Seja X € X(M), entao, pela defini¢do de divergéncia de tensores,

(div(V2O)X) = Y BV (X, E) - V2 f(VEX, E)|

M- 11

[EZ- (VxV /[, E;) — <VVEinf’ EZH

1

1

I
NE

[<inVXVf, Ei) — <VinXVf, E1>] (1.20)

1

..
I
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Agora, umma vez que, por ‘) R(EZ7 X)Vf = VEZvaf_vaElvf_v[E“X]vfa

inferimos

<VEZVXVf, Ez> = <R(EZ, X)Vf + VXVEZVf + V[E“X]Vf, El> ,

n

e, por (LI8), Ric(X,Vf) = > (R(E;, X)Vf, E;), inferimos

i=1

n

> (Ve VXV E) =Ric(X, V) + Y (VxViVf+ VgV E)

i=1 i=1
=Ric(X,Vf)+ Y X (Ve VL E)+> (ViexVf E)
i=1 i=1
i=1

Note que na tltima igualdade anterior surge X (Af) = X(V?f(E;, E;)) que por sua
vez ¢ igual a (VAf, X). Pela linearidade da conexdo no indice, item (1) da Defi-
ni¢ao [1.4] e das propriedades de um referencial geodésico, temos VxFE; = 0 —
[Ei, X] = Vg, X, pois X = Z z; F;. Portanto, o somatoério em ([1.21)) é reescrito como

=1
n

Z (VE, XV f, E;). Finalmente, concluimos de ([1.20) que

=1

(div(V2£))(X) = Ric(X,Vf) + (VAF, X).

]

Definicao 1.21. Dados dois n-tensores T' eF', o produto interno de Hilbert-Schmidt

entre eles € definido como

(T, F) = te(T"F) = Z (T(E:), F(E;)), (1.22)

em que T € o operador adjunto de T'. Isto posto, se T € um tensor autoadjunto, entao

T = 3 (T(E). T(E)

e define-se assim a norma de Hilbert-Schmidt, | - |, para tensores covariantes.

Uma outra forma de definir o produto interno de Hilbert-Schmidt é
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,j=1

Porém, sabe-se que Z (F(E:), E;) E; = F(E;) e, deste modo, as duas definigdes equi-
j=1
valem.

Este produto interno de tensores relaciona-se com a divergéncia da Hessiana de
f € C°(M) pela formula (2.17) que veremos no capitulo seguinte. Na demonstracdo
a seguir, utilizaresmos o fato de V2f ser autoadjunta, o que de fato ocorre ja que a

matriz Hessiana é simétrica, e a norma de Hilbert-Schmdit.

Lema 1.3 (Formula de Bochner). Para uma fungao f € C®(M), temos que
1
SAIVSE = (VAL V) + V2] + Rie(V/, V). (1.23)

Demonstra¢ao. Dado um referencial geodésico (F;) em um ponto p € M, é sabido que,

por defini¢ao, A|V f|? = Z E;(E;(Vf,V[)). Logo,
=1

=1

=Y E(VV[V])
= iEiVQf(Eme)-

Agora, V2f(E;,Vf) = V?*(Vf, E;), pois a Hessiana de f é simétrica. Assim, como
Vi E(p)=0Yij=1,....n,

%A|Vf|2 = iENQf(Ei, \%)

= ZEz (VesV I E;)
=1
= Y (Vi Vv, VS, E).

i=1

Uma vez a Gltima igualdade pode ser expressa em termos da curvatura algébrica, temos
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n

1 n
SAIV/? = Z<R<Ei,Vf>Vf,Ei>+;<vwv@w,&>+

i=1

+Z <V[Ei7vf]vf7 EZ> (1.24)
=1

O primeiro termo de ([1.24)) é precisamente Ric(V f, V f). Ja o segundo corresponde
a (Vf, VAf) como pode ser visto a seguir

Z (VoiVEVf E) = Z [Vf (VBN E) = (VE NV, VvE)
= Vf(te(V2f))
VI(AS)
= (Vf,VAS).

Observe que a segunda parcela do membro direito da primeira igualdade acima se
anula, uma vez que Vy;LE; = 0 pela linearidade da conexao no indice. Finalmente, o

ultimo termo de ([1.24) nos permite concluir que

Y (VievnViE) = ZVQ Ei, V], Ei)
=1

n 0
- ZW(VE VIE) - Y VA H(orE By
=1
= Z VA f(Ei, VEV])

= Z (Ve Vf,VEV])
=1

= [V2f]*.

Perceba que, no calculo antecedente, recorremos & Definigao [1.21
Portanto, de (| e das conclusoes anteriores, obtemos

AIV[P=(Vf VAF) + |V fI* + Ric(V £,V f),

como queriamos demonstrar. O]

O resultado que provaremos em seguida ¢ uma aplicacao da 2% identidade de Bian-

chi, que é também conhecido como a 22 identidade de Bianchi contraida.

Proposig¢do 1.11 (2* Identidade de Bianchi Contraida). Em uma variedade Rieman-

niana (M™, g), vale a identidade
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VR = 2div(Ric). (1.25)

Demonstracao. Procedendo como anteriormente, tomemos um referencial geodésico
{E;},,empe M, e X € T,M. Usando as simetrias do tensor curvatura e a segunda
identidade de Bianchi — atente ao fato ja utilizado nos lemas antecedentes que Vx F; =
0,V: pela linearidade da conexao no indice e por estar tratando de um referencial

geodésico —, se deduz

(VR, X) (p) = X(R)(p)

donde
(VR.X) (p) = 3 9(VxR)(Er, ) E By,

Usando a segunda identidade de Bianchi, item (b) da Proposigao , obtemos

(VR, X) (p) = —Z 9(Ve,R)(X, Ey)Ej, i) — Z 9(VeR)(E;, X)E;, E;)

=—> (Vg,Rm)(X,E;, E;,E;) — > (VpRm)(E;, X, Ej, E).
i,j=1 i,j=1

Substituindo ¢ por j na segunda parcela da tltima igualdade, obtemos

(VRX) () = 3 (Vo Ren) (B, By By, X) 43 (Vs Ran) (B, . By, X)

i,j=1 i,j=1

— QZ(ijRm)(Ej,Ei>Ei7X)

ij=1

= 22 VEj(Rm(Ejy Eia EMX))

ij=1

Como Ric(X,Y) = tr(Rm(X, E;, E;,Y)),V X, Y € X(M), segue que
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(VR, X) (p) = 22 Vi, Ric(B;, X)

= 22 Vi, Ric(X, E))
j=1

= 2(div(Ric))(X).

Logo, (VR, X) (p) = 2(div(Ric))(X).

]

Finalizamos este capitulo enunciando alguns resultados classicos relativos a varie-

dades compactas, que desempenham um papel de destaque nesta dissertacao. Ao longo

do texto, estas consideracoes serao retomadas.

Teorema 1.4. (Teorema da Divergéncia) Seja X um campo vetorial em (M,g) de

suporte compacto, entao

/ diV(X)dvol:/ (X,n)ds,
M oM

em que n € um vetor normal com orientacao externa em OM.

Em particular, se M é compacta com OM = ), entao [,,div(X)dvol = 0. Ha

também uma versao do teorema anterior para tensores covariantes.

Teorema 1.5. (Identidade de Pohozaev-Schoen) Se X € um campo vetorial na varie-

dade compacta (M",g) e T é um 2-tensor covariante, entao

/M (div(T))(X) dvolz—% /M (T, Lxg) dvol + / T(X,n)ds,

oM

em que n € um vetor normal com orientacao externa em OM.
Demonstragao. Uma vez que Lx(E;, E;) = (Vg X, E;) + <VE7.X, Ei>, entao

(T, Lxg) = Z T(E;, E;) - Lx(E;, E;)

7,7=1

=Y (Ve X T(E)) + (Ve X, T(E)))]

i,j=1

- 2i (Vi X, T(E;)).

ij=1

Dai, pelo Teorema da Divergéncia,

/M div(T(X)) dvol = /8 T ds
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De ([1.13) e das considerages anteriores, segue que

/M div(T(X)) dvol — A (@(T)() dvol+% / (T, Lxg) dvol.

M

Concluimos, entao, que

/M (div(T)) (X) dvol = — 3 /M (T, Lxg) dvol + / T(X, n) ds.

oM

Em particular, quando 7" = Ric = Ric — %Rg, teremos

o 2 o
/ (X, VR) dvol = — i / <Ric, EXg> dvol + n / Ric (X, VR)ds, (1.26)
M n—2 )y n—2 Jou

ja que (diV(ROiC))(X) = 22 (VR, X). E usual também chamar de Identidade
Integral de Pohozaev-Schoen. E interessante pontuar que esta formula é derivada de
uma outra da Anélise demonstrada originalmente por Schoen, vide [47].

Como consequéncia direta de , temos o Teorema de Kazdan-Warner, enunci-

ado a seguir.

Corolario 1.6. (Teorema de Kazdan-Warner) Para qualquer campo de vetores con-
formes X numa variedade Riemanniana compacta sem bordo (M,g), vale a sequinte
identidade
/ (X, VR) dvol = 0.
M

Teorema 1.7. (Teorema de Hopf) Seja (M, g) orientdvel, compacta e conezxa. Seja f
uma funcao diferencidvel em M com Af > 0. Entao, f € constante. Em particular,

funcoes harmoénicas em M sao constantes.

Espacos de curvatura seccional constante, também chamados formas espaciais, de-
sempenham um papel de destaque em Geometria. Os resultados a seguir se tratam de

caracterizacoes e envolvem as formas espaciais, o primeiro deles pode ser encontrado
em [I5].

Lema 1.8. (Schur) Suponha (M", g) uma variedade Riemanniana com n > 3. Entdo,

(1) A curvatura seccional é pontualmente constante, isto é, se existe alguma fung¢ao
suave f : M — R tal que K(I1,) = f(p) para todo subespago bidimensional
II, C T,M e todo p € M, entao [ € constante e a variedade é uma forma

espacial.
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(2) O endomorfismo curvatura de Ricci é pontualmente um maltiplo da identidade,
isto €, existe alguma funcdo suave f : M — R tal que Ric(X) = f(p)X, para
X eT,M,Vpe M, entao f € constante e, em particular, R € constante.

A hipoétese de ser n > 3 nao pode ser omitida. Como veremos mais adiante, toda
superficie satisfaz a curvatura de Ricci como um multiplo da métrica por uma funcao
suave, mas nem toda superficie é Einstein ou possui curvatura seccional globalmente

constante.

Teorema 1.9. (Tashiro) Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensao

n > 2 e suponha que exista uma funcio p € C°(M) que satisfaca a equagdo
V2p = (—kp+b)g.

Entao, M € uma das sequintes variedades:

(1) Se k =b =0, o produto cartesiano I x M, para M uma variedade Riemanniana

completa (n — 1)-dimensional e I um intervalo em R.
(2) Se k=0, mas b# 0, um espaco euclideano.

(3) Se k = —c®> < 0 e o niimero de pontos criticos isolados é zero, um pseudo-espago

hiperbolico do tipo zero ou negativo.

(4) Se k = —c* < 0 e hd apenas um ponto critico isolado, um espaco hiperbolico com

curvatura —c?.

2

(5) Se k = c* > 0, um espago esférico de curvatura c*, com ¢ uma constante positiva.

Observacao 1.3. Um pseudo-espaco hiperbdlico do tipo zero ou nagativo € uma vari-
edade, respectivamente, dada por I X et N ou I Xggsinn(er) S™, a, ¢ constantes e N uma

variedade completa. Verificaremos mais adiante que, neste caso, N € Ricci flat.

A demonstragao deste tltimo teorema esté presente em [48] e em [33]. A proposigao
subsequente é devida a Camargo, Caminha e Souza, e esté presente no artigo [I1], sendo

uma generalizacdo de um resultado devido a Yau em [53| para fungées subharmonicas.

Proposicao 1.12. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade Riemanniana
M™ orientada, nao-compacta e completa tal que div(X) ndo muda de sinal em M. Se
| X| € LY(M), entdo div(X) = 0.
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Capitulo 2

Variedades m-quase-Einstein e

Produto Warped Einstein

Como j4 fora mencionado na introducao, a formalizacao do conceito de variedades
m-quase-Einstein fora constituida a partir do trabalho [30], em que alguns resulta-
dos basilares foram estabelecidos e deu-se a motivacao para estudos posteriores em
uma nova direcao das variedades tipo-Einstein. Tal formalizacao s6 fora concluida no
trabalho [I7], em que sdo apresentadas algumas propriedades da classe de variedades
quase-Einstein e provados resultados de rigidez elementares & teoria. Além disso, os
autores deste ultimo artigo abordam métricas Kahler quase-Finstein que, de maneira
resumida, sao entes com estruturas complexas — nao iremos, no entanto, tratar deste
caso nesta dissertacao.

Neste capitulo, iremos abordar 3 artigos cujas analises serao aqui apresentadas em
trés segoes. A primeira segdo conta com os resultados do artigo [30], com suas contribui-
¢Oes seminais. A segunda diz respeito ao artigo [I7], fornecendo formulas e resultados
de rigidez em variedades m-quase-Einstein. J4 a ultima se¢ao contara com o artigo [3],
que segue trabalhos classicos similares aos autores Calabi [I0] e Yau [53] para estimar
limites para o crescimento de bolas geodésicas em produtos warped Einstein, gerando

interessantes observacoes na area.

2.1 Produtos Warped Einstein Compactos com Cur-

vatura Escalar Nao-Positiva

Dadas duas variedades Riemannianas (B, gg) e (F,gr) e uma fungio positiva u €

C'*°(B) uma métrica produto warped em B x F' & definida por

g=gp+u’gr.
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

A variedade produto com uma tal métrica serd denotada por B x, F' e a funcao u é
denominada func¢ao warping.

No contexto das formas, produtos warped sao bastante utilizados para se obter
diversas métricas, uma vez que ha a possibilidade de se obter isometrias entre espacos
conhecidos e produtos warped aparentemente abstratos. Um exemplo disto é que o
espaco hiperbolico H" ! & isométricoEl a variedade R X R", n > 1.

Ainda, é interessante observar que a forma das variedades depende de suas métricas
e ha areas inteiras da Geometria desenvolvidas acerca de problemas de grande relevan-
cia no estudo de variedades e relacoes com diferentes métricas, como os de fluxos de
Riccf] teoria desenvolvida com a intengdo de solucionar a célebre Conjectura de Poin-
caré, cuja validade fora justificada pelos artigos da autoria de Grigori Perelman entre
2002 e 2003, vide [37, 38, 39].

O resultado seguinte e seu corolério fornecem as expressoes da curvatura de Ricci
em produtos warped e uma relacao fundamental sobre esse tipo de variedades, cujas
demonstracoes podem ser encontradas em [36] e voltaremos a eles em diversos momen-
tos desta dissertacao. Antes de apresenta-los, observemos que, em um produto warped
M = B"™ x, F'™, a nocao de vetores verticais e horizontais diz respeito a vetores tan-
genetes ao produto com respeito a fibra e a base, respectivamente, isto é, dados X e
V' vetores horizontal e vertical, nessa ordem, tangentes a M em (p, q), existem vetores
X € T,B e V € T,F tais que podemos enxergar X = (X,0,,) e V = (0,,V). No caso
geral, dmy(X) = X e dmy(V) =V e X,V sao ditos levantamentos de X,V a M.

Proposigao 2.1 (|30]). A curvatura de Ricci de uma variedade produto warped M =
B x, F com m = dim(F), X,Y e VW quaisquer vetores verticais e horizontais,

respectivamente, satisfaz:
i. Ric(X,Y) = Ricp(X,Y) — 2V2u(X,Y),
ii. Ric(X,V) =0,
iii. Ric(V, W) = Ricp(V,W) — (uAu + (m — 1)|Vul?)gr(V,W).
Donde segue imediatamente o corolario a seguir.
Corolario 2.1 ([30]). O produto warped M = B x,, F' é A-Einstein se, e somente se,

a) Ricg = A\gp + %Vzu,

10 modelo de H"*! aqui considerado ¢ o semi-espaco, isto é, o R"*! com primeira entrada positiva
e com a métrica de Lobatchevski. Tal isometria ¢ dada pela aplicacao (t,p) — (e™t, p).

2Ricci solitons, mais particularmente ainda os gradientes, geram solucdes particulares de fluxos de
Ricci. Para mais informacoes a respeito desta interessante area, ver o livro Ricci Flow and the Sphere
Theorem da autoria de Simon Brendle.
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

b) (F,gr) é p-Einstein,
c) uAu+ (m — 1)|Vul]? + \u? = p.

Uma vez que o trabalho base desta secao estd na fundagao dos estudos de variedades
quase-Einstein, diversas de suas conclusoes sao recorrentes no estudo desse tipo de
variedades. Mesmo que ainda nao tenhamos apresentado a definicao de variedades
quase-Einstein, que serd dada formalmente na secao posterior, é importante destacar
que a proxima proposicao estabelece a relacao direta entre variedades quase-Einstein e

produtos warped.

Proposigao 2.2 ([30]). Uma variedade Riemanniana (M,g) satisfaz o item (a) do
Coroldrio|2.1| se, e somente se, a métrica produto warped M x, F'™ ¢ Einstein, em que

F™ ¢ uma variedade Einstein m-dimensional com constante de Finstein u satisfazendo

1= ulu+ (m —1)|Vul* + \u?. (2.1)

Demonstragdao. Supondo inicialmente que (M™, g) satisfaz o item (a) do Corolario [2.1]

seu trago nos da que
VR = %(UVAU — AuVu).

Assim, da igualdade anterior e da segunda identidade de Bianchi, obtemos

m

div(Ric) = 5 (uVAu — AuVu). (2.2)

u2

Por outro lado, pelas propriedades de divergéncia que mostramos no Capitulo 1, con-

siderando um referencial geodésico {E;}; em p € M, segue que

div(%v%)()() — v x) + édiv(V%)(X),

U2
para qualquer campo X de T,M. Além disso, temos que Vy,Vu = %V\Vu|2. De fato,
dado X € T, M,

(VIVul, X) = X (Vu, Vu) = 2(VxVu, Vu) = 2 (Vy,Vu, X) .

Por conseguinte, V?u(Vu, X) = 2(V|Vu|?)(X). Assim, a tltima equagdo se torna
div(EV2u)(X) = =5 (VIVuP)(X) + =div(T20)(X) 23)
iv(=V*u =—— u —div(V?u : :
u 2u? u
Portanto, do Corolario [2.1}item (a), (2.3) e sabendo-se que div(V?u) = Ric(Vu) +
V Au, segue que
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

S 1 9 1,
dlv(uV u) = 502 (VIVu|”) + u(Rlc(Vu) + VAu)

_ 1 oy 1 m_,
= =55 (VIVuP) + ~(AVu + VAu) + —5V*u(Vu)
1
= ﬁ((m —1)V|Vul? + 2uVAu + 2 \uVu). (2.4)

Contudo, o Corolario item (a) novamente nos permite inferir que div(Ric) =

div(2V?u), donde (2.2) e (2.4) implicam que

0 = div(—V2u — Ric)

u
= %((m — 1)V|Vul]® + uVAu + AuVu + 2D uVu)
= %V((m —1)|Vul® + uAu + \u?),

isto &, V((m — 1)|Vu|? + uAu + Mu?) = 0. Existe, deste modo, uma constante p € R
tal que uAu + (m — 1)|Vul|?> + Au? = pu. Consequentemente, se (F™, gr) é p-Einsten,
entdo M x, F é A\-Einstein pelo Corolario

Reciprocamente, pelo mesmo corolario supracitado, se M satisfaz e existe
uma variedade Riemanniana F™ p-Einstein, o produto warped das duas variedades

serd \-Einstein tendo u como fun¢do warping. O]

Este fato é correspondente & Proposicao 5 do artigo [30], no entanto a hipotese de
compacidade 14 assumida é desnecessaria. Em outras palavras, o que provamos nos
informa que quando m é um inteiro positivo, M" corresponde a base de um produto
warped Einstein (n + m)-dimensional.

O teorema a seguir corresponde ao resultado principal do artigo aqui estudado e se
configura em uma resposta parcial ao questionamento presente no livro [§] apresentado

na Introducao.

Teorema 2.2 ([30]). Seja u = e~m, M = B x, S uma variedade produto warped
FEinstein cuja base B é compacta. Se M tem curvatura escalar ndao positiva, entdo o

produto warped € simplesmente um produto Riemanniano.

Demonstragdo. Uma vez que div(uVu) = |Vu|* + uAu, temos que a equagio (c¢) do

Corolario pode ser reescrita como
div(uVu) + (m — 2)|Vul* + \u® = p. (2.5)

Integrando ([2.5) e aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos

m — 2 9 A 9
- dvol dvol. 2,
1= Sol(M) /M’v”| VoLt oI /M“ Ve (2.6)
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Daqui em diante, dividiremos a demonstragao em duas partes, supondo inicialmente
que m > 3. Como M é uma variedade compacta, tomemos p € M um ponto de méximo
de u. Assim, u(p) > 0, Vu(p) = 0 e Au(p) < 0. Portanto, de e usando o item (c)
do Corolario teremos que

0 > u(p)Au(p)

= = M’ (p)

_ m=2 2 A 2 2

= Sol(M) /M|Vu| dV01+V01(M) /M(u u?(p))dvol
> 0.

A ultima igualdade segue do fato que tanto A quanto u — u(p) sdo menores ou iguais
a zero. Conclui-se que, neste caso, u é uma constante.

Agora, se m < 3, seja ¢ € M um ponto de minimo da funcao, isto é, u(q) > 0,
Vu(q) =0 e Au(g) > 0. De ser u? — u*(q) > 0 e das consideracoes anteriores, teremos

que u é também constante. Logo, a variedade M é um produto Riemanniano. O

A conclusao recém obtida se caracteriza como resultado de rigidez, no entanto suas

extensoes mais profundas serao colocadas mais adiante.

2.2 Rigidez de Métricas m-quase-Einstein

Variedades Finstein e suas generalizagoes sao objetos bastante explorados em Ge-
ometria por suas relagoes com diversos outros estudos como os de Ricci solitons, va-
rieadades estaticas, representacoes de variedades como produtos warped — o que pode
dinamizar as andlises de tais variedades — e, por meio de esquacoes estruturais, alge-
brizar conceitos geométricos e analiticos.

A definicao de métricas m-quase-Einstein passa pela apresentagao do tensor de Ricci
m-Bakry-Emery, também chamado tensor m-Bakry-Emery, que é uma modificacao do
tensor de Bakry-Emery — por sua vez, uma extensao do tensor de Ricci — que surgiu
previamente nos artigos [1I, 2, 45]. Explicitamente, o tensor m-Bakry-Emery ¢ definido
como

1
Ric} = Ric+ V2 f — —df @ df,
m

em que f € C®°(M), V2f representa a hessiana de f e m € Z,. O tensor Ric'
corresponde ao tensor de Ricci em uma variedade Einstein, como veremos mais adiante

observando a Proposicao e pela seguinte definicao.

Defini¢ao 2.1. Uma variedade Riemanniana (M",g) € dita uma variedade m-quase-
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Einstein, ou simplesmente variedade quase-FEinstein, se existirem uma funcao suave f

em M e uma constante \ tal que
1
Ric}" = Ric + V2f — Edf ®df = \g. (2.7)

A notagao utilizada para expressar isto é (M, g, f).

E também usual denotar a métrica g de uma variedade que satisfaz as condi¢oes
da defini¢ao anterior como uma meétrica m-quase-Einstein. Ao tomar o trago do tensor

anterior, obtemos

R+Af—%|Vf]2:/\n. (2.8)

Quando consideramos m tendendo ao infinito, a expressao resultante é justamente
a associada a Ricci solitons; se f é constante, Ric}" se reduz ao tensor de Ricci e, logo,
a variedade é Einstein. Diremos que uma métrica quase-Einstein é trivial quando f for
constante.

Seguindo a terminologiaﬂ de Ricci solitons, uma variedade (M, g, f) sera dita ex-
panding, steady ou shrinking, respectivamente, se A < 0, A=0ou A > 0.

Muitas propriedades geométricas e topologicas de variedades com curvatura de Ricci
limitada inferiormente podem ser estendidas a variedades com tensor Ric}* limitado in-
feriormente com m finito — ou no infinito — e f limitada. Para mais informacoes, ver
[51].

Necessitamos apresentar uma forma equivalente a equagao m-quase-Einstein, mais
usual principalmente pela versatilidade promovida ao lidar com os processos calculisti-
cos, que nos permite relacionar completamente o tipo de variedade que aqui tratamos
com produtos warped, cuja forma depende da funcao f e dos espagos que compoem o
produto. Passemos a apresentar esta nova e muito util configuracao.

) L . . _r
Quando m é um inteiro positivo, considerando u = e~ m, teremos que

1
Viu=——c V],
m

1
2y = V2 f + —df ® df. (2.9)
u m

Portanto, (2.7) pode ser reescrita como
Ric — v2y = Ag. (2.10)
u

Pela equivaléncia de ambas as equagdes, ora utilizaremos (2.10) como referencial da

3Poderiamos utilizar a nomenclatura contratil (A > 0), estacionério (A = 0) e expansivo (A < 0).
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

equacao de métricas quase-Einstein, ora recorreremos a (2.7). Tomando o traco de

(2.10), chega-se a
Au= (R - An). (2.11)

m

Lembre-se que um campo X € X(M) é chamado conforme quando a derivada de
Lie na diregdo de X é um multiplo da métrica g, isto é, existe p € C°(M) tal que
Lxg=pg, dai X = Vu = Ly.g = 2V?u. Neste caso, Vu é conforme se, e somente
se, M™ é Einstein.

O equivalente da equacgdo ([2.1) para a funcao potencial f é

2

2 Loar o
peit! =X = —(Af — [V ). (2.12)

Uma vez que u > 0, obtemos imediatamente o seguinte resultado, que é similar ao

caso de Ricci solitons.

Proposigao 2.3 ([I7]). Uma métrica m-quase-FEinstein em wma variedade compacta

com curvatura escalar constante € trivial.

Demonstracao. De fato, como Au = divVu, pelo Teorema da Divergéncia, integrando
ambos os membros de , concluimos que ou © = 0 ou R = An. Se o primeiro caso
ocorre, o resultado segue. Supondo, entdao, que R = An, entao (2.11) = Au =0
o que, pela compacidade da variedade e o Teorema de Hopf implica que u é

constante. OJ

A proposi¢ao seguinte corresponde a uma observacao a respeito da existéncia de
métricas 1-quase-Einstein. Vale salientar que, quando m = 1, a equacao quase-FEinstein
nos diz que F' tera constante de Einstein u = 0, pois variedades 1-dimensionais sao Ricci
flat. Porém, pode-se construir uma familia de exemplos de variedades 1-quase-Einstein
a partir de outras m-quase-Einstein, m > 1. Antes, apresentemos um corolario, cuja

demonstra¢do se encontra presente em [36].

Corolario 2.3 ([36]). Sejam M = B x, F, X,Y wvetores horizontais e V,W wverticais,

entao
a) VxY é um vetor horizontal correspondente ao levantamento de VEY em B.
b) VxV =VyX =20y,

Proposigao 2.4 ([17]). Dada uma métrica m-quase-Einstein (M™, gy, u), se (F*, gr)
¢ uma variedade Einstein satisfazendo Ricy, = pgr, para m > k € N, entdo (M x

F* gy + ulgr,u) € uma variedade (m — k)-quase-FEinstein com mesmas constantes \

e .
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Demonstragio. Obteremos as expressoes de Ric,, V2 e Au com respeito & métrica g =
gy +u?gr e dados X e U levantamentos de M e F a M x I, respectivamente. Ademais,
quando esses entes forem computados com relagao as métricas g,; e gp utilizaremos os

respectivos indices M e F. Entao, pela item (i) da Proposicao ,
. . ks
Ric, (X, X) = Ricy (X, X) — —Viu(X, X).
u
Pelos itens (i) e (iii) da mesma proposi¢ao supracitada e por ser Ricgp = ugp, temos

Ric,(U,U) = (1 — (ulpru+ (k= 1)|Vul?)gr (U, U)
Ric, (X, U) = 0.

Agora, note que V*u(Z, W) = g(VzVu,W),¥ Z,W € T,(M x, F), donde
Viu(X, X) = Viu(X, X),

j& que Vu é o levantamento horizontal de Vy,u e, portanto, VxVu é horizontal. Por
outro lado, pelo item (b) do Corolario segue que

0
VAU, U) = (Y697, 0) + 12 gr (Vi Vu, U)

= u|Vul|*9r (U, U). (2.13)

No entanto, note que tr(g) = n + k, em que n = dim (M). Dai, o levantamento de

uma base de T, F que satisfaz essas condigdes é Br = {%1 ... sl em que o conjunto

w Y w

dos W; formam uma base de F' ortonormal. Assim sendo, uma base ortonormal de
Tip)(M %, F) pela métrica g ¢ dada por Bg, = {Vi,..., Yy, ok L1 com Y]

0 u(p) U(p
constituindo uma base ortonormal de T, M — a notagao dos vetores de B, ) ¢ a mesma
dos fatores do produto warped por um abuso de notacao. Entao, tomando os elementos

da base By, como Z;, 1 € {1,....,n +k},

Agu = tr(V2u)
n+k

= Z V2u<Zl, Zl)
_ZW 7Y, +Zv2 (Wi, W)

k
= Apu+ E’VU’Q‘ (2.14)
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Portanto, utilizando (2.13)) e (2.14]), obtemos

Ric, (X, X) — " —F m =Rz x, x)

V2u(X, X) = Ricy (X, X) — Evzu(x, X) —
u

u u

= Ricy, — %v?wu(x, X)
= Ag(X, X),

a penultima igualdade segue do fato de M ser m-quase-Einstein. Além disso,

Ric, (X, U) — mT_kvzu(X, U) = Agxetry
Ric, (U, U) — m; kVQU(U, U) = (1 — (uAyu+ (k — 1)|Vul*)gr(U,U)—
- mu_ b VUl ge(U, 1), (2.15)
Contudo,

ulu + (m —k — 1)|Vul* + \? = uAyu + k|Vul® + (m — k — 1)|Vu* + \u?
= ulpu+ (m—1)|Vul* + Au?

= I,

donde a expressao (2.15)) se torna

Ric, (U, U) — m; (U, U) = (g + K[Vl + (m— & — 1)|Vul? — ulygut
+ Au? — (k — 1)|Vul> = m|Vul]* + k|Vu|?)gr(U, U)
= Mgp(U,U)
= M\g(U,U),
isto é,
Ricy — mT_kVQu = \g.

Conclui-se que M™ x, F* ¢ (m — k)-quase-Einstein para as mesmas constantes \ e

i de M m-quase-Einstein. O

A definicao seguinte trata de um ente geométrico que se relaciona com as variedades
1-quase-Einstein e de bastante destaque por suas diversas aplicacoes e extensoes a

outras areas do conhecimento.

Definicao 2.2. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M",g) é estdtica quando
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

cumpre a relacao
—Aug + V*u — uRic = 0, (2.16)

chamada equacao das variedades estdticas.

Vale pontuar que algumas das extensoes abarcadas por esta teoria atingem a Ma-
tematica e a Fisica, como por exemplo em estudos de cosmologia e em aplicacoes do

Teorema da Massa Positiva, vide [50].

Exemplo 2.1. Seja (M™,g) uma variedade 1-quase-FEinstein tal que o Laplaciano da
funcao u cumpre a relagao

Au = —\u.

Entao, a equacao (2.16) nos dd que M ¢é uma variedade estdtica. Em particular, a
expressao (2.1)) implica que p = Mu? + ulAu = 0. Neste caso, a equagio [2.11)) nos dd

que R € constante e igual a (n — 1)\,

Apresentamos a seguir alguns exemplos de variedades 1-quase-Einstein, o primeiro

trata do caso em que p = 0 e o segundo, quando esta constante é nao-nula.

Exemplo 2.2. Considerando A\ < 0, M =R e u(t) = VR em que k = % em>1,
teremos u'(t) = V/—keV~F e u’(t) = —keV~*, donde M satisfaz e a erpressao
(12.7) nos dd pu =0, ou seja, M € a base de um produto warped Einstein que terd como
fibra uma variedade Ricci flat. Em particular, R X, R™ € um produto warped resultante

e isto o torna, com a métrica g = dt* + u?grm, uma variedade Einstein com constante

A <O.

Exemplo 2.3. Também considerando M = R e k como anteriormente, porém tomando
—1
)\ = 1 1 e U(t) = COSh(\/ —kft)7 V2U — —k'u e a eqandO ‘) Zmplzcam que M

m
serd uma variedade m-quase-Einstein com fibra F satisfazendo Ricp = —gp. De fato,

analisando a equagao (2.1), temos
uAu+ (m—1)|Vu? + u? = —kcosh?(vV/—kt) — (m — 1)ksinh?(v/—kt) + Acosh? (v —kt).

Assim, como cosh?(z) —sinh?(x) = 1 e mk = X\, 0 membro direito da igualdade anterior

se torna
—kcosh?(v/—kt) — (m — 1)ksinh®(v/—kt) + Acosh®(vV/—kt) = —k + X = —1,

1sto €, u = —1. Consequentemente, R x, H™ é uma variedade warped Einstein gerada

pelas condigoes sobre R e u(t).
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Antes de apresentamos e demonstrarmos os resultados conclusivos do artigo [17],
exibiremos mais alguns resultados de caracterizacao de métricas m-quase-Einstein que
sao também Einstein.

Um caminho natural tomado em estudos envolvendo o tensor Ric}" é a generalidade
de resultados geométricos e topologicos validos em Ricci solitons para variedades m-
quase-Einstein. Neste sentido, apresentaremos aqui generalizagoes de célculos presentes

em [42] para métricas que satisfazem a equacao m-quase-Einstein.

Pelas formulas e (1.23), segue diretamente que
1
2div(V21))(VS) = SAIVIP — [V2f| 4 Rie(Vf, V) + (VL VA (217)

Utilizaremos (2.17) na demonstracdo dos fatos seguintes e recorreremos a muitas das

consideracoes estabelecidas no Capitulo 1.

Lema 2.4 ([17]). Se o tensor m-Bakry-Emery for um mailtiplo da métrica, isto é, se

tivermos uma variedade com estrutura m-quase-Einstein, entao
1. AV = V22 = Ric(Vf, V) + LIVFPAS.
2. VR = 21Ric(Vf) + L(R - (n — 1)A)V/.

3. LAR — 2 (VR Vf) = 2=Lt(Ric o (Ag — Ric)) — L(R — nA)(R — (n — 1)A)

2

— —m=L |Ric — IRg|* - 222L(R — nd) (R - 2.

m+4n—1

Demonstracao. Tomando o divergente da equacao m-quase-Einstein, podemos obter
1
div(Ric) + div(V2f) — —div(df @ df) = 0,
m

pois div(g) = 0. Lembrando que, por (L.15), div(df ® df) = V2f(V f) + AfV f, donde

a igualdade anterior se torna
Ry . 9 1 1
le(RlC) + le(V f) - EvaVf - EAfo = O, (218)

em que Vy;Vf é equivalente a V2f(Vf). A partir dai e usando ([1.25)), conseguimos

deduzir
ANV )V = — (VR V) + AfVFP + ZV2H(VET). (219

Agora, tomando o gradiente do traco de (2.7]), deduz-se
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1
VR+VAf ~ —V|VfP =0

VR + VAf — %vaVf =0. (2.20)
Finalmente, aplicando esta tltima igualdade em ,
2di(V1))(VS) = (VAL V) = — (VISP VS) + AP+ =2 f(Vf,V))
= (VAS, V)~ = (VogVf, Vi) + S AfVIP + 2V, V))
2
— (VAL V) + = AfIVSE
donde nos da

SAIVSE = (VAL VS) + S AfIVP + [ = Rie(VA, V)~ (VfVAS)
= [V ~ Ric(V/, V) + 2 |VIPAT,
que ¢é justamente o item (1).

Para o segundo item deste lema, usando a segunda identidade de Bianchi contraida,
a formula para o divergente da Hessiana e as equagoes (2.18)), (2.20)), chegamos a

VR = 2div(Ric)
2 2
= —2diV(V2f) + =V, Vf+ =AfVf
m m
2 2
= —2Ric(Vf) —2VAf + Evvaf + EAfo
2 2
= —QRiC(Vf) + 2VR — —vaVf + —Afo
m m
Portanto, ) )
VR =2Ric(Vf)+ —Vy;Vf - —=AfVf.
m m

Porém, avaliando em V f, infere-se
1
VvV = <)\+ E|Vf|2> Vf —Ric(Vf).

Substituindo isto e para Af a partir do trago de ([2.7]), chegamos justamente ao item

(2),
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1VR:Ric(VJ'-’)+i <A+1\Vf|2> Vf—w—i (—R+i|Vf|2+)\n) Vf
2 m m m m m

m—1

=— Rich+%(R—(n—1))\)Vf-

Por fim, mostremos a validade do item (3) deste Lema. Tomando a divergéncia de

ambos os membros da tdltima equacao, tem-se

m—1

%AR = i Rie(V ) + %div((R —(n= )NV, (2.21)

E importante destacar que a divergéncia da equacdo antecedente é divergéncia de
campos e nao de tensores. Por (1.13), temos uma féormula para a divergéncia do
tensor Ric(Vf) e, pela segundo item deste lema, podemos fazer mT_lRic(Vf, Vf) =
—Z(R—(n—1)AN)(VS,Vf)+3(VR,Vf), donde duduz-se

div(Ric(V f)) = (div(Ric), Vf) + Y _ g(Ric(E;), Vi,V f)

=1

= % (VR, Vf) + (Ric, V*[)

_ % (VR,Vf) + <Ric,)\g — Ric + L (df®df)>

m
1 1
=3 (VR,Vf)+ p— (Ric, (df ® df)) — (Ric, Ric — Ag) .
Assim, pela definicao do produto de Hilbert-Schmidt, temos

div(Ric(V f)) — % (VR, Vf) + %Ric(v £.Vf) — (Ric, Ric — Ag)

1
=3 (VR,Vf) — (Ric,Ric — A\g) +

o (FORIN - R DNEAE) . 22

Ademais, por (|1.14)),

div(R = (n — DAVF) = (R — (n — DA)AS + (VR, V). (2.23)

Pondo (2.23) e (2.22) em (2.21)), teremos
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m —
—AR 2m (VR Vf)— — <R1C Ric — A\g) +

+ % (5 (VR - %(R ~ (= DN +
+%(R—(n—1) )Af+ (VR, Vf)
m+ 2 m —

= (VR,Vf) — T (Ric, Ric — \g) +

om

L= (0= 1) (AF - 9P

+ —
m

Como Af — %|Vf|2 = An — R, a igualdade anterior passa a ser

1 2
AR = ™2 R, vi) — ™1 (Ric, Ric — Ag) + (An “R)R = (n—1)A).
2 m m

No entanto, pela definicao do produto interno de Hilbert-Schmidt,

R
2
1
—R()\——R).
n

(Ric, Ric — Ag) = |Ric|* —

1
= |Ric — —Rg
n
Portanto,
1 2 —1 1
—AR—ﬂWRW) —m—‘RiC——Rg -
2m m n
—1 —1
_m+n (R—n)\)(R— n(n —1) )
mn m4+n—1

Como em [42], cada uma das equagoes deste lema nos fornecem importantes infor-
macoes sobre métricas m-quase-Einstein. Inicialmente, combinando a primeira equagao

do Lema 2.4 com o Teorema da Divergéncia, temos a proposi¢ao a seguir.

Proposigao 2.5 ([I7]). Se uma variedade Riemanniana compacta (M, g) possui estru-

tura m-quase-Finstein e

2
entao f € constante e, logo, a variedade é Einstein.

Demonstragao. De fato, basta notar que, por hipdtese, o item (1) do Lema nos da
TAIVfI2 > |[V2f|?. Entao, pelo Teorema da Divergéncia,

0 2/ V2 f|*dvol > 0,
M
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

ou seja, V2f =0 == V[ é constante. Porém, pela compacidade, existe um ponto

p € M no qual Vf(p) =0, isto é, Vf =0 e, portanto, f é constante. ]

Por sua vez, o proximo resultado é consequéncia direta da equagao do item (2) do

Lema [2.4]

Proposigao 2.6 ([I7]). Quando m # 1, uma métrica m-quase-FEinstein possui curva-

tura escalar constante se, e somente se,

Ric(Vf) =~ (R~ (n—~ DAV

Por fim, a ultima equagao do lema nos induz as seguintes conclusoes.
Proposicao 2.7 ([I7]). Se uma variedade (M, g) satisfaz (2.7)) para m > 1 e
(a) A >0 e M é compacta, entdo a curvatura escalar é limitada inferiormente por

n(n—1) \

R>——2 )\,
“m+n-—1

(2.24)

(b) A =0, a curvatura escalar é constante e m > 1, entao M ¢é Ricci flat.

(¢c) A <0 e a curvatura escalar é constante, entdo

nASRSM
m+n—1

e quando m > 1, R € igual a um dos extremos se, e somente se, M é Einstein.

Demonstra¢ao. Provemos o item (a). Desde que M é compacta, R possui um ponto de
minimo, digamos g € M. Assim, como VR(q) = 0 e AR(¢q) > 0, a expressao no item
(3) do Lema [2.4] é ndo-negativa, donde

1 1 2
_mtn-1 Ric — —R(q)g| > 0.
n

mn m

(R(g) —nA) (R(q) _n=1) A) Lm=1

m+n—1

Por conseguinte,
n(n—1)
m+n—1
Como ¢ é ponto de minimo, obtemos .
Para demonstrar (b) e (c), observe que sendo R constante, a equacao (3) do Lema

[2.4] & nula e, desta forma,

A < R(g) <nA

m+n-—1
mn

()~ ) (Rg) - 20D ) = ]Ric - LRig)g
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Logo, se A =0, m > 1, entao Ric = %Rg e R =0, o que nos da4 M Ricci flat. Por outro
lado, se A < 0, R € [n, 20202 0

Observacgao 2.1. O item (a) da proposicao anterior equivale a dizer que uma métrica
m-quase-Einstein compacta com m finito e A\ > 0 tem curvatura positiva, sendo cor-
respondente & Proposi¢ao 1.1 de [177)]. E interessante destacar que existe um resultado

andlogo para shrinking Ricci solitons e compacidade, como pode ser visto em [235, [29].

Observagao 2.2. O Teorema 2.2 nos diz que variedades compactas com estrutura m-
quase-Finstein nao-triviais sao tais que A > 0. Temos também a validade da reciproca,
de fato uma variedade completa (M, g) m-quase-Einstein nao trivial é compacta se, e
somente se, A > 0.

Com efeito, quando m € 7Z, o resultado seque do Teorema de Myers sobre a va-
riedade produto warped E = M X, F', jd que Ricg = Ric}', desde que E seja uma
variedade completa. Hd ainda uma arqumentacao adicional, mais geral, para este fato.
Quando m ndo € inteiro, a demonstracao disto seque argumentos devidos a Qian em
[435]. Sabemos que geodésicas minimizantes ligando quaisquer dois pontos de M estao

inteiramente contidas na variedade. Ademais, por hipdtese,
Ric}" = Ag > 0.

A desigualdade anterior ¢ devida ao sinal de A. Assim, pelo desenvolvido para a de-
monstra¢io do Teorema 5 em [{5], o comprimento de qualquer geodésica é limitado
superiomente uniformemente, e entdo a variedade € compacta, jd que toda variedade

completa e limitada € compacta.

A observagao anterior estende conclusoes classicas da relagdo entre o tensor de Ricci
e a topologia das variedades. E interessante pontuar que este resultado é também valido
em variedades compactas com bordo com a estrutura tipo-Einstein abordada em [27],
além de que a consideragao de m como um real positivo fornece uma outra generalizacao
das métricas m-quase-Einstein. No capitulo seguinte, iremos nos aprofundar um pouco
mais nestas questoes. A esta altura, é valido enunciar o teorema devido a Qian que

nos permitiu tais conclusdes em situacoes mais gerais.

Teorema 2.5. Seja (M,g) uma variedade n-dimensional completa e conexa. Suponha-
mos f € C*(M), a > 0 um real e A > 0 constante tais que Ric§ > A*. Entdo, M ¢

compacta e seu didgmetro satisfaz d(M) < /n+a — 1AL
O teorema anterior se trata de uma extensao do Teorema de Myers.

Observacao 2.3. Considerando m = oo, as conclusoes anteriores possuem andlogos

para o caso Ricci solition, como o bem conhecido resultado em [29] que diz que shrinking
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Ricci soliton compactos tém curvatura escalar positiva — diretamente conectado ao item

(a) anterior. Também, em [{2], hd alguns resultados para curvatura escalar constante.

Prosseguiremos estabelecendo consideragoes acerca de veriedades m-quase-Einstein
2-dimensionais. Contudo, primeiramente relembremos uma caracterizacao de métricas
produto warped, apresentada em [8], [40] e cuja demonstracao em [21I] se encontra

bastante elucidada.

Teorema 2.6. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € um produto warped (a,b) X,
N1 se, e somente se, existe uma funcdao nao trivial h tal que V2h = kg, para alguma

funcio k- M — R. (u=h a menos de uma constante multiplicativa)

No Teorema anterior, (a,b) pode ser toda a reta real. Em [8], especificamente
no Teorema 9.119, pela correspondéncia com produtos warped, ha classificacoes das
métricas m-quase-Einstein 2-dimensionais.

O resultado a seguir ¢ um resultado de rigidez que nos d4 uma caracterizacao de

métricas m-quase-Einstein que sao também Einstein.

Proposigao 2.8 ([I7]). Uma variedade (M", g,u) m-quase-Einstein é Finstein se, e
somente se, U = —% € constante ou a variedade completa é difeomorfa ao R™ com
estrutura produto warped (R X,-10er N1 a7e™), em que N"™' é Ricci flat, a € R

constante, ou o espaco serd (H", dr? + sinh®(ar)gge—1,a *cosh(ar)).

Demonstragao. Se g é k-Einstein, ou seja, Ricy; = kg, entdo, pela equacao (2.10),

K—A
Viu = ug, (2.25)
para alguma fungao u > 0. Se M é compacta, Au = %’\nu e o Teorema da Divergéncia
implica que A = &, entdo u (logo f = —Z1In(u)) é constante. Todavia, se u ¢ néo-

constante, entao M é nao compacto pelo Teorema e, logo, Kk, A < (ﬁ De modo

a encontar solugoes positivas para a EDO linear de segunda ordem ([2.25)), temos os

K—A.
e

seguintes casos, para ¢ =
i. Se A =0¢e rk <0, entao a equacao diferencial nao possui solucao positiva, ja que
a solu¢ao completa é u(t) = asin(y/—"t) + bcos(y/—=t), a,b € R contantes, e
muda de sinal.
Quando A < 0, pela Proposic¢ao item (c), K > A. Assim, se

ii. Kk =\, entdo V?u =0 = Vu = cte, ou seja, u(t) = at, que também nio é uma

solucao positiva da EDO.

4Observe que o Teorema nos da que M é também um produto warped nao-trivial cuja base é
um intervalo aberto. Aliando isto & Observacao , teremos k < 0.
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iii. Resta-nos uma ultima possibilidade. Se A < k < 0, obtemos a solucao geral
u(t) = aeVe 4+ be~Ve que é positiva quando consideramos constantes a,b > 0,

mas nao iguais a zero simultaneamente.

Este tltimo caso nos da V2u > 0 e, entdo, a funcdo u ¢ estritamente convexa, donde
M é difeomorfa ao R™. Assim, estamos em condiges de aplicar o Teorema [I.9] espe-
cificamente os casos correspondentes aos itens (3) e (4).

Tomando inicialmente uma solugao particular u(t) = éeat, com o = w/%)\> €como
u ndo possui pontos criticos, o item (3) do Teorema e o Teorema nos permitem

inferir que M & o espaco R x,, N"~! com a métrica produto warped
g = dt* +e**'g,.

Note que a métrica go é Ricci flat. Com efeito, considerando h = (), o Corolario
juntamente com ([2.25)) nos dao, de ser Ricg = 0,

A—K

m

—1
Ricg = kgr + ”Tv% = k= (n—-1) (2.26)

Ademais, o mesmo corolério supracitado nos diz que N é o-Einstein, donde a expressao

(2.1)) nos garante

o =hAh+ (n—1—1)|Vh|* + kh?
= ha’h + (n — 1)a*h? — o®h* + kh?
K—A

m

=a?h?+ (n—1) h? — a*h? + kh?

= 0.
Portanto, 0 = 0 e N é Ricci flat. Todavia, para as solugoes do tipo u(t) = (ae™ +

ln(g)
2«

be= ") /ar, a,b > 0, como u terd ponto critico em e, pelo item (4) do Teorema

M ¢ isométrica ao espaco hiperbolico H” com a métrica dt? + sinh?(at)ggn-1. H

Como consequéncia das simetrias do tensor curtatura algébrico, toda variedade

Riemanniana 2-dimensional é tal que Ric = % g. De fato, ¢ suficiente notar que

Rp,.z, = g(R(E;, Ey)Ey, E)
k=1
= Rmyy1; + Rmyoy;.

Contudo, i = j = Ric(E;, Ej) = Rmygg ¢4 =1, j =2 = Ric(E;, E;) = 0.

Assim, Ric = Rmj2219 ¢ R = 2Rmj99;. Conclui-se que Ric = %g e, logo, em qualquer
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superficie, Vu é um campo vetorial conforme. O proximo corolério surge como um

resultado imediato disto e da dltima demonstragao.

Corolario 2.7 ([I7]). Uma métrica m-quase-Einstein 2-dimensional é um produto

warped.

De posse disto, podemos demonstrar o resultado final desta se¢ao, valido em dimen-
sao 2 e que também fora inspirado pelo caso dos Ricci solitons, a saber: em dimensao

2 e 3, Ricci solitons compactos sao triviais.

Teorema 2.8 ([I7]). Toda métrica m-quase-Einstein 2-dimensional compacta é um

produto warped Finstein trivial.

Demonstracao. Ja que M é compacta e é a base de um produto warper Eisntein, o
Teorema nos permite demonstrar apenas o caso em que A > 0. De (2.24)), sabemos

que
2

m—+1

R > A (2.27)

Como M ¢ 2-dimensional, Ric = &g, donde o item (2) do Lema se torna
2
VR = —— (R - —)\) V. (2.28)

Agora, tomando a fungao u = e, a igualdade (2.10) nos diz que Vu = £ (% — \)g.
Em particular Vu é conforme. Entao, pelo Corolario temos

/ (VR, Vu) dvol = 0,
M

que pode ser reescrita como

1
—— | e % (VR,Vf)dvol = 0.

m Jm
Usando ([2.27)), temos que (R — L)\) |V f|> = 0. Deste modo, temos duas opgoes:

m+1

1) Se Vf =0, o resultado segue.

(1) ) g

2) Por outro lado, se R = —2-), entdo R é constante.
m+1

Deste tltimo caso, a demonstragao da Proposigao [2.7] nos permite inferir que

LA: R = Rin < An.

m-+1

Assim, Au < 0. Pelo Teorema Teorema de Hopf, u é constante e, portanto, f

também o é. O
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2.3 Limites no Crescimento Volumétrico de Bolas Ge-

odésicas

O foco desta secao é apresentar as conclusoes estabelecidas em [3] a respeito de
estimativas de volume para produtos warped Einstein, similar a resultados obtidos por
Calabi [10] e Yau [53] para variedades Riemannianas completas com curvatura de Ricci
nao-negativa. Mais precisamente, trataremos de limites para o crescimento volumétrico
de bolas geodésicas em variedades satisfazendo a equagao m-quase-Einstein (2.7)) para
A <0, ja que a Proposicao nos garante que produtos warped Einstein determinam
uma variedade m-quase-Einstein. Nao obstante, serd apresentada uma obstrucao a
existéncia de uma tal classe de variedades nao triviais.

O que os autores Calabi e Yau mostraram é que variedades Riemanninas nao-

compactas com tensor de Ricci nao-negativo satisfazem
vol(By(r)) > cr, (2.29)

para qualquer r > rg, em que 1y ¢ uma constante positiva, B,(r) é a bola geodésica
de raio r centrada em p € M" e ¢ é uma constante que nao depende de r. Em outras

palavras, uma variedade em tais condicoes possui volume infinito.
Perceba, ainda, que as equagoes (2.11)) e (2.1)) nos permitem concluir que

u2

%(R —An) + (n—1)|Vul]? = =\’ + p. (2.30)

Além disso, Wang provou em [49] que se A < 0, entdo R > An, como visto no caso em

que a curvatura escalar é constante pelo item (¢) Proposigao . Dai, segue que
(n —1)|Vul* < = u? + p. (2.31)

Ainda, como Vu = —%qu, a equagao (2.31)) nos da

Am? w2
2< - 2.32
Vi AT (2.52)

donde n >m = |Vf|? < —Am—f—%.

Deste modo, podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.9 ([3]). Seja (M™, g, f) uma variedade m-quase-Einstein steady nao-compacta

com 1 <m < oo. Entao, existem constantes positivas c,ry tais que, para todo r > 1q,

vol(By(r)) > cr. (2.33)
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Demonstracao. Quando m = oo, temos um gradiente steady Ricci soliton e a de-
monstracao deste caso pode ser encontrada em [35]. Assim, podemos assumir que
m € (1,00). Dai, sendo A = 0, a equacao ([2.31)) nos fornece a desigualdade

L
Vul? < —. 2.34
Vu? < (2:34)

Como R >0 e u > 0, deduzimos

/ uRdvol > 0,
Byp(r)

para cada r > 0. Consequentemente, se para todo r > 0 temos

/ uRdvol = 0,
Byp(r)

entao R =0 em M.
Por outro lado, o item 3 do Lema [2.4] implica que, neste caso, devemos ter Ric = 0.

Portanto, o caso em questao se enquadra nas hipoteses de Calabi-Yau e a equacao

[2.29) ¢ satisfeita.

Agora, como sabe-se que uma métrica m-quase-Einstein é analitica pela Proposicao
2.8 de [27], Proposigao 2.8, tem-se que os zeros da curvatura escalar sao isolados. Assim,
se R > 0, mas nao identicamente nula, escolhemos p € M tal que R(p) > 0 e uma bola

B,(r¢) de raio ro > 0 tal que

/ uRdvol = mCy
By (ro)

e Cy é uma constante positiva. Entdo, por (2.1)) e para qualquer r > ry, chegamos a

mCy = / uRdvol < / uRdvol = m Audvol.
Bp(ro) Byp(r) Byp(r)

Usando o Teorema da Divergéncia, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.34)), con-

cluimos que

mCy < m Audvol = m (Vu,n) dvol <m |Vul|ds

By(r) By(r) 0Bp(r)
1
< my | L A@B, ().

Isto implica que, para r > r,
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A@B,() 2 0 = A, (2.35)

n—1

em que c¢g > 0 é uma constante uniforme.
Finalmente, integrando (2.35)) de ¢ a r, temos

vol(By(r)) > co(r —ro) > ¢,

para um c = 9, por exemplo, e para todo r > 2r¢, como querfamos demonstrar. O

Observacao 2.4. Munteanu e Sesum, em [33], provam a desigualdade anterior para
Riccr solitons, porém apresentam ainda uma outra desigualdade, no sentido de uma
limitacao superior para o crescimento volumétrico das bolas geodésicas no caso steady,
a saber,

ce™" > vol B, ()

para constantes uniformes a e ¢, e uma outra constante ro de modo que a expressao

anterior € valida para todo r > ry. Mostra-se que é valida para ro = 1.
O corolario a seguir é uma conclusao direta do Teorema [2.9

Corolario 2.10 ([3]). Seja N = M™ x,, F™ um produto warped Ricci flat. Entao,

existem constantes positivas c e o tais que, © > 1g,
vol(B,(r)) > cr,

para bolas geodésicas da base.

Enunciaremos um resultado, e um de seus corolarios, provado por Jeffrey Case em
[16] que trata de uma obstrugao a existéncia de variedades com estrutura m-quase-

Einstein nao-trivial e que serd mencionado adiante.

Teorema 2.11. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa tal que Ric} > 0

para alguma funcao suave f e 0 <m < oo e supondo que
Asf = cre/

para constantes ci,co > 0. Entao, f € constante.

Corolario 2.12. Seja M x, N um produto warped Einstein com curvatura escalar
nao-negativa. Entao, ao menos um dos fatores deste produto é Finstein com curvatura

escalar positiva.
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Em outras palavras, isto nos diz que toda variedade V' = M"™ X i F™ steady ou
shrinking com fibra p-Einstein, p < 0, é trivial ao passo que nao existe variedade com
estrutura m-quase-Einstein expanding nao-trivial.

Uma indagacao que naturalmente surge dos resultados anteriores é saber o que
ocorre com o crescimento volumétricos de bolas geodésicas em uma variedade m-quase-
Einstein expanding. Neste caso, temos o seguinte crescimento volumétrico de bolas

geodésicas.

Teorema 2.13 ([3]). Seja (M™, g, f) uma variedade m-quase-Finstein expanding néao-
compacta com m € [1,00) e u < 0. Suponhamos que [ > —k, para alguma constante

positiva k, entao existem constantes c,rqg > 0 para as quais, ¥ r > 1q,
vol(B,(r)) > cr. (2.36)

Demonstra¢ao. Primeiramente, usando as hipoteses sobre f e p em (2.31)), deduzimos

“Dem
Vul? < e
n—1

(2.37)

Levando em conta que M é expanding, isto ¢, A\ < 0, as consideragoes do inicio

desta secao nos dao que R > An e u > 0, inferimos
/ u(R — An)dvol > 0,
Bp(r)
para cada r > 0. Ainda, se temos, V r > 0,

/ u(R — An)dvol = 0,
By(r)

entdao R = An em M. Assim, do item 3 do Lema temos que M ¢ Finstein, mas
isso é uma contradicao, pois as contrapositivas do Teorema e do Corolario [2.12
nos garantem que nao existe variedade Einstein nao-trivial expanding com estrutura
m-~quase-Einstein.

As demais discussoes desta prova se assemelham as da demonstracao do teorema

anterior. Em particular, 3p € M : R(p) > An. Como u é positiva, 3 ro > 0 tal que
/ u(R — An)dvol = mCy
Bp(ro)

¢ uma constante positiva. Além disso, pela analiticidade de R, segue da equacao (2.11]),
Vor 2 7o,
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mCp < / u(R — An)dvol = m Audvol
Byp(r) By(r)

=m (Vu,n)ds <m |Vu|ds
OB, (r) 0By (r)

| _ \e2k/m
<m 1 A(0B,(r)), (2.38)

em que utilizamos o Teorema da Divergéncia, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e
(2.37). Portanto, (2.38)) nos permite deduzir que, ¥ r > r,

Co
—\e2k/m ’
n—1

donde ¢y > 0 ¢ uma constante uniforme. Integrando a desigualdade anterior em [ro, 7],

A(OBy(r)) = co =

chega-se a
vol(B,(r)) > co(r —rg) > cr,

da mesma maneira que na demonstracao do Teorema para r > 2ry e, portanto,

temos o resultado requerido. O

Antes de enunciarmos e demonstrarmos os dois tltimos resultados deste capitulo,

necessitamos definir o f-Laplaciano de uma fungio u € C*(M).

Definicao 2.3. Consideremos a medida f-volumétrica e='dvol em M. Dizemos que o

Laplaciano associado a tal medida € o operador Ay dado por
Aju=Au— (Vu,Vf),

com u € C®°(M). Denota-se também por f-Laplaciano de u.

Note que Aju = e/div(e™/Vu), entdo, em uma variedade compacta e com respeito
a medida f-volumétrica, o Teorema da Divergéncia é valido para Ay.

Inspirado pelas ideias desenvolvidas em [I3], BT, 34], prova-se uma estimativa f-
volumétrica de bolas geodésicas em variedades m-quase-Einstein expanding. Mais pre-

cisamente, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.14 ([3]). Seja (M", g, f) uma variedade m-quase-Einstein nao-compacta

expanding com m € [1,00) e p=0. Entdo, 3c:Vr >1

vols(B,(r)) > ce™V =A™, (2.39)
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

Demonstracao. Primeiramente, como p = 0, concluimos

Ae™ = —div(e V)
= (=Af + |V f[)e?
= —me 7. (2.40)

Repare que utilizamos (2.12)) na ultima igualdade. Assim, a integral de (2.40]) sobre

B,(r) reduz-se a

—)\m/ efdvol:/ Aefdvol
Bp(r) By(r)
= / (Ve ™l n)ds. (2.41)
dBp(r)

Em contrapartida, (2.32)) nos garante que, se u < 0, (Vf,n) < |Vf| < vV —=Am. Isto
nos permite usar (2.41)) para chegarmos a

—)\m/ e /dvol < \/—)\m/ e /ds. (2.42)
By(r) OBy (r)

Dai, denotando

E(r) = voly(B,(r)) = / e fdvol,

Byp(r)

podemos usar ([2.42)) de modo que

Portanto, integrando a tdltima inequagao anterior em [1, 7], concluimos que

In(£(r)) —In(€(1)) > V=Amr — vV—m

1
)2 SEL v

Assim, como &(r) = vol;(B,(r)) e para ¢ = eﬁ%, obtemos (2.39) como queriamos

demonstrar. O

Finalizaremos esta secao com um resultado de obstrugao a existéncia de métricas
Einstein. Sabemos que, em 2003, Dong-Soo Kim e Young Hoo Kim deram uma res-

posta parcial ao questionamento em [§] sobre existéncia de produtos warped Eisntein
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

compactos nao triviaisﬂ Os resultados de Case ja mencionados também figuram uma
solucao parcial aquele questionamento.

Aqui, sera utiliado o Principio do Mdximo fraco no infinito para o f-Laplaciano em
vista de obter um resultado de trivialidade para produtos warped Einstein com curva-
tura escalar negativa. Todavia, a motivagao para este principio é advinda de estudos
em variedades ndo-compactas. Explicitamente, temos que, para cada u € C*°(M) com

u* = sup,,u < 00, 3 (xy)r em M com as seguintes propriedades. Para cada n € N,
. k.
(i) u(zy) = u*,

(ii) Au(zg) < &

Lo
(iii) |Vu|(zy) < 1.

Este principio é conhecido como Principio do Maximo de Omori-Yau no infinito. A
restricao aos dois primeiros itens se configura no Principio do Maximo fraco no infinito.
Em alguns casos é conveniente tomar (xy), tal que primeiro item possa ser reescrito
1 1 . .
como u(xy) > (supyu) — 5. Utilizaremos ainda o seguinte resultado presente na tese
[46], da autoria de Michele Rimoldi.

Proposicao 2.9. O Principio do Mdximo fraco no infinito € vdlido para o f-Laplaciano
Ay em uma variedade ponderada (M, g,e~/dvol) cuja curvatura de Ricci satisfaca ao

menos um dos sequintes itens, para algum A € R:
(i) Rick > \, k < oo.
(i) Ric F> A
Enunciemos entdo o resultado final.

Teorema 2.15 ([3]). Seja N = M™ x,, F™ um produto warped Einstein completo com

constante de Finstein A < 0 e fibra p-Finstein, i < 0. Se a funcdo warping satisfaz

/21
< -
U = )\,

entao u € uma funcao constante e N é um produto Riemanniano.

Demonstracao. Sabemos, por hipotese e pela Proposicao que M™ é uma variedade
m-quase-Einstein expanding com funcao potencial f = —mln(u) e g < 0. Como
Ric}" > A, da proposigao anterior, temos que o Principio do Maximo fraco no infinito &
vélido para o f-Laplaciano em M. Sabemos também que |V f|*> < —Am, pela equagao
([2-32). A partir disto, aplicamos o Principio do Maximo fraco no infinito para |V f|?

para concluir que existe uma sequéncia (pg)r em M tal que

5A conclusdo obtida corresponde ao Teorema
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2. Variedades m-quase-Einstein e Produto Warped Einstein

V) > VT = L e AfVF2(m) < 2,

—_—2
em que [Vf] = supy, |V /|2

Agora, observando que

AV = AV = VIV V)
= AIVf]P =2V f(V, V),

a formula de Bochner com Ay se torna

1 :

SOV = V22 4 Rie(V S, V) + V2 (V. VF) + VS, VAL )
Portanto, substituindo as expressoes (2.7) e (2.12)) em (2.43)), temos

SAVIP 2 VI 4 VI (VFV(AS V)
= AV + VAT 2 TSP

1
= (A2 i) 9P
m
Assim, desde que u < 27“, deduzimos imediatamente que

1 2 1 4
Z > )
AV |V

Dai, sobre (pg)x, temos do Principio do Maximo fraco no infinito,

> SOV (k) 2

2
SER e

1
m

N | —

1
— >
2k

—
Entdo, k — +oo = |V f| =0 = f é constante e isto conclui o teorema.
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Capitulo 3

Variedades m-quase-Einstein

(Generalizadas

Neste capitulo, abordaremos uma das generalizacoes de métricas m-quase-Einstein.
Subdividido em 2 se¢oes, trataremos inicialmente do artigo [5], que apresenta formu-
las semelhantes as do artigo [I7], presentes na primeira se¢ao do Capitulo 2, para a
variedade tipo-Einstein aqui abordada, além de fornecer resultados de rigidez envol-
vendo formas espaciais e formulas integrais, dando continuidade aos estudos iniciados
em Ricci solitons em [7], dos mesmos autores. A se¢ao seguinte, correspondente ao
artigo [4], tratando-se de uma extensao natural do trabalho de Barros e Ribeiro em
[5], tendo em seu centro um resultado de rigidez semelhante ao abordado na primeira

secao e apresentando novas observacoes na teoria.

3.1 Caracterizacoes e Formulas Integrais para Métri-

cas m-quase-Einstein Generalizadas

Esta secao é dedicada a apresentar algumas formulas estruturais para a nova classe
de métricas tipo-Einstein, surgida em [18], que definiremos adiante e, além disso, dar
caracterizagoes de variedades, sob certas condi¢oes, como formas espaciais, fornecendo
inclusive sua funcao potencial f. Ao final, daremos resultados de rigidez em casos

compactos sobre o laplaciano da curvatura escalar.

Defini¢ao 3.1. Diremos que uma variedade Riemanniana (M" g), n > 2, é uma
métrica quase-Einstein generalizada se existirem fungoes suaves f, X e p em M tais
que

Ric + V2f — pdf @ df = \g. (3.1)

Uma tal variedade serd denotada por (M"™, g,V f, ).
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Repare que uma variedade quase-Einstein generalizada sera m-quase-Einstein quando

W= %, m € Zy e A = cte. Neste contexto, uma métrica sera dita m-quase-Einstein

generalizada quando pu = % O caso em que m = oo, mas A permanece sendo uma
funcao nao-constante serd denominado almost Ricci soliton. Assim como em ({2.8]),

temos que o trago de (3.1)) é dado por
1 2
R+Af = —[Vf=n. (3.2)

Segue diretamente das equacoes anteriores que

V2f — %g = % (df ®df — %|Vﬂzg) — (Ric - %g) ) (3.3)

As definicoes de trivialidade de variedades quase-Einstein nos dois casos vistos até
aqui sdo coincidentes, vide Capitulo 2. Quando (M™, g, Vf, \) for trivial, é imediato
que também serd Einstein. As consideracoes para a funcao u = e $i0 analogas.

Esta generalizacao aqui abordada tem uma motivagao, para além de sua naturali-
dade, no fato de que nem toda variedade Einstein pode ser vista como uma variedade
quase-Eintein nao trivial. Um exemplo disto é que a esfera com a métrica canoénica é
Einstein, porém s6 admite estrutura quase-Einstein trivial (ndo-generalizada).

Suponhamos, por absurdo, que S™ admita uma estrutura m-quase-Einstein nao tri-
vial. Entao, S deve satisfazer (2.10) para u nao-constante. Sabendo que R é constante
— em particular igual a n(n — 1) —, tem-se da equacao que

Au = E(R— An),
m

donde segue do Teorema da Divergéncia que u = 0 ou R = An. Se o segundo caso
ocorrer, entao a equagao nos da V2u = 0 e, da compacidade da esfera, u sera
constante, o que é um absurdo.

No entanto, a esfera, bem como as demais formas espaciais, admitem estrutura

quase-Einstein generalizada, como vemos nos exemplos seguintes.
Exemplo 3.1. Tomando a esfera unitdria (S™, go), n > 2, e considerando a fun¢ao

f=—mn (= 2). (3.4

n

. X . 1 P . A
em que T € um pardmetro real no intervalo (-,+0o0) e h, ¢ uma funcao distincia
com sinal com respeito ao vetor unitdrio firado v € S™. Aqui, h, : S* — R ¢ dada
por h,(p) = (v,p). Assim, observando que estamos em uma variedade, ainda que

consideremos S"™ como uma hipersuperficie do R™, a derivacao € feita covariantemente,
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

entao
Vhy(p) =v = (v,p) p,

jd que p € um vetor normal a T,S"™. Consequentemente,

V2hy(p) = = (v,-)p — (v, D) g0,

e conclui-se que V?h,(p) = —hygo. Portanto, u = e m =T — %“ e deduzimos, por
(2-9). ,
T—u
V2f — Edf@)df =-m 9o-

Uma vez que o tensor de Ricci da esfera com a métrica candnica é dado por Ric =
(n—1)go, podemos assumir X = (n—1) —m™* de modo a obter uma tal estrutura nao

trivial em (S", go)-

O exemplo subsequente diz respeito ao espaco euclideano e é interessante destacar
que este espaco é Einstein admitindo a estrutura aqui abordada e também a versao

nao-generalizada, cuja curvatura é constante e nula.

Exemplo 3.2. No espago euclideano (R", go), n > 2, consideremos a fung¢ao
f(z) = —mIn(r + |z|*), (3.5)

onde T € um pardmetro real positivo e |x| € a norma euclideana de x € R". Como
estamos no espago euclideano, a deriva¢io é a canénica, logo Vx> = 290 e u =
T+ |z|?, deduzimos que

1 m
V2f — —df @df = —2—gqq.
m U

Como (R", go) € Ricci flat, podemos tomar X = —2™ de modo a termos uma estru-

tura nao trivial neste espaco.

Por outro lado, com respeito ao espaco hiperboélico, que também é Einstein com

estrutura m-quase-Einstein, vide Proposicao [2.8, temos

Exemplo 3.3. Seja H*(—1) C R™ : (z,z), = —1, 21 > 0, onde R™ ¢ o espago
euclideano R™™ munido do pseudo-produto interno (x,x), = —xi + x5 + -+ + a2.
Sequindo argumentos similares aos do primeiro exemplo anterior e observamos que
x € H"(—1) é um vetor normal a T,(H"(—1)). Primeiramente, fizrando um vetor
v € H"(—1), consideremos a fun¢ao altura h, : H"(—1) = R dada por h,(z) = (z,v),.
Neste caso,

Vh,(x) = v+ (z,0), 2,
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

€ assim

V2hy(z) = hygo.

Entao, temos

u=7—hy,, 7> —1.

Note que a métrica aqui tratada confere ao espaco hiperbolico uma estrutura Lorent-
2

ziana e, além disso, h,(z) < 0, posto que x3 = 1+ Y1 , a2, isto é, x1 > |x|, 1 =
2, ,n, Ve H"(-1).

Na geometria supracitada, € vdlida a Desigualdade de Cauchy-Schwarz inversa para
vetores lipo-tempo, a saber,

| (v, w)o [ = [o] - |w].

Portanto, | (v,w),| > 1 = (v,w), € (—o0,—1] e, por conseguinte, T > —1 =

u > 0. Dai,
V- Sdf@df = -m" g,
m
e, como Ric = —(n — 1)gy, uma escolha para lambda que torna H"(—1) m-quase-
Einstein generalizada nao-trivial é A = —(n — 1) + m™*,

Observagao 3.1. Dado x um elemento qualquer de um espago de Lorentz, |-| representa

a pseudo-norma definida por |x| = /| (x,x),|.

Os exemplos anteriores desempenham um papel fundamental neste secdao, como
veremos mais adiante. Daremos, ainda, mais dois exemplos, sendo o primeiro com a
intencao de conectar o estudo de variedades 1-quase-Einstein generalizadas com o de
variedades estéticas, assim como fizemos no Capitulo 2. O exemplo seguinte é inspirado
pelo artigo [22] e faz parte de uma teoria ligada a Fisica Moderna, especialmente na

Cosmologia.
Exemplo 3.4. (M™,g) é uma variedade Riemanniana dita fator espacial de um fluzo
tempo-espaco perfeito estdticcﬂ se satisfaz
u Ric =V?u
— n—2 n
Au = (—Q(n—l)R + mp) u,

para u,p € C°(M), u>0 em M.

Pela definicao dos tensores sem traco e a exrpressao para Au dada,

Viu=u (Ric— E) +%,

n n

!Em traducdo livre. Originalmente a expressao é spatial factor of the static perfect fluid space-time.
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0 que € equivalente a

Fumu (e (502

Ou seja, pela equagao (2.10), que € andloga para o caso generalizado, toda variedade M

nas condi¢oes dadas € uma métrica 1-quase-Einstein generalizada para A = =2— — £
2(n—1) n-1

uma aplicagao.

O ultimo exemplo que daremos neste momento introdutorio esté presente em [2§]
e trata-se de um caso de variedade quase-Einstein generalizada peculiar em que o
seu tensor de Ricci, assim como no caso do fator espacial de um fluxo tempo-espaco
perfeito estatico, nao é miltiplo da métrica por uma constante, isto é, a variedade nao
é Einstein, o que se difere dos trés primeiros exemplos em que consideravamos formas
espaciais. Porém, esta variedade tem curvatura escalar nula e admite estruturas almost

soliton e quase-Einstein generalizada distintas.
Exemplo 3.5. Consideremos a variedade Riemanniana (R}, go),n < 3, em que
:{xGR”:xn>0}ego—x{{2(dx1 + -+ d2?).

2
Se tomarmos o referencial ortogonal {E; = x," :1 <@ < n}, que € um maltiplo

do referencial candnico do R™, entao a conexao em espacos euclideanos e a definicao
do tensor de Ricci, denotando R;; = Ric(E;, Ej), nos dd

2n

R %$;m7 paral <i<n—1;
_2n
Ry = — 22Dy, "2 (3.6)

R;; =0, parai # j.

Além disso, temos que (R, go) € conformemente flat, pois gy € miltiplo da métrica
euclideana padrao, com curvatura escalar nula, por (3.6). Vejamos que esta variedade

tem as sequintes propriedades:
i. (R, g0) tem estrutura de Ricci almost soliton.

De fato, definindo duas funcoes f e X em (R, go) por

n+2 2n

f= el 4 yinim) o A= Ryt 4 e,

verifica-se que o tensor de Ricci satisfaz a relagao
Ric + V2f = Ago.
Portanto, (R, go) € um Ricci almost soliton.
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

i. (R%, go) também possui estrutura m-quase-Einstein generalizada.

Para qualguer inteiro positivo m, temos uma nimero real positivo t que € solucao
da equacao a sequir
m(n —2)t* —m(n +2)t —2n =0, (3.7)

ou scjo, t = 5 nt? s+ 1 \/ (n2)
u=e

t
u; = V*u(FE;, E;) da sequinte forma

_f
m

=z C’om respezto ao referenczal ortonormal {E;},, podemos computar

t— 2n )
ui = 2w, "0, paral <i<n—1;
2 R
n -2,
Upp = (17 — 55) 0 "% (3.8)

w;; = 0, para 7 # j.

Por , 3.8), temos

m 2(1+mt) 2= .
Rj U 5 n 20i,1 <id,7<n
_2n
Entao, fazendo A = —2(1:7;“) Tn ", que € uma func¢dao nao-constante, concluimos que

(Rﬁ,go, u, \) € uma variedade m-quase-Finstein generalizada.

Enunciaremos e demonstraremos agora alguns resultados que nos sao convenientes

aos resultados principais desta secao.

Lema 3.1 ([5]). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana e X € X(M) um campo

vetorial. Entdo, sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(1) Se (X’ ® X°) = pg para alguma funcdo suave p : M — R, entdo p = 0 = | X|°.

Em particular, a unica solu¢ao da equacao df @ df = pg € f constante.

(2) Se M™ é compacta e X é um campo vetorial conforme, entio
/ | X |2div(X) dvol = 0.
M
Em particular, se X =V f € um campo vetorial gradiente conforme, entao

/ |V fI?Af dvol = 0.
M

Demonstracao. Para a primeira afirmagao, temos que o trago da igualdade pg = (Xb ®

X?) corresponde a pn = |X|?, o que por sua vez nos da que |X|* = n|X|* e, entdo,
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p = 0 = |X|?. Particularmente, se X = Vf, entdo devemos ter Vf =0 = f &
constante.

Agora, levando em conta que X é um campo vetorial conforme, temos %Lxg = pg,
para alguma p € C®(M), donde tr(1Lyg) = tr(pg) = div(X) = pn, ou seja,
p = =div(X). Dai, obtemos

| X|2div(X) =n (VxX, X), (3.9)

pois (VxX,X) = 1Lx(X,X) = p|X|* = ‘ii—'Qdiv(X). Por outro lado, tendo em vista
que div(X|X|?) = | X |*div(X) + 2(Vx X, X), se infere

n -+ 2
n

div(X|X]?) = X |2div(X). (3.10)

Segue do Teorema da Divergéncia que [, |X[*div(X)dvol = 0. Em particular, X =
Vi = [, IVfI?PAfdvol =0. O

O Lema seguinte fornece ferramentas de grande destaque no estudo de variedades
(M™, g,V f, \), sendo correspondente ao Lemado capitulo anterior quando conside-
ramos A como uma fungao. Assim sendo, alguns passos serao assumidos por anologia

a sua equivaléncia.

Lema 3.2 ([3]). Seja (M", g,V f,\) uma métrica m-quase-FEinstein generalizada. En-

tdo, temos
(1) AV = V2 f]? = Ric(Vf, V) + ZIVPAf + (n = 2) (VA, V).
(2) VR = "HRic(Vf) + L(R— (n — DAV S + (n — 1)V,
(3) VIR+ VP =2(n—1)A) =2AVf + 2[Vy;Vf + (V2 = Af)VS].

Demonstragao. Tomando a divergéncia da equacdo (3.1)), deduzimos que
. 2 2
VR + 2Ric(Vf) +2VAf — EAfo—EvaVf:2V)\. (3.11)

Procedendo analogamente ao item 1 do Lema mas atentando ao fato de que A

permanece ha equacao, e através da formula de Bochner, obtemos
1 ) 2
§A\Vf|2 = [V?f|* = Ric(Vf, V) + E!Vf\zﬁf + (n=2) (VA V),

provando assim o primeiro item.
Por outro lado, subsitituindo Af = —R + An + %|Vf]2 em (3.11]), e lembrando
novamente que V|V f|? = 2Vg,V [, tem-se
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1 1 1 1
—VR = —Ric(Vf) -V (—R—i— An + —|Vf|2> + — <—R+ An + —|Vf|2) Vi+
2 m m m
1
+ —Vy;Vf+ VA
m
1 1 1
= —Ri¢(Vf)+ VR — =Vy¢,Vf+ — (—R—i— An + —\Vf]Q) Vf—(n—-1)VA
m m m
Assim, obtemos
1 ) 1 1 1 9
—VR = Ric(Vf)+ —=Vy;Vf——(-R+ I+ —|Vf)Vf+(n—1)VA,
2 m m m
donde
1 . 1 . 1 2
EVR = Ric(Vf) + - —Ric(Vf) + E|Vf| Vi+AVf)++(n—-1)VA-

1 1
— —(-R+ M+ —|Vf)V
m m

=" IRic(Vf) + (R~ (n —~ DAV/ + (1~ 1)VA (3.12)

A expressao (3.12)) nos fornece precisamente o item (2) do lema antecedente, provando

entao este ponto.
Finalmente, notando que (VR + V|V f|?) = sVR + Vg,V e utilizando (3.12)),

escrevalinos

%(VRJr VIV =" LRie(v ) + %(R (= DAV S+ (n— VA4 AV S

1
+ EnyPVf — Ric(Vf).
Entao, utilizando (3.2)), chegamos a

VR+ V2 —=2(n—1DN) =22V f = —[(IVfP+R — (n — )NV f — Ric(Vf)]
[(]Vf\z—i-R nA+ AV —Ric(Vf)]
[(IVf]* + |Vf|2 — Af+ ANV f —Ric(Vf)]

VoV + (V= ANV

SII\DSIMSIMSII\3

donde, rearranjando os termos, obtemos
VR +[VF? =2(n = 1)A) =22V [+ — [vaf + (VP = ANV

Isto conclui a demonstracao. O]
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E interessante pontuar que o item (3) do lema sobrescrito ¢ uma generalizacio da
equagao classica de Hamilton para gradiente Ricci soliton, a saber, R+ |V f|>?—2\f = C,
em que C' é uma constante, coincidindo quando m = oo e A é constante; assim como
também & uma generaliza¢ao da relagao V(R + [V f]|? — 2(n — 1)) = 2AVf, que foi
provada em [7] para almost-Ricci solitons. Tomando Z € X(M), a identidade a seguir
deduz-se do Lema [3.2] item (2)

m—1

%angm__ MQVﬁZy+%GL—M—1MMVﬂZ%+M—IMVAZy(&B)

Em ordem a apresentar um dos resultados principais do artigo [5], enunciemos um

altimo lema.

Lema 3.3 ([5]). Seja (M"™, g,V f,\), n > 3, uma métrica m-quase-Finstein generali-

zada. Se, adicionalmente, M" é Finstein entao temos

Vi = (—%u + %) g, (3.14)

com c constante.

Demonstracao. Se M"™ é Einstein e m > 3, temos Ric = %g com R constante. Em

particular, segue de (2.9) que

Vi =2 (VQf e df)
m m
= —%()\g—Ric)

_1 (%u _ Au) g (3.15)

m

Dai, usando (|1.19), deduzimos que

Ric(Vu) + VAu = lV (Eu - )\u) : (3.16)
m- \n

Todavia, tomando o traco de (3.15)), temos

Au = Eu " (3.17)
m-m

Comparando agora (3.16)) e (3.17)), obtemos

V(i) = %Vu — mVAu — mRic(Vu)

= EVU — RVu+nV(Au) — m%VU,

n
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donde segue que .
m+n—
M) = R————Vu. 3.18
V(A u) Y p— Vu (3.18)

m+n—1
n(n—1)

substituindo a correspondéncia para A\u na expressao (3.15)),

1 /R
Viu=— (—u—)\u)g

m \n

)

Portanto, concluimos que Au = R u— ¢, em que ¢ ¢ uma constante. Em seguida,

como queriamos demonstrar. O

Observagao 3.2. A equacdo (3.14) nos permite inferir que Au = —%u +=n e

A(Au) = —-B-Au, donde Au é um autovetor do operador A.

Os proximos teoremas sao, em suma, resultados de rigidez e caracterizacao para
métricas m-quase-Einstein generalizadas, constituindo a primeira parte da abordagem

dos autores em [3].

Teorema 3.4 ([5]). Seja (M™, g,V f,\) uma métrica m-quase-Einstein generalizada
ndo-trivial com n > 3. Suponha que (M™,g) seja Einstein, o que € equivalente a
supor que Vu € um campo vetorial conforme. Entdo, uma das sequintes afirmacoes é

verdadeira:

(1) M™ € isomélrica & esfera candnica S". Além disso, a menos de constante, sua
fungdo potencial é dada por (3.4)).

(2) M™ é isométrica ao espago Euclideano R™. Além do mais, a menos de mudanca
de coordenadas, [ é dada por (3.5)).

(8) M™ € isométrica ao espaco hiperbdlico H", munindo u de um unico ponto critico.

Ademais, a menos de constante, f é dada por —mIn(t — h,), T > —1.

Demonstracao. Como f é nao-constante e estamos supondo que Vu é um campo ve-

torial conforme nao-trivial, que nos permite escrecer %Lvug = V?u = 24g, deduzimos
n

que M" é Einstein. Além disso, por (3.2)) e (2.9), temos
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Assim, se n > 3, segue do Lema de Schur (Lema que R =nA+ %m ¢é constante.
Por outro lado, do Lema [3.3] temos

R c
2 —_— — —
Vu-( n(ﬂ_l)qum)g,

em que ¢ é uma constante. Além disso, estamos em posicao de aplicar o Teorema [1.9
devido a Tashiro em [48], para deduzir que M™ é uma forma espacial.

Se R é positivo, podemos assumir que M™ é isométrica a uma esfera candnica S™.
Desde que R = n(n — 1), segue do Lema que Au = —un + =n = Au =
—n(u — k), em que k = = é uma constante. Entdo, a menos de constante, u ¢ a
primeira autofuncao do operador Laplaciano de S™. De fato, considerando f = u — k,
temos Af = Au = —n(u — k) = —nf. Consequentemente, devemos ter v = ah, + T,
com v sendo um vetor unitério de R™"! e a, 7 constantes tais que 7 > |a|. Portanto, f
é, a menos de constante, dada por .

Em seguida, se R = 0, tem-se, de (3.18), que ¢ # 0, ja que (M", g,V f, ) é nao-
trivial. Neste caso, M™ é isométrica ao espaco euclideano R"™. Usando mais uma vez o

Lema (3.3, obtemos Au = k, em que k& é uma constante nao-nula. Uma vez que u deve

ser positiva, a menos de mudanca de coordenadas, deduzimos que
u(zr) = alz]* + 7, a,7 > 0.
Deste modo, f é dada, tomando os devidos ajustes, pela expressao (3.5), isto é,
f=—mln(a|z|*+ 7).

Finalmente, se R < 0, segue novamente do Teorema [1.9] que M™ é isométrica ao
espaco hiperbolico, desde que u tenha um tnico ponto critico. Agora, suponhamos que
M™ seja isométrica a H"(—1). Usando argumentos analogos ao caso R > 0, conside-
rando R = —n(n — 1), obtemos u = —ah, + 7, para a fun¢do altura com respeito a
pseudo-métrica presente no Exemplo v € H"(-1), 7 > —a, a > 0. Assim como
nos paragrafos anteriores, isto nos da que f serd, a menos de constante, dada por

—mIn(T — h,). Isto conclui a demonstragao do teorema. ]

Observe que o Teorema (3.4 nos fornece uma caracterizacao completa de métricas
m-quase-Einstein generalizadas que sao também Einstein. Como consequéncia deste

teorema, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.5 (|3]). Seja (M™, g,V f,\), n > 3, uma métrica m-quase-Einstein gene-
ralizada compacta nao-trivial tal que [, Ric(Vu, Vu) dvol > ”T’l J3(Au)? dvol. Entao,
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

M™ € isométrica & esfera candnica S™(r). Além disso, a fun¢do potencial é a mesma

de (3.4).

[}
Demonstracao. Consideremos a hessiana de u sem traco, isto é, VZu= Vu— %g. Dai,

por meio do produto interno de Hilbert-Schmidt, obtemos

Au |? A A
'V U — %g = <V2U - _ug’ Viu — _u9>
Au)?
= |[VZu|* — 2_u (g9, V?u) + (Au)
n n
Au)? Au)?
:|V2u]2—2( u) +( u)
n n
— |V2u]2 . (AU)Q
n
= |V2ul? = | Viu |+ %. Pelo Teorema da Divergéncia, integrando a Formula de

Bochner, chegamos a
Co (AU)Z .
0= [ (VAu,Vu)dvol+ [ | V7u|dvol+ [ ———dvol+ [ Ric(Vu, Vu)dvol,
M M M N M
donde

o 2
/ | VZu | dvol = —/ (VAu, Vu) dvol—/ Mdvol—/ Ric(Vu, Vu) dvol.
M M M M

n

Porém, do Teorema temos que
/ (T, V*u) dvol + / (div(T'), Vu) dvol = 0.
M M

Entao, tomando T' = (Au)g, conclui-se

/ (VAu, Vu) dvol = / {(Au)g, V*u) dvol
M M

dvol

s\

Portanto,

| V?u | dvol = / (Au)? dvol —/
M M M

n—1

= /(Au)zdvol—/ Ric(Vu, Vu) dvol.
M M

(Au)?

dvol—/ Ric(Vu, Vu) dvol
M

n

Como, por hipotese, [, Ric(Vu, Vu)dvol > 2= [} (Au)? dvol, entdo
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/ | V2u | dvol = 0,
M

o que nos habilita a inferir que V?u = %g, logo, Vu é um campo vetorial conforme
nao-trivial. Sendo n > 3, aplicando o Teorema e atentando ao fato de M™ ser

compacta, obtemos o resultado requerido. O

Os dois proximos resultados sao caracterizagoes de variedades tipo-Einstein e ge-
neralizagoes de conclusoes validas para Ricci solitons, almost Ricci soliton e métricas
quase-Einstein, cujas inspira¢oes podem ser vistas em [7, [I7, 42], assim como naquilo

que fora abordado no capitulo precedente.

Teorema 3.6 ([5]). Seja (M™, g,V f,\) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

compacta Entao M™ serd trivial quando um dos sequintes casos ocorrerem:
(1) [, Ric(Vf, Vf)dvol < 2 [ |Vf]2Afdvol — (n—2) [,, (VA, Vf)dvol.
(2) (M™,g) € Einstein e Vf é um campo vetorial conforme.

Demonstragao. Integrando a expressao correspondente ao item (1) do Lema e uti-

lizando o Teorema da Divergéncia, obtemos

O:/ |V2f]2dv01—/ Ric(V f, V f) dvol+
M M

2
+ — |Vf]2Afdvol—(n—2)/ (V\, V£)dvol,
m Jn M
ou seja,
2
/|V2f|2dv01:/ Ric(V f, Vf) dvol—— |Vf]2Afdvol+(n—2)/ (V, V£)dvol.
M M m Jy M

Uma vez que, por hipdtese, o membro direito da identidade anterior ¢ nao-positivo,
segue que V2f = 0. Além disso, Af = 0 implica, pelo Teorema de Hopf (Teorema
, que f é constante, isto demonstra o primeiro item.

No segundo caso, para m = oo, consideremos a equagao (3.2)), da qual teremos

/ (R—=An)dvol =0
M

= R =M = Af = 0. Novamente pelo Teorema de Hopf, f serd constante.
Agora, se m é finito, consideremos a funcao auxiliar u = e_%, donde Au = *(R —
An) = Au>0ou <0, jaqueu>0eR < AnouR > An. Recorrendo mais uma
vez ao Teorema teremos u = cte e, logo, f é constante. Fica assim demonstrado

este teorema. O
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Teorema 3.7 (|5]). Seja (M™, g,V f,\) uma variedade m-quase-Einstein generalizada
completa com m finito. Entao, Vf =0 se, e somente se, uma das sequintes condigoes
¢ vdlida:

(1) M™ € nao-compacta, n\ > R e |V f| € LY(M). Em particular, M é uma variedade

Einstein.
(2) (M",g) € Einstein e Vf é um campo vetorial conforme.

Demonstrag¢ao. Levando em conta a identidade ({3.2)), temos
mdiv(Vf) = |[Vf]* + m(nA — R). (3.19)

Entretanto, mdiv(V f) > 0, desde que nA — R > 0. Ainda, se |V f| € L'(M), podemos

usar a Proposicao para concluir que div(Vf) = 0. Usando a equagao (3.19),
notamos que Vf = 0, assim como nA = R. Assim sendo, f é constante e M é uma

variedade Einstein, concluindo o primeiro item.
Agora, suponhamos que (M",g) é uma variedade Einstein. Se Vf é um campo

vetorial conforme com fator conforme p, entao V2f = pg, para p = %diva. Sendo M
Einstein, Ric = %g e, pela equacao ([3.3)),

2 01 1 2
v SE= o (arxar— vr) -

do qual segue

2
af @ df = 11

g (3.20)
Pelo Lema Vf =0 e isto completa a demonstracdo do teorema. O

Daqui em diante, esta secao sera dedicada a apresentacao de formulas integrais
para variedades m-quase-Einstein generalizadas. Como viemos mencionando desde
o capitulo anterior, muitos dos resultados vélidos em variedades tipo-Einstein tém
inspiracao em Ricci solitons. O resultado a seguir é uma extensao natural deste tipo,

cujas bases podem ser encontradas em [7], 43].

Lema 3.8 ([5]). Seja (M"™, g,V f, \) uma métrica m-quase-Finstein generalizada. En-

tao, temos

2
1Af{—‘vzf—ﬂg mrn
2 n

Z(Af)E = SV V) + (VS VR) +

L moz (VF,VAS) + %div(vwvf) + (n+ 1)AX+ AT
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Demonstracao. Inicialmente, usando a afirmacdo (3) do Lema e tomando sua di-

vergéncia, obtem-se

AR+ A[VFI2 = 2(n — 1)AX = 2div(AV f) + %[(vqw]? ARV +
+ (VP = ANAS + div(Ve, V)]

Agora, usando que |V2f — &Lg| = |V2f|2 — L(Af)? juntamente com a formula de

Bochner, podemos escrever

%AR =— %A\Vﬂ? + (n — 1)AXN + div(AV f) + % (VIVIP, V) +
F (VI = AAS = (VAS, V) +div(V5,9)

=~ Rie(V/.V/) - 'VQf -4,

2

— %(Af)z — (VAL V) + (n— 1AM

FAVO) + 2 (Ve,VE VS + (V7 ~ ADAT — (T, V) +

2
m

+div(Ve, V).

Em seguida, invocando a equagao ({3.2)), fagamos

(VAF, V) = <V(n)\ + %Wﬂ2 +R),Vf> .

Entao, a ultima relagao nos da

2
m-+n

Af

%AR:—Ric(Vf,Vf)— ‘v2f—7g (Af)? + (n — 1)AN—

mn
— <v(%|w|2 -R+ )\n),Vf> + % (VosVEVT) +

+ div(AVf) + =[|[VfPAf — QAAf,Af) + div(Ve V)]

— — (Rie(Vf, V) + (n — 1) (VA, Vf) — ‘sz _ %g

1
m
2

m—+n

— (Af)? + (n—1)AXN+AAf + (VR, Vf) +

1 .
+ EHVJCPAJC — (VAL V) +div(Vy, V)]
Por outro lado, fazendo Z = V f, reescrevemos (3.13) como

Ric(V£, V) + (n— 1) (VA, V) = % (VR,Vf) + %RiC(Vf, Vi)

_ %(R_ (n— DNV (3.21)

74



3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Além disso, comparando as duas tltimas equacoes, inferimos

PAR= — (VR V) - LRie(Vf, V) + %(R = )|V

m-+n

— ‘sz—

(Af)? 4+ (n—1D)AXN+AAf 4+ (VR,Vf) +

mn

+ %vaPAf —(VAY, Vf> + div(Vy V)]

=1<VR,Vf> ‘ f - mm;n<Af>2+(n—1>AA+AAf+
%[ Ric(Vf, V) + (Af+R—n)\)‘Vf|2+)\|Vf|2]+
+ [ (VAL V) + div(Ve, V)]

Notando que a segunda parcela da peniltima linha corresponde a

LIV f|* e usando
a equagao (3.1)) com p = %, deduzimos

m—I—n

%AR:1<VR,Vf> ‘VQf— (AP + (n— AN+ A\Af+

mn

S ((VegVE V) — (VA V) + div(Ve, V)]

Recorrendo ao gradiente do traco da equagao m-quase-Einstein generalizada, obte-

mos ~Vy,;Vf = :(Ric(Vf) + VAf —nV]), donde

2

1 m-+n

I Af
FAR =S (VR Vf) - ‘sz—Wg

(A2 + (n—1DAXN+AAf+

mn
1 1 n 1

3 (VRVS) + 3 (VAL VS~ S (VAVF) (VAL V) +

+ %diV(vaVf)

m-+n

. (Af)2—g<VA,Vf>+<VR,Vf>+

:—‘sz—

m — 2

1
+ “om (VAF, V) + EdiV(vaVf) + (n—1)AXN+ AAS.
Isto completa a argumentacao.
Como consegéncia deste lema, obtemos a seguinte formula integral.

Teorema 3.9 ([5]). Seja (M™, g,V f,\) uma variedade m-quase-Einstein generalizada
compacta e orientdvel. Entao,

(1) [, IV2f = SLg? dvol + %2 [, (Af)? dvol
= [, (Vf,VR) dvol — %22 [} (V f, V) dvol.
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(2) [,/ (Ric(Vf, V) +(Vf,VR))dvol = § [, (Af)*dvol + 2 [\ (V f, VA) dvol.
(8) M™ é trivial, provida de [,, (VR,V f)dvol < 22 [\ (Vf, V) dvol.

(4) [, IV f — 2Lg|?dvol = 22 [, (V f,VR)dvol — 22 [ |V f|2Af dvol.

2nm

Demonstracao. Observe, antes de qualquer coisa, que pelo que fora feito na demons-

tracao do Corolario |3.5

/ (VAF,Vf) dvol = — / (Af)2 dvol. (3.22)

M

Além disso, div(AVf) = (Vf, V) + AAf, donde, pelo Teorema da Divergéncia, 0 =
Sy (VYA dvol + [} AAfdvol = [, AAfdvol = — [, (Vf, V) dvol. Portanto,

usando o Lema [3.8] e integrando-o, chegamos a

[ o2

2
dvol = — " / (Af)? dvol — g / (VA, Vf) dvol+
M

mn M

m— 2
+ /J;/[ <Vf, VR> dvol — W /]V[(Af)Z dvol—

- / (VA, V£ dvol.
M

Assim, obtemos

/M (‘sz - %g

2 n -+ 2
_l’_

s (Af)2> dvol — /M (V £, VR) dvol—

n+2
2

/ (Vf, VA dvol,  (3.23)

que ¢ a afirmacdo em (1).

Em seguida, integrando a formula de Bochner, temos

/Ric(Vf,Vf)dvol+/ |V2f]2dvol+/ (Vf,VAF) dvol = 0. (3.24)
M M M

2 Af I 2 012 1 2
Vef ——=g| dvol= [ |V=f|7dvol — — [ (Af)*dvol,
M n M nJm
segue de (3.22)) que podemos reescrever (3.23) na forma

Como

2

—1
dvol = n

A
/MRic(Vf,Vf)dvol—i-/M’VQf—ng /M(Af)deol. (3.25)

Agora, comparando (3.23)) e (3.25), obtemos
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

2

—1
n dvol

A
/M(Af)deolz/ Ric(Vf,Vf)dvol+/ ‘va—ng

n

/ Ric(V £,V f) dvol — "2
n
_n+2

2

(A £)2dvol + / (Vf, VR) dvol—

M

/ (Vf,VA)dvol
M

— [, Ric(Vf,V)+(Vf,VR))dvol+3 [, (Af)?dvol+2E2 [, (V f, V) dvol, como
querfamos demonstrar para o segundo item.
Por sua vez, se [, (VR,Vf)dvol < ”T“fM (Vf, V) dvol — em particular, isto

ocorre quando R e \ sdo constantes —, deduzimos da afirmagao (1) que

2
/ ’VQf — ﬂg
M n

o que implica que f é constante e, desta forma, M™ é trivial.
Finalmente, de (3.2)), podemos escrever

2
dvol + nt

/ (Af)? dvol = 0, (3.26)

1 1
/M(Vf,VA)dvolzE/M<Vf,V(R+Af—E|Vf|2)>dvol.

Entao, usando (3.23)), inferimos

2
/ (‘v%-ﬂg n+2(Af)2> dvol = 2 (V £, VR) dvol+
M n 2n M
n-+2 9
5 /M(Af) dvol+
n+2

L /M (V1,V|V ) dvol.

Antes de prosseguir, note que pelo Teorema [I.5]

/M (div(T))(V f) dvol + / (T, V) dvol = 0,

M
tomando T = |V f|%g, teremos div(T) = V|V f|* e (T,V?2f) = (|Vf]*g,V?f) =
|IVfI?Af. Logo,
/<Vf,vny\2>dvolz/ |V fI?Af dvol.

M

M
Portanto,
Af P -1 p
/ Vi — —fg dvol = n—/ (Vf, VR) dvol — nte IV fI2Af dvol.
M n 2n 2mn Jyr
Concluimos assim esta demonstracao. O]
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Dado um campo conforme em uma variedade Riemanninana compacta M, sabemos
que, pelo Corolario [1.6[e o Lema [y (X, VR)dvol = 0 e [, |X[*div(X) dvol = 0,
respectivamente. Utilizando o tultimo item do teorema anterior, garantimos que a
reciproca destes dois resultados é verdadeira para um campo vetorial gradiente. Mais

precisamente, temos o corolario subsequente.

Corolario 3.10 ([5]). Seja (M™, g,V f, ) uma métrica m-quase-Einstein generalizada

compacta e orientdvel com m finito. Entdao, temos:

(1) Sen >3, [,,(Vf,VR)dvol =0 e [, |[Vf]?PAfdvol =0, entio Vf é um campo

vetorial conforme.
(2) Sen=2e [,,|VfI?)Afdvol =0, entao [ é constante.

Demonstragao. Para a primeira afirmacao, considere o item (4) do ultimo teorema para
deduzir que V2f = %g, que nos d& que Vf é conforme. Em seguida, para n = 2,
suponha que [, |V f[?Af dvol = 0, entao, também pelo item (4), f é constante, o que

completa a prova do corolario. O

3.2 Uma Meétrica quase-Einstein Generalizada Com-

pacta com Curvatura Escalar Constante

Nesta secao, iremos mostrar que uma métrica m-quase-Finstein generalizada com-
pacta (M"™, g,V f, A) com curvatura escalar constante é isométrica a esfera euclideana
canonica com funcao potencial f dada pela expressao , a menos de constante. De
fato, os resultados presentes nesta secao sao extensoes naturais dos presentes na secao
precedente.

Inicialmente, observe que a seguinte identidade é sempre valida em variedades tipo-

Einstein como as que foram vistas nesta dissertacao

(o]

Ric = " V24 . (3.27)

u

De fato, da equacao m-quase-Einstein generalizada e seu traco, Ric = Ric — %g =
Ag— V2f + %df Qdf — A\g+ %g — Mg. Usando (2.9)), a igualdade anterior se torna

mn

o o o
%V2u — %%g = V?u, donde Ric = o V?2u, sendo esta uma outra forma de exibir
a equivaléncia entre a variedade ser Einstein e o campo vetorial Vu ser conforme.

O lema seguinte é derivado diretamente das consideracoes preliminares sobre diver-

géncia de tensores e da equacao (|1.13)).
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Lema 3.11. Seja T um (0, 2)-tensor simétrico em uma variedade Riemanniana (M", g)

e @ uma funcdao suave em M. Entdo, tem-se
div(T(X)) = @(div(T))(X) + T(Vig, X) + o (VX, T}, (3.28)

VX € X(M).

Demonstracao. Segue de (|1.14) que (div(¢T))(X) = o(div(T))(X) + T (Ve, X) e, por
(L.13), (div(eT))(X) = div(eT(X)) — ¢ > i, (Ve X, T(E;)). Entao,

div(T(X)) = div(pT (X))
= p(div(T)(X) + T(Ve, X) + ¢ (VX,T),
para todo X € X(M) e p € C°(M). O
Este lema nos permite obter ainda outro, como segue.

Lema 3.12 ([4]). Seja (M™, g,V f, ) uma métrica m-quase-FEinstein generalizada. En-

tao, temos:
(1) div(Ric (Vu)) = =2Lo,R + 2| Ric [2.
(2) div(Ric (Vi) = 2 L0,R + 2] V2u |2

Demonstracao. Tomando T :Roic e X = Vu no lema anterior, temos
.0 . R 9 0
div(Ric (Vu)) = (div(Ric — Eg))(Vu) + ( V7u, Ric
1 1 9 o
=35 (VR, Vu) — - (VR, Vu) + { V?u, Ric
- n—2

5 2
T (VR, Vu) + <V u,Rlc> )

Observando que a equacdo (3.27) nos da V?u = - Ric +%g e que <g, Ric> = 0,

podemos reescrever o produto interno
o u, P
V?u,Ric ) = —| Ric %,
m

donde obtemos div(Roic (Vu)) = 22 (VR, Vu) + 2| Ric |>. Para o item (2), basta

usarmos novamente ([3.27)). O

Deste lema, deduz-se a proposi¢ao em sequéncia.
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Proposicao 3.1 ([4]). Seja (M™, g,V f, \) uma métrica m-quase-Finstein generalizada

com n > 3. Entao,

(1) Se Ly, R > 0 e Ric (Vu) € L'(M), entdo Vu é um campo vetorial conforme. Em
particular, (M", g) é Einstein.

(2) Se M é compacta, entio [, L| Ric 2 dvol = =22 [, Lg,Rdvol.

Demonstragao. Se Ric (Vu) € L'(M), pela Proposicao [1.12) div(Ric (Vu)) = 0.
Porém, pelo Lema |3.12) Ly,R > 0 = div(Ric (Vu)) > 0, donde concluimos que

| V2u | = 0 e, deste modo, Vu é um campo vetorial conforme. Isto conclui o item (1).

Agora, se M é compacta, pelo Teorema da Divergéncia e pelo item (1) do Lema

3.12] temos que [, £| Ric |dvol = =22 [, Ly, Rdvol, o que conclui a proposi¢do. [

Estamos aptos a apresentar o primeiro teorema.

Teorema 3.13 ([4]). Seja (M™, g,V f,\) uma métrica m-quase-FEinstein generalizada
compacta nao-trivial com n > 3. Suponhamos adicionalmente que Lg,R > 0. Entdo,
R é constante e M € isométrica a uma esfera canonica S™(r). Ademais, a menos de
redimensionamento, f = —mIn(T — %’), em que T € um pardmetro real residente em

(£,00) e hy € uma funcio altura em S™(r) com respeito ao vetor v € S™(r).

Demonstracao. Se Ly,R > 0 e M é compacta, pela Proposicao Vu é um campo
conforme nao-trivial e, deste modo, (M™,g) é Einstein. Além disto, como Roic: 0,
div(ROic) =0 = VR =0, pois diV(ROiC) = "2—;2VR. De posse disto, pelo Teorema
(M™, g) é isométrica a esfera candnica S™(r). Ademais, a funcio potencial f é obtida
a partir do Lema de acordo com a demonstracao do mesmo teorema supracitado,

coincidindo com ({3.4) a menos de redimensionamento. ]

Podemos também obter um resultado com respeito ao espago euclideano R” e o

espaco hiperbolico H"(—1) seguindo a técnica apresentada na se¢do anterior.

Teorema 3.14 ([4]). Seja (M™, g,V f, \) uma métrica m-quase-FEinstein generalizada
nao-compacta e nao-trivial com n > 3. Adicionalmente, suponhamos que Lv,R >0 e
Ric (Vu) € L*(M). Entdo, temos R constante. Além disso:

(1) Se R =0, entao M ¢é isométrica ao espago euclideano (R™, go) e f = —mIn(r +
|z|?), a menos de redimensionamento, em que T é um pardmetro real positivo e

|x| € a norma euclideana.

(2) Se R < 0, entdo M ¢ isométrica ao espaco hiperbdlico H"(—1), com wu tendo
um unico ponto critico. Ademais, f €, a menos de constante, dada por f =

—mln(r — hy), 7> —1.
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3. Variedades m-quase-Einstein Generalizadas

Demonstra¢ao. Com efeito, basta notar que o item (1) da Proposigao nos diz que

M é Einstein e, assim, podemos aplicar o Teorema [3.4] para concluir o argumento. [

Observacao 3.3. No caso compacto, a caracterizacao com Lg,R > 0 se verifica a
partir da identidade de Pohozaev Schoen e do item (1) da Proposi¢io|3.12| De fato,

n

° -2
/ 2| Ric |? dvol = — / Lv,Rdvol <0.
MM 2n Ju

Dai, u > 0 = Ric = 0 e a variedade é Einstein. O resultado seque do item (1) do
Teorema [3.4]
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Capitulo 4

Variedades quase-Einstein
(Generalizadas com Tensor de Weyl

Harmonico

Iremos aqui abordar o artigo [I8], provando que uma variedade quase-Einstein com-
pleta generalizada que também é Einstein com tensor de Weyl harmonico e curvatura
radial de Weyl nula é localmente um produto warped com fibras (n — 1)-dimensionais.
Vale destacar que o primeiro pesquisador a apresentar o conceito de métricas quase-
Einstein generalizadas foi justamente Giovani Catino, autor do artigo sobre o qual
dissertaremos neste capitulo.

Necessitamos apresentar algumas novas nocoes e defini¢des para podermos apresen-
tar de maneira coerente os resultados. Iniciemos pela definicdo do produto tensorial

de Kulkarni-Nomizu.
Definicao 4.1. Consideremos dois tensores 2-tensores simétricos, s e r. Definiremos
o produto de Kulkarni-Nomizu s ® r como o 4-tensor
1
(8 © T)(Xa Y7 Za W) = E(S(Xy W)T(Y7 Z) + S(Y7 Z>T(Xa W)_
- S(X> Z)T(Y7 W) - 8(Y7 W)T(X7 Z))
Considerando o tensor curvatura algébrico como em (|1.16[), (1.17) e o produto
definido anteriormente, daremos a definicao do tensor de Weyl como segue.

Definicao 4.2. Chamamos tensor de Weyl ao 4-tensor W definido por

R 2 .
W = —Rm + (n_1>(n_2)(g®g)—m(RlC@Q). (4.1)

Nos sera bastante 1til escrever a expressao anterior em coordenadas utilizando o
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmonico

produto de Kulkarni-Nomizu,

R
Wi = — Rmyju + n—D(n—2) (9ugik — 9irgsi)—
1 . . ) )
_ m(RlCilgjk + Ricjrgu — Ricirgj — Ricjigir)- (4.2)

O tensor de Weyl em dimensao 3 se relaciona com o conceito de localmente confor-

memente flat, que veremos adiante.

Definig¢ao 4.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Diz-se que M é localmente
conformemente flat se, para cada p € M, existe uma vizinhanga p € V e uma funcao

suave ¥ definifa em V tal que (V,e*Yq) tem curvatura seccional nula, em particular é

Ricci flat.
Proposicao 4.1. Em dimensdao 3, W = 0.

Demonstracao. Uma vez que W é um tensor de curvatura algébrico, isto ¢, sao validas

as propriedades presentes na Proposigao [[.10] temos

gjlmjkz = — Ric;, + %(gﬂgugjk - gz’kgjlgjl)_
— (Ricyg” g1, + Ricjrg’ g — Ricing” g1 — ¢"'Ricigir,)
— — Ricyy, — %(3% — 0%g;x) — (Ricyd) + Ricjx6] — 3Riciy, — Ryir)
= — Ric;, — %(3gik — gir) + (3Riciy + Ry — Ricy, — Ricy)
=0.
Seja { E1, By, B3} uma base ortonormal de 7M. Consideremos os espacos bidimen-

sionais gerados por esta base, a saber o1 = [E, Ey], 09 = [E1, E3] e 03 = [Es, E3).

Entao,
e 0=¢"Wiu = Kw(o1) + Kw(o2),
o 0= g"Wyjo = Kw(o1) + Kw(os),
o 0= ¢/'"Wsj3 = Kw(o2) + Kw(os)

= Kw(o1) = Kw(o2) = Kw(os) = 0. Assim, como a curvatura escalar Kw com

respeito ao tensor curvatura algébrico W ¢ constante e nula, temos que W = 0. O]

Observacao 4.1. A conclusao da Proposicao |4.1| recorre a argumentos andlogos aos
do Lema 3.4 do Capitulo 1V de [15], 0os argumentos ld utilizados sao vdlidos para todo

4-tensor que satisfaca a Proposi¢ao [1.10]
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmonico

Essas consideragoes juntamente com a expressao (4.1]) nos fornecem o seguinte re-

sultado.
Corolario 4.1. Em dimensao 3, Ric=0 = Rm = 0.

Podemos inferir, ainda, que uma variedade com curvatura constante tem tensor de
Weyl nulo. Com efeito, se a curvatura seccional de uma variedade (M",g) é con-
tante e igal a Ko, entao Rmyj = —Ko(g © g), pelo Corolario 3.5 de [13], donde
i #j = Rmyj;; = Ko, e, logo, R = n(n — 1)Ky e Ric = (n — 1)Kpg. Assim, a
expressao (4.1)) nos da W = 0.

Além disso, em uma variedade localmente conformemente flat, o tensor de Weyl é
nulo. De fato, pelo Teorema 1.159 de [8], o tensor de Weyl é invariante por transforma-
¢oes conformes. Logo, existe uma funcao v tal que a curvatura seccional com respeito
a métrica e*¥g é zero em um aberto da variedade. Portanto, o argumento do paragrafo
anterior nos confere W = 0. A reciproca desta afirmacao é também verdadeira, porém
nao a demonstraremos aqui.

Diremos que o tensor de Weyl ¢ harménico quando sua divergéncia ¢ identicamente
nula. Considerando o tensor de Schouten S = ﬁ (Ric — ﬁRg), dizer que W ¢é

(n

harmonico é equivalente a dizer que S é um tensor de Codazzﬂ ou seja,
(VxS)(Y,Z) = (VyS)(X,Z), VXY, Z € T,M.
Com efeito,

(div(W))(X,Y, Z) = (div(~Rm — 2(S ® 9)))(X, Y, Z)
= (VxRic)(Y, Z) — (VyRic)(X, Z) — (div(8))(X)g(Y, Z)+
+(div(9))(Y)g(X, Z) = (VxS)(Y, Z) + (VyS)(X, 2).

Porém, da segunda identidade de Bianchi contraida, (|1.25), segue que

(@) = - ((@ivRi0)C) - 5ot (dv(Ra) (X))

Além disso, (VxRic)(Y,Z) = (n —2)(VxS)(Y,Z) + ﬁg(VR,X)g(Y, 7). Desta

(n

feita, inferimos que

! Tensores de Codazzi sdo aqueles que cumprem a igualdade na derivacdo covariante com os indices
trocados, que é satisfeita para o tensor de Schouten.
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmonico

(div(W)(X, Y, Z) = (n = 3)((VxS)(Y, Z) = (VyS)(X, Z)). (4.3)

Portanto, div(W) =0 <= S & um tensor de Codazzi.
Apresentaremos agora um outro tensor fortemente relacionado com a divergéncia

do tensor de Weyl e que desempenharid um papel de destaque nesta secao.

Definicao 4.4. Chamamos de tensor de Cotton ao 3-tensor C definido por

n—2

C=-—
n—3

div(W).

Fquivalentemente, C(X,Y,Z) = —(n —2)((VxS)(Y, Z) — (VyS)(X, Z)).

Segue diretamente de que podemos escrever o tensor de Cotton em coordena-
das como segue
Cijr = (V,Ric)y — (V,Ric), — ST (R;gik — Rigjk) , (4.4)
(n—1)
ja que (VxS)(Y, Z) = ;55(VxRic — 5,559(VR, X)g)(Y, Z).

Note que C = 0 = div(W) = 0, donde também podemos expressar harmoni-
cidade do tensor de Weyl desde que o tensor de Cotton seja nulo. Além disto, toda
variedade Einstein possui tensor de Weyl harmonico, basta notar que (V;Ric)j, e R;
se anularao e entao, pela equacao , Cijr = 0.

Apresentaremos um lema para que possamos demonstrar o resultado principal desta

secao.

Lema 4.2. O tensor de Cotton C,;, € conformemente invariante pontualmente em

2

dimensao 3, enquanto que se n > 4, para g = e “"g, temos

Cijk = Ciji + (n — 2)Wija V0.

Demonstracao. Dado um referencial geodésico na métrica g e a métrica conforme g =

e 2%g, o Teorema 1.159 em [8] nos fornece as seguintes regras de transformagao confome

Ric = Ric — (n — 2)(=V?u — du ® du) + (—Au — (n — 2)|Vul?)g (4.5)
R = (R —2(n—1)Au— (n—2)(n — 1)|Vul?).

Deduzimos entao uma regra para o tensor de Schouten conforme S dada por
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmonico

~ 1 -~ 1 ~_
S = — (RIC— =1 1)Rg>

- ! S (Ric — (0 — 2)(~V2u — du @ du) + (~Au — (0 — 2)|Vul?)g) -
1 1
_ —9(n—1)Au— (n —2)(n — 1)|Vul
5 (G~ 200 Ddu = (n = 2= DIVaP)g)
1 _ 1 9 Au 9
N Au N |Vul|?
n—27""72
1
=S+ Vu+ du® du — §|Vu|2g. (4.6)

Portanto, o tensor de Cotton na métrica g é definido por

Cijr = —(n — 2)<§z§gk - 6g§zk)
O teorema em [§|, supracitado, nos diz ainda que
%XY =VyxY — VxuY — VyuX + gxyVu,

donde a defini¢ao de drivacao covariante de tensores nos permite inferir, recorrendo a

um certo abuso de notacao quanto aos indices,

ViSjk = 0iSjr — S(%aj)k - Sj(ﬁiak)

1
= 0iSj + 0, Vipu + 0;(du & du) jy, — §8i(\Vu|2g)jk—

= S(V,0;— (Viu)j—(V ju)itgi; Vu)k — Sj(Vi0—(Viw)k—(Vuw)itgis V) -

Prosseguindo operando com a simplificacao da expressao anterior e as derivacoes cova-

riantes, obtemos

ViSje = ViSjk + ViV, Viu + ViV, juViu + Vi VieuVju — Vi,V Uy fug;,+
+ Viugjk + Vjugik — g(vu)kgij + Vz‘ugjk + V}gugij — g(w)jgik
=V.Sjr +V,V;Viu+ V,V;uViu + V,ViuVu — Vinquugjk—l—
+ giiju + giiju + 2§jkv7;u — gkdvdugij — gjdvdugik.
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4. Variedades quase-Einstein Generalizadas com Tensor de Weyl Harmonico

Entao,

ﬁjgik — %;SV]]C = (V]Sm — VZSJ;C) + (V]Vlvku — VlV]Vku)—l—
+ V]Vkuvzu — V,Vkuvju — Vdequugik + Vinquugjk—
- gjkvlu + glkvju - gidvdugjk + gjdvdugik. (47)

Note que V;V,uViu — V;V,uViu = 0 porque V,;V,u = V2u(9;,9;) + Vv,0,u, Viu é
simétrico e a conexao ¢ compativel com a métrica. Contudo, levando-se em conta que

Vtas = O

V,;ViViu—V,;V;Viu=g(V;V,Vu,0) — g(V,V;Vu, o)
= ¢g(V;V;Vu — V,;V,;Vu, 0)
= ijikdvdu
= — W,V = 2(S ® g)jiaVu
= WijraV%u — S;aV%ugi, — Sk Vju + SjxViu + SiaV¥ug,.

Assim, retornando a (4.7)) e utilizando a tltima equacao anterior, deduzimos

C,
ViSik — ViSji = LI WiikaVeu — S;aV%ugi, — SixVju + SjxViu + SiaV3ugj,+

n—2
+ V,;ViuViu — V;ViuVu — V; VUV %Gy, + V. VUV iug,—
— ’Sv]kvlu -+ glkvju — gidvdug]‘k + gjdvdugik. (48)

Agora, por (4.6), temos

~ ~ ~ ~ CZ
VjSik — VZS]k = o _ij -+ Wijkdvdu — devdugik - Ssz]u + S]kvzu + Sidvdugjk—i—

+ V,;ViuVu — V;ViuVu — V;VuVougy, + V,V*uViug,,—

— S Viu — V;ViuVu — VuViuViu + %Vduvdugjkvilﬁ—
+ S Viu + V;ViuVu + ViuVieuVu — %Vduvdugikvju—
— SiaVugir — ViViuViug, — ViuVuViug,+

+ %Vduvdugidvdugjk +S;aV¥ugi + V;V4uViug+

+ Vjuvduvdugik — %Vduvdugjdvdugik.

Observe que diversos termos da equagao anteposta se cancelam, restando apenas os

seguintes

87
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Cii 1 1
V,Sik — ViSjr = LI Wijkdvdu + §VdquugjkViu — §Vduvdugikvju+

n—2
+ %Vduvdugidvdugjk - %Vduvd“%dvd“gik
— ncijkz + WijkaViu — %Vduvdugjkviu + %Vduvdugikvjw
+ %Vduvduviugjk - %Vduvduvjugik
= ncijkg + Wijkdvdu.
Finalmente, concluimos que éijk = Ciji + (n — 2)W;j, Vu, =

Antes de irmos ao resultado principal, faremos algumas consideracoes referentes a
uma proposicao presente em [8] e que nos sera 1til na demonstragao.

Seja T' um (1,2)-tensor simétrico em uma variedade (M,g). Dado p € M e um
autovalor \ associado a um X € T,M, denotamos por Vy(x) C T,M o autoespaco
correspondente. Em qualquer componente conexa do subconjunto aberto e denso My C
M, composto pelos pontos de M tais que o nimero de M nos quais o nimero de
autovalores distintos de T' é localmente constante, os autovalores de T" formam func¢oes
autovaloradas suaves mutuamente distintas e, para cada tal funcdo A(p), a aplicacdo
p = Vip(p) define uma autodistribuicdo suave de 7. Se X e p sdo tais fungoes
autovaloradas, entdo, para quaisquer campos X,Y, Z com X, € Vy\(,)(p), Yp € V) (D),
as consideracoes iniciais da Sec¢ao 2 do Capitulo 1 a definicao de derivada covariante

de tensores nos dizem que

VT(X,Y)=Z(T(X,Y)) = T(VzX,Y) = T(X,VY)
= Z(T(X),Y) = (VzX,T(Y)) = (T(X),VzY)
= Z(AX,Y) = u(VzX,Y) = A(X,VzY)
= (X,Y)Z(\) + (A — p) (V2X,Y). (4.9)

Antes de enunciarmos o resultado de [8], precisamos definir distribuicao integrdvel.
Observe que D C T'M é dita uma distribui¢cao quando D, C T,M é um subespaco
vetorial do espaco tangente a M em p e seré dita suave quando D forma um subﬁbradoEl
de T'M.

Definicao 4.5. Dizemos que uma distribuicao D C TM ¢é dita involutiva quando,
dados X,Y € D, [X,,Y,] € D,. Uma subvariedade imersa N C M ¢€ dita variedade
integral de D se T,N = D,,V p € N. Uma distribuicao integrdvel, ou integral, ¢ aquela

tal que cada ponto de M estd contido em uma variedade integral de D.

2Recomendamos ver [32]
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Um resultado central no estudo de variedades integrais é o chamado Teorema de

Frobenius, cuja demonstrac¢ao encontra-se em [32].

Teorema 4.3 (Teorema de Frobenius). Toda distribuicao involutiva é completamente

integrdvel.

Com efeito, ser completamente integrdvel é mais forte que ser apenas integravel —
de fato, o primeiro implica o segundo. No entanto, nao é nosso objetivo explorar tal
conceito.

Demonstraremos o teorema a seguir por questao de elucidar sua aplicagao no resul-

tado principal deste capitulo.

Proposicao 4.2. Dado um tensor de Codazzi T em uma variedade (M,g) e uma

funcao autovalorada X de T, definida em uma componente de My, temos
a) A autodestribui¢ao Vy é integrdvel.

b) Cada variedade integral Ny de Vy é umbilica em (M, g). Mais precisamente, para
quaisquer funcoes autovaloradas p # A e quaisquer campos X, Z de V\ e Y de

V., a sequnda forma fundamental com respeito a n =Y ¢é dada por

Hy(X,Z) = — (VZX.Y) = (u - N (X, 2) YN,

¢) Se dim (V) > 1, entdo X\ € constante ao longo de V.

Demonstra¢ao. Tomando p, X, Y e Z como no item (b), temos que, por construgao,
(X,Y)=(Z,Y) =0, donde a equagao (4.9) nos da que

()‘ - M) <[Z7 X]7Y> - (VZT)(X7 Y) - (vXT)(Zv Y)

(A= 1) (V2X,Y) = (X, 2) YN) = (V,T)(X,Y) — (VyT)(X. Z).

Porém, como T é um tensor de Codazzi, isto é, (V;T)(X,Y) = (VxT)(Z,Y), valendo
o mesmo quando trocamos X por Y no membro direito da tltima igualdade, segue que
([Z,X],Y) = 0 para todo Y em V,, o que nos diz que, pela arbitrariedade de p # A
e o fato de as fungoes autovaloradas definidas em componentes conexas de My serem
mutuamente distintas, [Z, X] é um campo de V) e V) é integravel — consequéncia do
Teorema de Frobenius —, isto prova o item (a). O item (b) segue também das discussoes

anteriores, da definicao de segunda forma fundamental e da Proposi¢ao ja que

A=) (V2X,Y) = (X, 2)Y(N) = (V2X,Y) = (A= )™ (X, Z) Y (M)
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e Hy(X,Z) = —(VzY, X) = (Y, V2X), ja que g(X,Y) = 0. Logo, temos a validade
de (b).

Agora, se dim (V)) > 1 e X é um campo em V), podemos obter, localmente, um
campo Y de V) nao-nulo e ortogonal a X. Aplicando novamente com A = p,
obtemos [Y|?X(\) = (VxT)(Y,Y) = (VyT)(X,Y) =0 = Y(\) =0, donde \ &
constante em V) em vizinhancas de cada ponto de My, o que nos d& que lambda é

constante em V) e isto conclui a demonstragao. O]

Uma aplicacao deste resultado, que é fortemente relacionada ao resultado a seguir,
é uma classificacao local dos tensores de Codazzi que possuem exatamente dois au-
tovalores distintos A, 4, com dim (V) < dim (V). Iremos observar alguns aspectos
pontuais desta aplicagdo, que encontra-se aprofundada em [§]. Como consequéncia do

item (b), a curvatura média de N, é dada por
H=——Y(\. (4.10)

Todavia, se dim (V) = 1, as curvas integrais de V) serdo uma geodésica — devido
a dimensao de N, ser um. Esta prorpiedade é nomeada como distribuicao geodésica
linear. Dado um campo vetorial suave X € X(M), uma dada curva vy : [ — M ¢ dita
curva integral de X quando 7/(t) = X,«). Assim, sendo N, 1-dimensional, o item (c)
nos diz que p é constante ao longo de V,. Além disso, trata-se do sentido geodésico
introduzido na Se¢ao 3 do Capitulo 1, pois X ser constante em V), implica que a segunda
forma fundamental de N, é identicamente nula.

No caso especial em que V f € um campo em V), nas condicoes do paragrafo anterior,

entao a segunda forma fundamental serd do tipo

b
IV /]

Ho (X, Z) = — <vxﬁ Z> _ —ﬁ ViV, Z) =

2
u Nl Vif(X,Z).

E a umbilicidade implicara que V2 f sera um multiplo da métrica. Sempre que N"~! C
M™ for uma variedade imersa em M, como imagem inversa de uma valor regular a € R
por uma aplicacdo suave f € C°(M), teremos Vf(p) L T,N,V p € N. Por fim, é
intuitivo supor que T'M seja decomposto na soma direta T'M = V\ @ V), assim como
vimos na penitiltima secao do Capitulo 1.

Vamos, enfim, ao resultado principal deste capitulo e, em seguida, a seus corolérios.

Teorema 4.4 ([18]). Seja (M", g), n > 3, uma variedade quase-Einstein generalizada
com tensor de Weyl harmonico e W(V f,-,-,-) = 0. Entdo, em torno de qualquer
ponto reqular de f, a variedade M € localmente um produto warped com fibra Einstein

(n — 1)-dimensional.
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Demonstracao. Seja (M", g), n > 3, uma variedade quase-Einstein generalizada com
tensor de Weyl harmonico. Se n = 3, como vimos anteriormente, temos que g é
localmente conformemente flat (W = 0 é equivalente a ser localmente conformemente
flat), enquanto que se n > 4, devemos ter C;j, = 0, posto que isto é equivalente a
harmonicidade em todo caso.

Agora, a harmonicidade de W juntamente com a condigdo W(V f, -, -,-) = 0 implica
que a métrica conforme

g=c2ly
tem tensor de Weyl harmonico. Com efeito, pelo Lema [4.2]

Cijr = Ciji + Wijkdvdf =0,

em que usamos a notacdo de Einstein para somatoérios e V¢ representa a divergéncia
com respeito a entrada d, para tensores ou campos. Assim, S também serd de Codazzi.
Além disso, pela equacao (4.5) e a equacao (3.1), a expressao do tensor de Ricci da

métrica conforme g é
—— . 2 1 1 2
Ric=Ric+ V°f + ——df @ df + ——=(Af — |V f]7)g
n—2 n—2
1 1 2 o
= (u + m) df @ df + ——(Af = IVF? + (n = 2)A)en=27g, (4.11)

Note ainda que, em todo ponto regular p de f, o tensor de Ricci de ¢ possui um
autovalor ou no maximo dois autovalores distintos n; e ny com multiplicidade 1 e n—1,
respectivamente. Em ambos os casos, V f é um autovetor do tensor de Ricci de g, e é

aquele cujo autovalor tem multiplicidade 1.
Com efeito, dados vetores X,Y 1 V[ e pela equagao (4.11)),

Ric(X,Y) = —(Af — [V1P + (n — 20)er=/G(X. V)

entdo X e Y sdo autovetores de Ric para o mesmo autovalor, cuja multiplicidade ¢, de

fato, n — 1. Por outro lado,

Rie(V1) = (ot g ) IVFPATS) + s A = V1P + (0= DN (7).
isto &,

i) = (1 g ) IV4P + g (AF = [V + (0= 20) ) 5V ),

n—2
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Para todo ponto em

Q= {pe M:péum ponto regular e n;(p) £ 1s(p)},

o tensor de Schouten na métrica conforme também terd no maximo dois autovalores
distintos o; de multiplicidade 1 e o9 de multiplicidade n — 1, com os mesmos auto-
espagos de 7n; e 19, respectivamente. Observe, ainda, que {2 é um aberto de M, pois
as funcgoes 7; sao continuas e, logo, existe uma vizinhanca U C M de p € () tal que
m2(q) # m2(q),V g € U.

Pela Proposicao e as consideracoes seguintes a ela, sabemos que o fibrado tan-
gente de uma vizinhanca de p se decompoe como a soma ortogonal direta de duas au-
todistribuicoes integraveis, um campo linear V,, e uma distribuicao V;,, de codimensao
1, com folha totalmente umbilicas, no sentido que a segunda forma fundamental ﬁl
de cada folha é proporcional a métrica g.

Por um abuso de notacao, diremos que g ¢ métrica induzida nas folhas de V,, e
trabalharemos com (,). Denotaremos por V a conexdo Levi-Civita da métrica § em M
e V72 a conexdo induzida por g nas folhas de V,,. Em um sistema de cartas locais ade-
quado, ', -+ 2" com dz' € V,, e dz" € V,,, em que 2 < 4,5 < n, temos g1; = g;; = 0,

sempre que ¢ # j, e g; = 1. Como V,, é totalmente umbilica e para 2 < 5 < n, tem-se

H1 (i) <V‘723J,51> <ZF ak,a1> ”911 Hgy, (4.12)

pois §(01,0;) =0 = <€g§81, 8j> =— <é717 %g?@», em que H é a funcao curvatura
média para N,,. A expressao f[@-j surge devido a definicao (|1.10) e a definicao de

umbilicidade. Recorrendo a equacao de Codazzi-Mainardi, isto é,
(Vg )(0;,00) = (VG ) (85, 06),01) = — (R, 07)0%, 01 ) (4.13)

e tomando seu traco no indice ¢ # 1 para k = i, e usando a propriedade de umbilicidade

(4.12), chegamos a

(VE2HL)(0;,0:) — (V2 H1)(0h,0) = O;H — (n — 1)0; H
— (2—n)o;H

Note que (V32H)(9;,0) = (V3 (H))(0;,0:) = (9:H)gsi + H(VE9)(9;,0,) e esta

ultima parcela é nula. Usando a equacdo (4.13) e as consideracoes a respeito dos

3Folhas correspondem, neste caso, aos autoespacos V02<q)(q), qeU.
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autovetores e autovalores de Ric, obtemos

(2 — n)ﬁjH = —];/{\/iC(aj, 81) = O,
0 que implica que a curvatura média H & constante em cada folha de V,,. Agora, do
item (b) da Proposigao 4.2| e a equacao (4.10]), temos

~ 1
H =

0109.

01— 02
O fato de H ser constante nas folhas de V,,, além de oy também sé-lo pelo item (c)
da Proposigao implica que 0,01 = 0, basta apenas derivar a expressao anterior
na direcao de 27. Isto é equivalente a dizer que V,, possui uma distribuicio geodésica
linear, donde serd 9;g11 = 0, pois Oy = % e, entao, a nulidade da derivada covariante
de g11 na direcao 0; segue da discussao presente no momento anterior ao enunciado

deste teorema. Agora, devido a %gi o, = %gf@k, vide ([1.3]), a equacao (4.12)) resulta em

01Gi; = —2T); = =251, Hgj, (4.14)

pois <§gf&~, 8j> = <§gf(91, 8j> = — <81, %gf6j>. Uma vez que He g11 sao0 constantes
ao longo de V,,, (4.14) nos fornece

algij(wla T 7:5”) = gp(xl)gij(xlf o ’xn)

para uma funcao ¢ dependente apenas da variavel x!. Escolhendo uma funcio ¢ =

P(xh) tal que 24 = o, temos que 0 (e ¥gy;) = 0, donde

dzt
gij(xla e ’xn) — ew(xl)GiJ.(xQ’ Cee ,xn),

para alguma G;;. Isto implica que a variedade (M",g), localmente em torno de qualquer
ponto regular de f, possui uma representacao como produto warped com fibra (n — 1)-
dimensional. Pela estrutura da deformacao conforme, esta conclusao é valida para
a variedade Riemanniana original (M™,g). Agora, o fato de g ter tensor de Weyl
harmonico implica que a fibra (n — 1)-dimensional ¢ Einstein, vide Lema 4 em [25[]

Isto conclui a prova. O

Observacao 4.2. Novamente pelo Teorema 1.159 de [8], W = W, logo div(\AN/) =

div(W). Entao, W harménico implica em W harménico.

Observacao 4.3. A hipdtese W(V f,-,-,-) = 0 nao pode ser removida. De fato, se

*E interessante também notar a Observagdo 1 de [23].
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considerarmos o soliton gradiente shrinking com A = n — 1 no produto Riemanniano
M =RF xS % paran >4 ek >2, com mélrica g = ggr + gsn—r € funcdo potencial
n—1

flz) = 5 g(x,z), v € RF.

Por ser um produto Riemanniano de variedades Finstein, M possui tensor de Weyl
harmonico e W(V f,-,-,+) # 0. Note que, pelo item (4) da Proposi¢ao 44”[3 do Capitulo
7 de [36] e tomando uma base ortonormal {Ey, -+ , Ey, Exy1,-- , E,} de M com E; e
Ei, 1<t <kek+1<j<n, correspondendo respectivamente a levantamentos de
elementos de uma base ortonormal de R* e S"™*, temos

Rgn—« 1

W(va Ejan7Ei> = ((n _ 1)(” _ 2) - n— 2RiCS”—k(Ej>Ej)) g(vfa Ez) 7& Oa

uma vez que Ricy; = Riegr + Ricgn-+ = Ricgn-«.
Assim, W € harménico, a curvatura radial de Weyl é nao-nula e M nao é um

produto warped.

Como mencionado no Capitulo 2, pelas simetrias do tensor curvatura algébrico,
variedades 1-dimensionais sao flat. O lema a seguir nos auxiliard na argumentagao dos

corolarios do teorema anterior.

Lema 4.5. A variedade produto warped ((a,b) X, N,dt* + u*gyn) € localmente confor-

memente flat se, e somente se, N tem curvatura seccional constante.

Demonstracao. Podemos reescrever a métrica como g = u—lg(u2dt2 +gn) = u—12§, donde g

é localmente conformemente flat se, e somente se, § também for. Ademais, a métrica ¢
nada mais ¢ que a métrica do produto Riemanniano entre as variedades ((a,b), u=2dt?)
e (N,gn). Como W = W = 0, entdo gp torna Wr = 0, pois Rm; = Rmg=szs +
Rmyg,.. Assim, pelo Teorema 4 de [52], N tem curvatura constante. A reciproca ja fora

demonstrada neste capitulo. O

Como um corolario imediato, temos que uma variedade quase-Einstein generalizada
localmente conformemente flat, posto que isto é equivalente a W = 0, é localmente
um produto warped com fibras (n — 1)-dimensionais. Em particular, pelo Lema
segue diretamente a seguinte caracterizacao local para Ricci almost solitons localmente
conformemente flat, que foram introduzidas em [43], similar a uma para Ricci solitons

presente em |12, [19].

5As consideracdes para produtos warped 14 estabelecidas sdo também validas para produtos Rie-
mannianos desde que tomemos f como uma constante.
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Corolario 4.6 ([18]). Seja (M", g), n > 3, um gradiente Ricci almost soliton local-
mente conformemente flat. Entao, em torno de qualquer ponto regular de f, a variedade
é localmente um produto warped cuja fibra (n — 1)-dimensional tem curvatura seccional

constante.

Se n =4, uma vez que variedades Einstein 3-dimensionais tém curvatura seccional

constante, o Lema [£.5] nos permite concluir o que segue.

Corolario 4.7 ([18]). Seja (M*,g) uma variedade quase-Einstein 4-dimensional com
tensor de Weyl harmonico e W(V f,- -,-) = 0. Entdo, em torno de um ponto regular
de f, a variedade € localmente um produto warped com fibra 3-dimensional com curva-
tura constante. Em particular, se o produto é nao-trivial, entio (M*,g) € localmente

conformemente flat.

Ha ainda um tltimo corolario do Teorema [1.4] que segue diretamente do anterior e
de uma classificagao de gradiente Ricci solitons steady correspondente ao Teorema 1.2
em [12].

Corolario 4.8 ([18]). Seja (M*,g) uma variedade quase-Einstein 4-dimensional com
tensor de Weyl harmonico e W(NV f,-,-,-) = 0. FEntao, a variedade é Ricci flat ou

1sométrica ao soliton de Bryant.

Observacao 4.4. O soliton de Bryant, devido a Robert Bryant, se trata de um soliton
gradiente steady nao-compacto n-dimensional, n > 3, que € rotacionalmente simétrico

e possut curvatura seccional positiva.
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