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Resumo

Nesta dissertagao, apds apresentarmos alguns resultados preliminares da algebra
comutativa, concentramo-nos no estudo do assim chamado problema da rigidez do Tor,
assim como a férmula da profundidade para o produto tensorial de médulos e alguns
resultados sobre liberdade. Aplicando alguns dos fatos apresentados neste trabalho,
obtemos, como um dos principais corolarios, que para mdédulos M, N apropriados sobre
um anel de hipersuperficie R satisfazendo a propriedade de que M ®gr N é reflexivo, a

seguinte férmula (demonstrada originalmente por C. Huneke e R. Wiegand) é vélida:

depth(M ®g N) = depth(M) + depth(N) — dim(R).

Palavras-chave: Produto tensorial, profundidade, rigidez do Tor;



Abstract

In this dissertation, after presenting some preliminary results from commutative
algebra, we concentrate ourselves in the study of the so-called Tor rigidity problem, as
well as the depth formula for the tensor product of modules and some results about
freeness. Applying some of the facts presented in this work, we obtain, as one of
the main corollaries, that for appropriate modules M, N over a hypersurface ring R
satisfying the property that M ®@pgN is reflexive, the following formula (proved originally
by C. Huneke and R. Wiegand) is valid:

depth(M ®g N) = depth(M) + depth(N) — dim(R).

Keywords: Tensor product, depth, Tor rigidity.
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Notacoes

No decorrer deste trabalho:

e R denota um anel comutativo com identidade;

e dim(R) denota a dimensao de Krull do anel R;

e dimy (L) denota a dimensao do k-espago vetorial L;

e depth(M) denota a profundidade de um R-médulo M;

e dh(M) denota a dimensao homolégica de um R-médulo M;
e Assg(M) denota o conjunto dos ideais primos associados do R-médulo M.
e Supp(M) denota o suporte do R-médulo M;

e (M) denota o submdédulo de tor¢ao do R-médulo M;

e rank(M) denota o posto do R-médulo M;

e (0: M) denota o anulador, em R, do R-médulo M;

e Hompg(N, M) denota o conjunto das aplicagoes R-lineares de N em M, sendo

estes ultimos R-modulos;

e syz, (M) denota o i-ésimo mddulo de syzigias do R-mddulo M.



Introducao

Ao estudarmos a homologia ou cohomologia de um dado complexo é comum nos
depararmos com o problema da rigidez, que nada mais é do que a etapa a partir da
qual os moédulos de homologia ou cohomologia deste complexo passam a ser todos
nulos. Por exemplo, se R é um anel e a € R é um nao-divisor-de-zero, entao temos que

R
Tor? (N, —) ¢ rigido a partir de ¢ = 2, qualquer que seja o R-médulo N, isto é,

(a)

Tor}* (N, ﬂ) =0, Vi>2.
(a)

Dessa forma, com base em um artigo de Huneke e Wiegand, estudamos questoes
relacionadas a rigidez do Tor, a liberdade de moédulos e uma férmula para o cédlculo
da profundidade do produto tensorial de mdédulos. O trabalho esta dividido em 3
capitulos.

No Capitulo 1 sao apresentados alguns resultados da Algebra Comutativa classica
que tratam sobre moédulos finitamente gerados, profundidade, dimensao de anéis e
modulos, o submdédulo de torcao, anéis e mdédulos graduados e multiplicidade.

No Capitulo 2 sao apresentados os resultados sobre Tor-rigidez e entre estes esta
o principal teorema do artigo sobre este tépico que afirma que se R = m ¢ uma
hipersuperficie e M e N sao R-mddulos e ao menos um tem posto constante, entao se
M ®p N é reflexivo, vale que Tor(M, N) = 0 para todo i > 1. Além destes, também
apresentamos alguns resultados sobre o submoédulo de tor¢ao e a sua relacao com a
liberdade de modulos.

O Capitulo 3 é dedicado a demonstracao da férmula da profundidade do produto

tensorial de médulos. Unindo esta férmula com o teorema da rigidez provado no

capitulo anterior, apresentamos como corolario que se M ®r N é reflexivo, entao con-



seguimos calcular a profundidade de M ®r N pela férmula

depth(M ®g N) = depth(M) + depth(N) — dim(R).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos da algebra comutativa que serao
amplamente utilizados em todo o decorrer dessa dissertacao. Convecionamos que todos

os anéis sao comutativos com unidade.

1.1 Moébdulos finitamente gerados e dimensao de Krull

Definicao 1. Dado um anel R, dizemos que um R-mddulo M € finitamente gerado
se existe um congunto finito L = {my,...,m,} C M tal que M = Z Rm;. Chamamos

i=1
L de um conjunto de geradores para M. Se tivermos que para cada j € {1,...,n},

m; ¢ i Rmi,
i=1

i#j
dizemos que L € um conjunto minimal de geradores para M.

Em geral, nao é verdade que se {my,...,m,} e {ny,...,n;} sdo conjuntos minimais
de geradores de um médulo M entao devemos ter r = t. Por exemplo, se k é um corpo,
entdo os conjuntos {1} e {z,1 — z} sdo conjuntos minimais de geradores para k[z],
mas nao tém a mesma cardinalidade. Isto ocorre porque k[z] ndo é um anel local. No

contexto local esta patologia nao ocorre, como podemos ver na seguinte proposicao:

Proposicao 1. Sejam (R,m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado.

Se my,...,m, € M sdo tais que {my,...,m,;} € um conjunto minimal de geradores

para o k-maodulo , entao {mq,...,m,} € um conjunto minimal de geradores para
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M.

Demonstragao. Ver [1], Proposicao 2.8. O

Com este resultado, temos que no contexto local a nocao de niimero minimo de

geradores esta bem-definida.

Definigao 2. Sejam (R, m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado. A
cardinalidade de um conjunto minimal de geradores para M serd chamada de nimero

M
minimo de geradores de M e serd denotada por pr(M) := dimy, (W) .

Definicao 3. Considere P um ideal primo em um anel R. Definimos a altura de P

por:
ht(P) :=sup{t;3 B C P, C ... C P, = P, com P; € Spec(R) para todo i}.
Se I € um ideal proprio de R, definimos a altura de I por:
ht(7) = inf{ht(P); P € Spec(R) e I C P.}
Definicao 4. A dimensao de Krull de um anel R é o numero
dim(R) := sup{ht(P); P € Spec(R)}.

Perceba que quando R é um anel Noetheriano, temos que o R-mddulo m é fi-

. , . . m ,
nitamente gerado. Além disso, ugr(m) = dimy (—2) e chamaremos esse numero de
m

dimensao de imersao.

Definigao 5. Se (R, m, k) é um anel Noetheriano local e tivermos que
pr(m) = dim(R),

dizemos que R € um anel local reqular. Além disso, se R € apenas Noetheriano, dizemos
que R € reqular quando Rp € um anel local reqular para todo P € Spec(R).

Teorema 1. Se R é um anel local reqular, entao R é um dominio de fatoragao inica.

Demonstragao. Ver [9], Teorema 20.3. O
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Definigao 6. Definimos a dimensao de um R-modulo M como sendo a dimensdo de

Krull do anel

(0: M)
Definicao 7. Dizemos que um R-mddulo M é R-livre de posto finito, quando existe

um inteiro s tal que M ~ R®) = @ R.

i=1
Definicao 8. Sejam R um anel e M um R-maodulo finitamente gerado. Dizemos que M
tem posto constante quando existe um nimero natural r tal que para cada P € Ass(R),
temos que Mp ~ Rg). Tal nimero r é chamado de posto de M e denotado por rank(M).
Uma condicao mais fraca € a de que para cada P € Ass(R), temos que Mp é Rp-livre.

Nesse caso, dizemos que M ¢ genericamente livre.

Proposicao 2. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado.

Se M # 0, entdo Assg(M) C Supp(M).
Demonstragao. Ver [9], Teorema 6.5. O

Proposicao 3. Sejam R um anel local e M um R-mddulo de posto constante r. Se
M R

para algum ideal primo P tivermos que Mp é Rp-livre e i é I—D-livre, entio M ¢é

livre.

Demonstra¢ao. Comece notando que existe Q € Ass(R) tal que @ C P, pois P €
Supp(R). Dai, temos que S = (R\ P) C (R\ Q) = T sao conjuntos multiplicativos de
R. Dali,

(Mp)q

12

Mq

12

(Rg)™

Concluimos, com isso, que Mp tem posto r, tendo em vista que ele ja é livre. Entao,
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P
PMp

(7).

e (7)

Por outro lado, temos:

¢ um espaco vetorial de dimensao r sobre o corpo

12

12

12

12

P .
. Disso segue que
P

Como Mg é Rg-livre de posto r para todo @ € Ass(R), temos que 0 = (syzy(M))g.
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Dai, Assg(Hompg(syzL(M), R)) = Supp(syzL(M)) N Ass(R) = (). Portanto,
Homp(syzgp(M), R) = 0.

Como syzh(M) é livre de torgao, segue do Lema 4 que syzL(M) = 0. Com isso, M é

livre e tem posto r. O]

1.2 Sequéncias exatas e reducao de ideais

Definicao 9. Sejam R um anel e 0 — N 5 M YT 50 uma sequéncia exata de
R-mddulos. Dizemos que tal sequéncia cinde quando existe uma aplicacao R-linear

¢:T — M tal que o ¢ =1Idr. A aplicagcao ¢ é chamada de cisdo.

Observacao 1. Na definicao anterior, se o R-mddulo T € livre, entao a sequéncia
exata cinde quaisquer que sejam os modulos M e N. Com efeito, basta definirmos
a aplicacao ¢ como sendo a aplicacao que leva cada elemento da base de T na sua

imagem tnversa. Note também que se a sequéncia exata cinde, entao M ~ N @ T.

Definigao 10. Sejam R um anel e J C I C R ideais. Dizemos que J é uma redugao

de I se JI"' = I" para algum n € N.

Lema 1. Se (R, m, k) é um anel local de dimensdo 1 e k é infinito, entao existe x € m

tal que (x) € uma redugdo de m.
Demonstracao. Ver [3], Exercicio 4.6.15. O

~ . . L . R
Definigao 11. Dizemos que um ideal J C R € primdrio quando o conjunto Assg (7)

¢ unitdrio. Se especificarmos o elemento P € Assg <7>, dizemos que J é P-primdrio.

Observacao 2. Note que se /.J = P e P é mazimal, entdo J é P-primdrio.

1.3 Sequéncias regulares e profundidade

Definicao 12. Seja M um R-modulo. Um elemento x € R é chamado de elemento
M -regular, quando x é um nao-divisor-de-zero de M, isto €, se m € M e xm = 0,

entao m = 0.
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Definicao 13. Dizemos que uma sequéncia © = x1,%s,...,T, de elementos de R €

uma sequéncia M -reqular, ou uma M -sequéncia, quando

M
1. 0;
s’ ’ M .
2. x1 é M-reqular e x; € um elemento -reqular, parai=2,...,n.
(113'1, Ce ,{L’Z‘_l)M

Definicao 14. Dados um ideal I em um anel R e um R-moddulo M finitamente gerado
satisfazendo IM # M. Dizemos que uma sequéncia M-reqular € = x1,...,x, de
elementos de I € uma M -sequéncia maximal em I quando a sequéncia ©’ = x1,...,Ty, Y

nao € uma sequencia M-reqular, qualquer que seja o elemento y € 1.

Observacao 3. Se R ¢ um anel Noetheriano, entdo toda sequéncia M -reqular pode ser

completada para que se torne mazximal.

Lema 2. Sejam R um anel, M e N R-mddulos finitamente gerados e I = (0: N) C R.

Entao sao vdlidas as sequintes afirmacoes:
1. Se existe x elemento M -reqular tal que x € I, entdo Homg(N, M) = 0.

2. Reciprocamente, se R é Noetheriano e Homg(N, M) = 0, entao existe x elemento

M -regular tal que x € 1.
Demonstragao. Ver [3], Proposigao 1.2.3. ]

Teorema 2 (Rees). Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo finitamente
gerado e I um ideal de R tal que IM # M. FEntao todas as sequéncias M -requlares

mazimais em I tém o mesmo comprimento, que € dado por:

n = min {i;Exté12 (?,M) + 0} .

Demonstracao. Ver [3], Teorema 1.2.5. O

Defini¢ao 15. Sejam (R,m,k) um Noetheriano local e M um R-mddulo nao-nulo
finitamente gerado. Definimos a profundidade de M como sendo o comprimento das
sequéncias M -regulares mazimais em m. Tal nimero serd denotado por depth(M) e,

com base no teorema anterior, é dado por:

depth(M) = min {4; Ext}, (k, M) # 0} .

10
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Se M =0, convencionamos que depth(M) = +o0.

Observacao 4. Se R ¢ um anel Noetheriano local e M ¢ um R-mddulo nao-nulo e

finitamente gerado, entdo pode-se provar que depth(M) < dim(M).

Definicao 16. Seja R um anel Noetheriano local. Dizemos que um R-modulo finita-
mente gerado M # 0 € um R-mddulo de Cohen-Macaulay quando tivermos a igualdade
depth(M) = dim(M). Se o anel R é um R-mddulo Cohen-Macaulay, entdo dizemos
que R € um anel de Cohen-Macaulay. Quando M €é um mddulo de Cohen-Macaulay e

vale que dim(M) = dim(R), dizemos que M é um mddulo Cohen-Macaulay mazimal.

O resultado a seguir mostra o comportamento da profundidade em sequéncias exatas

curtas.

Lema 3 (Lema da profundidade). Sejam R um anel Noetheriano local e
00— M — My — M3 —0

uma sequéncia exata curta de R-modulos nao-nulos finitamente gerados. Entao:
1. depth(My) > depth(M3) = depth(M;) = depth(M3) + 1.
2. depth(Ms) < depth(M3) = depth(M;) = depth(M,).
3. depth(Msy) = depth(M;3) = depth(M;) > depth(Ms).
Demonstragcao. Ver [[3], Proposi¢ao 1.2.9] O

Corolario 1. Sejam R um anel Noetheriano local e My, Ms , ..., M, R-maodulos nao-

nulos finitamente gerados. Entao:

depth (@ MZ-) — min{depth(M,), ..., depth(}M,)}

=1

Demonstracao. Por inducao, podemos supor r = 2. Entao sejam M e N R-modulos

nao nulos e finitamente gerados. Suponha, sem perda de generalidade, que

depth(M) < depth(V).

11
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Queremos provar que depth(M @ N) = depth(M). Perceba que
0-M3IMaNS N0

¢ uma sequéncia exata curta, sendo a(m) = (m,0) e f(m,n) = n. Afirmamos que
depth(M @& N) < depth(NV). De fato, se depth(M & N) > depth(/N), o lema anterior
nos fornece que depth(M) = depth(N) + 1 > depth(N), o que é um absurdo porque
depth(M) < depth(NV). Dai, se depth(M @& N) < depth(N), aplicamos mais uma vez
o lema e segue que depth(M) = depth(M @ N), como querfamos. Por outro lado,
se depth(M & N) = depth(N), temos que depth(M) > depth(M & N) = depth(N).
Como ja tinhamos que depth(M) < depth(N), segue que depth(M) = depth(N) =
depth(M @ N). O

Corolario 2. Se R € um anel Noetheriano e F' € um R-mddulo livre de posto finito,

entao

depth(F) = depth(R).

Em particular, se R é um anel de Cohen-Macaulay, entao F' é um R-modulo Cohen-

Macaulay maximal.
Demonstracao. Consequéncia imediata do Corolério O

Definicao 17. Dizemos que um anel Noetheriano R é uma hipersuperficie quando

R = m, onde S € um anel noetheriano local reqular e f é um elemento nao-nulo

no ideal maximal de S. Mais geralmente, dizemos que R é uma intersecao completa

5
(f17"'7f7“)7

sequéncia R-regular no ideal mazximal de S.

quando R = sendo S um anel Noetheriano local reqular e fi, ..., f. uma

1.4 Torcao

Definicao 18. Se R € um anel Noetheriano e M é um R-mddulo, definimos o submddulo

de torcao de M como sendo o nicleo da aplicacao natural M — K ®g M, onde

K = SR e S = {ndo-divisores-de-zero de R}. Isto €,
t(M) =Ker(M % K @ M).

12
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Definicao 19. Sob as hipdteses da defini¢cao anterior, dizemos que M é um R-mddulo
de tor¢ao quando t(M) = M e dizemos que M € livre de tor¢ao quando t(M) =0

M
Observagao 5. Qualquer que seja o R-mddulo M, temos que o mddulo M’ = m

¢ livre de torgao.

Lema 4. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado. Se M

¢ livre de tor¢ao e Homg(M, R) = 0, entdo M = 0.

Demonstra¢ao. Pelo item (2) do Lema [2] temos que existe f € (0 : M) elemento R-
regular. Dai, f é um nao-divisor-de-zero de R. Portando, é invertivel em K. Se M # 0,
temos que existe 0 # m € M. Afirmamos que m € t(M). De fato, a(m) = 1@ m =
(fxfHem=f1®(fm)=f"1®0=0. Absurdo, tendo em vista que M ¢ livre de
torcao. Logo, M = 0. O]

Observagao 6. Note que no lema anterior, se M # 0, provamos que M C t(M).
Como t(M) é sempre submddulo de M, temos que t(M) = M, ou seja, M € de tor¢ao.
Em outras palavras, se M # 0 e Homg(M, R) =0, entdao M ¢ de tor¢ado.

Lema 5. Se R é um anel Noetheriano e M, N sao R-mddulos finitamente gerados.
Entao,

Assg(Hompg(M, N)) = Supp(M) N Assg(N).
Demonstragao. Ver [4], Exercicio 3.3, p. 109. H

Sabemos que se M é um R-mdédulo, entao existe uma aplicacao R-linear natural
W - M— M **,

onde M** é o bidual do médulo M, explicitamente: M** = Homg(Hompg(M, R), R).

Definicao 20. Dizemos que um R-modulo M ¢€ reflexivo quando a aplica¢do natural

s . . W
wyr € um isomorfismo. Ou seja, M =~ M**.

Definicao 21. Dizemos que um R-modulo M satistaz a n-ésima condi¢cdo de Serre

(Sn) quando para todo P € Spec(R),

depth(Mp) > min{n, dim(Rp)}.
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1. Preliminares

Observagao 7. Quando R é um anel de Cohen-Macaulay, temos que M satisfaz Sy
se, e somente se, M € livre tor¢ao. Quando R é uma intersecao completa, M satisfaz

Sy se, e somente se, M ¢ reflexivo.

1.5 Filtracoes, Anéis graduados e multiplicidade

Sejam R um anel e M um R-mdédulo. Uma filtragao para M é uma familia infinita

(M), de submodulos de M tais que
M=MyODOM, DOMyD>...OM,2D....
Definicao 22. Sejam I C R um ideal e M um R-mddulo. Considere
M=MyDM  DMyD>...OM,D...

uma filtragao para M. Dizemos que tal filtracao é uma I-filtracao se IM, C M,
para todo n. Além disso, dizemos que uma I-filtracdo € estdvel se existe ng € N tal que

IM, = M, 1 para todo n > ny.

Exemplo 1. Se M é um R-mddulo e I é um ideal de R entao M, = I"M ¢é uma

I-filtracao estdvel para M.

Observagao 8. No caso em que (R,m) € um anel noetheriano local, a filtragio de R

dada por M, = m" é chamada filtracdio m-ddica.

Definicao 23. Um anel graduado (a rigor, N-graduado) é um anel R e uma familia

(R, de subgrupos de R satisfazendo:

1. R=(PR,
n=0
2. RyR,, C Ryim, para todos m,n € N.

Observacao 9. Na defini¢ao anterior, o item (2) implica que Ry € subanel de R e R,

¢ um Ry-maodulo para todo n.

Definicao 24. Se R é um anel graduado, entdo o conjunto R, = @Rn é um ideal

n=1
de R, chamado ideal irrelevante.
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1. Preliminares

Definigao 25. Seja R um anel graduado. Um R-mddulo graduado é um R-mddulo M

Juntamente com uma familia (M, ),>o0 de subgrupos aditivos satisfazendo:

1. M= éMn
n=0

2. R,M,, C M, m, para todos m,n € N.

Definicao 26. Sejam R um anel e I C R um ideal. Definimos o anel graduado

associado de R com relacdo a I como sendo

[TL
Gi(R) =D 7o

n>0

sendo I° = R. Note que, de fato, G;(R) é um anel graduado se definirmos a multi-

plicagao da sequinte maneira: dado x, € I", seja T, a imagem de x, em Tnri Defina
[n-l—m
Tp - Ty cOmo sendo a imagem de x,T,, em Tnrmt

De maneira completamente analoga, podemos definir o médulo graduado associado

al:

Definicao 27. Sejam R um anel, M um R-mddulo e (M,,),>0 uma I-filtragao. Defi-

nimos o modulo graduado associado a I por:

M,

G[(M) = Vi +1.

n>0

Observacgao 10. Perceba que Gr(M) é um G(R)-mddulo, tendo em vista que I"™M,, C

My v para todos m,n.
Teorema 3. Seja R um anel graduado. Sao equivalentes:
1. R € Noetheriano
2. Ry € Noetheriano e R é uma Ry-dlgebra finitamente gerada.
Demonstragao. Ver [9], Teorema 13.1. O

Definicao 28. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Dizemos que M é simples se M

nao admite submodulos nao triviais.
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1. Preliminares

Definigao 29. Sejam R um anel e M um R-moddulo. Uma cadeia de submddulos

0O=M,CM,,C...CMiCMy=M

M,

sao R-mddulos
Mn+1

¢ chamada de série de composicao para M se os quocientes

simples.

Definicao 30. Seja R um anel. Se um R-mddulo M admite uma série de composicao,
entao o comprimento dessa série € um invariante numeérico de M, isto €, nao depende

da escolha da série de composicao e é chamado de comprimento de M. Notacao:

Cr(M).

Definicao 31. Dizemos que um R-mddulo M tem comprimento finito se M admite

uma série de composicao.

Proposicao 4. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo nao-nulo finitamente
gerado. Entao M tem comprimento finito se, e somente se, Supp(M) consiste apenas

de ideais mazimais.
Demonstragao. Ver [4], Corolario 2.17. O

Definicao 32. Sejam R = @Rn um anel graduado Noetheriano, com Ry Artiniano,
n>0

e M = @Mn um R-mddulo graduado finitamente gerado. Definimos a série de
n>0
Poincaré de M por:

P(M,t) =Y Lr(M)t" € Z[[t]),
n=0
onde Z[[t]] € o anel das séries formais com coeficientes inteiros.

Como R ¢ anel graduado e Noetheriano, segue do Teorema [3| que R ¢ finitamente
gerado como Ry-algebra. Suponha que R seja gerado por {ry,...,7r,}, onde r; tem

grau k;. Temos o seguinte resultado, devido a Hilbert e Serre:

Teorema 4. P(M,t) é uma fun¢ao racional. Explicitamente, podemos escrever:

Pty = I

H(1 — M)

sendo f um polinomio com coeficientes inteiros.

16
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Observagao 11. Dizemos que uma fungao racional H tem um pdlo de ordem n em

1 f@)
t=a se H(t) = - —= com f(a) #0 e g(a) # 0.
(0= Gy L) com F@) 20 e gl #
Definigao 33. A ordem do pdlo da fungio P(M,t) em t = 1 serd denotado por d =
d(M).

Em particular, se R é gerado por elementos de grau 1, temos o seguinte corolario:

Corolario 3. Se k; = 1 para todo i € {1,...,n}, entdao para n suficientemente grande

Cr(M,) € um polinéomio de coeficientes racionais em n e tem grau d — 1.

Definicao 34. O polinomio P(x) = Py(z) € Q[z] tal que, para n suficientemente
grande, {gr(M,) = P(n) é chamado de Polinomio de Hilbert de M. Explicitamente:

1=

Pulz) = di:(—l)d_l_ied_l_i (9” ! Z) |

Definigao 35. Se M ¢é um R-mddulo graduado finitamente gerado. A multiplicidade
de M serd definida por:
ey,  se dim(M) >0
e(M) =
Cr(M), se dim(M) =0
Definimos, portanto, multiplicidade para o caso graduado. Para o caso nao gradu-

ado, focamos no contexto Noetheriano local e temos:

Defini¢ao 36. Se (R, m) é um anel Noetheriano local e M € um R-mddulo finitamente
gerado, definimos a multiplicidade de M com relacdo a um ideal I C R recorrendo a
defini¢cdo anterior por:

e(I,M) =e(G[(M)).

Em particular, a multiplicidade de M com relacao a m serd chamada de multiplicidade
de M e temos:
e(M) :=e(m, M) = e(Gn(M)).

Lema 6. Seja (R, m) um anel Noetheriano local, Q) é um ideal m-primdrio e J € uma
reducdo de Q). Entao J também € m-primdrio e para todo R-mddulo M finitamente

gerado tem-se que

e(J,M) =e(Q,M).
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Demonstracao. Ver [9], Teorema 14.13. O
Defini¢ao 37. Seja (R, m) um anel local d-dimensional. Um conjunto {x1,...,xq4} €
dito um sistema de parametros de R se o ideal (x1,...,2q4) € m-primdrio.
Teorema 5. Sejam (R, m) um anel Noetheriano local d-dimensional, x1,..., x4 um
sistema de parametros de R e Q = (x1,...,xq). Entao,

R

Q
Demonstracao. Ver [9], Teorema 14.10. O
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Capitulo 2

Sobre Tor-rigidez

O cléssico teorema sobre a rigidez do Tor, devido a Lichtenbaum [[8], Corolério 1.],
diz que se R é um anel regular local e M e N sao R-moddulos finitamente gerados, e
se Torf(M, N) = 0 para algum j > 0, entdo Tor®(M, N) = 0 para todo i > j. Apre-
sentaremos agora alguns resultados que culminarao numa generalizacao deste teorema,

provado por Huneke e Wiegand e batizado como Sequndo teorema da rigidez.

2.1 O Lema dos Tor’s e alguns resultados sobre torcao
e rigidez

Lema 7 (Lema dos Tor’s). Seja (S,mg) um anel local e seja f um nao-divisor de zero
em mg. Sejam M e N mdodulos sobre o anel R := —. Temos a sequinte sequéncia

(f)

exata:

19



2. Sobre Tor-rigidez

Torf(M, N) —>T01rf+1(]\47 N) —>T0rf+1(M, N)——

Torl" ; (M, N) — Tor{ (M, N) — Tor}(M, N) —

Torf (M, N) — Tor5 (M, N) — Tor}(M, N) —

Torg (M, N) Tor? (M, N) — Torl*(M, N) —0.

(O médulo inferior esquerdo ficaria melhor se fosse escrito como Torg (M, N), mas nas

aplicacoes, ele funciona melhor da forma como esta escrito.)
Demonstragao. Ver [0], Lema 2.1. O

Proposicao 5. Sejam M e N mddulos sobre um anel local R. Assuma que M Qg N

M — N -
1) e N = m Entao M ®r N € livre de torcao.

Se M € livre e N # 0, entdo M € livre.

¢ livre de torcdao. Sejam M =

Demonstracao. Considere a sequéncia exata estrutural:
0 — t(M)—M — M — 0. (2.1)
Tensorizando-a com o N, obtemos a seguinte sequéncia exata:
i®ld

tM)@r N 8 Mep N -5 M or N — 0. (2.2)

Note que a imagem de ¢ ® Id é de torcao. Como M ®gz N é livre de torcao, temos que

1 ®1Id = 0. Segue que B é um isomorfismo, ou seja,

M ®@r N ~ M ®p N. (2.3)
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2. Sobre Tor-rigidez

Por outro lado, podemos tensorizar a sequéncia exata
0—=t(N)=N-—=N=0 (2.4)

com M e, com isso, obtemos que N ®@p M ~ N ®x M. Dal,

N@RMZM(@RNEM@RN,

portanto M ®p N é livre de torcdo. Se M é livre, entdo a sequéncia exata de 1}
cinde, logo M ~ t(M) @ M.

Utilizando as propriedades do produto tensorial, temos:

M®rN ~ (tH(M)® M)®z N
~ (t(M)®r N)® (M ®r N)
~ ({(M)®rN)@ (M ®gN).

Logo, t(M) ®r N = 0. Como R é local e N # 0, obtemos t(M) = 0, ou seja, M = M.
Portanto, M é livre. O

Proposicao 6. Seja R um anel Noetheriano e sejam M C F e N C G, onde F' e G

sao livres. Suponha que M ou N é genericamente livre. Entao

F G
t(M @z N) ~ Tork (M’ N) .

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que M é genericamente
livre. A sequéncia exata

G
N =
0— %G—>N—>O

e o R-moédulo M induzem, via sequéncia exata longa do Tor, a seguinte sequéncia
exata:

G
0 — Tor? (M, N) -+ M®r N = M®rG. (2.5)

Perceba que M ®r G ¢ livre de tor¢ao, pois

M®@rG~M®g R ~ (M ®p R)(g) ~ M@
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2. Sobre Tor-rigidez

e M é livre de tor¢ao. Como M é genericamente livre, temos que Mp é Rp-livre para

todo P € Ass(R). Dai, para todo P € Ass(R), temos que
G G
(), vt o (9)

G
Portanto, Supp (Tor? ( N ) N Ass(R) = (). Pelo Lema , temos que

)
e ),R>
(o

G
Segue da Observacao H que Torf N) ¢é de torcao. Dali,

(ot () - ()

A sequéncia exata (2.5 induz a sequéncia exata:

0—t (Torf“ <M, %)) — t(M ®@r N) = t(M ®@g G).

Como t(M ®5 G) = 0, temos que Torf (M, %) =t (Torf <M, %)) ~ t(M ®@g N).

Por fim, a sequéncia exata

F
0O—-+M-—=F———=0
M= F ==

, G . .
e o R-moédulo N induzem uma sequéncia exata

F G G
—>0—>TOY§<M,N> %TOY?(M,N) —0—...

E isto, por sua vez, mostra que

F
Tork (M, %) ~ Torl (M, %)

t(M Rr N)

12
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2. Sobre Tor-rigidez

Seja (S, mg) um anel regular local e seja R = %, onde f € mg é um nao-divisor-
de-zero. Fixados M e N R-médulos. Como M e N tém estrutura natural de S-
médulos, os comprimentos de Torf (M, N) e Tor? (M, N) sdo os mesmos, porque os
R-submoédulos de M e N estao em bijegao com os S-submédulos de M e N. Além

disso, Torf (M, N) ~ Tor§ (M, N). Se g(Tory (M, N)) < +o0, entdo
Supp(M) N Supp(N) = {ms}.

Segue, portanto, que todos os comprimentos £g(Tor? (M, N)) e £g(Torl (M, N)) sao
finitos. Na verdade, como S é um anel local regular, entao todo S-médulo tem dimensao

homoldgica finita. Em particular, temos que para i suficientemente grande
Tory (M, N) = 0.

Com isso, faz sentido definirmos a caracteristica de Euler de um par de moédulos M e

N:

[e.9]

X* = x*(M,N) =) "(=1)"ts(Tor] (M, N)).

1=0

Proposigao 7. Seja R = uma hipersuperficie de dimensao d, onde (S,mg, k) €

S
(f)
um anel local reqular (d + 1)-dimensional. Sejam M e N R-mddulos. Assuma que N
tem comprimento finito. Sejam i > j > d + 1. Entao Torf(M, N) e Tor(M, N) tém

0 mesmo comprimento.

Demonstragdo. Seja 3; = pus(syzs(M)) o i-ésimo nimero de Betti de M. Considere
F:0—F 25 F 258 20 2 F 2% M0 (2.6)

uma resolugao livre minimal de M, ou seja, cada F; é S-livre para 0 < i < d, rank(F;) =

Bi e a;(F;) C mgF;_1, para 1 <i < d. Isto é equivalente as aplicagoes
o =0;QIdy : F; Q¢ k = Fi_1 ®s k

serem identicamente nulas. Como S é um anel regular, temos que S é um dominio
de integridade. Dessa forma, Ass(R) = {(0)}. Como fM = 0, temos que (0 : M) N
(R\ {0}) # 0. E isso, por sua vez, implica que My = 0. Portanto, M tem posto nulo
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quando visto como S-médulo. Portanto, segue de [[3], Corolario 1.4.6] que

Ao tensorizarmos ([2.6)) com o corpo quociente de S, obtemos o complexo
Fok: Fy@sk -5 Fy_i®@sk == ... 22 Flosk 5 Fy@sk -5 Mogk — 0. (2.7)

Note que

Ker(a;)
(o)
F,®sk

0
~ krank(Fi).

Tor? (M, k)

Portanto, 3; = dimy(Tor? (M, k)). E isso mostra que x°(M, k) = 0.
Como N tem comprimento finito e x*(M, —) é aditiva ao longo de sequéncias exatas

curtas, segue que x° (M, N) = 0. De fato, considere

0=N,CN,_1C...CNiCNy=N

N;_
! ~ k. Considere a

-1 4 .
é simples e, portanto,
i i

série de composicao de N. Dali,

sequéncia exata curta

N,
0—>N1—>N0:N—>F0:k—>0.
1

Dai, x*(M, N) = x*(M, k) + x°(M, N). Considerando, agora, a sequéncia exata

N
0— Ny —= Ny = -~k —0.
Ny

Temos que x° (M, Ny) = x°(M, k) + x*(M, Ny). Procedendo de maneira anéloga, ve-
remos que

XS(M7N) ZT'XS(Mak) = 0.

Se observarmos a sequéncia exata dada no Lema , os fatos de que j 4+ 1 > dim(S)
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e S ser regular implicam que Tor (M,N) ~ Toer(M N), e portanto tém o mesmo
comprimento. Se provarmos que Tor (M, N) e Tor; R .(M,N) tém o mesmo compri-
mento, entao concluiremos a demonstracao. Perceba que Torf 1(M,N) = 0. Dai,

obtemos a seguinte sequéncia exata

0 — Torf,; — Torf (M, N) — Tor] (M, N) — Torf(M,N) — ... —

J+1

— Tor§ (M, N) — Tor{ (M, N) — Torf(M, N) — 0.

Denote tf := ((Tor®(M, N)) e t¥ := ¢(Tor? (M, N)). Como a funcio comprimento

¢ aditiva ao longo de sequéncias exatas curtas, obtemos que
Bty ity — s — A, — ] -t =

Tal soma pode ser reescrita da seguinte forma:

j—1
St + X5 (MN) 7, — = 0.
i=1 ~
=0
Portanto, tﬁrl ] = 0, isto &, tﬁrl = tf. ]
(. : S . iy . . ,
Corolario 4. Sejam R = m uma hipersuperficie de dimensdo d, onde (S, mg, k) é

um anel local reqular (d + 1)-dimensional e M e N R-mddulos. Assuma que N tem
comprimento finito. Se Tor (M, N) =0 para algum j > d+ 1, entdo Tor®(M,N) =0

para todo i > j.

Demonstragao. Pela proposi¢ao anterior, se i > j, entao Tor (M,N) e Torf(M,N)
tém o mesmo comprimento. Como Tor (M,N) =0, temos que Tor®(M,N)=0. O

S
Suponha que R ¢é uma hipersuperficie de dimensao d, ou seja, R = m, onde S é

um anel local regular de dimensao d 4+ 1. Seja Z uma indeterminada e defina:

SiiZll

# .
W=

Perceba que podemos sobrejetar R em R matando Z (imagem de Z em R*). Dessa
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forma, se M é um R-médulo, entdao M também tem estrutura de R#-médulo e definimos
M?# = syz1,4(M).

Proposicao 8. Seja R uma hypersuperficie d-dimensional e seja M um R-mddulo
Cohen-Macaulay mazimal sem somando livre. Entao,
M

1. =
ZM#

~ M @ syzy (M)
2. M# é um R*-mddulo Cohen-Macaulay mazimal sem somando livre.
3. M?¥ tem posto constante.
Demonstragao. Ver [6], Proposigao 3.5. ]

Proposicao 9. Seja (R, m, k) uma hipersuperficie d-dimensional e sejam M e N R-

mdodulos nao-nulos. Assuma que
1. Nem M nem N tem um somando livre,
2. M ®r N é um R-modulo Cohen-Macaulay mazimal,
3. M tem posto constante, e
4. Torf(M, N) =0, para todo j > 1.

Entdo M e N sio R-mddulos Cohen-Macaulay mazimais e M# Qps N# é um R -

modulo Cohen-Macaulay maximal.

Demonstracdo. Para provarmos que M7 ®@z# N# é Cohen-Macaulay maximal, usare-
mos a sequencia exata longa dos Tor’s descrita no Lema , comS=R*ef=27 0

final da sequéncia é dado por
... = Tor®(M, N) — Tork" (M, N) — Tor®(M, N) —

— Torf (M, N) — Tor™ (M, N) — Tor® (M, N) — 0.

Usando a hipétese (4), temos que Tor®" (M, N) ~ M @z N e Tork”" (M, N) = 0. Existe
uma sequencia exata

0— M* = R*™ - M — 0. (2.8)

26



2. Sobre Tor-rigidez

A~ .. A~ . # m
Tal sequéncia induz uma sequéncia exata de Tor’s e, usando que Tor? (R#( "N ) =0,

obtemos a partir desta ltima a sequéncia exata abaixo:
0> M®rN— M#*@zs N = N"™ 5 M@z N — 0. (2.9)

Sabemos que, para R-médulos, tensorizar sobre R# é o mesmo que tensorizar sobre
R. Para calcularmos a profundidade de M# ®pz# N7, quebraremos a sequéncia exata

(2.9) em duas sequéncias exatas curtas:
0 >M®grN = M*@ps N—=C =0 (2.10)

0—C—=N™ 5 MozN —0. (2.11)

Note que N™ e M ®@g N tém profundidade d. Dai, aplicando o Lema da profundidade
a sequéncia exata (2.11)), temos que

depth(C) > depth(N™)) = d.
Usando a sequéncia exata induzida pelo Ext a partir da sequéncia exata ([2.10)):

0 — Hompg(k,M @z N) — Hompg(k, M# @+ N) — Homg(k,C) —

— Extg'(k,M ®z N) — Exth'(k, M# @ps N,) — Extg'(k,C) —
—  Extb(k,M ®zr N) — Exth4(k,M# @+ N) — Exth4(k,C) —

obtemos que
Exti (k, M# @gs N) =0, Vj < d < depth(M* @ps N) > d.

Como M# @ps N é um R-médulo, temos que depth(M# @z« N) < d. Utilizando a

sequéncia exata induzida pelo Tor via (2.8)), obtemos que

Tor’™ (N, M#) ~ Tor}" (M, N) = 0. (2.12)
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Agora, escolhemos uma sequéncia exata
0— N* = R*" 5 N 0.

Dal, utilizando (2.12)), e a sequéncia exata induzida por ela via Tor, obtemos a seguinte

sequéncia exata curta:
0= M*®ps N* = M*" o M# @ps N = 0 (2.13)

Pelo item 4 da proposicao anterior, temos que depth(M7#) = d + 1. Dai, utilizando
o Lema da profundidade em ({2.13)), obtemos que

depth(M#* ®@p+ N¥) = depth(M¥* @+ N) +1=d + 1.

2.2 Alguns resultados envolvendo multiplicidade, li-
berdade e médulos Cohen-Macaulay.

Lema 8. Seja (R, m, k) um anel local 1-dimensional com multiplicidade e, e assuma
que k € infinito. Seja M um R-modulo Cohen-Macaulay mazimal de posto constante

r. Entdo, ur(M) < re.

Demonstragao. Consideremos a multiplicidade e(m, M) do médulo M. Como M tem
posto constante, Mp ~ Rp'") para todo P € Ass(R). Pela férmula presente em [[9],
14.7], temos que se X = {P;,..., P} é o conjunto de todos os primos minimais de R

R
tais que, para todo 7, dim (F) = d, entao

7

e(m, M) = ;l(Mpi)e (m, g) . (2.14)
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Segue que

Como k ¢ infinito, existe um elemento x € m, que é uma reducao de m, isto é,
rm"~! = m" para algum n > 1. Por [[9], 14.13], temos que e((z), M) = e(m, M).
Perceba que x é um nao-divisor de zero de M, dai [[9], 14.10] implica que e((z), M)
¢ igual a multiplicidade de %, que ¢é justamente o comprimento /¢ KM . Por fim,

T
temos que

pr(M) = g(mﬂM)
(

O

Proposicao 10. Sejam R uma hipersuperficie e M um R-moddulo Cohen-Macaulay
maximal sem somando livres nao-nulos. Entao M tem uma resolugao livre minimal

periodica cujo periodo € no mdrimo 2:

L Rm 2y glm) By plm) 2y plm) By plm) A 0,

Em particular, temos que syzh(M) ~ M e pr(syzr(M)) = up(M). Além disso,
syzL(M) € também um R-mddulo Cohen-Macaulay mazimal sem somandos livres nao-

nulos.

29



2. Sobre Tor-rigidez

Demonstragao. Ver [6], Proposigao 1.7. ]

Observagao 12. Se R ¢ uma hipersuperficie, entao Rp € zero-dimensional e Gorens-
tein para todo P € Ass(R). Seque de [[10], (A.1); [5], Teorema 10] que todo R-mddulo

livre de tor¢ao pode ser imerso num R-maddulo livre.

Corolario 5. Sejam R uma hipersuperficie e M e N R-mddulos Cohen-Macaulay
mazximais nenhum dos quais tem um somando livre nao-nulo. Assuma que M € ge-
nericamente livre. Entdo Tors (M, N) ~ Torf(syzh(M),syzL(N)) ~ t(M @z N). Em

particular, se M @ N € livre de tor¢do, entao syzu(M) Qg syzk(N) também o é.

Demonstra¢ao. Como M e N sao Cohen-Macaulay maximais e R é um hipersuperficie,
temos que M e N sao livres de torcao. Assim, pela Observacao |12}, existem R-mddulos

livres I e G, tais que M C F'e N C G. Pela Proposicao [0} temos que
F G
t(M ®p N) ~ Tord [ —, = |.
( ®R ) Or'y (M7 N)

A sequéncia exata induzida pelo Tor via a sequéncia exata

F
0O—-M—=F—=——=0
M
) G
e o R-modulo N nos fornecem que
F G G
Tor! (M’ N) ~ Tor! (M, N) .

Perceba que M =~ syz% (M), pela Proposigao Dai,

0 — syzp(M) — R™ — M — 0

0— M — R™ — syzh(M) — 0

G
sao sequéncias exatas que, via a sequéncia exata longa do Tor e o R-mddulo N nos

G G
TorF <M, N) ~ Torf <M, N) .
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Por outro lado, a sequéncia exata
G
0—>N—=>G— N —0

e o R-moédulo M induzem uma sequéncia exata longa de Tor’s e esta, por sua vez,
implica que

G
Tor¥ (M, N) ~ Torf (M, N).

Combinando esses isomorfismos, obtemos que Tors (M, N) ~ t(M ®g N). Pela Pro-

posicao |10, a sequéncia

0= N —= RP — syzL(N) = 0
é exata. Dai, Tor®(M, N) ~ Torf(syzkL(N), M). Além disso, a sequéncia

0 — syzp(M) — R™ — M — 0
também ¢é exata e, por fim, obtemos que

Tory' (syzp (M), syzp(N)) = Tory' (M, syzp(N)).
Isso implica que
Tor¥ (syzk(M),syzk(N)) ~ Torf (M, N) ~ t(M ®x N).

Em particular, syzL(M) C R™ e syzL(N) C R® e R™ e R® sio livres. Dai, pela

Proposi¢ao [0, obtemos que

m RO
t(syz}%(M) Qr syz}%(N)) ~ Torg (syz1 00 w2 (N))
R R
= Tork (M, N)

O

Proposicao 11. Seja R uma hipersuperficie 1-dimensional com multiplicidade no
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2. Sobre Tor-rigidez

mdzimo 3. Sejam M e N R-mddulos de posto constante. Se M ®@r N € livre de

torcao, entao M ou N € livre.

Demonstracao. Usando o que foi provado na Proposicao ol podemos assumir que M
e N sao livres de tor¢ao. Sejam r = rank(M) e s = rank(N). Assumiremos, por
contradicao, que nem M nem N ¢ livre e que entre todos os contra-exemplos, r + s é
minimal. Portanto, nem M nem N tem um somando livre nao-nulo.

Sejam m := pur(M) e n := pur(N). Note que syzk(M) e syzk(N) sao médulos livres
de torcao de postos constantes e iguais a m—r e n—s, respectivamente. Com efeito, sao
livres de torgao, pois sdo submoédulos de um mdédulo livre, e para todo P € Ass(R) vale
que a sequéncia exata 0 — syzhL(M) — R™ — M — 0 localizada em P permanece

exata, ou seja, a sequencia
0 — (syzL(M))p — (Rp)™ — Mp — 0 (2.15)
é exata e como Mp é Rp-livre, a sequéncia ([2.15) cinde e temos que

(Rp)™ = (syzh(M))p & Mp

~ (syzk(M))p @ (Rp)™)

Dai, (syzk(M))p é um Rp-mdédulo projetivo e portanto, como Rp é local, é Rp-livre
e tem posto m —r. Para syzk(IN) é andlogo. Notemos que a Proposicao [L0| garante que
nenhum médulo de sizigia é livre e que o Coroldrio [5| garante que syzhp(M) @ syzL(N)
é livre de tor¢ao. Pela minimalidade de r + s, tem-se que m —r > roun —s > s.
Suponha que m — r > r, ou seja, m — 2r > 0. Novamente pela Proposi¢ao , temos
que m = pg(syzk(M)) e n = pp(syzy(N)). Por fim, aplicamos o Lema [§a M ®p N
e a syzh(M) ®g syzk(N) e temos que mn < 3rs e mn < 3(m — r)(n — s). Somando

essas equagoes e rearranjando seus termos, vemos que
rn < (m —2r)(n — 3s).

Por outro lado, aplicando o Lemal[§la N, temos que n—3s < 0 e supomos que m—2r > 0.
Dai, rn < 0, o que é um absurdo. O

Lema 9. Seja (R, m, k) uma hipersuperficie com dimensiao d > 2 e com k infinito.
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Seja F um conjunto finito de R-modulos Cohen-Macaulay mazimais, cada um deles

com posto constante. Entao existe um ndo-divisor-de-zero g € m — m? tal que — ¢é

(9)

R

uma hipersuperficie de dimensao d —1 com multiplicidade e (U) = e(R) e para todo
g

M € F sao vdlidas:

1. Mp é Rp-livre para todo primo minimal sobre (g).

M

2. — é um —-modulo de posto constante.
gM (9)

3. S

e — € —-lvre, entao M ¢€ livre.
gM — (g)

Demonstracao. Fixe M € F e escolha uma sequéncia exata

F
0—>M—>F—>M—>O, (2.16)

F
sendo F' livre e i de torcao. Como F é livre, F' ~ R®). Dai,
depth(F') = depth(R) = depth(M) = dim(R) > 2.

F F
Segue, portanto, que i tem profundidade positiva. De fato, se depth <M) =0<
depth(F') o lema da profundidade fornece

F
depth(M) = 1 4 depth (M) =1 < depth(F).

Como
F ) R F
depth (M) < dim <F) ,\V/P € ASSR (M) s (217)

F
temos que m ¢ Assg <M>’ pois se pertencesse, teriamos que

m

depth (%) < dim (5) = dim(k) = 0. (2.18)

R
Escolha um elemento nao-divisor-de-zero ¢ € m tal que ¢/ C M. Note que — é de

(©)

R
Cohen-Macaulay e tem dimensao positiva. De fato, dim (—) =dim(R)—1>2-1=

()

I e depth (%) — depth(R) — 1 = dim(R) — 1 = dim (%) Dai, m ¢ Ass (%) |

33



2. Sobre Tor-rigidez

Considere o seguinte conjunto de ideais:

T(M) = Ass(R) U Ass (%) U Ass (%) U {m?}.

Agora, repita o processo para cada médulo M € F e seja

r:= | Jru.

MeF

Assim, temos que I' é uma colecao finita de ideais com a propriedade de estarem

contidos propriamente em m.

S
Escreva R = m, onde (9,n,k) é um anel local regular de dimensao d + 1. Seja
n=(x1,...,2441). Denote por G o anel graduado associado de S, ou seja,

+o0 nn
=D
nnJrl
n=0

i

Denote y* para a imagem de um elemento y € S — {0} em G, isto é, y* € se

i1
y € 0" — 't Note que G ~ k[z7,...,2%,,] é um anel de polinomios de dir?lenséo
d+1, por [[9], Teorema 14.4]. Como o anel graduado associado de R é isomorfo a 7
segue que e(R) = deg(f*), por [[9], Exercicio 14.5]. Escreva I' = {Iy,..., I} e scja
J; =7 YI;), onde m : S — R é a projecao natural. Perceba que cada J; estd contido

propriamente em n e, pelo Lema de Nakayama, temos que
Ji+n?#n, i=1,...,s. (2.19)

Dado um elemento h € n, escreva h+n? = a o} +... + Qg41Ty, 1, com a; € k para

todo j e defina £(h) := (a4, ...,aq.1). Dai, a aplicagao

E:n — V=gt

h = &(h)

é um homomorfismo sobrejetor e tem-se que ker(§) = n?.
Como £ é um homomorfismo sobrejetor, temos que & preserva ideais, ou seja, se

J C n é um ideal, entao £(J) é um ideal de V. Portanto, considere W; = £(.J;), para
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i€{1,...,s}. Temos, entdao, que cada W; é subespago préprio de V. Sejam {1,... ¢,
formas lineares distintas dividindo f* em G e seja U; o subespaco 1-dimensional de
V' gerado pelos coeficientes de ¢;. Como k ¢ infinito, existe a = (aq,...,q41) €

V—-WiU...UW,UU, U...UlU,). Escolha qualquer h € n tal que {(h) = « e defina
g = w(h). Perceba que como a # 0, h ¢ n?. Entdo, temos que h*|f* e g ¢ U I;. O
j=1

R
fato de g € m — |J Ass(R) mostra que — tem dimensao d — 1. Além disso, h € n —n?,

(9)

dai, tem-se que — ¢é um anel regular e

(h)

R
Para provarmos que U tem multiplicidade igual a de e = e(R), temos que mostrar
g

que f ¢ n°tl 4+ Sh. Assumindo o contrario, escreva f = q + ch, com ¢ € n°t e c € S.

Daif, ¢ # 0, pois se c = 0 = [ € n°tl e, portanto, f* = (ch)* = ¢*h*, que é uma

R
contradigao. Agora, considere M um médulo qualquer em F. Como g ¢ J Ass (—),

(c)
nenhum primo minimal sobre (g) pode conter c.
Com isso, c € (M : F) e c ¢ P,logo (M : F) ¢ P, portanto, Mp = Fp para todo

primo minimal sobre (g) e provamos (1). Perceba que g é um nao divisor de zero de

M, portanto,
M
depth { — | = depth(M) -1
ep (g M) epth(2M)
= dim(R) —1
R
= dim (—) :
(9)
: - M . :
Mas isso significa que 3 ¢ um U—modulo Cohen-Macaulay maximal. O fato de
g g
Tor! i 0 ) ao-divisor-d de & t
ue Tor{" | —,— | = (0: e g ser um nao-divisor-de-zero de — mostram que
q 1 M? (g) F/Ng ) g N q
F R
Torf‘ W U) = 0. Portanto, (2.16)) induz uma sequéncia exata dada por:
g

M F F
0= — = — =

— = 0.
gM  gF M+ gF

M F
Para provarmos que — tem posto constante, é suficiente provarmos que ———
prov q gM p prov q M+ gF
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. R A .
é de tor¢ao como —-mddulo. Perceba que (g, c) é uma sequéncia regular em R, déi a

(9)

classe de ¢ + (g) é um nao-divisor-de-zero do anulador de M gF Para provar (3),
M
escolha qualquer primo P minimal sobre (g). Se =i é livre sobre U, entao
9 9
M R
o~ M®s—
PM “rp
R R
~ (M — —
(Mengs) ono 5
M @ R
- M R/(g) P

12
/%
S
~
®
I
S

12
7 N
SIS
X

g

e
~—— vl

12
I

¢ —-livre. Por (1), temos que Mp é Rp-livre. Dai, pela Proposigao

PM P
Bl temos que M é livre. O

Isso mostra que

Corolario 6. Seja R uma hipersuperficie com multiplicidade no mdximo 3 e corpo resi-
dual infinito. Sejam M e N R-maodulos Cohen-Macaulay maximais de posto constante.

Se M ®@r N € Cohen-Macaulay mazimal, entao M ou N € livre.

Demonstra¢ao. A demonstragao serd por indugao sobre d := dim(R). Suponha que
d = 0. Como R ¢é um anel de Cohen-Macaulay, pois ¢ uma hipersuperficie, temos que
depth(R) = dim(R) = 0. Afirmamos que dh(M) = 0 e, portanto, M é livre. Suponha,

inicialmente, que dh(M) = 1. Considere, entao,

0> SF—>M—=0

uma resolucao livre minimal de M, ou seja, a(F;) C mFy, sendo m o ideal maximal de
R. Como depth(R) = 0, temos que m € Ass(R). Portanto, existe r € R — {0} tal que
m = (0 : 7). Com isso, temos que

a(rFy) =ra(Fy) C rmEy = (0).
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Como Fj é livre, obtemos que r = 0, o que contradiz a hipdtese de que r € R —
{0}. Para o caso geral, isto é, dh(M) = n > 0, temos que syzj (M) tem dimensdo

homolégica igual a 1 e escolhendo uma resolucao livre
0= F— G —syzy (M) =0

de syz’]{l (M) com as mesmas caracteristicas da anterior, obtemos a mesma contradigao,
pois F' é livre. Portanto, dh(M) = 0. Se d = 1, usamos o que foi provado na Proposigao
pois M ®r N ¢ livre de torcao tendo em vista que R tem dimensao 1 e M ®r N
é Cohen-Macaulay maximal. Se d > 2, escolhemos um elemento g como no Lema [9)

referente a cole¢ao F = {M, N, M ®g N}. Dali,

i o g = (Men g ) s (Ven )
ﬁ(mﬂ(? ) e

R

= (MerN)&r

M &g N

12

E) = d — 1. Dai, por inducao,
(g)N (9)

—— ou —— é —-livre. Com isso, segue do item 3 do Lema |9 que M é livre ou N é
gM — gN = (g)

livre. O

é um E—médulo Cohen-Macaulay maximal e dim <

Teorema 6. Seja R uma hipersuperficie de dimensao 1 e corpo residual infinito e
sejam M e N R-mddulos dos quais pelo menos um tem posto constante. Se M @r N

¢ livre de torgao, entao M ou N € livre.

Demonstragao. Pelo Lemalp] podemos supor que M e N sao nao-nulos, livres de torgao
e que nenhum deles tem um somando livre nao nulo. A demonstracao serd feita por

contradicao. Escreva R = onde S é um anel regular de dimensao 2. Escolhemos

S
(f)’ -
imersdes M C F e N C GG, onde F e GG sao livres e i ¢ de torcao e, portanto, tem

comprimento finito, desde que dim(R) = 1. Pelo Lema |§|, temos que

F G
Tork <M’ N) ~t(M ®r N) = 0.
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F G

Dai, pelo Corolario , temos que Torf (M’ N) = 0, para todo 7 > 2. Com isso, a

sequencia exata

F
0O—-M-—=>F—=——=0
=M= F o

induz a sequéncia exata

G G F G
R R R
—  Tor; (M, N) —  Tor; (F, _N) —  Tor; (—M,—N> —
G G F G
—  Tork M5 ) = Tork ( F, <) ~ Tory TN
G G F G
—  Torl M,N — Torl' ( F, N —  Torf N —
G G F G
Mor— — F®pr— — —@r— — 0
- Dr Or M OEN

G
e, portanto, Torf <M, N) = 0, para todo ¢ > 1. Note que a sequéncia exata

G
0O0=+N—=-G—=—=—=0
N

induz uma sequéncia exata dada por:

—  Torf (N,M) — Tor}(G,M) — Tor} (E M) _

J\N’
R R (G
—  Tory (M,M) — Tory (G,M) — Tor, N’M —
G
—  Torf (N, M) — Torf(G,M) — Torf )
G

A partir dela, concluimos que Torf(M7 N) = 0, para todo j > 1. Dai, pela Pro-
posicao |§|, M# @p# N# é um R#-médulo reflexivo. Além disso, M# e N# tém posto
constante, pelo item 3 da Proposicao Como R* tem multiplicidade 2, segue do

Corolério @ que ou M7 é livre ou N# é livre. Se, por acaso, M7 é livre, entao

ME | ERR g(fi* ) ~ R
ZM# — Z(R#)r

- 2)

é livre como R-mddulo. Mas isso implica, pelo item 1 da Proposi¢ao [§ que M é
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projetivo. Como R é local, temos M livre, o que é uma contradi¢ao. O

2.3 Segundo teorema da rigidez

S
Teorema 7 (Segundo teorema da rigidez). Seja R = m uma hipersuperficie com

corpo residual infinito e sejam M e N R-modulos nao nulos dos quais ao menos um

tem posto constante. Se M Qr N € reflexivo, entao TorZR(M, N) =0 para todo i > 1.

Demonstracao. Suponha, inicialmente, que o teorema foi provado sob a hipdtese adi-

cional de que M ¢é livre de tor¢cao. Para o caso geral, a sequéncia exata
0—=t(M)— M-—=M—0
e 0 R-médulo N induzem a sequéncia exata
Tor?(M,N) > t(M)@x N S M @r N 5 M o N — 0.

Desde que Im(a) é um médulo de torgao e M @z N é livre de torgao, temos que 3 é
um isomorfismo. Portanto, M ®z N é reflexivo. Como M é livre de torcdo, o teorema
garante que Tor? (M, N) = 0, para todo i > 1. Com isso, tem-se que t(M) @z N =0 e
como R élocal e N # 0, t(M) = 0.

Por simetria, podemos assumir que M e N sao livres de torcao. A demonstracao
seréd feita por indugao sobre a dimensao de R. Se dim(R) = 0, entdo nao hé nada a
provar. De fato, todo ideal primo de R ¢ maximal. Logo o ideal maximal, P, de R
¢ um primo associado de R. Dai, para todo ¢ > 1, o fato de M ter posto constante

assegura que:

(Tor®(M,N))p =~ Tor™ (Mp, Np)
= Tor{"((Rp)", Np)

= 0.

Pelo principio local-global, Tor®(M, N) = 0. Se dim(R) = 1, o Teorema @ garante o
resultado, tendo em vista que, sob essas hipdteses, M ou N ¢ livre. Portanto, podemos

supor que dim(R) > 1.
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Escolhemos uma sequéncia exata curta
0—W —= F*25 M* =0, (2.20)

na qual F' é um R-médulo livre. Como M ¢é livre de torcao, a aplicacao natural
wy : M — M*™ é injetiva. Defina M; como sendo o co-ntcleo da aplicacao d definida
pela composicao

M ZMy A Ly B F

sendo a ltima aplicacao a identificacao natural, tendo em vista que F' é reflexivo, pois

¢ livre. Temos, portanto, o seguinte diagrama exato e comutativo:

0 M—sF M, 0 (2.21)

-

0—s M** F W Extp(M*, R) —=0

De fato, as linhas s@o exatas porque § é injetiva, M; = coker(d) e a sequéncia ([2.20))
induz, via R e o Ext, a sequéncia exata da linha de baixo.
Seja X! = {P € Spec(R); ht(P) < 1}. Se P € X!, entao Mp e M}, sdo Rp-mddulos

Cohen-Macaulay maximais. De fato, como M ¢é livre torcao, M satisfaz S;. Portanto,
depth(Mp) > min{1, dim(Rp)} = dim(Rp).
Além disso, [[3], Exercicio 1.4.19] nos fornece que
depth(Mp) > min{2, depth(Rp)} = depth(Rp) = dim(Rp).

Como Rp é Gorenstein, M} é reflexivo, tendo em vista que é Cohen-Macaulay

maximal e Ext}%P (M}, Rp) = 0. Dai, localizando l} em P, temos:

0 Mp Fp (Ml)P—>O (222)
0— M} Fp W 0

Dessa forma, se Mp ¢é livre, entao M}, é livre, e isso mostra que a sequéncia ([2.20))
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localizada em P cinde e, portanto, Wp é livre o que implica que W} é livre. Como
(My)p ~ W}, temos que (M;)p é livre. Por outro lado, se (M;)p ¢ livre, temos que a
primeira linha de cinde, o que implica que Mp é projetivo, mas como Rp é local,
Mp é livre. Note que as mesmas coisas que fizemos para M podem ser feitas para N

e, em suma, obtemos sequéncias exatas
0—-M—F— M —0, (2.23)

0—-N—=-G— N, —0, (2.24)

nas quais F' e G sao livres e além disso, para cada P € X!, temos:

Mp é livre se, e somente se, (M;)p é livre, e
Np é livre se, e somente se, (N1)p é livre.
Como M ®p N é livre de torcao, temos que Tor¥ (M, N) = 0, pela Proposicio |§|
Portanto, a sequéncia exata longa do Tor nos fornece que

Torf (M, N) ~ Tor¥ (M, Ny) = 0.

Escrevendo F' = R™, a mesma sequéncia exata induzida por (2.23) nos fornece a
sequencia exata

0> M@rN—= N 5 M orN —0.

Localizando esta sequéncia em qualquer P € Ass(M; ®g N) e supondo que P €
Supp(M ®pr N) vemos que ht(P) < 1. Se isso ndo fosse verdade, deveriamos ter
ht(P) > 2. Como M ®r N é reflexivo e R é uma intersegdo completa, teriamos que

M ®pg N satisfaz Sy, ou seja,
depth((M ®g N)p) > min{2,dim(Rp)} = min{2, ht(P)} = 2.

O fato de que R é Cohen-Macaulay e N ¢é livre de tor¢ao, implica que N satisfaz
S, isto é,

depth(Np) > min{1,dim(Rp)} = min{1, ht(P)} = 1.

Além disso, sabemos que P € Assg(M) se, e somente se,Pp € Assg,(Mp). Dessa
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forma, temos que Pp € Assg, ((M; ®g N)p). Portanto,

R
P

o que contradiz o lema da profundidade.

Suponha, agora, que P ¢ Supp(M ®x N). Nesse caso, temos que
N](Dn) ~ (Ml ®R N)P

Assim, Assg,(Np) = ASSRP(NI(Dn)) = Assg,((M; ®r N)p). Como Pp € Assg,((M; ®g
N)p), tem-se que Pp € Assg,(Np). Ou seja, P € Assg(V). Consequentemente,

depth(Np) = 0 e como ¢é livre tor¢ao, N satisfaz S, ou seja,
0 = depth(Np) > min{l,dim(Rp)} = ht(P) = dim(Rp) = 0.

Provamos, entao, que

Ass(M; @ N) C X! (2.25)

Se compusermos a aplicacao natural S — R™_ que é claramente sobrejetora,
com a aplicacdo sobrejetora R™ — M, de (2.21]), obtemos uma sequéncia exata curta
de S-modulos

0— F — S™ — M, — 0.

Usando a sequéncia exata induzida pelo Tor e percebendo que o Lema [7] implica
que

Tory (My, R) ~ M;,

temos a seguinte sequéncia exata de R-moédulos:
£ ()
0—+M = — —R"™ = M —0.
fE

Combinando esta sequéncia exata com a sequéncia exata de (2.23)), temos a seguinte
sequéncia exata:

E
0—>M1—>f—E—>M—>O. (2.26)
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Tal sequéncia induz a sequéncia exata:

E
TOI"?(M,N)&MI(X)RN—) <f_E> RQrN = Mz N — 0.

Por indugao sobre a dimensao, Torf(M , V) tem comprimento finito. Dai, como R é
local, a Proposigéonos diz que Supp(Torf (M, N)) C {m}. Como ht(m) = dim(R) > 1
e Ass(M, @z N) C X!, segue que

Assg (Homp(Tor('(M, N), M; ® N)) = Supp(Tor{'(M, N)) N Ass(M; @z N) = 0.
Isto é, ¢ = 0. Mas isso implica que a sequéncia

E

E
é exata. Afirmamos que Ass (f_E ®Qr N ) C X!. Com efeito, (2.27) nos fornece que

ASS(f%®RN) C Ass(M; ®gr N)U Ass(M ®g N)

C X'UAss(M ®g N).

Note que se P € Ass(M ®g N), entdao ht(P) = 0, tendo em vista que M @ N é
livre de torgao. Logo, Ass(M ®@x N) C X'. Logo,

Ass <f£E ®r N> c X (2.28)

E
Agora, a sequéncia exata ([2.24]) e o R-médulo f_E nos fornecem, via Tor, a sequéncia

exata

E E E E
O—)TOI‘{%(f—E,N1>—>f—E®RN—>f—E®RG—>f—E®RN1—>O (229)
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2. Sobre Tor-rigidez

E
Afirmamos que Tor! (f_E’ Nl) = 0. De fato, (2.28]) e (2.29)) implicam que

Ass (Torf (f%’N1>> c xh

Dal, pela Proposicao [2], é suficiente provarmos que

Trf(ﬁ,m)) = Torl™r ((ﬂ) (N, >:0, VP e X!
< o B . o 7E), (N1)p c

Com efeito, Mp ou Np ¢ livre, pelo Teorema |§| Se Mp é livre, (M;)p é livre. Com isso,

E
a sequeéncia exata (|2.26) cinde. Dali, (f_E) é livre. Por outro lado, se Np é livre,
P

E
entdao (N)p é livre. Logo, Torl” ((f_E> ’<N1)p) =0, VP € X!, como afirmamos.
P
Como f é um nao-divisor-de-zero de E e fN; = 0, temos que [[9]; Secao 18, Lema
2.] implica que

E
Torf(E, Ni) ~ Torf! (f—E,Nl) .

Entéao, pelo Corolario 1 do Teorema da rigidez de Lichtenbaum, [8], temos que
Torf(E,Nl) = 0, para todo j > 1.
Pelo isomorfismo anterior, temos que para todo j > 1

Torf! (J% Nl) = 0. (2.30)

E
Dai, concluimos de (2.24}) que Torf <f_E’ N) = 0 para todo j > 1.

E
Perceba que por (2.26)) e (2.27) existe uma sobrejecio Tor?! <f_E’ N> LA Torf (M, N),

pois Ker(§) = Im(3). Entretanto, Torf (%,N) ~ Tord f%’Nl) = 0. Assim,
Tor® (M, N) = 0. Agora, a sequéncia exata induzida por (2.26) e o R-médulo N for-
necem que Tory (M, N) ~ Torf* (M;, N). Como a localizacio em cada primo associado
minimal (na verdade, em cada primo de X!) de M; ou de N é livre, Torf (M;, N) é um

médulo de torcao. Por outro lado, temos que Torf (M, N) estd imerso em M &z N,

que ¢é livre de tor¢ao. Concluimos, portanto, que Torf (M,N)=0.
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2. Sobre Tor-rigidez

Se j > 3, segue de ([2.26)), (2.30) e (2.23) que

Torf(M, N) ~ Torf;l(]\/[l,N) ~ Torf:Q(M, N).
Como Torf (M, N) = Torl (M, N) = 0, temos que

Torf(M,N) =0, Vj > 1.
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Capitulo 3

Formula da profundidade de

produtos tensoriais

Em 1961, Auslander provou o seguinte teorema em [2]:

Teorema 8. Sejam M e N mddulos sobre um anel local R com dh(M) = s < oo e seja
q o maior inteiro tal que Torf(M, N) # 0. Se depth(Torf(M, N)) <1 ouseq=0,

entao tem-se que
depth(N) = depth(Tor[ (M, N)) + dh(M) — q.
Um ano depois, Auslander e Buchsbaum provaram o seguinte teorema, conhecido

com a Igualdade de Auslander-Buchsbaum.

Teorema 9. Se R é um anel local e M é um R-mddulo finitamente gerado. Se dh(M) <
00, entao:

depth(R) = dh(M) + depth(M).
Demonstracao. Ver [3], Teorema 1.3.3. O

Como uma generaliza¢ao do Teorema [§] apresentamos o seguinte resultado provado

por Huneke e Wiegand, em [6].
Proposicao 12. Seja R uma interse¢ao completa. Sejam M e N R-modulos nao-nulos
finitamente gerados tais que Tor(M, N) = 0 para todo i > 1. Ento,

depth(M) + depth(N) = dim(R) + depth(M ®@r N).
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3. Formula da profundidade de produtos tensoriais

A
(fla"'7f7“>

A é um anel local regular e (fy,..., f) ¢ uma sequéncia regular em A. Provaremos a

Demonstra¢ao. Como R é uma intersecao completa, escrevemos R = , onde

proposicao por inducao sobre 7, comecando no caso r = 0, isto é, R = A. O Teorema

nos fornece que

depth(N) = depth(Torf (M, N)) + dh(M).

Pelo Teorema [0 temos que
dh(M) 4 depth(M) = depth(R).

Sabemos que o fato de R ser intersecao completa implica que R ¢ Cohen-Macaulay, ou
seja, depth(R) = dim(R). Portanto,
depth(M) + depth(N) = dim(R) + depth(M ®z N).

A

S
Agora, escreva S = ———— e R = —, onde f = f,. Assumimos indutiva-
(fl?"'af?"—l) (f)

mente que a proposicao é valida para S-moédulos.

Usando o Lema [7] temos que
Tor(M,N)~ M @z N e Torf(M,N):OparajZZ (3.1)
Como M ¢ finitamente gerado, podemos considerar uma sequéncia exata
0—FE—S™ 5 M=o, (3.2)

Temos que fM = 0, dai, depth(M) < dim(S) = depth(S™). Dai, pelo Lema da
profundidade,
depth(E) = depth(M) + 1.

Note que a sequéncia exata (3.2) induz uma sequéncia exata de Tor’s e, por (3.1)),

obtemos que Tor}g (E,N) =0 para todo j > 1. Pela hipétese de indugao temos que

depth(E) + depth(N) = dim(S) + depth(E ®g N). (3.3)
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3. Formula da profundidade de produtos tensoriais

Equivalentemente,
depth(M) + depth(N) = dim(R) + depth(F ®g N). (3.4)
Resta provarmos que
depth(M ®g N) = depth(E ®g N). (3.5)
A sequéncia exata induz, via Tor, a sequéncia exata
0 — Tor?(M,N) - E®@g N = N™ — M @gN — 0. (3.6)
Usando , podemos quebrar em duas sequéncias exatas curtas:
0> M®sN—-E®sN—W —0, (3.7)

0=W—=N™ 5 MegN—0 (3.8)

Suponha que depth(M ®g N) < depth(E ®g N). Notemos que depth(E ®@g N) >
depth(W). Com efeito, se depth(E ®g N) < depth(1V) temos, pelo Lema da profun-
didade, que depth(M ®g N) > depth(F ®g N), o que contradiz nossa hipétese inicial.
Aplicando o Lema da Profundidade a , obtemos que

depth(M ®g N) = 1 + depth(W).

Afirmamos que depth(N) < depth(M®gN)—1. De fato, se depth(/N) = depth(M®g
N), aplicamos o Lema da profundidade a e obtemos que depth(WW) > depth(N) =
depth(M ®5 N), o que é uma contradigao. Por outro lado, se depth(N) > depth(M ®¢
N) o Lema da profundidade nos fornece que depth(W) = 1 4 depth(M ®g N), que

também ¢ um absurdo. Dai,
depth(N) < depth(M ®¢ N) —1 < depth(E ®g N) — 1.

Ou seja,

depth(E ®s N) — depth(N) > 1.
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3. Formula da profundidade de produtos tensoriais

Por outro lado, segue de (3.3) que
depth(F) — dim(S) = depth(F ®g N) — depth(N) > 1.

Com isso, depth(F) > dim(S), que é obviamente falso.
Portanto, depth(E ®¢ N) < depth(M ®g N). Suponha que

depth(E ®¢ N) < depth(M ®g N).

Note que se M é Cohen-Macaulay maximal, ou seja, depth(M) = dim(R), a equacdo
(3.4)) nos fornece depth(N) = depth(E ®g N). DA4i, aplicando o Lema da profundidade
em (3.8)), temos depth(WW) = depth(XN). Portanto, depth(M ®g N) > depth(E ®g N),
e isso contradiz nossa hipotese.

Se M nao é Cohen-Macaulay maximal, a aplicacao do Lema da profundidade em
(3.7)) nos fornece que depth(W) = depth(F®gN). De fato, se depth(W) < depth(F®g
N), temos que depth(M ®@g N) = depth(W)+1 < depth(E®g N), contradizendo nossa
hipétese. Por outro lado, se depth(WW) > depth(E ®g N) temos que

depth(M ®g N) = depth(E ®g N),
que também é uma contradicao. Perceba que
depth(N) = depth(W)(= depth(EF ®g N)).
De fato, se depth(W) # depth(/NV), entéo o lema da profundidade fornece que
depth(M ®g N) < depth(V).
Caso depth(M ®g N) < depth(N), temos que
depth(W) = 1 + depth(M ®g N) > depth(E ®g N),

que é um absurdo. Se isso nao ocorre, entao depth(M ®g N) = depth(/N) e nesse caso,

temos que depth(WW) > depth(/N) = depth(M ®¢ N) > depth(E ®g N), porém isso
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3. Formula da profundidade de produtos tensoriais

também nao ¢ valido. Portanto, segue de (3.4) que depth(M) = dim(R), entretanto
isso contradiz o fato de que M nao é Cohen-Macaulay maximal.

Finalmente, obtemos que depth(E ®g N) = depth(M ®¢ N). Como
M ®5 N ~ M ®R N,
temos que (3.4) pode ser reescrita como queriamos, isto é:

depth(M) + depth(N) = dim(R) + depth(M ®@r N).

Corolario 7. Sejam R uma intersecao completa e M e N R-maodulos tais que
Tor®(M,N) =0 para todo i > 1.

Se M ®@r N é Cohen-Macaulay mazimal entado M e N sao Cohen-Macaulay maximais.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que M nao é Cohen-Macaulay maximal, isto €,
depth(M) < dim(R). Note que M @r N ser Cohen-Macaulay maximal implica que (3))

pode ser escrita como:
depth(M) + depth(N) = 2dim(R).

Dai, terfamos que depth(N) > dim(R), o que é um absurdo. O mesmo raciocinio é

valido para N. Portanto, temos que M e N sao Cohen-Macaulay maximais. O

S
Corolario 8. Sejam R = m uma hipersuperficie, M e N R-modulos nao-nulos dos

quais ao menos um tem posto constante. Se M ®@r N € reflexivo, entao
depth(M) + depth(N) = dim(R) + depth(M ®g N).
Demonstragao. Como M ®g N é reflexivo, segue do Teorema [7] que
Torf (M, N) = 0, para todo i > 1.

Como R é uma hipersuperficie, R é uma intersecao completa. Portanto, segue da
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3. Formula da profundidade de produtos tensoriais

Proposigao [12] que
depth(M) + depth(N) = dim(R) + depth(M ®@x N).

]

Exemplo 2. Sejam R uma intersecio completa d-dimensional, I C R um ideal tal

R
que seja Cohen-Macaulay e x € R um nao-divisor-de-zero de R e de T Defina

R
M:ZTG

1
N = ﬁ Note que Torf‘ E, ﬂ = ()N = 0. Além disso, a sequéncia
(x) I (x) ()1

exata

0 RS R— 1 0

(z)
¢ uma resolucao livre de N. Tensorizando-a com M e calculando os modulos de homo-
logia, temos que

Torf (M, N) =0, Vi > 2.

Portanto, M e N estio nas hipdteses da Proposicao[13. Sabemos que

M @ N =

Qr —

R
I () (x)+ I

R R
x

7/ R R 7/
Como x ¢ T—regular e € Cohen-Macaulay, temos que

R R
depth(M N)=depth| ———— | = di — | —1.
epth(M ©r N) = dep (<x>+1> m<1>

Dat,
depth(M ®g N) + dim(R) = dim (?) —1+d

depth(M) + depth(N) = dim <?> + dim (i) = dim (?) +d—1.

Com isso, temos que vale a formula da proposi¢ao.
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Apeéendice A

Os modulos Tor e Ext

A.1 Resolucoes livres

Sejam R um anel e M um R-mdédulo finitamente gerado. Sabe-se que M é isomorfo a

um quociente de um R-médulo livre de posto finito Fy. Seja Z; C Fy um R-submodulo
F

tal que M ~ 70. Em outras palavras, se consideramos {m,...,m,} C M conjunto de

1
geradores e {e1,...,e,} C Fy os vetores da base candnica, entao a sequéncia

0 = 7, % B ™% M — 0

e, = my

é exata. Analogamente, Z; é finitamente gerado e portanto é isomorfo a um quociente
de um R médulo livre de posto finito Fy. Seja Zy C F; um R-submédulo tal que

1 A
Zy =~ 7 Temos a sequéncia exata
2

O—>Z2L>F1£>Z1—>O

Observe que

©1=10T1 o M 0

Fy
1
0

Fy
Zy Z
0

/

0
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A. Os médulos Tor e Ext

satisfaz que

Im(py) = (iom)(Fy) =i(Z;) = ker(m).

ker(p1) = {x € Filpi(x) =0}
= {z € F|(iom)(x) =0}
= {x € Fi|m(z) =0}

= keI‘(’iﬁ) = Z2 = Z(ZQ)
Logo, a sequéncia
02y 5 R 25 F) ™ M—0

¢é exata. Procedendo dessa maneira, obtemos uma sequéncia exata
i Pi—
e B R RS TS M0,

onde os F!s sao R-médulos livres de posto finito. Tal sequéncia exata é chamada de
resolucao livre de M. Cada R-médulo Z; C F;_; é chamado de i-ésimo mddulo de

sizigias de M. Costuma-se dizer que Z; é o médulo de sizigias ou de relagoes de M.
Exemplo 3. Sejam k um corpo, R = klx,y] e M = (22, zy) C R.

Considere a sequéncia exata

0 - 72, - R — M — 0,

(f.9) — f2*+gzy

onde Z; é o primeiro modulo de sizigias de M. Dal,

(p,q) €21 <= p2®+qey=0
= pr’ = —quy

= pr=—qy. (%)

Logo, px € (y). Como (y) ¢ ideal primo e x ¢ (y), temos que p € (y). Consequente-

mente, existe p € R tal que p = py.. Por (x), temos que que —qy = ypr — q = —px.
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A. Os médulos Tor e Ext

Segue que

(p,q) = (yp, —xp) = p(y, —x).

Dai, Z; = R(y, —z). Matricialmente,

er1=(2)

R R? M 0.

Note que ¢; é injetor. De fato, se h € ker(p1), entao

p1(h) = (0,0) <= (yh,—zh) = (0,0)

<= h=0.
Portanto, obtemos uma resolucao livre finita para M e ela é dada por:
0+ R-5 R — M—0.

Observacao 13. Prova-se que se R é um anel local reqular, entao qualquuer R-modulo
finitamente gerado possui resolucao livre finita. Isto é, alguma das aplicagoes p; €
injetora, ou equivalentemente, Z;»y = 0 e Z; = F;. Porém, em anéis mais gerais,

pode-se ter modulos com resolugao livre infinita e até mesmo periddica.

A.2 Sobre o médulo Tor

Sejam R um anel e M um R-moédulo finitamente gerado. Considere
F: oo F 25 F 2 5 B2 Fy ™ M — 0,

uma resolucao livre de M como R-moédulo. Dado um R-médulo finitamente gerado N,

podemos considerar o complexo F ®r N, induzido ao tensorizarmos F com V:

S Eop NP R @9a N s B op NN or NN M ep N0,

Definicao 38. Para cada i > 0, o i-ésimo Tor do par M e N é o R-maodulo

Torf (M, N) := Hy(F ® N),
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A. Os médulos Tor e Ext

onde H;(F ®@p N) denota o i-ésimo médulo de homologia do complexo F @p N. Expli-

citamente:
k ; @ 1d
Torfi(1, Ny = S @ 1dy)
Im(pi ® Idy)

Observacao 14. Mostra-se que essa defini¢cao nao depende da resolucao livre escolhida
e que podemos calcular Torf’(M, N) a partir de uma resolugao livre de N. Além disso,
€ claro que TorZR(M, N) =0 se, e somente se, o complexo F@gr N for exato na i-ésima

etapa.

Proposigao 13 (Propriedades do médulo Tor). Sejam R um anel e M e N R-mddulos

finitamente gerados.

1. Tor¥(M,N) ~ M ®@r N

2. Se M ou N € livre, entdo Torf(M, N) =0 para todo j > 1.

3. Tor®(M, N) ~ Tor®(N, M), para todo n > 0.

4. Se P C R ¢ um ideal primo, entdo (Tor?(M, N))p ~ TorZ (Mp, Np).
Demonstracao. Ver [[4], A3.10]. O

Proposicao 14 (Sequéncia exata longa induzida pelo Tor.). Sejam R um anel e
0O—=+M-—=>N-=0Q—=0

uma sequéncia exata curta de R-mddulos finitamente gerados. Entao dado um R-

modulo P, existe uma sequéncia exata longa induzida pelo Tor que é dada por:

—  Torl(M,P) — Torf(N,P) — Torl(Q,P) —

—  Tor¥(M,P) — Torf(N,P) — Tord(Q,P) —
— Torf(M,P) — Torf(N,P) — Torf(Q,P) —
_>

- Q®rP — N®rP — Q®pP 0

Demonstracao. Ver [[4], Segao 6.2]. O

R R
Exemplo 4. Sejam R um anel e I, J C R ideais. Entao, Tor? (7, 7) = —.
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A. Os médulos Tor e Ext

De fato, a sequéncia

0—>I—i>R1>?—>0

é exata. Dali, usando a Proposigao [14] temos que a seguinte sequéncia exata:

R R R R
—  Tor; (I, J) — Tor; (R, J> —  Tor; (—[,—7) —

R R R R
— Torl (1 ' —  Tork R’j —  Tor¥ 7 —
R R R R
— Torf (1 7 —  Torf R’j —  Torf 77 —
R R R R
I = = = =
— KRR 7 — R®p 7 — i XRpr 7 — 0

R
Como R é um R-médulo livre, temos que Torf (R, 7) = 0. Dai, temos a seguinte

sequencia exata:

Portanto,

A.3 Sobre o mdédulo Ext

Sejam R um anel e M um R-mdédulo finitamente gerado. Mais uma vez, considere

4 Pi—
F: - .-F 5 F 2. o 5 F 5 M0,
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A. Os médulos Tor e Ext

uma resolucao livre de M. Dado um R-moddulo finitamente gerado N, tal sequéncia

exata induz o complexo (através da aplicagao do funtor Hompg(_, V))):

(0) (1) (i)
Hompg(F, N) : 0 — Homp(Fp, N) 2% Homp(Fy, N) 25 . — Homp(F), N) 25 ...,

onde ¥ = Hompg(pit1, N).

Definicao 39. O i-ésimo Ext do par de modulos M e N é o i-ésimo mddulo de

cohomologia do complexo Hompg(FF, N), ou seja,

, , k (%)
Extiy(M, N) := Hi (Homp(F, N)) = %

Observacao 15. E possivel provar que essa definicdo nao depende da escolha da re-

solucdo livre de M e que Ext%h(M, N) ~ Hompg(M, N).
Proposicao 15 (Propriedades do médulo Ext.). Seja R um anel.

1. Se F é um R-mdédulo livre, entdo Extly(F, N) = 0, para todo i > 1, qualquer que
seja 0 R-modulo N.

2. Uma sequéncia exata curta de R-moddulos
0—-M-—->N-—-Q—0

e um R-mddulo P induzem uma sequéncia exata longa:

0 — Hompg(P,M) — Hompg(P,N) — Homg(P,Q) —
—  Extp(P,M) — Extp(P,N) — Extp(P,Q) —

—  Exth (P,M) — ExtL,(P,N) — Extp(P,Q) —
3. Uma sequéncia exata curta de R-moddulos

0—-M-—->N-—-Q—0
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A. Os médulos Tor e Ext

e um R-mddulo P induzem uma sequéncia exata longa:

0 - Homg(Q,P) — Homg(N,P) — Homg(M,P) —
—  Extp(Q,P) — Extp(N,P) — Extp(M,P) —

-  Ext%(Q,P) — Exth(N,P) — Extp(M,P) —

4. Se P C R € um ideal primo, entdo (Extﬁé (M, N))P ~ EXt%P (Mp, Np) para todo
1> 0.

Demonstracao. Ver [[4], A3.11]. O
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