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por

Ranieri de França Freire

sob a orientação do

Prof. Dr. Everaldo Souto de Medeiros

João Pessoa – PB
Agosto de 2020

http://lattes.cnpq.br/6166042507912759
http://lattes.cnpq.br/1990123628429372


F866s Freire, Ranieri de França.
         Simetria de extremais para desigualdades de
      Trudinger-Moser com peso do tipo Hénon / Ranieri de
      França Freire. - João Pessoa, 2020.
         100 f. : il.

         Orientação: Everaldo Souto de Medeiros Medeiros.
         Dissertação (Mestrado)  - UFPB/CCEN.

         1. Matemática. 2. Funções extremais. 3. Desigualdade de
      Trudinger-Moser. 4. Problema de Hénon. I. Medeiros,
      Everaldo Souto de Medeiros. II. Título.

UFPB/BC                                           CDU 51(043)

Catalogação na publicação
Seção de Catalogação e Classificação

Elaborado por MARILIA RIANNY PEREIRA COSMOS - CRB-0862





Agradecimentos
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Resumo

Neste trabalho, estudaremos existência, simetria e comportamento assintótico das funções

extremais do problema

S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx, (1)

onde Ω é a bola unitária de R2, γ, α > 0. Mostraremos propriedades de simetria das extremais

quando γ → ∞ e α → 0. Estudaremos também, pela sua influência no problema (1), a simetria

e comportamento assintótico, quando α → 0, das funções extremais para a desigualdade de

Trudinger-Moser no traço, isto é,

T (α) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ. (2)

Palavras-chave: Funções extremais, desigualdade de Trudinger-Moser no traço, problema de

Hénon.



Abstract

In this work, we will study the existence, symmetry and asymptotic behavior of the extremal

functions of the problem

S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx, (1)

where Ω is the unit ball of R2, γ, α > 0. We will show symmetry properties as γ → ∞ and

α→ 0. We will also study, due to its influence on the problem (1), the symmetry and asymptotic

behavior, as α→ 0, of the extremal functions for the Trudinger-Moser trace inequality, that is,

T (α) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ. (2)

Keywords: Extremal functions, Trudinger-Moser trace inequality, Hénon problem.
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Introdução

Considere Ω a bola unitária de R2, γ, α > 0 e

S(α, γ) := sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx. (1)

O termo exponencial é o termo caracteŕıstico das desigualdades do tipo Trudinger-Moser, cujos

primeiros estudos se devem principalmente a Yudovich [37], Pohozaev [26], Trudinger [32] e Moser

[24], enquanto o peso |x|γ é caracteŕıstico dos problemas do tipo Hénon, que surgiu numa equação

proposta por Hénon [15] como modelo para estudos no contexto da astrof́ısica. Baseado no artigo

[3], o interesse deste trabalho consiste em estudar as propriedades simétricas das funções extremais

de (1), isto é, funções que realizam o supremo em (1). Mais especificamente, queremos descrever,

em termo dos parâmetros α e γ, quando ocorrerão fenômenos de quebra de simetria, isto é, quando

as funções que atingem tal supremo não estão no espaço das funções radialmente simétricas de

H1(Ω), o qual denotamos por H1
rad(Ω). Vários outros estudos abordam a questão da simetria para

funções extremais para funcionais com peso de Hénon como, por exemplo, [30], [29] e [13] que

tratam do caso Sobolev, ou seja,

sup

∫
Ω

|u|p|x|γdx

e [28] que igualmente a este trabalho aborda o caso Trudinger-Moser, porém com o supremo

tomado em H1
0 (Ω).

A maneira mais natural de atacar o problema é considerar a restricão de (1) a H1
rad(Ω):

Sr(α, γ) := sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx (2)

e analisar, para valores grandes de γ, se S(α, γ) > Sr(α, γ), o que nos daria a quebra de simetria,

ou S(α, γ) = Sr(α, γ), tendo então que S(α, γ) é atingido por uma função radial. Porém, tudo

ainda depende da margem estabelecida para α. No Caṕıtulo 1 o principal foco está na questão

de existência de funções extremais para S(α, γ) e Sr(α, γ). Mostraremos que a margem para o

parâmetro α em que se pode trabalhar nesse sentido com S(α, γ) é determinada pela desigualdade

de Trudinger-Moser em H1(Ω). Nesse caso, temos:
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Teorema 0.1. Para todo α > 0 e u ∈ H1(Ω) tem-se que eαu
2 ∈ L1(Ω). Além disso,

sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

dx < +∞,

se, e somente se, α ≤ 2π. O supremo é atingindo sempre que é finito.

O Teorema 0.1 motiva o seguinte resultado.

Teorema 0.2. Para todo α < 2π e γ > 0,

S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

é atingido. Se u atinge S(α, γ), então ‖u‖ = 1.

Temos também a finitude de S(α, γ) para o caso α = 2π porém, nesse caso, não se tem

a garantia de que o supremo seja realizado por alguma função u ∈ H1(Ω). Com respeito a

existência de extremais para Sr(α, γ) ocorre um fenômeno semelhante ao que ocorreu em outros

estudos(Ni[25], Gazzini et al[13]) nessa direção de simetria para problema com peso de Hénon,

que é o fato da ampliação da margem de existência para uma função extremal sobre H1
rad(Ω) para

além do limite habitual, o que ocorre devido à presença do peso |x|γ. No nosso caso,

Teorema 0.3. Para todo α < 2π(γ + 2), γ > 0,

Sr(α, γ) = sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

é finito e é atingido por uma função radial. Além disso, ‖u‖ = 1.

Com o objetivo de comparar Sr(α, γ) a S(α, γ) para valores grandes de γ, no Caṕıtulo 2

estudaremos o comportamento assintótico destes dois termos. Um fato interessante que ocorre

nessa análise é que o comportamento assintótico de Sr(α, γ) e das funções que o atingem podem

ser descritos em termos do primeiro autovalor e da primeira autofunção do problema de Steklov,

que é dado por {
−∆u+ u = 0, em Ω,

∂u
∂η

= λu, sobre ∂Ω.

Este fato nos leva primeiramente a focar nas propriedades desse autovalor e dessa autofunção e

posteriormente compreender a construção da sequência de autovalores do problema, que é feita

ao analisar ńıveis cŕıticos do funcional u 7−→
∫
∂Ω
u2dσ, definido em H1(Ω). Unindo a análise

assintótica de Sr(α, γ) com algumas estimativas temos, ainda neste caṕıtulo, o primeiro resultado

de quebra de simetria, a saber:
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Teorema 0.4. Suponha que α ∈ (π, 2π). Então, para γ suficientemente grande, toda extremal

para S(α, γ) é não radial.

O caṕıtulo é finalizado expondo o comportamento assintótico de S(α, γ) para α ∈ (0, π) através

do seguinte resultado:

Proposição 0.5. Suponha que α < π. Então,

lim
γ→∞

(γ + 2)S(α, γ) = T (α),

onde

T (α) := sup
u∈H1(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ.

No Caṕıtulo 3, o nosso principal foco é o estudo das desigualdades de Trudinger-Moser no

traço. Tal caminho é indicado ao unirmos as informações dadas pelo comportamento assintótico

de S(α, γ) e Sr(α, γ) que indicam, para α ∈ (0, π), que quebras de simetria para S(α, γ) podem

ser geradas por quebras de simetria em T (α). A análise assintótica, nesse caso, passa a ser feita

para valores pequenos de α. A influência do problema de Steklov é ainda mais forte, a primeira

autofunção é a única função que atinge T (α) em H1
rad(Ω) e alguns dos principais resultados do

caṕıtulo são obtidos olhando para essa autofunção como um ponto cŕıtico do funcional

Qα(u) :=

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ

sobre a esfera unitária de H1(Ω). Os principais resultados do caṕıtulo são resumidos em:

Teorema 0.6. Sejam λ1 e λ2 os dois primeiros autovalores do problema de Steklov e ϕ1 a primeira

autofunção, positiva, radial e normalizada em H1(Ω). Então,

(1) para todo α ∈ (0, π(λ2 − λ1)), ϕ1 é um máximo local não degenerado para Qα na esfera

unitária de H1(Ω);

(2) para todo α ∈ (π(λ2 − λ1), π], todos os maximizantes de Qα na esfera unitária são não

radiais;

(3) para todo α suficientemente pequeno, ϕ1 é o único maximizante de Qα na esfera unitária.

No Caṕıtulo 4, finalizamos o trabalho voltando a questão da quebra de simetria para o problema

com peso de Hénon. Os principais resultados desse caṕıtulo são:

Teorema 0.7. Sejam λ1, λ2 os dois primeiros autovalores do problema de Steklov. Então,

(1) para todo α ∈ (π(λ2 − λ1), 2π), todos os extremais de S(α, γ) são não radiais, para γ

suficientemente grande;
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(2) para todo α suficientemente pequeno e todo γ > 0, S(α, γ) possui uma única extremal, a qual

é radial.

Esclarecendo os fatos que geram tais quebras de simetria. No item (1), há influência direta

do Teorema 0.4 e do item (2) do Teorema 0.6. No item (2), a prova é feita por contradição,

onde supomos a existência de sequências αn → 0, γn → ∞(ou γn → γ ≥ 0) e un, vn extremos

distintos para S(αn, γn), sendo necessárias uma série de estimativas e análises de comportamento

assintótico quando n → ∞, que são expressos num conjunto de lemas e, ao obter a unicidade,

conclúımos que este único extremo deve ser radial.
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Caṕıtulo 1

Existência de Extremal

Neste caṕıtulo trataremos a questão da existência de funções extremais radiais e não radiais

para

S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx.

Como esperado, tal questão é diretamente influenciada pela existência de funções que atingem o

supremo na desigualdade de Trudinger-Moser em H1(Ω). No que segue, ‖ · ‖ sempre denotará a

norma de H1(Ω) onde Ω é bola unitária de R2.

1.1 Desigualdades de Trudinger-Moser

Nesta seção o nosso foco será estabelecer a desigualdade de Trudinger-Moser em H1(Ω),

dando atenção também para a desigualdade no traço. Tais resultados moldarão grande parte

das restrições ao termo α ao longo de todo o trabalho.

Em H1
0 (Ω) a seguinte desigualdade de Trudinger-Moser é válida

Teorema 1.1. Seja Ω ⊂ R2 um aberto limitado. Para todo α > 0 e u ∈ H1
0 (Ω) tem-se que

eαu
2 ∈ L1(Ω). Além disso,

sup
u∈H1

0(Ω)

‖∇u‖2≤1

∫
Ω

eαu
2

dx <∞

se, e somente se, α ≤ 4π.

Demonstração. Veja Moser [24, Theorem 1].

Além do resultado acima, para provar a desigualdade de Trudinger-Moser em H1(Ω)

precisaremos do aux́ılio de alguns lemas.
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1. Existência de Extremal

Lema 1.2. Definamos

A1 = {α : sup
u∈V1
‖∇u‖2≤1

∫
Ω

eαu
2

dx <∞},

onde

V1 = {u ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

udx = 0},

e

A2 = {α : sup
u∈V2
‖∇u‖2≤1

∫
∂Ω

eαu
2

dσ <∞},

onde

V2 = {u ∈ H1(Ω) :

∫
∂Ω

udσ = 0}.

Então supA1 = 2π e supA2 = π.

Demonstração. Veja Adimurthi-Yadava [2, Lemma 3.1 and 3.2].

Para L > 0 e l ∈ (0, L) considere a famı́lia de funções definida por:

ml(x) =
1√
2π


√

log(L
l
), se 0 ≤ |x| ≤ l,

log( L|x| )

(log(L
l

))
1/2 , se l ≤ |x| ≤ L,

0, se |x| ≥ L.

Uma famı́lia de funções nesta forma é conhecida como sequência de Moser.

Lema 1.3. Para todo x0 ∈ ∂Ω existe L > 0 tal que para cada l ∈ (0, L) existe wl ∈ H1(Ω) tal

que

(1) wl ≥ 0, supp wl ⊂ B(x0, L) ∩ Ω;

(2) ‖wl‖ = 1;

(3) para todo x ∈ B(x0, l) ∩ Ω, wl é constante e w2
l (x) = 1

π
log L

l
+O(1) quando l→ 0.

Demonstração. Veja Adimurthi-Yadava [2, Lemma 3.3].

Tal sequência se trata de ml(x− x0) restrita a Ω e normalizada.

Em H1(Ω) temos a seguinte desigualdade de Trudinger-Moser:
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1. Existência de Extremal

Teorema 1.4 (Trudinger-Moser). Para todo α > 0 e u ∈ H1(Ω) tem-se que eαu
2 ∈ L1(Ω). Além

disso,

sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

dx < +∞,

se, e somente se, α ≤ 2π. O supremo é atingindo sempre que é finito.

Demonstração. Vejamos primeiramente que eαu
2 ∈ L1(Ω) para todo α > 0. Seja r > 0 tal que

Ω ⊂ B(0, r) e note que H1(Ω) = H = {u|Ω : u ∈ H1
0 (B(0, r))}. De fato, dada u ∈ H1(Ω), pelo

Teorema B.8, existe v ∈ H1(Rn) tal que

u = v q.t.p. em Ω, supp v ⊂ B(0, r) e ‖v‖H1(Rn) ≤ C‖u‖.

Nesse caso temos v ∈ H1(Rn) = H1
0 (Rn). Como o suporte de v está em B(0, r), temos

v ∈ H1
0 (B(0, r)), logo u ∈ H. A inclusão contrária é óbvia. Segue do Teorema 1.1 que, sendo

u ∈ H1
0 (B(0, r)), tem-se eαu

2 ∈ L1(B(0, r)) para todo α > 0, consequentemente, eαu
2 ∈ L1(Ω)

para todo α > 0 e u ∈ H1(Ω).

Considere

Sα = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

dx

e o conjunto A′1 = {α : Sα < ∞} e vejamos que supA′1 = 2π. Sejam α < 2π, ε > 0 tais que

α(1 + ε)2 < 2π,

C1 = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

|m(u)| e C2 = sup
ϕ∈H1(Ω), ‖∇ϕ‖2≤1

m(ϕ)=0

∫
Ω

eα(1+ε)2ϕ2

dx,

onde m(u) = 1
|Ω|

∫
Ω
udx. Pelo Lema 1.2 temos que C2 <∞ e a finitude de C1 segue da imersão de

H1(Ω) em L1(Ω). Seja u ∈ H1(Ω) tal que ‖u‖ ≤ 1 e ϕ = u−m(u), note então que ϕ ∈ V1 pois∫
Ω

ϕdx =

∫
Ω

(
u− 1

|Ω|

∫
Ω

udx

)
dx =

∫
Ω

udx− 1

|Ω|

∫
Ω

udx

∫
Ω

dx = 0,

além disso, temos ∇ϕ = ∇u, logo ‖∇ϕ‖2 ≤ 1. Portanto teremos∫
Ω

eαu
2

dx =

∫
Ω

eα(ϕ+m(u))2

dx

≤
∫

Ω

eα(ϕ2+2ϕC1+C2
1 )dx.

Notemos então que

2ϕC1 = 2ϕC1
ε1/2

ε1/2
≤ ϕ2ε+

C2
1

ε
,
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1. Existência de Extremal

dáı,

ϕ2 + 2ϕC1 + C2
1 ≤ ϕ2(1 + ε)2 + C2

1

(
1 +

1

ε

)2

,

o que nos dá ∫
Ω

eαu
2

dx ≤
∫

Ω

eαϕ
2(1+ε)2

eαC
2
1 (1+ 1

ε
)2

dx ≤ C2e
αC2

1 (1+ 1
ε

)2

,

logo α ∈ A′1 sempre que α < 2π e assim supA′1 ≥ 2π. Suponha então que supA′1 > 2π e seja

ε > 0 tal que α = (1 + ε)2π < supA′1. Temos então nesse caso Sα <∞. Sejam x0 ∈ ∂Ω e wl como

no Lema 1.3, dáı

Sα ≥
∫

Ω

eαw
2
l dx

≥ eαw
2
l (xo)

∫
B(x0,l)∩Ω

dx

= |B(x0, l) ∩ Ω|e(1+ε)2π( 1
π

log(L
l

)+O(1))

∼M

(
πl2

2

)(
L

l

)2(1+ε)

→∞

quando l→ 0, o que é uma contradição, portanto supA′1 = 2π, o que prova que Sα <∞ se α < 2π

e que Sα = ∞ se α > 2π. A prova da finitude e atingibilidade para o caso α = 2π é delicada

e uma prova pode ser vista em Yang [36, Corollary 1.3]. Verifiquemos então a atingibilidade do

caso α < 2π. Sejam un, u ∈ H1(Ω) com ‖un‖, ‖u‖ ≤ 1 e un ⇀ u. Note que pelo Teorema do valor

médio, para todo x, y ∈ R com x < y existe t ∈ (x, y) tal que

|ey − ex| ≤ et|y − x|,

logo

|ey − ex| ≤ ey|y − x| ≤ (ey + ex)|y − x|. (1.1)

Dáı, ∣∣∣∣∫
Ω

eαu
2
ndx−

∫
Ω

eαu
2

dx

∣∣∣∣ ≤ α

∫
Ω

(eαu
2
n + eαu

2

)|u2
n − u2|dx.

Seja p > 1 tal que pα < 2π, pela desigualdade de Hölder teremos

∫
Ω

eαu
2
n|u2

n − u2|dx ≤
(∫

Ω

epαu
2
ndx

)1/p(∫
Ω

|u2
n − u2|p′dx

)1/p′

.

Como supA′1 = 2π, podemos dizer que existe C tal que

(∫
Ω

epαu
2
ndx

)1/p

≤ C.
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1. Existência de Extremal

Como a imersão H1(Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta para todo p ∈ [1,∞) pelo Teorema B.9, temos pela

Proposição A.6 que un → u em qualquer Lp(Ω) e, dessa forma,

(∫
Ω

|u2
n − u2|p′dx

)1/p′

= o(1).

Logo ∫
Ω

eαu
2
n|u2

n − u2|dx = o(1)

e, analogamente, ∫
Ω

eαu
2|u2

n − u2|dx = o(1).

Temos então que o funcional u 7−→
∫

Ω
eαu

2
dx é fracamente cont́ınuo sobre a bola unitária de H1(Ω)

e, como a bola é compacta na topologia fraca pelo Teorema A.3, o funcional assume um máximo,

o conclui atingibilidade para o caso α < 2π.

No traço, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5 (Trudinger-Moser- traço). Para todo α > 0 e u ∈ H1(Ω) tem-se que eαu
2 ∈ L1(∂Ω).

Além disso,

sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

eαu
2

dσ < +∞,

se, e somente se, α ≤ π. O supremo é atingindo sempre que é finito.

Demonstração. Considere o conjunto A′2 = {α : supu∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω
eαu

2
dσ < ∞}. Seja α < π, ε > 0

tal que α(1 + ε)2 < π

C1 = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

|µ(u)| e C2 = sup
‖∇ϕ‖2≤1
µ(ϕ)=0

∫
∂Ω

eα(1+ε)2ϕ2

dx,

onde µ(u) = 1
|∂Ω|

∫
∂Ω
udx. Pelo Lema 1.2 temos que C2 < ∞. Seja u ∈ H1(Ω) tal que ‖u‖ ≤ 1 e

ϕ = u− µ(u), note então que ϕ ∈ V2 pois∫
∂Ω

ϕdx =

∫
∂Ω

(
u− 1

|∂Ω|

∫
∂Ω

udx

)
dx =

∫
∂Ω

udx− 1

|∂Ω|

∫
∂Ω

udx

∫
∂Ω

dx = 0,

além disso, temos ∇ϕ = ∇u, logo ‖∇ϕ‖2 ≤ 1. Portanto teremos∫
∂Ω

eαu
2

dσ =

∫
∂Ω

eα(ϕ+µ(u))2

dσ

≤
∫
∂Ω

eα(ϕ2+2ϕC1+C2
1 )dσ.

10



1. Existência de Extremal

Notemos então que

2ϕC1 = 2ϕC1
ε1/2

ε1/2
≤ ϕ2ε+

C2
1

ε
,

dáı,

ϕ2 + 2ϕC1 + C2
1 ≤ ϕ2(1 + ε)2 + C2

1

(
1 +

1

ε

)2

,

o que nos dá ∫
∂Ω

eαu
2

dσ ≤
∫
∂Ω

eαϕ
2(1+ε)2

eαC
2
1 (1+ 1

ε
)2

dx ≤ C2e
αC2

1

(
1 +

1

ε

)2

,

logo α ∈ A′2 e assim supA′2 ≥ π. Suponha agora então que supA′2 > π e sejam ε > 0 tal que

α = (1 + ε)π < supA′2 e

C3 = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

eαu
2

dσ <∞.

Sejam x0 ∈ ∂Ω e wl como no Lema 1.3, dáı

C3 ≥
∫
∂Ω

eαw
2
l dσ

≥ eαw
2
l (xo)

∫
B(x0,l)∩∂Ω

dσ

≥ |B(x0, l) ∩ ∂Ω|e(1+ε)πw2
l (x0)

= |B(x0, l) ∩ ∂Ω|e(1+ε)π( 1
π

log(L
l

)+O(1))

∼M(2l)

(
L

l

)(1+ε)

→∞

quando l → 0, o que é uma contradição, portanto supA′2 = π. A finitude e atingibilidade para o

caso α = π pode ser encontrada em Li et al [21] (veja também [35]). A atingibilidade para o caso

α < π é análoga ao caso do Teorema 1.4. Vejamos agora que para todo α e u ∈ H1(Ω) temos

eαu
2 ∈ L1(∂Ω). Seja ε > 0 tal que π

2ε
> α. Para cada x0 ∈ ∂Ω seja Vx0 um aberto em Ω tal que

(i) ∂Vx0 é suave;

(ii) x0 ∈ int(∂Vx0 ∩ ∂Ω);

(iii) ‖u‖2
H1(Vx0 ) ≤ ε2.

O item (iii) é justificado pelo Teorema B.1. Pela compacidade de ∂Ω podemos tomar uma

subcobertura V1, . . . , Vk obedecendo aos 3 itens acima. Dessa forma, graças ao item (iii), temos∥∥∥u
ε

∥∥∥2

H1(Vi)
=

1

ε2
‖u‖2

H1(Vi)
≤ 1.

11



1. Existência de Extremal

Note que pelo que provamos anteriormente temos∫
∂Vi

e
π
2 (uε )

2

dσ <∞.

Como π
2ε
> α, teremos ∫

∂Ω

eαu
2

dσ ≤
k∑
i=1

∫
∂Vi

eαu
2

dσ <∞.

1.2 Desigualdade de Trudinger-Moser com peso

Nesta seção, vamos considerar desigualdades de Trudinger-Moser envolvendo peso do tipo |x|γ

com γ > 0, conhecido na literatura como peso do tipo Hénon. Precisamente, considere

S(α, γ) := sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx.

Se α < 2π e γ > 0, pelo Teorema 1.4 temos que S(α, γ) <∞.

Definamos também

Sr(α, γ) := sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx,

temos claramente que Sr(α, γ) ≤ S(α, γ). Uma questão natural é analisar quando teremos

Sr(α, γ) = S(α, γ) ou Sr(α, γ) < S(α, γ). Este será o nosso objetivo principal neste trabalho.

1.2.1 Existência de extremal em H1(Ω)

Teorema 1.6. S(α, γ) é atingido para todo α < 2π e γ > 0. Além disso, se u atinge S(α, γ),

então ‖u‖ = 1.

Demonstração. Pela definição de S(α, γ) existe uma sequência (un) ⊂ H1(Ω) tal que ‖un‖ ≤ 1 e

S(α, γ)− 1

n
<

∫
Ω

(eαu
2
n − 1)|x|γdx ≤ S(α, γ). (1.2)

A menos de subsequência, podemos supor que un ⇀ u. Afirmamos que

S(α, γ) =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx. (1.3)

12



1. Existência de Extremal

Usando a desigualdade (1.1), teremos∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2
n − 1)|x|γdx−

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|eαu2
n − eαu2||x|γdx

≤
∫

Ω

|eαu2
n − eαu2|dx

≤ α

∫
Ω

(eαu
2
n + eαu

2

)|u2
n − u2|dx.

Desde que α < 2π, podemos tomar p > 1 tal que pα ≤ 2π. Logo, pela desigualdade de Hölder

temos ∫
Ω

eαu
2
n|u2

n − u2|dx ≤
(∫

Ω

epαu
2
ndx

)1/p(∫
Ω

|u2
n − u2|p′dx

)1/p′

.

Pelo Teorema 1.4, existe C > 0 independente de n tal que(∫
Ω

epαu
2
ndx

)1/p

≤ C, ∀n ∈ N.

Por outro lado, usando que a imersão H1(Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta para todo p ∈ [1,∞) temos

que un → u em Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞). Consequentemente, temos que

(∫
Ω

|u2
n − u2|p′dx

)1/p′

= o(1).

Assim, obtemos ∫
Ω

eαu
2
n|u2

n − u2|dx = o(1).

De forma inteiramente análoga temos

∫
Ω

eαu
2|u2

n − u2|dx ≤
(∫

Ω

epαu
2

dx

)1/p(∫
Ω

|u2
n − u2|p′dx

)1/p′

= o(1).

Portanto

lim
n→∞

∫
Ω

(eαu
2
n − 1)|x|γdx =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx.

Tomando o limite em (1.2) tem-se que (1.3) é válido. Ademais, pela semicontinuidade da norma

e o fato de que S(α, γ) > 0 obtemos que 0 < ‖u‖ ≤ 1. Suponha por contradição que ‖u‖ < 1 e

tome v = u/‖u‖. Assim teremos∫
Ω

(eαv
2 − 1)|x|γdx−

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx =

∫
Ω

(eαv
2 − eαv2‖u‖2)|x|γdx > 0

já que ‖u‖ < 1. Logo, ∫
Ω

(eαv
2 − 1)|x|γdx > S(α, γ),

13



1. Existência de Extremal

que contradiz a definição de S(α, γ) e portanto ‖u‖ = 1.

1.2.2 Existência de extremal em H1
rad(Ω)

Nesta seção, pretendemos analisar a atingibilidade de

Sr(α, γ) = sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx,

com α < 2π(γ + 2) e γ > 0.

Note que podemos ter α > 2π e assim não podemos usar Teorema 1.4 para garantir que

Sr(α, γ) <∞. Para isto, vamos precisar da seguinte versão Lema de Strauss:

Lema 1.7. Para toda u ∈ H1
rad(Ω), existe C > 0 tal que

|u(x)| ≤
(
C +

1√
2π

(− log |x|)1/2

)
‖u‖,

para todo x ∈ Ω\{0}.

Demonstração. Seja x ∈ Ω\{0} e note que

|u(x)| − |u(1)| ≤ |u(x)− u(1)| ≤
∫ 1

|x|
|u′(r)|dr.

Usando a desigualdade de Hölder,

|u(x)| ≤ |u(1)|+
∫ 1

|x|
|u′(r)|r

1/2

r1/2
dr

≤ |u(1)|+
(∫ 1

|x|
|u′(r)|2r

)1/2(∫ 1

|x|

1

r
dr

)1/2

.

Note então que, por (B.2),∫ 2π

0

∫ 1

0

|u′(r)|2rdrdθ = 2π

∫ 1

0

|u′(r)|2rdr = ‖∇u‖2
2,

logo,

|u(x)| ≤ |u(1)|+
(

1

2π

∫ 2π

0

∫ 1

0

|u′(r)|2rdrdθ
)1/2

(− log |x|)1/2

= |u(1)|+ 1√
2π

(− log |x|)1/2‖∇u‖2.
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1. Existência de Extremal

Pelo Teorema B.10 existe C1 > 0 tal que

‖u‖L2(∂Ω) ≤ C1‖u‖
√

2π|u(1)| ≤ C1‖u‖

|u(1)| ≤ C‖u‖.

Dáı, podemos dizer que

|u(x)| ≤
(
C +

1√
2π

(− log |x|)1/2

)
‖u‖.

Teorema 1.8. Para todo α < 2π(γ + 2) e γ > 0 tem-se que Sr(α, γ) < ∞ e é atingido por uma

função radial. Se u é tal função, então u então ‖u‖ = 1.

Demonstração. Vejamos que Sr(α, γ) < ∞. Sejam u ∈ H1
rad(Ω) com ‖u‖ ≤ 1 e ε > 0 tal que

α(1 + ε) < 2π(γ + 2). Pelo Lema 1.7 temos

u2(x) ≤
(
C +

1√
2π

(− log |x|)1/2

)2

‖u‖2

≤ C2 +
ε1/2

ε1/2

2C√
2π

(− log |x|)1/2 +
1

2π
(− log |x|).

Usando a desigualdade a2 + b2 ≥ 2ab ∀a, b > 0, teremos

u(x)2 ≤
(
C2 +

C2

ε
+

ε

2π
(− log |x|) +

1

2π
(− log |x|)

)
=

(
1 +

1

ε

)
C2 +

1 + ε

2π
(− log |x|). (1.4)

Considere Kε =
(
1 + 1

ε

)
C2, então∫

Ω

eαu
2|x|γdx ≤

∫
Ω

eαKε+α 1+ε
2π

(− log |x|)|x|γdx

= eαKε
∫

Ω

eα
1+ε
2π

(− log |x|)|x|γdx

= eαKε
∫

Ω

(
elog |x|)−α 1+ε

2π |x|γdx

= eαKε
∫

Ω

|x|γ−α
1+ε
2π dx <∞,

(1.5)

desde que α 1+ε
2π
− γ < 2. Segue que Sr(α, γ) <∞ sempre que α < 2π(γ + 2).

Vejamos agora que Sr(α, γ) é atingido. Provaremos que o funcional u 7−→
∫

Ω
(eαu

2 − 1)|x|γ é

fracamente cont́ınuo sobre a bola unitária de H1
rad(Ω). Considere então (un) ⊂ H1

rad(Ω) tal que
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1. Existência de Extremal

‖un‖ ≤ 1 e un ⇀ u, dáı usando mais uma vez a desigualdade (1.1), teremos∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2
n − 1)|x|γdx−

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2
n − eαu2

)|x|γdx
∣∣∣∣

≤ α

∫
Ω

|u2
n − u2|(eαu2

n + eαu)|x|γdx

= α

∫
Ω

|u2
n − u2|eαu2

n|x|γdx+ α

∫
Ω

|u2
n − u2|eαu2 |x|γdx.

Olhando para a primeira integral acima e usando mais uma vez (1.4) teremos∫
Ω

|u2
n − u2|eαu2

n|x|γdx ≤ eαKε
∫

Ω

|u2
n − u2||x|γ−α

1+ε
2π dx,

onde escolhemos ε tal que α 1+ε
2π
− γ < 2. Tome p > 1 tal que p(α 1+ε

2π
− γ) < 2, usando a

desigualdade de Hölder teremos

∫
Ω

|u2
n − u2|eαu2

n|x|γdx ≤ eαKε
(∫

Ω

|x|p(γ−α
1+ε
2π

)dx

)1/p(∫
Ω

|u2
n − u2|p′dx

)1/p′

.

Como Ω ⊂ R2, pelo Teorema B.9, a imersão H1(Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta para todo p ∈ [1,∞),

un ⇀ u implica em un → u em Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞). Logo∫
Ω

|u2
n − u2|eαu2

n|x|γdx = o(1)

e, analogamente, ∫
Ω

|u2
n − u2|eαu2|x|γdx = o(1).

Portanto, ∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2
n − 1)|x|γdx−

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

∣∣∣∣ = o(1),

logo o funcional u 7−→
∫

Ω
(eαu

2 − 1)|x|γdx é fracamente cont́ınuo para todo α < 2π(γ + 2), o que

conclui a prova. De forma análoga ao Teorema 1.6, conclúımos que o extremo pode ser tomado

com norma igual a 1.

Observação 1.1. Para todo α < 2π tem-se

lim
γ→+∞

S(α, γ) = 0 (1.6)

e para todo α < 2π(γ + 2) tem-se

lim
γ→+∞

Sr(α, γ) = 0. (1.7)

De fato, seja p > 1 tal que pα ≤ 2π e u ∈ H1(Ω) tal que S(α, γ) é atingido. Usando a desigualdade
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1. Existência de Extremal

de Hölder, temos

S(α, γ) ≤
∫

Ω

eαu
2|x|γdx ≤

(∫
Ω

epαu
2

dx

)1/p(∫
Ω

|x|γp′
)1/p′

,

com 1
p

+ 1
p′

= 1. Pelo Teorema 1.4 temos que a primeira integral do lado direito é limitada. Por

outro lado, usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que∫
Ω

|x|γp′dx→ 0 quando γ →∞,

já que |x|γp′ → 0 quando γ →∞ para todo x ∈ Ω e |x|γp′ ≤ 1 em Ω. Portanto, (1.6) é satisfeito.

Para provar (1.7), é suficiente usar a desigualdade obtida em (1.5) para obter

Sr(α, γ) ≤
∫

Ω

eαu
2|x|γdx ≤ eαKε

∫
Ω

|x|γ−α
1+ε
2π dx→ 0 quando γ →∞.

1.3 Extremal versus solução

Nesta seção mostraremos que as funções que realizam S(α, γ) e Sr(α, γ) são soluções de

um problema eĺıptico. Para isto vamos precisar de alguns resultados de convergência e de

diferenciabilidade.

Lema 1.9. Seja (un) ⊂ H1(Ω) tal que un → u ∈ H1(Ω). Então existe uma subsequência (unk) e

g ∈ H1(Ω) tal que |unk | ≤ g q.t.p. em Ω.

Demonstração. Como H1(Ω) está imerso continuamente em L2(Ω) temos que un → u em L2(Ω).

Pela rećıproca do Teorema da convergência dominada para uma subsequência temos unk → u

q.t.p. em Ω. Na verdade, temos que un → u q.t.p. em Ω pois se existissem ε > 0, ω ⊂ Ω com

|ω| > 0 e uma subsequência (unl) tais que

|unl(x)− u(x)| ≥ ε, (1.8)

para todo x ∈ ω, como unl → u em H1(Ω) podemos repetir os argumentos acima para obter uma

subsequência de (unl) convergindo para u q.t.p. em Ω contradizendo (1.8), portanto un → u q.t.p.

em Ω. Note também que podemos extrair uma subsequência (unk), que denotaremos por (uk), tal

que para todo k ≥ 1

‖uk+1 − uk‖ ≤
1

2k
.

Tome

wn =
n∑
k=1

|uk+1 − uk|.
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Temos então

‖wn‖ ≤
n∑
k=1

‖uk+1 − uk‖ ≤
n∑
k=1

1

2k
≤ 1,

logo ‖wn‖2, ‖∇wn‖2 ≤ 1. Dáı, note que w1 ≤ . . . ≤ wn ≤ . . . e, pela desigualdade de Hölder∫
Ω

wndx ≤ ‖wn‖2|Ω|
1
2 ≤ |Ω|

1
2 .

Usando então o Teorema da convergência monótona wn → w q.t.p. em Ω com w ∈ L2(Ω). Além

disso, pelo Teorema da convergência dominada wn → w em L2(Ω) e como ‖∇wn‖2 ≤ 1, pela

Observação B.1 w ∈ H1(Ω). Agora, para l > k ≥ 2, temos

|ul(x)− uk(x)| ≤ |ul(x)− ul+1(x)|+ . . .+ |uk+1(x)− uk(x)| ≤ wl−1(x)− wk−1(x),

fazendo l→∞ teremos para cada k ≥ 2 que

|u(x)− uk(x)| ≤ w(x)− wk−1(x) ≤ w(x) q.t.p. em Ω.

Tome g = |u|+ w ∈ H1(Ω), temos então

|uk| ≤ g q.t.p. em Ω.

Lema 1.10. Se un → u em H1(Ω), então eαu
2
n → eαu

2
em Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞).

Demonstração. Argumentando como no Lema 1.9 un → u q.t.p. em Ω, além disso, pelo mesmo

Lema existe uma subsequência (unk), que denotaremos por (uk) e g ∈ H1(Ω) tal que

|uk| ≤ g q.t.p. em Ω.

Logo eαu
2
k → eαu

2
q.t.p. em Ω. Usando Teorema 1.4 podemos dizer eαu

2
k ≤ eαg

2 ∈ Lp(Ω) para

todo p ∈ [1,∞). Dáı, pelo Teorema da convergência dominada eαu
2
k → eαu

2
em Lp(Ω). Mais do

que isso a convergência vale para toda a sequência pois se para alguma subsequência tivéssemos

‖eαu2
l − eαu2‖p ≥ ε, (1.9)

para algum ε > 0, como ul → u em H1(Ω), podeŕıamos repetir os argumentos acima para obter

uma subsequência de ulm tal que eαu
2
lm → eαu

2
em Lp(Ω), contradizendo (1.9). Portanto

eαu
2
n → eαu

2
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em Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞).

Observação 1.2. Extendendo os argumentos do Lema 1.9 para o traço e, para uma sequência

un → u em H1(Ω) também se obtém uma função g ∈ H1(Ω) e uma subsequência tal que |unk | ≤ g

q.t.p. em ∂Ω. Dessa forma, com argumentos análogos ao Lema 1.10 também se obtém eαu
2
n → eαu

2

em todo Lp(∂Ω) com p ∈ [1,∞).

Lema 1.11. Considere o funcional ϕ : H1(Ω)→ R dado por

ϕ(u) =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|αdx.

Temos que ϕ ∈ C1(H1(Ω),R).

Demonstração. Calculemos primeiro a derivada de Gateaux de ϕ. Primeiro note que

ϕ(u+ th)− ϕ(u)

t
=

∫
Ω

(eα(u+th)2 − eαu2
)

t
|x|γdx

com t ∈ R e h ∈ H1(Ω). Para u, h ∈ H1(Ω) e t ∈ (0, 1) fixados, defina g : R → R como

g(s) = eα(u+sth)2
. Usando o Teorema do valor médio em [0, 1] existe θ ∈ (0, 1) tal que

g(1)− g(0) = g′(θ),

o que nos dá

(eα(u+th)2 − eαu2

)|x|γ = 2α(u+ θth)eα(u+θth)2

th|x|γ,

Note que
(eα(u+th)2 − eαu2

)

t
|x|γ = 2α(u+ θth)eα(u+θth)2

h|x|γ → 2αueαu
2

h|x|γ

quando t→ 0 e que

2α(u+ θth)eα(u+θth)2

h|x|γ ≤ 2α(|u|+ |h|)eα(|u|+|h|)2

,

onde o termo a direita está em qualquer Lp(Ω) pelas imersões de H1(Ω) e pelo Teorema 1.4, logo,

pelo Teorema B.5 têm-se

ϕ(u+ th)− ϕ(u)

t
= 2α

∫
Ω

(u+ θth)eα(u+θth)2

h|x|γdx→ 2α

∫
Ω

ueαu
2

h|x|γdx

quando t→ 0. Portanto, a derivada de Gateaux de ϕ em u numa direção h é

ϕ′(u)(h) = 2α

∫
Ω

ueαu
2

h|x|γdx.
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1. Existência de Extremal

Vejamos que a aplicação ϕ′ : H1(Ω) → H1(Ω)∗ é cont́ınua. Seja un → u em H1(Ω) e ‖h‖ ≤ 1,

temos então

|ϕ′(un)(h)− ϕ′(u)(h)| ≤ 2α

∫
Ω

|uneαu
2
n − ueαu2||h|dx.

Como un → u em H1(Ω), pela imersão de H1(Ω) em L2(Ω) temos que un → u em L2(Ω) e, pelo

Lema 1.10, temos une
αu2

n → ueαu
2

em L2(Ω). Dáı, como ‖h‖2 ≤ ‖h‖ ≤ 1, pela desigualdade de

Hölder temos

|ϕ′(un)(h)− ϕ′(u)(h)| ≤ 2α

(∫
Ω

|uneαu
2
n − ueαu2|2dx

) 1
2

→ 0.

Logo ϕ′(un) → ϕ′(u) em H1(Ω)∗, sendo então ϕ′ cont́ınua e, pela Proposição C.1, ϕ ∈
C1(H1(Ω),R).

Proposição 1.12. Suponha que α < 2π e u0 ∈ H1(Ω) é um extremal de S(α, γ). Então existe

λ > 0 tal que u0 é solução fraca do problema{
−∆u+ u = λ|x|γueαu2

, em Ω,
∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(1.10)

Demonstração. Suponha que α < 2π e seja u0 ∈ H1(Ω) uma extremal de S(α, γ), ou seja, ‖u0‖ = 1

e

S(α, γ) =

∫
Ω

(eαu
2
0 − 1)|x|γdx.

Além disso, podemos considerar u0 ≥ 0 já que se uma função atinge S(α, γ) então seu módulo

também atinge.

Considerando o funcional ϕ : H1(Ω)→ R definido por

ϕ(u) =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx,

temos que ϕ(u0) = S(α, γ) e dessa forma u0 é maximizante de ϕ sobre o conjunto de v́ınculo

S = {u ∈ H1(Ω) : J(u) = 1},

onde J(u) = ‖u‖2. Note que J ′(u)(φ) = 2〈u, φ〉 é uma aplicação não nula para toda u ∈ S com

J ∈ C∞(H1(Ω),R). Pelo Lema 1.11, temos que ϕ ∈ C1(H1(Ω),R) com

ϕ′(u)(h) = 2α

∫
Ω

ueαu
2|x|γhdx, ∀h ∈ H1(Ω).

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange obtemos λ0 tal que

J ′(u0) = λ0ϕ
′(u0),
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1. Existência de Extremal

isto é,

2〈u0, φ〉 = 2λ0α

∫
Ω

u0e
αu2

0φ|x|γdx, ∀φ ∈ H1(Ω).

Portanto,

〈u0, φ〉 = λ

∫
Ω

u0e
αu2

0φ|x|γdx, ∀φ ∈ H1(Ω), (1.11)

ou seja, u0 ≥ 0 é uma solução fraca de (1.10) com λ = λ0α. Vejamos que λ > 0. Tomando φ = u0

em (1.11) teremos

‖u0‖2 = λ

∫
Ω

u2
0e
αu2

0 |x|γdx⇔ λ =
1∫

Ω
u2

0e
αu2

0|x|γdx
> 0.

Proposição 1.13. Suponha que α < 2π(γ+2) e u0 ∈ H1
rad(Ω) é uma extremal de Sr(α, γ). Então

existe λ > 0 tal que u0 é solução fraca do problema{
−∆u+ u = λ|x|γueαu2

, em Ω,
∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(1.12)

Demonstração. Considere o funcional definido em H1(Ω)

ϕ(u) =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx.

Sendo u0 extremal de Sr(α, γ), temos que u0 é um maximizante de ϕ sobre o conjunto de v́ınculo

SR = {u ∈ H1
rad(Ω) : J(u) = 1},

onde J(u) = ‖u‖2. Aplicando então o Teorema dos multiplicadores de Lagrange o resultado segue

de forma análoga a Proposição 1.12.

Proposição 1.14. Se γ ≥ 1 os extremais de S(α, γ) e Sr(α, γ) são soluções clássicas de
−∆u+ u = λ|x|γueαu2

, em Ω,

u > 0, em Ω,
∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.

(1.13)

Demonstração. Pela Proposição 1.12 sabemos que se u0 ≥ 0 maximiza S(α, γ) ou Sr(α, γ) então

u0 é uma solução fraca de {
−∆u0 + u0 = λ|x|γu0e

αu2
0 , em Ω,

∂u0

∂η
= 0, sobre ∂Ω.

(1.14)
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1. Existência de Extremal

Como λ|x|γu0e
αu2

0 está em qualquer Lp(Ω) com p > 1 e finito, pelo Lema D.2 u0 ∈ C1,β(Ω̄). Note

que u2
0 também pertence C1,β(Ω̄), dáı, usando a desigualdade em (1.1) e a limitação de u0 em Ω̄,

temos para todos x, y ∈ Ω̄

|eαu2
0(x) − eαu2

0(y)| ≤ α|u2
0(x)− u2

0(y)|(eαu2
0(x) + eαu

2
0(y)) ≤ K1|u2

0(x)− u2
0(y)| ≤ K|x− y|β.

Logo eαu
2
0 ∈ Cβ(Ω̄). Como produto de funções em Cβ(Ω̄) pertence a Cβ(Ω̄), u0e

αu2
0 ∈ Cβ(Ω̄) e,

pelo Lema D.5, temos que u0 ∈ C2,β(Ω). Vejamos que u0 satisfaz pontualmente a equação (1.14).

De fato, considere f = λ|x|γu0e
αu2

0 , dáı, dada φ ∈ C∞0 (Ω), como u0 é solução fraca de (1.14),

usando a Identidade de Green teremos∫
Ω

(−∆u0 + u0 − f)φdx =

∫
Ω

∇u0∇φdx+

∫
∂Ω

∂u0

∂η
φdσ +

∫
Ω

u0φdx−
∫

Ω

fφdx = 0.

Logo, pelo Lema de Du Bois Reymond −∆u0 + u0 = f q.t.p. em Ω e, como u0 ∈ C2, temos esta

igualdade satisfeita em todo Ω. Vejamos agora que ∂u0

∂η
= 0 sobre ∂Ω. Note que pela Identidade

de Green, para toda v ∈ H1(Ω), temos∫
∂Ω

∂u0

∂η
vdσ =

∫
Ω

(∆u0 − u0 + f)vdx = 0.

Tomando v = ∂u0

∂η
, conclúımos que ∂u0

∂η
= 0 q.t.p. em ∂Ω, como u0 ∈ C1, temos a igualdade sobre

∂Ω. Finalmente, vejamos que u0 > 0 em Ω̄. Afirmamos primeiro que u0 > 0 em Ω. Caso contrário,

existiria x0 ∈ Ω tal que u0(x0) = 0, ou seja, x0 é um mı́nimo em Ω e, pelo Prinćıpio do Máximo,

deveŕıamos ter u0 ≡ 0 em Ω, o que não ocorre pois u0 6= 0, já que ‖u0‖ = 1. Suponha agora que

exista x1 ∈ ∂Ω tal que u0(x1) = 0, logo u0(x1) < u0(x) para todo x ∈ Ω. Dáı, pelo Lema de Hopf

deveŕıamos ter que ∂u0

∂η
(x1) < 0, o que contradiz o fato de ∂u0

∂η
= 0 em ∂Ω. Portanto, u0 > 0 em Ω.

22



Caṕıtulo 2

Análise assintótica dos valores extremais

Neste caṕıtulo estudaremos o comportamento assintótico de S(α, γ) e Sr(α, γ) quando γ →
∞. A descrição do comportamento de Sr(α, γ) é influnciada pelo primeiro autovalor e pelas

propriedades da primeira autofunção do problema de Steklov. Por isso, focaremos primeiramente

em tais propriedades e na construção dos autovalores do problema cuja compreensão será útil

posteriormente. A compreensão do comportamento de Sr(α, γ) nos levará à primeira quebra de

simetria para α ∈ (π, 2π). Lembremos que Ω denota a bola unitária de R2, 〈., .〉 denota o produto

interno de H1(Ω) e ‖.‖ sua norma induzida.

2.1 Autovalores do problema de Steklov

Considere o problema de Steklov{
−∆u+ u = 0, em Ω,

∂u
∂η

= λu, sobre ∂Ω.
(2.1)

Dizemos que λ ∈ R é um autovalor do problema de Steklov e u ∈ H1(Ω)\{0} é uma autofunção

se,

〈u, ϕ〉 =

∫
Ω

∇u∇ϕdx+

∫
Ω

uϕdx = λ

∫
∂Ω

uϕdσ, ∀ϕ ∈ H1(Ω).

Tomando ϕ = u, teremos

λ =
‖u‖2∫
∂Ω
u2dσ

e, portanto, λ > 0.

Observação 2.1. Uma autofunção u ∈ H1(Ω)\{0} na verdade satisfaz pontualmente (2.1). De

fato, pelas imersões de H1(Ω), temos que u ∈ Lp(Ω), para todo p ∈ [1,∞). Com isso, os lemas do

Apêndice D garantem que u ∈ C2,β(Ω) ∩ C1,β(Ω̄). Analogamente à Proposição 1.14, teremos que
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2. Análise assintótica dos valores extremais

u é uma solução de (2.1).

2.1.1 Propriedades do primeiro autovalor do problema de Steklov

As principais propriedades do primeiro autovalor e da primeira autofunção a serem exibidas

são a simplicidade do autovalor, a invariância do sinal e a simetria da primeira autofunção, onde

seguimos o artigo [22]. Tais propriedades serão úteis não apenas neste caṕıtulo, mas em todo o

trabalho adiante.

O primeiro autovalor λ1 do problema de Steklov (2.1) é caracterizado por

λ1 = inf
u∈H1(Ω)\H1

0 (Ω)

‖u‖2∫
∂Ω
u2dσ

, (2.2)

ou
1

λ1

= sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

u2dσ. (2.3)

Lema 2.1. O supremo em (2.3) é atingido.

Demonstração. Considere ϕ : H1(Ω)→ R definida por

ϕ(u) =

∫
∂Ω

u2dσ.

Afirmamos que ϕ é fracamente cont́ınuo. De fato, considere (un) ⊂ H1(Ω) tal que un ⇀ u ∈
H1(Ω). Desde que a imersão H1(Ω) ↪→ L2(∂Ω) é compacta pelo Teorema B.10, temos que un → u

em L2(∂Ω). Portanto,

ϕ(un) =

∫
∂Ω

u2
ndσ →

∫
∂Ω

u2dσ = ϕ(u).

Uma vez que B = {u ∈ H1(Ω) : ‖u‖ ≤ 1} é compacto na topologia fraca pelo Teorema A.3, ϕ

assume máximo em B. Consequentemente, o supremo em (2.3) é atingido.

Lema 2.2. Uma função u1 ∈ H1(Ω) é uma autofunção do problema de Steklov associada ao

autovalor λ1 se, e somente se, u1 realiza (2.2).

Demonstração. De fato, suponha primeiro que

λ1 =
‖u1‖2∫
∂Ω
u2

1dσ
.

λ1

∫
∂Ω

(u1 + vt)2dσ ≤
∫

Ω

|∇(u1 + vt)|2dx+

∫
Ω

(u1 + vt)2dx

Dessa forma, dada v ∈ H1(Ω) e t ∈ R, temos que
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2. Análise assintótica dos valores extremais

λ1

∫
∂Ω

u2
1dσ + 2λ1t

∫
∂Ω

u1vdσ + λ1t
2

∫
∂Ω

v2dσ ≤
∫

Ω

∇(u1 + vt).∇(u1 + vt)dx+

∫
Ω

(u1 + vt)2dx

‖u1‖2 + 2λ1t

∫
∂Ω

u1vdσ + λ1t
2

∫
∂Ω

v2dσ ≤ ‖u1‖2 + 2t〈u1, v〉+ t2‖v‖2

2λ1t

∫
∂Ω

u1vdσ + λ1t
2

∫
∂Ω

v2dσ ≤ 2t〈u1, v〉+ t2‖v‖2.

Se t > 0, dividindo a desigualdade acima por 2t > 0 e fazendo t→ 0+, teremos

λ1

∫
∂Ω

u1vdσ ≤ 〈u1, v〉.

Se t < 0, um racioćınio análogo conclui a desigualdade contrária. Portanto,

λ1

∫
∂Ω

u1vdσ = 〈u1, v〉, ∀v ∈ H1(Ω),

isto é, u1 é uma autofunção associada ao autovalor λ1. A rećıproca é conclúıda tomando v = u1

na igualdade acima.

Proposição 2.3. Se u1 é uma autofunção associada ao primeiro autovalor λ1 do problema de

Steklov (2.1), então u1 > 0 ou u1 < 0 em Ω̄.

Demonstração. Se u1 é uma autofunção associada ao autovalor λ1, |u1| é também autofunção,

pois também atinge (2.2). Dessa forma, pela Observação 2.1 |u1| é solução de (2.1). Vejamos que

|u1| > 0. Suponha que exista x0 ∈ Ω tal que u1(x0) = 0. Isto nos diz que x0 é um mı́nimo de |u1|.
Pelo Prinćıpio do máximo forte, |u1| ≡ 0, o que é uma contradição pois u1 é não nula. Portanto

|u1| > 0, o que nos diz que u1 não muda de sinal em Ω e u1 < 0 ou u1 > 0 em Ω. Suponha agora,

sem perda de generalidade, que u1 > 0 em Ω e suponha, por contradição, que exista x0 ∈ ∂Ω tal

que u1(x0) = 0. Pelo Lema de Hopf deveŕıamos ter ∂u1

∂η
(x0) < 0, o que é uma contradição ao fato

que ∂u1

∂η
(x0) = λ1u(x0) = 0. Portanto, u1 não se anula na fronteira, o que conclui a prova.

Proposição 2.4. λ1 é simples, isto é, se u e v são autofunções associadas ao autovalor λ1, então

existe k ∈ R tal que u = kv.

Demonstração. Pela Proposição 2.3, podemos assumir que u e v são positivas em Ω̄. Sejam

η1 =
u2 − v2

u
e η2 =

v2 − u2

v
.

Usando η1 e η2 como funções testes teremos, com i = 1, 2,
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2. Análise assintótica dos valores extremais

∫
Ω

∇u∇ηidx+

∫
Ω

ηiudx = λ1

∫
∂Ω

ηiudσ,

o que nos dá ∫
Ω

∇u∇
(
u2 − v2

u

)
dx = λ1

∫
∂Ω

u

(
u2 − v2

u

)
dσ −

∫
Ω

u

(
u2 − v2

u

)
dx

= λ1

∫
∂Ω

(u2 − v2)dσ −
∫

Ω

(u2 − v2)dx

e, analogamente, ∫
Ω

∇v∇
(
v2 − u2

v

)
dx = λ1

∫
∂Ω

(v2 − u2)dσ −
∫

Ω

(v2 − u2)dx.

Somando as duas equações acima, teremos∫
Ω

∇u∇
(
u2 − v2

u

)
dx+

∫
Ω

∇v∇
(
v2 − u2

v

)
dx = 0

⇔
∫

Ω

(
|∇u|2 − 2v

u
∇u∇v +

v2

u2
|∇u|2dx

)
+

∫
Ω

(
|∇v|2 − 2u

v
∇u∇v +

u2

v2
|∇v|2dx

)
= 0.

Note que, sendo (lnu)xj =
uxj
u

, temos que u∇ lnu = ∇u e, usando o mesmo racioćınio para v,

teremos

0 =

∫
Ω

(
u2|∇ lnu|2 − 2v2∇ lnu∇ ln v + |∇ lnu|2v2 + v2|∇ ln v|2 − 2u2∇ ln v∇ lnu+ |∇ ln v|2u2

)
dx

=

∫
Ω

u2(|∇ lnu|2 + |∇ ln v|2)− 2∇ lnu∇ ln v(v2 + u2) + v2(|∇ ln v|2 + |∇ lnu|2)dx

=

∫
Ω

(u2 + v2)(|∇ lnu|2 + |∇ ln v|2 − 2∇ lnu∇ ln v)dx

=

∫
Ω

(u2 + v2)|∇ lnu−∇ ln v|2dx,

o que nos dá ∇ lnu = ∇ ln v em Ω. Logo teremos∫
(lnu)x1dx1 =

∫
(ln v)x1dx1 ⇒ lnu− ln v = g(x2).

Procedendo da mesma forma, só que com respeito a x2, teremos lnu − ln v = f(x1). Nos resta

dizer então que lnu− ln v = c, para alguma constante c ∈ R. Portanto,

lnu− ln v = c⇒ ln
(u
v

)
= c⇒ u

v
= ec ⇒ u = kv.
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2. Análise assintótica dos valores extremais

Teorema 2.5. Se u1 ∈ H1(Ω) é uma autofunção associada ao primeiro autovalor λ1 do problema

(2.1), então u1 é radial.

Demonstração. Para provarmos que u1 é radial, basta provarmos que, para todo rotação R : R2 →
R2 teremos u1(x) = u1(R(x)), para todo x ∈ Ω. Se u1 é uma autofunção associada a λ1 então,

por (2.2),

λ1 =
‖u1‖2∫
∂Ω
u2

1dσ
.

Desde que a rećıproca também é válida, u1 ◦R também é uma autofunção associada ao autovalor

λ1. De fato, lembrando que rotações são transformações lineares ortogonais, o que nos dá

detR′ = detR = 1 e que R(Ω) = Ω, usando o Teorema da mudança de variáveis, teremos∫
Ω

|∇(u1 ◦R)|2dx =

∫
Ω

|∇(u1 ◦R)|2 detR′dx =

∫
R(Ω)

|∇u1|2dx =

∫
Ω

|∇u1|2dx.

Analogamente, ∫
Ω

(u1 ◦R)2dx =

∫
Ω

u2
1dx e

∫
∂Ω

(u1 ◦R)2dx =

∫
∂Ω

u2
1dx,

o que nos garante que u1 ◦R é uma autofunção associada a λ1. Pela Proposição 2.4, existe k ∈ R
tal que ku1 = u1 ◦R. Dessa forma, note que

u1(Ω) = (u1 ◦R)(Ω) = ku1(Ω)⇒ k = 1.

Assim u1(x) = (u1 ◦R)(x), para todo x ∈ Ω. Portanto, u1 é radial.

2.1.2 A sequência de autovalores do problema de Steklov

Faremos agora a construção dos outros autovalores do problema de Steklov seguindo a construção

da dissertação [10].

Teorema 2.6. Existe uma sequência de pares (uJ , λJ) ∈ H1(Ω)\{0} × R que solucionam (2.1).

Além disso, se B é a bola unitária fechada de H1(Ω) e

B0 = B e BJ = {u ∈ B :

∫
∂Ω

uujdσ = 0, 1 ≤ j ≤ J},

então

βJ = sup
u∈BJ−1

∫
∂Ω

u2dσ =

∫
∂Ω

u2
Jdσ > 0 e λJ = β−1

J .

Demonstração. Faremos a prova por indução. No ińıcio do caṕıtulo, já provamos o caso J = 1.

Suponha que o resultado seja válido para J e provemos para J + 1. Note que BJ é convexo, pois,
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dadas u, v ∈ BJ temos, para 1 ≤ j ≤ J ,∫
∂Ω

((1− t)u+ vt)ujdσ = (1− t)
∫
∂Ω

uujdσ + t

∫
∂Ω

vujdσ = 0.

Dessa forma, pela Proposição A.2, BJ é fechado na topologia fraca. Desde que BJ ⊂ B é

compacto, cadaBJ é compacto na topologia fraca e, como provado no ińıcio da caṕıtulo, o funcional

u 7−→
∫
∂Ω
u2dσ é fracamente cont́ınuo, logo atingirá máximo em BJ . Portanto, existe uJ+1 ∈ BJ

tal que βJ+1 =
∫
∂Ω
u2
J+1dσ. Temos que ‖uJ+1‖ = 1 pois, se fosse menor que 1, teŕıamos∫

∂Ω

r2u2
J+1dσ = r2

∫
∂Ω

u2
J+1dσ >

∫
∂Ω

u2
J+1dσ,

com r = 1+‖uJ+1‖
2‖uJ+1‖

> 1 e ruJ+1 ∈ BJ , o que é uma contradição à maximalidade de uJ+1. Defina

λJ+1 = β−1
J+1. Afirmamos que (uJ+1, λJ+1) é solução fraca para (2.1). De fato, considere os

seguintes funcionais:

J(u) = ‖u‖2, B(u) =

∫
∂Ω

u2dσ e fk(u) =

∫
∂Ω

ukudσ com 1 ≤ k ≤ J.

Observe que J,B, fk ∈ C1(H1(Ω),R) e

J ′(u)(v) = 2〈u, v〉, B′(u)(v) = 2

∫
∂Ω

uvdσ e f ′k(u)(v) =

∫
Ω

vukdσ.

Podemos olhar para uJ+1 como sendo um extremo de B restrito ao conjunto

J−1(J(uJ+1)) ∩

[
J⋂
k=1

f−1
k (fk(uJ+1))

]
.

Pelo Teorema C.6, um dos fatos abaixo deve ocorrer:

(1) detA(v1, . . . , vJ+1) = 0, para todos v1, . . . , vJ+1 ∈ H1(Ω), onde

A(v1, . . . , vJ+1) =


J ′(uJ+1)(v1) J ′(uJ+1)(v2) · · · J ′(uJ+1)(vJ+1)

f ′1(uJ+1)(v1) f ′1(uJ+1)(v2) · · · f ′1(uJ+1)(vJ+1)
...

...
. . .

...

f ′J(uJ+1)(v1) f ′J(uJ+1)(v2) · · · f ′J(uJ+1)(vJ+1)

 ,

ou

(2) existem µ, µk ∈ R, k = 1, . . . , J , tais que

B′(uJ+1)(v) = µJ ′(uJ+1)(v) +
J∑
k=1

µkf
′
k(uJ+1)(v),
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para toda v ∈ H1(Ω). Vejamos que (2) ocorre. Pela hipótese de indução, para todo k ∈ {1, . . . , J}
teremos

J ′(uJ+1)(uk) = 2〈uJ+1, uk〉 = 2λk

∫
∂Ω

uJ+1ukdσ = 0 e f ′k(uJ+1)(uk) =

∫
∂Ω

u2
kdσ = βk〈uk, uk〉 = βk.

Além disso,

J ′(uJ+1)(uJ+1) = 2〈uJ+1, uJ+1〉 = 2

e como uJ+1 ∈ BJ temos

f ′k(uJ+1)(uJ+1) =

∫
∂Ω

uJ+1ukdσ = 0.

Com isso detA(uJ+1, u1, . . . , uJ) = 2β1 . . . βJ > 0. Portanto, (2) deve ocorrer. Mostremos que

µs = 0, para todo s ∈ {1, . . . , J}. Considere v = us. Por (2), temos que

B′(uJ+1)(us) = µJ ′(uJ+1)(us) +
J∑
k=1

µkf
′
k(uJ+1)(us)

2

∫
∂Ω

uJ+1usdσ = 2µ〈uJ+1, us〉+
J∑
k=1

µk

∫
∂Ω

usukdσ

0 = 2µλs

∫
∂Ω

uJ+1usdσ + µs

∫
∂Ω

u2
sdσ

0 = µsβs.

Logo, como βs > 0, µs = 0 para todo s ∈ {1, . . . J}, assim, tomando v = uJ+1, novamente por (2)

teremos que

B′(uJ+1)(uJ+1) = µJ ′(uJ+1)(uJ+1)∫
∂Ω

u2
J+1dσ = µ〈uJ+1, uJ+1〉

βJ+1 = µ.

Dessa forma, para todo v ∈ H1(Ω), teremos B′(uJ+1)(v) = βJ+1J
′(uJ+1)(v), ou seja,∫

∂Ω

uJ+1vdσ = βJ+1〈uJ+1, v〉

λJ+1

∫
∂Ω

uJ+1vdσ = 〈uJ+1, v〉, ∀v ∈ H1(Ω),

o que prova a afirmação.
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2. Análise assintótica dos valores extremais

2.2 Comportamento assintótico dos valores extremais

Uma das formas de atacar o problema de simetria para extremais de S(α, γ) é compará-lo com

Sr(α, γ) para valores grandes de γ. Pela Observação 1.1, sabemos que S(α, γ) e Sr(α, γ) tendem

a 0 quando γ → ∞. Vamos agora apresentar uma descrição mais precisa do comportamento de

tais valores quando γ →∞.

Denotaremos, a partir de agora, por ϕ1 a primeira autofunção do problema de Steklov (2.1)

associada ao primeiro autovalor λ1, a qual pode ser assumida normalizada, radial e positiva. Temos

uma importante relação entre ϕ1 e λ1 a ser usada posteriormente, a saber

1

λ1

= sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

u2dσ =

∫
∂Ω

ϕ2
1dσ = 2πϕ2

1(1)⇔ ϕ2
1(1) =

1

2πλ1

. (2.4)

Note que usamos o fato de que, sendo ϕ1 radial, em ∂Ω, que é o ćırculo unitário, ϕ1 é constante

e igual a ϕ1(1).

Agora vamos estabelecer uma identidade que será usada ao longo do trabalho.

Lema 2.7. Suponha que u ∈ H1(Ω). Então a seguinte identidade é válida:∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx =

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ −

∫
Ω

∇(eαu
2 − 1) · x|x|γdx. (2.5)

Demonstração. Considere a aplicação F (x) = |x|γx = (|x|γx1, |x|γx2) e note que

∂(|x|γxi)
∂xi

=
γ|x|γ−1

|x|
x2
i + |x|γ = γ|x|γ−2x2

i + |x|γ,

logo

div(|x|γx) = γ|x|γ−2(x2
1 + x2

2) + 2|x|γ = (γ + 2)|x|γ.

Considere então f = eαu
2 − 1. Sendo div(fF ) = fdiv(F ) + ∇f.F , integrando e aplicando o

Teorema da divergência teremos∫
Ω

div(fF )dx =

∫
Ω

fdiv(F )dx+

∫
Ω

∇f.Fdx∫
∂Ω

(fF ).ηdσ =

∫
Ω

fdiv(F )dx+

∫
Ω

∇f.Fdx∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)|x|γx.ηdσ =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx+

∫
Ω

∇(eαu
2 − 1).x|x|γdx,

onde η denota o vetor normal exterior unitário em cada ponto de ∂Ω. Note que, sendo ∂Ω o ćırculo

unitário, o vetor normal exterior unitário em cada ponto de ∂Ω é o próprio ponto. Portanto, (2.5)

é válida.
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2. Análise assintótica dos valores extremais

Proposição 2.8. Seja α > 0 e uγ uma extremal para Sr(α, γ) sobre H1
rad(Ω). Então, quando

γ →∞,

(γ + 2)Sr(α, γ)→ 2π(e
α

2πλ1 − 1)

e

uγ → ϕ1 em H1(Ω).

Demonstração. Seja u ∈ H1(Ω) com ‖u‖ ≤ 1. Usando a equação (2.5) e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, teremos então∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx−

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|∇(eαu
2 − 1).x|x|γ|dx

≤
∫

Ω

|∇(eαu
2 − 1)||x|γdx

= 2α

∫
Ω

|ueαu2∇u||x|γdx.

Pela desigualdade de Hölder generalizada, teremos∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx−

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ

∣∣∣∣ ≤ 2α‖∇u‖2‖u‖4

(∫
Ω

e4αu2|x|γdx
)1/4

.

Como ‖u‖ ≤ 1 e H1(Ω) está imerso em L4(Ω), teremos

∣∣∣∣∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx−

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ

∣∣∣∣ ≤ C1

(∫
Ω

e4αu2|x|γdx
)1/4

.

Se u é radial, tomando ε = 1 na desigualdade em (1.4), para todo x ∈ Ω\{0}, teremos

|u(x)|2 ≤ 2C2 +
1

π
(− log |x|).

Portanto, usando o Teorema B.5 teremos∫
Ω

e4αu2|x|γdx ≤ e8αC2

∫
Ω

e
4α
π

(− log |x|)|x|γdx

≤ e8αC2

∫
Ω

(elog |x|)
−4α
π |x|γdx

= e8αC2

∫
Ω

|x|γ−
4α
π dx→ 0

quando γ →∞. Logo ∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx =

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ + o(1) (2.6)
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para toda u ∈ H1
rad(Ω) com ‖u‖ ≤ 1. Note que, sendo u radial, teremos

α

2π

∫
∂Ω

u2dσ = αu2(1),

dáı, tomando o supremo em (2.6), teremos

(γ + 2)Sr(α, γ) = sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

(e
α
2π

∫
∂Ω u

2dσ − 1)dσ + o(1)

= sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

2π(e
α
2π

∫
∂Ω u

2dσ − 1) + o(1)

= 2π(e
α

2πλ1 − 1) + o(1),

quando γ →∞, onde usamos (2.3).

Vejamos agora que uγ → ϕ1 em H1(Ω). Note que, sendo ‖uγ‖ = 1 e H1(Ω) reflexivo, pelo

Teorema A.4 para uma subsequência teremos uγ ⇀ u em H1(Ω) com u ∈ H1
rad(Ω) e ‖u‖ ≤ 1. Pelo

Teorema B.10, H1(Ω) está imerso compactamente em Lp(∂Ω), para todo p ∈ [1,∞). Portanto,∫
∂Ω

uγdσ →
∫
∂Ω

udσ ⇒ 2πuγ(1)→ 2πu(1)⇒ uγ(1)→ u(1).

Por (2.6), teremos

(γ + 2)Sr(α, γ) + o(1) =

∫
Ω

(eαu
2
γ − 1)(γ + 2)|x|γdx+ o(1) =

∫
∂Ω

(eαu
2
γ − 1)dσ.

Logo

2π(e
α

2πλ1 − 1) + o(1) =

∫
∂Ω

(eαu
2
γ − 1)dσ = 2π(eαu

2
γ(1) − 1) = 2π(eαu

2(1) − 1) + o(1).

Portanto, conclúımos que

2π(e
α

2πλ1 − 1) + o(1) = 2π(eαu
2(1) − 1)

≤ 2π(e
α
u2(1)

‖u‖2 − 1)

≤ sup
v∈H1

rad
(Ω)

‖v‖≤1

∫
∂Ω

(eαv
2 − 1)dσ

= 2π(e
α

2πλ1 − 1),

o que nos dá

2π(eαu
2(1) − 1) = 2π(e

α
u2(1)

‖u‖2 − 1)⇒ ‖u‖ = 1.
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dáı, usando (2.4), temos que

2π(e
α

2πλ1 − 1) + o(1) = 2π(eαϕ
2
1(1) − 1) + o(1) = 2π(eαu

2(1) − 1) ≤ 2π(e
α
u2(1)

‖u‖2 − 1) ≤ 2π(eαϕ
2
1(1) − 1),

o que nos dá

2π(eαϕ
2
1(1) − 1) = 2π(eαu

2(1) − 1)⇒ ϕ1(1) = u(1)⇒ 1

λ1

=

∫
∂Ω

ϕ2
1dσ =

∫
∂Ω

u2dσ,

ou seja, u é uma autofunção de (2.1) associada ao autovalor λ1, logo pela Proposição 2.4, existe

k ∈ R tal que ϕ1 = ku, porém k deve ser 1 pois ϕ1(1) = u(1). Note então que ‖uγ‖ = 1 = ‖ϕ1‖,
com isso, a Proposição A.5 garante que uγ → ϕ1 em H1(Ω). Vejamos que a sequência inteira

converge para ϕ1. Suponha por contradição que existe ε > 0 e uma subsequência uγk tal que

‖uγk − ϕ1‖ ≥ ε, ∀k ∈ N.

Porém, usando os mesmos argumentos usados durante a demonstração, uγk teria uma subsequência

que converge para ϕ1, o que nos dá uma contradição.

Voltemos a atenção agora para o caso não radial. Vamos assumir que α ∈ (π, 2π). Neste caso,

pelo Teorema 1.5, sabemos que, para todo M > 0, existe v ∈ H1(Ω), com ‖v‖ ≤ 1, tal que∫
∂Ω

(eαv
2 − 1)dσ ≥M.

Por outro lado,

(γ + 2)S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx

≥
∫

Ω

(eαv
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx.

Logo, pelo Lema 2.7 teremos

(γ + 2)S(α, γ) ≥
∫
∂Ω

(eαv
2 − 1)dσ −

∫
Ω

∇(eαv
2 − 1).x|x|γdx

≥M − 2α

∫
Ω

veαv
2∇v.x|x|γdx

≥M + o(1)

quando γ → ∞, já que v é fixada. A desigualdade acima será suficiente para percebermos que

Sr(α, γ) tende a 0 mais rápido que S(α, γ) quando γ → ∞ e α ∈ (π, 2π), nos dando o primeiro
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resultado de quebra de simetria.

Teorema 2.9. Para todo α ∈ (π, 2π) nenhuma função extremal para S(α, γ) é radial se γ é

suficientemente grande.

Demonstração. Tome M > 2π(e
α

2πλ1 − 1). Pela desigualdade obtida acima e a Proposição 2.8,

quando γ →∞ temos que

(γ + 2)S(α, γ) ≥M + o(1) > 2π(e
α

2πλ1 − 1) + o(1) = (γ + 2)Sr(α, γ) + o(1),

o que nos diz que S(α, γ) > Sr(α, γ) se γ é suficientemente grande. Portanto S(α, γ) é atingido

por um elemento de H1(Ω)\H1
rad(Ω).

Para todo α ∈ (0, π] considere Qα(u) =
∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ e

T (α) := sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

Qα(u). (2.7)

Sabemos, pelo Teorema 1.5, que o número T (α) é atingido para todo α ≤ π. Também utilizaremos

o supremo de Qα com respeito às funções u ∈ H1
rad(Ω) com ‖u‖ ≤ 1, isto é,

Tr(α) := sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

Qα(u). (2.8)

Buscaremos agora provar, para S(α, γ), um resultado semelhante ao da Proposição 2.8 com

α < π. Para isso, vamos primeiramente estabelecer dois resultados auxiliares.

Lema 2.10. Sejam a, b ≥ 1 e α < π. Então, existem p > 1 e uma constante C > 0 tais que

‖∇(|u|a|v|beαw2

)‖p ≤ C,

para todos u, v, w ∈ H1(Ω), com ‖u‖, ‖v‖, ‖w‖ ≤ 1.

Demonstração. Note que

(|u|a)xi = a|u|a−2uuxi , (|v|b)xi = b|v|b−2vvxi

e

(eαw
2

)xi = 2αeαw
2

wwxi .

Assim,

(|u|a|v|beαw2

)xi = (|u|a)xi |v|beαw
2

+ |u|a(|v|b)xieαw
2

+ |u|a|v|b((eαw2

)xi)
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e portanto,

∇(|u|a|v|beαw2

) = a|u|a−2u||v|beαw2∇u+ b|u|a|v|b−2veαw
2∇v + 2|u|a|v|beαw2

w∇w.

Consequentemente,

|∇(|u|a|v|beαw2

)| ≤ a|u|a−1|v|beαw2|∇u|+ b|u|a|v|b−1eαw
2|∇v|+ 2|u|a|v|beαw2|w||∇w|,

ou seja,

|∇(|u|a|v|beαw2

)| ≤ C
(
|u|a−1|v|beαw2|∇u|+ |u|a|v|b−1eαw

2|∇v|+ |u|a|v|beαw2 |w||∇w|
)
.

Usando a desigualdade elementar (x+ y + z)p ≤ Cp(x
p + yp + zp) obtemos

|∇(|u|a|v|beαw2

)|p ≤ Cp

(
|u|p(a−1)|v|bpepαw2 |∇u|p + |u|ap|v|p(b−1)epαw

2|∇v|p + |u|ap|v|pbepαw2|w||∇w|p
)
.

Trataremos apenas do primeiro termo no lado direito acima, os outros dois termos seguem

de forma análoga. Seja α < π e fixe p = 1 + ε com ε > 0 a ser determinado posteriormente.

Aplicando a desigualdade de Hölder com os expoentes 4/ε, 4/ε, 2/(1− 2ε) e 2/(1 + ε) obtemos

∫
Ω

|u|(1+ε)(a−1)|v|(1+ε)be(1+ε)αw2|∇u|(1+ε)dx ≤
(∫

Ω

|u|
4
ε

(1+ε)(a−1)

) ε
4
(∫

Ω

|v|
4
ε

(1+ε)bdx

) ε
4

(∫
Ω

e
2+2ε
1−2ε

αw2

dx

) 1−2ε
2
(∫

Ω

|∇u|2dx
) 1+ε

2

.

Tome ε > 0 tal que 2+2ε
1−2ε

α ≤ 2π. Dessa forma, o terceiro termo é limitado pelo Teorema 1.4.

Os outros termos são limitados, pois ‖u‖, ‖v‖ ≤ 1 e H1(Ω) está imerso em Lq(Ω), para todo

q ∈ [1,∞).

Lema 2.11. Sejam a, b ≥ 1. Então,∫
Ω

∇(|u|a|v|beαw2

).x|x|γdx = o(1)

quando γ →∞, para todas u, v, w na bola unitária de H1(Ω) e α ∈ [0, π).

Demonstração. Pelo Lema 2.10, podemos tomar p > 1 tal que ‖∇(|u|a|v|beαw2
)‖p ≤ C, para algum

C > 0. Note que ∣∣∣∣∫
Ω

∇(|u|a|v|beαw2

).x|x|γdx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|∇(|u|a|v|beαw2

)||x|γ+1dx.
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Usando a desigualdade de Hölder teremos∣∣∣∣∫
Ω

∇(|u|a|v|beαw2

).x|x|γdx
∣∣∣∣ ≤ ‖∇(|u|a|v|beαw2

)‖p‖|x|γ+1‖p′ ≤ Co(1),

quando γ →∞.

Proposição 2.12. Suponha que α < π. Então,

lim
γ→∞

(γ + 2)S(α, γ) = T (α).

Demonstração. Usando o Lema 2.7 e o Lema 2.11 teremos∫
Ω

(eαu
2 − 1)(γ + 2)|x|γdx =

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ −

∫
Ω

∇(eαu
2 − 1).x|x|γdx

= Qα(u) + o(1),

uniformemente para u ∈ H1(Ω), com ‖u‖ ≤ 1, quando γ → ∞. Tomando o supremo, teremos

então

(γ + 2)S(α, γ)→ T (α).

Observação 2.2. Tomando o supremo na equação (2.6) e considerando o resultado da

Proposição 2.12, para α < π temos que

lim
γ→∞

(γ + 2)S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ = T (α).

e

lim
γ→∞

(γ + 2)Sr(α, γ) = sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ = Tr(α).

Portanto, isto indica que a quebra de simetria S(α, γ) > Sr(α, γ), para γ suficientemente grande,

ocorrerá se tivermos a quebra de simetria T (α) > Tr(α) no caso em que α < π. Este fato nos leva

ao estudo das extremais da desigualdade de Trudinger-Moser no traço, o que será o objetivo do

próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Extremais para desigualdades de

Trudinger-Moser no traço

No final do caṕıtulo anterior vimos que, para α < π, quebras de simetria em extremais de

S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

podem ser geradas se tivermos quebras de simetria em

T (α) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ.

Por isso, dedicamos esse caṕıtulo principalmente ao estudo da simetria das funções que realizam

o supremo da desigualdade de Trudinger-Moser no traço. A unicidade com respeito a funções que

realizam T (α) é um fator decisivo na questão da simetria para valores pequenos de α. O problema

de Steklov apresentado no caṕıtulo anterior tem uma influência ainda mais direta nesse caso. Por

fim, analisaremos os extremos para a desigualdade de Trudinger-Moser com a integral definida

em todo Ω. Lembremos que ϕ1 denota a primeira autofunção radial, positiva e normalizada em

H1(Ω) do problema de Steklov, λ1 e λ2 os dois primeiros autovalores do mesmo problema, 〈., .〉 o

produto interno de H1(Ω) com ‖.‖ sua norma induzida e Ω a bola unitária de R2.

3.1 Quebra de simetria para a desigualdade de Trudinger-

Moser no traço

No que segue, estudaremos as extremais de

T (α) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ,
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e consideraremos, também, sua parte radial

Tr(α) = sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ,

visando saber quando é que tem-se T (α) > Tr(α) ou T (α) = Tr(α).

Lema 3.1. A primeira autofunção do problem de Steklov (2.1) é a única extremal de Tr(α).

Demonstração. Desde que funções u ∈ H1
rad(Ω) são constantes em ∂Ω, temos que∫

∂Ω

eαu
2

dσ = eαu
2(1)

∫
∂Ω

dσ = 2πe
α
2π

∫
∂Ω u

2dσ.

Usando que o primeiro autovalor do problema de Steklov, λ1, satisfaz

1

λ1

= sup
u∈H1(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

u2dσ,

teremos

Tr(α) = sup
u∈H1

rad
(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ = 2π(e

α
2πλ1 − 1) =

∫
∂Ω

(eαϕ
2
1 − 1)dσ,

e portanto ϕ1 é uma extremal para Tr(α). Afirmamos que ϕ1 é a única extremal de Tr(α). De

fato, suponha que exista uma outra extremal v ∈ H1
rad(Ω) que realiza Tr(α). Desde que v e ϕ1

são constantes em ∂Ω teremos∫
∂Ω

(eαϕ
2
1 − 1)dσ =

∫
∂Ω

(eαv
2 − 1)dσ ⇒ ϕ1 = v em ∂Ω,

logo

sup
u∈H1(Ω)

‖u‖≤1

∫
∂Ω

u2dσ =

∫
∂Ω

ϕ2
1dσ =

∫
∂Ω

v2dσ,

ou seja, v seria autofunção do problema de Steklov associada ao autovalor λ1 e, pela Proposição 2.4,

v seria proporcional a ϕ1 em Ω, mas, pela igualdade na fronteira, temos que v = ϕ1.

Através desse resultado vemos que a questão da simetria das extremais de T (α) se torna uma

questão de saber se ϕ1 atinge T (α) ou não. Nosso objetivo então, nesse momento, é investigar a

natureza de ϕ1, que é radial, vista como ponto cŕıtico de

Qα(u) =

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ

sobre a esfera unitária de H1(Ω).
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Proposição 3.2. Qα ∈ C2(H1(Ω),R), para todo α > 0.

Demonstração. Note que a derivada de Gateaux de Qα para toda u ∈ H1(Ω) é

(Qα)′(u)(v) = 2α

∫
∂Ω

ueαu
2

vdσ

e que a segunda derivada de Gateaux de Qα é dada por

(Qα)′′(u)(v, w) = 2α

∫
∂Ω

eαu
2

vwdσ + 4α2

∫
∂Ω

u2eαu
2

vwdσ.

Vejamos que (Qα)′′ : H1(Ω) → L2(H1(Ω),R) é cont́ınua. Seja un → u em H1(Ω) e v, w ∈ H1(Ω)

com ‖v‖, ‖w‖ ≤ 1. Pelas imersões de H1(Ω) em Lp(∂Ω), para todo p ∈ [1,∞), teremos un → u

em L2(∂Ω) e

|(Qα)′′(un)(v, w)− (Qα)′′(u)(v, w)| =
∣∣∣∣2α ∫

∂Ω

(eαu
2
n − eαu2

)vwdσ + 4α2

∫
∂Ω

(u2
ne
αu2

n − u2eαu
2

)vwdσ

∣∣∣∣
≤ 2α‖eαu2

n − eαu2‖2‖v‖4‖w‖4 + 4α2‖u2
ne
αu2

n − u2eαu
2‖2‖v‖4‖w‖4

≤ C2‖eαu
2
n − eαu2‖2‖v‖‖w‖+ C3‖u2

ne
αu2

n − u2eαu
2‖2‖v‖‖w‖.

Pela Observação 1.2, eαu
2
n → eαu

2
em L2(∂Ω), com isso teremos

sup
‖v‖,‖w‖≤1

|(Qα)′′(un)(v, w)− (Qα)′′(u)(v, w)| → 0,

quando n→∞. Logo (Qα)′′ é cont́ınua e, pela Proposição C.2, teremos que Qα ∈ C2(H1(Ω),R).

Note que sendo ϕ1 um maximizante de Qα sobre Sr = {u ∈ H1
rad(Ω) : J(u) = ‖u‖2 = 1},

pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, temos (Qα)′(ϕ1) = λJ ′(ϕ1) para algum λ, logo ϕ1

é ponto cŕıtico de Qα sobre a esfera unitária de H1(Ω). Faremos agora o principal resultado da

seção e através dele teremos uma resposta acerca da simetria das funções que realizam T (α) com

α em uma certa parte do intervalo (0, π].

Observação 3.1. Pela construção dos autovalores feita no Teorema 2.6 nota-se claramente que

λ1 ≤ λ2. Mas além disso, existe uma vizinhança de λ1 tal que λ1 é um autovalor isolado, como

assegurado em Martinez et al[22, Lemma 2.6] e o fato de que λ2−λ1 < 1 é assegurado em Bonheure

et al [3, Remark 4.2].

Teorema 3.3. Sejam λ1 e λ2 os dois primeiros autovalores do problema de Steklov. Defina

α∗ = π(λ2 − λ1), então

(1) se α < α∗, ϕ1 é um máximo local não-degenerado de Qα na esfera unitária de H1(Ω);
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(2) se α = α∗, ϕ1 é ponto cŕıtico degenerado de Qα na esfera unitária de H1(Ω);

(3) se α∗ < α ≤ π, ϕ1 não é máximo local de Qα na esfera unitária de H1(Ω).

Demonstração. Defina J : H1(Ω)→ R, N : H1(Ω)\{0} → H1(Ω)\{0} e F : H1(Ω)→ R como

J(u) = ‖u‖2, N(u) =
u2

‖u‖2
e F (u) =

∫
∂Ω

(eαN(u) − 1)dσ.

Note que F ∈ C2(H1(Ω),R) pois F = Qα ◦N1, onde N1(u) = u/‖u‖ que é C∞ com u 6= 0 e, pela

Proposição 3.2, Qα ∈ C2(H1(Ω),R). Observe também que o problema de maximizar Qα na esfera

de H1(Ω) se transforma no problema de maximização

sup
u∈H1(Ω)\{0}

F (u).

Para concluir o resultado, analisaremos o sinal de F ′′(ϕ1). Para isto, calculemos as segundas

derivadas das funções acima definidas. Teremos então

J ′(u)(v) = 2〈u, v〉 e J ′′(u)(v, w) = 2〈w, v〉,

e nesse caso, J ′′(u)(v, v) = 2J(v), para toda v ∈ H1(Ω). Com respeito a N , teremos

N ′(u)(v) =
2J(u)uv − J ′(u)(v)u2

J(u)2
=

2uv

J(u)
− J ′(u)(v)u2

J(u)2

e

N ′′(u)(v, w) =
2vwJ(u)− 2uvJ ′(u)(w)u2

J(u)2
− (J ′(u)(v)u2)′(w)J(u)2 − 2J(u)J ′(u)(w)J ′(u)(v)u2

J(u)4

=
2vwJ(u)− 2uvJ ′(u)(w)u2

J(u)2
− (J ′′(u)(v, w)u2 + 2uwJ ′(u)(v))J(u)2

J(u)4

+
2J(u)J ′(u)(w)J ′(u)(v)u2

J(u)4
.

Assim, teremos

N ′′(u)(v, v) =
2v2J(u)− 2uvJ ′(u)(v)− 2J(v)u2 − 2uvJ ′(u)(v)

J(u)2
+

2[J ′(u)(v)]2u2

J(u)3

=
2J(u)v2 − 2J(v)u2

J(u)2
+
−2uvJ ′(u)(v)− 2uvJ ′(u)(v)

J(u)2
+

2[J ′(u)(v)]2u2

J(u)3

= A+B + C.

⇒ B+C =
−4uvJ ′(u)(v)

J(u)2
+

2[J ′(u)(v)]2u2

J(u)3
=

2J ′(u)(v)

J(u)

[
−2uv

J(u)
+
J ′(u)(v)u2

J(u)2

]
=
−2J ′(u)(v)

J(u)
N ′(u)(v).
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⇒ N ′′(u)(v, v) =
2J(u)v2 − 2J(v)u2

J(u)2
− 2J ′(u)(v)

J(u)
N ′(u)(v).

Finalmente, com respeito a F , teremos

F ′(u)(v) = α

∫
∂Ω

N ′(u)(v)eαN(u)dσ

F ′′(u)(v, w) = α

∫
∂Ω

N ′′(v, w)eαN(u)dσ + α2

∫
∂Ω

N ′(u)(v)N ′(u)(w)eαN(u)dσ

⇒ F ′′(u)(v, v) = α

∫
∂Ω

N ′′(u)(v, v)eαN(u)dσ + α2

∫
∂Ω

[N ′(u)(v)]2eαN(u)dσ.

Note que sendo ϕ1 ponto cŕıtico de F ,

F ′(ϕ1)(v) = α

∫
∂Ω

N ′(ϕ1)(v)eαN(ϕ1)dσ = 0, ∀v ∈ H1(Ω).

Avaliaremos F ′′(ϕ1) no espaço tangente à esfera de H1(Ω) no ponto ϕ1, ou seja, vamos assumir

que 〈v, ϕ1〉 = 0, logo J ′(ϕ1)(v) = 0. Dessa forma, teremos

F ′′(ϕ1)(v, v) = α

∫
∂Ω

[
2J(ϕ1)v2 − 2J(v)ϕ2

1

J(ϕ1)
− 2J ′(ϕ1)(v)

J(ϕ1)
N ′(ϕ)(v)

]
eαN(ϕ)dσ

+ α2

∫
∂Ω

[
2J(ϕ1)ϕ1v − J ′(ϕ1)(v)ϕ2

1

J(ϕ1)

]2

eαN(ϕ1)dσ.

Como J(ϕ1) = 1, N(ϕ1) = ϕ2
1 e F ′(ϕ1)(v) = 0, teremos

F ′′(ϕ1)(v, v) = α

∫
∂Ω

(2v2 − 2J(v)ϕ2
1)eαϕ

2
1dσ + 4α2

∫
∂Ω

eαϕ
2
1ϕ2

1v
2dσ

= 2αeαϕ
2
1(1)

∫
∂Ω

v2dσ − 2αeαϕ
2
1(1)ϕ2

1(1)J(v)

∫
∂Ω

dσ + 4α2eαϕ
2
1(1)ϕ2

1(1)

∫
∂Ω

v2dσ.

Em (2.4) teremos ϕ2
1 = 1/2πλ1 e como

∫
∂Ω
dσ = 2π, teremos

F ′′(ϕ1)(v, v) = 2αe
α

2πλ1

∫
∂Ω

v2dσ − 2αe
α

2πλ1 J(v)

λ1

+
2α2e

α
2πλ1

πλ1

∫
∂Ω

v2dσ

=
2α

λ1

e
α

2πλ1

∫
∂Ω

v2dσ

(
α

π
+ λ1 −

J(v)∫
∂Ω
v2dσ

)
.

Note então que, sendo v ortogonal a ϕ1, que é uma autofunção do problema de Steklov associada

ao autovalor λ1, teremos então que

0 = 〈ϕ1, v〉 = λ1

∫
∂Ω

ϕ1vdσ ⇒ v ∈ H :=

{
u ∈ H1(Ω) :

∫
∂Ω

ϕ1udσ = 0

}
.
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Pela caracterização dos autovalores do problema de Steklov feita no Teorema 2.6, teremos

λ2 =
1

supu∈B1

∫
∂Ω
u2dσ

= inf
u∈H\H1

0 (Ω)

J(u)∫
∂Ω
u2dσ

≤ J(v)∫
∂Ω
v2dσ

,

onde B1 são as funções em H que estão na bola unitária. Dessa forma, se α < α∗ = π(λ2 − λ1),

então

F ′′(ϕ1)(v, v) ≤ 2α

λ1

e
α

2πλ1

∫
∂Ω

v2dσ
(α
π

+ λ1 − λ2

)
=

2α

λ1

e
α

2πλ1

∫
∂Ω

v2dσ

(
α− π(λ2 − λ1)

π

)
< 0.

Vejamos então que ϕ1 é máximo local. Note que

µ := sup
‖v‖=1
〈v,ϕ1〉=0

F ′′(ϕ1)(v, v) =
2α

λ1λ2

e
α

2πλ1

(α
π

+ λ1 − λ2

)
< 0.

Pela Fórmula de Taylor, teremos

F (ϕ1 + v)− F (ϕ1) = F ′(ϕ1)(v) +
1

2
F ′′(ϕ1)(v, v) + r(v)‖v‖2,

onde r(v)→ 0, quando ‖v‖ → 0. Logo,

F (ϕ1 + v)− F (ϕ1) =
1

2
F ′′(ϕ1)(v, v) + r(v)‖v‖2

≤ ‖v‖
2

2

(
F ′′(ϕ1)

(
v

‖v‖
,
v

‖v‖

)
+ r(v)

)
≤ ‖v‖

2

2
(µ+ r(v)).

Como r(v) → 0 quando ‖v‖ → 0, podemos tomar δ > 0 tal que, se ‖v‖ < δ, então |r(v)| < −µ.

Dessa forma então

F (ϕ1 + v)− F (ϕ1) < 0

se 〈v, ϕ1〉 = 0 e ‖v‖ < δ, o que nos diz que ϕ1 é máximo local. Considerando ainda α < α∗,

supondo por contradição que ϕ1 fosse um ponto cŕıtico degenerado, existiria u ∈ H1(Ω) tal que

Q′(u)(w) = 0, ∀w ∈ H1(Ω),

onde Q(v) = F ′′(ϕ1)(v, v). Então

0 = Q′(u)(w)

=
4α

λ1

e
α

2πλ1

[(α
π

+ λ1

)∫
∂Ω

uwdx− 〈u,w〉
]
.
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Dividindo a igualdade por 4α
λ1
e

α
2πλ1 obteremos

〈u,w〉 = (
α

π
+ λ1)

∫
∂Ω

uwdσ

para toda w ∈ H1(Ω). Dessa forma u satisfaz fracamente{
−∆u+ u = 0, em Ω,

∂u
∂η

=
(
α
π

+ λ1

)
u, sobre ∂Ω.

(3.1)

Usando a definição de solução fraca para o problema acima com ϕ1 como função teste teŕıamos u

ortogonal a ϕ1. Dessa forma, u não poderia satisfazer (3.1) se α < π(λ2 − λ1), pois teŕıamos

λ1 <
α

π
+ λ1 < λ2,

o que nos dá uma contradição. Portanto, ϕ1 é não degenerada se α < α∗, concluindo o item (1).

Se α = α∗, teremos F ′′(ϕ1)(v, v) ≤ 0 e, considerando ϕ2 a segunda autofunção normalizada do

problema de Steklov, teremos

F ′′(ϕ1)(ϕ2, ϕ2) =
2α

λ1λ2

e
α

2πλ1

(α
π

+ λ1 − λ2

)
= 0.

Além disso, Q′(ϕ2) ≡ 0 se α = α∗, logo ϕ1 é um ponto cŕıtico degenerado, o que verifica o item

(2).

Finalmente, se α > α∗, teremos então F ′′(ϕ1)(ϕ2, ϕ2) > 0. Pelo Teorema C.4, ϕ1 não pode ser

máximo local, concluindo o item (3).

Corolário 3.4. Para todo α ∈ (π(λ2−λ1), π] temos T (α) > Tr(α), ou seja, as funções que atingem

T (α) são não radiais.

Demonstração. Pelo Lema 3.1 ϕ1 é a única função a atingir Tr(α). Então, se α ∈ (π(λ2 − λ1), π],

o Teorema 3.3 nos garante que ϕ1 não é máximo local de Qα. Consequentemente teremos

T (α) > Tr(α).

3.2 Unicidade de extremais no traço

Focaremos agora em mostrar que para α suficientemente pequeno há um único maximizante

para Qα e, como consequência desse fato, teremos T (α) = Tr(α).

Proposição 3.5. Seja uα maximizante de Qα em H1(Ω), isto é, T (α) = Qα(uα). Então, quando
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α→ 0,

1

α
T (α)→ 1

λ1

uα → ϕ1 em H1(Ω).

Demonstração. Considere a desigualdade ex − 1− x ≤ 1
2
x2ex, para todo x ≥ 0. Teremos então∣∣∣∣ 1α

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ −

∫
∂Ω

u2dσ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1α
∫
∂Ω

(eαu
2 − 1− αu2)dσ

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1α
∫
∂Ω

1

2
α2u4eαu

2

dσ

∣∣∣∣
=
α

2

∫
∂Ω

u4eαu
2

dσ,

uniformemente para u ∈ H1(Ω) com ‖u‖ ≤ 1. Seja p > 1 tal que pα < π e p′ tal que 1
p

+ 1
p′

= 1.

Pela desigualdade de Hölder, teremos∣∣∣∣ 1α
∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ −

∫
∂Ω

u2dσ

∣∣∣∣ ≤ α

2

(∫
∂Ω

epαu
2

dσ

)1/p(∫
∂Ω

u4p′dσ

)1/p′

= O(α)

pois, como ‖u‖ ≤ 1 e, pelo Teorema B.9, H1(Ω) está imerso em qualquer Lq(Ω), para q ∈ [1,∞),

u é limitada em qualquer Lq(Ω) com q ∈ [1,∞). Além disso, pelo Teorema 1.5, a primeira integral

do lado direito acima também é limitada uniformemente com respeito a ‖u‖ ≤ 1. Então, tomando

o supremo com respeito às funções ‖u‖ ≤ 1 teremos

1

α

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ =

∫
∂Ω

u2dσ +O(α)⇒ 1

α
T (α) =

1

λ1

+O(α),

o que conclui a primeira parte. Para provar que uα → ϕ1 em H1(Ω), note que sendo ‖uα‖ = 1,

pelo Teorema A.4, para alguma subsequência e alguma u ∈ H1(Ω) teremos uα ⇀ u. Pela primeira

parte da demonstração,

1

λ1

+O(α) =
1

α
T (α) =

1

α

∫
∂Ω

(eαu
2
α − 1)dσ =

∫
∂Ω

u2
αdσ +O(α).

Pelo Teorema B.10, podemos dizer que uα → u em L2(∂Ω), ou seja,∫
∂Ω

u2
αdσ =

∫
∂Ω

u2dσ + o(1)

⇒ 1

λ1

+O(α) =

∫
∂Ω

u2dσ + o(1) +O(α)⇒ 1

λ1

=

∫
∂Ω

u2dσ,

o que nos diz que u é uma autofunção do problema de Steklov associada ao autovalor λ1 e, dessa
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forma, como já fizemos antes, u deve ser proporcional a ϕ1 pela Proposição 2.4, sendo então radial.

Logo, ∫
∂Ω

ϕ2
1dσ =

1

λ1

=

∫
∂Ω

u2dσ ⇒ ϕ1(1) = u(1),

e portanto u = ϕ1. Como ‖uα‖ = 1 = ‖ϕ1‖, segue pela Proposição A.5 que uα → ϕ1 em H1(Ω).

Vejamos que a sequência inteira converge para ϕ1. De fato, suponha por contradição que existe

ε > 0 e uma subsequência uαk tal que

‖uαk − ϕ1‖ ≥ ε, ∀k ∈ N.

Porém, com os mesmos argumentos usados durante a demonstração, uαk teria uma subsequência

que convergiria para ϕ1, o que nos fornece uma contradição.

Com o objetivo de demonstrar o resultado de unicidade para extremais de T (α) provemos um

resultado de convergência.

Lema 3.6. Sejam (un), (vn) ⊂ H1(Ω) com ‖un‖, ‖vn‖ ≤ 1. Assuma que un ⇀ u e vn ⇀ v em

H1(Ω), então

(1) se αn → α < 2π, para todo p ∈ [1,∞) e q ∈ [1, 2π/α) temos

vpne
αnu2

n → vpeαu
2

em Lq(Ω),

(2) se αn → α < π, então para todo p ∈ [1,∞) e q ∈ [1, π/α) temos

vpne
αnu2

n → vpeαu
2

em Lq(∂Ω).

Demonstração. Provaremos o item (1) e o item (2) segue de maneira análoga. Suponhamos então

que αn → α < 2π e qαn < 2π para todo n ∈ N. Usando a desigualdade elementar

(x+ y + z)q ≤ C(xq + yq + zq) (3.2)

obtemos∫
Ω

|vpneαnu
2
n − vpeαu2|qdx =

∫
Ω

|vpneαnu
2
n − vpeαnu2

n + vpeαnu
2
n − vpeαnu2

+ vpeαnu
2 − vpeαu2|qdx

≤ C(

∫
Ω

|vpneαnu
2
n − vpeαnu2

n|qdx+

∫
Ω

|vpeαnu2
n − vpeαnu2|qdx

+

∫
Ω

|vpeαnu2 − vpeαu2|qdx)

= C(I1 + I2 + I3).
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Analisaremos separadamente cada integral. Seja s > 1 tal que sqαn < 2π, dáı, pela desigualdade

de Hölder teremos

I1 =

∫
Ω

|vpn − vp|qeqαnu
2
ndx ≤

(∫
Ω

esqαnu
2
ndx

)1/s(∫
Ω

|vpn − vp|qs
′
)1/s′

= o(1),

quando n → ∞, pois, pelo Teorema 1.4 a primeira integral no lado direito é limitada

uniformemente e, como vn ⇀ v e H1(Ω) está imerso compactamente em qualquer Lr(Ω) com

r ∈ [1,∞), vn → v em qualquer Lr(Ω) com r ∈ [1,∞).

Utilizando (1.1) teremos que

I2 =

∫
Ω

|v|pq|eαnu2
n − eαnu2|qdx ≤

∫
Ω

|v|pq|u2
n − u2|q(eαnu2

n + eαnu
2

)qdx.

Usando novamente a desigualdade em (3.2), teremos

I2 ≤ Cαn

∫
Ω

|v|pq|u2
n − u2|qeqαnu2

ndx+ C

∫
Ω

|v|qp|u2
n − u2|qeqαnu2

dx.

Logo, usando os mesmos argumentos usados para I1, I2 tende a 0 quando n→∞.

Finalmente, observe que para todos γ, β, ρ ∈ [0,∞) temos

|eγρ − eβρ| ≤ ρ|γ − β|(eγρ + eβρ) ≤ 2ρ|γ − β|emax(γ,β)ρ,

dessa forma teremos

I3 =

∫
Ω

|vpeαnu2 − vpeαu2|qdx =

∫
Ω

|v|pq|eαnu2 − eαu2|qdx ≤ 2q|αn − α|q
∫

Ω

|v|pqu2qeqmax(αn,α)u2

dx.

Como qmax(αn, α) < 2π, o Teorema 1.4 e a desigualdade Hölder nos garantem a limitação da

última integral acima. Logo, como αn → α, I3 tende a 0, o que conclui o primeiro item e, como

dito anteriormente, o segundo item segue com um racioćınio análogo.

Observação 3.2. Seja uα maximizante de Qα(u) =
∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ em {u ∈ H1(Ω) : ‖u‖ ≤ 1}.

Argumentando como no Teorema 1.6 temos que as funções maximizantes têm norma 1, o que nos

permite dizer que uα é máximo para Qα sobre o v́ınculo

S = {u ∈ H1(Ω) : J(u) = ‖u‖2 = 1}.

Logo, pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, existe λ ∈ R tal que

J ′(uα)(v) = λ(Qα)′(uα)(v), ∀v ∈ H1(Ω),
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⇒ 2〈uα, v〉 = 2λα

∫
∂Ω

uαe
αu2

αvdσ.

Podemos dizer então que existe µ ∈ R tal que

〈uα, v〉 = µ

∫
∂Ω

uαe
αu2

αvdσ, ∀v ∈ H1(Ω).

Portanto, cada maximizante uα é uma solução fraca do problema{
−∆u+ u = 0, em Ω,
∂u
∂η

= µueαu
2
, sobre ∂Ω

e

µ = µ(uα) =
1∫

∂Ω
u2
αe

αu2
αdσ

.

Como uα → ϕ1 em H1(Ω) quando α→ 0 < π, pelo Lema 3.6, u2
αe

αu2
α → ϕ2

1e
0ϕ1 = ϕ2

1 em Lq(∂Ω),

para todo q ∈ [1,∞). Com q = 1, teremos

µ(uα) =
1∫

∂Ω
u2
αe

αu2
αdσ
−→ 1∫

∂Ω
ϕ2

1dσ
= λ1, (3.3)

quando α→ 0.

Teorema 3.7. Para todo α suficientemente pequeno, ϕ1 é a única extremal para

T (α) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
∂Ω

(eαu
2 − 1)dσ, (3.4)

a qual é radial e não degenerada.

Demonstração. Faremos a prova por contradição. Se a extremal para T (α) não é única, por menor

que seja α, podemos supor que para alguma (sub)sequência α → 0 existem funções extremais

uα 6= vα para (3.4). Pela Observação 3.2, uα e vα satisfazem fracamente{
−∆uα + uα = 0, em Ω,

∂uα
∂η

= µ(uα)uαe
αu2

α , sobre ∂Ω,

{
−∆vα + vα = 0, em Ω,

∂vα
∂η

= µ(vα)vαe
αv2
α , sobre ∂Ω.

Tomando wα = uα − vα e, subtraindo as equações acima, teremos que wα satisfaz fracamente{
−∆wα + wα = 0, em Ω,
∂wα
∂η

= µ(uα)uαe
αu2

α − µ(vα)vαe
αv2
α , sobre ∂Ω.

Estudaremos o comportamento assintótico da condição de fronteira. Lembremo-nos que, pela

Proposição 3.5, uα, vα → ϕ1 e, por (3.3), µ(uα), µ(vα)→ λ1, quando α→ 0. Somando e subtraindo
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o termo µ(uα)vαe
αv2
α , obtemos

µ(uα)uαe
αu2

α − µ(vα)vαe
αv2
α = µ(uα)(uαe

αu2
α − vαeαv

2
α) + (µ(uα)− µ(vα))vαe

αv2
α . (3.5)

Analisaremos separadamente os termos do lado direito. Primeiro defina, para t ∈ [0, 1],

wα,t = vα + t(uα − vα).

Dessa forma, teremos

uαe
αu2

α − vαeαv
2
α =

∫ 1

0

d

dt
(wα,te

αw2
α,t)dt = (uα − vα)

∫ 1

0

(1 + 2αw2
α,t)e

αw2
α,tdt.

Vejamos que quando α→ 0∫ 1

0

(1 + 2αw2
α,t)e

αw2
α,tdt→ 1 em cada Lp(∂Ω). (3.6)

Note primeiro que wα,t → ϕ1 em H1(Ω), uniformemente com respeito a t ∈ [0, 1]. Aplicando

o Lema 3.6 com un = vn = wα,t, teremos wα,te
αw2

α,t → ϕ1, em cada Lp(∂Ω), quando α → 0.

Logo, pela rećıproca do Teorema da convergência dominada, para alguma subsequência temos

wαk,te
αw2

αk,t → ϕ1, q.t.p. em ∂Ω. Contudo, a convergência q.t.p. vale para toda a sequência pois,

se existisse ε > 0, um conjunto de medida positiva Γ ⊂ ∂Ω e uma subsequência tal que

|wαm,teαmw
2
αm,t − ϕ1| ≥ ε em Γ, ∀m ∈ N,

usando novamente a rećıproca do Teorema da convergência dominada, wαm,te
αw2

αm,t possuiria uma

subsequência que convergiria para ϕ1, q.t.p. em ∂Ω, o que contradiz a desigualdade acima.

Considere então

fα(x) =

∫ 1

0

(1 + 2αwα,t)e
αw2

α,tdt.

Note que, quando α → 0, (1 + 2αwα,t)e
αw2

α,t → 1, q.t.p. em ∂Ω e uniformemente em t ∈ [0, 1].

Dessa forma, fα → 1 q.t.p. em ∂Ω e, usando o Teorema da convergência dominada, conclúımos

(3.6). Podemos então escrever o primeiro termo do lado direito em (3.5) como

µ(uα)(uαe
αu2

α − vαeαv
2
α) = (λ1 + o(1))(1 + o(1))wα em L2(∂Ω). (3.7)
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Voltemos a atenção agora para o segundo termo em (3.5) e note que∫
∂Ω

vαe
αv2
αdσ −

∫
∂Ω

uαe
αu2

αdσ =

∫
∂Ω

(∫ 1

0

d

dt
(w2

α,te
αw2

α,t)dt

)
dσ

= −2

∫
∂Ω

(∫ 1

0

wα,t(1 + αw2
α,t)e

αw2
α,tdt

)
(uα − vα)dσ.

De forma análoga a (3.6), teremos∫ 1

0

wα,t(1 + αw2
α,t)e

αw2
α,tdt→ ϕ1 em L2(∂Ω).

Logo, ∫
∂Ω

vαe
αv2
αdσ −

∫
∂Ω

uαe
αu2

αdσ = −2

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))(uα − vα)dσ,

onde o(1) é entendido no sentido da norma L2(∂Ω). Usando (3.3) e a desigualdade acima, segue

que

µ(uα)− µ(vα) =
1∫

∂Ω
u2
αe

αu2
αdσ
− 1∫

∂Ω
v2
αe

αv2
αdσ

=

∫
∂Ω
v2
αe

αv2
αdσ −

∫
∂Ω
u2
αe

αu2
αdσ∫

∂Ω
v2
αe

αv2
αdσ

∫
∂Ω
u2
αe

αu2
αdσ

= −
2
∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))(uα − vα)dσ
1
λ2

1
+ o(1)

= −
2λ2

1

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))(wα)dσ

1 + o(1)

= −2λ2
1

∫
∂Ω

ϕ1 + o(1)

1 + o(1)
wαdσ

= −2λ2
1

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))wαdσ.

Unindo a igualdade acima com (3.7) e com o fato de que, pelo Lema 3.6, vαe
αv2
α = ϕ1 + o(1) em

L2(∂Ω), teremos em (3.5) que

µ(uα)uαe
αu2

α − µ(vα)vαe
αv2
α = (λ1 + o(1))(1 + o(1))wα − 2λ2

1(ϕ1 + o(1))

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))wαdσ.

Temos então que{
−∆wα + wα = 0, em Ω,
∂wα
∂η

= (λ1 + o(1))(1 + o(1))wα − 2λ2
1(ϕ1 + o(1))

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))wαdσ, sobre ∂Ω.
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Consequentemente, para ψα = wα/‖wα‖, teremos também{
−∆ψα + ψα = 0, em Ω,
∂ψα
∂η

= (λ1 + o(1))(1 + o(1))ψα + 2λ2
1(ϕ1 + o(1))

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))ψαdσ, sobre ∂Ω.
(3.8)

Como ‖ψα‖ = 1, o Teorema A.4 nos garante para alguma subsequência, teremos ψα ⇀ ψ em

H1(Ω). Note que ψ 6= 0 pois, se ψα ⇀ 0, uma vez que o Teorema B.10 nos diz que H1(Ω) está

imerso compactamente em L2(∂Ω), teŕıamos que ψα → 0 em L2(∂Ω). Pela formulação fraca de

(3.8), teŕıamos ∫
Ω

|∇ψα|2dx+

∫
Ω

ψ2
αdx =

∫
∂Ω

∂ψα
∂η

ψαdσ,

o que nos levaria a

1 = ‖ψα‖2 = (λ1 + o(1))

∫
∂Ω

(1 + o(1))ψ2
αdσ + 2λ2

1

[∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))ψαdσ

]2

= o(1),

um absurdo.

O que faremos agora é provar que o limite ψ é, ao mesmo tempo, autofunção do problema de

Steklov (2.1) associada ao autovalor λ1 e ortogonal a ϕ1, o que nos dará uma contradição. Usando

mais uma vez a formulação fraca, só que multiplicando (3.8) dessa vez por φ ∈ H1(Ω), teremos

〈ψα, φ〉 = (λ1 + o(1))

∫
∂Ω

(1 + o(1))ψαφdσ − 2λ2
1

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))φdσ

∫
∂Ω

(ϕ1 + o(1))ψαdσ.

Como ψα ⇀ ψ em H1(Ω) e ψα → ψ em L2(∂Ω), fazendo α→ 0 teremos

〈ψ, φ〉 = λ1

∫
∂Ω

ψφdσ − 2λ2
1

∫
∂Ω

ϕ1φdσ

∫
∂Ω

ϕ1ψdσ. (3.9)

Como ‖uα‖, ‖vα‖ = 1, teremos

〈ψα, uα + vα〉 =

〈
uα − vα
‖uα − vα‖

, uα + vα

〉
=
‖uα‖2 − ‖vα‖2

‖uα − vα‖
= 0,

logo, fazendo α → 0 e usando a Observação A.2 teremos 2〈ψ, ϕ1〉 = 0. Como ϕ1 é a primeira

autofunção do problema de Steklov,

0 = 〈ψ, ϕ1〉 = λ1

∫
∂Ω

ψϕ1dσ ⇒
∫
∂Ω

ψϕ1dσ = 0.
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Dessa forma, em (3.9) teremos

〈ψ, φ〉 = λ1

∫
∂Ω

ψφdσ, ∀φ ∈ H !(Ω),

ou seja, ψ é uma autofunção do problema de Steklov associada ao autovalor λ1. Pela

Proposição 2.4, existe k ∈ R tal que ψ = kϕ1 com k 6= 0, já que ψ 6= 0. Porém, como 〈ψ, ϕ1〉 = 0,

temos áı uma contradição. Portanto, temos uma única extremal para (3.4), para α suficientemente

pequeno. Consequentemente, pela unicidade, deve ser radial e igual a ϕ1 pelo Lema 3.1. O fato

de ser não degenerada segue do Teorema 3.3.

3.3 Extremais de S(α, γ) com γ = 0

Focaremos agora no seguinte problema: encontrar funções extremais para

S(α, 0) := sup
u∈H1(Ω)

‖u‖≤1

Iα(u),

onde

Iα(u) =

∫
Ω

(eαu
2 − 1)dx.

Note que a classe de diferenciabilidade do funcional Iα em H1(Ω) é a mesma do funcional Qα.

A justificativa é análoga à demonstração da Proposição 3.2.

Observe que funções constantes são pontos cŕıticos de Iα restrito à bola unitária de H1(Ω).

De fato, se u é constante com ‖u‖ = 1 existe β ∈ R tal que{
−∆u+ u = βueαu

2
, em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(3.10)

Dessa forma, sendo u também solução fraca, temos que

〈u, v〉 = β

∫
Ω

ueαu
2

vdx, ∀v ∈ H1(Ω).

Note então que, sendo J(u) = ‖u‖2, a igualdade acima pode ser escrita como

J ′(u)(v)

2
=

β

2α
(Iα)′(u)(v), ∀v ∈ H1(Ω).

Podemos dizer então que existe λ ∈ R tal que

J ′(u) = λ(Iα)′(u),
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o que nos diz que u é ponto cŕıtico de Iα sobre S = {u ∈ H1(Ω) : J(u) = ‖u‖2 = 1}. É claro

que Iα restrito às funções constantes na bola unitária é maximizado por ϕ = 1/
√
π, pois assim

como fizemos no Teorema 1.6, podemos concluir que Iα deve ser maximizado por uma função com

norma 1, e ϕ e −ϕ são as únicas funções constantes em H1(Ω) com norma 1.

Observação 3.3. Considere o problema de autovalor{
−∆u = µu, em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(3.11)

Este problema possui um número infinito e enumerável de autovalores

0 = µ1 < µ2 ≤ . . . ≤ µm ≤ . . .

tais que µm →∞. Além disso,

µ1 = inf
u∈H1(Ω)\{0}

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2

= 0,

onde esse valor é atingido por funções constantes. Seja u1 uma autofunção associada ao autovalor

µ1, o segundo autovalor de (3.11) é caracterizado por

µ2 = inf
uıH\{0}

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2

, (3.12)

onde H = {u ∈ H1(Ω) :
∫

Ω
u1udx = 0}. Esse autovalor nos ajudará a deduzir a natureza

das funções constantes como pontos cŕıticos de Iα. Para detalhes mais expĺıcitos acerca da

caracterização dos autovalores de −∆ em H1(Ω), veja [17, Theorem 8.5.2].

Teorema 3.8. Sejam ϕ = 1/
√
π a primeira autofunção e µ2 o segundo autovalor do problema

(3.11), respectivamente. Definindo α∗ = πµ2/2 temos as seguintes afirmações:

(1) se α < α∗, ϕ é máximo local não degenerado de Iα na esfera unitária de H1(Ω);

(2) se α = α∗, ϕ é ponto cŕıtico degenerado de Iα na esfera unitária de H1(Ω);

(3) se α > α∗, ϕ não é máximo local de Iα na esfera unitária de H1(Ω).

Demonstração. Defina

G(u) =

∫
Ω

(eαN(u) − 1)dx

com N(u) = u2

J(u)
= u2

‖u‖2 . O problema de maximizar Iα na bola unitária se transforma em

sup
u∈H1(Ω)\{0}

G(u).
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Calculando G′′(ϕ)(v, v) com v ∈ {u ∈ H1(Ω) : 〈u, ϕ〉 = 0}, com os mesmos argumentos usados

no Teorema 3.3 teremos

G′′(ϕ)(v, v) = 2αe
α
π

∫
Ω

v2dx

(
2α

π
+ 1− J(v)∫

Ω
v2dx

)
.

Por (3.12) teremos

µ2 = inf
u∈H\{0}

∫
Ω
|∇u|2dx∫
Ω
u2dx

,

onde H = {u ∈ H1(Ω) :
∫

Ω
ϕvdx = 0}. v ∈ H pois sendo ortogonal a ϕ com ϕ sendo solução de

(3.10) temos que

0 = 〈v, ϕ〉 = βe
α
π

∫
Ω

vϕdx⇒ 0 =

∫
Ω

vϕdx.

Logo
J(v)∫
Ω
v2dx

=

∫
Ω
|∇v|2dx+

∫
Ω
v2dx∫

Ω
v2dx

≥ µ2 + 1.

De forma análoga ao que foi feito no Teorema 3.3, se α < α∗, então G′′(ϕ)(v, v) > 0, para todo v

ortogonal a ϕ. Além disso, se ϕ fosse degenerado como ponto cŕıtico, existiria u ∈ H1(Ω) tal que

Q′(u)(w) = 0, ∀w ∈ H1(Ω),

onde Q(v) = G′′(ϕ)(v, v). Então

0 = Q′(u)(w)

= 4αe
α
π

[(
2α

π
+ 1

)∫
Ω

uwdx− 〈u,w〉
]
.

Dividindo a igualdade por 4αe
α
π obtemos

〈u,w〉 = (2αϕ2 + 1)

∫
Ω

uwdx

⇔
∫

Ω

∇u∇wdx = 2αϕ2

∫
Ω

uwdx,

para toda w ∈ H1(Ω). Dessa forma u satisfaz fracamente{
−∆u = 2αϕ2u, em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(3.13)

Usando a definição de solução fraca para o problema acima com ϕ como função teste teŕıamos u

ortogonal a ϕ. Dessa forma, u não poderia satisfazer (3.13) se µ2 >
2α
π

= 2αϕ2. Portanto, ϕ é

não degenerada se α < α∗, concluindo o item (1).

Caso α = α∗, teŕıamos G′′(ϕ)(v, v) ≤ 0 e, tomando ψ2 como autofunção do problema (3.11),
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teŕıamos Q′(ψ2) ≡ 0, logo ϕ seria ponto cŕıtico degenerado, concluindo o item (2).

Finalmente, se α > α∗, teŕıamos G(ϕ)(ψ2, ψ2) > 0. Logo, pelo Teorema C.4, ϕ não poderia

ser máximo local.

Teorema 3.9. Seja B a bola unitária de H1(Ω). Então, existe α1 tal que, para α ≤ α1, Iα restrito

a ∂B possui um único ponto cŕıtico positivo. Consequentemente, para α ≤ α1, Iα possui um único

máximo positivo, o qual é uma função constante.

Demonstração. Se u é um ponto cŕıtico positivo de Iα restrito a ∂B = {u ∈ H1(Ω) : ‖u‖2 = 1},
pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, existe λ tal que

〈u, v〉 = λ

∫
Ω

ueαu
2

vdx, ∀v ∈ H1(Ω),

ou seja, u é solução fraca do problema{
−∆u+ u = λueαu

2
, em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.

Assuma que α ≤ c < 2π. Afirmamos que u é limitada em L∞ uniformemente com respeito a α

em subintervalos compactos de [0, 2π). Observe primeiro que, tomando α > 0 e v = 1 na definição

de solução fraca, teremos ∫
Ω

udx = λ

∫
Ω

ueαu
2

> λ

∫
Ω

udx,

já que nesse caso eαu
2
> 1 e, dessa forma, λ < 1. Como ‖u‖ = 1 e H1(Ω) está imerso em qualquer

Lp(Ω) com p finito teremos que λueαu
2 ∈ Ls(Ω) para algum s > 1, pois, tomando s > 1 tal que

sc < 2π teremos, pela desigualdade de Hölder, que

λs
∫

Ω

usesαu
2

dx ≤ λs
(∫

Ω

usp
′
dx

)1/p′ (∫
Ω

epscu
2

dx

)1/p

onde p > 1 é tal que psc < 2π e 1
p

+ 1
p′

= 1 e o Teorema 1.4 garante a finitude da última

integral. Sendo ueαu
2 ∈ Ls(Ω), segue que u ∈ W 2,s(Ω) pelo Lema D.1. Logo, pela imersão dada

no Teorema B.11, conclúımos a afirmação. Defina φ = u − u, com u = 1
π

∫
Ω
udx. Escolhendo

v = φ na definição de solução fraca, temos∫
Ω

∇u∇φdx+

∫
Ω

uφdx = λ

∫
Ω

ueαu
2

φdx.

Note que ∇u = ∇φ e que
1

π

∫
Ω

φdx =
1

π

∫
Ω

(u− u)dx = 0. (3.14)
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Dessa forma, ∫
Ω

uφdx =

∫
Ω

(φ+ u)φdx =

∫
Ω

φ2dx+
1

π

∫
Ω

udx

∫
Ω

φdx =

∫
Ω

φ2dx.

Teremos então ∫
Ω

|∇φ|2dx+

∫
Ω

|φ|2dx = λ

∫
Ω

ueαu
2

φdx. (3.15)

Observe agora que ∫ 1

0

(1 + 2α(u+ tφ)2)eα(u+tφ)2

φdt = ueαu
2 − ueαu2

, (3.16)

onde o termo na integral do lado esquerdo é derivada da função g(t) = (u + tφ)eα(u+tφ)2
. Note

também que ∫
Ω

ueαu
2

φdx = ueαu
2

∫
Ω

φdx = 0.

Como u é a priori limitada em L∞(Ω), multiplicando por φ e integrando em Ω, observamos que∫
Ω

ueαu
2

φdx =

∫
Ω

(∫ 1

0

(1 + 2α(u+ tφ)2)eα(u+tφ)2

dt

)
|φ|2dx

≤ (1 + 2αC)eαC
∫

Ω

|φ|2dx.

Podemos escolher α > 0 suficientemente pequeno de forma que (1 + 2αC)eαC < µ2 + 1. Usando

que λ < 1, por (3.15) obtemos∫
Ω

|∇φ|2dx+

∫
Ω

|φ|2dx <
∫

Ω

ueαu
2

φdx < (µ2 + 1)

∫
Ω

|φ|2dx,

ou seja, ∫
Ω

|∇φ|2dx < µ2

∫
Ω

|φ|2dx.

Por (3.14) e a caracterização de µ2 em (3.12), obtemos que φ = 0 e, portanto, u é constante.

Logo, como ‖u‖ = 1, devemos ter u = ϕ. Portanto, restrito a ∂B Iα, possui um único ponto

cŕıtico positivo se α é suficientemente pequeno e, consequentemente, um único máximo positivo o

qual é uma função constante.
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Caṕıtulo 4

Simetria das extremais com peso de

Hénon

Finalizamos o nosso trabalho neste caṕıtulo respondendo a questão da simetria das funções

que realizam S(α, γ) para α em certas regiões do intervalo (0, 2π). Essencialmente a quebra de

simetria ocorre por dois motivos: a não limitação uniforme de
∫
∂Ω
eαu

2
dσ com ‖u‖ ≤ 1 como no

caso em que α ∈ (π, 2π) ou pela quebra de simetria de T (α) que ocorre quando α ∈ (π(λ2−λ1), π].

Mostramos também que se α é suficientemente pequeno, não importa o que ocorra com γ > 0, as

extremais de S(α, γ) são radiais.

Este tipo de estudo no caso Sobolev, ou seja

sup

∫
Ω

|u|p|x|γdx,

foi considerado nos artigos [30], [29] e [13]. Veja também a dissertação [16].

4.1 Quebra de simetria para γ grande

Teorema 4.1. Para todo α ∈ (π(λ2 − λ1), 2π), todas as funções extremais de S(α, γ) são não

radiais para γ suficientemente grande.

Demonstração. Escrevamos (π(λ2 − λ1), 2π) = (π(λ2 − λ2), π) ∪ {π} ∪ (π, 2π). Se α ∈ (π, 2π)

o Teorema 2.9 nos assegura que S(α, γ) > Sr(α, γ) se γ é suficientemente grande. Se α ∈
(π(λ2 − λ1), π), pelas Proposições 2.8 e 2.12 temos

lim
γ→∞

(γ + 2)S(α, γ) = T (α) e lim
γ→∞

(γ + 2)Sr(α, γ) = Tr(α).
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Pelo Corolário 3.4 temos que T (α) > Tr(α) se α ∈ (π(λ2 − λ1), π), teremos então

lim
γ→∞

(γ + 2)S(α, γ) = T (α) > Tr(α) = lim
γ→∞

(γ + 2)Sr(α, γ),

portanto S(α, γ) > Sr(α, γ) se γ é suficientemente grande. Finalmente, se α = π, a Proposição 3.5

não nos assegura que limγ→∞(γ+2)S(π, γ) = T (π), porém, note primeiro que T (α)→ T (π) quando

α → π−. De fato, suponha que uπ atinge T (π)(sua existência é assegurada pelo Teorema 1.5) e

seja α < π. Note então que indexada por α, (eαuπ − 1) forma uma sequência monótona crescente

com

sup
α

∫
∂Ω

(eαu
2
π − 1)dσ =

∫
∂Ω

(eπu
2
π − 1)dσ <∞,

dáı, pelo Teorema da convergência monótona teremos

T (π) ≥ T (α) ≥
∫
∂Ω

(eαu
2
π − 1)dσ =

∫
∂Ω

(eπu
2
π − 1)dσ + o(1) = T (π) + o(1)

quando α → π−. Portanto T (α) → T (π). Novamente pelo Corolário 3.4 teremos T (π) > Tr(π).

Pela continuidade de T (α), existe δ > 0 tal que T (π − δ) > Tr(π), então, pelas proposições 2.8

e 2.12 teremos

lim
γ→∞

inf(γ + 2)S(π, γ) ≥ lim
γ→∞

(γ + 2)S(π − δ, γ) = T (π − δ) > Tr(π) = lim
γ→∞

(γ + 2)Sr(π, γ),

portanto S(π, γ) > Sr(π, γ) se γ é suficientemente grande. Tomando então γ suficientemente

grande de modo a cobrir os três casos, conclúımos o resultado.

4.2 Unicidade de extremais de S(α, γ) para α pequeno

Nosso objetivo nessa seção é provar que extremais de S(α, γ) são radias para α suficientemente

pequeno e γ > 0, tal conclusão é feita ao obter a unicidade para extremais de S(α, γ).

4.2.1 Problema de autovalor com peso

O último resultado com respeito a simetria de funções extremais tem em sua prova a influência

de mais um problema de autovalor, mais precisamente, de algumas propriedades do primeiro

autovalor e da primeira autofunção do problema de autovalor com peso:{
−∆u+ u = λ|x|γu, em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(4.1)

Portanto, nosso foco agora consiste em exibir tais propriedades.
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Note que u ∈ H1(Ω)\{0} é solução fraca de (4.1) se, somente se,∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx = λ

∫
Ω

|x|γuvdx, ∀v ∈ H1(Ω).

Nesse caso dizemos também que u é uma autofunção do problema (4.1). Na verdade, podemos

dizer que a autofunção u satisfaz pontualmente (4.1), pois estando H1(Ω) imerso que qualquer

Lp(Ω) com p ∈ [1,∞), temos que λ|x|γu ∈ Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞), dáı, os lemas D.2 e D.5

nos garantem que u ∈ C2,β(Ω) e, analogamente ao caso da Observação 1.14, u irá satisfazer (4.1).

Para cada u ∈ H1(Ω) defina Tu : H1(Ω)→ R como

Tu(v) =

∫
Ω

|x|γuvdx.

T é claramente linear e usando a desigualdade de Hölder juntamente com a imersão de H1(Ω) em

L2(Ω) teremos

|Tu(v)| ≤
∫

Ω

|x|γ|uv|dx ≤ ‖u‖2‖v‖2 ≤ C‖v‖,

logo Tu ∈ H1(Ω)∗. Dáı, pelo Teorema A.7, existe Tu ∈ H1(Ω) tal que 〈Tu, v〉 = Tu(v) para todo

v ∈ H1(Ω), ou seja,

〈Tu, v〉 =

∫
Ω

|x|γuvdx

Fica definido então o operador

T : H1(Ω) −→ H1(Ω)

u 7−→ Tu.

Vejamos que T é um operador linear compacto e autoadjunto. T é linear pois dados u1, u2 ∈ H1(Ω)

e c ∈ R temos que

〈T (u1 + cu2), v〉 =

∫
Ω

|x|γ(u1 + cu2)vdx =

∫
Ω

|x|γu1vdx+ c

∫
Ω

|x|γu2vdx = 〈Tu1 + cTu2, v〉

para todo v ∈ H1(Ω), logo T é linear. Com respeito a continuidade temos que

‖Tu‖2 = 〈Tu, Tu〉 = Tu(Tu) =

∫
Ω

|x|γuTudx ≤ ‖u‖2‖Tu‖2 ≤ C‖u‖‖Tu‖,

logo

‖Tu‖ ≤ C‖u‖.

T é autoadjunto pois

〈Tu, v〉 = Tu(v) =

∫
Ω

|x|γuvdx = 〈Tv, u〉.
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Finalmente, vejamos que T é compacto. Seja (un) uma sequência limitada, logo, pelo Teorema A.4,

para uma subsequência temos un ⇀ u e, como H1(Ω) está compactamente imerso em L2(Ω), temos

un → u em L2(Ω). Dáı

‖Tum − Tuk‖2 = 〈T (um − uk), T (um − uk)〉

= Tum−uk(T (um − uk))

=

∫
Ω

|x|γ(um − uk)T (um − uk)dx

≤ C‖um − uk‖2‖Tum − Tuk‖

⇒ ‖Tum − Tuk‖ ≤ C‖um − uk‖2 → 0.

Logo (Tum) é de Cauchy em H1(Ω), portanto converge em H1(Ω) o que garante a compacidade

de T . Observe que pela formulação fraca do problema (4.1), se u é solução fraca teremos

〈u, v〉 = λ〈Tu, v〉 ⇒ 〈u− λTu, v〉 = 0, ∀v ∈ H1(Ω),

logo λ é autovalor de (4.1) se, e somente se,

Tu =
1

λ
u.

Dessa forma, o menor autovalor do problema (4.1) digamos λγ é o inverso do maior autovalor do

operador T digamos µγ e assim, pelo Teorema A.8 o espectro sem o 0 é composto apenas por

autovalores e, pelo Teorema A.9 temos que

1

λγ
= µγ = sup

‖u‖≤1

〈Tu, u〉 = sup
‖u‖≤1

∫
Ω

|x|γu2dx > 0. (4.2)

Vejamos que se uma função atinge o supremo acima, então ela será uma autofunção associada ao

autovalor λγ. Note primeiramente que podemos também dizer que

λγ = inf
u∈H1(Ω)\{0}

‖u‖2∫
Ω
|x|γu2dx

.

Suponha que φ atinge o ı́nfimo acima, temos então,

‖φ‖2 = λγ

∫
Ω

|x|γφ2dx.

Dada então v ∈ H1(Ω) e t ∈ R teremos que

λγ

∫
Ω

|x|γ(φ+ vt)2dx ≤
∫

Ω

|∇(φ+ vt)|2dx+

∫
Ω

(φ+ vt)2dx.
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Fazendo todas as distribuições e usando a igualdade envolvendo a norma de φ acima teremos

2tλγ

∫
Ω

|x|γvφdx+ λγt
2

∫
Ω

v2dx ≤ 2t〈φ, v〉+ t2‖v‖2.

Tomando t > 0, dividindo tudo por 2t > 0 e fazendo t→ 0+ teremos

λγ

∫
Ω

|x|γvφdx ≤ 〈φ, v〉.

Tomando t < 0, um racioćınio análogo nos dá desigualdade contrária e, portanto∫
Ω

∇φ∇vdx+

∫
Ω

φvdx = λγ

∫
Ω

|x|γφvdx,

logo φ é uma autofunção do problema (4.1) associada ao autovalor λγ.

Teorema 4.2. Seja λγ o primeiro autovalor de (4.1) e φγ autofunção associada a λγ. Então

(1) φγ > 0 ou φγ < 0 em Ω;

(2) λγ é simples, isto é, se ψ é uma autofunção associada ao autovalor λγ então existe k ∈ R
tal que ψ = kφγ;

(3) φγ é radial.

Demonstração. Suponha que φγ troca de sinal, dessa forma podemos dizer que

φγ = φ+
γ − φ−γ ,

onde

φ+
γ = max{u(x), 0} e φ−γ = max{−u(x), 0}

com φ+
γ e φ−γ não identicamente nulas. Note que

∇φ+
γ =

{
∇φγ, em {φγ > 0},

0, em {φγ ≤ 0},

Tomando como função teste v = φ+
γ na formulação fraca de (4.1) teremos∫

Ω

∇φγ∇φ+
γ dx+

∫
Ω

φγφ
+
γ dx = λγ

∫
Ω

|x|γφγφ+
γ dx.

Porém, note que ∫
Ω

∇φγ∇φ+
γ dx =

∫
{φγ>0}

|∇φ+
γ |2dx =

∫
Ω

|∇φ+
γ |2dx
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

e que, analogamente o mesmo ocorre com os outros termos da formulação, logo

‖φ+
γ ‖2 = λγ

∫
Ω

|x|γ|φ+
γ |2dx,

o que nos diz que φ+
γ é uma autofunção de (4.1) associada ao autovalor λγ. De forma inteiramente

análoga conclúımos o mesmo para φ−γ . Podemos então dizer que

{
−∆φ±γ + φ±γ = λγ|x|γφ±γ , em Ω,

∂φ±γ
∂η

= 0, sobre ∂Ω.

Vejamos que φ±γ > 0. De fato, suponha que exista x0 ∈ Ω tal que φ+
γ = 0, dessa forma φ+

γ teria

em x0 um mı́nimo em Ω, sabendo que a autofunção é regular, pelo Prinćıpio do máximo forte,

devemos ter φ+
γ constante e, nesse caso, identicamente nula o que é uma contradição já que φ+

γ é

não nula. Devemos ter então φ+
γ > 0 e de forma análoga φ−γ > 0, porém, isso contradiz o fato de

que

φ+
γ φ
−
γ = 0.

Portanto φγ não troca de sinal e devemos ter φ+
γ ≡ 0 ou φ−γ ≡ 0. Se φ−γ ≡ 0, temos φγ ≥ 0 em Ω.

Aplicando o prinćıpio do máximo novamente e de forma semelhante concluiremos que devemos

ter φγ > 0. Da mesma forma com o outro caso, o que conclui o item 1. Com respeito ao item 2,

suponha que ψ e φγ são linearmente independentes, nesse caso

dim(T − 1

λγ
Id) ≥ 2.

Aplicando o Teorema A.10 em T , podemos dizer que existe uma base ortogonal formada por

autofunções do problema (4.1). Dessa forma teremos

0 = 〈φγ, ψ〉 = λγ

∫
Ω

|x|γφγψdx.

Porém, isso não não pode ocorrer, já que φγψ > 0 ou φγψ < 0. Portanto, ψ e φγ devem ser

linearmente dependentes. O item 3 segue a mesma ideia do Teorema 2.5.

4.2.2 Unicidade de extremais para S(α, γ) com α pequeno

Provaremos agora que extremais de S(α, γ) são radias para α suficientemente pequeno. Para

isto vamos primeiramente estabelecer alguns resultados que serão usados na prova deste fato.

Lembremos que ϕ1 denota a primeira autofunção do problema de Steklov (2.1) associada ao

autovalor λ1.
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Lema 4.3. Assuma que αn → 0 e γn → +∞ quando n→∞. Então temos que

γn + 2

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)|x|γndx =

∫
∂Ω

u2dσ + o(1),

quando n→∞, uniformemente para ‖u‖ ≤ 1.

Demonstração. Usando a relação em (2.5) teremos

γn + 2

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)|x|γndx =

1

αn

∫
∂Ω

(eαnu
2 − 1)dσ − 1

αn

∫
Ω

∇(eαnu
2 − 1).x|x|γndx.

Note que
1

αn

∫
Ω

∇(eαnu
2 − 1).x|x|γndx = 2

∫
Ω

ueαnu
2∇u.x|x|γndx = o(1)

quando n→∞, pois se n é suficientemente grande para que 6αn < 2π, usando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Hölder generalizada teremos

2

∫
Ω

ueαnu
2∇u.x|x|γdx ≤ 2

∫
Ω

ueαnu
2|∇u||x|γndx

≤ 2‖u‖6‖eαnu
2‖6‖∇u‖2‖|x|γn‖6 = o(1),

já que ‖∇u‖2 ≤ ‖u‖ ≤ 1, ‖u‖6 ≤ C‖u‖, ‖eαnu2‖6 ≤ C pelo Teorema 1.4 e o último termo tende a

0 quando n→∞. Por fim, usando a desigualdade ex − 1− x ≤ 1
2
x2ex teremos∣∣∣∣ 1

αn

∫
∂Ω

(eαnu
2 − 1)dσ −

∫
∂Ω

u2dσ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

αn

∫
∂Ω

(eαnu
2 − 1− αnu2)

∣∣∣∣
≤ αn

2

∫
∂Ω

u4eαnu
2

dσ

≤ αn
2

(∫
∂Ω

epαnu
2

)1/p(∫
∂Ω

u4p′dσ

)1/p′

= O(αn),

quando n→∞, onde 1
p

+ 1
p′

= 1 com p > 1, onde, sem perda de generalidade, podemos supor que

αn é tal que pαn < π, logo

1

αn

∫
∂Ω

(eαnu
2 − 1)dσ =

∫
∂Ω

u2dσ + o(1)

e, portanto
γn + 2

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)|x|γndx =

∫
∂Ω

u2dσ + o(1).

Lema 4.4. Assuma que αn → 0, γn → +∞ quando n → +∞ e seja un extremal de S(αn, γn)

62



4. Simetria das extremais com peso de Hénon

para cada n ∈ N. Então, quando n→ +∞, temos que

γn + 2

αn
S(αn, γn)→ 1

λ1

(4.3)

un → ϕ1 em H1(Ω). (4.4)

Demonstração. (4.3) segue do lema anterior tomando o supremo. Como ‖un‖ = 1, pelo

Teorema A.4, para alguma subsequência temos un ⇀ u em H1(Ω) e, pela compacidade da imersão

H1(Ω) ↪→ Lp(∂Ω), un → u em Lp(∂Ω), dáı, por (4.3) e pelo Lema 4.3 temos

1

λ1

+ o(1) =
γn + 2

αn

∫
∂Ω

(eαnu
2
n − 1)|x|γndx =

∫
∂Ω

u2
ndσ + o(1) =

∫
∂Ω

u2dσ + o(1),

logo
∫
∂Ω
u2dσ = 1/λ1, ou seja, u é uma autofunção do problema de Steklov associada ao autovalor

λ1, dessa forma, pela Proposição 2.4 u é múltipla de ϕ1, sendo então radial e, por outro lado,∫
∂Ω

u2dσ =
1

λ1

=

∫
∂Ω

ϕ2
1dσ ⇒ u = ϕ1 em ∂Ω,

logo u = ϕ1. Além disso, lim sup ‖un‖ = 1 = ‖ϕ1‖, logo pela Proposição A.5, un → ϕ1 fortemente

em H1(Ω) e, argumentando como no final das proposições 2.8 e 3.5 a sequência inteira (un)

converge.

Se un atinge S(αn, γn), pela Proposição 1.12 temos que un é uma solução fraca do problema{
−∆u+ u = λ|x|γnueαnu2

, em Ω,
∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω,
(4.5)

ou seja,

〈un, un〉 = λ(un)

∫
Ω

|x|γnu2
ne
αnu2

ndx.

Desde que ‖un‖ = 1, temos que λ(un) satisfaz

λ(un) =
1∫

Ω
|x|γnu2

ne
αnu2

ndx
.

O lema seguinte visa explicitar o comportamento de λ(un) quando n→∞.

Lema 4.5. Assuma que αn → 0 e γn → +∞ quando n→∞. Então, quando n→∞, temos

λ(un)

γn + 2
→ λ1

Demonstração. Assim como observamos no Lema 2.7, (γn + 2)|x|γn = div(x|x|γn) e aplicando o
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Teorema da divergência como no Lema 2.7 com f = u2
ne
αnu2

n e F = x|x|γn teremos

(γn + 2)

∫
Ω

u2
ne
αnu2

n|x|γndx =

∫
Ω

u2
ne
αnu2

ndiv(x|x|γn)dx

=

∫
∂Ω

u2
ne
αnu2

ndσ −
∫

Ω

∇(u2
ne
αnu2

n).x|x|γndx.

Como un → ϕ1 e αn → 0 < π, pelo Lema 3.6∫
∂Ω

u2
ne
αnu2

ndσ =

∫
∂Ω

ϕ2
1dσ + o(1) =

1

λ1

+ o(1).

Com respeito a segunda integral temos∫
Ω

∇(u2
ne
αnu2

n).x|x|γndx = o(1)

pelo Lema 2.11. Portanto

λ(un)

(γn + 2)
=

1

(γn + 2)
∫

Ω
u2
ne
αnu2

n|x|γndx
→ 1∫

∂Ω
ϕ2

1dσ
= λ1.

Suponha que un, vn sejam maximizantes distintos de S(αn, γn), pelo Lema 4.4 temos un, vn →
ϕ1 em H1(Ω). Tome

ψn =
un − vn
‖un − vn‖

,

então, para alguma subsequência temos ψn ⇀ ψ. Note então que

〈ψ, ϕ1〉 = lim
n→∞

1

2
〈ψn, un + vn〉 = lim

n→∞

1

2

〈
un − vn
‖un − vn‖

, un + vn

〉
= lim

n→∞

1

2

‖un‖2 − ‖vn‖2

‖un − vn‖
= 0. (4.6)

Sabemos que {
−∆ϕ1 + ϕ1 = 0, em Ω,

∂ϕ1

∂η
= λ1ϕ1, sobre ∂Ω,

então pela formulação fraca do problema devemos ter

〈ϕ1, φ〉 = λ1

∫
∂Ω

ϕ1φdσ ∀φ ∈ H1(Ω),

tomando φ = ψ, por (4.6) teremos

0 = 〈ϕ1, ψ〉 = λ1

∫
∂Ω

ϕ1ψdσ ⇒ 0 =

∫
∂Ω

ϕ1ψdσ. (4.7)
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un e vn satisfazem fracamente{
−∆un + un = λ(un)une

αnu2
n|x|γn , em Ω,

∂un
∂η

= 0, sobre ∂Ω,

{
−∆vn + vn = λ(vn)vne

αnv2
n|x|γn , em Ω,

∂vn
∂η

= 0, sobre ∂Ω,

dessa forma, como

−∆(un − vn) + un − vn
‖un − vn‖

=
λ(un)une

αnu2
n|x|γn − λ(vn)vne

αnv2
n |x|γn

‖un − vn‖
,

ψn satisfazem fracamente −∆ψn + ψn = λ(un)uneαnu
2
n |x|γn

‖un−vn‖ − λ(vn)vneαnv
2
n |x|γn

‖un−vn‖ , em Ω,
∂ψn
∂η

= 0, sobre ∂Ω,

Fazendo então a formulação fraca, para toda φ ∈ H1(Ω) teremos

〈ψn, φ〉 =
λ(un)

‖un − vn‖

∫
Ω

une
αnu2

n|x|γnφdx− λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

vne
αnv2

n|x|γnφdx.

Somando e subtraindo o termo

λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

une
αnu2

n|x|γnφdx

teremos

〈ψn, φ〉 =
λ(un)− λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

une
αnu2

n|x|γnφdx− λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

(vne
αnv2

n−uneαnu
2
n)|x|γnφdx := An−Bn

(4.8)

A igualdade acima é equivalente a formulação fraca do problema, porém numa melhor forma

para estudar seu comportamento quando n→∞. Estimaremos An e Bn no lema seguinte.

Lema 4.6. Se αn → 0, γn →∞ e wn ⇀ w em H1(Ω) quando n→∞, com ‖wn‖ ≤ 1, então

lim
n→∞
〈ψn, wn〉 = λ1

∫
Ω

ψwdσ.

Demonstração. Vejamos primeiro que 〈ψn, φ〉 → λ1

∫
∂Ω
ψφdσ para toda φ ∈ H1(Ω). Para isso,

provemos que primeiramente que An → 0 quando n → ∞. De fato, com aux́ılio do Lema 4.5,

teremos

An =
1

‖un − vn‖

(∫
Ω
une

αnu2
n|x|γnφdx∫

Ω
u2
ne
αnu2

n|x|γndx
−
∫

Ω
une

αnu2
n|x|γnφdx∫

Ω
v2
ne
αnv2

n|x|γndx

)
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=
1

‖un − vn‖

(∫
Ω
v2
ne
αnv2

n|x|γndx
∫

Ω
une

αnu2
n|x|γnφdx−

∫
Ω
u2
ne
αnu2

n|x|γndx
∫

Ω
une

αnu2
n|x|γnφdx∫

Ω
u2
ne
αnu2

n|x|γndx
∫

Ω
v2
ne
αnv2

n|x|γndx

)

=
λ(un)λ(vn)

‖un − vn‖
(γn + 2)2

(γn + 2)2

∫
Ω

(v2
ne
αnv2

n − u2
ne
αnu2

n)|x|γndx
∫

Ω

une
αnu2

n|x|γnφdx

= (λ2
1 + o(1))

∫
Ω

(v2
ne
αnv2

n − u2
ne
αnu2

n)(γn + 2)|x|γn
‖un − vn‖

dx

∫
Ω

une
αnu2

n(γn + 2)|x|γnφdx.

Como já observamos antes, (γn + 2)|x|γn = div(x|x|γn), logo na última integral acima temos∫
Ω

une
αnu2

n(γn + 2)|x|γnφdx =

∫
Ω

une
αnu2

ndiv(x|x|γn)φdx,

aplicando o Teorema da divergência como no Lema 2.7 com F = x|x|γn e f = une
αnu2

nφ teremos∫
Ω

une
αnu2

ndiv(x|x|γn)φdx =

∫
∂Ω

une
αnu2

nφdσ −
∫

Ω

∇(une
αnu2

nφ).x|x|γndx.

Pelo Lema 2.11 teremos ∫
Ω

∇(une
αnu2

nφ).x|x|γndx = o(1),

e como un → ϕ1 em H1(Ω) e αn → 0 < π, pelo Lema 3.6 temos que une
αnu2

n → ϕ1 em L2(∂Ω),

dáı teremos ∫
Ω

une
αnu2

nφ(γn + 2)|x|γndx =

∫
∂Ω

ϕ1φdσ + o(1).

Vejamos agora que a primeira integral em An tende a 0. Para isto escrevamos∫
Ω

v2
ne
αnu2

n − u2
ne
αnu2

n

‖un − vn‖
(γn + 2)|x|γndx =

∫
Ω

v2
ne
αnv2

n − u2
ne
αnu2

n+u2
ne
αnv2

n+ − u2
ne
αnu2

n

‖un − vn‖
(γn + 2)|x|γndx

=

∫
Ω

(v2
n − u2

n)eαnv
2
n(γn + 2)|x|γn

‖un − vn‖
dx

−
∫

Ω

u2
n(eαnu

2
n − eαnv2

n)

‖un − vn‖
(γn + 2)|x|γndx

:= Cn −Dn.

Analisaremos Cn e Dn separadamente. Com respeito a Cn teremos

Cn =

∫
Ω

(v2
n − u2

n)eαnv
2
n(γn + 2)|x|γn

‖un − vn‖
dx

=

∫
Ω

(vn − un)(vn + un)eαnv
2
ndiv(x|x|γn)

‖un − vn‖
dx

= −
∫

Ω

ψn(vn + un)eαnv
2
ndiv(x|x|γn)dx.
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Aplicando mais uma vez o Teorema da divergência como no Lema 2.7, teremos

Cn = −
∫
∂Ω

ψn(un + vn)eαnv
2
ndσ +

∫
Ω

∇(ψn(un + vn)eαnv
2
n).x|x|γndx

= −
∫
∂Ω

(ψnune
αnv2

n + ψnvne
αnv2

n)dσ +

∫
Ω

∇(ψnune
αnv2

n).x|x|γndx+

∫
Ω

∇(ψnvne
αnv2

n).x|x|γndx.

Tendo que ψn → ψ em qualquer Lp(Ω), pelo Lema 3.6, vne
αnu2

n , une
αnu2

n → ϕ1 em qualquer Lp(Ω)

e as duas últimas integrais acima tendem a 0 pelo Lema 2.11, podemos dizer que

Cn → −2

∫
∂Ω

ψϕ1dσ + o(1) = o(1),

onde usamos também (4.7) na última igualdade. Voltando-se agora para Dn, considerando a

desigualdade |ex − ey| ≤ |x− y|(ex + ey) teremos

|Dn| ≤
∫

Ω

u2
n|eαnu

2
n − eαnv2

n|
‖un − vn‖

(γn + 2)|x|γndx

≤ αn

∫
Ω

u2
n|u2

n − v2
n|(eαnu

2
n + eαnv

2
n)

‖un − vn‖
(γn + 2)|x|γndx

≤ αn

∫
Ω

u2
n(un − vn)(un + vn)

‖un − vn‖
div(x|x|γn)dx

≤ αn

∫
Ω

u2
nψn(un + vn)(eαnu

2
n + eαnv

2
n)div(x|x|γn)dx.

Usando o Teorema da divergência como em Cn teremos

|Dn| ≤ αn

∫
∂Ω

u2
nψn(un + vn)(eαnu

2
n + eαnv

2
n)dσ − αn

∫
Ω

∇(u2
nψn(un + vn)(eαnu

2
n + eαnv

2
n)).x|x|γndx

= αn(I1 − I2).

Note então que

I1 =

∫
∂Ω

ψnu
3
ne
αnu2

ndσ +

∫
∂Ω

ψnu
3
ne
αnv2

ndσ +

∫
∂Ω

ψnvnu
2
ne
αnv2

ndσ +

∫
∂Ω

ψnvnu
2
ne
αnu2

ndσ,

usando o Lema 3.6 juntamente com o fato de que ψn e vn convergem em qualquer Lp(Ω) teremos

a convergência em todas integrais acima. Com respeito a I2, considere o seguinte termo que faz

parte de I2

I =

∫
Ω

∇(u2
nψnvne

αnu2
n).x|x|γndx.

Se distribuirmos os termos de I2 notaremos que teremos uma soma de termos semelhantes a I de

forma que o racioćınio usado para provar que I tende a 0 quando n → ∞ servirá para os outros

67



4. Simetria das extremais com peso de Hénon

termos também.

I =

∫
Ω

(∇(ψnvn)u2
ne
αnu2

n +∇(u2
ne
αnu2

n)ψnvn).x|x|γndx

=

∫
Ω

vnu
2
n∇ψn.x|x|γndx+

∫
Ω

u2
nψn∇vn.x|x|γndx+

∫
Ω

∇(u2
ne
αnu2

n)ψnvn.x|x|γndx

= A+B + C.

Como αn → 0 quando n → ∞ podemos considerar que n seja suficientemente grande para que

10αn < 2π. Em relação ao termo A, pela desigualdade de Hölder generalizada teremos

|A| ≤ ‖vn‖8‖u2
n‖8‖eαnu

2
n‖8‖∇ψn‖2‖|x|γn+1‖8

≤ K‖|x|γn+1‖8 → 0,

onde, na segunda desigualdade, a limitação do terceiro termo é dada pelo Teorema 1.4 e os outros

são limitados em H1(Ω) que está imerso em L8(Ω). De forma análoga, o termo B tende a 0. No

termo C teremos

C =

∫
Ω

ψnvn(2un∇uneαnu
2
n + 2αnu

3
n∇uneαnu

2
n).x|x|γndx

= 2

∫
Ω

ψnvnun∇uneαnu
2
ndx+ 2αn

∫
Ω

ψnvnu
2
n∇uneαnu

2
n .x|x|γndx.

Um racioćınio análogo ao usado em A só que usando a norma de L10(Ω) conclui que C tende a 0.

Dessa forma, sendo I1 limitada e I2 = o(1), como αn → 0, teremos |Dn| → 0 e, portanto An → 0.

Mostremos agora que

Bn → −λ1

∫
∂Ω

ψφdσ.

Somando e subtraindo o termo une
αnv2

n dentro da integral e usando o Lema 4.5 em

Bn =
λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

(vne
αnv2

n − uneαnu
2
n)|x|γnφdx,

teremos

Bn =
λ(vn)

‖un − vn‖
(γn + 2)

(γn + 2)

[∫
Ω

(vn − un)eαnv
2
n|x|γnφdx−

∫
Ω

un(eαnu
2
n − eαnv2

n)|x|γnφdx
]

=
(λ1 + o(1))(γn + 2)

‖un − vn‖

[∫
Ω

(vn − un)eαnv
2
n|x|γnφdx−

∫
Ω

un(eαnu
2
n − eαnv2

n)|x|γnφdx
]

= −(λ1 + o(1))

[∫
Ω

ψne
αnv2

n(γn + 2)|x|γnφdx+

∫
Ω

un(eαnu
2
n − eαnv2

n)

‖un − vn‖
(γn + 2)|x|γnφdx

]
:= −(λ1 + o(1))(En + Fn).
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Argumentando de forma semelhante a termos anteriores teremos

En =

∫
Ω

ψne
αnv2

nφdiv(x|x|γn)dx

=

∫
∂Ω

ψne
αnv2

nφdσ −
∫

Ω

∇(ψne
αnv2

nφ).x|x|γndx

=

∫
∂Ω

ψφdσ + o(1).

De forma análoga ao termo Dn, temos que Fn → 0. Logo, Bn → −λ1

∫
∂Ω
ψφdσ para toda

φ ∈ H1(Ω) e, portanto,

〈ψn, φ〉 → λ1

∫
∂Ω

ψφdσ ∀φ ∈ H1(Ω).

Note que todos os argumentos permanecem válidos caso se troque φ por wn e nesse caso teremos

〈ψn, wn〉 → λ1

∫
∂Ω

ψwdσ.

Lema 4.7. Suponha que αn → 0 e γn → +∞ quando n→∞ e seja

ψ := lim
n→∞

ψn.

Então ψ não é identicamente nula.

Demonstração. Suponha que ψn ⇀ ψ = 0, dáı, pelo Lema 4.6 teremos

1 = 〈ψn, ψn〉 → λ1

∫
∂Ω

ψ2dσ = 0,

um absurdo.

O resultado de unicidade de extremal para S(α, γ) é estabelecido a seguir.

Teorema 4.8 (Unicidade). Para α suficientemente pequeno e para todo γ > 0, o problema

S(α, γ) = sup
u∈H1(Ω)
‖u‖≤1

∫
Ω

(eαu
2 − 1)|x|γdx

possui uma única função extremal, a qual portanto é radial.

Demonstração. Suponha que o resultado não ocorre, ou seja, existem sequências αn → 0, γn > 0

e funções un, vn distintas que realizam S(αn, γn). Precisamos considerar dois casos, o caso de
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γn →∞ e γn → γ ≥ 0. Suponha primeiramente que γn →∞ e considere novamente

ψn :=
un − vn
‖un − vn‖

.

A menos de subsequência podemos supor que ψn ⇀ ψ em H1(Ω) e pelo Lema 4.6 temos

〈ψ, φ〉 = λ1

∫
∂Ω

ψφdσ,

para toda φ ∈ H1(Ω), isto é, ψ é uma autofunção do problema de Steklov associada ao autovalor

λ1, logo, pela Proposição 2.4, existe k ∈ R tal que ψ = kϕ1, onde k não é nulo pois ϕ1 6= 0 e, pelo

Lema 4.7 ψ também, por outro lado em (4.7) temos que ψ é ortogonal a ϕ1, o que nos dá uma

contradição. Suponhamos agora que γn → γ. Note que

1

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)|x|γndx→

∫
Ω

u2|x|γdx,

para todo u ∈ H1(Ω) com ‖u‖ ≤ 1. Temos |x|γn → |x|γ em qualquer Lp(Ω) e, usando a

desigualdade ex − 1− x ≤ 1
2
x2ex, temos também∣∣∣∣ 1

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)dx−

∫
Ω

u2dx

∣∣∣∣ =
1

αn

∣∣∣∣∫
Ω

(eαnu
2 − 1− αnu2)dx

∣∣∣∣
≤ αn

2

∫
Ω

u4eαnu
2

dx→ 0,

já que a última integral acima é limitada pelo Lema 3.6 e αn → 0. Dáı, usando a desigualdade de

Hölder∣∣∣∣ 1

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)|x|γndx−

∫
Ω

u2|x|γdx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

(eαnu
2 − 1)

αn
|x|γn − u2|x|γn + u2|x|γn − u2|x|γdx

∣∣∣∣∣
≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣eαnu
2 − 1

αn
− u2

∣∣∣∣∣ |x|γndx+

∫
Ω

u2(|x|γn − |x|γ)dx

≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣eαnu
2 − 1

αn
− u2

∣∣∣∣∣ dx+ ‖u2‖p‖|x|γ − |x|γn‖p′ → 0.

Denote por λγ o primeiro autovalor e por φγ a primeira autofunção positiva, normalizada em

H1(Ω) e radial do problema (4.1). Vejamos que se un atinge S(αn, γn) temos

1

αn
S(αn, γn)→ 1

λγ

un → φγ em H1(Ω).
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Tomando o supremo com respeito a ‖u‖ ≤ 1 em

1

αn

∫
Ω

(eαnu
2 − 1)|x|γndx =

∫
Ω

u2|x|γdx+ o(1)

teremos por (4.2)
1

αn
S(αn, γn)→ 1

λγ
.

un → φγ em H1(Ω) segue de forma análoga ao Lema 4.4. De forma análoga a feita na equação

(4.6), temos

〈ψ, φγ〉 = 0. (4.9)

Sendo φγ autofunção do problema em (4.1) temos 〈φγ, ψ〉 = λγ
∫

Ω
|x|γφγψdx, logo∫

Ω

|x|γφγψdx = 0. (4.10)

Observe também que, como un → φγ em H1(Ω), pelo Lema 3.6 u2
ne
αnu2

n → φ2
γ em L2(Ω), logo

(γn + 2)

∫
Ω

u2
ne
αnu2

n|x|γndx→ (γ + 2)

∫
Ω

φ2
γ|x|γdx⇒

λ(un)

(γn + 2)
→ λγ

(γ + 2)
. (4.11)

Faremos agora algo semelhante ao que foi feito no Lema 4.6 com o objetivo de alcançar uma

contradição de forma semelhante ao caso γn → ∞, porém sem a necessidade do uso repetido do

Teorema da divergência já que dessa vez temos |x|γn → |x|γ em qualquer Lp(Ω). Como em (4.8)

temos

〈ψn, φ〉 =
λ(un)− λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

une
αnu2

n|x|γnφdx− λ(vn)

‖un − vn‖

∫
Ω

(vne
αnv2

n−uneαnu
2
n)|x|γnφdx := An−Bn.

Provaremos que An → 0 e que Bn → −λγ
∫

Ω
|x|γψφdx. Agindo da mesma forma que no Lema 4.6,

porém usufruindo agora de (4.11) temos

An =

(
(λγ)

2

(γ + 2)2
+ o(1)

)∫
Ω

(v2
ne
αnv2

n − u2
ne
αnu2

n)(γn + 2)|x|γn
‖un − vn‖

dx

∫
Ω

une
αnu2

n(γn + 2)|x|γnφdx.

Pelo Lema 3.6 une
αnu2

ndx→ φγ, em L2(Ω) dáı, na última integral acima teremos∫
Ω

une
αnu2

n(γn + 2)|x|γnφdx→ (γ + 2)

∫
Ω

φγφ|x|γdx.
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Para que An → 0 basta agora provarmos que a outra integral tende a 0. Para isto escrevamos∫
Ω

(v2
ne
αnv2

n − u2
ne
αnu2

n)(γn + 2)|x|γn
‖un − vn‖

dx =

∫
Ω

(v2
n − u2

n)eαnv
2
n(γn + 2)|x|γndx

‖un − vn‖

−
∫

Ω

u2
n(eαnu

2
n − eαv2

n)(γn + 2)|x|γn
‖un − vn‖

dx

=

∫
Ω

(vn − un)(vn + un)eαnv
2
n(γn + 2)|x|γndx

‖un − vn‖

−
∫

Ω

u2
n(eαnu

2
n − eαv2

n)(γn + 2)|x|γn
‖un − vn‖

dx

=

∫
Ω

ψn(vn + un)eαnv
2
n(γn + 2)|x|γndx

−
∫

Ω

u2
n(eαnu

2
n − eαnv2

n)(γn + 2)|x|γn
‖un − vn‖

dx

= Cn −Dn.

Utilizando o Lema 3.6 juntamente com (4.10) teremos

Cn → 2(γ + 2)

∫
Ω

ψφγ|x|γdx = 0.

Utilizando a mesma ideia do termo Dn do Lema 4.6 teremos

|Dn| → 0.

Portanto An → 0. Vejamos agora que Bn → −λγ
∫

Ω
|x|γψφdx. Assim como adaptamos An do

Lema 4.6, teremos para Bn

Bn = −
(

λγ
(γ + 2)

+ o(1)

)[∫
Ω

ψne
αnv2

n(γn + 2)|x|γnφdx+

∫
Ω

un(eαnu
2
n − eαnvn)(γn + 2)|x|γnφ
‖un − vn‖

dx

]

=

(
λγ

(γ + 2)
+ o(1)

)
(En + Fn).

De forma análoga a |Dn| teremos |Fn| → 0 e

En =

∫
Ω

ψne
αnv2

n(γn + 2)|x|γnφdx→ (γ + 2)

∫
Ω

ψφ|x|γdx.

Logo

Bn → −λγ
∫

Ω

ψφ|x|γdx

e, portanto,

〈ψn, φ〉 → λγ

∫
Ω

ψφ|x|γdx.

72



4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Por outro lado, como ψn ⇀ ψ, temos 〈ψn, φ〉 → 〈ψ, φ〉, dáı

〈ψ, φ〉 = λγ

∫
Ω

ψφ|x|γdx,

ou seja, ψ é uma autofunção do problema em (4.1) associada ao autovalor λγ e, pelo item (2)

do Teorema 4.2, temos que ψ é proporcional ao φγ ao mesmo tempo em que, por (4.9), são

ortogonais, como as duas funções são não nulas temos ai uma contradição, finalizando então o

caso γn → γ. Portanto, para α suficientemente pequeno, S(α, γ) é atingido por uma única função,

a qual consequentemente é radial pelo Teorema 1.8.

Por fim, o problema de simetria da funções estremais de S(α, γ), com α∗ suficientemente

pequeno e γ∗ suficientemente grande, fica graficamente descrito da seguinte forma:

Figura 4.1: Simetria das funções extremais de S(α, γ)
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Apêndice A

Análise funcional

Proposição A.1. Seja X um espaço de Banach, X∗ seu dual e (un) uma sequência em X. Então

(1) un ⇀ u se, e somente se, f(un)→ f(u) para todo f ∈ X∗;

(2) se un → u, então un ⇀ u;

(3) se un ⇀ u, então ‖un‖ é limitada e ‖u‖ ≤ lim inf ‖un‖;

(4) Se un ⇀ u e fn → f em X∗, então fn(un)→ f(u).

Demonstração. Veja Brezis [6, Proposition 3.5].

Proposição A.2. Seja X um espaço normado e C ⊂ X convexo, então C é fechado na topologia

fraca se, e somente se, é fechado na topologia da norma.

Demonstração. Veja [6, Theorem 3.7.].

Definição A.1. Seja X um espaço normado. Considere a aplicação J : X → X∗∗ tal que

J(u)(f) = f(u), para todo u ∈ X e todo f ∈ X∗. Esta aplicação é uma isometria e, quando J é

sobrejetora, dizemos que X é um espaço reflexivo.

Teorema A.3 (Kakutani). Um espaço de Banach X é reflexivo se, e somente se, {u ∈ X : ‖u‖ ≤
1} é compacto na topologia fraca.

Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 3.17].

Teorema A.4. Em espaços reflexivos, toda sequência limitada possui uma subsequência que

converge fracamente.
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Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 3.18].

Definição A.2. Um espaço normado X é dito uniformemente convexo se, para todo ε > 0, existe

δ > 0 tal que

‖u‖, ‖v‖ ≤ 1 e ‖u− v‖ ≥ ε⇒
∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ.

Observação A.1. Todo espaço com produto interno é um espaço uniformemente convexo.

Proposição A.5. Seja X um espaço de Banach uniformemente convexo. Se

un ⇀ u e lim sup ‖un‖ ≤ ‖u‖,

então un → u.

Demonstração. Veja Brezis [6, Proposition 3.32].

Definição A.3. Dizemos que um operador linear T : X → Y é fracamente cont́ınuo se, para toda

sequência tal que xn ⇀ x em X, tem-se T (un)→ T (u) em Y .

Definição A.4. Um operador linear cont́ınuo entre espaços normados T : X → Y é dito compacto

se, para todo A ⊂ X limitado, tem-se T (A) compacto.

Observe que, sendo compacto, um operador manda sequências limitadas em sequências que

possuem subsequência convergente.

Proposição A.6. Seja T : X → Y um operador linear cont́ınuo entre espaços normados. Então

(1) se T é compacto, então T é fracamente cont́ınuo;

(2) se X é reflexivo, então T é compacto se, e somente se, é fracamente cont́ınuo.

Demonstração. Veja Botelho et al [4, Proposição 7.2.8].

Teorema A.7. (Representação de Riesz) Seja H um espaço de Hilbert. Dado f ∈ H∗, existe um

único u ∈ H tal que

f(v) = 〈v, u〉, ∀v ∈ H.

Além disso,

‖f‖H∗ = ‖u‖.

Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 5.5].

75



A. Análise funcional

Observação A.2. Voltemos a atenção rapidamente para dois fatos importantes. Se tivermos

vn ⇀ v em H1(Ω), usando as propriedades da convergência fraca juntamente com o Teorema A.7

acima teremos que

〈vn, w〉 → 〈v, w〉, ∀w ∈ H1(Ω).

Indo mais além, se vn ⇀ v em H1(Ω) e wn → w em H1(Ω), então teremos 〈vn, wn〉 → 〈v, w〉, pois

|〈vn, wn〉 − 〈v, w〉| = |〈vn, wn〉 − 〈vn, w〉+ 〈vn, w〉 − 〈v, w〉|

≤ ‖vn‖‖wn − w‖+ |〈vn − v, w〉|

≤ C‖wn − w‖+ |〈vn − v, w〉| → 0.

Definição A.5. Seja H um espaço de Hilbert e T : H → H um operador linear cont́ınuo.

Chamamos de resolvente de T o conjunto

ρ(T ) = {λ ∈ R : T − λId : H → H é uma bijeção}.

O espectro de T é o conjunto

σ(T ) = R\ρ(T ).

O conjunto de autovalores, também chamado de espectro pontual, é dado por

σp(T ) = {λ ∈ R : Ker(T − λId) 6= {0}}.

Observe que se λ é autovalor, existe u ∈ H\{0} tal que

Tu = λu.

Teorema A.8. Seja H um espaço de Hilbert real e T : H → H um operador compacto. Então

(1) 0 ∈ σ(T );

(2) σ(T )\{0} = σp(T )\{0};

(3) Se σ(T )\{0} é um conjunto infinito, então σ(T )\{0} = (λm)m∈N com λm → 0.

Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 6.8.].

Teorema A.9. Seja H um espaço de Hilbert e T : H → H um operador linear compacto e

autoadjunto. Defina

m := inf
‖u‖≤1

〈Tu, u〉 e M := sup
‖u‖≤1

〈Tu, u〉.

Então m,M ∈ σ(T ) e σ(T ) ⊂ [m,M ].
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Demonstração. Veja Brezis [6, Proposition 6.9.].

Teorema A.10 (Teorema Espectral). Seja H um espaço de Hilbert separável e T um operador

linear compacto autoadjunto. Então existe uma base ortonormal formada por autovetores de T .

Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 6.11].

Definição A.6. Sejam X ⊂ Y dois espaços normados com X ⊂ Y . Dizemos que X está imerso

continuamente em Y se a aplicação identidade Id : X → Y é um operador linear cont́ınuo, ou

seja, se existe C > 0 tal que

‖v‖Y ≤ C‖u‖X ,

para todos u ∈ X e v ∈ Y . Nesse caso, denotamos X ↪→ Y . Se Id for um operador compacto,

então dizemos que X está imerso compactamente em Y .
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Apêndice B

Espaços Lp e espaços de Sobolev

Definição B.1. Seja p ∈ [1,∞) e Ω ⊂ Rn. Chamamos de Lp(Ω) o espaço de Banach das (classes

de) funções u : Ω→ R mensuráveis tais que |u|p é integrável em Ω e

‖u‖p =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

.

Se p =∞, L∞(Ω) é o espaço de Banach das funções u : Ω→ R essencialmente limitadas e

‖u‖∞ = sup
x∈Ω

ess = inf{C ∈ R : |u(x)| ≤ C q.t.p. em Ω}.

Teorema B.1 (Continuidade absoluta da integral de Lebesgue). Seja u uma função integrável

em Ω. Então, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

V ⊂ Ω e |V | < δ ⇒
∣∣∣∣∫
V

udx

∣∣∣∣ < ε.

Demonstração. Veja Kolmogorov et al [20, p. 294].

Teorema B.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp
′
(Ω), com p ∈ [1,∞] e

1
p

+ 1
p′

= 1. Então, ∫
Ω

|uv| ≤ ‖u‖p‖v‖p′ .

Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 4.6].

Teorema B.3 (Desigualdade de Hölder Generalizada). Sejam u1 ∈ Lp1(Ω), . . . , uk ∈ Lpk(Ω), com

1

p
=

1

p1

+ . . .+
1

pk
≤ 1.

78
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Se u = u1 . . . uk, temos

‖u‖p ≤ ‖u1‖p1 . . . ‖uk‖pk .

Demonstração. Veja Brezis [6, p.118].

Teorema B.4 (Teorema da convergência monótona). Seja (un) ⊂ L1(Ω) tal que

(1) u1 ≤ . . . un ≤ . . . q.t.p. em Ω;

(2) supn
∫

Ω
un <∞.

Então un(x) converge q.t.p., digamos para u(x), com u ∈ L1(Ω) e ‖un − u‖1 → 0.

Demonstração. Veja Kolmogorov et al [20, p.296 ].

Teorema B.5 (Teorema da convergência dominada). Seja (un) ⊂ L1(Ω) tal que

(1) un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω;

(2) existe v ∈ L1(Ω) tal que, para todo n, |un(x)| ≤ v(x) q.t.p. em Ω.

Então u ∈ L1(Ω) e ‖un − u‖1 → 0.

Demonstração. Veja Kolmogorov et al [20, p.295].

Teorema B.6 (Rećıproca do Teorema da convergência dominada). Seja (un) ⊂ Lp(Ω) tal que

un → u em Lp(Ω). Então existem uma subsequência unk e uma função h ∈ Lp(Ω) tais que

(1) unk(x)→ u(x) q.t.p. em Ω;

(2) |unk(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω, para todo k ∈ N.

Demonstração. Veja Brezis [6, Theorem 4.9]

Definição B.2. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto. O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido por

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∃g1, . . . , gn ∈ Lp tais que

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giϕdx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ∀i = 1, . . . , n}.

Quando p = 2, denotamos

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Para u ∈ W 1,p(Ω), definimos ∂u
∂xi

= gi, e escrevemos

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xn

)
.
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B. Espaços Lp e espaços de Sobolev

Teorema B.7. W 1,p(Ω) é um espaço de Banach, para todo p ∈ [1,∞]. W 1,p(Ω) é reflexivo, se

p ∈ (1,∞), e é separável quando p ∈ [1,∞).

No caso p = 2, temos que H1(Ω) é um espaço de Hilbert reflexivo munido do produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

∇u∇vdx. (B.1)

Demonstração. Veja Brezis [6, Proposition 9.1.].

Observação B.1. Se (un) ⊂ H1(Ω) é tal que un → u em L2(Ω) e ∇un é limitado em L2(Ω) então

u ∈ H1(Ω)(veja Brezis[5]).

Teorema B.8. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe C1. Se V é um aberto tal que Ω ⊂ V ,

então existe um operador linear

E : W 1,p(Ω)→ W 1,p(Rn)

tal que, para cada u ∈ W 1,p(Ω):

(1) Eu = u q.t.p. em Ω;

(2) supp Eu ⊂ V ;

(3) existe C = C(p,Ω, V ) tal que

‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω).

Demonstração. Veja Evans [11, p. 254]

Teorema B.9 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe C1. Então as

seguintes imersões são compactas:

(1) se p < n, W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, np
n−p);

(2) se p = n, W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞);

(3) se p < n, W 1,p(Ω) ↪→ C0,α(Ω), para todo α ∈ (0, 1− n/p).

Demonstração. Veja Furtado [12, Teorema 4.33].
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O teorema acima é de extrema importância para a teoria dos espaços de Sobolev e das equações

diferenciais parciais. Ele gera consequências importantes neste trabalho, no caso p = n = 2. Note

que, em particular, todas essas imersões são cont́ınuas. Considere então o espaço H1(Ω). Se n = 2,

pela continuidade da imersão (2), temos que

‖u‖p ≤ C‖u‖H1 ,

para todo p ∈ [1,∞), o que nos diz que limitação em H1(Ω) implica em limitação em todo Lp(Ω).

Teorema B.10 (Traço). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado de classe C2, n ≥ 2 e p ∈ [1,∞).

Então existe um único operador, Γ : W 1,p(Ω)→ Lq(∂Ω), chamado operador traço, que é compacto

quando

(1) p < n e 1 ≤ q < (n−1)p
n−p ou

(2) p ≥ n e q ∈ [1,∞).

Demonstração. Veja Adams-Fournier [1, 5.36 Theorem].

Observação B.2. Combinando os dois teoremas acima com o resultado dado pela Proposição A.6,

percebemos que, nas devidas restrições, obter convergência fraca nos espaços de Sobolev nos dá

convergência forte em espaços Lp.

Usando a notação de multi-́ındice para derivada parcial, temos

Dβu(x) =
∂|β|u(x)

∂xβ1

1 . . . ∂xβnn
,

onde β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn e |β| = β1 + . . .+ βn.

Definição B.3. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e k ∈ N. Definimos o espaço de Sobolev W k,p(Ω) como sendo

W k,p = {u ∈ Lp(Ω) : Dβu ∈ Lp(Ω), para todo β tal que |β| ≤ k}.

Lembremos que, nessa definição, Dβu denota a derivada no sentido fraco.

Teorema B.11. Seja Ω ⊂ Rn é um aberto limitado de classe C1. Se p ≥ 1 e 0 ≤ m < k − n
p
<

m+ 1, então

W k,p(Ω) ↪→ Cm,β(Ω̄).

Demonstração. Veja Gilbarg-Trudinger [14, Theorem 7.26].
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Definição B.4. Considere Ω = B(0, r) ⊂ Rn. O espaço W 1,p
rad(Ω) é definido por

W 1,p
rad(Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : u(R(x)) = u(x), para toda rotação R}.

Nesse caso, sendo u ∈ W 1,p(Ω), dizemos que u é radialmente simétrica e seu valor depende

apenas da norma do ponto, dessa forma, sendo |x| = r, denotamos

u(x) = u(|x|) = u(r)

e ∫
Ω

u(x)dx = ωn

∫ r

0

sn−1u(s)ds,

onde ωn é a medida de Sn−1.

O espaço de funções radialmente simétricas de interesse para este trabalho é o espaço H1
rad(Ω),

onde Ω = B(0, 1) ⊂ R2. Note que, usando a fórmula acima para integração de funções radialmente

simétricas sobre bolas, se u ∈ H1
rad(Ω),

‖u‖2
2 = 2π

∫ 1

0

|u(r)|2rdr.

Além disso, note que,

|∇u(x)|2 = |∇u(|x|)|2 =

(
∂u

∂x1

(|x|)
)2

+

(
∂u

∂x2

(|x|)
)2

,

onde
∂u

∂xi
(|x|) =

∂u

∂|x|
∂|x|
∂xi

=
∂u

∂r

xi
|x|

= u′(r)
xi
|x|
,

logo |∇u(x)|2 = |u′(r)|2, o que nos dá

‖∇u‖2
2 = 2π

∫ 1

0

|u′(r)|2rdr. (B.2)
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Apêndice C

Diferenciabilidade em Espaços

Normados

Sejam X, Y espaços de normados e U ⊂ X um aberto.

Definição C.1. Seja f : U → Y uma função. Dizemos que f possui derivada de Gateaux em

a ∈ U , se para todo h ∈ X, existe o limite

lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
.

Se isso ocorre em todos os pontos de U , dizemos que f é Gateaux diferenciável.

Definição C.2. Seja f : U → Y . Dizemos que f é Fréchet diferenciável em a ∈ U se existe

Ta ∈ L(X, Y ) tal que

‖f(a+ h)− f(a)− Ta(h)‖Y = o(‖h‖X),

ou, equivalentemente

f(a+ h)− f(a)− Ta(h) = r(h),

onde r(h)
‖h‖X

→ 0 quando ‖h‖X → 0. Usaremos a seguinte notação

f ′(a) = Ta.

Note que, se f é Fréchet diferenciável em a ∈ U , então f é Gateaux diferenciável em a e vale

f ′(a)h = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
.

Definição C.3. Seja f : U → Y diferenciável em cada a ∈ U . Se a aplicação

f ′ : U −→ L(X, Y )

a 7−→ f ′(a)
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é cont́ınua, dizemos que f é de classe C1 ou que f ∈ C1(U, F ).

Proposição C.1. Se f : U → R tem derivada de Gateaux cont́ınua, então f ∈ C1(U,R).

Demonstração. Veja Willem [34, Proposition 1.3].

Definição C.4. Seja f ∈ C1(U,R). Dizemos que f tem derivada segunda de Gateaux f ′′(a) ∈
L2(X,R) se, para todos h, k ∈ X, existe

f ′′(a)(h, k) = lim
t→0

(f ′(a+ th)− f ′(a))k

t
.

O conceito de diferenciabilidade se estende naturalmente para a aplicação f ′ : U → X∗ e

f ∈ C2(U,R) se f ′ ∈ C1(U,X∗).

Definição C.5. Seja X um espaço de Hilbert e Q : X → R uma forma quadrática. Q é dita não

degenerada se existe C > 0 tal que

‖Q′(h)‖ ≥ C‖h‖,

para todo h ∈ X.

Observação C.1. Se uma forma quadrática Q é degenerada, então existe a ∈ X\{0} tal que,

para todo m > 0

‖Q′(a)‖ < m‖a‖.

Fazendo m→ 0 teremos que Q′(a) = 0.

Definição C.6. Seja f ∈ C2(U,R). Dizemos que um ponto cŕıtico a ∈ U é não degenerado se a

forma quadrática f ′′(a) é não degenerada.

Proposição C.2. Se f : U → R tem derivada segunda de Gateaux, u 7−→ f ′′(u), cont́ınua em U ,

então f ∈ C2(U,R).

Demonstração. Veja Willem [34, Proposition 1.6].

Teorema C.3 (Fórmula de Taylor). Seja f : U → R diferenciável em U e duas vezes diferenciável

em a. Então

f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ f ′′(a)(h, h) + r(h),

onde r(h)
‖h‖2 → 0 quando ‖h‖ → 0.

Demonstração. Veja Kesavan [19, Theorem 1.2.1]
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Como consequência do teorema anterior temos o seguinte resultado:

Teorema C.4. Seja f : U ⊂ X → R diferenciável em U e duas vezes diferenciável em a ∈ U . Se

f possui um máximo local em a então, para todo h ∈ X temos

f ′′(a)(h, h) ≤ 0.

Demonstração. Veja Kesavan [19, Theorem 1.4.3]

Definição C.7. Seja X um espaço de Banach, J ∈ C1(X,R) e um conjunto de v́ınculo

S = {v ∈ X : J(v) = 0}.

Suponha que, para todo v ∈ S tenhamos que J ′(v) 6= 0. Seja F ∈ C1(X,R)(C1 em S ou numa

vizinhança de S), dizemos que c ∈ R é um valor cŕıtico de F sobre S se existem u ∈ S e λ ∈ R
tais que

F (u) = c e J ′(u) = λF ′(u), ∀h ∈ X.

u é um ponto cŕıtico de F sobre S e λ é dito multiplicador de Lagrange para o ponto cŕıtico u.

Se X é um espaço de funções, a segunda equação acima corresponderá a uma equação diferencial

parcial, e dizemos que J ′(u) = λF ′(u) é a equação de Euler-Lagrange satisfeita pelo ponto cŕıtico

u sobre S.

Teorema C.5 (Multiplicadores de Lagrange). Seja X espaço de Banach, J ∈ C1(X,R) e um

conjunto de v́ınculo S = {v ∈ X : J(v) = 0}, onde para todo u ∈ S temos que J ′(u) 6= 0.

Seja F ∈ C1(X,R)(C1 em S ou numa vizinhança de S) e suponhamos que u0 ∈ S é tal que

F (u0) = supv∈S F (v). Então existe λ ∈ R tal que

J ′(u0) = λF ′(u0).

Demonstração. Veja Kavian [18, Proposition 14.3].

Teorema C.6 (Multiplicadores de Lagrange Generalizado). Sejam X um espaço de Banach e

F,G1, . . . , Gk ∈ C1(X,R). Se y0 ∈ X for um extremo de F restrito ao conjunto
k⋂
i=1

G−1
i (Gi(y0)),

então uma das alternativas ocorre:
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(1) detA(v1, . . . , vk) = 0, para quaisquer v1, . . . , vk ∈ X, onde

A(v1, . . . , vk) =


G′1(y0)(v1) G′1(y0)(v2) · · · G′1(y0)(vk)

G′2(y0)(v1) G′2(y0)(v2) · · · G′2(y0)(vk)
...

...
. . .

...

G′k(y0)(v1) G′k(y0)(v2) · · · G′k(y0)(vk)

 .

(2) Existem µi ∈ R, i = 1, . . . , k, tais que F ′(y0).v =
k∑
i=1

µiG
′
i(y0).v, para todo v ∈ X.

Demonstração. Veja Soares [31, Teorema 2.3.1.]
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Apêndice D

Resultado de Regularidade

Em todos os resultados abaixo considere Ω = B1 ⊂ R2.

Lema D.1. Seja u ∈ H1(Ω) uma solução de{
−∆u = f(x), em Ω,

∂u
∂η

= g(x), sobre ∂Ω.
(D.1)

Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ W 1,p(Ω), com p ∈ (1,∞) então u ∈ W 2,p(Ω) e

‖u‖W 2,p(Ω) ≤ C(‖f‖p + ‖g‖W 1,p(Ω)).

Demonstração. Veja Wang [33, Lemma 5.2].

Lema D.2. Seja u ∈ H1(Ω) uma solução fraca do problema{
−∆u = h(x), em Ω,

∂u
∂η

= g(x), sobre ∂Ω.
(D.2)

Se h ∈ Lp(Ω) e g ∈ W 1,p(Ω) com p ∈ (1,∞) então u ∈ C1,β(Ω̄).

Demonstração. Pelo Lema D.1, temos que u ∈ W 2,p(Ω). Pelo Teorema B.11, temos que

W 2,p(Ω) ↪→ C1,β(Ω̄),

para algum β > 0.

Lema D.3. Suponha que u ∈ H1(Ω) é uma solução de{
−∆u = h(x), em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(D.3)

Se h ∈ Cβ(Ω), então u ∈ C2,β(Ω).
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Demonstração. Veja Gilbarg-Trudinger [14].

Lema D.4. Seja u ∈ H1(Ω) uma solução de{
−∆u = h(x), em Ω,

∂u
∂η

= g(x), sobre ∂Ω.
(D.4)

Se h ∈ Cβ(Ω) e g ∈ W 1,p(Ω), então u ∈ C2,β(Ω).

Demonstração. Veja Gilbarg-Trudinger[14]

Lema D.5. Suponha que γ ≥ 1 e seja u ∈ H1(Ω) uma solução de{
−∆u = |x|γf(x), em Ω,

∂u
∂η

= 0, sobre ∂Ω.
(D.5)

Se f ∈ Cα(Ω), então u ∈ C2,α(Ω).

Demonstração. Veja Gilbarg-Trudinger [14].
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Outros resultados auxiliares

Teorema E.1 (Prinćıpio do Máximo Forte). Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) tal que −∆u+ u ≥ 0. Se u

possui um ponto de máximo em Ω, então u é constante.

Demonstração. Veja Furtado [12, Teorema 3.9].

Teorema E.2 (Lema de Hopf). Seja u ∈ C2(Ω) tal que u > 0 em Ω e −∆u+ u ≥ 0. Se x0 ∈ ∂Ω

é tal que u(x0) = 0, com u cont́ınua em x0, então

∂u

∂η
(x0) < 0.

Demonstração. Veja Furtado [12, Lema 3.7]

Teorema E.3 (Teorema da divergência). Seja F = (F1, F2) : Ω→ R2 tal que Fi ∈ C1(Ω̄). Então∫
Ω

div(F )dx =

∫
∂Ω

F.ηdσ,

onde η denota o vetor normal unitário exterior em cada ponto de ∂Ω.

Demonstração. Veja Evans [11, Theorem 1 p. 627].

Observação E.1. Note que o Teorema da divergência é válido ainda se as funções coordenadas

estiverem no espaço de Sobolev H1(Ω). De fato, suponha que Fi ∈ H1(Ω). Por Evans[11, Theorem

3, p.252] podemos dizer que existem sequências (F i
n)n ⊂ C∞(Ω̄) tais que F i

n → Fi em H1(Ω).

Considerando Fn = (F 1
n , F

2
n), pelo Teorema da divergência temos∫

Ω

div(Fn)dx =

∫
∂Ω

Fn.ηdσ.

Pela convergência em H1(Ω), as derivadas parciais das funções coordenadas de Fn convergem para

as derivadas fracas de Fi em L2(Ω) e, pela compacidade da imersão no traço, F i
n → Fi em L2(∂Ω).
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Logo, fazendo n→∞ na igualdade acima, teremos∫
Ω

div(F )dx =

∫
∂Ω

F.ηdσ.

Teorema E.4 (Identidade de Green). Sejam u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄). Então∫
Ω

∆u.vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
vdσ −

∫
Ω

∇u∇vdx.

Demonstração. Veja Evans [11, Theorema 3 p. 628].

Observação E.2. Vejamos que se u ∈ C2(Ω) e v ∈ H1(Ω), a Identidade de Green ainda funciona.

Assim como na Observação E.1, podemos tomar (vn) ⊂ C∞(Ω̄) tal que vn → v em H1(Ω). Pela

Identidade de Green, teŕıamos então∫
Ω

∆u.vndx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
vndσ −

∫
Ω

∇u∇vndx.

Como H1(Ω) está imerso compactamente em L2(Ω) e L2(∂Ω), fazendo n→∞, teremos∫
Ω

∆u.vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
vdσ −

∫
Ω

∇u∇vdx.

Teorema E.5 (Lema de Du Bois Reymond). Seja u integrável. Se∫
Ω

uφdx = 0,

para toda φ ∈ C∞0 (Ω), então u = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração. Veja Medeiros-Miranda [23, Proposição 1.3.1].
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fonctionnelle. Editions Mir, 1974. 78, 79

[21] Li, Y.; Liu, P., A Moser-Trudinger inequality on the boundary of a compact Riemann surface.

Mathematische Zeitschrift, 250 (2005), 363-386. 11

[22] Mart́ınez, S. ; Rossi, J. D., Isolation and simplicity for the first eigenvalue of the p-Laplacian

with a nonlinear boundary condition. Abstract and Applied Analysis. Hindawi, (2002) 287-

293. 24, 39

[23] Medeiros, L. A.; Miranda, M. M., Espaços de Sobolev e Iniciação aos Problemas Eĺıpticos
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