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Resumo

Neste trabalho, estudaremos existéncia, simetria e comportamento assintético das funcoes

extremais do problema

S(eny) = sup / (e — 1)|a"dz, 1)

ue H1(Q)
flull<1

onde  é a bola unitaria de R?, v, > 0. Mostraremos propriedades de simetria das extremais
quando v — oo e a — 0. Estudaremos também, pela sua influéncia no problema (1), a simetria
e comportamento assintético, quando a — 0, das funcoes extremais para a desigualdade de

Trudinger-Moser no traco, isto €,

T(a) = sup / (e — 1)do. (2)

Palavras-chave: Funcoes extremais, desigualdade de Trudinger-Moser no traco, problema de

Hénon.



Abstract

In this work, we will study the existence, symmetry and asymptotic behavior of the extremal

functions of the problem
S = swp [ (@ = 1jaPda, (1)
Q

ueHL(Q)
[lull<1

where € is the unit ball of R?, v,a > 0. We will show symmetry properties as v — oo and

a — 0. We will also study, due to its influence on the problem (1), the symmetry and asymptotic

behavior, as a — 0, of the extremal functions for the Trudinger-Moser trace inequality, that is,

T(a) = sup /m(ea”2 —1)do. (2)

uweHL(Q)
[lul<1

Keywords: Extremal functions, Trudinger-Moser trace inequality, Hénon problem.
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Introducao

Considere € a bola unitdria de R2, v, a >0 e

S(a,vy) == sup /Q(ea“2 — 1)|z|"dx. (1)

weHL(Q)
lull<1

O termo exponencial é o termo caracteristico das desigualdades do tipo Trudinger-Moser, cujos
primeiros estudos se devem principalmente a Yudovich [37], Pohozaev [20], Trudinger [32] e Moser
[24], enquanto o peso |z|7 é caracteristico dos problemas do tipo Hénon, que surgiu numa equagao
proposta por Hénon [I5] como modelo para estudos no contexto da astrofisica. Baseado no artigo
[3], o interesse deste trabalho consiste em estudar as propriedades simétricas das fun¢oes extremais
de (1), isto é, fungoes que realizam o supremo em (1). Mais especificamente, queremos descrever,
em termo dos parametros « e 7, quando ocorrerao fenomenos de quebra de simetria, isto é, quando
as funcoes que atingem tal supremo nao estao no espaco das fungoes radialmente simétricas de
H'(9), o qual denotamos por H_ (). Vérios outros estudos abordam a questdo da simetria para

fungoes extremais para funcionais com peso de Hénon como, por exemplo, [30], [29] e [13] que

sup/ |ul?|z|"dx
0

e [28] que igualmente a este trabalho aborda o caso Trudinger-Moser, porém com o supremo
tomado em H} ().

A maneira mais natural de atacar o problema é considerar a restricao de (1) a H_ ,(Q):

tratam do caso Sobolev, ou seja,

Sian)i= sup [ (€ = 1)jaPds ©)

weHL (Q)
luff<1
e analisar, para valores grandes de 7, se S(«, ) > S,(a, ), o que nos daria a quebra de simetria,
ou S(a,7y) = Sy(a,7), tendo entdo que S(a,v) é atingido por uma funcao radial. Porém, tudo
ainda depende da margem estabelecida para «. No Capitulo 1 o principal foco esta na questao
de existéncia de fungbes extremais para S(«,7) e S,(a,7). Mostraremos que a margem para o
parametro o em que se pode trabalhar nesse sentido com S(«,y) é determinada pela desigualdade

de Trudinger-Moser em H!(Q). Nesse caso, temos:



Teorema 0.1. Para todo o >0 e u € H'(Q) tem-se que e € LY(Q). Além disso,

sup /ea“2dx < 400,
Q

ueHL(Q)
llull<1

se, e somente se, o < 2mw. O supremo € alingindo sempre que é finito.
O Teorema [0.1] motiva o seguinte resultado.

Teorema 0.2. Para todo o« < 21 e v > 0,

S(a,y) = sup /(ea“Q—l)ll’I”dI
Q

ueH(Q)
llull<1

¢ atingido. Se u atinge S(a,7), entao ||ul| = 1.

Temos também a finitude de S(«,v) para o caso @ = 27 porém, nesse caso, nao se tem
a garantia de que o supremo seja realizado por alguma fungao v € H'(Q). Com respeito a
existéncia de extremais para S,(«,y) ocorre um fenomeno semelhante ao que ocorreu em outros
estudos(Ni[25], Gazzini et al[13]) nessa diregao de simetria para problema com peso de Hénon,
que é o fato da ampliagdo da margem de existéncia para uma fungao extremal sobre H! ,(Q) para

além do limite habitual, o que ocorre devido a presenga do peso |z|?. No nosso caso,

Teorema 0.3. Para todo o < 27(y +2), v > 0,

Sa) = s [ (e - plafids
Q) JQ

1
uEHTad

lull<1
¢ finito e é atingido por uma funcdao radial. Além disso, ||u|| = 1.

Com o objetivo de comparar S,(«,7) a S(a,7) para valores grandes de «, no Capitulo 2
estudaremos o comportamento assintotico destes dois termos. Um fato interessante que ocorre
nessa andlise é que o comportamento assintético de S,.(«, ) e das fungdes que o atingem podem
ser descritos em termos do primeiro autovalor e da primeira autofuncao do problema de Steklov,

que é dado por
{ —Au+u=0, em

g—“ = A\u, sobre Of).
0

Este fato nos leva primeiramente a focar nas propriedades desse autovalor e dessa autofuncao e
posteriormente compreender a construcao da sequéncia de autovalores do problema, que é feita
ao analisar niveis criticos do funcional u — [, u*do, definido em H'(Q). Unindo a andlise
assintética de S, (o, y) com algumas estimativas temos, ainda neste capitulo, o primeiro resultado

de quebra de simetria, a saber:



Teorema 0.4. Suponha que o € (m,2m). Entdo, para vy suficientemente grande, toda extremal

para S(a,7y) € ndao radial.

O capitulo é finalizado expondo o comportamento assintético de S(«, y) para a € (0, ) através

do seguinte resultado:

Proposicao 0.5. Suponha que a < 7. Entao,

lim (v 4+ 2)S(«,v) = T(a),

y—>00

onde
2

T(a) := sup / (e* —1)do.
werl (@) Jog
lufi<1

No Capitulo 3, o nosso principal foco é o estudo das desigualdades de Trudinger-Moser no
trago. Tal caminho é indicado ao unirmos as informagoes dadas pelo comportamento assintético
de S(a,7) e S.(a,7) que indicam, para « € (0,7), que quebras de simetria para S(a,~y) podem
ser geradas por quebras de simetria em T'(«). A anédlise assintética, nesse caso, passa a ser feita
para valores pequenos de «. A influéncia do problema de Steklov é ainda mais forte, a primeira

autofuncao é a tinica fungao que atinge T(a) em H] () e alguns dos principais resultados do

rad

capitulo sao obtidos olhando para essa autofuncao como um ponto critico do funcional

2

Q%(u) == /m(eo‘“ —1)do

sobre a esfera unitaria de H'(Q). Os principais resultados do capitulo sao resumidos em:

Teorema 0.6. Sejam Ay e Ay 0s dois primeiros autovalores do problema de Steklov e 1 a primeira

autofuncado, positiva, radial e normalizada em H*(S)). Entao,

(1) para todo o € (0,7(Aa — A1), @1 € um mdzimo local nao degenerado para Q% na esfera
unitdria de HY(Q);

(2) para todo o € (w(Ag — A1), 7|, todos os mazimizantes de Q% na esfera unitdria sio ndao

radiais;
(8) para todo « suficientemente pequeno, p; € o unico mazimizante de Q% na esfera unitdria.

No Capitulo 4, finalizamos o trabalho voltando a questao da quebra de simetria para o problema

com peso de Hénon. Os principais resultados desse capitulo sao:
Teorema 0.7. Sejam A1, Ay 0s dois primeiros autovalores do problema de Steklov. Entao,

(1) para todo o € (m(Ay — A1),27m), todos os extremais de S(a,7y) sao nao radiais, para -y

suficientemente grande;



(2) para todo o suficientemente pequeno e todo vy > 0, S(«,y) possui uma unica extremal, a qual

¢ radial.

Esclarecendo os fatos que geram tais quebras de simetria. No item (1), hé influéncia direta
do Teorema e do item (2) do Teorema [0.6l No item (2), a prova é feita por contradigao,
onde supomos a existéncia de sequéncias «a,, — 0, v, — oo(ou v, — v > 0) e uy,, v, extremos
distintos para S(a,, V,), sendo necessarias uma série de estimativas e andlises de comportamento
assintotico quando n — 00, que sao expressos num conjunto de lemas e, ao obter a unicidade,

concluimos que este tnico extremo deve ser radial.



Capitulo 1

Existéncia de Extremal

Neste capitulo trataremos a questao da existéncia de fungoes extremais radiais e nao radiais

para
S(a,y) = sup /(ea“2 — 1)|z|"dx.
Q

ueHL(Q)
[lull<1

Como esperado, tal questao é diretamente influenciada pela existéncia de fungoes que atingem o
supremo na desigualdade de Trudinger-Moser em H!'(Q2). No que segue, | - || sempre denotara a

norma de H'(Q2) onde Q ¢é bola unitdria de R

1.1 Desigualdades de Trudinger-Moser

Nesta segao o nosso foco serd estabelecer a desigualdade de Trudinger-Moser em H'(S),
dando atencao também para a desigualdade no trago. Tais resultados moldarao grande parte
das restrigoes ao termo « ao longo de todo o trabalho.

Em Hj(f2) a seguinte desigualdade de Trudinger-Moser ¢ vélida

Teorema 1.1. Seja Q C R?* um aberto limitado. Para todo o > 0 e u € HL(Q) tem-se que
e e LY(Q). Além disso,
2
sup / e dr < 0o
ueH}(Q) JQ

[IVullg<1

se, e somente se, o < 4.

Demonstragao. Veja Moser [24, Theorem 1].
[

Além do resultado acima, para provar a desigualdade de Trudinger-Moser em H(2)

precisaremos do auxilio de alguns lemas.



1. Existéncia de Extremal

Lema 1.2. Definamos

Ay ={a: sup e dx < oo},

ueVy

IVulla<1

onde
Vi={ue H(Q) :/udx:()},
Q
e
Ay ={a: sup / e do < oo},
u€ Vo

IVullz<1

onde

ng{ueHl(Q):/ udo = 0}.
o9
Entao sup A; = 27w e sup Ay = 7.

Demonstracao. Veja Adimurthi-Yadava [2, Lemma 3.1 and 3.2].

Para L > 0 el € (0, L) considere a familia de funges definida por:

log(¥), se 0<|z| <1,

"
1/2» 5€ ZS |:B| S Lv
0, se |z|> L.
Uma familia de fungoes nesta forma é conhecida como sequéncia de Moser.

Lema 1.3. Para todo zy € 99 existe L > 0 tal que para cada [ € (0, L) existe w; € H'(2) tal

que
(1) w; >0, supp w; C B(wg, L) N Q;
(2) flwill = 1;
(3) para todo z € B(zo,1) NQ, w; é constante e w}(z) = Llog £ + O(1) quando I — 0.

Demonstracao. Veja Adimurthi-Yadava [2, Lemma 3.3].

Tal sequéncia se trata de m;(z — xg) restrita a ) e normalizada.

Em H'(Q) temos a seguinte desigualdade de Trudinger-Moser:



1. Existéncia de Extremal

Teorema 1.4 (Trudinger-Moser). Para todo o > 0 e u € H'(Q) tem-se que e € LY(Q). Além
disso,
2
sup /eo‘“ dr < 400,
Q

ueHL(Q)
llull<1

se, e somente se, o < 2mw. O supremo € atingindo sempre que € finito.

Demonstracao. Vejamos primeiramente que e’ ¢ LY(2) para todo o > 0. Seja r > 0 tal que
Q C B(0,7) e note que H'(Q)) = H = {ulq : u € HL(B(0,7))}. De fato, dada u € H'(f2), pelo
Teorema B.8] existe v € H(R™) tal que

u=vqtp emQ, suppvC B0,r) e |[v]|mmr <Clul.

Nesse caso temos v € H'(R") = H}(R"). Como o suporte de v estd em B(0,7), temos
v € H}(B(0,r)), logo u € H. A inclusdo contréria é ébvia. Segue do Teorema que, sendo
uw e HYB(0,r)), tem-se e®*’ € L'(B(0,r)) para todo a > 0, consequentemente, e*** € L'(f)
para todo o > 0 e u € H'(Q).

Counsidere

S, = sup / e dy
Q

ueH1(Q)
lul<1

e o conjunto A} = {a : S, < oo} e vejamos que sup A] = 27. Sejam « < 27, ¢ > 0 tais que

a(l+¢)? < 2m,

2,,2
Cy= sup |m(u)| e Cy= sup /GQ(HS) 7 de,
ue HL(Q) peHL(Q), IVel2<1 JQ
lull <1 m()=0

onde m(u) = ﬁ Jq udz. Pelo Lema (1.2 temos que Cy < oo e a finitude de C} segue da imersao de

H'Y(Q) em L'(Q). Sejau € H'(Q) tal que [lul| <1 e ¢ =u—m(u), note entdo que ¢ € V; pois

1 1
cpd:r:/<u——/udm)dx:/udx——/udx/dxzo,

além disso, temos Vi = Vu, logo ||Ve|2 < 1. Portanto teremos

/ e dy = / eoetmw)® go
Q Q

2 2
</€a(<p +20C1+C1)
Q

Notemos entao que
e'/? 2 ?
2@01 = 2@0011—/2 S (3 —+ )
€ €



1. Existéncia de Extremal

dai,
1 2
©* 4+ 20C) +C? < p*(1+)* + C? (1+g) ,

o que nos da

/ e d < / P17 ORI 4y < Cpen 02,
Q Q

logo @ € A} sempre que @ < 27 e assim sup A} > 27. Suponha entao que sup A] > 27 e seja

e > 0 tal que o = (1+¢)27 < sup A}. Temos entao nesse caso S, < 0o. Sejam zy € I e w; como

no Lema [I.3] daf
Sy > / e dy
Q

> i (o) / dx
B(IQ,Z)QQ

- |B(x0; l) N Q’€(1+5)2ﬂ'(% log(%)+o(1))

12 L 2(1+¢)
() (7)o

quando [ — 0, o que é uma contradicao, portanto sup A} = 27, o que prova que S, < 00 se o < 27
e que S, = oo se a > 27. A prova da finitude e atingibilidade para o caso a = 27 é delicada
e uma prova pode ser vista em Yang [36, Corollary 1.3]. Verifiquemos entéo a atingibilidade do
caso a < 2m. Sejam u,,u € H*(Q) com |[u,]],||u]| <1 e u, — u. Note que pelo Teorema do valor

médio, para todo z,y € R com z < y existe t € (z,y) tal que

¥ —e"| < e'ly — x|,

le¥ —e®| < eV|ly — x| < (¥ +€e%)|y — z. (1.1)

2 2
/eo‘“"dx—/eo‘“ dx
Q Q

Seja p > 1 tal que pa < 27, pela desigualdade de Holder teremos

1/p'
/eau%\ui — u?|dr < (/ epa“%dx) (/ |u? — u?|? dm) .
Q Q

Como sup A} = 27, podemos dizer que existe C' tal que

) 1/p
(/ epo‘“nd:v) < (C.
0

<a /Q(eo‘“i + ea“2)|ui — u?|dz.



1. Existéncia de Extremal

Como a imersao H'(Q2) — LP(2) é compacta para todo p € [1,00) pelo Teorema , temos pela
Proposicao que u, — u em qualquer LP(Q2) e, dessa forma,

) 1/p
(/ lu? — u?|P dx) =o(1).
Q

/ e u? — u?|dx = o(1)
Q

Logo

e, analogamente,

/ e |u2 — u?|dz = o(1).
0

~ . 2 , , T
Temos entao que o funcional u — [, e** dz é fracamente continuo sobre a bola unitéria de H'()
e, como a bola é compacta na topologia fraca pelo Teorema[A.3], o funcional assume um méximo,

o conclui atingibilidade para o caso o < 27. [
No traco, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5 (Trudinger-Moser- traco). Para todo a > 0 e u € H'(Q) tem-se que e* € L'(9Q).

Além disso,

sup / ea“2d0<+oo,
) Joo

weHL(Q
lull<1

se, e somente se, a« < w. O supremo € atingindo sempre que € finito.

~ . . 2 .
Demonstragao. Considere o conjunto A, = {a : sup.cui(o fm e do < o0}, Sejaa<m e >0
llufl <1

tal que a(1+¢e)? <

Ci= sup |u(u)] e Cy= sup / e+l g
0

ue HL1(Q) IVella<1
lull<1 n(p)=0

onde p(u) = ﬁfm udz. Pelo Lematemos que Cy < 0o. Seja u € H'(Q) tal que |lul| < 1e
¢ = u — pu(u), note entdo que ¢ € V5 pois

1 1
d:v:/ (u—— udx)dmz/ udr — —— uda:/ dr =0,
/M oa\ 109] Joo o 10 Joa oo

além disso, temos Vo = Vu, logo ||V||2 < 1. Portanto teremos

/ % :/ eoletu()? 15
a0 a0

2 2
< / ea(tp +2<pC’1+Cl)d0_.
o

10



1. Existéncia de Extremal

Notemos entao que
£1/2

Ct
2@01—29001 1/2 _9054'—

dai,

1\ ?
©* 4+ 20C) +C? < p*(1 4+ )+ C? (1+E> ,

2
o0 0 €

logo o € A} e assim sup A, > 7. Suponha agora entao que sup A, > 7 e sejam £ > 0 tal que

o que nos da

a=(l+e)mr <supAe
C3 = sup / e do < oo.
o9

uweHL(Q)
llul[<1

Sejam xg € 9 e w; como no Lema [1.3] daf

Cg > / ea“’f do
oQ

> e (@o) / do
B(QZO ,l)ﬂaﬂ

> | B(o, 1) N 901wt @)
— |B(x0,1) N 8Qe1+m(z log(£)+0(1))

L (1+e)

quando [ — 0, o que é uma contradi¢ao, portanto sup A, = 7. A finitude e atingibilidade para o
caso a = 7 pode ser encontrada em Li et al [21] (veja também [35]). A atingibilidade para o caso
a < 7 é andloga ao caso do Teorema . Vejamos agora que para todo o e u € H'(Q) temos

e € L1(09). Seja e > 0 tal que 5c > a. Para cada zg € 0 seja V,,, um aberto em €2 tal que
(i) 0V,, é suave;
(i) o € int(OV,, N ON);
2

(i) flullFn (Vo) S €7

O item (zii) é justificado pelo Teorema . Pela compacidade de 02 podemos tomar uma

subcobertura Vi, ..., V, obedecendo aos 3 itens acima. Dessa forma, gragas ao item (4ii), temos
u||2 1
— = < 1.
H5HHI(V) 52H HHl -

11



1. Existéncia de Extremal

Note que pelo que provamos anteriormente temos

us u 2
/ ef(?) do < oo.
aV;

Como - > a, teremos

1.2 Desigualdade de Trudinger-Moser com peso

Nesta se¢@o, vamos considerar desigualdades de Trudinger-Moser envolvendo peso do tipo |z|”

com v > 0, conhecido na literatura como peso do tipo Hénon. Precisamente, considere

S(a,y) = sup /(ea“2 —1)|x|"dx.
Q

ueH1(Q)
llull<1

Se o < 2w e v > 0, pelo Teorema [1.4] temos que S(av, ) < c0.

Definamos também

Si(a,) = sup / (™~ 1)[a"de,
Q

uEH%ad(Q)
llull<1

temos claramente que S,(a,7v) < S(a,7). Uma questdo natural é analisar quando teremos

Sr(a,y) = S(a, ) ou Sy(a,y) < S(a, 7). Este serd o nosso objetivo principal neste trabalho.

1.2.1 Existéncia de extremal em H'(()

Teorema 1.6. S(«,7) € atingido para todo o« < 2w e v > 0. Além disso, se u atinge S(«a,7),

entao ||ul| = 1.

Demonstragao. Pela definicao de S(a,7) existe uma sequéncia (u,) C H'(Q) tal que ||u,|] < 1e

S(o,y) -~ < /Q(ew% —1)|z["dz < S(a, 7). (1.2)

A menos de subsequéncia, podemos supor que u,, — u. Afirmamos que

Sla, ) = /Q (¢ — 1)[2"dz. (1.3)

12



1. Existéncia de Extremal

Usando a desigualdade ([1.1)), teremos

/(ewi — )|z dx — /(ewf — 1|z dx
Q Q

/|€au —6au2|dl’

<a [ (@ e~ o?lda,
Q

Desde que o < 27, podemos tomar p > 1 tal que pa < 27w. Logo, pela desigualdade de Holder

) ) 1/p ) 1/p'
/ e“n|u? — u?|dr < (/ e”a“"dm) (/ |u? — u?|P dx) :
Q Q Q

Pelo Teorema [I.4] existe C' > 0 independente de n tal que

) 1/p
</ epo‘“"dx> <C, VneN.
0

Por outro lado, usando que a imersao H'(Q) — LP(Q) é compacta para todo p € [1,00) temos

temos

que u, — u em LP(Q) para todo p € [1,00). Consequentemente, temos que

(/ 2 — 2|pda:> o),

/ enu? — u?|dz = o(1).
0

De forma inteiramente andloga temos

1/p
/eo‘uzlui —u?|dx < </ epa“Qda:> (/ lu2 — 2| da:) =o(1).
Q Q

lim [ (e —1)|z]'dz = /(eo‘“2 — 1)|z|"dx.
Q

n—o0 0

Assim, obtemos

Portanto

Tomando o limite em (|1.2)) tem-se que (1.3 é valido. Ademais, pela semicontinuidade da norma
e o fato de que S(a,v) > 0 obtemos que 0 < ||u|| < 1. Suponha por contradigao que ||ul| < 1 e

tome v = u/||u||. Assim teremos

[ = 0iapan = [ (e = lefrae = [ @ = e ) apd > 0
Q Q Q

jé que ||u|| < 1. Logo,

e = e > S(a,),
Q

13



1. Existéncia de Extremal

que contradiz a defini¢do de S(a, ) e portanto |lul| = 1. O

1.2.2 Existéncia de extremal em H} ()

Nesta secao, pretendemos analisar a atingibilidade de

Sy(a,y) = sup /(eo‘“’2 —1)|x|"dx,
weH! (2) JQ
e

com o < 2m(y+2) ey >0.
Note que podemos ter @ > 27 e assim nao podemos usar Teorema para garantir que

Sy(a,7y) < oo. Para isto, vamos precisar da seguinte versao Lema de Strauss:

Lema 1.7. Para toda u € H!

rad

(), existe C' > 0 tal que

)] < (€ + = (= Toglal)* )l

para todo z € Q\{0}.

Demonstragao. Seja x € Q\{0} e note que

u(@)] = [u(D)] < Ju(z) —u(D)] < [ [u'(r)|dr.

||

Usando a desigualdade de Holder,

Note entao que, por (B.2)),

27 1 1
/ / ' (r)|*rdrd = 27r/ [/ (r)|*rdr = ||Vul)3,
o Jo 0

logo,
1/2

[u(@)] < Ju(1) ( //|u |2rdrd9> (— log |z[)"/?

= Ju(1 )I+\/—2—W(—10g|x|)1/2||w||2

14



1. Existéncia de Extremal

Pelo Teorema existe C7 > 0 tal que

[ull 2oy < Cilfull
varfu()] < Cilull
u(1)] < Cllul.

Dai, podemos dizer que

o)) < (€4 <= loglal) ) .

]

Teorema 1.8. Para todo a < 2m(y+2) ey > 0 tem-se que S,(a,7y) < oo e é atingido por uma

fungdo radial. Se u € tal funcao, entdo u entao |jul| = 1.

Demonstragdo. Vejamos que S,(o,7y) < oo. Sejam u € HL () com [ju]| < 1ee > 0 tal que

rad
a(l +¢) < 2m(y + 2). Pelo Lema |1.7] temos

o) < (€ + = (= loglel))

s
el/2 20
< C*+ S am(—logla]) ! 4 5 (~logal)
Usando a desigualdade a? + b* > 2ab Va,b > 0, teremos
c? ¢ 1 1 l1+e¢
2O —+ —(~1 — (-1 =(1+-)C*+ —(-1 . (14
w2 < (€24 S (- togal + (- loglel)) = (142 €24 5 oglel). (1)

Considere K, = (1 + %) C?, entao

/ea“2|xl7d:v§/eaKE+°‘12trs(_1°g|x|)]x|7dx
Q Q

_ eaKs/eag¢<log|x>|x|vdx
Q

e (1.5)
_ GaKE/ (elogm) 2 |$|7dl‘
Q
= eO‘KE/ \x!”’a%dx < 00,
Q
desde que a12—tf — v < 2. Segue que S,(a,7) < 0o sempre que « < 27(y + 2).
Vejamos agora que S,.(«,7) é atingido. Provaremos que o funcional u — fQ(eO‘“2 —1)]z|7 é
fracamente continuo sobre a bola unitdria de H! (). Considere entao (u,) C H.4(Q) tal que
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1. Existéncia de Extremal

|lun]| <1 e u, — u, dai usando mais uma vez a desigualdade (1.1)), teremos

/(6““% = Dla["dz — /(ewz — D] dx| =
Q

Q

/(eo‘“% - e““z)\x|7dx

Q
< a | fup—u?|(e™ + e |a] da

Q
= a/ jup, — Pl da + a/ a2 — u2|e |2 da.

& Q
Olhando para a primeira integral acima e usando mais uma vez (|1.4]) teremos

[t et o < e [ i~ allfap=F
@ Q

14e

lte _ v < 2. Tome p > 1 tal que plas= —v) < 2, usando a

onde escolhemos ¢ tal que a4=

desigualdade de Holder teremos

1/p 1/p
/ |uZ — u2|ea“i|x|7dx < k= (/ |x|p(7_°‘12ff)dx) (/ u? — u2|p,dx) '
9) Q Q

Como 2 C R?, pelo Teorema , a imersao H'(Q) < LP(Q) é compacta para todo p € [1,00),

U, — u implica em wu,, — u em LP({2) para todo p € [1,00). Logo

/ lu? — u2]eo‘“3b|x|ydx =o(1)
Q
e, analogamente,
/ w2 — u?|e® |z dx = o(1).
Q

Portanto,

= o(1),

/(ewi — )|z dx — /(eW —1)|zdx
Q)

Q

logo o funcional u — fﬂ(eo‘“2 — 1)|z|"dx é fracamente continuo para todo o < 2mw(y + 2), o que
conclui a prova. De forma andloga ao Teorema [1.6] concluimos que o extremo pode ser tomado

com norma igual a 1. O

Observacgao 1.1. Para todo a < 27 tem-se

lim S(a,7) = (1.6)
y—+o00
e para todo a < 27m(7y + 2) tem-se
lim S,.(a,7) =0. (1.7)
~y—-+o0

De fato, seja p > 1 tal que pa < 2w e u € H*(2) tal que S(a, ) é atingido. Usando a desigualdade
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1. Existéncia de Extremal

de Holder, temos

2 2 1/p , 1/p'
St < [ elapan < ([enta) ([ 1)
Q Q Q

com 713 + % = 1. Pelo Teorema temos que a primeira integral do lado direito é limitada. Por

outro lado, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

/ |z dz — 0 quando y — oo,
Q

ja que |z|"®" — 0 quando v — oo para todo z € Q e |z < 1 em Q. Portanto, (1.6)) é satisfeito.
Para provar (1.7)), é suficiente usar a desigualdade obtida em ([1.5) para obter

Sr(a, ) < / ez < eaKS/ ]m\”‘a%daﬁ — 0 quando v — 0.
Q Q

1.3 Extremal versus solucao

Nesta secdo mostraremos que as fungoes que realizam S(a,v) e S.(a,7) sdo solugoes de
um problema eliptico. Para isto vamos precisar de alguns resultados de convergéncia e de

diferenciabilidade.

Lema 1.9. Seja (u,) C H'(Q) tal que u,, — v € H*(Q). Entao existe uma subsequéncia (u,, ) e
g € HY(Q) tal que |u,,| < g q.t.p. em .

Demonstragio. Como H'(2) estd imerso continuamente em L?*({2) temos que u, — u em L*(Q).
Pela reciproca do Teorema da convergencia dominada para uma subsequéncia temos u,, — u
q.t.p. em ). Na verdade, temos que u,, — u q.t.p. em () pois se existissem ¢ > 0, w C 2 com

|w| > 0 e uma subsequéncia (uy,,) tais que
[, () = u(z)] > €, (1.8)

para todo = € w, como u,, — u em H'(Q2) podemos repetir os argumentos acima para obter uma
subsequéncia de (uy,) convergindo para u q.t.p. em Q contradizendo (|1.8)), portanto w, — u q.t.p.
em €. Note também que podemos extrair uma subsequéncia (u,, ), que denotaremos por (uy), tal

que para todo k > 1

lugs1 — ugl] < ok

Tome
n

wn = Y g — .

k=1

17



1. Existéncia de Extremal

Temos entao

3

n
Jwal < Z [uns1 — ugl] <
k=1 k=1

<L

logo ||wpll2, [|[Vwy|l2 < 1. Dai, note que wy < ... <w, <...e, pela desigualdade de Holder
[ wade < funlafet <191
Q

Usando entao o Teorema da convergéncia mondtona w, — w q.t.p. em Q com w € L*(Q). Além
disso, pelo Teorema da convergéncia dominada w, — w em L*(Q) e como [[Vw,|2 < 1, pela
Observacao w € HY(Q). Agora, para | > k > 2, temos

() = un ()] < fun(w) = wpa ()] + -+ Juga () — wi ()] < wiea () — wea (2),
fazendo | — oo teremos para cada k > 2 que
u(z) — ur(2)| < w(x) — wp—i(z) < w(z) qt.p. em Q.
Tome g = |u| + w € H'(), temos entao

lug| < g q.t.p. em Q.

Lema 1.10. Se u, — u em H'(Q), entdo e®n — e*** em LP(Q) para todo p € [1, 00).

Demonstracao. Argumentando como no Lema [1.9 u, — u q.t.p. em €2, além disso, pelo mesmo

Lema existe uma subsequéncia (uy, ), que denotaremos por (u;) e g € H'(Q) tal que
lug| < g q.t.p. em €.

Logo e — e qt.p. em (2. Usando Teorema podemos dizer e®i < 9° € LP(Q2) para
todo p € [1,00). Dai, pelo Teorema da convergéncia dominada e®*t — e*** em LP(€). Mais do

que isso a convergéncia vale para toda a sequéncia pois se para alguma subsequéncia tivéssemos
Ot'LLl2 OC'U42 >
[T —e® ], 2 &, (1.9)

para algum & > 0, como u; — u em H'(Q), poderiamos repetir os argumentos acima para obter

uma subsequéncia de v;,, tal que eim — 2 em LP (2), contradizendo (|1.9). Portanto

2 2
eMn _y pOu
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1. Existéncia de Extremal

em LP(Q)) para todo p € [1,00). O

Observacao 1.2. Extendendo os argumentos do Lema para o trago e, para uma sequéencia
u, — u em H'(Q) também se obtém uma fungao g € H'(2) e uma subsequéncia tal que |u,, | < g
q.t.p. em 0f2. Dessa forma, com argumentos analogos ao Lemamwmbém se obtém e®un — o’
em todo LP(02) com p € [1,00).

Lema 1.11. Considere o funcional ¢ : H*(©2) — R dado por

2

Pl = [ (@ = 1jafd

Temos que ¢ € C*(H'(Q2),R).

Demonstra¢ao. Calculemos primeiro a derivada de Gateaux de ¢. Primeiro note que

p(u+th) — o(u) / G
Q

= |z|"dx
t t

comt € Reh e HY(Q). Para u,h € HY(Q) et € (0,1) fixados, defina g : R — R como

g(s) = e*@tsth)?  Usando o Teorema do valor médio em [0, 1] existe 6 € (0,1) tal que

g9(1) — g(0) = ¢'(9),

o que nos da
(e tth)® _ ooy | 217 = 20y (1 4 OtR) eI ¢z,

Note que
(ex(utth)? _ gou?)

; 2|7 = 20(u + Oth)e™ M bz " — 20me™™ h|z|"

quando t — 0 e que
20(u + Oth)e® M bz |7 < 2a(|u| + [h])e I,

onde o termo a direita estd em qualquer LP(£2) pelas imersoes de H'(€2) e pelo Teorema logo,
pelo Teorema tém-se

p(u+th) — p(u)
t

= 2a/(u + Oth)e* N Bl dr — 2a/ ue®™ h|z|dx
Q Q
quando ¢ — 0. Portanto, a derivada de Gateaux de ¢ em u numa diregao h é

A (u)(h) = 20 / e bl da
Q
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1. Existéncia de Extremal

Vejamos que a aplicagao ¢’ : HY(Q2) — H'(Q2)* é continua. Seja u, — u em H*(Q) e ||h]| < 1,
temos entao

|0 (un) () = &' (u)(R)] < 2&/Q [une™ — ue” ||| dz.

Como u,, — u em H'(Q), pela imersdao de H'(Q) em L*(Q) temos que u, — u em L*() e, pelo
Lema m, temos u,e®n — ue®” em L2(Q). Dai, como ||h|s < ||k]| < 1, pela desigualdade de

Holder temos )
3
|0 (un) (R) — @' (u)(h)| < 2 (/ |uneau% — uea“2|2d:£) — 0.
Q

Logo ¢'(u,) — ¢'(u) em H'(Q)*, sendo entdo ¢’ continua e, pela Proposicio [C.1 ¢ €
CY(H'(Q),R). O

Proposigao 1.12. Suponha que o < 27 e ug € H'(Q) é um extremal de S(c,~). Entao existe

A > 0 tal que ug € solucao fraca do problema

—Au+u = Nz ue, em Q,
J2I (1.10)
g—“ =0, sobre 0f).
"
Demonstragdo. Suponha que o < 27 e sejaug € H'(Q2) uma extremal de S(a, ), ou seja, ||ugl| = 1

e

S(a,y) = / (™% — 1)« de.

Além disso, podemos considerar uy > 0 ja que se uma funcao atinge S(a,~y) entdo seu médulo
também atinge.

Considerando o funcional ¢ : H'(£2) — R definido por

plu) = /(ew2 — Dlz["de,
Q
temos que p(ug) = S(a, ) e dessa forma wuy é maximizante de ¢ sobre o conjunto de vinculo
S={ue H'(Q): J(u) =1},

onde J(u) = ||ul|?>. Note que J'(u)(¢) = 2(u, ¢) é uma aplicagao nao nula para toda v € S com

J € C*(H'(Q),R). Pelo Lema [1.11], temos que ¢ € C*'(H'(Q),R) com
¢'(u)(h) = 2a/ ue® |z hdx, Vh e H'(Q).
0

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange obtemos Ay tal que

J,(Uo) = )\0%0,(1&0),
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1. Existéncia de Extremal

isto é,
2(ug, ¢) = 2)\0a/ uoea“3¢|x|7dx, Vo € HY(Q).
Q

Portanto,

(ug, @) = )\/ upe™S |z dx, Vo € H'(Q), (1.11)
Q

ou seja, ug > 0 é uma solugao fraca de ((1.10) com A = A\ga. Vejamos que A > 0. Tomando ¢ = wy

em (|1.11)) teremos

1

Jo uded| x| dx

Juo||* = )\/ngea“%\x]'ydx S A=

]

Proposigao 1.13. Suponha que o < 27 (y+2) e up € H},,(Q) é uma extremal de S,(a, ). Entao

existe A > 0 tal que uq é solucao fraca do problema

{ —Au+u=Azue’,  em  Q, (1.12)

g—“:(), sobre 0f).
"

Demonstragdo. Considere o funcional definido em H'(Q)

plw) = [ (e = lapds
Q
Sendo ugy extremal de S,.(«,7), temos que 4y é um maximizante de ¢ sobre o conjunto de vinculo
Sk = {u € H,,y(?) : J(u) = 1},

onde J(u) = |Jul|?>. Aplicando entao o Teorema dos multiplicadores de Lagrange o resultado segue

de forma analoga a Proposicao [1.12] O]

Proposicao 1.14. Se v > 1 os extremais de S(a, ) e S,(a, ) s@o solugoes classicas de

—Au+u = Nz[ue®, em Q,
Q, (1.13)

u>0, em
% =0, sobre 0f.
Y

Demonstragao. Pela Proposicao sabemos que se uy > 0 maximiza S(«,) ou S,(a,7y) entao

up € uma solucao fraca de

1.14
9w — (), sobre 0. ( )

2
{ —Aug + uyg = Mx| uge*, em
on
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1. Existéncia de Extremal

Como Az uee™s estd em qualquer LP(€2) com p > 1 e finito, pelo Lema up € CHP(Q). Note
que u3 também pertence C*#(Q), daf, usando a desigualdade em (1.1)) e a limitacdo de ug em €,

temos para todos z,y € )
OLU2 X ozu Oéu2 xr ocu2
|e@0® — e W] < alug(x) — ug(y)] (e 4 e 0W)) < K Jug (@) — up(y)| < Kl —yl”.

Logo e*% € C?(Q). Como produto de funcées em C?(Q) pertence a CP(Q), uee®s € CP(Q) e,
pelo Lema temos que ug € C*7(€). Vejamos que ug satisfaz pontualmente a equacio (1.14)).
De fato, considere f = /\|x]7uoeo‘“<2>, dai, dada ¢ € C§°(Q2), como uy ¢ solugao fraca de (1.14)),

usando a Identidade de Green teremos

/Q<—AUO +ug — f)pdr = /QVroqbd:c + /m %—?qﬁda + / ugpdr — /Q fodz = 0.

Logo, pelo Lema de Du Bois Reymond —Aug + ug = f q.t.p. em Q e, como ug € C?, temos esta
igualdade satisfeita em todo €). Vejamos agora que 8“0 = 0 sobre 0f). Note que pela Identidade

de Green, para toda v € H*(f2), temos

/ %vda = /(Auo —up + f)udr = 0.
a0 On Q

Tomando v = ‘96“0 concluimos que 8“0 =0 q.t.p. em 02, como uy € C', temos a igualdade sobre

0f). Finalmente, vejamos que ug > 0 em . Afirmamos primeiro que ug > 0 em €. Caso contrario,
existiria zg € € tal que ug(xg) = 0, ou seja, xy é um minimo em §2 e, pelo Principio do Maximo,
deveriamos ter ug = 0 em €2, 0o que nao ocorre pois ug # 0, ja que ||ug|| = 1. Suponha agora que
exista x; € 09 tal que ug(x1) = 0, logo ug(z1) < ug(x) para todo x € Q. Dai, pelo Lema de Hopf
deverfamos ter que % 9uo (xl) < 0, o que contradiz o fato de azj;’ =0 em 0f). Portanto, uy > 0 em €.

]
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Capitulo 2
Analise assintotica dos valores extremais

Neste capitulo estudaremos o comportamento assintético de S(a,v) e S.(«,7) quando v —
0o. A descrigao do comportamento de S,(«,7y) é influnciada pelo primeiro autovalor e pelas
propriedades da primeira autofuncao do problema de Steklov. Por isso, focaremos primeiramente
em tais propriedades e na construcao dos autovalores do problema cuja compreensao sera ttil
posteriormente. A compreensao do comportamento de S, (a, ) nos levara a primeira quebra de
simetria para a € (m,27). Lembremos que € denota a bola unitaria de R?, (.,.) denota o produto

interno de H*(2) e ||.|| sua norma induzida.

2.1 Autovalores do problema de Steklov

Considere o problema de Steklov

{ —Au+u=0, em (2.1)

% = A\u, sobre Of).
0

Dizemos que A € R é um autovalor do problema de Steklov e uw € H'(Q)\{0} é uma autofun¢ao

se,

(u, @) :/Vquod:c—i—/ugpdx: )\/ updo, Yo € HY(Q).
Q Q o9

Tomando ¢ = u, teremos

N
Joqu?do
e, portanto, A > 0.

Observagao 2.1. Uma autofungao v € H'(Q2)\{0} na verdade satisfaz pontualmente (2.1). De
fato, pelas imersoes de H'(2), temos que u € LP(2), para todo p € [1,00). Com isso, os lemas do

Apéndice D garantem que u € C%#(Q) N C14(Q). Analogamente & Proposicio teremos que
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2. Andlise assintética dos valores extremais

u ¢ uma solucao de (2.1)).

2.1.1 Propriedades do primeiro autovalor do problema de Steklov

As principais propriedades do primeiro autovalor e da primeira autofuncao a serem exibidas
sao a simplicidade do autovalor, a invariancia do sinal e a simetria da primeira autofuncao, onde
seguimos o artigo [22]. Tais propriedades serao 1teis nao apenas neste capitulo, mas em todo o
trabalho adiante.

O primeiro autovalor A\; do problema de Steklov é caracterizado por

O Ly (2.2)
we HYQV\HL(Q) o, u?do
ou
1
— = sup / u*do. (2.3)
)\1 uEb‘Tl(Q) o
[lull<1

Lema 2.1. O supremo em (2.3 é atingido.

Demonstragdo. Considere ¢ : H'(2) — R definida por

o(u) = /BQ u?do.

Afirmamos que ¢ é fracamente continuo. De fato, considere (u,) C HY(Q) tal que u, — u €
H'(Q). Desde que a imersao H'(Q) — L*(9f2) é compacta pelo Teorema B.10, temos que u,, — u
em L?(99). Portanto,

o(uy,) = / uido — u do = o(u).
o0 o0

Uma vez que B = {u € H(Q) : |Ju|| < 1} é compacto na topologia fraca pelo Teorema ©

assume méaximo em B. Consequentemente, o supremo em (2.3) é atingido. O

Lema 2.2. Uma funcio u; € H'(Q) é uma autofungao do problema de Steklov associada ao

autovalor \; se, e somente se, u; realiza (2.2]).

Demonstracao. De fato, suponha primeiro que

N
! fm u%da'

)\1/ (uy + vt)?do < / IV (uy + vt)|*dz + /(u1 + vt)2dx
20 Q Q

Dessa forma, dada v € H*(Q2) e t € R, temos que
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2. Andlise assintética dos valores extremais

/\1/ uido + 2)\125/ wvdo + Ath/ v?do < / V(uy + vt).V(uy + vt)dx + /(u1 + vt)2dx
o9 o9 o9 0 0

Hu1H2+2)\1t/mulvda+)\1t2 /89v2da§ a2 + 2t (u, v) + £2|[v]|?

2)\125/ wvdo + )\1252/ vido < 2t{uy,v) + |||
o0 o0
Se t > 0, dividindo a desigualdade acima por 2t > 0 e fazendo t — 0T, teremos

/\1/ wvdo < {ug,v).
80

Se t < 0, um raciocinio analogo conclui a desigualdade contréaria. Portanto,
)\1/ upvdo = (uy,v), Yo € H'(Q),
o0

isto é, u; é uma autofuncao associada ao autovalor A;. A reciproca é concluida tomando v = w4

na igualdade acima. O

Proposicao 2.3. Se u; é uma autofuncao associada ao primeiro autovalor A\; do problema de

Steklov ([2.1]), entdo u; > 0 ou u; < 0 em €.

Demonstra¢ao. Se u; é uma autofungao associada ao autovalor A;, |u;| é também autofuncao,
pois também atinge . Dessa forma, pela Observacao |uz| é solucao de . Vejamos que
|u1| > 0. Suponha que exista xo € €2 tal que u;(zg) = 0. Isto nos diz que xy é um minimo de |u4|.
Pelo Principio do méximo forte, |u;| = 0, o que é uma contradi¢ao pois u; é nao nula. Portanto
lu1| > 0, o que nos diz que u; ndo muda de sinal em € e u; < 0 ou u; > 0 em €. Suponha agora,
sem perda de generalidade, que u; > 0 em €2 e suponha, por contradicao, que exista xo € 0 tal

que u;(z9) = 0. Pelo Lema de Hopf deverfamos ter 24 (zy) < 0, o que é uma contradicio ao fato

on
que %—zj;(xo) = Mu(xg) = 0. Portanto, u; nao se anula na fronteira, o que conclui a prova.

]

Proposicao 2.4. )\; é simples, isto é, se u e v s@o autofuncoes associadas ao autovalor A\, entao

existe k € R tal que u = kwv.

Demonstracao. Pela Proposicao podemos assumir que u e v sao positivas em 2. Sejam

UQ—UQ U2—U2
€ T =
U v

m =
Usando 7, e ny como funcgoes testes teremos, com ¢ = 1,2,
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/VudeI—k/mudm:)\l/ niudo,
Q Q a0

2 2 2 2 22
/wv(“ U)dx:)\l/u(u U)da—/u(u “)dx
Q u o0 u Q u

=\ /aﬂ(u2 —v%)do — /Q(u2 —v?)dx

0?2 — o2
/ VoV < > dr = )\1/ (v* — u?)do — /(02 —u?)dz.
Q v o0 Q

Somando as duas equagoes acima, teremos

/VuV( )dm—f—/VvV(Qv 2)alyc:0

2 2 2 2
& / IVl — 2 VuVo + —|Vul2de +/ Vo2 — Z2VuVu + —|Vol2dz | = 0.
Q u u? Q v v?

o que nos da

e, analogamente,

uﬁ?' . ,.
Note que, sendo (In u)xj = —2 temos que uV Inu = Vu e, usando o mesmo raciocinio para v,
u

teremos

0= /Q («*|VInul|? = 20*°VInuVinov + [VInu*v? + 0*|VIno> = 2u*VInoVinu + |V Inv|*u?) dz
= /Qu2(|Vhr1u|2 +|VInv]?) = 2VInuVInv(v?* + v®) + 0*(|VInv> 4+ |V Inu|*)dx
= /Q(u2 +0?)(|[VInul? + |VInv|? — 2VInuV Inv)dz

= /(u2 +0?)|VInu — VInv|*dz,
Q

o que nos dd VInu = Vinv em Q. Logo teremos

/(ln Uy dry = /(ln V) dry = Inu — Inwv = g(x,).

Procedendo da mesma forma, sé que com respeito a xs, teremos Inu — Inv = f(x1). Nos resta

dizer entao que Inu — Inv = ¢, para alguma constante ¢ € R. Portanto,

U U
lnu—lnv:c:>ln<—):c:>—:eC=>u:k:v.
v v
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2. Andlise assintética dos valores extremais

Teorema 2.5. Se u; € H'(Q) é uma autofuncio associada ao primeiro autovalor \; do problema
(2.1), entao uy € radial.

Demonstragao. Para provarmos que u; é radial, basta provarmos que, para todo rotacao R : R? —
R? teremos ui(z) = ui(R(x)), para todo z € Q. Se u; é uma autofungao associada a \; entao,

por ([2.2)),
2
Iy
Al = —2d
Joq uido
Desde que a reciproca também é vélida, u; o R também é uma autofuncgao associada ao autovalor
A1 De fato, lembrando que rotacoes sao transformagoes lineares ortogonais, o que nos da

det R =det R =1 e que R(Q2) = 2, usando o Teorema da mudanca de variaveis, teremos

/yV(u1 oR)|2dx:/ |V (uy o R)|>det R'dx :/
Q Q R(

/(uloR)Qd:U:/u%dav e / (uloR)2dx:/ uidz,
Q Q B o9

0 que nos garante que u; o R é uma autofuncao associada a A;. Pela Proposicao [2.4] existe k € R

]Vul\zdx:/\Vu1|2da:.
Q) 0

Analogamente,

tal que ku; = u; o R. Dessa forma, note que

Assim uy(z) = (u3 o R)(x), para todo x € Q. Portanto, u; é radial. O

2.1.2 A sequéncia de autovalores do problema de Steklov

Faremos agora a construgao dos outros autovalores do problema de Steklov seguindo a construgao

da dissertacao [10].

Teorema 2.6. Eziste uma sequéncia de pares (uy,\;) € H'(Q)\{0} x R que solucionam (2.1]).
Além disso, se B € a bola unitdria fechada de H(Q) e

By=B e BJ:{UGB:/ wu;do =0, 1 <j<.J},
o0

entao

By = sup / quaz/ uido >0 e \j=p7"
o9 o0

ueEBy_1

Demonstracdao. Faremos a prova por inducao. No inicio do capitulo, ja provamos o caso J = 1.

Suponha que o resultado seja vélido para J e provemos para J + 1. Note que B é convexo, pois,
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2. Andlise assintética dos valores extremais

dadas u,v € By temos, para 1 < j < J,

/ (1 = tu+ vt)uydo = (1 — t)/ wydo + t/ vuydo = 0.
[2)9] 9] o0

0

Dessa forma, pela Proposicao |A.2] B; é fechado na topologia fraca. Desde que By C B é
compacto, cada B é compacto na topologia fraca e, como provado no inicio da capitulo, o funcional
uvr— |, 20 u?do é fracamente continuo, logo atingird méximo em Bj;. Portanto, existe u;,, € By

tal que 8741 = [, u5, do. Temos que |lu;41]| = 1 pois, se fosse menor que 1, terfamos

2 9 2 2 2
/ reug o do =1 / uJ+1d0>/ uy,do,
a0 a0 a0

1 , NN L
Hiureall S q ruy.1 € By, o que é uma contradicao a maximalidade de ;.. Defina

2wyl
Ajy1 = 6;1&. Afirmamos que (uji1,As11) € solugdo fraca para (2.1). De fato, considere os

com r =

seguintes funcionais:

J(u) = [[u]]?,  B(u) :/ uldo e fr(u) = / ugudo com 1<k <J.
o0 o0
Observe que J, B, fy € C'(H'(Q),R) e

fwmozﬂww,Bmmw=2/

o0

wodo e fi(u)(v) :/Uukda.

Q

Podemos olhar para u;; como sendo um extremo de B restrito ao conjunto

T (T (ugg1)) N [ﬂ fk_l(fk(uJ+1))] -

Pelo Teorema [C.6] um dos fatos abaixo deve ocorrer:

(1) det A(vy,...,v541) = 0, para todos vy, ...,vy1 € HY(Q), onde

[ J(use) (o) P u)(ws) - T () (vse) |
Alvr. vyer) = fl(uJJtl)(Ul) f1(UJ+:1)(Uz) f1<uJ+l:)(UJ+1) |
i frlug) (o) fr(ugen)(v) - filugia) (Vi) ]

ou

(2) existem p,pur € Ryk=1,...,J, tais que

J
B (wy41)(v) = i (1) () + Y pefi (i) (v),
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2. Andlise assintética dos valores extremais

para toda v € H'(Q). Vejamos que (2) ocorre. Pela hipétese de indugio, para todo k € {1,...,J}

teremos

' (ugir)(ue) = 2{uggr, ug) = 2/\k/

ujupdo =0 e fi(ugr)(ug) = / urdo = Bilug, ug) = B
o0

o0

Além disso,

J' (1) (1) = 2(uyg1, ugpr) = 2

e como uy 41 € By temos

Filurin) (ugsr) = / g rundo = 0.
o0

Com isso det A(uyi1,u1,...,uy) = 20y...0; > 0. Portanto, (2) deve ocorrer. Mostremos que

ps = 0, para todo s € {1,...,J}. Considere v = ug. Por (2), temos que

J

B (1) (ts) = pf (wypn) () + D pefrtergn) ()
k=1

2/ UJ+1U5dU = 2,LL<U,J+1, Us> + Z ,Uk/ usukda
o0 =1 o0

0= ZHAS/ uJ+1usda+us/ ugda
o0 9Q

0= :U’sﬂs‘

Logo, como s > 0, us = 0 para todo s € {1,...J}, assim, tomando v = w1, novamente por (2)

teremos que

B'(uys1)(ugs1) = pJ (wygr)(wys1)
/ U3+1d0 = p{Uyi1; Ussr)
o0

Brs1 = [

Dessa forma, para todo v € H*(Q), teremos B'(uy41)(v) = Br41J (ug41)(v), ou seja,

/ uyp1vdo = Byp1 (g1, v)
89

/\J+1/ wyvdo = (uyiq,v), Yo H(Q),
1)

0 que prova a afirmacao.
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2.2 Comportamento assintotico dos valores extremais

Uma das formas de atacar o problema de simetria para extremais de S(a, ) é comparéd-lo com
S,(a,7) para valores grandes de 7. Pela Observagao [L.1] sabemos que S(a,7) e S,(c, ) tendem
a 0 quando 7 — oo. Vamos agora apresentar uma descricao mais precisa do comportamento de
tais valores quando v — oo.

Denotaremos, a partir de agora, por ¢; a primeira autofungao do problema de Steklov ([2.1))
associada ao primeiro autovalor A\, a qual pode ser assumida normalizada, radial e positiva. Temos

uma importante relacao entre ¢, e Ay a ser usada posteriormente, a saber

1
— = sup / udo = / pido = 2mpl(1) & i(1)
A o0 o0

1 weHL(Q)
lull<1

1
N 271'/\1.

(2.4)

Note que usamos o fato de que, sendo ¢, radial, em OS2, que é o circulo unitario, ¢, é constante
e igual a ¢1(1).

Agora vamos estabelecer uma identidade que serd usada ao longo do trabalho.

Lema 2.7. Suponha que u € H*(Q2). Entao a seguinte identidade é valida:

/Q (e —1)(y + 2)|z|"dx = /8 Q<eau2 —1)do — /Q V(e —1) - z|z|"da. (2.5)

Demonstracao. Considere a aplicagdo F'(z) = |z|"x = (|z[x1, |2|722) e note que

Oz["z:) _ Al

G = e el = Al

logo
div(|z|w) = yla[ 7 (2} + 23) + 2J2" = (v + 2)[2].

Considere entdo f = e* — 1. Sendo div(fF) = fdiv(F) 4+ V[f.F, integrando e aplicando o

Teorema da divergéncia teremos

/Q div(fF)dx = /Q Fdiv(F)dz + /Q Vf.Fdx
/8 (FF)aydor = /Q Fdiv(F)dz + /Q Vf.Fdx

/ (e = 1)|a] @ .ndo = / (" = 1)(y +2)[a|"dz + / V(e —1).aledz,
o0 Q Q

onde 71 denota o vetor normal exterior unitario em cada ponto de 9€2. Note que, sendo 0f2 o circulo
unitario, o vetor normal exterior unitario em cada ponto de 92 é o préprio ponto. Portanto, ([2.5))

é valida. ]
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2. Andlise assintética dos valores extremais

Proposicao 2.8. Seja a > 0 e u, uma extremal para S,(a,v) sobre H} ,(©). Entdo, quando
v = o0,
(7 +2)S,(a,7) = 2m(e™™ — 1)

w, — p; em H'(Q).

Demonstragdo. Seja u € H'(Q) com |lul] < 1. Usando a equagio (2.5) e a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, teremos entao
/ |V (e* 1).z|x|"|dx

/ V(e — 1)|[al"d

= 2a/ ue®™ Vul|z| da.
Q

/Q(ea“2—1)(*y—i—2)]x\7da;—/ (¢ — 1)do

Pela desigualdade de Holder generalizada, teremos

1/4
< 20| VulafJull ( [ e de) |
Q

Como |jul]| <1 e HY(Q) estd imerso em L*(Q), teremos

/Q(eau? ~ )y + 2)|fd —/ (¢ _ 1)do

o0

. 1/4
<O </ et \x|7dx) :
Q

Se u é radial, tomando € = 1 na desigualdade em (1.4)), para todo x € Q\{0}, teremos

/Q (€ — 1)(y + 2)[a["de — / (¢ _ 1)do

o0

1
(@) < 20° + 2 (< log o).
Portanto, usando o Teorema teremos
/ e |V de < 37 / e’ (loslel |2y
QO Q
< e8ac2/(elogx|)7‘f“|x|~/dx
Q

= 8" / |x|7_47adx — 0
Q
quando v — oo. Logo

/Q(ew? — 1) (y +2)|zdx = / (e — 1)do + o(1) (2.6)

o0
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2. Andlise assintética dos valores extremais

para toda u € H' ;(Q) com |lu|| < 1. Note que, sendo u radial, teremos

2 2do = au®(1),
2w a0

dai, tomando o supremo em (2.6, teremos

(1 +2)S,(a,7) = sup / (e5 I _1)do 4 o(1)
o0

uEH}ad(Q)
[lull<1

= sup 2m(errJon ™l _ 1) 4 (1)
uEHiad(SZ)
leli<1

= 2m(e1 — 1) 4 o(1),
quando v — oo, onde usamos (2.3)).

Vejamos agora que u, — 1 em H'(Q). Note que, sendo |ju,| = 1 e H(Q) reflexivo, pelo
Teorema para uma subsequéncia teremos u, — u em H'(Q2) com u € HL () e ||u|| < 1. Pelo

Teorema m, H'(Q) estd imerso compactamente em LP(952), para todo p € [1,00). Portanto,
/ u,do — udo = 2mu, (1) = 27u(l) = uy (1) = u(l).
o9 o9
Por (2.6)), teremos

(7 +2)S,(0,7) + o(1) = / (€™ — 1)(y + 2z + o(1) = / (e = 1o

Logo
2m(eFn — 1) +o(1) = / (e — 1)do = 2m(e™ M — 1) = 27 (e* M — 1) + o(1).
o0
Portanto, concluimos que

2m(em1 — 1) + o(1) = 27 (e* M — 1)

u?(1)

< 2m(e" TP — 1)

< sup /(60”2—1)(10
a0

UEHrl‘ad(Q)
loll<1

= 2r(e?n — 1),

o que nos da

u?(1)

2 (e” M) — 1) = 2 (e"TWI? — 1) = ||u|| = 1.
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dai, usando ([2.4)), temos que

w2(1)

2m(eT1 — 1) + o(1) = 21(e®1 ) — 1) + o(1) = 27(e™* M — 1) < 27 (e T2 — 1) < 27 (e*i M) — 1),
o que nos da

1
27 (e — 1) = 21(e®' M — 1) = ¢y (1) = u(1) = N /c‘)Q prdo = /8Q u*do,

ou seja, u é uma autofuncao de (2.1)) associada ao autovalor A;, logo pela Proposigao , existe
k € R tal que ¢1 = ku, porém k deve ser 1 pois ¢1(1) = u(1). Note entao que |lu,| =1 = |l¢1]],
com isso, a Proposicao garante que u, — 1 em H 1(©2). Vejamos que a sequéncia inteira

converge para ;. Suponha por contradigao que existe € > 0 e uma subsequéncia u., tal que
lir — 1]l > 2, VEEN.

Porém, usando os mesmos argumentos usados durante a demonstragao, u,, teria uma subsequéncia
que converge para (1, o que nos da uma contradicao.
O

Voltemos a atengao agora para o caso nao radial. Vamos assumir que « € (m,27). Neste caso,

pelo Teorema sabemos que, para todo M > 0, existe v € H*(2), com ||v]| < 1, tal que

/ (e’ —1)do > M.
0N

Por outro lado,

(v+2)S(a,y) = sup /Q(ea“2 — D) (y+2)|z|"dx

ueH1(Q)
flull<1

> [ =1+ Dl
Q
Logo, pelo Lema [2.7] teremos
(v +2)S(a, 7) > / (¢ — 1)do — / V(e — 1).2fz['dz
o0 Q

> M — 2a/ ve®’ Vo.z|z| dx
Q

> M +o(1)

quando v — 00, ja que v é fixada. A desigualdade acima serd suficiente para percebermos que

Sy(a, ) tende a 0 mais rapido que S(«,v) quando 7 — 0o e a € (m,27), nos dando o primeiro
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resultado de quebra de simetria.

Teorema 2.9. Para todo a € (m,2m) nenhuma fungdo extremal para S(c,vy) € radial se vy €

suficientemente grande.

Demonstrag¢ao. Tome M > 27r(eﬁ — 1). Pela desigualdade obtida acima e a Proposigao ,

quando v — oo temos que
(v +2)S(a, ) = M + o(1) > 2m(e¥ 1 — 1) + o(1) = (v + 2)S,(a, ) + o(1),

o que nos diz que S(a,vy) > S,(a,7) se v é suficientemente grande. Portanto S(a,~) é atingido
por um elemento de H'(Q)\H}, ().

0
Para todo « € (0, 7] considere Q*(u) = fm(eMQ —1)do e
T(a):= sup Q%(u). (2.7)
s

Sabemos, pelo Teorema que o nimero T'(«) é atingido para todo o« < w. Também utilizaremos

o supremo de Q* com respeito as fungoes u € H! ;(Q) com ||u|| < 1, isto é,

T.(a) == sup Q%(u). (2.8)
weHL (Q)
luli<1

Buscaremos agora provar, para S(«,), um resultado semelhante ao da Proposigao com

a < 7. Para isso, vamos primeiramente estabelecer dois resultados auxiliares.

Lema 2.10. Sejam a,b > 1 e a < w. Entao, existem p > 1 e uma constante C' > 0 tais que
IV (Ju*|of"e )], < C,

para todos u,v,w € H*(Q), com |[ul|, ||v|], [[w] < 1.

Demonstracao. Note que

([ul")a; = alul*use,,  ([0]")a, = blv|"ves,

("), = 20 ww,,.

Assim,
2

(Jul [0 )a, = (lul)a, oPe™” + Jul* (0] )2, e + [ul* o] (¢

)z:)
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e portanto,

V(Jul[v]’e™”

) = alu)*2ul|v]’e™™* Vu + blu|*|v|"2ve®™ Vo + 2|ul*|v]|’e” wVw.
Consequentemente,
[V (Jul?[o]*e™)] < alul* ol ™ [Vul + blul[o]*~ ™" [Vo| + 2[ul[v]" e |w]||Vu,
ou seja,
IV (Julo]?e™)] < € (lulafl\vlbew\vul + o] e | Vol + \U|“!U|b€aw2|wllvw|> :
Usando a desigualdade elementar (z +y + 2)? < Cp(a? + y* + 2P) obtemos

IV (Jul?olPe) P < €, (Jule Dol Per= [ Tup + ful 2o Der | Tof? + uflof e ][ V]

Trataremos apenas do primeiro termo no lado direito acima, os outros dois termos seguem
de forma analoga. Seja o < 7 e fixe p = 1+ ¢ com € > 0 a ser determinado posteriormente.

Aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes 4/¢,4/e,2/(1 — 2¢) e 2/(1 4 €) obtemos

/|u|(1+€)(a_1)|U|(1+6)b6(1+€)aw2|Vu|(1+€)d:)3 < (/ |u|§(1+a)(a—1)>4 (/ |v|:(1+a)bdx>4
Q o Q
= =3
(/ ef+§§aw2dx> (/ |Vu|2dx) .
Q Q

Tome ¢ > 0 tal que ff—gza < 27. Dessa forma, o terceiro termo é limitado pelo Teorema .
Os outros termos sao limitados, pois ||ull,[[v] < 1 e HY(Q) estd imerso em LI((Q), para todo
q € [1,00). O

Lema 2.11. Sejam a,b > 1. Entao,
/ V(Jul*[o* e aladx = o(1)
Q

quando vy — oo, para todas u, v, w na bola unitdria de H'(Q2) e a € [0, 7).

Demonstragio. Pelo Lema2.10, podemos tomar p > 1 tal que |V (|Ju|*[v[’e***)|, < C, para algum
C > 0. Note que

/V(IU|“|v|beaw2).x|x|7dx S/‘V(|u‘a|v|b€aw2)||$\7+1dx.
“ Q
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Usando a desigualdade de Holder teremos
a an a aw2
’AVWHwe)wMWﬂSWWdM% Mplllzl Iy < Co(1),

quando v — oo. |

Proposicao 2.12. Suponha que a < 7. Entao,

lim (v +2)S(«,v) = T(a).

y—+00

Demonstrag¢ao. Usando o Lema e o Lema teremos

/Q(eo‘“ —1)(y+2)|z]"dx = /89(60‘“ — 1)do — /Q V(e*™ —1).x|z|"dx
= Qa(u) + 0(1)7

uniformemente para v € H'(Q2), com |[u]| < 1, quando v — co. Tomando o supremo, teremos
entao
(v +2)S(er, ) = T(a).

[]

Observagao 2.2. Tomando o supremo na equagao ([2.6) e considerando o resultado da

Proposicao [2.12] para a < 7 temos que

lim (v +2)S(a,y) = sup /m(ecm2 —1)do = T(a).

Yoo ue H1(Q)
[lul| <1
(§]
lim (y +2)S,(a,7) = swp [ (@ = 1o =T (a).
Yoo ueH! (2) JOQ
[Jlul|<1

Portanto, isto indica que a quebra de simetria S(a,7) > S,(«,7), para « suficientemente grande,
ocorrerd se tivermos a quebra de simetria T'(«) > T.(«) no caso em que o < 7. Este fato nos leva
ao estudo das extremais da desigualdade de Trudinger-Moser no trago, o que sera o objetivo do

proximo capitulo.
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Capitulo 3

Extremais para desigualdades de

Trudinger-Moser no traco

No final do capitulo anterior vimos que, para a < m, quebras de simetria em extremais de

S(a,) = sup / (™ — 1)[a]'dx
Q

ueHL1(Q)
llull<1

podem ser geradas se tivermos quebras de simetria em

T(a) = sup /dQ(e‘“‘2 — 1)do.

uweHL(Q)
[lufl<1

Por isso, dedicamos esse capitulo principalmente ao estudo da simetria das fungoes que realizam

o supremo da desigualdade de Trudinger-Moser no trago. A unicidade com respeito a fungoes que

realizam T'(a) é um fator decisivo na questao da simetria para valores pequenos de «. O problema

de Steklov apresentado no capitulo anterior tem uma influéncia ainda mais direta nesse caso. Por

fim, analisaremos os extremos para a desigualdade de Trudinger-Moser com a integral definida

em todo (). Lembremos que ¢; denota a primeira autofuncao radial, positiva e normalizada em

H'(Q2) do problema de Steklov, A; e Ay os dois primeiros autovalores do mesmo problema, (.,.) o

produto interno de H'(Q) com ||.|| sua norma induzida e  a bola unitdria de R?.

3.1 Quebra de simetria para a desigualdade de Trudinger-

Moser no traco

No que segue, estudaremos as extremais de

T(a) = sup / (e — 1)do,
o0

weH(Q)
[lul<1
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

e consideraremos, também, sua parte radial

T.(a) = sup / (e —1)do,
uEHiad(Sl) o0
lull<1

visando saber quando é que tem-se T'(a) > T,.(a) ou T'(e) = T,-(«).
Lema 3.1. A primeira autofungao do problem de Steklov (2.1)) é a tinica extremal de T} («).

Demonstragdo. Desde que fungoes u € H} ,

2 2 o 2
/ e do — ot (1)/ do = 9reas Joqu do-
o0 oN

Usando que o primeiro autovalor do problema de Steklov, A\, satisfaz

() sdo constantes em 0, temos que

1
— = sup u?do,
)\1 uweHL(Q) JOQ

flull<1

teremos
T.(a) = sup / (e — 1)do = QW(eﬁ —-1)= / (e — 1)do,
) o)

ueH;ad(Q)
llull<1

e portanto p; é uma extremal para T,.(«). Afirmamos que ; é a tUnica extremal de T,.(«). De

fato, suponha que exista uma outra extremal v € H} ,

(Q) que realiza T,.(a)). Desde que v e ¢

sao constantes em 0f2 teremos

/ (%t — 1)do = / (" —1)do = @, = v em 89,
o0 o0

sup / uzda:/ gp%daz/ vido,
ueHl(Q) JoQ o0 o9

lull<1

logo

ou seja, v seria autofuncao do problema de Steklov associada ao autovalor A, e, pela Proposi¢ao|2.4],
v seria proporcional a ¢; em (), mas, pela igualdade na fronteira, temos que v = ¢;.

]

Através desse resultado vemos que a questao da simetria das extremais de 7'(«) se torna uma
questao de saber se ; atinge T'(«) ou ndao. Nosso objetivo entdo, nesse momento, é investigar a

natureza de 1, que é radial, vista como ponto critico de
@)= [ (@ =)o
o0

sobre a esfera unitdria de H'(Q).
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

Proposigao 3.2. Q“ € C*(H'(Q),R), para todo a > 0.

Demonstragdo. Note que a derivada de Gateaux de Q® para toda u € H'(Q) é

(Qﬂﬁmwzﬁa/'ww%w

o0

e que a segunda derivada de Gateaux de Q ¢ dada por

(@) (w(,w) =20 [

2 2
e vwdo + 4042/ u?e™ pwdo.
o0

o0N

Vejamos que (Q%)" : HY(Q) — Lo(HY(Q),R) é continua. Seja u,, — u em H(Q) e v,w € H'(Q)
com ||, |Jw|]| < 1. Pelas imersdes de H'(Q) em LP(dQ), para todo p € [1,00), teremos u, — u
em L*(00) e

(@) (un) (v, w) = (Q%)" (u) (v, w)| =

204/ (e — e Npwdo + 4a2/ (u2e™n — w2 vwdo
o0 o0
< 2alle™ — ™ a[vflallwlla + 40 (|ufe s — e ]| o]ls w4

< Colle — e [laflof|[lw]| + Calluze™ = u?e™ oo |Jw].

~ 2 2 .
Pela Observacao 1.2, e®n — ¢®** em L*(9Q), com isso teremos

sup (@) (un) (v, w) = (@%)"(u)(v, w)| = 0,

[[o]l:[lw][<1

quando n — oo. Logo (Q%)” é continua e, pela Proposigao teremos que Q“ € C*(H'(Q),R).
]

(Q) : J(u) = [[ul* = 1},
pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, temos (Q®)'(¢1) = AJ'(p1) para algum A, logo ¢

. . o o 1
Note que sendo ¢; um maximizante de Q% sobre S, = {u € H, 4
é ponto critico de Q® sobre a esfera unitdria de H'(€2). Faremos agora o principal resultado da
secdo e através dele teremos uma resposta acerca da simetria das fungoes que realizam 7'(a) com

a em uma certa parte do intervalo (0, 7.

Observacgao 3.1. Pela construcao dos autovalores feita no Teorema [2.6| nota-se claramente que
A1 < A9, Mas além disso, existe uma vizinhanca de A\; tal que A; é um autovalor isolado, como
assegurado em Martinez et al[22, Lemma 2.6] e o fato de que A —A; < 1 é assegurado em Bonheure
et al [3, Remark 4.2].

Teorema 3.3. Sejam Ay e Ay o0s dois primeiros autovalores do problema de Steklov. Defina

a* =m(Ay — A1), entdo
(1) se a < a*, ¢ é um mdrimo local nio-degenerado de Q% na esfera unitdria de H*(S2);
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

(2) se a=a*, @1 é ponto critico degenerado de Q* na esfera unitdria de H'(Q2);
(3) se a* < a <, p1 nao € mdrimo local de Q® na esfera unitdria de H'(2).

Demonstragdo. Defina J : H'(Q) - R, N : HY(Q)\{0} = H(Q)\{0} e F': H'(Q) — R como

T =l N = e F(u):/m(eaN(”)—l)da.

Note que F € C?(H*(Q2),R) pois F = Q% o Ny, onde Ny(u) = u/||u| que é C* com u # 0 e, pela
Proposicao , Q* € C*(H'(Q),R). Observe também que o problema de maximizar Q“ na esfera

de H'(2) se transforma no problema de maximizagao

sup  F(u).
ue H(Q)\{0}

Para concluir o resultado, analisaremos o sinal de F”(yp;). Para isto, calculemos as segundas

derivadas das fungoes acima definidas. Teremos entao
J(w)(v) =2(u,v) e J'(u)(v,w) = 2(w,v),

e nesse caso, J”(u)(v,v) = 2J(v), para toda v € H'(2). Com respeito a N, teremos

2J(w)uv — J'(w)(v)u?  2uv  J'(u)(v)u?

MWW= =0 T W T
" 20w (u) — 2uvJ' (u)(w)u®  (J'(u)(v)u?) (w)J(u)? — 2J(u)J (u)(w)J' (u)(v)u?
e = T(wy? - T’
_ 2w (u) — 2uvJ’ (u)(w)u? B (J"(w) (v, w)u?* + 2uwJ' (u)(v))J (u)?
J(u)? J(u)*
2J (u)J' (u) (w)J' (u) (v)u
J(u)! '

Assim, teremos

N”(u)(’u, v) _ 2v J(u) — ZUUJ’(u)(U) — 2J(U)u _ QUUJ/(U)(U) . 2[J’(u)(v)] u

J(u)? J(u)?
_ 2J (u)v? — 2J(v)u? N —2uvJ' (u)(v) — 2uvJ' (u)(v) N 2[J" (u) (v)]?u?
J(u)? J(u)? J(u)?
=A+B+C.
 —dwJ (w)(v) 20 (w)(v)Pu? 20 (w)(v) [—2uv T (w)(v)u?] =20 (u)(v) ., o
I % R Ry TP% Uy 100 Wl I 1O SRR TONE Ty VW)
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= N"(u)(v,v) =

Finalmente, com respeito a F', teremos

F'(u)(v) =« » N'(u)(v)e*NWdo

F'lv)(v,w) =a | N'(v,w)e*Wdo +a® [ N'(u)(v)N'(v)(w)e*N®do

= F"(u)(v,v) = a/

N"(u) (v, v)e*N W do + oz2/ [N (u)(v)]?eN @ do.
o0

o0N

Note que sendo ¢, ponto critico de F,

F'(p1)(v) =« ., N’(gol)(v)eaN(““)da =0, Ve Hl(Q).

Avaliaremos F”((p;) no espacgo tangente a esfera de H'(2) no ponto ¢y, ou seja, vamos assumir

que (v, 1) =0, logo J'(¢1)(v) = 0. Dessa forma, teremos

F"(gpl)(v,v) = Oé/ |:2J(901)/U _ 2‘](2})301 o 2‘]/(901)(27) N,((,D)(U):| eaN(cp)dO'

20 J(gol) J(‘Pl)
2 [ [ e = Te)@et]” aven y,
" /aQ [ J (1) ] -

Como J(p1) =1, N(p1) = 9% e F'(p1)(v) = 0, teremos

Fle)en) =a [

o0
= 20460“'0%(1)/ vido — 20460“0%(1)(,0%(1);](1))/
o9 )

(20% = 2J(v)?)e*do + 4a2/ et 202 do
o9

do —1—40426‘““’%(1)@%(1)/ vido.

Q [2}9]

Em (2.4) teremos ¢ = 1/21\; e como [, do = 27, teremos

_a 2 ﬁJ 202 T
F"(¢1)(v,v) = 2ae?™ / Vo — Z2 ) + ce / v2do
20 At AL Jan

2 o
= _066271')\1 / rU2dO- g + )\1 — ﬂ .
A 90 s fm v2do

Note entao que, sendo v ortogonal a ¢, que é uma autofuncao do problema de Steklov associada

ao autovalor \;, teremos entao que

O:<@1,U>=)\1/ gplvdaﬁveﬂ::{ueHl(Q):/ cplud(j:()}.
o9 o0
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

Pela caracterizagao dos autovalores do problema de Steklov feita no Teorema [2.6] teremos

1
- gy W T
SUP,eB, fmu do  uweH\H}(Q) faﬂu do fan do

onde Bj sao as fungoes em H que estao na bola unitdria. Dessa forma, se v < a* = (A2 — A1),

entao

2 [row 2 _a — Ao — \
FU(@Q(“J“) < A_ae%ﬂ‘l / U2d0' (g + A\ — )\2) = )\—ae%r)\l / UQdO' <O{ 7T( 2 1)) <0.
0N 50

1 m 1 7T

Vejamos entao que ¢; é maximo local. Note que

204 _a [/
= sup F” v,V) = ——e?¥ (——i—)\ —)\><0.
a ( MTIO <g01>( ) A2 m ! ?
v,p1)=

Pela Férmula de Taylor, teremos

Flpr+0) = Flg1) = Fl)(0) + 5F" (1) (0,0) + (o) o],

2
onde r(v) — 0, quando ||v|| = 0. Logo,
Flor+v) = Flgr) = 5 F/(p1)(w,0) + (o) o]
v 2 v v
< IoE (F”(gol) (W’ W) +7’(v))
<TG 4.

Como r(v) — 0 quando |[v|| — 0, podemos tomar § > 0 tal que, se ||v|| < d, entdo |r(v)| < —pu.
Dessa forma entao
F(p1+v)—F(p1) <0

se (v,1) = 0 e [[v]] < 0, o que nos diz que ¢; é maximo local. Considerando ainda o < a,

supondo por contradigao que ¢; fosse um ponto critico degenerado, existiria u € H*(2) tal que
Q'(u)(w) =0, Ywe H'(Q),
onde Q(v) = F"(¢1)(v,v). Entao

0= Q'(u)(w)
_ ‘i_‘i‘eaf&l {(% n )\1> /zm wwdz — <u,w>] .
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o
Dividindo a igualdade por ‘f\—?e?”*l obteremos

(u, wy = (% + A1) /@Q uwdo

para toda w € H'(Q). Dessa forma u satisfaz fracamente

{ —Au+u=0, em £ (3.1)

ou __ («a
on = (W + )\1) u, sobre Of).
Usando a definigao de solugao fraca para o problema acima com ¢; como fungao teste terfamos u

ortogonal a ;. Dessa forma, u nao poderia satisfazer (3.1)) se a < w(Ay — A1), pois terfamos
o
)\1 < — 4+ )\1 < )\2,
T

o que nos da uma contradi¢ao. Portanto, ¢; é ndo degenerada se v < o*, concluindo o item (1).
Se oo = i, teremos F”(¢1)(v,v) < 0 e, considerando @9 a segunda autofun¢ao normalizada do

problema de Steklov, teremos

@ 2:)\1(% )\_)\>:0
)\1)\26 7T+ 1 2 .

F" (1) (02, 2) =

Além disso, @Q'(p2) = 0 se a = a*, logo ¢1 é um ponto critico degenerado, o que verifica o item

(2)-
Finalmente, se @ > o*, teremos entao F”(p1)(¢a, ¢2) > 0. Pelo Teorema [C.4] ¢ ndo pode ser

méaximo local, concluindo o item (3). O

Corolario 3.4. Para todo a € (m(Aa— A1), 7] temos T'(«) > T,.(«x), ou seja, as fungoes que atingem

T'(«) sdo nao radiais.

Demonstragao. Pelo Lema [3.1] ¢ ¢ a tnica funcao a atingir T, (). Entéo, se v € (7(Xa — A1), 7],
o Teorema nos garante que ¢; nao ¢ maximo local de Q¢. Consequentemente teremos
T(a) > T, ().

O

3.2 Unicidade de extremais no traco

Focaremos agora em mostrar que para « suficientemente pequeno ha um tnico maximizante

para Q“ e, como consequéncia desse fato, teremos T'(a) = T} («).

Proposigao 3.5. Seja u, maximizante de Q® em H'(Q), isto ¢, T'(a) = Q*(u,). Entao, quando
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

a— 0,

Demonstracao. Considere a desigualdade e* — 1 — x < %xze“f, para todo x > 0. Teremos entao

1
—/ (eo‘“Z—l)da—/ u?do
@ Joa e}

1
—/ (e — 1 — au?)do
o0

(0%
11,

< —/ —o2ute™ do
(0% 90 2

« 2
= —/ ute™ do,
2 Jaa
1

uniformemente para u € H*(Q) com [lul]| < 1. Seja p > 1 tal que pa < 7 e p’ tal que % + - =1

p
Pela desigualdade de Holder, teremos

1 2 « 2 1/p / 1/
—/ (e®™ —1)do —/ uldo| < — (/ eP da) (/ u'? da) = O(w)
a Joq 09 2 \Jan 09

pois, como ||u|| <1 e, pelo Teorema , H'(Q) estd imerso em qualquer L%(Q)), para q € [1,00),

u ¢ limitada em qualquer L?(£2) com ¢ € [1,00). Além disso, pelo Teorema[L.5] a primeira integral
do lado direito acima também ¢ limitada uniformemente com respeito a |ju|| < 1. Entao, tomando

o supremo com respeito as fungoes ||u|| < 1 teremos

1 1 1
—/ (e — 1)do = / udo + O(a) = ~T(a) = — + O(a),
@ Joq a0 «a At
o que conclui a primeira parte. Para provar que u, — ¢; em H'({), note que sendo ||u.| = 1,

pelo Teorema , para alguma subsequéncia e alguma u € H'(Q) teremos u,, — u. Pela primeira

parte da demonstracao,

S 0) = 2T() = = [ (@ 1o = [ o+ (@)

A o «o

Pelo Teorema m podemos dizer que u, — u em L*(0), ou seja,

/ udo :/ u’do + o(1)
) o9
1

1
= —+4+0(a) = / u?do +o(1) + O(a) = — = / u’do,
A1 o0 At Jao

o que nos diz que u é uma autofuncao do problema de Steklov associada ao autovalor A\; e, dessa
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forma, como j4 fizemos antes, u deve ser proporcional a o1 pela Proposigao[2.4] sendo entao radial.

1
/ pldo = — = / wdo = ¢1(1) = u(1),
o9 At Joa

e portanto u = ;. Como |Ju.|| =1 = ||¢1]|, segue pela Proposigao que u, — @1 em HY(Q).

Logo,

Vejamos que a sequéncia inteira converge para ;. De fato, suponha por contradi¢ao que existe

e > 0 e uma subsequencia u,, tal que
[y, — 1l > &, Vk €N

Porém, com os mesmos argumentos usados durante a demonstragao, u,, teria uma subsequéncia
que convergiria para 1, o que nos fornece uma contradicao.
O]

Com o objetivo de demonstrar o resultado de unicidade para extremais de 7T'(«v) provemos um

resultado de convergeéncia.

Lema 3.6. Sejam (u,), (v,) C HY(Q) com ||u,]|, ||va|| < 1. Assuma que u, — u e v, — v em
H'(Q), entao

(1) se a, = o < 2, para todo p € [1,00) e ¢ € [1,27/a) temos

2 2
vPetmtn — P em LI(1),

(2) se a, — o < m, entdo para todo p € [1,00) e q € [1,7/a) temos

vPe iy P em LI(0N)).

Demonstrag¢ao. Provaremos o item (1) e o item (2) segue de maneira analoga. Suponhamos entao

que o, = a < 21 e qo, < 27 para todo n € N. Usando a desigualdade elementar
(x4+y+2)?<Ca?+y?+ 29) (3.2)
obtemos
/ WP en i — P |y = / WP en U — Petnti Pt — Petn | Petnt® _ oot |4y,
Q Q

< C(/ |,UI7 onup vpeanu%

/lvp anu? au2|qu)

—C(L+ L+ 1s).

2 2
Idx + / |’Up€anu" — pPeint |qdl’
Q
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Analisaremos separadamente cada integral. Seja s > 1 tal que sqa,, < 2w, dai, pela desigualdade

de Holder teremos

) , 1/s 1/s'
I = / [P — vP|le?*nndy < (/ esqo‘”“"dx) (/ [P — vp|qs) = o(1),
Q Q Q

quando n — oo, pois, pelo Teorema a primeira integral no lado direito é limitada
uniformemente e, como v, — v e H'(Q) estd imerso compactamente em qualquer L"(€2) com
r € [1,00), v, — v em qualquer L"(Q) com r € [1,00).

Utilizando teremos que

[2 = / |,U|I?Q|eanui _ 6anu2|qu < / |,U|pq|ui _ u2|q(6oznu?L + eanuz)qu‘
@ Q
Usando novamente a desigualdade em (3.2, teremos
IQ S Can/ |U’p(I‘ui _ u2’qeqanu%dx + C/ ‘Ulqp|ui . U2|q€qa"u2daj_
@ Q

Logo, usando os mesmos argumentos usados para I, Is tende a 0 quando n — oc.

Finalmente, observe que para todos 7, 3, p € [0, 00) temos
€70 — P < ply = BI(7° + €77) < 2ply — Blem P,
dessa forma teremos
I3 = / ]vpeo‘"“2 — vpea“2\qu = / \v|pq\ea"“2 — ea“2\qu < 2a, — a]q/ \v|pqu2qeqma"(“”’°‘)“2da:.
Q Q Q

Como gmax(a,,a) < 2w, o Teorema e a desigualdade Holder nos garantem a limitacao da
ultima integral acima. Logo, como «, — «, I3 tende a 0, o que conclui o primeiro item e, como

dito anteriormente, o segundo item segue com um raciocinio analogo.

]

Observagao 3.2. Seja u, maximizante de Q*(u) = fag(e"‘“2 — 1)do em {u € HY(Q) : |Ju < 1}.
Argumentando como no Teorema [1.6] temos que as fung¢oes maximizantes tém norma 1, o que nos

permite dizer que u, é maximo para Q% sobre o vinculo
S={uec H(Q): J(u) = |lul*=1}.
Logo, pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que

J (ug)(v) = MQY) (ua)(v), Yv € HY(Q),
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= 2(Uq, V) = 2)\a/ Upe™avdo,
o9

Podemos dizer entao que existe p € R tal que
(U, V) = u/ Uae™ s udo, Yo € H'(Q).
o0

Portanto, cada maximizante u, ¢ uma solucao fraca do problema

{—Au—l—u:() em (),
0

L= pue™™ ) sobre Of)

1

lu — ,U/(ua) faﬂ u2 eaua dO_

Como u, — 1 em H'(Q) quando o — 0 < 7, pelo Lema , uZee — 20 = p? em LI(09),
para todo ¢ € [1,00). Com ¢ = 1, teremos

1 1

faﬂ u? e do faQ pido ! (3.3)

(ug) =

quando a — 0.

Teorema 3.7. Para todo o suficientemente pequeno, @, € a unica extremal para

T(a) = sup /89(6‘“‘2 — 1)do, (3.4)

uweHL(Q)
[lul<1

a qual é radial e nao degenerada.

Demonstragao. Faremos a prova por contradi¢ao. Se a extremal para T'(«) ndo é tinica, por menor

que seja «, podemos supor que para alguma (sub)sequéncia o — 0 existem funcoes extremais

Ua # Vo para (3.4). Pela Observagao , Uy € U, satisfazem fracamente

{ —Aug +u, =0, em { —Avy, +v,=0, em €

B — pi(ug)uae™®, sobre O, B = (va)vae™s, sobre .

Tomando w, = u, — v, €, subtraindo as equacoes acima, teremos que w, satisfaz fracamente

awa —

—Aw, +wy =0, em €
G = 111 Uae™s — (v )vae®s, sobre 0.

Estudaremos o comportamento assintotico da condi¢ao de fronteira. Lembremo-nos que, pela

Proposi¢ao[3.5] ua,va — ¢1 €, por (3.3), p(ua), 1(va) — A1, quando o — 0. Somando e subtraindo
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0 termo fi(tq)vae®’s, obtemos
(1) Uua€™ = (Va)0a€™ = () (ual™ = vae™®) + (p(ua) = p(va))vac™™. (3.5)
Analisaremos separadamente os termos do lado direito. Primeiro defina, para t € [0, 1],
Wat = Vo + t(Uq — Uy).

Dessa forma, teremos

1 1

d

uaea“g - Uaeavg - / (wa teawi’t)dt = (ua - 'Uoc) / (1 + 20(21)(21 t)eawi’tdt'
0 dt I 0 ’

Vejamos que quando o — 0
! 2
/ (14 2aw?,)e*atdt — 1 em cada LP(09). (3.6)
0

Note primeiro que wy; — 1 em H'(Q), uniformemente com respeito a ¢ € [0,1]. Aplicando
o Lema cCom U, = U, = Wy, teremos wmteawi!t — 1, em cada LP(01)), quando a — 0.
Logo, pela reciproca do Teorema da convergéncia dominada, para alguma subsequéncia temos
wak,teawikﬁt — 1, q.t.p. em 0. Contudo, a convergéncia q.t.p. vale para toda a sequéncia pois,

se existisse € > 0, um conjunto de medida positiva I' C 9€) e uma subsequéncia tal que
2
|wam7teamwo¢m,t — ¢1| > ¢ em F, Ym € N,

, A . . aw? ..
usando novamente a reciproca do Teorema da convergéncia dominada, w,,, ;***m:t possuiria uma
subsequéncia que convergiria para @1, q.t.p. em 02, o que contradiz a desigualdade acima.

Considere entao .
folz) = / (1+ 2awa,t)eaw3¢dt.
0

Note que, quando a@ — 0, (1 + 2awa,t)ea“’§¢ — 1, q.t.p. em 0N e uniformemente em ¢ € [0, 1].
Dessa forma, f, — 1 q.t.p. em 0f2 e, usando o Teorema da convergéncia dominada, concluimos

(3.6). Podemos entao escrever o primeiro termo do lado direito em (3.5)) como

11(U0) (U0 €5 — v,e®) = (A + 0(1))(1 4 0(1))w, em L2(O). (3.7)
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

Voltemos a atengao agora para o segundo termo em (3.5 e note que

1
/ vaea”g‘da—/ uaeo‘“idaz/ (/ i(witeo“”zv’t)alt) do
1o o0 oo \Jo dt= ™

1
= —2/ (/ Wa (1 + ozwit)eo‘wlevfdt) (U — Vqy)do.
a9 \Jo ’

De forma analoga a (3.6|), teremos

a,t

1
/ Wo ¢ (1 + aw? )eWaidt — oy em L2(09).
0

Logo,
/ Voo do — / U™ e do = —2/ (1 + 0(1))(ue — vq)do,
a0 a0 89

onde o(1) é entendido no sentido da norma L?(92). Usando (3.3)) e a desigualdade acima, segue

que

1 1
uZeado [, v2e*ado
_ Jog vaendo — [og ude™"ado

faQ vievido faQ uZeado
_ 2 Joa (01 + 0(1)) (ua — va)do
% +0o(1)
— _2)‘% fag(@l +0(1))(wa)do
1+ o(1)

:_2)\%/ Lo(l)wada
90 1 +0(].)

_ oy / (01 + o(1))wado.
00

(ta) — p(ve) = fBQ

Unindo a igualdade acima com (3.7) e com o fato de que, pelo Lema , Vae® = @1 + 0(1) em
L*(0R2), teremos em (3.5)) que

11(U0 ) U™ — 11(00) 6™ = (Mg + 0(1)) (1 + 0(1))wa — 222 (1 + o(1)) /8 Q(gol + 0(1))wado.

Temos entao que

—Aw, +w, =0, em €,
85”—770‘ = (M +0(1)(L+o(1)wa —2X (g1 + 0(1)) [o0(1 + 0(1))wado, sobre 9.
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

Consequentemente, para ¥, = w,/||we||, teremos também

_Awa + wa — 0, em Q, (3 8)
%o — (0 -+ o(1))(1+ o(1))he + 2231 + (1)) Jy (1 + 0(1))thado, sobre 902
Como |[|1,]] = 1, o Teorema nos garante para alguma subsequéncia, teremos 1), — ¥ em

H'(Q). Note que ¢ # 0 pois, se 1, — 0, uma vez que o Teorema nos diz que H'(2) estd

imerso compactamente em L?(9f), teriamos que ¥, — 0 em L?*(99). Pela formulagao fraca de

(3.8)), terfamos
[ivusta o [ B
Q Q o0 87’]

o que nos levaria a

2

a+mm%w+mﬂémwwmwwr:dm

Q

L= al? = O -+o1) |

o0

um absurdo.
O que faremos agora é provar que o limite ¢ é, ao mesmo tempo, autofuncao do problema de
Steklov (2.1]) associada ao autovalor \; e ortogonal a o1, 0 que nos dard uma contradigdo. Usando

mais uma vez a formulagao fraca, s6 que multiplicando (3.8)) dessa vez por ¢ € H'(), teremos

(Vs = (o) |

[2}9]

(1+ o(1))addo — mf/

[2}9]

(1 + o(l))¢d0/ (¢1 + 0(1))Yado.

[2/9]

Como ¥, — 1 em H(Q) e ¢, — 1 em L*(99), fazendo a — 0 teremos

(W, 6) = [ wodo — 22 /

o0N 0

golgbda/ p1do. (3.9)
Q a0

Como ||uq|l, ||[va]l = 1, teremos

_ 2 _ 2
<¢a7ua +Uo<> - < - e s Ug + UO‘> - ||ua|| ||UO‘|| = 07

|te — Vol

logo, fazendo o — 0 e usando a Observagao teremos 2(1), p1) = 0. Como ; é a primeira

autofuncao do problema de Steklov,

0= (%%) = )\1/ Yprdo = Ypi1do = 0.
o9 o0
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

Dessa forma, em (3.9)) teremos

(¥, ) =\ | Wodo, Yo € H'(Q),

o0

ou seja, 1 é uma autofuncao do problema de Steklov associada ao autovalor A;. Pela
Proposicao , existe k € R tal que 1) = k¢y com k # 0, ja que ¢ # 0. Porém, como (1, 1) = 0,
temos ai uma contradi¢ao. Portanto, temos uma tinica extremal para , para « suficientemente
pequeno. Consequentemente, pela unicidade, deve ser radial e igual a ¢, pelo Lema [3.1} O fato
de ser nao degenerada segue do Teorema [3.3] O

3.3 Extremais de S(a,7y) com vy =0

Focaremos agora no seguinte problema: encontrar fun¢oes extremais para

S(a,0) := sup I%(u),
ueHL(Q)
luli<1

onde
2

1°(u) = /Q (€ — 1)da.

Note que a classe de diferenciabilidade do funcional 1% em H'(Q2) é a mesma do funcional Q°.
A justificativa é andloga & demonstra¢ao da Proposigao [3.2]
Observe que fungoes constantes sao pontos criticos de I* restrito & bola unitéria de H*(2).

De fato, se u é constante com ||u|| = 1 existe § € R tal que

{ —Au+u = Bue, em (3.10)

%:O, sobre  0f).
"

Dessa forma, sendo u também solucao fraca, temos que
(u,v) = ﬂ/ we vdz, Vv e HY(Q).
Q

Note entao que, sendo J(u) = ||ul|?, a igualdade acima pode ser escrita como

M _ %(1@)'@)(@), o e HY(Q).

Podemos dizer entao que existe A € R tal que

J'(u) = A1) (w),
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

o que nos diz que u é ponto critico de I sobre S = {u € H*(Q) : J(u) = ||lu||* = 1}. E claro
que I“ restrito as fungoes constantes na bola unitdria é maximizado por ¢ = 1/4/7, pois assim
como fizemos no Teorema [I.6] podemos concluir que I* deve ser maximizado por uma fun¢ao com

norma 1, e ¢ e —p sao as Unicas fungoes constantes em H'(2) com norma 1.

Observacao 3.3. Considere o problema de autovalor

—Au= 0
{ DA, (3.11)

g—“:O, sobre 0f).
Y

Este problema possui um ntimero infinito e enumeravel de autovalores
0:,U1<M2§§,Um§

tais que p,, — oo. Além disso,

) |Vul}
weH (Q\{0} ||lul3

)

onde esse valor ¢ atingido por fungoes constantes. Seja u; uma autofungao associada ao autovalor
{1, o segundo autovalor de (3.11f) é caracterizado por
2
[Vull3

= inf , 3.12
H2= o 2 (3.12)

onde H = {u € H'(Q) : [yujude = 0}. Esse autovalor nos ajudard a deduzir a natureza
das funcgoes constantes como pontos criticos de I*. Para detalhes mais explicitos acerca da

caracterizagao dos autovalores de —A em H'(f2), veja [17, Theorem 8.5.2].

Teorema 3.8. Sejam ¢ = 1/\/7 a primeira autofungdo e py o sequndo autovalor do problema

(3.11)), respectivamente. Definindo o, = mua/2 temos as sequintes afirmagoes:
(1) se a < ay, ¢ é mdrimo local ndo degenerado de I* na esfera unitdria de H'(Q2);
(2) se a = ay, ¢ é ponto critico degenerado de I* na esfera unitdria de H*(Q);
(3) se a > au, ¢ ndo é mdzimo local de I* na esfera unitdria de H'(2).

Demonstracao. Defina

com N(u) = JL(‘Z) = ”ZEQ. O problema de maximizar /“ na bola unitdria se transforma em
sup  G(u).
ueH(Q)\{0}
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

Calculando G (¢)(v,v) com v € {u € HY(Q) : {u,¢) = 0}, com os mesmos argumentos usados

no Teorema [3.3] teremos

G () (v, v) = 20’ /

Q

vida (2—a+1 _ I ) .

T fQ v2dx

Por (3.12)) teremos
, Jo [Vul?dx
— jnf 2717
Ha uegl\{O} Jo utdx

onde H = {u € H'(Q) : [, pvdx = 0}. v € H pois sendo ortogonal a ¢ com ¢ sendo solucao de
(3.10) temos que
0: <'U’gp> :56?\/

vodr = 0 = / vedz.
Q

Q

Logo
J)  foVv]Pde + [,v*dx
Jo v¥da N Jq v2da

> pi2 + 1.

De forma anéloga ao que foi feito no Teorema , se a < ay, entao G"(p)(v,v) > 0, para todo v

ortogonal a . Além disso, se ¢ fosse degenerado como ponto critico, existiria u € H'() tal que
Q' (u)(w) =0, Ywe H' (),
onde Q(v) = G"(¢)(v,v). Entao

0= Q' (u)(w)

= daex K%a + 1) /Quwd:c — <u,w)] :

Dividindo a igualdade por 4ae= obtemos

(u,w) = (2ap* + 1) /Quwdx

@/Vqudx:2ag02/uwdx,
Q Q

para toda w € H'(€2). Dessa forma u satisfaz fracamente

{ —Au = 20p%u, em €, (3.13)

%:O, sobre 0f).
"

Usando a definicao de solucao fraca para o problema acima com ¢ como funcao teste teriamos u
ortogonal a . Dessa forma, u ndo poderia satisfazer (3.13)) se o > 270‘ = 2ap?. Portanto, ¢ é
nao degenerada se a < a,, concluindo o item (1).

Caso o = a, terfamos G”(¢)(v,v) < 0 e, tomando 19 como autofungao do problema (3.11]),
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3. Extremais para desigualdades de Trudinger-Moser no trago

terfamos @'(12) = 0, logo ¢ seria ponto critico degenerado, concluindo o item (2).
Finalmente, se a > a, terfamos G(¢)(¢2,12) > 0. Logo, pelo Teorema [C.4} ¢ nao poderia

ser maximo local.

]

Teorema 3.9. Seja B a bola unitdria de H'(Q)). Entao, existe oy tal que, para o < ay, I restrito
a OB possui um unico ponto critico positivo. Consequentemente, para o < ay, I possui um unico

mdximo positivo, o qual € uma funcdo constante.

Demonstragdo. Se u é um ponto critico positivo de I restrito a 9B = {u € H'(Q) : ||ul]* = 1},

pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, existe A tal que
(u,v) = )\/ we vdz, Vv e H'(Q),
Q

ou seja, u ¢ solucao fraca do problema

du — (), sobre Of).

=

{ —Au+u = e, em

Assuma que a < ¢ < 27. Afirmamos que u é limitada em L* uniformemente com respeito a «

em subintervalos compactos de [0, 27). Observe primeiro que, tomando o > 0 e v = 1 na definigao

/udaz:zk/uea“2 >/\/udx,
Q Q Q

jé que nesse caso e®* > 1 e, dessa forma, A < 1. Como ||u|| = 1 e H'(Q2) est4 imerso em qualquer

de solucao fraca, teremos

LP(2) com p finito teremos que ue™” € L*(Q)) para algum s > 1, pois, tomando s > 1 tal que

sc < 2w teremos, pela desigualdade de Holder, que

, , 1/p’ ) 1/p
A’ / e dx < )\ (/ u®? dx) (/ ePse da:)
0 0 0

onde p > 1 é tal que psc < 27 e % + z% = 1 e o Teorema garante a finitude da ultima

integral. Sendo ue™’ € L#(R2), segue que u € W*(Q) pelo Lema . Logo, pela imersao dada
no Teorema , concluimos a afirmacao. Defina ¢ = u —u, com uw = % J udz. Escolhendo

v = ¢ na definicao de solucao fraca, temos

/Vuv¢dx+/u¢dx: )\/uea“2¢dx.
Q Q Q

Note que Vu = V¢ e que

l/ﬁcbdf _ ! /Q(u —w)dz = 0. (3.14)
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Dessa forma,

/Qu<bdx:/ﬂ(¢+ﬂ)¢dx:/g¢2dx+%/Qudx/ﬂ¢d:c:/ﬂ¢2d:c.

Teremos entao

2 2 _ au?
/Q|V¢| dx+/ﬂ|gb| d:z:—)\/ﬂue od. (3.15)

Observe agora que

2

1
/ (1 + 20(T + 6)?)e™ ™ et = ue®™ — ue™ (3.16)
0

onde o termo na integral do lado esquerdo é derivada da funcéo g(t) = (@ + t¢)e*@+)’. Note

/ we™™ odx = ue™™ / odx = 0.
Q Q

Como u é a priori limitada em L*°(€2), multiplicando por ¢ e integrando em (2, observamos que

/ﬂueo‘ungdx = /Q (/01(1 + 2a(ﬂ+t¢)2)€a(u+t¢)2dt> |6|*dx
< (1+2aC’)e°‘C/ |6 da.
Q

também que

Podemos escolher a > 0 suficientemente pequeno de forma que (1 + 2aC)e*® < uy + 1. Usando
que A < 1, por (3.15)) obtemos

2 2 ou? 2
/Q|v¢| dx+/ﬂ|¢| dx</gue ¢dx<(u2+1)/ﬂ|¢| 0z,

[ 1vokds < [ JoPas
Q Q
Por (3.14) e a caracterizagao de ps em ([3.12)), obtemos que ¢ = 0 e, portanto, u é constante.

Logo, como |lu|| = 1, devemos ter u = . Portanto, restrito a B I, possui um tdnico ponto

ou seja,

critico positivo se « é suficientemente pequeno e, consequentemente, um inico maximo positivo o
qual é uma funcao constante.
O
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Capitulo 4

Simetria das extremais com peso de

Hénon

Finalizamos o nosso trabalho neste capitulo respondendo a questao da simetria das fungoes
que realizam S(a,7) para a em certas regioes do intervalo (0,27). Essencialmente a quebra de
simetria ocorre por dois motivos: a nao limitagao uniforme de [, e*do com ||uf < 1 como no
caso em que « € (7, 27) ou pela quebra de simetria de T'(«v) que ocorre quando o € (w(Ay— A1), 7.
Mostramos também que se « é suficientemente pequeno, nao importa o que ocorra com 7y > 0, as
extremais de S(«, ) sao radiais.

Este tipo de estudo no caso Sobolev, ou seja
sup [ [ul?[a] s,
Q

foi considerado nos artigos [30], [29] e [13]. Veja também a dissertacao [16].

4.1 Quebra de simetria para v grande

Teorema 4.1. Para todo o € (m(Ay — A1), 27), todas as fungdes extremais de S(a,7y) sdo ndao

radiais para vy suficientemente grande.

Demonstragao. Escrevamos (m(Ay — A1),27m) = (m(Ay — A2),m) U {7} U (7,27). Se o € (m,2m)
o Teorema nos assegura que S(a,7vy) > S.(«a,7) se v é suficientemente grande. Se o €

(r(A2 — A1), ), pelas Proposicoes [2.§] e temos

lim (v 4 2)S(a,y) =T(«) e lim (y+2)S.(«,7) =T ().

Y—00 Y—00
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Pelo Corolério [3.4] temos que T'(«) > T,.(a) se a € (m(A2 — A1), 7), teremos entao

Jim (v +2)5(a,7) = T(a) > Tr(a) = lim (v +2)5, (e, 7),
portanto S(a, ) > S,(a,v) se v é suficientemente grande. Finalmente, se @ = 7, a Proposi¢ao[3.5]
nao nos assegura que lim,_,o.(y+2)S(w,v) = T'(r), porém, note primeiro que T'(«t) — T'(7) quando
a — 7. De fato, suponha que u, atinge T'(7)(sua existéncia é assegurada pelo Teorema e
seja o < w. Note entao que indexada por a, (e*~ — 1) forma uma sequéncia mondtona crescente

com

sup/ (e** — 1)do = / (e™ — 1)do < oo,
o9 o9

«

dai, pelo Teorema da convergéncia mondtona teremos

T(r) > T(a) > /m(ew?r — 1)do = /m(emfr — 1)do + o(1) = T(x) + o(1)

quando o — 7. Portanto T'(a) — T'(7). Novamente pelo Corolario teremos T'(w) > T,(m).
Pela continuidade de T'(«), existe 6 > 0 tal que T'(w — §) > T,(n), entdo, pelas proposicoes
e [2.12] teremos

lim inf(y +2)S(m,v) > lim (y+2)S(m —6,7) =T(m —0) > T,.(7) = lim (v + 2)S,(7,7),

y—00 y—00 y—00

portanto S(m,7y) > S.(m,7) se v é suficientemente grande. Tomando entdo 7 suficientemente

grande de modo a cobrir os trés casos, concluimos o resultado.
O

4.2 Unicidade de extremais de S(«,~) para o pequeno

Nosso objetivo nessa se¢ao é provar que extremais de S(«, y) sdo radias para « suficientemente

pequeno e v > 0, tal conclusao é feita ao obter a unicidade para extremais de S(a, 7).

4.2.1 Problema de autovalor com peso

O 1ltimo resultado com respeito a simetria de funcoes extremais tem em sua prova a influéncia
de mais um problema de autovalor, mais precisamente, de algumas propriedades do primeiro

autovalor e da primeira autofuncao do problema de autovalor com peso:

{ —Au+u=Az["u, em £, (4.1)

g—“ =0, sobre 0.
"

Portanto, nosso foco agora consiste em exibir tais propriedades.
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Note que u € H'(Q)\{0} ¢ solugao fraca de (4.1)) se, somente se,

/Vqudx—i—/uvdx:)\/ |z| uvdz, Vv e H'(Q).
Q Q Q

Nesse caso dizemos também que u é uma autofungao do problema (4.1). Na verdade, podemos

dizer que a autofuncao u satisfaz pontualmente , pois estando H!(Q) imerso que qualquer

LP(2) com p € [1,00), temos que A|z|"u € LP(§2) para todo p € [1,00), dai, os lemas e

nos garantem que u € C*?(Q) e, analogamente ao caso da Observacao [1.14} u ird satisfazer (4.1)).
Para cada u € H*(Q) defina T, : H'(Q) — R como

Tu(v):/9|x|7uvd$.

T é claramente linear e usando a desigualdade de Holder juntamente com a imersao de H'(§2) em
L?(Q2) teremos

Tu(v)] < /Q |z "uv]dz < ull2]|v]l2 < Clof,
logo T,, € H'(Q)*. Dai, pelo Teorema [A.7] existe Tu € H'(Q) tal que (Tu,v) = T, (v) para todo
v € HY(Q), ou seja,

<Tu,v>:/ |z|Tuvdx
Q

Fica definido entao o operador

T : Hl(Q) — Hl(Q)
U —  Tu.

Vejamos que T é um operador linear compacto e autoadjunto. T' ¢ linear pois dados uy, us € H'(Q)

e ¢ € R temos que

(T (uy + cus), v) = /

Q

|z (uy + cug)vdr = /

|z| uyvdx 4+ c/ |z| usvdr = (Tuy + cT'ug, v)
Q

Q

para todo v € H'(Q2), logo T é linear. Com respeito a continuidade temos que
| Tull* = (Tu, Tu) = T(Tu) = / 2" uTudr < |ulls|[Tull < Clluf[|[Tul]
Q

logo
[Tull < Cllul-

T é autoadjunto pois

(Tu,v) =T,(v) = /Q |z|Tuvdx = (T, u).
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Finalmente, vejamos que T é compacto. Seja (u,) uma sequéncia limitada, logo, pelo Teorema ,
para uma subsequéncia temos u,, — u e, como H'()) estd compactamente imerso em L?((2), temos
u, — uwem L*(Q). Daf

T — T ||* = (T (g, — ug), T (U, — )
= Lum—uy (T(um - uk))
= / || (w, — ) T (U, — ug)dex
Q

< Clltm — tpa]| Tty — Tty

= [Tt — Tug|| < Cflttm — g2 = 0.

Logo (Tu,,) é de Cauchy em H'((Q), portanto converge em H'(Q) o que garante a compacidade

de T'. Observe que pela formulagao fraca do problema , se u € solucao fraca teremos
(u,v) = MTu,v) = (u— ATu,v) =0, Yo e H(Q),
logo A\ é autovalor de se, e somente se,
Tu = —u.

Dessa forma, o menor autovalor do problema (4.1)) digamos A, é o inverso do maior autovalor do
operador T' digamos i, e assim, pelo Teorema o espectro sem o 0 é composto apenas por

autovalores e, pelo Teorema temos que

1
— = jty, = sup (Tu,u) = sup / |z|"u?dx > 0. (4.2)
Ay Jull<t <1 Jo

Vejamos que se uma fungao atinge o supremo acima, entao ela serd uma autofuncao associada ao

autovalor \,. Note primeiramente que podemos também dizer que

ul?

A, = S L | —
T weHt@\(0) [, |z[1uld

Suponha que ¢ atinge o infimo acima, temos entao,
JolF? =, [ Jaf'6*da.
Q

Dada entao v € H'(Q) e t € R teremos que
)\7/ 2|7 (¢ + vt)?dw < / |V (¢ + vt)|*dx + /(qb + vt)?dz.
Q Q Q
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Fazendo todas as distribuigoes e usando a igualdade envolvendo a norma de ¢ acima teremos
2t)\7/ |z vpdz + At / vidr < 2t(p,v) + |||
Q Q

Tomando t > 0, dividindo tudo por 2t > 0 e fazendo t — 07 teremos

v [ leloods < (6.0)

Tomando ¢t < 0, um raciocinio analogo nos dé desigualdade contraria e, portanto

/quVvdm—i—/gbvdx:)w/ |z pvdz,
Q Q Q

logo ¢ é uma autofuncao do problema (4.1)) associada ao autovalor A,.
Teorema 4.2. Seja A\, o primeiro autovalor de (4.1) e ¢, autofungdo associada a \,. Entdo
(1) ¢y >0 ou ¢, <0 em Q;

(2) A\, € simples, isto €, se 1 € uma autofungdo associada ao autovalor A\, entdo eziste k € R
tal que ¥ = ko,

(3) ¢4 € radial.
Demonstrag¢ao. Suponha que ¢, troca de sinal, dessa forma podemos dizer que
¢7 = qbr—yi_ - 7_7

onde
¢ = max{u(z),0} e ¢ =max{—u(x),0}

com gbj e ¢, nao identicamente nulas. Note que

v¢+ — v¢’ya €m {¢7 > 0}7
7 0, em {¢, <0},

Tomando como funcao teste v = gbj na formulagao fraca de (4.1)) teremos

/ Vo, Ve de + / Gy 0T dr = A, / 2|67 dr.
Q Q Q

Porém, note que

/ Vo,V de = / Vo [Pde = / Vo [Pdax
Q {py>0} Q
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e que, analogamente o mesmo ocorre com os outros termos da formulagao, logo
+112 _ Y| A2
6717 =, [ laPlog P,
Q
o que nos diz que (152; ¢ uma autofungao de (4.1]) associada ao autovalor \,. De forma inteiramente

andloga concluimos o mesmo para ¢_ . Podemos entao dizer que

8;% =0, sobre 0.
Y

{ —AGE +¢F = A JagE, em

Vejamos que gbit > 0. De fato, suponha que exista zy € €2 tal que ¢ = 0, dessa forma ¢7 teria
em xrp um minimo em (2, sabendo que a autofuncao ¢é regular, pelo Principio do méximo forte,
devemos ter qﬁj constante e, nesse caso, identicamente nula o que é uma contradicao ja que ¢j é
nao nula. Devemos ter entao qu/“ > 0 e de forma anéloga ¢ > 0, porém, isso contradiz o fato de
que

5165 =0

Portanto ¢, nao troca de sinal e devemos ter gﬂ =0 ou ¢, =0. Se ¢ =0, temos ¢, > 0 em (.
Aplicando o principio do maximo novamente e de forma semelhante concluiremos que devemos
ter ¢, > 0. Da mesma forma com o outro caso, o que conclui o item 1. Com respeito ao item 2,

suponha que ¥ e ¢, sao linearmente independentes, nesse caso
) 1
dim(T — —1d) > 2.
)\'Y

Aplicando o Teorema em T, podemos dizer que existe uma base ortogonal formada por
autofungoes do problema (4.1]). Dessa forma teremos

0= (6, 0) = A, /Q 26, .

Porém, isso nao nao pode ocorrer, ja que ¢, > 0 ou ¢,p < 0. Portanto, ¥ e ¢, devem ser
linearmente dependentes. O item 3 segue a mesma ideia do Teorema [2.5]
O

4.2.2 Unicidade de extremais para S(a,v) com a pequeno

Provaremos agora que extremais de S(«,y) sdo radias para a suficientemente pequeno. Para
isto vamos primeiramente estabelecer alguns resultados que serao usados na prova deste fato.
Lembremos que ¢; denota a primeira autofuncdo do problema de Steklov (2.1) associada ao

autovalor A;.

61



4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Lema 4.3. Assuma que o, — 0 e 7, — +00 quando n — co. Entao temos que

2 2
oo ¥ /(ea”“ —1)|a:y%dx:/ Pdo + o(1),
Q o0

an
quando n — oo, uniformemente para |ju| < 1.

Demonstra¢ao. Usando a relagao em ([2.5)) teremos

49 . 1 . 1 .
Tn T+ /(ea”“ — D|z|"dx = — (e —1)do — —/V(ea"“ — 1).z|x|"dx.
Q Qn Jo

[67% (7% 80

Note que
1

— [ V(e* —1).z|z|dr = 2/ we® " Vu.z|z| " dx = o(1)
Qn Jo Q
quando n — oo, pois se n é suficientemente grande para que 6a,, < 27, usando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Holder generalizada teremos

2/uea"“2Vu.x|m|7dx < 2/ue°‘"“2|Vu||x|%dm
Q Q

2
< 2ulls[le™* [lsl Vell2ll|2][ls = o(1),

jé que ||Vully < |lull <1, [Julle < Cllul, [le***||s < C pelo Teoremae o 1dltimo termo tende a

0 quando n — oo. Por fim, usando a desigualdade e* — 1 — x < %xQex teremos

1 1
—/ (e —1)d0—/ udo| = —/ (e — 1 — auu?)
Qn Joq 1) Qn Joq
< &n wte do
2 Joo
1/p 1/p'
< oo (/ 67’0“”“2) (/ u4p/da)
2 \Jan o9
= O(a),

quando n — oo, onde %—l—}% =1 com p > 1, onde, sem perda de generalidade, podemos supor que

a, é tal que pa, < 7, logo
1

L (e"‘”“Z—l)da:/ WPdo + o(1)
An Joq o0

e, portanto
Tn +2

/(eo‘"“2 —1)|z|"dx = / u?do + o(1).
Ay, Q o0N

]

Lema 4.4. Assuma que «,, — 0, 7, — +00 quando n — 400 e seja u, extremal de S(ay,, V)
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para cada n € N. Entao, quando n — +00, temos que

Vrn + 2 1

n /\1
u, — o1 em HY(Q). (4.4)
Demonstracao. (4.3) segue do lema anterior tomando o supremo. Como ||u,|| = 1, pelo

Teorema , para alguma subsequéncia temos u,, — u em H'(Q) e, pela compacidade da imersao
HY Q) — LP(09), u, — u em LP(9N), dai, por (4.3)) e pelo Lema 4.3 temos

1 2 >
—+o(1) = o & / (e — 1)|z|"dx = / uZdo +o(1) = / u’do + o(1),
A 0 20

Q, a0

logo f 50 u?do = 1/)\, ou seja, u é uma autofungao do problema de Steklov associada ao autovalor

A1, dessa forma, pela Proposicao 2.4 v é multipla de ¢, sendo entao radial e, por outro lado,

1
/ u2da:—:/ ©ido = u =@, em 05,
o9 A1 o0

logo u = ;. Além disso, limsup ||u,|| = 1 = ||¢1]], logo pela Proposicao[A.5] u, — ¢; fortemente
em H'(Q) e, argumentando como no final das proposigoes e a sequéncia inteira (u,)

converge. ]

Se u, atinge S(a,,V,), pela Proposigao temos que u,, ¢ uma solucao fraca do problema

—Au+u = Nz|ue | em Q, (4.5)
g—z =0, sobre 0, .
ou seja,
(1) = Alua) [ [ol et
0
Desde que ||u,|| = 1, temos que A(u,,) satisfaz

1

" folePrugenids

Aun)

O lema seguinte visa explicitar o comportamento de A(u,) quando n — oc.

Lema 4.5. Assuma que o, — 0 e 7, — 400 quando n — co. Entao, quando n — oo, temos

A
(un) N
Yo+ 2

Demonstra¢do. Assim como observamos no Lema 2.7} (v, + 2)|z|™ = div(z|z|™) e aplicando o
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. A~ . 2
Teorema da divergéncia como no Lema com f =uleUn ¢ F = x|x|™ teremos

(%—1-2)/uieo‘“"%|:v|%dx:/uiea”“%div(ﬂxr’")dx
0 Q

:/ uieo‘"“ida—/V(uie""“%).ﬂxﬁndx.
o0 Q

Como u,, — ¢1 e a,, — 0 < 7, pelo Lema (3.6

2 1
/ uendo = / ido + o(1) = — + o(1).
) o0 A

1

Com respeito a segunda integral temos
/ V(u2e® ) x|z dx = o(1)
Q

pelo Lema [2.11} Portanto

Mun) 1 . 1 B
(Mm+2)  (m+2) fQ u2 eoni | x| dx faQ pido

A1

O

Suponha que u,,, v, sejam maximizantes distintos de S(a,,7,), pelo Lema temos u,,, v, —
1 em H'(Q). Tome
Up — Up
(L

B l|tn — UnH’

entao, para alguma subsequéncia temos 1, — 1. Note entao que

1 1wy =, L un|? — on]?
= lm =, Uy + vy,) = lim = Up + U ) = lim = = 0. (4.6
(W, 1) = Tim =, n + vn) nggo2<”un_vn” u +“> nove 2 [ty — ] 48)

Sabemos que

91 = A1, sobre 09,

{ —A(,Ol + Y1 = 0, em Q,
on

entao pela formulacao fraca do problema devemos ter
(o10) =M [ piodo w0 € H'(@),
o0
tomando ¢ = 9, por (4.6]) teremos

0= (ert) = [

o0

p1do = 0 = / p1do. (4.7)

o0N
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u, € v, satisfazem fracamente

— Aty 4 Uy = At )upe® |z ™, em €, —Avp + v, = Moy )vpe® |z, em €
%ﬂ =0, sobre 0f), %ﬂ =0, sobre 011,
" "

dessa forma, como

—A(Up — V) + Uy — vy B A(un)uneo‘"“ﬂxﬂn — )\(vn)vneo‘””%\xﬁn

[|tn — V] B [tn — vn |

?

1, satisfazem fracamente

2 2
A anu Tn A anv n
_Awn + ¢n (un)une n |zl i (vn)vne n|x| 7 e Q7

l[un—vnl] l[un—vn]]

%ﬂ =0, sobre 01,
"

Fazendo entao a formulagao fraca, para toda ¢ € H'(Q) teremos

(vn)

Ay, A
(Vn, @) = & / uneanu%|x|7n¢dx AN / Uneanv’21|$|%¢d$.
[un —vnll Jo [un —vnll Jo

Somando e subtraindo o termo

A(vy,
—(U ) unea"“%\xP"d)dx
[t = vall Ja
teremos
AMug) — Mo, Mo,
(1, @) = M / uneanu%’x"yn¢dm_& (vnea"v%—unea”ui)].ili‘%qﬁdx — A —B,
[un = vl Jo [tt, — vnl| Ja

(4.8)
A igualdade acima é equivalente a formulagao fraca do problema, porém numa melhor forma

para estudar seu comportamento quando n — co. Estimaremos A,, e B, no lema seguinte.

Lema 4.6. Se o, — 0,7, — o0 e w, — w em H'(Q) quando n — oo, com |lw,|| < 1, entao

Demonstragdao. Vejamos primeiro que (¢, ¢) — A [, ¥¢do para toda ¢ € H'(Q). Para isso,
provemos que primeiramente que A, — 0 quando n — oo. De fato, com auxilio do Lema [1.5]

teremos

I (fgune%“ﬂchla: fgunean“ﬂwwdx)

|t — vy || fQ u2 e | x| dx fQ vZeonvi |z mdx
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_ 1 Qvie“”” |z dx [, une €on || pdar — Quiea““ |z dx [ une eontn || g
[|tn, — vn ]

Jo uzecni|z|mda [, v2en i |z d

_ (u ) (U )(7 + )2 /(Uieocnv% _uieanu )|:L‘|’Y”dl‘/ uneanuﬂmlvngbdx
[un — vall (Yn +2) Q

2 anv 2 anu

_ (/\%—i—o(l))/ (U e —ure )(’7 +2)|x|’yndx/uneanu%(%z"‘z)’xpnﬁzsdw
Q Q

Hun Un”

Como j& observamos antes, (7, + 2)|z|"™ = div(z|z|™), logo na ultima integral acima temos
[ et Do = [ e div(alapjode
Q Q
aplicando o Teorema da divergéncia como no Lema com F' = zlz|™ e f = Un€®nn ¢ teremos

/unea““%div(ﬂxp")czﬁdx:/ unea“"%cbdff—/V(unea""%¢)-x|x|%dx-
Q o9 Q

Pelo Lema [2.11] teremos
/ V (Upe® ) x|z dx = o(1),
Q

e como u, — 1 em H'Y(Q) e a,, — 0 < 7, pelo Lema [3.6 temos que u,e® — ¢, em L*(99),

dai teremos

/ Un €m0 (7 + 2) || da = / p1¢do + o(1).
Q

onN

Vejamos agora que a primeira integral em A,, tende a 0. Para isto escrevamos

2 anu 2 anu 2 anv 2 _anui+,,2 anvi+ 2 anu
/ vse —ure (3 + 2| d :/ vy € — uy et tn T s e tnT —yre (4 + 2|2 da
Q

|tn, — vn| Q |tn, — vn|
/ (02 — u)e ¥ (v, + 2)|z|"
= dx
Q Hun - Un”

U2 eanu% _ eanv%
[ (30 + 2)lal
Q

[tn — vn |

=C,—D,,.

Analisaremos C,, e D,, separadamente. Com respeito a C,, teremos

= e R o + Dl

H“n Un”

2
n n n nvndi on
_/ — Uy ) (vy + uy)e iv(x|z| )dx
Q

[t — vn |

= — / U (v + ) e ndiv(z|z| ") da
0
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4. Simetria das extremais com peso de Hénon

Aplicando mais uma vez o Teorema da divergéncia como no Lema [2.7] teremos

C,=— U (uy, + vn)eo‘”vida + / V(¢ (un + vn)ea"”i).x\xﬁ”dx
a0 Q

- _/ (ntn€®™" + Uy v do + / V ($nttnen) x|z | d + / V (§nopen) x|z de.
o9 Q Q

Tendo que v, — 1 em qualquer LP(S), pelo Lema , V€U, e®ntn — o1 em qualquer LP(2)

e as duas ultimas integrais acima tendem a 0 pelo Lema [2.11] podemos dizer que

C, — —2 Yprdo + o(1) = o(1),
a0

onde usamos também (4.7) na tultima igualdade. Voltando-se agora para D,, considerando a

desigualdade |e* — e¥| < |z — y|(e” + €¥) teremos

U2|6a"u% _eanvﬁl
]Dn\g/g n a— (n + 2| d
n n

<a / uZju? — v2|(evnn 4 envn)
- n
Q [tn — vn |

(Y + 2)|2| " d

2 _
< an/ U (U — Un) (i + U")div(a:]x\%)da:
Q

Hun _UnH

< an/ W21 (Up + ) (€70 4 @) div (2| @] ) d.
Q
Usando o Teorema da divergéncia como em C), teremos

Dyl < o, / W, (U + 0,) (€% 4 @) do — ay, / V (U200 (U, + 0) (€775 4 €27V0)) || d
o0 Q

= Oén(ll — [2)
Note entao que

2 2 2 2
I, = wnuiea”“nda + wnuieo‘"”n do + wnvnuiea"“”da + wnvnuie“”“" do,
1) o0 o0 El9)
usando o Lema juntamente com o fato de que 1, e v, convergem em qualquer LP({2) teremos
a convergencia em todas integrais acima. Com respeito a I3, considere o seguinte termo que faz

parte de I,
[:/V(uiwnvnea"“’%).x\xl'yndm.
Q

Se distribuirmos os termos de I, notaremos que teremos uma soma de termos semelhantes a I de

forma que o raciocinio usado para provar que I tende a 0 quando n — oo servira para os outros
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termos também.
I= /(V(zﬁnvn)uieanui + V(2e ), v,) x|z da
Q

:/vnuiv¢n.x|x|%dw+/ui¢ann.x|m|%dx+/V(uieo‘”“%)@/}nvn.x|x|%dx
Q Q Q

=A+B+C.

Como «a,, — 0 quando n — oo podemos considerar que n seja suficientemente grande para que

10, < 2w. Em relagao ao termo A, pela desigualdade de Holder generalizada teremos

A < [lonllslle sl sV ulla ]2 s

< K|||l=z["*ls =0,

onde, na segunda desigualdade, a limitacao do terceiro termo é dada pelo Teorema [1.4]e os outros
sao limitados em H'(Q) que estd imerso em L%(Q). De forma andloga, o termo B tende a 0. No

termo C' teremos
2 2
C= / 7pnvn(ZUnVU'neanu" + 2anuiVun€a"“").x]x|7"dx
Q

2 2
— 2/ wnvnunvuneanundm —+ 2an / @DnvnuiVuneo‘"“".ﬂxP"dx.
& Q

Um raciocinio andlogo ao usado em A s6 que usando a norma de L'°(£2) conclui que C tende a 0.
Dessa forma, sendo I; limitada e Iy = o(1), como «,, — 0, teremos |D,| — 0 e, portanto A, — 0.

Mostremos agora que

. 2 .
Somando e subtraindo o termo u,e**"» dentro da integral e usando o Lema em

A
B“Ww@%ﬂ (€% — %) |z g,
n ~— Un Q

teremos

2
Alwn) (0 +2) [/ (U — )€™ || 7 el — / Uy (€m0 — e“””3)|w|v"¢dx]
[t — vnll (9 +2) /g Q

Out o b2 [ il [

[|ttn — vy ] Q

B, =

%wwﬁw%%wwwﬁ

un<eanu% _ eanv%)

[t — vn |

= —(A1 +0(1))

/ Une® ( + 2) |2 ddr + / (7 + 2)!@"\”"@33]
Q Q

==\ +o(1)(E, + E,).
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Argumentando de forma semelhante a termos anteriores teremos

B, = / e ddiv (x| ) de
Q
= @Zzneo‘"”igbda—/V(z/)nea””%é).ﬂa:r’"dx
o0 0
= [ yodo +o(1).

o0

De forma analoga ao termo D,, temos que F,, — 0. Logo, B, — —\; fm Yodo para toda
¢ € H*(Q) e, portanto,

(ny @) = A1 | Ypdo Vo € H'(Q).

o0

Note que todos os argumentos permanecem validos caso se troque ¢ por w,, e nesse caso teremos

(U, wp) = N\ Ywdo.

o0
m
Lema 4.7. Suponha que a,, — 0 e 7, — +00 quando n — oo e seja
Y= lim 1),.
n—oo
Entao v nao é identicamente nula.
Demonstracdo. Suponha que 1, — 1 = 0, dai, pelo Lema teremos
L= () > 0 [ wids =0
o0
um absurdo.
O

O resultado de unicidade de extremal para S(a,~) é estabelecido a seguir.

Teorema 4.8 (Unicidade). Para « suficientemente pequeno e para todo v > 0, o problema

S(a,v) = sup /(ea“2 — 1)|z|"dx
Q

ueH1(Q)
llull<1

possui uma unica funcao extremal, a qual portanto é radial.

Demonstrac¢ao. Suponha que o resultado nao ocorre, ou seja, existem sequéncias a,, — 0, v, > 0

e fungoes u,,v, distintas que realizam S(ay,,7,). Precisamos considerar dois casos, o caso de
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Y — 00 € ¥, — ¥ > 0. Suponha primeiramente que 7, — 0o e considere novamente

Up, — Up

(L

B Hun - Un”

A menos de subsequéncia podemos supor que 1, — ¢ em H'(§) e pelo Lema temos

(W,6) = M /a s

para toda ¢ € H(Q), isto é, 9 é uma autofungiao do problema de Steklov associada ao autovalor
A1, logo, pela Proposicao [2.4] existe k € R tal que ¥ = ki, onde k nao é nulo pois ¢; # 0 e, pelo
Lema ¥ também, por outro lado em (4.7) temos que 1 é ortogonal a ¢, o que nos da uma

contradicao. Suponhamos agora que 7, — 7. Note que

1
— | (> = 1)|z|dz — / w?|z|"dz,
Q

(07% Q

para todo u € H'(Q) com [lul] < 1. Temos |z| — |z|” em qualquer LP(Q) e, usando a

desigualdade e* — 1 — 2 < %az‘Qem, temos também

1 2
—/(ea"“ —1)d:v—/u2dac
On Jo Q

1

Qp

/(eo‘"“2 — 1 — a,u?®)ds
Q
an

2
ute dx — 0,
2 Jo

IN

ja que a ultima integral acima ¢é limitada pelo Lema |3.6|e a,, — 0. Dai, usando a desigualdade de
Holder

1
—/(e”"“2 - 1)\x]7”dx—/u2\x]7dx
On Jo Q

anu? 1
— ‘/ e —1) - >]x\7" —w?|z|™ + uP|z|™ — uP|z| dx
Q n

anu® _
g/ S ]$|7"d:v—|—/u2(]x|7"— |z|")dx
0 0

ettt —1 9 2
< /Q ——— —u | dr + |||l |2[" = [zl = 0.

Denote por A, o primeiro autovalor e por ¢, a primeira autofungao positiva, normalizada em
H'() e radial do problema (4.1]). Vejamos que se u, atinge S(a,,7,) temos

1 1
a—nS(an,%) — )\—7

u, — ¢, em H'(Q).
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Tomando o supremo com respeito a ||ul| < 1 em

1 2
L N / el de + of1)
Q

anQ

teremos por (4.2))
1 1
—S(n, V) = —.
o (e, ) X

Uy, — ¢, em H'(Q) segue de forma andloga ao Lema . De forma andloga a feita na equacao

, temos
(1, 6,) = 0. (4.9)

Sendo ¢, autofuncéo do problema em (4.1)) temos (¢.,¥) = A, [, [z[7¢bdx, logo
/ |z p1pdx = 0. (4.10)
Q

Observe também que, como u, — ¢, em H'(Q), pelo Lema [3.6{u2e"» — ¢2 em L2(Q2), logo

Auy,) Ay

(7 + 2) — G +2) (4.11)

(Y +2) /Q w2 e |z da — (v + 2) /Q ¢ |z dw =

Faremos agora algo semelhante ao que foi feito no Lema [4.6] com o objetivo de alcancar uma
contradicao de forma semelhante ao caso 7, — 0o, porém sem a necessidade do uso repetido do
Teorema da divergéncia ja que dessa vez temos |z|™ — |z|” em qualquer LP(£2). Como em (4.8)

temos

)‘(un) - A(Un)

l|tn — vn ]

A(vy,
(Vn, ) = /Unea"u%’fﬂ\%(bd%—&/(vneo‘"”’%—uneo‘”“%)|x|7”¢d:v = A,—B,.
Q [tn — vall Jao

Provaremos que A, — 0 e que B,, = —\, fQ |z|Ypdr. Agindo da mesma forma que no Lema ,
porém usufruindo agora de (4.11]) temos

9% (st — 2o ) + Dl :
A, = (L—l—o 1 )/ " ” - da:/uneo‘"“" Vo + 2) || pdx.
G W), fita — onl] gl et 2l

Pelo Lema Upe®mUndy — ¢, em L*(Q) daf, na tltima integral acima teremos

[ et Dlal6ds > (+2) [ 0,0lalda,
Q Q
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Para que A,, — 0 basta agora provarmos que a outra integral tende a 0. Para isto escrevamos

/ (e — e ) (o + D0 JEE w3)eh (y + D do
Q Q

Hun_vn“ N Hun_vnu

- / u%(eanu% ‘_ e‘”’%)(’yn + 2)|z| ™ 0
Q

|Un _UnH

[ () e+ i
Q [[wn — vl
2 anu% _ av% 2 Yn
[t e,
Q Hun - Un”

- / D (Vn + 11 )€ (7, + 2) |z dz
Q

2 2 2
Qpuy, __ ,0pv; » 2 Yn
[ et e 2,
Q

[t — vn |

=C,— D,.
Utilizando o Lema |3.6| juntamente com (4.10]) teremos
Cp = 2(y+2) / Yo, |z dr = 0.
Q

Utilizando a mesma ideia do termo D,, do Lema [4.6] teremos

|D,| — 0.

Portanto A, — 0. Vejamos agora que B, — —\, [, [z["t)¢dz. Assim como adaptamos A, do
Lema teremos para B,

A : (e — ) (3, + D]
B, =— T — +o(1 > /wneo‘“”" Y + 2 J;”"gzﬁdx%—/ = = dz
(g o0 [ O+ 22l ‘ Tn = val]

= ((722) + o(1>> (E, + F,).

De forma andloga a |D,| teremos |F,,| — 0 e

E, = /anea””’% (v + 2)|2"ddz — (v +2) /Q¢¢|~”CW~

Logo
B, — —)\7/ oz dx
Q

e, portanto,

(Yn, ¢) — )\W/quﬂxﬁdx.
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Por outro lado, como v, — v, temos (1,,, ¢) — (¥, ¢), dai

() = A, /Q |z,

ou seja, ¥ é uma autofuncao do problema em associada ao autovalor A, e, pelo item (2)
do Teorema , temos que 1 é proporcional ao ¢, ao mesmo tempo em que, por (4.9), sao
ortogonais, como as duas fungoes sao nao nulas temos ai uma contradicao, finalizando entao o
caso 7y, — . Portanto, para « suficientemente pequeno, S(a, ) é atingido por uma tnica fungao,
a qual consequentemente é radial pelo Teorema (1.8

m

Por fim, o problema de simetria da fungoes estremais de S(a,7), com «o* suficientemente

pequeno e v* suficientemente grande, fica graficamente descrito da seguinte forma:

0 a* (A2 — A1) 2r o

Figura 4.1: Simetria das fungoes extremais de S(«, )
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Apeéendice A
Analise funcional

Proposicao A.1. Seja X um espago de Banach, X* seu dual e (u,) uma sequéncia em X. Entao
(1) u, — u se, e somente se, f(u,) — f(u) para todo f € X*;
(2) se u, — u, entao u, — u;
(3) se u, — u, entdo ||u,|| é limitada e |ju|| < liminf ||u,|;
(4) Se up, ~wue f, » fem X* entao f,(u,) — f(u).

Demonstrac¢ao. Veja Brezis [0, Proposition 3.5].

]

Proposicao A.2. Seja X um espaco normado e C' C X convexo, entao C' é fechado na topologia

fraca se, e somente se, é fechado na topologia da norma.

Demonstragao. Veja [0, Theorem 3.7.].
[l

Definicao A.1. Seja X um espago normado. Considere a aplicacao J : X — X** tal que
J(w)(f) = f(u), para todo u € X e todo f € X*. Esta aplicagdo é uma isometria e, quando J é

sobrejetora, dizemos que X é um espago reflexivo.

Teorema A.3 (Kakutani). Um espaco de Banach X é reflexivo se, e somente se, {u € X : ||u]| <

1} € compacto na topologia fraca.

Demonstracao. Veja Brezis [6, Theorem 3.17].
O

Teorema A.4. Em espacos reflexivos, toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia que

converge fracamente.

74



A. Andlise funcional

Demonstragao. Veja Brezis [0, Theorem 3.18].
]

Definicao A.2. Um espaco normado X ¢ dito uniformemente convexo se, para todo € > 0, existe

0 > 0 tal que
u—+v

<1-0.
5 =

lull ol <1 e flu—vl] > = H

Observacao A.1. Todo espaco com produto interno é um espaco uniformemente convexo.

Proposicao A.5. Seja X um espaco de Banach uniformemente convexo. Se
U, —u e limsup Hun” < “u”?

entao u,, — Uu.

Demonstracao. Veja Brezis [0, Proposition 3.32].

]

Definicao A.3. Dizemos que um operador linear 7' : X — Y é fracamente continuo se, para toda

sequéncia tal que x,, — z em X, tem-se T'(u,) — T(u) em Y.

Definicao A.4. Um operador linear continuo entre espacos normados 7" : X — Y ¢é dito compacto

se, para todo A C X limitado, tem-se T'(A) compacto.

Observe que, sendo compacto, um operador manda sequéncias limitadas em sequéncias que

possuem subsequéncia convergente.

Proposicao A.6. Seja T': X — Y um operador linear continuo entre espacos normados. Entao
(1) se T é compacto, entdo T é fracamente continuo;
(2) se X é reflexivo, entdao T' é compacto se, e somente se, é fracamente continuo.

Demonstracao. Veja Botelho et al [4, Proposicao 7.2.8].
O

Teorema A.7. (Representacao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert. Dado f € H*, existe um
unico uw € H tal que

fw) = (v,u), VYveH.

Além disso,

[z = Tl

Demonstracao. Veja Brezis [0, Theorem 5.5].
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A. Andlise funcional

Observacao A.2. Voltemos a atencao rapidamente para dois fatos importantes. Se tivermos
v, — v em H'(Q), usando as propriedades da convergéncia fraca juntamente com o Teorema
acima teremos que

(Un, w) = (v,w), Yw € H(Q).

Indo mais além, se v,, — v em H'(Q) e w, — w em H'(Q), entdo teremos (v,,w,) — (v, w), pois
[{vn, wn) = (v, )] = [{vn, wn) = (Vn, w) + (Un, w) = (v, w)]

< lvalllfwn = wl] + [{vn — v, w)]

< Cllw, — wl|| + [{(v, —v,w)| — 0.

Definicao A.5. Seja H um espago de Hilbert e 7" : H — H um operador linear continuo.

Chamamos de resolvente de T' o conjunto
p(T)={AeR:T —\d: H— H éuma bijecao}.
O espectro de T' é o conjunto

o(T) = R\p(T).

O conjunto de autovalores, também chamado de espectro pontual, é dado por
0,(T) ={N e R: Ker(T — Xd) # {0}}.
Observe que se A é autovalor, existe u € H\{0} tal que
Tu = \u.

Teorema A.8. Seja H um espaco de Hilbert real e T': H — H um operador compacto. Entao

(1) 0 € o(T);

(2) o(T)\{0} = a,(T)\{0};
(3) Se a(T)\{0} € um conjunto infinito, entao o(T)\{0} = (Ap)men com Ay, — 0.

Demonstracao. Veja Brezis [6, Theorem 6.8.].
O

Teorema A.9. Seja H um espago de Hilbert ¢ T : H — H um operador linear compacto e
autoadjunto. Defina

m = inf (Tu,u) e M := sup (Tu,u).

flull<1 lull<1

Entio m,M € o(T) e o(T) C [m, M].
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A. Andlise funcional

Demonstragao. Veja Brezis [0, Proposition 6.9.].
m

Teorema A.10 (Teorema Espectral). Seja H um espago de Hilbert separdvel e T um operador

linear compacto autoadjunto. Entdo existe uma base ortonormal formada por autovetores de T'.

Demonstragao. Veja Brezis [0, Theorem 6.11].
m

Definicao A.6. Sejam X C Y dois espagos normados com X C Y. Dizemos que X estd imerso
continuamente em Y se a aplicacao identidade Id : X — Y é um operador linear continuo, ou
seja, se existe C' > 0 tal que

[olly < Cllullx,

para todos u € X e v € Y. Nesse caso, denotamos X — Y. Se Id for um operador compacto,

entao dizemos que X estd imerso compactamente em Y.
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Apeéendice B
Espacos LP e espacos de Sobolev

Definigao B.1. Seja p € [1,00) e 2 C R". Chamamos de LP(2) o espaco de Banach das (classes

de) fungoes u : 2 — R mensuraveis tais que |u|P ¢é integravel em € e

1/p
lull, = ( / |u|pdx) .
Q

Se p = oo, L®(2) é o espaco de Banach das fungdes u : 2 — R essencialmente limitadas e
|u||oo = supess = inf{C € R : |u(x)| < C q.t.p. em Q}.
e

Teorema B.1 (Continuidade absoluta da integral de Lebesgue). Seja u uma func¢ao integrdvel

/ udx
1%

em §2. Entao, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

VcQ e l|Vi<d= <e.

Demonstragao. Veja Kolmogorov et al 20, p. 294].
]

Teorema B.2 (Desigualdade de Holder). Sejam u € LP(Q) e v € LP (), com p € [1,00] e

i + z% = 1. Entdo,
/ o] < [lull o]l
Q

Demonstracao. Veja Brezis [6, Theorem 4.6].

]

Teorema B.3 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam u; € LP*(Q2),. .., ux € LP*(Q)), com

1 1 1
- =—+4...+— <1
p N Dk
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B. Espacgos LP e espacos de Sobolev

Se u=uy...u, temos

lllp < lluallp, - - oy
Demonstragao. Veja Brezis [0, p.118]. ]
Teorema B.4 (Teorema da convergéncia mondtona). Seja (u,,) C LY(Q2) tal que
(1) uy <...up < ... qtp. em§);
(2) sup, [oun < 0.
Entao u,(x) converge q.t.p., digamos para u(z), com u € L*() e ||u, — ul|y — 0.

Demonstragao. Veja Kolmogorov et al |20, p.296 |.

[
Teorema B.5 (Teorema da convergéncia dominada). Seja (u,) C L'(Q) tal que
(1) up(z) = u(x) q.t.p. em §;
(2) emiste v € L'(Q) tal que, para todo n, |u,(x)| < v(zx) ¢.t.p. em Q.
Entio u € LY(Q) e ||u, — ul|y — 0.
Demonstragao. Veja Kolmogorov et al [20] p.295].
O]

Teorema B.6 (Reciproca do Teorema da convergéncia dominada). Seja (u,) C LP(2) tal que

up, — u em LP(Q). Entdo existem uma subsequéncia u,, e uma fung¢io h € LP(2) tais que
(1) up, () = u(z) ¢.t.p. em §2;
(2) |up, (z)] < h(x) q.t.p. em Q, para todo k € N.

Demonstracao. Veja Brezis [0, Theorem 4.9]
0

Definigao B.2. Seja Q C R” um conjunto aberto. O espaco de Sobolev W?(§2) é definido por

W?(Q) = {u € L’(Q) : 3g1,..., 9, € LP tais que /uﬁgo

da::—/gigoda: Vo e C3°(2),Vi=1,...,n}.
o O Q

Quando p = 2, denotamos
HY(Q) = Wh(Q).

Para u € WP(Q), definimos 2% = g;, e escrevemos

ox;
ou ou
VU— (a_xl”@_xn> .
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B. Espacgos LP e espacos de Sobolev

Teorema B.7. WP(Q) é um espaco de Banach, para todo p € [1,00]. WP(Q) € reflezivo, se
p € (1,00), e € separdvel quando p € [1,00).

No caso p = 2, temos que H'(Q) é um espago de Hilbert reflexivo munido do produto interno

(u,v) :/uvdx—l-/Vqudx. (B.1)
Q Q

Demonstracao. Veja Brezis [0, Proposition 9.1.].

]

Observacgao B.1. Se (u,) C H'(Q) é tal que u,, — u em L*(Q) e Vu, ¢ limitado em L?*({2) entao
u € H'(Q)(veja Brezis[d]).

Teorema B.8. Seja Q C R um aberto limitado de classe C*. Se V' é um aberto tal que Q C V,

entao existe um operador linear
E: W' (Q) — WP (R")

tal que, para cada v € WHP(Q):
(1) Fu=wu q.t.p. em Q;
(2) supp Eu CV;

(3) existe C = C(p,Q, V) tal que

[ Eullwr@ny < Cllullwisg)-
Demonstragao. Veja Evans [11], p. 254]
]

Teorema B.9 (Rellich-Kondrachov). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C*. Entdio as

sequintes imersoes sao compactas:

1, Y.

(1) sep <n, WHP(Q) < L%Q), para todo q € [1, 75);

(2) se p=mn, W(Q) — LI1(Q), para todo q € [1,0);

(3) sep <n, WH(Q) — C%*(Q), para todo a € (0,1 —n/p).

Demonstragao. Veja Furtado [12, Teorema 4.33].
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B. Espacgos LP e espacos de Sobolev

O teorema acima é de extrema importancia para a teoria dos espagos de Sobolev e das equacoes
diferenciais parciais. Ele gera consequéncias importantes neste trabalho, no caso p = n = 2. Note
que, em particular, todas essas imersdes sao continuas. Considere entao o espago H(€2). Sen = 2,

pela continuidade da imersao (2), temos que
lully < Cllulla,,

para todo p € [1,00), o que nos diz que limitagao em H'(2) implica em limitagao em todo LP(12).

Teorema B.10 (Trago). Seja Q2 C R™ um dominio limitado de classe C%, n > 2 e p € [1,00).
Entdo existe um tinico operador, T : WHP(Q) — L1(09), chamado operador trago, que é compacto

quando

(n

(1)p<nel§q<n+1p)pou

(2) p=neqell,o0).

Demonstracao. Veja Adams-Fournier [I}, 5.36 Theorem).

[]

Observacao B.2. Combinando os dois teoremas acima com o resultado dado pela Proposi¢ao[A.6]
percebemos que, nas devidas restri¢oes, obter convergéncia fraca nos espacos de Sobolev nos da

convergencia forte em espagos LP.

Usando a notacao de multi-indice para derivada parcial, temos

OPlu(x
Dlufe) = Oxy! (G)x "
. 0xn

onde B = (B1,...,0n) EN" e |f]| =01+ ...+ Bn.
Definigao B.3. Sejam 1 < p < oo e k € N. Definimos o espago de Sobolev W*?(Q2) como sendo

Wk? = Ly € LP(Q) : DPu € LP(2), para todo B tal que |3| < k}.

Lembremos que, nessa definicdo, D?u denota a derivada no sentido fraco.

Teorema B.11. Seja Q C R™ é um aberto limitado de classe C'. Sep>1e0<m <k — % <
m 4+ 1, entao

Wk?(Q) — C™5(Q).

Demonstragao. Veja Gilbarg-Trudinger [14, Theorem 7.26].
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B. Espacgos LP e espacos de Sobolev

Definicdo B.4. Considere Q = B(0,7) C R™. O espaco W.22(Q2) é definido por

1
Wit

rad

(Q) = {u e W'(Q) : w(R(x)) = u(z), para toda rotacio R}.

Nesse caso, sendo u € W1P(Q), dizemos que u é radialmente simétrica e seu valor depende

apenas da norma do ponto, dessa forma, sendo |z| = r, denotamos

u(z) = u(lz) = u(r)

/Qu(x)dx = wy, /0?" s"Lu(s)ds,

O espago de fungoes radialmente simétricas de interesse para este trabalho ¢ o espago H} ,(Q),

onde w,, é a medida de S™7!.

onde Q = B(0,1) C R% Note que, usando a férmula acima para integragao de fungoes radialmente

simétricas sobre bolas, se u € H}, ,(Q),

1
ull5 = 27r/ |u(r)|*rdr.
0
Além disso, note que,

Vu()? = [Va(|a])P = (5—2(&0)2 " (g—jz<|m|>)2,

onde
ou _ Ou Qx| _ Ouwm T

6931<|$|) ~ Olx| Oz;  Or x| " (T)m’

logo |Vu(z)* = |u/(r)|?, o que nos d&

1
IVull2 = 27r/ o (r) 2. (B.2)
0
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Apendice C

Diferenciabilidade em Espacos

Normados

Sejam X, Y espacos de normados e U C X um aberto.

Definicao C.1. Seja f : U — Y uma funcao. Dizemos que f possui derivada de Gateaux em

a € U, se para todo h € X, existe o limite

i (@ T th) — fa)

t—0 t
Se isso ocorre em todos os pontos de U, dizemos que f é Gateaux diferenciavel.
Definicao C.2. Seja f : U — Y. Dizemos que f é Fréchet diferenciavel em a € U se existe
T, € L(X,Y) tal que
[f(a+h) = fla) = Ta(h)lly = of|[h]|x),
ou, equivalentemente
fla+h) = fla) = Tu(h) = r(h),

r(h)
Il x

onde — 0 quando ||h||x — 0. Usaremos a seguinte notagao

Note que, se f é Fréchet diferenciavel em a € U, entao f é Gateaux diferenciavel em a e vale

Flarh — fn L) = f0)

t—0 t

Definicao C.3. Seja f: U — Y diferenciavel em cada a € U. Se a aplicagao

foU — LX)
a —  f'(a)
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C. Diferenciabilidade em Espagos Normados

é continua, dizemos que f é de classe C! ou que f € CH(U, F).
Proposigao C.1. Se f : U — R tem derivada de Gateaux continua, entao f € C'(U,R).

Demonstrac¢ao. Veja Willem [34, Proposition 1.3].
]

Definigao C.4. Seja f € C'(U,R). Dizemos que f tem derivada segunda de Gateaux f”(a) €
Lo(X,R) se, para todos h, k € X, existe

f”(a)(h, ]{?) — lim (f/(a + th) — f/(a))k

t—0 t

O conceito de diferenciabilidade se estende naturalmente para a aplicagao f' : U — X* e
feC*U,R) se f e CYU, X*).

Definicao C.5. Seja X um espaco de Hilbert e @) : X — R uma forma quadratica. ) é dita nao
degenerada se existe C' > 0 tal que
1Q"(R)]| = CIAl,

para todo h € X.

Observacgao C.1. Se uma forma quadratica @) é degenerada, entao existe a € X\{0} tal que,

para todo m > 0

1Q (@)l < mllall.
Fazendo m — 0 teremos que @'(a) = 0.

Definigao C.6. Seja f € C*(U,R). Dizemos que um ponto critico a € U ¢é nao degenerado se a

forma quadrética f”(a) é ndo degenerada.

Proposicao C.2. Se f : U — R tem derivada segunda de Gateaux, u — f”(u), continua em U,
entao f € C*(U,R).

Demonstracao. Veja Willem [34, Proposition 1.6].
[

Teorema C.3 (Férmula de Taylor). Seja f : U — R diferencidvel em U e duas vezes diferencidvel

em a. Entao
fla+h)—f(a) = f'(a)h + f"(a)(h, h) +r(h),
r(h)

onde Gz — 0 quando ||| — 0.

Demonstragao. Veja Kesavan [19, Theorem 1.2.1]
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C. Diferenciabilidade em Espagos Normados

Como consequéncia do teorema anterior temos o seguinte resultado:

Teorema C.4. Seja f: U C X — R diferencidvel em U e duas vezes diferencidvel em a € U. Se

f possui um mdzimo local em a entao, para todo h € X temos
f"(a)(h, h) < 0.

Demonstracao. Veja Kesavan [19, Theorem 1.4.3]

Definigao C.7. Seja X um espaco de Banach, J € C'(X,R) e um conjunto de vinculo
S={veX:Jw) =0}

Suponha que, para todo v € S tenhamos que J'(v) # 0. Seja F' € C'(X,R)(C' em S ou numa
vizinhanga de S), dizemos que ¢ € R é um valor critico de F' sobre S se existem u € S e A € R
tais que

Fu)=c e J'(u)=AF'(u), VheX.

u é um ponto critico de F' sobre S e A é dito multiplicador de Lagrange para o ponto critico u.
Se X é um espaco de funcoes, a segunda equacao acima correspondera a uma equacao diferencial
parcial, e dizemos que J'(u) = AF’(u) é a equacao de Euler-Lagrange satisfeita pelo ponto critico

u sobre S.

Teorema C.5 (Multiplicadores de Lagrange). Seja X espaco de Banach, J € C'(X,R) e um
conjunto de vinculo S = {v € X : J(v) = 0}, onde para todo v € S temos que J'(u) # 0.
Seja F € CH{X,R)(C* em S ou numa vizinhanca de S) e suponhamos que ug € S € tal que
F(up) = sup,cg F(v). Entdo existe A € R tal que

J (ug) = MNF'(ug).

Demonstracao. Veja Kavian [I8, Proposition 14.3].
[

Teorema C.6 (Multiplicadores de Lagrange Generalizado). Sejam X um espaco de Banach e
k
F,Gy,...,G, € CH(X,R). Seyo € X for um extremo de F restrito ao conjunto ﬂG;l(Gi(yO)),

i=1
entao uma das alternativas ocorre:
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C. Diferenciabilidade em Espagos Normados

(1) det A(vy,...,vx) =0, para quaisquer vq,...,vx € X, onde

Gilyo) (1) Giwo)(e) - Ghlwo)(vg)
Aoy | GROI0D) G Gl
| G G - Gl |
(2) Evistem p; € R, i=1,...,k, tais que F'(yo).v = imG;(yO).v, para todo v € X.

Demonstragao. Veja Soares [31, Teorema 2.3.1.]
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Apeéendice D
Resultado de Regularidade

Em todos os resultados abaixo considere Q) = B, C R2.

Lema D.1. Seja u € H'(Q) uma solugao de

—Au = f(x), em £,
g_:; = g(x), sobre Of).

Se fe LP(Q) e g € W'P(Q), com p € (1,00) entao u € WP(Q) e

[ullwzr@) < CUS L + lgllwrr@)-

Demonstra¢ao. Veja Wang [33] Lemma 5.2].

Lema D.2. Seja u € H'(Q) uma solugao fraca do problema

—Au=h(z), em €
g—:; = g(x), sobre 0.

Se h € LP(Q) e g € WP(Q) com p € (1,00) entdo u € C1H(Q).
Demonstragdo. Pelo Lema|D.1] temos que u € W2P(12). Pelo Teorema [B.11] temos que

W2P(Q) — CL4(Q),

para algum £ > 0.

Lema D.3. Suponha que u € H'(2) é uma solucao de

{ —Au=h(z), em

g—“ =0, sobre 0.
n

Se h € CP(Q), entdo u € C%A(Q).
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D. Resultado de Regularidade

Demonstracao. Veja Gilbarg-Trudinger [14].

Lema D.4. Seja u € H'(Q) uma solugao de

—Au = h(z), em £,
g—z = g(x), sobre Of).

Se h € CP(Q) e g € WHP(Q), entdo u € C*P(Q).

Demonstracao. Veja Gilbarg-Trudinger[14]

Lema D.5. Suponha que v > 1 e seja u € H'(2) uma solugao de

—Au=z["f(x), em
g—ZIO, sobre  0f).

Se f € C*(Q), entdao u € C**(Q).

Demonstracao. Veja Gilbarg-Trudinger [14].
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Apeéendice E
Outros resultados auxiliares

Teorema E.1 (Principio do Maximo Forte). Seja u € C*(Q) N C(Q) tal que —Au+u > 0. Se u

possui um ponto de mdximo em §2, entdo u € constante.
Demonstracao. Veja Furtado [12], Teorema 3.9]. O

Teorema E.2 (Lema de Hopf). Seja u € C*(Q) tal queu >0 em Q e —Au+u > 0. Se zy € 9Q

¢ tal que u(xg) =0, com u continua em xy, entdo

Demonstracao. Veja Furtado [12, Lema 3.7]
]

Teorema E.3 (Teorema da divergéncia). Seja F = (Fy, Fy) : Q — R? tal que F; € CY(Q). Entdo

/dz’v(F)dx:/ F.ndo,
Q o0

onde 1 denota o vetor normal unitdrio exterior em cada ponto de OS).
Demonstragao. Veja Evans [I1, Theorem 1 p. 627]. O

Observagao E.1. Note que o Teorema da divergéncia é vélido ainda se as fung¢oes coordenadas
estiverem no espaco de Sobolev H*(§2). De fato, suponha que F; € H*(2). Por Evans[11, Theorem
3, p.252] podemos dizer que existem sequéncias (F?), C C*(Q) tais que F! — F; em H(Q).

Considerando F,, = (F!, F?), pelo Teorema da divergéncia temos

/div(Fn)dx:/ F,.ndo.
Q G

Pela convergéncia em H'((), as derivadas parciais das fungoes coordenadas de F), convergem para

as derivadas fracas de F; em L*(Q) e, pela compacidade da imersao no trago, F! — F; em L*(092).
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Logo, fazendo n — oo na igualdade acima, teremos

/dz’v(F)dx:/ F.ndo.
Q o0

Teorema E.4 (Identidade de Green). Sejam u,v € C*(Q) N CY(Q). Entdo

/Au.vdx:/ %vda—/Vqudx.
0 a0 On 0

Demonstragao. Veja Evans [I1, Theorema 3 p. 628].
O]

Observagao E.2. Vejamos que se u € C?(Q) ev € H*(R), a Identidade de Green ainda funciona.
Assim como na Observacdo [E.1} podemos tomar (v,) C C=(Q) tal que v, — v em H(Q). Pela

Identidade de Green, teriamos entao

/Au.vnd:c: %vnda—/Vqundx.
Q a0 On Q

Como H'(Q) estd imerso compactamente em L?*(Q2) e L*(92), fazendo n — oo, teremos

/Au.vdx:/ @vda—/VuVUdm.
Q a0 On 0

Teorema E.5 (Lema de Du Bois Reymond). Seja u integrdvel. Se

/ updr = 0,
Q

para toda ¢ € CF°(QY), entdo u =10 ¢.t.p. em Q.

Demonstracao. Veja Medeiros-Miranda |23, Proposigao 1.3.1].
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