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Resumo

Neste trabalho, estudamos subvariedades marginally trapped e weakly trapped
imersas em espacgos-tempo Robertson-Walker generalizados (GRW), e obtemos alguns
resultados de rigidez que, sob hipdteses adequadas, garantem que tais subvariedades
estao contidas em slices. Também obtemos resultados de nao-existéncia para subva-
riedades weakly trapped imersas em tais espacos, e algumas aplicacoes para casos de
relevancia fisica. Depois, estudamos subvariedades trapped e marginally trapped imer-
sas em uma forma espacial Lorentziana L] *” (¢), com curvatura seccional contante c.
Nesse sentido, estabelecemos condigoes suficientes para garantir que uma subvariedade
trapped completa com vetor curvatura média paralelo de LTLP (¢) seja pseudo-umbilica,
obtemos um resultado de nao-existéncia para subvariedades trapped no espaco de Min-
kowski, e por fim, estabelecemos condigoes suficientes para garantir que uma subvari-
edade marginally trapped pseudo-umbilica completa de LTthp (¢) com vetor curvatura

média paralelo seja totalmente umbilica.

Palavras-chave: Espaco-tempo Robertson-Walker generalizado; Subvariedades mar-
ginally trapped; Subvariedades weakly trapped; Forma espacial Lorentziana; Vetor

curvatura média paralelo.



Abstract

In this work, we study marginally trapped and weakly trapped submanifolds im-
mersed in generalized Robertson-Walker (GRW) spacetime, and we obtain some rigity
results that, under appropriate hypothesis, guarantee that such submanifolds are con-
tained in slices. We also get non-existence results for weakly trapped submanifolds
immersed in such spaces, and some applications for cases of physical relevance. Af-
ter, we study trapped and marginally trapped submanifolds immersed in a Lorentzian
space form L?er (c), with constant sectional curvature c¢. In this sense, we establish
sufficient conditions to guarantee that a complete trapped submanifolds with parallel
mean curvature vector of L7 (¢) must be pseudo-umbilical, we obtain a non-existence
result for trapped submanifolds in the Minkowski space, and finally, we establish suf-
ficient conditions to guarantee that a complete pseudo-umbilical marginally trapped

submanifolds of L}*”(¢) with parallel mean curvature vector must be totally umbilical.

Keywords: Generalized Robertson-Walker spacetime; Marginally trapped submani-
folds; Weakly trapped submanifolds; Lotentzian space form; Parallel mean curvature

vector.
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Introducao

Uma superficie é dita future (past) trapped se o seu vetor curvatura média H for
tipo-tempo e apontar para o futuro (apontar para o passado) em todos os pontos.
Geometricamente, essa condi¢ao sobre H nos diz que os raios de luz que partem a
superficie devem convergir.

A nogao de uma superficie trapped foi introduzida na Relatividade Geral por Pen-
rose, em seu trabalho sobre colapso gravitacional e singularidades [18], e ela tem um
importante papel no estudo sobre singularidades de buracos negros em um espaco-
tempo. Mais especificamente, sabemos que todo corpo de massa possui a capacidade
de exercer forga de atragao gravitacional sobre outros corpos, e essa forga é proporcio-
nal a sua massa, como relatado pela quarta lei de Newton. Quando um corpo se torna
muito denso, a for¢a de atragao gravitacional dele se torna tao grande que ele entra em
colapso. Este colapso é a criacao de um buraco negro. Em espagos-tempo com simétria
esférica, a existéncia de superficies trapped junto com a chamada condigao de energia
fraca garante o calapso gravitacional de todo um sistema para um buraco negro cujo
horizonte de evento é determinado pela superficie trapped.

Ja em um contexto puramente matematico este conceito de superficie trapped surgiu
no trabalho de Schoen e Yau [23], sobre a prova do teorema da massa positiva.

Contudo, de um ponto de vista puramente matematico, nao faz sentido limitar
o estudo do conceito de trapped apenas as superficies, uma vez que esta definicao
pode ser estentida mais geralmente. Por exemplo, recentemente, Cruz Jr., Lima Jr. e
Santos [10], introduziram a nogao de uma subvariedade r-trapped, e provaram alguns
resultados de rigidez e de nao-existéncia para tais subvariedades imersas em um espaco-
tempo Robertson-Walker generalizado.

Nesta dissertacao estudaremos subvariedades marginally trapped e weakly trapped
imersas em um espaco-tempo Robertson-Walker generalizado, e depois, estudaremos
subvariedades trapped e marginally trapped imersas em formas espaciais Lorentzianas.

Este trabalho é baseado nos artigos de Alias, Canovas e Colares [1], Cunha, Lima,
Lima Jr. e Santos [11] e de Lima, dos Santos e Velasquez [14].

No capitulo 1 estabeleceremos algumas notagoes e apresentaremos alguns resulta-



dos preliminares que serao utilizados no decorrer deste trabalho, dentre eles, alguns
resultados sobre a coxexao, as curvaturas e a segunda forma fundamental. Além disso,
apresentaremos a definicao de um espago-tempo Robertson-Walker generalizado, alguns
exemplos de espacos desse tipo, e mostraremos que considerando uma orientagao tipo-
tempo em um espago-tempo GRW —I x ; M" ! para cada T € I oslice M, = {7} x M ¢é
uma hipersuperficie tipo-espago mergulhada em —I x ; M"™' e 7 € I — M, determina
uma foliagao de —I x ; M™*! por hipersuperficies tipo-espago totalmente umbilicas com
curvatura média constante H(7) = —J}I((TT)).

No capitulo 2 consideraremos uma subvariedade tipo-espaco de codimensao dois

imersa em um espago-tempo Robertson-Walker generalizado —I x ; M"™*! e obteremos
alguns resultados de rigidez para subvariedades marginally trapped imersas em tais
espacos. Além disso, também obteremos resultados de nao existéncia de subvariedades
weakly trapped. Para tal, no caso em que a subvariedade for compacta, provaremos
a rigidez via condicoes de integrabilidade, e quando estendermos ao caso em que a
subvariedade é estocasticamente completa utilizaremos a equivaléncia entre o principio
do maximo fraco de Omori-Yau e a completude estocéstica da subvariedade, provada
por Pigola et. al em [19]. Por fim, apresentaremos algumas aplicagoes para espagos
de relevancia fisica, como por exemplo o espaco-tempo de Einstein- Sitter e algumas
regides abertas do espaco de Sitter.

No capitulo 3 continuaremos considerando uma subvariedade tipo-espaco de codi-
mensao dois imersa em um espago-tempo Robertson-Walker generalizado —I x ; M™*!,
mas agora obteremos alguns resultados de rigidez para subvariedades weakly trapped
imersas em tais espacos. Para tal, assim como no capitulo dois, utilizaremos condicoes
de integrabilidade e a equivalénica entre o principio do maximo fraco e a complute
estocastica. Mas, além disso, utilizaremos uma estimativa sobre a curvatura de Ricci.
Por fim, faremos a construcao de um exemplo nao-trivial de uma subvariedade we-
akly trapped em um espaco-tempo GRW estdtico —R x H? x R, ilustrando assim a
importancia dos resultados apresentados.

Por fim, no capitulo 4 estudaremos subvariedades trapped e marginally trapped
imersas em uma forma espacial Lorentziana L} " (c), com curvatura seccional contante
c. Inicialmente vamos considerar as formas espaciais Lorentzianas padroes, R} ™7, S}
e H;Lﬂ’ com curvatura seccional constante igual a 0, 1 e -1, respectivamente, e de-
notaremos por L} *?(c), com ¢ € {—1,0,1}. Tais formas espaciais estdo imersas no
espago semi-Euclidiano R?**! de indice v € {1,2}. Consideraremos também uma
subvariedade M tipo-espaco isometricamente imersa em LTLP (c). E, a partir dessas
duas imersoes, obteremos expressoes para as férmulas de Gauss e de Weingarten da

imersao e M em L?er (¢). Depois, estabeleceremos condigoes suficientes para garantir



que uma subvariedade trapped completa com vetor curvatura média paralelo imersa em
L*P(c) seja pseudo-umbilica. Também obteremos um resultado de nao-existéncia para
subvariedades trapped no espaco de Minkowski. Por fim, estabeleceremos condicoes
suficientes para garantir que uma subvariedade marginally trapped pseudo-umbilica

completa de L7?(c) com vetor curvatura média paralelo seja totalmente umbilica.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas notagoes e resultados preliminares que serao
importantes para o decorrer deste trabalho. Para maiores detalhes, indicamos como
referéncia [17].

Inicialmente, apresentaremos a definicaio de uma variedade semi-Riemanniana, e
depois os conceitos de conexao e curvatura, por fim, vamos apresentar a definicao de

um espago-tempo Robertson-Walker generalizado e alguns exemplos.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Definigao 1.1. Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma
variedade diferenciavel e g é um tensor métrico, isto é, um (0,2) tensor que associa cada
ponto p de M a um produto escalar g, no espaco tangente 7,,M, com indice constante

para todo p.

Lembre que o indice de g, é definido como a maior dimensao de um subespaco o
de T, M tal que g,|,xo, € negativa definida, isto é, g,(v,v) < 0 para todo v € o, com
v # 0.

O valor constante v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M é
chamado de indice de M, com 0 < v < n = dimM. Se v = 0, entao M é uma
variedade Riemanniana e, nesse caso, g, ¢ um produto interno em 7T,M. Se v =1 e
n > 2, entao M é dita uma variedade Lorentziana.

Como uma notacao alternativa, podemos escrever (,) no lugar de g, escrevendo
g(v,w) = (v, w), para vetores tangentes, e g(V,W) = (V, W), para campos de vetores

tangentes.
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Exemplo 1.1. Para algum inteiro v, com 0 < v < n, considere o tensor métrico

(v,w) = —iv%’ﬁ— En: v,

i=1 j=v+1

onde v = (v}, ..., v") e w = (w!,...,w"). Entdo, denotamos o espago R™ munido com

n

esse tensor por R,

e nesse caso, o chamamos de espaco semi-Euclidiano de indice v.
Para v = 0, ele é simplesmente o espago Euclidiano com a métrica usual. Para n > 2,

R} é chamado de espaco de Minkowski n-dimensional.

Definicao 1.2. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (,). Um
vetor v tangente a M é dito

(i) tipo-espago, se (v,v) > 0 ou v = 0;

(ii) nulo, se (v,v) =0e v #0;

(ili) tipo-tempo, se (v,v) < 0.

Em particular, no caso Lorentziano, vetores nulos sao chamados de tipo-luz.

1.2 Conexao de Levi-Civita

Sejam X e Y dois campos de vetores em uma variedade semi-Riemanniana M. Essa
secao tem por objetivo definir um novo campo vetorial em M que seja a derivada de
Y na direcao de X. No espaco semi-Euclidiano hd uma maneira natural para se fazer

1SS0.

Definigao 1.3. Sejam 2, ..., 2" coordenadas em R”. Se Ve W = > W9, sao campos

de vetores em R, entao o campo de vetores
DyW =Y V(W)

¢é chamado derivada covariante de W com relacao a V.

Como a defini¢ao acima utiliza as coordenadas de R}, nao é 6bvio como estendeé-la a
uma variedade semi-Riemanniana arbitraria, portanto, iniciaremos axiomatizando suas
propriedades. No que segue, X(M) denota o conjunto dos campos de vetores de classe
C* tangentes a M e C*(M) denota o anel das funcoes reais de classe C' definidas
em M.

Definigao 1.4. Uma conexao V em uma variedade suave M é uma funcao V : X (M) x
X(M) — X(M) tangentes a M, tal que
(i) V(fx+gy)Z = fVXZ + gVyZ,
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(i) Vx(Y +2) =VxY + VxZ,
(i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
para quaisquer X, Y, Z € X(M) e todos f, g € C®°(M). O campo VxY é chamado

de derivada covariante de Y com relacao a X para a conexao V.

Lema 1.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma tnica conexao V tal
que

(i) [X,Y] =VxY — VyX,

(i) XY, Z) =(VxY,Z) + (Y, VxZ),
para quaisquer X, Y, Z € X(M). V é chamada conexao de Levi-Civita de M, e é

caracterizada pela formula de Koszul

VXY, Z) = X (Y. Z) + Y(Z,X) — Z(X.Y) — (X.[V.Z)
+({Y,[Z, X]) + (Z,[X,Y]). (1.1)

Em particular, quando (i) é satisfeita dizemos que a conexao é simétrica, e quando (ii)

¢é satisfeita dizemos que a conexao é compativel com a métrica.

Demonstrag¢do. Suponha, inicialmente que tal conexao exista. Usando a compatibili-

dade com a métrica e a simetria, obtemos

XY, 2) =(VxY,Z) + (Y, VxZ) = (VxY, Z) + (Y, V2X — [Z, X]). (1.2)
Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX) = (VyZ, X)+(Z,VxY — [X,Y]).  (13)
Z(X,Y) = (V,X.Y) + (X, V,Y) = (V,X.Y) + (X, VyZ — [V, Z)). (1.4)

Agora, somando (1.2) e (1.3), e subtraindo (1.4), conseguimos que

XY, Z)+Y{(Z.X) = Z(X,Y) = (VY. Z) + Y.V, X) — (Y, [Z.X]) + (Vy Z, X)
H(Z,VxY) = (Z,[X,Y]) — (V2X.Y) — (X, Vy2)
+(X.[Y. 2))
= 2VAY.Z) — (V,[Z.X]) - (Z.[X,Y]) + (X,[Y. Z]).

Portanto,
AVxY, Z) =X, Z)+Y(Z, X) - Z(X,Y) — (X, [Y, Z]) + (Y, [Z, X]) + (Z, [ X, Y]).

Segue da expressao acima que se a conexao existir ela serd tinica. Por fim, para provar
a existéncia basta definir V por (1.1), e é imediato verificar que V assim definida é

uma conexao afim, simétrica e compativel com a métrica. O

7
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1.3 Alguns operadores diferenciaveis

Nesta segao, estenderemos os conceitos de gradiente, divergente, Hessiano e Lapla-

ciano para variedades semi-Riemannianas.

Definicao 1.5. O gradiente de uma fungao f € C*°(M), o qual denotaremos por Vf,

é um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df.

Assim,

(Vf,X) = df(X) = X(f),

para todo X € X(M). Entao, considerando um referencial ortonormal local {E1, ..., E,, }

em M temos

V=Y aE()E;
i=1
onde €, = (EZ, Ez> e Ez(f) = <Vf, Ez>

Defini¢ao 1.6. Dado um campo vetorial X € X(M) definimos a divergéncia do campo

X como a funcao divX : M — R dada por
divX =tr{Y(p) = VyX(p)}, p € M.

Entao, considerando um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,,} em M temos

divX =) (VX E;),

i=1
onde €, = (EZ, Ez>

Definigao 1.7. O Hessiano de uma fungao f € C*(M) é definido como sendo a

aplicacao Hess: X(M) x X(M) — C*(M) dada por
(Hessf)(X,Y) = (Vx(V1), V).

Definicao 1.8. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Definimos o operador La-
placiano de M pela aplicagao A : C*°(M) — C*°(M) dada por

Af = tr(Hessf),

para toda fungao f € C°(M).

O Laplaciano também pode ser visto como um divergente, com efeito, considerando
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um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,, } em M temos
Af =" e((Hessf)(E:), E)
i=1

= Z (Ve (Vf), Ei)

= div(Vf).

1.4 Curvatura

A partir das propriedades da conexao de Levi-Civita V de uma variedade semi-

Riemanniana obtemos o seguinte resultado.
Lema 1.2. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com conexao de Levi-Civita V.
A funcdo R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ — V[X7y]Z

é um (1,3) tensor em M, e é chamado o tensor curvatura de M.

Considere o (0,4) tensor R, : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — R definido por
R(X.Y, Z,W) = (R(X.Y)Z,W).

Com essa notagao, obtemos o seguinte resultado.

Lema 1.3. Para quaisquer X, Y, Z, W € X(M), temos
(i) Ru(X,Y, Z, W)= —-R,, (Y, X, Z, W),
(i) R(X.Y, Z.W) = —Ro(X,Y, W, Z),
(il) Rn(X, Y, Z,W) = R,,,(Z, W, X,Y),
(iv) R (X, Y, Z W)+ R, (Y, Z, X, W) + R, (Z, X, Y, W) = 0.

Agora, vamos apresentar a conceito de curvatura seccional.

Lema 1.4. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e p € M. Considere ¢ um

subespaco de T,M de dimensao dois nao-degenerado. O nimero

(R(v,w)v, w)
(v, V) {(w, w) — (v, w)?

K(o) =

independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado a curvatura seccional de M

associada a o.
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Definigao 1.9. Dizemos que uma aplicagao multilinear F : T,(M)* — R é tipo-

curvatura se ela satisfaz todos os itens do Lema 1.3.

Em particular, se F(z,y,z,y) = 0 para quaisquer =, y € T,M tais que {z,y} é

uma base para o, onde o é um subespaco de 7, M nao-degenerado, entao F' = 0.

Lema 1.5. Seja F' uma funcao tipo-curvatura em 7,M tal que

F(z,y,2,y)
(z, 2)(y,y) — (z,9)?

K(:Evy) =

sempre que {z,y} é uma base pra o, onde o é um subespaco de T,/ nao-degenerado.
Entao
<R(.fl',', y)Z, ’LU> = F($7 y7 '27 ’U)),

para todos x, y, z, w € T,M.

Demonstracao. Uma vez que a diferenca de funcgoes tipo-curvatura também é uma
fungao tipo-curvatura, vamos definir G(x,y, z,w) = F(z,y,z,w)(R(x,y)z, w). Deste
modo, temos G(z,y,z,y) = 0 sempre que {z,y} é uma base para o, onde ¢ é um
subespago nao-degenerado de T, M. Assim, pela observacao feita anteriormente, G' = 0,
ou seja,

(R(z,y)z,w) = F(z,y,2z,w),

para todos x,y,z,w € T,M. O

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura constante se a curvatura sec-
cional for constante. Mais precisamente, se M tem curvatura seccional constante ¢, o

préximo resultado nos fornece uma formula para o tensor curvatura.

Corolario 1.6. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com curvatura seccional

constante ¢, entao

R(z,y)z = c{(z,2)y — (y,z)z}. (1.5)

Demonstragao. Definindo F(x,y,z,w) = c{(z, z)(y,w) — (y, z){x, w)}, temos que F é

uma funcao tipo-curvatura para cada ponto p € M. Além disso,

F(:I:,y,:c,y) = C{<$$><y7y> - <Sl7,y>2}

Deste modo, sendo {z,y} uma base para o, onde o é um subespago nao-degenerado de
T,M, temos

F(z,y,z,y)
(@, )y, y) — (x,y)*

K(z,y)=c=

10
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e do Lema anterior, concluimos que

R(z,y)z = c{(z,2)y — (y,z)z}.
O

Definicao 1.10. Uma variedade semi-Riemanniana completa e conexa com curvatura

seccional constante é dita uma forma espacial.

Apresentaremos agora dois exemplos de formas espaciais, para mais detalhes veja
([17], Corolario 8.26).

Exemplo 1.2. O espaco de Sitter "™ dado por

Si = {z e R (z,2) = 1},
onde R?” é 0 espago de Minkowski (n +2)-dimensional, tem curvatura seccional cons-
tante igual a 1.

Exemplo 1.3. O espaco anti-de Sitter dado por
H* = {z e RY™? : (2,2) = —1}

tem curvatura seccional constante igual a -1.

Definicao 1.11. Seja M uma variedade semi-Riemanniana n-dimensional, e considere
{Ey, ..., B, } um referencial ortonormal local em M. Entao a aplicacao Ric : X(M) x
X (M) — C*(M) dada por

Ric(X.Y) =) e(R(X,E)Y. E;),
i=1
onde ¢; = (E;, E;), é chamada de tensor curvatura de Ricci de M.

Observe que na definicao acima aparece o sinal de F;, uma vez que uma colecao de
campos de vetores Fj1, ..., F, em uma variedade semi-Riemanniana M é um referencial
ortonormal em M quando (E;, E;) = €;0; ; em todo ponto de M e todos i,j € {1,...,n},

onde € denota o sinal de E;.

Definicao 1.12. Seja M uma variedade semi-Riemanniana n-dimensional. A curva-

tura escalar R de M é definida como o traco do tensor curvatura de Ricci.

11
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1.5 Subvariedades semi-Riemannianas

Nesta secao definiremos, inicialmente, o que seria uma subvariedade semi-Riemanni-
ana. Depois definiremos a segunda forma fundamental, o campo de vetores curva-
tura média e o operador forma de uma subvariedade semi-Riemanniana M imersa em
uma variedade semi-Riemanninana M. Além disso, também apresentaremos a chamada

equacao de Gauss.

Definigao 1.13. Seja M uma subvariedade de uma variedade semi-Riemanniana (M, g).
Considere a aplicacao inclusao i : M — M. Se o pullback i*(g) for um tensor métrico
em M entdo dizemos que M é uma subvariedade semi-Riemanniana de M com métrica

g = 1"(g). Mais precisamente, seja p € M para cada u, v € T,M, temos

9(u,v) = i*(g(u, v)) := gldyi(u), dyi(v)).

A partir de agora, seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de uma variedade
semi-Riemanniana M. Cada espaco tangente T,M ¢é, por definicao, um subespago

nao-degenerado de T, pH, e consequentemente, podemos escrever TPM pela soma direta
T,M = T,M + T,M~,

T,M* também é um subespaco nao-degenerado de T,M. Os vetores em T,M=* sao
ditos normais a M, e os vetores em 7, sao ditos tangentes a M.
Denotando a conexao de Levi-Civita de M por V. Se X e Y sdo campos locais de

vetores em M, considerando, quando necessario, suas extensoes locais a M, temos que
T T
VxY = (VxY)

denota a conexao de Levi-Civita de M.

Lema 1.7. A fungao I : X(M) x X(M) — X(M)* dada por
II(X,)Y)=—(VxY)*t

é simétrica e bilinear sobre C*(AM). II é chamada a segunda forma fundamental de
M c M.

Segue do Lema acima que

VxY =VyY —II(X,Y), (1.6)

12
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onde X, Y € X(M). A decomposicao apresentada em (1.6) é chamada de férmula de
Gauss. E essa decomposi¢ao nos leva a um resultado fundamental da curvatura, nés o

chamamos de equacao de Gauss.

Lema 1.8. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M, com R e R seus res-
pectivos tensores curvatura e 11 a segunda forma fundamental. Entao para quaisquer
vetores X, Y, Z, W € T,M, temos

(RIX,YV)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (II(X,W),I1(Y, Z)) + (II(X, Z), [I(Y,W)).
(1.7)

Demonstracao. Observe que

(RX,Y)Z,W) =(VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z,W)

= (Vx(VWwZ = 1I(Y. 2)),W) = (Vy(VxZ — I1(X, Z)),W)
—(VixnZ — II([X,Y],Z),W)

= (VxVyZ, W) — (VxII(Y,Z),W) — (VyVxZ,W)

+ (Vv II(X, 2),W) = (Vixy)Z,WV)

= (VxVyZ W) — II(X,VyZ), W)+ TI(X,W),I1(Y,Z))

—(VyVxZ W)+ UI(Y,VxZ), W) - II(X,Z),I1(Y,IV))

—(VixyZ, W)
RX,Y)Z, W)+ (II(X,W),II(Y,Z)) — (II(X, Z), II(Y,W)).

Portanto,

(RIX,YV)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (II(X,W),I1(Y, Z)) + (II(X, Z), [I(Y,W)).

O

Definigao 1.14. Como I1 é um (0,2) tensor com valores em X(M)=L, ele pode ser
contraido metricamente para fornecer um campo vetorial normal em M. Dividindo por
n = dim M obtemos o campo de vetores curvatura média H de M. Explicitamente,

em cada p € M,
1 n
= - I7 iy €1 )y
n; (e, €;)

onde ey, ..., e, € um referencial ortonormal a M em p.

Definicao 1.15. Seja M uma variedade semi-Riemanniana e N uma dire¢ao normal

13
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a M. O (1,1) tensor Ay em M tal que
(ANX)Y) =(I11(X,Y),N),

para cada X,Y € X(M), é chamado de operador forma de M com respeito a N.

Como usual, Ay determina um operador linear Ay : T,M — T,M em cada ponto
peE M.

Lema 1.9. Se Ay é o operador forma de M com respeito a N entao Ay é dado por
AyX = (VxN)".

Sejam N uma direcao normal a subvariedade semi-Riemanniana M e um campo de
vetores X € X(M), vamos considerar agora a componente normal do campo Vx N, a

qual chamamos de conexao normal V* da subvariedade M. Sendo assim, temos
ViN = (VxN)t =VxN — (VxN)" = VxN — AxX.
Portanto,
VxN = AyX + VxN. (1.8)

A expressao dada em (1.8) é chamada de férmula de Weingarten.

1.6 Espacos-tempo Robertson-Walker generalizados

Definigao 1.16. Sejam (M™*! (,),/) uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional,
I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcao suave positiva. Considere a

variedade produto I x M™"! (n + 2)-dimensional, com a métrica Lorentziana

(,) = —dt* + f(t)*(,)u. (1.9)

Nesse caso, escrevemos —I X M"! e dizemos que —I x ; M™"! é um espago-tempo
Robertson-Walker generalizado (GRW).

De outro modo, —I X ; M™"! nada mais ¢ do que um produto warped Lorentziano
com base Lorentziana (I, —dt?), fibra Riemanniana (M" ™, (,),/), e fungao warping f.
Quando a fibra Riemanniana tiver curvatura constante vamos nos referir a —I x ; M"*!
como um espago-tempo Robertson-Walker (RW).

Vejamos agora alguns exemplos de espacos desse tipo.

14
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Exemplo 1.4. Considere o espaco de Sitter S7™! definido no Exemplo 1.2. De acordo

com o que é visto em [15], é possivel mostrar que o espago de Sitter admite o seguinte
modelo GRW

n+l _ n
Sl =—-R X cosh t S ’
onde S™ é a esfera unitaria n-dimensional do espago Euclidiano.

Exemplo 1.5. Considere o espaco de Minkowski (n + 3)-dimensional R}™ munido
com o produto Lorentziano (,) cuja forma quadratica equivalente é dada por ¢(z) =
—x3 + Z;jf 22, onde x = (29,21, ..., Tni2) € RIT2. Como sabemos, o espaco de Sitter
¢é a hiperquadrica

St = {x e RY™: (x,2) = 1},

e o steady state spacetime (n + 2)-dimensional é a regido aberta de S}*? dada por
{x € P2 (x,a) > 0},

onde a € R?™ é um vetor tipo-luz. Entdo o produto warped Lorentziano —R x .« R"*!
é isométrico a regido aberta de S} (veja Proposicdo 2.17 de [22]). De fato, escolha,
por exemplo, a = (1,0, ...,0,1) € R}™ e assim, a aplicacio ¢ : R x R"*! — S§"™? dada

por

tp[2 t[n|2
t,p) = | —senh(t) — allil .e'p, cosh(t) — allil
2 2
define uma isometria entre —R x. R"*! e a regido aberta de S72.

Exemplo 1.6. Considerando agora a regiao aberta do espago de Sitter (n + 2)-

dimensional dada por
{z € St (z,a) > 1},

e o espaco H"*! dado por
H™ ={p eRT™: {p.p) = —1}.

Entao é possivel mostrar que existe uma isometria entre —(0, +00) Xgenn: H* ™ e a
regido aberta do espaco de Sitter. Para tal, escolha, por exemplo, a = (0, ...,1) € R,

Entdo a aplicacio ¢ : (0, 4+00) x H"*! — S"2 dada por
o(t, p) = cosh(log(1 + v2) — 1) (p, v/3) — senh(log(1 + v3) — 1)(v/3p, 1)

define uma isometria entre o produto warped Lorentziano —(0,400) X senn(r) H"* € a
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regido aberta de S}*? definida por
{r €SI™: (2x,a) > 1}, a=(0,...,0,1).

Considere agora —I x ; M um espago-tempo GRW. Escolhemos em —I x ; M"*!

a orientacao tipo-tempo dada pelo campo de vetores unitarios globalmente definido

9= (0/9)(t,0)-

Definigao 1.17. Nés dizemos que um campo de vetores X € X(I x M) aponta para
o futuro quando (X, J;) < 0. Da mesma forma, dizemos que X aponta para o passado
quando (X, 0;) > 0.

Proposicao 1.10. O campo de vetores dado por
K(t,z) = f(t)(0/0)|wn), (t,x) € =1 xp M, (1.10)

¢é conforme, nao-nulo, fechado e aponta para o futuro.

Demonstracao. De fato, note que
(K, 0) = f(£)(0, O) = — (1) <O,

ou seja, K aponta para o futuro. Agora, observe que para todo V € —I x; M"*!
temos V = —ad; + V*, onde a € C®°(M") e V* € X(M™), e deste modo, temos

que

VvK =V aprve) f()0,
= —aV, [ ()0, + V- f ()0,
= —af(t)V,0r — ady(f())0; + Vo,V

(
——ar'wa+ ) (XL v

(t)(—ad, +V7)

fl
fv.

Portanto,

VvK = f'(t)V. (1.11)
Logo, dados X,Y € —I x; M"™"!, temos
(vXK7Y> =+ <X7VYK> = <f,X7 Y> =+ <X7 f,Y> = 2f/<XaY>/
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e assim, concluimos que K é conforme e fechado. Aqui V denota a conexao de Levi-
Civita de —I x; M™*1, O

Para cada 7 € I, o slice M, = {7} x M é uma hipersuperficie tipo-espago mergu-
lhada em —1I x ; M no sentido de que a métrica induzida em M, pela métrica (1.9)
¢ Riemanniana. Mais precisamente, a métrica induzida em M, é dada por f(7)%(, ).

Segue de (1.11) que

— 1 1 —
Vyoy=—f't)V - —=(V.VK, (1.12)
Vo= rm OV gt YY)
para cada campo de vetores V em —I x; M™*! onde Vf denota o gradiente em
—I x; Mt de f(t,z) = f(t). De fato, para todo V € —I x; M™ temos V =

—ad; +V*, onde a € C°(M" ) e V* € X(M"T!), e assim,

Vi =y (%K)
= %f’(t)v — ad, %) K+V* (%) K
= OV + F 0. VDK — (VTN K
_ %f’(t)V - f(lt)Q (V,.Vf)K.

Agora, observe que o gradiente em —I x ; M™"! da projegao m;(t,z) = t é dado por
V'/T[ = —(9t.

Com efeito, para todo X € —I x ; M"™™! podemos escrever X = —(X,9,)0,+ X*, onde
X* € X(M™1), e assim,

(Vr, X) = X(71) = —(X,0,)0,(7r) + X*(77) = — (X, 0;).
Logo, escrevendo f = f o 7y, temos

Vf=f(t)Vr = —f(t)0,
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Substituindo em (1.12), obtemos

< 5 _ /1)
Vv = (V + (V. 0)0,), (1.13)
ft)
para cada campo de vetores V em —I x; M"*'. Em particular, M, é uma hipersu-

perficie totalmente umbilica em —I X ; M™*! com operador forma dado por
A= (V,0,)" = ~v

para cada v € T(; ,)M,.
Portanto, 7 € I — M, C —I x; M™*! determina a foliagdao de —I x, M"*!
por hipersuperficies tipo-espaco totalmente umbilicas, com curvatura média constante

dada por

1
n—+1

tr(A;)

n+1

1
frnd —n + 1 Z<A76i7 €i>

i=1

1

f(r)

onde {e;} é um referencial ortonormal em M.

Observacao 1.1. Neste trabalho a convencao para a segunda forma fundamental, e
consequentemente, para o operador forma e o campo curvatura média, é a usual na
Relatividade, que é oposta ao que geralmente é obtido na Geometria Diferencial. Sendo
assim, com a escolha do sinal negativo na defini¢cao para curvatura média obtemos que
o campo de vetores curvatura média de M, é dado por H,0;|(r+). Portanto, H(r) >0

se, e somente se, o vetor curvatura média de M, estiver apontando para o futuro.
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Capitulo 2

Subvariedades marginally trapped
em espacos-tempo

Robertson-Walker generalizados

Neste capitulo vamos considerar uma subvariedade marginally trapped, de codi-
mensao dois, imersa em um espaco-tempo GRW. Temos por objetivo apresentar alguns
resultados de rigidez que garantem, a partir de certas hipdteses, que a subvariedade esta
contida em um slice. Além disso, também apresentaremos alguns resultados de nao-
existéncia para subvariedades weakly trapped. Por fim, obteremos algumas aplicacoes
para alguns casos de relevancia fisica. Este capitulo é baseado no trabalho de Alias,

Céanovas e Colares [1].

2.1 Subvariedades marginally trapped

Seja ¥ uma subvariedade tipo-espaco, de codimensao dois, imersa no espago-tempo
GRW —1 x ; M1, Nesse sentido, seguindo a terminologia usual da Relatividade geral,

nos temos a seguinte definicao para subvariedades desse tipo.

Definicao 2.1. Dizemos que X é future trapped se o campo de vetores curvatura média
H de ¥ for tipo-tempo e apontar para o futuro em X, similarmente, dizemos que X
¢é past trapped quando H for tipo-tempo e apontar para o passado em Y. Se H for
tipo-luz e apontar para o futuro em 3, entdao ¥ é dita uma subvariedade marginally
future trapped, similarmente definimos uma subvariedade marginally past trapped.
Por fim, se H for causal, isto é, tipo-tempo ou tipo-luz, e apontar para o futuro em
Y., entao Y é dita uma subvariedade weakly future trapped, similarmente definimos
uma subvariedade weakly past trapped. No caso em que H = 0 dizemos que X é uma

subvariedade minima.
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No que se segue, vamos denotar por V e V as conexoes de Levi-Civita de —I x FMrTt

e X, respectivamente.

2.1.1 Subvariedades marginally trapped contidas em slices

Seja ¥ uma hipersuperficie imersa na variedade Riemanniana (M1, (,)), ou
seja, ¥ é uma variedade n-dimensional para qual existe imersao suave ¢ : ¥ — M"FL
Vamos denotar por (,)s a métrica Riemanniana induzida em ¥ por ¢.

Para um 7 € I fixo, seja ¢, : ¥ — —I x; M a aplicacao definida por

o-(p) = (1,0(p)), para cada p € X.

Entao ¢, é uma imersao tipo-espago de ¥ em —I x ; M"™ que esta contida no slice

M., e a métrica induzida em ¥ por ¢, a partir da métrica (1.9) é

()r=05(() = F(7)( s (2.1)

Segue dai que (X, (,),) é homotético a (X, (, )x) com fator escalar f(7).

Reciprocamente, se considerarmos ¢ : 3 — —I X ; M uma imersao tipo-espago
contida no slice M;, entdo a projecio ¢ = my 0?0 : ¥ —"F!1 é uma hipersuperficie
imersa para a qual ¥(p) = (, 6(p)) = 6,(p).

Nosso objetivo agora é expressar a geometria extrinseca da subvariedade tipo-espaco
de codimensao dois ¢, : ¥ — —I x; M™"! a partir da geometria extrinseca da hiper-
superficie ¢ : ¥ — ML,

Dessa forma, para calcular a segunda forma fundamental I, da imersao ¢,, consi-
dere o campo de vetores normal N (localmente definido) da hipersuperficie ¢ : ¥ —
M"+ com (N, N),; = 1. Observe que

(N,N) = f(r)*(N,N)ur = f(7)*. (2.2)

Entao .
n:-(p) = mN(p) e &(p) = Olrow), PEX

define um referencial ortonormal local de campos de vetores normais ao longo da
imersao ¢,, com
(7777777> =1 (777—757> =0e <£7—7£7—> = -1
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Assim, segue que

IIT(X7Y) = <II(X7Y)777'>777' - <II(X7Y>7£T>€T
— (4, X.Y)n, — (A X, V) (23)

para cada campo de vetores tangente X, Y € X(X2).
Observe que para cada X € X(X),

1

VXT}T:vaN
1 — - 1 _ 1 ~ _
GRS (m) N=5m v

onde V denota a conexao de Levi-Civita de (M"*1, (,),/). Portanto, como
AX = VxN

onde A : X(X) — X(X) representa o operador forma da hipersuperficie ¢ : ¥ —

M"*! com respeito a N, e usando a férmula de Weingarten dada em (1.8), temos

— — 1
Vi =V, — Ay X =0e A, X =Vxn, = mAX

para cada X € X(X).
Por outro lado, como (X, &) = 0 para cada X € X(X), por (1.13) temos

I'(r)
G

dai, usando novamente a formula de Weingarten

ngT =

Vi, =0e Ae X = J;(T) X.

Substituindo em (2.3) obtemos

! <AX Y>TN - f,(T) <X7 Y>T€T7

f(r)?

II(X,Y) =

para cada campo de vetores tangente X, Y € X(X2).

Portanto, o campo de vetores curvatura média de ¢ é dado por

;LS s v LONE B
H, = ~tr(IL;) = ~ (f(r)2 ;(AE“EJTN i ;(&,EJT&) (2.4)
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onde {FE}, ..., E, } é um referencial ortonormal local em 3, com respeito a métrica .

Por outro lado, por (2.1) temos
(AL, E;), = f(7)2<AEi; Ei)s = (Aej, ei)x,

para cada i = 1,...,n, onde ¢; = f(7)E; e {ey, ..., €, } é um referencial ortonormal local
em Y com respeito a métrica (,)x
Observe que a funcao curvatura média da hipersuperficie ¢ : ¥ — M"*! é dada

por
n

H=1tr(4) = L3 (e e)s = - S (AE, B,

n n n

n

i=1 i=1
Voltando para (2.4), obtemos
7 H - [(7)
H = NI\ e
f(r)? f(7)

(HTvHT> = f(T)4 <N7N> - 2Hf(T) <N7£T> + m<€7'?€7>
_ H? )2 _ f'(r)?
AT
H2 o f’(T)Q

Deste modo, como
H2 _ f’(T)Q

GO

segue que ¢, é uma subvariedade weakly trapped de —I x ; M™! se, e somente se,

<ﬁ77 ﬁ7> =

H? < f’(T)Q.

Especificamente, ¢, é marginally trapped se, e somente se,
0 = (7).

isto é, se, e somente se, ¢ : ¥ — M"™! é uma hipersuperficie de curvatura média
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constante H = +f'(7) # 0. Além disso,

ooy Mooy ()
(HT7£T> - f(,[_)g <N £T> f(’l') <£7—7£7—>
_ o)
f(r)

Portanto, quando causal, ﬁT aponta para o futuro se, e somente se, f'(7) < 0.

2.2 Completude estocastica e o principio do maximo

fraco

Para provar os proximos resultados, usaremos uma versao do principio do maximo
fraco de Omori-Yau. De acordo com a terminologia introduzida por Pigola et. al.
em [20], dizemos que o principio do maximo de Omori-Yau se aplica a uma variedade
Riemanniana ¥ se para cada fungao suave u € C?(X) com u* = supy, u < +00 existir

uma sequéncia de pontos {pg reny em 3 com as propriedades

| =

. . L 1
() wlp) > — 1, (i) [Vulpe)| < 7 e (i) Du(pe) <
Equivalentemente, para cada funcao suave u € C?(X) com u, = infyu > —oo existir
uma sequéncia de pontos {pg reny em 3 com as propriedades

1

(i) ulpe) < e + =, (id) [Vulpe)| < % e (iid) Au(pe) > 7.

-

Nesse sentido, o resultado classico de Omori-Yau [16, 24] pode ser generalizado da

seguinte forma (ver Exempo 1.13, [20]).

Lema 2.1. Seja 3 uma variedade Riemanniana completa n-dimensional tal que
Ric(Vr, Vr) > —=G(r),
para uma fungao radial G € C*([0, +oc]) obedecendo as seguintes propriedades
G(0) >0, G'>0e G Y2 € L0, +00),

onde 7 é a func¢ao distancia em Y para um ponto fixo. Se u € C*(X) com supy, u < +00

existe uma sequéncia de pontos {pg }reny em X satisfazendo

() lim u(pg) = supu, (ii) klim [Vu(pe)| =0, e (7i7) lim Au(pg) <0.
» —00

k—o0 k—o00
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Definicao 2.2. Dizemos que o principio do maximo fraco é valido em uma subvarie-
dade Riemanniana (nao necessariamente completa) X" se, para qualquer fungao suave
u € C*(X) com u* = supyu < +oo existir uma sequéncia de pontos {pi}rey em 2
satisfazendo

() ulpr) > u* — % e (i) Aulpy) < %

Equivalentemente, para qualquer funciao suave u € C%*(X) com u, = infxu > —oo

existir uma sequéncia de pontos {pi }ren em X satisfazendo

(i) ulpe) < ua + % e (i) Au(py) > —%.

Definigao 2.3. Uma variedade Riemanniana (nao necessariamente completa) é dita
estocasticamente completa se seu movimento Browniano é estocasticamente completo,
isto é, a probabilidade de uma particula ser encontrada no state space é constante igual

a 1. Em outras palavras,
/p(:]:,y,t)dy = 1, para qualquer (z,t) € 3 x (0, +00),
)

onde p(x,y,t) é o nicleo de calor do operador laplaciano.

Agora, apresentaremos um resultado provado por Pigola et al. em [19], tal resultado

relaciona o principio do méaximo fraco com a completude estocastica.

Lema 2.2. Uma variedade Riemanniana é estocasticamente completa se, e somente

se, o principio do maximo fraco é valido nela.

2.3 Subvariedades weakly trapped em espacos-tempo
GRW

Seja 1 : ¥ — —I x; M™"! uma subvariedade tipo-espago, de codimensao dois,
imersa em —I X ; M. A funcao altura de X denotada por h, é a restrigao da projecio
m(t,x) =t a, isto é, h: X — I é dada por h = 77|s = m; 0 9. Lembrando que

Vr; = —0,, segue que o gradiente de h em ¥ é dado por

Vh=(Vr)" =-9], (2.5)

onde

0, =0 + ot
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Aqui 9, € X(X) e 9+ € X1(Z) denotam, respectivamente, as componentes tangente e

normal de 0.

Lema 2.3. Seja ¥ uma subvariedade tipo-espago imersa em —I x; M™*!. Considere

a funcao u = g(h), onde g : I — R é uma primitiva arbitraria de f. Entao,
Au = —n(f'(h) — f(h){H,00).

Demonstra¢ao. Vamos considerar u = g(h), onde g : I — R é uma primitiva ar-
bitraria de f. Como ¢’ = f > 0, entdo u = g(h) pode ser reparametrizada pela fungao

altura. Em particular, por (2.5), o gradiente de u em 3 é
Vu=g'()Vh = f(h)Vh=—f(n)d] =K.

onde KT denota a componente tangente do campo de vetores conforme e fechado K

definido em (1.10). Escrevamos
K=K'+K"
Usando as formulas de Gauss e de Weingarten, obtemos
VxK=VxK" +VxK*=VxK" —II(X,K") + A1 X + Vi K+
para cada X € X(X). Portanto,

(VxK)' =VxK" + A X

(VxK)t = —II(X,K") + V= K*.
Por outro lado, de (1.11) temos VyK = f/(h)X, de modo que

(VxK)" = f((h)X e (VxK): =0.

Entao, segue que
VxK" = f(h)X — Ag. X.

T

Por fim, como Vu = —K' conseguimos

VxVu=Vx(—K") = —f(h)X + Ag. X. (2.6)
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Fixando uma base ortonormal {ey,....,e,} em T, X e tomando o traco em (2.6),

obtemos que o laplaciano de u é dado por

= Z(—f’(h)ei, e;) + Z(AKieiy €)
S e+ i) K

—n f’(h) + (nH, KL> + (nH,K")
= —nf'(h) + (nH, K)
= —nf'(h) + (nH, f (1))
= —n(f'(h) = f(h)(H,,)).

2.3.1 Nao existéncia de subvariedades weakly trapped

No que se segue, lembre que H(t) = —f'(t)/f(t). E, como consequéncia do Lema

2.3 temos os seguintes resultados para subvariedades fechadas.

Lema 2.4. Seja —I x; M"™' um espaco-tempo GRW, e seja ¢ : X" — —T x; M"!
uma subvariedade tipo-espaco fechada imersa em —I x; M nt1  Entdo o campo de

vetores curvatura média de X satisfaz

max(F.0,) > ~H(h) - J;gj; (2.7)
mzin(ﬁ,aﬁ < —H(h*) = J;’((}il:))7 (2.8)

onde h, = miny, h e h* = maxy; h.

Demonstragdo. Seja ¥ uma subvariedade tipo-espago fechada de —I x; M™™!, e con-
sidere a fun¢ao u = g(h) como no Lema 2.3. Sendo ¥ fechada, a fungao u atinge seu

minimo e seu maximo em pontos de X2, digamos em Puin € Pmax, respectivamente. Como
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g = f >0, segue que a funcao g é estritamente crescente. Logo, N0 Py, temos que

onde hy, = h(pmin) = ming h. Usando a expressao para o laplaciano de u dada no Lema

2.3, segue que

Au(pmin) = _n(f,(h*) - f(h*)<ﬁ7 at>‘pmin)

= nf(h) (<5 (.00 ) 2 0

f(hs)
Logo,
7 f'(hs)
H,0)|p, > = —H(hy).
Em particular, tomando o maximo na expressao acima, obtemos que
T f'(hy)
H,0;) > —H(hy) = ——,

o que prova (2.7). Analogamente provamos (2.8), trabalhando agora no pya.y € obser-

vando que Au(ppax) < 0. O

Corolario 2.5. Seja —I x; M™" um espago-tempo GRW.

(i) Se H(t) > 0, entao nao existe subvariedade weakly past trapped fechada em —I x ¢
ML

(ii) Se H(t) < 0, entdo nao existe subvariedade weakly future trapped fechada em
-1 Xf Mn+1.

Demonstracao. Observe que para qualquer subvariedade weakly past trapped ¥ em
—I x; M™! nés temos que (ﬁ,@t) > 0 em X, em particular, tomando o minimo,

temos miny (H,d;) > 0. Usando (2.8), segue que
H(h*) < —mzin(ﬁ,(?t> < 0.

Analogamente, para qualquer subvariedade weakly future trapped ¥ em —I x; M"*!
nos temos que (FI ,0;) < 0em X, em particular, tomando o maximo, temos maxz<ﬁ ,Op) <

0. Usando (2.7), segue que
H(h,) > —mzax<ﬁ,at> > 0.

O

Em particular, segue do Coroldrio 2.5 que se H(t) = 0, nao existe subvariedade
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weakly trapped fechada em —1 x; M"*L.

Definicao 2.4. Dizemos que uma subvariedade é limitada no infinito passado pela
altura 7. € I se
V(X)) c{(t,z) € =1 x; M™™ .t > 7.}

De modo similar, dizemos que uma subvariedade é limitada no infinito futuro pela
altura 7 € [ se
V(X)) c{(t,z) € =1 x; M"™™ .t < 7%}

Quando a altura 7, (ou 7*) nao for importante diremos apenas que ¥ é limitada no
infinito passado (ou no infinito futuro). Finalmente, dizemos que ¥ é limitada no
infinito se é limitada no infinito passado e no infinito futuro; isto é, se existirem 7,, 7* €

I, 7. < 7% tal que ¢(X) esta contido no slab
A1, ) ={(t,2) € =T x; M"*' : 1, <t < 7}

Dizemos que um slab é uma regiao limitada tipo-tempo.

A partir dessa definicao podemos apresentar o seguinte resultado, que estende o
Lema 2.4 ao caso nao compacto acrescentando a X a hipdtese da completude es-

tocastica.

Lema 2.6. Seja —I x; M™*! um espaco-tempo GRW, e seja ¢ : " — —T x; M"*!
uma subvariedade tipo-espago estocasticamente completa imersa em —1I x ML,
(i) Assuma que X é limitada no infinito passado. Entao o campo de vetores curvatura

média de X satisfaz

Sup<ﬁ78t> 2 _H(h*) -
b))

onde h, = infx h € 1.
(ii) Assuma que ¥ é limitada no infinito futuro. Entao o campo de vetores curvatura

média de X satisfaz

inf(/,0) < ~H(h) =
onde h* = supy, h € I.

Demonstragao. (i) Como ¥ é limitada no infinito passado, temos que existe 7, € [ tal
que
V() c{(t,x) € =1 x; M"™ .t > 7.},

em particular, h, = infy h > 7,. Como X é estocasticamente completa, segue do Lema

2.2 que vale o principio do méximo fraco em 3, entao aplicando-o na funcao u = g(h),
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a qual satisfaz u, = infyu = g(hs) > —o0 temos que existe uma sequéncia de pontos

{pk}ren em X satisfazendo

1 1
u(pr) < ug + z e Au(pg) > %

Observe que limg_, o h(pr) = hs, pois g é estritamente crescente, uma vez que ¢ =

f > 0. Usando o Lema 2.3, temos que

1

=< Aulp) = () + (b)), D).

Portanto,

. 1 ) 1
(H,0) > m (f (h(pr)) o ) :

Em particular, tomando o supremo

. 1 , 1
8121P<H78t> > ) (f (h(pr)) ) :

Por fim, fazendo k — oo, obtemos

sup(A,a) > L") — gy,
>

uma vez que f(h(pr)) — f(he) e f'(h(pr)) — f'(hs). Analogamente provamos o
item (ii). O

Corolario 2.7. Seja —I x; M™* um espago-tempo GRW.

(i) Seja 7* € I e assuma que H(t) > 0 para ¢ < 7*. Entao nao existe subvariedade
weakly past trapped estocaticamente completa limitada no infinito futuro pela altura
T*.

(ii) Seja 7. € I e assuma que H(t) < 0 para t > 7,. Entao nao existe subvariedade we-
akly future trapped estocaticamente completa limitada no infinito passado pela altura

Ty-

Demonstragao. (i) Para qualquer subvariedade weakly past trapped ¥ em —I x ; M"+!
temos (ﬁ,@g > 0 em Y, em particular, infg(ﬁ, 0;) > 0. Dai, pelo item (ii) do Lema
2.6, devemos ter

H(h*) < —igf<ﬁ,at> <0.

Logo, assumindo que H(t) > 0, nao existe subvariedade weakly past trapped estocatica-
mente completa limitada no infinito futuro pela altura 7*. Analogamente provamos o

item (ii), usando que (H,8,) < 0 e o item (i) do Lema 2.6. O
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2.3.2 Rigidez de subvariedades marginally trapped

Nesta subsecao, apresentaremos algumas condicoes de rigidez para subvariedades
marginally trapped a partir da hipétese de que H'(t) >0
Nesse sentido, nosso primeiro resultado é valido para subvariedades marginally

trapped fechadas, e ele é dado da seguinte maneira.

Teorema 2.8. Seja —I x; M um espago-tempo GRW tal que H'(t) > 0 (equiva-
lentemente, (logf)” <0). Seja ¢ : X" — —I x; M"™™' wma subvariedade marginally

future trapped fechada imersa em —I x; M"™™'. Entdo
win ||| < H(h.) < H(h*) < o ||y

onde hy, = miny, h, h* = maxy h, € h_fo representa a componente tipo-espaco do vetor
tipo-luz H, a qual € ortogonal a 8,. Como consequéncia, se HﬁOH € constante, entao
(X)) estd contido em um slice {1} x M com f'(1) <0, e ¥ = {1} x Xy, onde Xy C M

¢ uma hipersuperficie fechada de curvatura média constante |H| = —f'(7) >0

Demonstracao. Inicialmente, note que o vetor curvatura média HdeX é decomposto
por
H = Hy— (H,8,)0,.

Assim, (ﬁ H)

= ||Ho|> = (H,,)%. Sendo ¥ marginally future trapped, temos que
(H,H) =0e (H,9,) = —||Hy|| < 0. Usando o Lema 2.4,

mEaXHﬁOH = —mzin(ﬁ,(?t> > H(h¥)
e7
min ||Hol|| = —mzax<ﬁ,at> < H(h,)

Como H'(t) > 0, H(t) é nao-decrescente. Logo, H(h.) < H(h*), e assim,
i || < H() < HH) < mae | ol

Agora, se ||Ho|| é constante, entdo ||Ho|| = H(h.) = H(h*). E como, H(t) é néo-
decescente, temos que H(t) = ||Ho|| = —(H,8,) em [h,, h*]. Logo, em 2,

f'(h) = f(h)(H,0p) =0

Deste modo, usando a expressao para o laplaciano de v dada no Lema 2.3, segue que

Au = 0 em X. Ou seja, u é uma funcao harmonica em ¥, que é uma subvariedade
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fechada, logo u = g(h) é constante em 3, e como g é crescente, uma vez que ¢’ = f > 0,
segue que h é constante em Y, isto é, /(X)) estd contido em um slice {7} x M para
algum 7 € I. Por fim, pelo que vimos na segao 2.1.1, como ¢ : ¥ — —I x; M"™™! é
marginally future trapped temos que f'(7) < 0e X = {7} x Xy, onde ¥y C M é uma

hipersuperficie fechada de curvatura média constante |H| = —f'(7) > 0. O

Agora, apresentaremos um resultado andlogo ao anterior, contudo sob a hipdtese
de que a subvariedade é marginally past trapped, ou seja, teremos <ﬁ ,Op) = ||ﬁ0|| >0

em 2.

Teorema 2.9. Seja —Ix ; M"™ ™ um espago-tempo GRW tal que H'(t) > 0 (equivalente-
mente, (logf)"” <0). Seja 1) : X" — —I x; M™™' wma subvariedade marginally past

trapped fechada imersa em —I X Mm™1. Entao
min||Bol| < ~H(h*) < ~H(h) < max||Ho]|

onde hy, = miny, h, h* = maxy h, € h_fo representa a componente tipo-espaco do vetor
tipo-luz H, a qual € ortogonal a 8,. Como consequéncia, se HﬁOH € constante, entao
(X)) estd contido em um slice {1} x M com f'(1) <0, e ¥ = {1} x Xy, onde Xy C M

¢ uma hipersuperficie fechada de curvatura média constante |H| = f'(1) > 0.
Como consequéncia dos Teoremas 2.8 e 2.9, temos o seguinte reultado.

Corolario 2.10. Seja —I X ; M™** um espaco-tempo GRW tal que H(t) # 0e H'(t) > 0
(equivalentemente, (logf)” < 0), e seja ¢ : " — —I x; M™"! uma subvariedade
marginally trapped fechada imersa em —1I x; M"T!.

(i) Se H(t) > 0, entao X é necessariamente marginally future trapped e
i |[Fol| < H(h) < HE) < g |
(i) Se H(t) <0, entao X é necessariamente marginally past trapped e
min o)l < () < ~H(h) < | ol

Como consequéncia, se || Hyl|| é constante entdo 1(X) estd contido em um slice {7} x M
com H(t) # 0, e ¥ = {7} x ¥y, onde ¥y C M é uma hipersuperficie fechada de

curvatura média constante |H| = |f'(7)| > 0.

Demonstragao. Se H(t) > 0, segue do Coroldrio 2.5 que nao existe subvariedade mar-

ginally past trapped, logo ¥ deve ser necessariamente marginally future trapped. E do
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Teorema 2.8
min || Hy|| < #H(h.) < H(h*) < max||Hy|.

O que prova o item (i). A prova do item (ii) é anédloga, basta usar o Teorema 2.9. A

consequeéncia segue diretamente dos Teoremas 2.8 e 2.9. U

Agora, estenderemos os resultados ja apresentados ao caso em que Y é estocasti-
camente completa. O préximo resultado nada mais é do que a extensao do Teorema
2.8.

Teorema 2.11. Seja —I x; M um espago-tempo GRW tal que H'(t) > 0 (equiva-
lentemente, (logf)” <0). Seja ¢ : X" — —I x; M"™™' wma subvariedade marginally

future trapped estocasticamente completa a qual é limitada no infinito. Entao

inf |1 Holl < H(h.) < H(h") < Sup | Hol,

onde h, = infy, h, h* =supy h, e H, representa a componente tipo-espaco do vetor tipo-
luz H, a qual € ortogonal a 8. Como consequéncia, se ||Hy|| é constante e H(t) nio é
localmente constante (em outras palavras H'(t) = 0 vale somente para pontos isolados
de I), entao ¥(X) estd contido em um slice {T} x M com H(t) >0 e X = {7} x X,

onde X C M € uma hipersuperficie de curvatura média constante |H| = —f'(1) >0

Demonstracao. O vetor curvatura média HdeXé decomposto por
H = Hy— (H,8,)0,.

Assim, (ﬁ H) = ||Hy||> — (H,3,)2. Sendo ¥ marginally future trapped, temos que
(ﬁ, ﬁ) (F[ i) = —||ﬁ0|| < 0. Usando o Lema 2.6,

sup || Ho|| = —ing?, 0) = H(h)
b))
e?
inf |Ho|| = —sup(H, d,) < H(h)
b))

Como H'(t) > 0, H(t) é nao-decrescente, logo, H(h,) < H(h*), assim,

inf ||l < H(h) < H() < sup |

Se ||Ho|| é constante, entdo ||Ho|| = H(h.) = H(h*), e se H(t) nao é localmente
constante, entao H(t) é estritamente crescente, ou seja, h, = h*, e assim, h, é constante

em Y. Portanto, ¢)(X) estd contida em um slice {7} x M, e pelo que foi visto na se¢ao
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2.1.1, como ¢ : ¥ — —I x; M™*!' é marginally future trapped temos
H(r)>0e|H|=—f'(1) >0.

O

Analogamente, obtemos a extensao do Teorema 2.9 ao caso em que 3 é estocasti-

camente completa.

Teorema 2.12. Seja —I x; M um espago-tempo GRW tal que H'(t) > 0 (equiva-
lentemente, (logf)” <0). Seja ¢ : X" — —I x; M"™™' wma subvariedade marginally

past trapped estocasticamente completa a qual € limitada no infinito. Entdo

inf [|Fol] < ~H(h) < ~H(h.) < sup | Holl

onde h, = infy, h, h* =supy h, e H, representa a componente tipo-espaco do vetor tipo-
luz H, a qual € ortogonal a 8. Como consequéncia, se ||Hy|| é constante e H(t) nio é
localmente constante (em outras palavras H'(t) = 0 vale somente para pontos isolados
de I), entao ¥(X) estd contido em um slice {T} x M com H(t) < 0 e X = {7} x X,

onde ¥g C M é uma hipersuperficie de curvatura média constante |H| = f'(1) > 0.

Consequentemente, conseguimos a seguinte extensao do Corolario 2.10 ao caso es-

tocasticamente completo.

Corolario 2.13. Seja —I x ; M™** um espaco-tempo GRW tal que H(¢) # 0e H'(t) > 0
(equivalentemente, (logf)” < 0), e seja ¢ : " — —I x; M™"! uma subvariedade
marginally trapped estocasticamente completa a qual é limitada no infinito.

(i) Se H(t) > 0, entao X é necessariamente marginally future trapped e

inf || Fo]| < H(he) < H() < sup | ]|

(i) Se H(t) < 0, entao X é necessariamente marginally past trapped e

inf || Fol] < ~H(K) < ~H(h) < sup |1l

Como consequéncia, se || Hy|| ¢ constante e #(t) nio é localmente constante (em outras
palavras H'(t) = 0 vale somente para pontos isolados de I), entao ¥ (%) esta contido
em um slice {7} x M e ¥ = {7} x ¥, onde ¥y C M é uma hipersuperficie de curvatura

média constante |H| = |f'(7)| > 0.
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Demonstragao. (1) Se H(t) > 0, segue do Coroldrio 2.7 que nao existe subvariedade
marginally past trapped, logo ¥ deve ser necessariamente marginally future trapped.

E pelo Teorema 2.11
fuf 1ol < M) < M) < supl ||

(ii) A prova deste item é andloga a do item (i), basta usar o Teorema 2.12. A

consequeéncia segue diretamente dos Teoremas 2.11 e 2.12. (]

2.4 Aplicacoes

Nesta se¢ao obteremos algumas aplicagoes para alguns casos de relevancia fisica,
como, por exemplo, o espago-tempo de Einstein-de Sitter e certas regides abertas do
espaco de Sitter. Mas antes, enunciaremos dois importantes resultados que serao ne-

cessarios para essas aplicagoes, sao eles o Teorema de Hopf-Chern [9, 12] e o Teorema
de Alexandrov [21].

Teorema 2.14 (Teorema de Hopf-Chern). Seja ¥ uma 2-esfera imersa em M com
curvatura média constante, onde M € uma variedade tridimensional de curvatura cons-

tante. Entao Y. é totalmente umbilica, e portanto, isométrica a uma esfera redonda.

Teorema 2.15 (Teorema de Alexandrov). Seja X" uma hipersuperficie compacta mer-
gulhada no espaco Euclidiano R™ !, ou no espago hiperbélico H™ ™, ou num hemisfério
aberto da esfera S™1. Se H, € constante para algum r = 1,..,n entio X" € uma hipe-

resfera geodésica.

No Teorema acima, H, é a r-ésima curvatura de X, em particular, quando r = 1,
temos que H, é exatamente a curvatura média H de X.
Consideremos agora a fibra Riemanniana como sendo o espaco Euclidiano R™*!,

Quando n = 2, temos o seguinte resultado para a 2-esfera topoldgica imersa em —I X ¢
R3.

Teorema 2.16. Seja —I x; R® um espaco-tempo RW cuga fibra é o espago Euclidiano
R3 e tal que H'(t) > 0 (equivalentemente, (logf)" < 0). As tnicas 2-esferas topoldgicas
marginally trapped as quais estio imersas em —I x; R? com ||Ho|| constante sio as

esferas mergulhadas dadas por {t} x S*(r;), com r, = — para todo T € I com

7
f'(r) #0.

Demonstracao. Seja Y uma 2-esfera topoldgica marginally trapped a qual estd imersa

em —I x; R3 com ||Hy|| constante. Segue dos Teoremas 2.8 e 2.9 que ¥ = {7} x %
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onde f'(1) # 0 e Xy é uma 2-esfera topolégica imersa em R? com curvatura média
constante H? = f’(7)? > 0. O Teorema de Hopf-Chern nos diz que as tinicas 2-esfera
topoldgicas imersas em R? sdo as esferas redondas S?(r), com raior > 0 e H* = 5 > 0.

Logo, Yo = S*(r,) com r, = O

1
lF (0l
O Teorema acima inclui alguns casos de muita relevancia fisica. Considere, por

exemplo, o caso em que I = R e f(t) = €,

entdo —R X R? nada mais é do que
o steady state 4-spacetime. Mais geralmente, o exemplo 1.5 nés diz que o produto

warped Lorentziano —R x. R"*! é isométrico a regiao aberta de S}*? dada por
{x € P2 (x,a) > 0},

onde a € R?™ é um vetor tipo-luz. Em particular, para n = 2, —R x. R? modela o

steady state 4-spacetime, e o Teorema 2.16 nos fornece o seguinte resultado.

Corolédrio 2.17. Seja —R x. R? o steady state 4-spacetime. As tinicas 2-esferas
topoldgicas marginally trapped as quais estao imersas no steady state 4-spacetime com
|| Ho|| contante sio as esferas mergulhadas (necessariamente marginally past trapped)

dadas por {7} x S*(r,), para todo 7 € R, onde r, = ¢,

O resultado acima segue diretamente do Teorema 2.16. Agora, observe que as
esferas serao necessariamente marginally past trapped, pois, nesse caso, H(t) < 0 para
cada t € R, portanto, pelo Corolario 2.5 sabemos que nao existe subvariedade weakly
future trapped fechada em tais espacos ambientes.

Se considerarmos agora o caso em que I = (0, +00) e f(t) = t2/3, entdao —(0, +00) X 2/3
R3 é o chamado espaco-tempo de Einstein-de Sitter e é correspondido ao modelo cos-

mologico de Friedmann com fibra Riemanniana flat, e segue do Teorema 2.16 o seguinte.

Coroléario 2.18. Seja —(0, +00) X,2/s R? 0 espago-tempo de Einstein-Sitter. As tinicas
2-esferas topologicas marginally trapped as quais estdao imersas no espaco-tempo de
Einstein-Sitter com ||Hy|| contante sao as esferas mergulhadas (necessariamente mar-
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ginally past trapped) dadas por {r} x S*(r;), para todo 7 > 0, onde r, =

Baseado no Teorema de Alexandrov para o espago Euclidiano, apresentaremos agora

a seguinte versao n-dimensional para o Teorema 2.16.

Teorema 2.19. Seja —I x ([R™™! um espaco-tempo RW cuja fibra € o espaco Euclidiano
R™ e tal que H'(t) > 0 (equivalentemente, (logf)” < 0). As tinicas n-subvariedades
marginally trapped fechadas mergulhadas em —I x ; R™*' com ||Hy|| constante sio as

n-esferas mergulhadas dadas por {t} x S*(r,), com r, = = para todo T € I com

7
f'(r) #0.
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Demonstracao. Seja ¥ uma n-subvariedade marginally trapped fechada a qual esta
mergulhada em —I x; R**! com ||Hy|| constante. Segue dos Teoremas 2.8 e 2.9 que
Y = {r} x Xy onde f'(7) # 0 e Xy é uma hipersuperficie fechada mergulhada em
R™*! com curvatura média constante H? = f’(7)* > 0. Como sabemos, o Teorema de
Alexandrov afirma que as tnicas hipersuperficies mergulhadas em R"*! com curvatura
média constante sao as esferas S"(r) de raio r > 0, com H? = T% > (. Portanto,

Yo =S"(r;) com r, = O

1
L (o1

Em particular, os Corolarios 2.17 e 2.18 tem as seguintes versoes n-dimensionais.

Corolério 2.20. Seja —R x.:R"*! o steady state spacetime. As tinicas n-subvariedades
marginally trapped fechadas as quais estao mergulhadas no steady state spacetime com
|| Ho|| contante sio as n-esferas mergulhadas (necessariamente marginally past trapped)

T

dadas por {7} x S"(r,), para todo 7 € R, onde r, = e ".

Corolario 2.21. Seja —(0,+00) X,;2/s R™™ o espago-tempo de Einstein-Sitter. As
Unicas n-subvariedades marginally trapped fechadas as quais estao mergulhadas no
espaco-tempo de Einstein-Sitter com ||Hy|| contante sio as n-esferas mergulhadas (ne-

cessariamente marginally past trapped) dadas por {7} x S"(r), para todo 7 > 0, onde
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Por outro lado, o Teorema de Hopf-Chern vale também para a 2-esfera topoldgica
imersa na esfera tridimensional S* e no espaco hiperbélico tridimensional H?, sendo

assim, sao validos os seguintes resultados.

Teorema 2.22. Seja —Ix ;S* um espago-tempo RW cuja fibra € a esfera tridimensional
S? e tal que H'(t) > 0 (equivalentemente, (logf)” < 0). As tinicas 2-esferas topoldgicas
marginally trapped as quais estio imersas em —I x; S* com ||Hy|| constante sio as

esferas mergulhadas dadas por {t} x S*(r,), com r, = ﬁ para todo T € I com
f'(r) # 0.

Teorema 2.23. Seja —I x ; H? um espago-tempo RW cuja fibra € o espago hiperbdlico
tridimensional H? e tal que H'(t) > 0 (equivalentemente, (logf)" < 0). As tinicas 2-

esferas topoldgicas marginally trapped as quais estio imersas em —I x ; H3 com, ||H|
1

constante sio as esferas mergulhadas dadas por {T} x S*(r,), com r, = T

todo T € I com f'(1)> —1> 0.

para

A prova dos resultados acima é analoga a prova do Teorema 2.16, observando que
pelo Teorema de Hopf-Chern as tinicas 2-esferas topolégicas imersas em S* com cur-

vatura média constante sdo as esferas S*(r) com 0 < r < 1, e H> = (1 — r?)/r%,
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o que implica . = 1/ W no Teorema 2.22. E, para o caso do espaco hi-
perbdlico tridimensional, o Teorema de Hopf-Chern diz que as tnicas 2-esferas to-
polégicas imersas em H? com curvatura média constante sao as esferas S*(r) com
r>0,e H = (1+7?)/r? > 1, o que implica f'(1)> > 1 er, = 1/\/f(7)2—1 no
Teorema 2.23.

Considerando agora o caso em que I = (0,+00) e f(t) = sinh(¢), temos que
—(0, +00) xsmh(t)H?’ nada mais é do que a regiao aberta do espaco de Sitter 4-dimensional
St dada por

{r €St: (z,a) > 1},

onde a € R} é um vetor tipo-espaco unitario. Mais geralmente, pelo que vimos no
exemplo 1.6 existe uma isometria entre o produto warped Lorentziano —(0, +00) X sinh(t)

H"*! e a regido aberta de S{™ dada por
{r € SI*?: (z,a) > 1}.

Em particular, para n = 2, —(0,400) Xginn() H? modela a regiao aberta o espaco de

Sitter 4-dimensional S} dada por
{r €S} (x,a) > 1}.

Portanto, segue diretamente do Teorema 2.23 o seguinte resultado.

Corolério 2.24. Seja —(0,400) Xginn(t) H? a regiao aberta do espaco de Sitter 4-
dimensional definido por {z € S} : (x,a) > 1}, onde a € R} é um vetor tipo-espago
unitario. As unicas 2-esferas topoldgicas marginally trapped as quais estao imersas

nessa regiao com ||Hy|| contante sao as esferas mergulhadas (necessariamente margi-

1

nally past trapped) dadas por {7} x S*(r,), para todo 7 > 0, onde r, = S

Por fim, consideremos agora as seguintes versoes n-dimensionais para o Teorema

2.23 e o Corolario 2.24, que sao baseadas no Teorema de Alexandrov para o espago

Hiperbdlico.

Teorema 2.25. Seja —I x; H"™™' um espago-tempo RW cuja fibra é o espaco hi-
perbdlico (n+1)-dimensional H** e tal que H'(t) > 0 (equivalentemente, (logf)" < 0).
As unicas n-subvariedades marginally trapped fechadas as quais estdo mergulhadas em

—I xH" com, ||Hy|| constante sio as n-esferas mergulhadas dadas por {T} x S"(r,),

com r, = ——~—— para todo 7 € I com f'(1)*> —1 > 0.

Corolario 2.26. Seja —(0, +0o0) Xsinh(t)H”“ a regiao aberta do espago de Sitter (n+2)-

dimensional definido por {z € S} : (x,a) > 1}, onde a € R} é um vetor tipo-espaco
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unitario. As unicas n-subvariedades marginally trapped as quais estao mergulhadas
nessa regiao com ||Hp|| contante sao as n-esferas mergulhadas (necessariamente mar-

ginally past trapped) dadas por {7} x S"(r,), para todo 7 > 0, onde r, = ﬁ

A prova do Teorema 2.25 é andloga a demonstracao do Teorema 2.19, usando a
versao do Teorema de Alexandrov correspondente que afirma que quando a fibra Ri-
emanniana é o espaco hiperbdlico as tinicas hipersuperficies mergulhadas em H"*!
fechadas e com curvatura média constante sao as esferas S"(r) de raio r > 0 e com

H? = (1+7r%)/r? > 1. E, por fim, o Coroldrio 2.26 segue diretamente do Teorema
2.25.
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Capitulo 3

Subvariedades weakly trapped
imersas em espacos-tempo

Robertson-Walker generalizados

A partir de agora vamos considerar uma subvariedade weakly trapped, de codi-
mensao dois, imersa em um espac¢o-tempo GRW. Iremos apresentar alguns resultados
de rigidez que garantem, a partir de certas hipdteses, que a subvariedade esta contida
em um slice. Além disso, também vamos construir um exemplo nao-trivial de uma
subvariedade weakly trapped em um espaco-tempo GRW estatico —R x H? x R, ilus-
trando assim a importancia dos resultados apresentados. Este capitulo é baseado no

artigo de Cunha, Lima, Lima Jr. e Santos [11].

3.1 Algumas consideracoes sobre a funcao altura

Seja —1I x; M™™! um espago-tempo GRW. Considere ¥ uma subvariedade tipo-
espago de codimensao dois imersa em —I x ; M. Deste modo, temos que existe uma
base ortonormal {N,v} de X*(X), a qual é formada por um campo de vetores normal
unitario N tipo-tempo apontando para o futuro (apontando para o passado), e um
campo de vetores normal unitdrio tipo-espaco v.

Se N apontar para o futuro (apontar para o passado), temos (N, d;) < —1 ((N, ;) >
1). De fato, como 9; é um campo de vetores unitérios tipo-tempo globalmente definido
em —I x; M"*! sendo N um campo de vetores normal unitério tipo-tempo, segue da

desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa que

(N, 0] = [N|o,] = 1,
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e a igualdade ocorre se, e somente se, N e J; forem linearmente dependentes. Entao,
sendo N um campo que aponta para o futuro (aponta para o passado) temos (N, 9;) <
—1<0((N,0,)>1>0).

Lembremos agora que por (2.5)
Vh = -0,
onde h denota a funcao altura em ¥. Entao, nesse contexto, podemos escrever
Vh=—0,+0} =0, — (N,0,)N + (v,0,)v. (3.1)
Assim, temos que

|Vh|* = (Vh,Vh)
= (04, 0;) + 2(N,9,)* — 2(v, 0;)* + (N, 0,)*(N,N) — (N, 0;) (v, 3;) (N, v)
+ (1,0, (v, V)
= —1+(N,0)? — (v,0,)*
= (N,0:)* — (14 (v,0,)?).

Portanto,
|Vh|]? = (N,0,)* — (1 + (v, 0,)?), (3.2)

onde |.| denota a norma de um campo de vetores em . Entao, denotando 6, = (N, 0;)

e 0y = (v, 0;) obtemos

VA2 = 6, — (1 + 6,7). (3.3)

3.2 Resultados de rigidez em espacos-tempo GRW

Aqui estabeleceremos condigoes que irao garantir que a subvariedade tipo-espago X
esteja contida na fibra Riemanniana M™*!. Com esse objetivo, observe inicialmente que
o campo de vetores curvatura média H de X, que ¢ definido por H = 137" I1(e;, ¢;),
para algum referencial ortonormal {ey,...,e,} em 3, onde /I denota a segunda forma

fundamental de X2, pode ser expresso da seguinte maneira

H

—HNN+ I{,,l/7 (34)
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para funcoes suaves Hy e H, definidas em 3.

3.2.1 Rigidez via condicoes de integrabilidade

Lema 3.1. Seja ¥ uma subvariedade tipo-espaco imersa em —I X ; M™*!. Entao
Ah = —(logf) (h)ln + [Vh[] + n(H, ).

Demonstragao. Inicialmente, lembre que de (1.11) o campo de vetores (f o m;)0; é

metricamente equivalente a sua 1-forma fechada, ou seja,

Vx(fom)ﬁt = (f,O’/T])X (35)

para todo X € T'(I x ; M™"'). Desse modo, tomando um referencial ortonormal {e; }1

em 3, e usando (3.5), obtemos que

n

F(R)div, = f(h) > (Ve 0re:)

i=1
= Z h)Ve, 0 e
= Z(vﬁzf(h)at Z 8t7
= Z (fom)oy,e:) —

n

—Zf omp)ei ;) — (0, VI (1))

S (@ sl F(R))er)

i=1

=nf'(h) + (O, —f'(h)Vh)

— (0, Vh)]

= f'(h)[n + (Vh,—(9] + 0;"))]
(Vh,Vh)]

Portanto,

f(R)divd, = f'(h)[n + |VA|?]. (3.6)
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Por outro lado,

divN = (V. N, &)

i=1

= Z(ANei; €z‘>
i=1

= Z(H(ei, e;), N)

=n(H,N) =nHy,
ou seja,

divN = nHy, (3.7)
e, analogamente, temos

dive = nH,,. (3.8)

Assim, usando (3.6), (3.7) e (3.8), obtemos que

Ah = d1v(—8t - 6’1N + (921/)

_ ) 21 _ 0.(n n
— f(h)[ + |VA[}] = 61(nHy) + 65(nH,)

= —(logf)'(h)[n + |Vh[*] = n(N, ) Hx + n(v, 0 H,
= —(logf)'(h)[n + VA" + n(H, ;).

O

Agora, devido a Caminha [6], o préximo Lema nos da condigoes para garantir que o
divergente de um campo de vetores em uma variedade Riemanniana seja nulo, e como
consequéncia, obtemos um Corolario que apresenta um resultado semelhante para o
laplaciano de uma funcao suave definida em uma variedade Riemanniana. No que se

segue, L1(M) denota o espago das funcoes Lebesgue integraveis em 7.

Lema 3.2. Seja X um campo de vetores suave na variedade Riemanniana " n-
dimensional completa e orientavel, tal que divX nao muda de sinal em ¥". Se | X| €
LY(M), entao divX = 0.

Corolario 3.3. Seja v uma funcao suave definida em uma variedade Riemanniana
completa ¥, tal que Au nao muda de sinal em . Se |[Vu| € L}(Z), entao Au é

identicamente nulo em .
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Lembrando que uma regido limitada tipo-tempo de —I x ; M™*! nada mais é que
um slab
[t1 X ta] x M™ = {(t,q) € =T x; M"™ 1 t; <t < ty}.

E com auxilio do Coroldrio apresentado acima, estamos prontos para apresentar o

préximo resultado.

Teorema 3.4. Seja X2 uma subvariedade tipo-espaco completa que mora em uma regiao
limitada tipo-tempo de —I X ; M™% e tal que f é mondtona nio-crescente (ndo-decres-
cente). Se (H,d,) € nio-negativa (nio-positiva) em S e |Vh| € LX), entio X estd

contida em um slice {t} x M"™ com f'(t) = 0.

Demonstrag¢ao. Sendo f mondtona nao-crescente (nao-decrescente) temos que f' <0
(f'>0), e sendo (FI,@Q >0 ((ﬁ,@t) < 0) em X, temos pelo Lema 3.1 que

I (OTR—
A= =T+ [VAE]+ il 0) 2 0 (<)

ou seja, Ah nao muda de sinal em . Como, por hipétese, |Vh| € L1(X), segue do
Corolario 3.3 que Ah =0 em .
Por outro lado, como estamos supondo que ¥ mora em uma regiao limitada tipo-

tempo de —I X M™"! temos que |[VR?| € £1(2). E, como
AR? = 2hAh + 2|Vh|* = 2|Vh|* > 0,

podemos, entdo, aplicar o Coroldrio 3.3 para a funcao h? e, segue que Ah? =0 em X,
logo, |Vh| =0 em X. Portanto, h é constante em 3, o que significa que X esta contida

em um slice {t} x M""!. Além disso, pelo Lema 3.1, concluimos que f’(h) = 0. O

Observe que quando ¥ é uma subvariedade weakly future (past) trapped a hip6tese
de que a funcao (FI ,0y) é nao-positiva (nao-negativa) é satisfeita automaticamente,

desse modo, segue do Teorema 3.4 o seguinte resultado.

Corolario 3.5. Nao existe subvariedade weakly future (past) trapped ¥ que more em
uma regido limitada tipo-tempo de —I'x ; M"*! com f sendo mondtona nao-decrescente

(nao-crescente), e tal que |Vh| € L1(Z).

Demonstra¢do. Suponha que exista uma subvariedade weakly future trapped de X
contida em uma regido limitada tipo-tempo de —I x; M"*! com f sendo monétona
nao-decrescente e [Vh| € L}(X). Pelo Teorema 3.4, essa subvariedade estaria contida
em um slice {t} x M"*! e terfamos f’(t) = 0. Por outro lado, analogamente ao que foi

feito na demonstragao do Teorema 3.4 concluimos que Ah = 0 em Y. Assim, pelo Lema
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3.1 e usando que f’(t) = 0, concluimos que (ﬁ ,0r) = 0, 0 que contraria a hip6tese sobre
a subvariedade ser future trapped. Analogamente prova-se que nao existe subvariedade

weakly past trapped sob tais condigoes. O

Definicao 3.1. Dizemos que uma subvariedade tipo-espaco ¥ é r-minima quando a
componente na direcao espacial H, da sua curvatura média, a qual esta definida em
(3.4), é nula em X.

Nessa configuracao, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Seja X2 uma subvariedade completa tipo-espaco que mora em uma reqgiao

limitada tipo-tempo de —I Xy M™'. Suponha que ¥ seja v-minima e
Hy > sup(logf)'(h) > 0, (3.9)
by

com respeito a orienta¢do que aponta para o futuro N de . Se |Vh| € L1(X), entdo

Y estd contida em um slice {t} x M"*1.

Demonstragao. Como estamos considerando a orientacao que aponta para o futuro,

temos que (N, J;) < —1, desse modo, usando isso e o Lema 2.3 temos que

Au = —n(f'(h) ~ f
n(f

— —n(f'(h) - f

— nf(h) (— J;((,’j)) (. at>HN) (3.10)

> nf(h)(Hy — (logf)'(h)),

h)(H. ;)

(
(h)[—(N,0,)Hy + (v, 0:)H,))

e, em particular,
Au > nf(h)(Hy — sup(logf)'(h)).
by

Portanto, usando a hipétese dada em (3.9), segue que Au > 0 em .
Por outro lado, como ¥ mora em uma regiao limitada tipo-tempo de —I X ; M™,

existe uma constante C' tal que
|Vu| = f(h)|Vh| < C|Vh|

o que implica que |Vu| € £L}(X), uma vez que, por hipétese, [Vh| € £1(X). Entdo
a funcao u satisfaz as condi¢oes do Corolario 3.3, logo aplicando-o nela obtemos que

Au =0 em X. Portanto, voltando a (3.10) conseguimos

(logf)'(h) = —(N, ;) Hy.
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Consequentemente,
Hy > sup(logf)'(h) = (logf)'(h) = —(N, 0} Hy.
i

O que implica (N, d;) > —1, e como ja tinhamos (N, 9;) < —1, segue que (N, 9;) = —1

em Y. Logo, concluimos que X estd contido em um slice {t} x M™*L. O

Corolario 3.7. Seja > uma subvariedade completa tipo-espago que mora em uma
regido limitada tipo-tempo de —I x; M™"!. Suponha que ¥ é v-minima e Hy ¢é
constante. Se

Hy > sup(logf)'(h) > 0

com respeito a orientacio que aponta para o futuro N de X e |[Vh| € £1(X), entao X

¢ uma subvariedade minima ou estd contida em um slice {t} x M"*L.

Demonstracao. Suponha que Hy é constante, se for Hy = 0, sendo ¥ v-minima, segue
que H = 0, ou seja, X2 é uma subvariedade minima. Agora, se tivermos Hy # 0, entao

segue do Teorema 3.6 que X estd contida em um slice {t} x M" L. O

3.2.2 Rigidez via principio do maximo de Omori-Yau

De acordo com [2], suporemos a partir de agora que o espago-tempo GRW —1 x ¢

M™! obedece a chamada condicao de convergéncia forte nula
K > sup(f2(logf)"). (3.11)
I

onde Kj; representa a curvatura seccional da base Riemanniana M"*!,

Lema 3.8. Seja > uma subvariedade tipo-espaco imersa em um espaco-tempo GRW
—I x; M™ a qual obedece a condigao de convergéncia forte nula dada em (3.11).

Entao, para todo X € X(X), a curvatura de Ricci de ¥ satisfaz a seguinte desigualdade

nH, en?|H|?

f_/l
f

H 2 2
Ric(X, X) > (n— 1) |X|2+‘AX—”TNX —’SX— X’ - | X%,

onde H é o campo de vetores curvatura média de X, e = sgn(H, H), |H|> = |(H, H)|

e as fungdes Hy e H, sao as definidas em (3.4).

Demonstracao. Por simplicidade, assumiremos que H é causal. Como sabemos, a

equacao de Gauss é dada por

(RIX,V)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X.Z), I1(Y,W)) — (II(X,W),II(Y, Z)),
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para cada campo de vetores X, Y, Z, W € X(X), onde R e R denotam o tensor
curvatura de ¥ e —I x ; M"*! respectivamente.
Considerando X € X(X) e um referencial ortonormal local {E;}" ; de X(X), to-

mando o trago da expressao acima, obtemos

Ric(X, X) = i(ﬁ(x, E)X.E) + i(n(x, X),1I(E:, E;))

i=1 i=1

n zn:(ll(X, E), II(E;, X))

i=1

—Z R(X,E)X.E)+ (II(X,X).n Z\UXE

= Z R(X,E)X,E;) +n(—(AX, X)N + (SX, X)v, H)

n

_ Z<AX’ E;)*(N,N) =Y (SX,E;)*(v,v)

i=1

= Z R(X,E)X,E;) —n{AX, X)Hy +n(SX, X)H, + |AX|> — |SX?,

onde II(X,Y) = —(AX,Y)N + (SX,Y)r, ou seja, A e S denotam o operador forma
de ¥ com respeito a N e v, respectivamente. Completando os quadrados na expressao

acima obtemos

Ric()(’X):i(E(X’Ei)X,E) ‘AX—@X’ ——H2 ‘X‘Q ’SX—HTHVX‘Q

i=1

+ X
TH

- i(ﬁ(}(, E)X.E;) + ‘ - ’SX - HTILX'Q
:

+ o (CHy + H)IXP
n TLHN nH

2 2
= SR(X.E)X,E) + ‘ ’SX—T”X' +%<H,H}|X|Q.

(3.12)

Agora, vamos calcular uma estimativa para o primeiro termo do lado direito de
(3.12). Inicialmente, escrevendo X = —(X,0,)0; + X* e E; = —(FE;,0,)0; + Ef, onde
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X* Ef € X(M"1), e utilizando as propriedades do tensor curvatura obtemos

R(X,E)X = R(X*, ENX* — (X,0)R(X*, B9, — (B, 0)R(X*,9,) X*
(B 0)(X, 0)R(X*,0,)0; — (X,0)R(9,, EN)X* + (X,0,)*R(,, X0,
(X, ONE:, OVR(9,,0)X* — (X,0)2(Ey, ) R(Dy, 0,)0. (3.13)

Utilizando a Proposigao 7.42 de [17], temos que
(i) R(X*, Ef)0; = 0;
(if) R(X*,0,)X* = —R(0, X*)X* = |X*PL20, = (IX]* + (X, 0)*) L0
(i) R(X*,0)0, = Ll xe = LI X+ = L(X + (X, 0,)0));
(iv) R(0y, EX)X* = (E* XNE0, = —((X, E) + (X, 0)(E:, 0,) - or;
(v) R(Dy, E;)0s = —R(E;0,)0, = — 5 Ef = —L(Ei + (B, 0)0,);
(vi) R(9,,0;) = 0.

Assim, voltando para (3.13), conseguimos que

R(X, E)X = R(X*, ENX* — (Ei, 0) (X ] + (X, ) >f7”a

f‘ll
f

+(X,0,)* (EZ,@)J;IO fTN(X, O (E; + (E:, 0,)0;).

(B ) (X, 0L (X 1 (X, 000) + (X,0) (X, By Lo,

S

Desse modo, temos que

(R(X.E)X.E) = (BX" )X, E2) — (B 0)(B(X" ED)X*.0) — (E,. 0, |X|2f"

(B 0)Y(X.0,)? f7 (BB (X.0) (X, E>f7 (B 02X, 0,)? fT

+ (X, 0)(X, Ei>(Ei,at>f7" + (X, 8t>2(Ei,8t)2J;” (X,0,)%|E; |2f”

- (Ei,atf(x,at}?f?”

= (RUX EDXC, D) — {Bn 01X PL 2B 0) (%, 0) (6, )
— (X, 0,)°|E; |2f” (3.14)
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Por outro lado, observe que

R(X*, EN)X* = Ry (X", E))X* — m;i—yﬂ

= Rur(X*, E)) X" + ((logf)")*| X E; — ((logf))*(E;, X) X
+ ((logf) )X (B, 9,)0, + ((logf)) (X, 0,)* E;
— ((logf))*(Ei, X)(X, 0:)0; — ((log ) )*(X, 0)(E;, 0) X.

{(X5 XP)EF — (B7, X)X}

Logo,

(R(X*, E7)X* Ef) = (R (X*, E)) X, E) + ((logf))?| X PP | Eif* — ((logf)')*(E:, X)*
+ ((logf)")*(X, 0)* | Eif* — 2((log f)")*(X, O)(E;, ) (X, )
+ ((logf))?|X[*(E:, 0)*.

Portanto, voltando a (3.14) e usando que Vh = —3,", obtemos

(R(X, E)X. E) = (Ra(X*, EX*, E7) + ((logf))?| X PIEJ - (logf))*(E.. X)?
+ (logf))2(X, V)| B2 — 2((logf ) )2(X. Vh)(E;, Vh) (X, E})

+ ((logf) )| XX E:, Vh)* — (B, Vh>2\X\2f7”
+ 2, Vh) (X, VA (X, E>f7 (X Vhy‘Ei‘Q%

Consequentemente,

Y (R(X.E)X.E)) =) (Ru(X*, E))X", E}) + (n — 1)((log /) *|X|?

i 7

— (n—2)(logf)"(X, Vh)* — (logf)"|Vh[*| X]". (3.15)

Agora, observe que

1

R
1

= F(IXIQIEiI2 +IX[MEL 0)* + (X, 0)°| B

(RJW(X*v E:)X*v Ez*>

(X E [y — (X7 B3 K (X7, EY)

— (X, E)? — 2(X, E){(E;, O)(X,0,)) Ky (X*, E}).
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Logo,

7

S (RM(X EDX B = 55 30 KulX" BD)((n = DIXP + [XPIVAP
+ (n — 2)(X, Vh)?).

Por outro lado, por hipétese, a condigao de convergéncia forte nula dada em (3.11)

é satisfeita, entao, segue que

Z(RM(X*v ENX* E;) > ((n = DIX[* + [XPIVA] + (n — 2)(X, Vh)?)(logf)".

7

Por fim, substituindo a desigualdade acima em (3.15), obtemos

> (R(X.E)X.E;) > (n— 1)7"\)(\2. (3.16)

Para concluir a prova do Lema basta substituir (3.16) em (3.12). O

A partir da estimativa para curvatura de Ricci obtida no Lema acima e com o

auxilio do Lema 2.1, podemos apresentar o seguinte resultado.

Teorema 3.9. Seja ¥ uma subvariedade weakly trapped completa que mora em uma
regido limitada tipo-tempo de um espago-tempo GRW —Ix  M™ ! obedecendo a condi¢io
de convergéncia forte nula dada em (3.11). Suponha que o operador forma espacial S,
relativo a v, de ¥ satisfaz |S|? < G(r), para alguma funcao radial G(r) satisfazendo as

propriedades do Lema 2.1. Se |H|:=\/—(H, H) ¢ limitada e
Vh| < Cinf(|H]| ~ (logf)'(h), (3.17)

para alguma constante C' positiva, entdo X estd contida em um slice {t} x M" L.

Demonstragao. Vamos supor que ¥ é uma subvariedade weakly past trapped, entao H
é causal e aponta para o passado, isto é, (ﬁ 0;) > 0. Escrevendo H=H,— <}7, 0y) 0y,

onde h_fo é a componente tipo-espaco de H , temos que
B = (H,0)” - |H* < (H,0,)?,
e portanto, segue que (H,d;) > |H|. Pelo Lema 3.1 conseguimos

Ah = —(logf)' (h)[n + [Vh[*) +n(H,8,) > n(|H| — (logf)'(h)) — (log /) (h)|VA|*.
(3.18)
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Além disso, como assumimos que ¥ mora em uma regiao limitada tipo-tempo de
—I x; M™! e levando em consideragao as restrigoes em S e H, podemos aplicar os

Lemas 3.8 e 2.1, e assim, obtemos que existe uma sequéncia {p;} em ¥ tal que

k—oo

lim A(px) =suph, lim |Vh(pr)|=0e lim sup Ah(p) < 0.
» k—o0 k—o00
Sendo assim, de (3.18) conseguimos
0> limsup Ab(pe) > nlim(| ] — (02 (1) (pe) > 0.

Logo, hm;Hoo(|H’| —(logf)'(h))(px) = 0, e pela hipdtese dada em (3.17), segue Vh = 0,
ou seja, h é constante em 3, o que significa que X estéd contida em um slice {t} x M1,

Se ¥ for weakly future trapped a prova é analoga. O

No proximo resultado utilizaremos a equivaléncia entre variedades estocasticamente
completas e o principio do méximo fraco, dada no Lema 2.2, para inferir a rigidez
de subvariedades weakly trapped estocasticamente completas imersas em um espaco-
tempo GRW.

Teorema 3.10. Seja X uma subvariedade weakly future (past) trapped estocasticamente
completa que mora em uma regiao limitada tipo-tempo de um espago-tempo GRW —1 X
M™ com f' >0 (f' <0) em . Se |H| € limitado e (3.17) ¢ satisfeito, entio ¥ é
uma hipersuperficie minima completa de um slice {to} x M™, com f'(ts) = 0.

Demonstra¢ao. Vamos assumir que Y é uma subvariedade weakly past trapped, entao

jé vimos na demonstracao do Teorema 3.9 que (H, 8,) > |H|. Do Lema 2.3 conseguimos

Au= —n(f'(h) — f(R)(H,d)) > —n(f'(h) — f(h)|H]),

e, como X é estocasticamente completa, do Lema 2.2, exite uma sequéncia de pontos
{pr} em ¥ tal que

lim w(px) = supu e lim Au(pg) <0.
k—o00 ) k—o00

Juntando isso, obtemos que

0 > lim Au(py) > nlim(f(h)(—(logf)' + |H|))(px)
> Cnlim(|H| — (logf)")(px) > 0,

onde C' = infy, f > 0. Deste modo,

lim(| ] — (logf)') (pr) = 0.

50



3. Subvariedades weakly trapped imersas em espacos-tempo Robertson-Walker
generalizados

Como |ﬁ| é limitado e f’ < 0, conseguimos que \I_ﬂ =0 e (logf)'(to) = 0, para algum
to € I. Por fim, como temos por hip6tese que (3.17) é satisfeito, segue que h é constante
em Y, e concluimos que ¥ é uma hipersuperficie minima completa contida em um slice

{to} x M™*1 com f'(ty) = 0. Se 3 for weakly future trapped a prova é analoga. [

3.3 Uma subvariedade weakly trapped nao-trivial

em —R x H? xR

Aqui nés apresentaremos um exemplo de uma subvariedade weakly trapped em um
espaco-tempo GRW estético, que nao esta contida em um slice do espago ambiente, o

que ilusta a importancia dos resultados apresentados na secao anterior.

Exemplo 3.1. Vamos considerar uma funcao suave u, : H?> — R dada por u,(z,y) =

alny e com grafico inteiro correspondente
Y(a,b) = {(alny,z,y,blny) 1y > 0} C —R x H* x R.

Nés temos que Vu, = (0, ay). Com efeito, considere a parametriza¢ao canonica de

H? dada por

¢:R? — H?
(z,y) = (2,9).
Desse modo, d¢ : R* — TH? Sejam 0, = do(er) = (1,0) e 9, = do(ea) = (0,1).

Entao,

(1) = (g 06) = 2 (alng) = 0

O
© d d
a
0y (Ua) = 8_y(ua 0¢) = a—y(alny) =y
Note que
e, e 1
(O Op )2 = < 1?;21>g = ?
e?

€9, € 1
(Oy, Oy)mz = : 2};22>g TR

onde g denota a métrica usual de R?. Logo, {yd,, yd,} é um referencial ortonormal em
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H?. Portanto,

Vu, = (y0:)(ua)y0z + (y9y) (ua)yd,
= yQar(ua)aat + y28y(ua)ay

e (3o
= ay(0,1)
= (0, ay).

E, portanto,
<(O~ ay)7 (07 ay)>g (12
y? '

Se tomarmos 0 < |a| < 1, ndés temos que X(a,b) serd uma superficie tipo-espago

(VUa s vua>]1-]12 =

em —R x H? x R. De fato, observe que (a,b) tem dimensio dois. Além disso, temos
= (a/y,0,1,b/y) bem definidos ao longo de
Y (a,b). Considere V = k0, + k20, entao V= (ka(a/y), k1, k2, ka(b/y)). Assim,

dois campos tangentes d, = (0, 1,0,0) e 9,

e Rk K

(V.V)z = Y2 Y2 g2

onde g é a métrica em —R x H? x R. Portanto, (17, V} > 0 desde que 0 < |a| < 1.

Além disso, os campos de vetores normais sao dados por

N E VU o 0V
V1—a? VIt
De fato, veja que
N = 8t+Vua
Viea
~ (1,0,0,0) + (0,0, ay,0)
- Vi—a?
_ (1,0,ay,0)
Vi@
Logo, (N,0,) =0e
0,1,b 1,0 0)7
(N, 0,) — ((a/y,0,1,b/y),(1,0,ay,0))s

V1 —a?
B 1 <a+ay)_0
Vi \ y o )

Ou seja, N é normal a X(a, b). Analogamente provamos que 7 é normal a (a, b).
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Agora, apesar desses vetores serem unitérios e normais a (a, b), eles nao sao ortogo-
nais entre si, sendo assim, utilizamos o processo de Gran-Schimidt para ortonormalizar

{N,7}. Mais precisamente, tomando o vetor
v=v+(N,7)N,

entao o vetor espacial normal v sera dado por

|Tz

=

Desse modo, temos que

ﬂzas—Vub <8t+Vua Gs—Vub>8t+Vua
V1+b2 Vi—a?' V1+02 /) V1-a?
_ 0s — Vuy N ((1,0,ay,0),(0,0,—=by,1))7 O+ Vu,
V1+0? y? (1—a2)V1+0?
~0s—Vuy ab 0+ Vu,
CVIERE VIR 1-a

B 1 5. ab 5 — bVu
T Vixzr 01—t 1-a2)’

onde dizemos que u, = au; e, apenas por uma questao de notacao, denotaremos u; = u.

E, observando que 0;, 05 e Vu sao ortonormais e unitarios, segue que
~12 ~ ~
7" = ({7, 7)

_ 1 ( a’b? N b?
1+ (1—a2)?  (1—a?)?

B 1— a2+ 02
S (14+02)(1—a?)

Em particular, se a = b, temos

1

~12
171 C1—at

Além disso, se a = 0, esse vetor é unitdrio. Pela equagao (3.2) a funcao altura
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satisfaz
|Vh]? = (N,0,)* — (1+ (v,0,)?)
() - (1))
= ﬁ -1+ %{ﬁ,a&
-y
Consequentemente,

2 21 _ 42 2
AP = a +(1—|—b)(1 a)< 1 (8 ab o, qu>78t>

1—a? 1—a?+0b? VITRE LS 1—a2 ' 1—a?
a? (1+b%)(1 —a?) a*h? 9
- <at7at>
1—a? 1—a?24+0* (14+0*)(a—a?)?
a? a’b?

& -1 -@1 5
Portanto,

a? a’b?

2 _
A Bl G S R e N ¥ (3.19)

Se a = b, obtemos
a* + a?
1—a?

[Vul* =
Se b = 0 obtemos a mesma férmula para a superficie em —R x H?2, isto &,

a2

1—a?

[Vh|* =

Entao, se a = 0, conseguimos que Vh = 0, isto é, que X(a, b) esta contido em um slice
{0} x H? x R.

Além disso, a curvatura média tipo-tempo Hy de X(a,b) é dada por

aVu aVu
2Hy =Div| ———| = Div | — |,
N 1V<\/1—CL2|VU|2) W(\/l—a?)

onde Div é o divergente em H?Z.
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Observe agora que
. . 2
Div = Divy — —dy (3.20)
Y

onde Divy denota o divergente usual em R?. De fato, seja X € TH?, como {yd,,y0,}

¢ um referencial ortonormal em H? temos que

Div(X) = (Vyo, X, y0:) + (Vys, X, y0,)
= y2 <VB$X7 8$> + y2<VayX, 8!/)

Pela férmula de Koszul, dada no Lema 1.1, temos que

_x (%) + %(az, 0., X]),,

onde g é a métrica usual em R2. Logo, denotando por V a conexao de Levi-Civita em

R2, obtemos
1

- 1 /1
(VouX,04) = —(Vou X, 0,)y + 5 X <?) ,

<

Analogamente, obtemos

l o 1. (1
(VoyX,0,) = —(V, X,0,), + 5X <?) |

<

Portanto,

Div(X) = Divo(X) + y*X (é)

— Divo(X) — de(X).

O que prova (3.20).

Usando (3.20) conseguimos provar que Au = —1. Com efeito,

Au = Div(Vu)

2
= Divy(Vu) — ;dy(Vu)

_ Divo[(0. 9)] - de(o, )

=1——-y=-1
Y
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Entao,
Hy = a (3.21)
Mo oyi—ar '
E, para a curvatura média espacial, conseguimos 2H, = Div (%) , isto é,
1 b
QHU = 7= .
7] V14 b2(1 — a?)
Portanto,
1 b
H,=- . (3.22)
2/(1—a>+b)(1—a?

Consequentemente, lembrando que de (3.4) temos H = —HyN + H,v, segue de
(3.21) e (3.22) que |H| é limitada, e por (3.19), temos que a hipétese dada em (3.17) é
satisfeita.

Além disso, X(a, b) é estocastimente completa, uma vez que é homotético a H? que,

por sua vez, é estocasticamente completo. De fato, dado Ve T (a,b), mostramos que

P 1 -
gV, V)= (dt2 + P(de + dyQ) + dsQ) (V,V)
k2a® K2+ K2 K2V

= Y2 Y2 + g2

onde V = k10, + k20,. Portanto,

2 2 2 2

_ a® o, dr®+dy b

Ils@y = ——dy” + ———— + —dy
%) Y2 Y2 y2

é a métrica induzida de g em X(a,b). Entao

dx? dy? )

Tlsap) = (1+b* — a? ( + —
Tl = N\Visr=aye ™

Por fim, considerando a mudanga de variaveis T = x e § = /1 + b? — a?y, temos que

_ dz* + dy?

g:(1+b2—a2)<_72 .
Y

Consequentemente, Y(a, b) é homotético a H?.

Ou seja, %(a,b) satisfaz todas as hipdteses assumidas no Teorema 3.10 exceto a

hip6tese de estar contida em uma regiao limitada tipo-tempo, e nao temos ¥(a, b) con-
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tida em um slice, portanto, a hipétese assumida no Teorema 3.10 de que a subvariedade
deve estar contida em uma regiao limitada tipo-tempo do espaco ambiente é, de fato,

necessaria.
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Capitulo 4

Sobre a geometria de subvariedades
trapped e marginally trapped em

formas espaciais Lorentzianas

Neste capitulo consideraremos subvariedades trapped e marginally trapped imer-
sas em formas espaciais Lorentzianas. Nesse contexto, obteremos condicoes suficientes
para garantir que subvariedades trapped, sob a hipétese de possuir vetor curvatura
média paralelo, sejam pseudo-umbilicas. Também apresentaremos um resultado de
nao existéncia para subvariedades trapped imersa no espaco de Minkowski. Por fim,
obteremos condigoes suficientes para garantir que subvariedades marginally trapped,
com vetor curvatura média paralelo, sejam totalmente umbilicas. Este capitulo é ba-

seado no artigo escrito por de Lima, dos Santos e Velasquez [14].

4.1 Preliminares

Considere o espago semi-Euclidiano (n + p + 1)-dimensional R"7** munido com o

tensor métrico (,) de indice v € {1,2}, dado por

v n+p+1
(v,w) = — g viw' + E v,
i=1 j=v+1

onde v = (0!, ..., 0" e w = (w!, ..., w"P*). Como ji vimos, R} é chamado o

espago de Minkowski (n 4 p)-dimensional. Além disso, como é conhecido, o espago de

Sitter (n + p)-dimensional ¢é definido pela seguinte hiperquédrica de RTLP +

S1 = {o € Ry (2,2) = 1),
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e o espago anti-de Sitter (n + p)-dimensional é dado por
H ™ = {x € Ry (2, 2) = —1}.

Os espacos R} S" ¢ H'* sio as formas espaciais Lorentzianas padrdes, simples-
mente conexas, com curvatura seccional constante 0, 1 e -1, respectivamente. Aqui,
H} ™ denota a cobertura universal de H}™ (ver Secio 8.6, [17]).

Ao longo deste capitulo, a fim de facilitar nossa notacao, denotaremos os espacos
descritos acima por L} *(c), onde ¢ € {—1,0,1}. Vamos também considerar x : M" —
L?er (¢) uma subvariedade tipo-espago isometricamente imersa em uma forma espacial
Lorentziana L} (c), e denotaremos por V°, V e V as conexdes de R} ™% L1 (¢) e
M™, respectivamente. E, V+ denotard a conexao normal de M™ em L?ﬂ’ (c).

No que segue, I e a denotam as segundas formas fundamentais de M™ em L} (c)
e de LT*P(c) em R}™*! respectivamente. Denotaremos por A¢ e Sy os operadores
forma associados a I e «, respectivamente.

Nesse contexto, temos que a formula de Gauss de M"™ em L’{”Lp (c) é dada por
VY =VxY — (X, Y)r =VxY — I[I(X,Y) — (X, Y)z. (4.1)

. . . ~ 1 , 7
Com efeito, considerando a imersao de L} (c) em R]™"*' nés temos que o normal é

dado por N = z. Entao, temos que
(a(X,Y),N) = (SxX,Y) = (VxN)",Y) = (XT,Y).

Logo,
a(X,Y) = (a(X,Y),N)N = ¢(X,Y)x.

Portanto, utilizando a férmula de Gauss dada em (1.6) para a imersao de L7"?(c) em

R ¢ depois para a imersao de M™ em L7 (¢) obtemos (4.1). Além disso, podemos

observar que L}™”(c) é umbilico (veja Lema 4.27, [17]).

Agora, note que a férmula de Weingarten de M"™ em LTLP (c) é dada por
V%€ = Vx& = A X + Vig, (4.2)
onde £ € X*+(M). De fato,
Vi€ = V¢ = —a(X,§) = —¢(X, )z =0,

ou seja, V4& = V&, por fim, usando a férmula de Weingarten dada em (1.8) para
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imersao de M™ em L™ (c) obtemos (4.2).
Denotando por R e R os tensores curvatura de M" e L' (c). E, levando em conta

que nosso espaco L ?(c) tem curvatura seccional constante c, segue de (1.5) que

R(X,Y)Z = e{(Z, X)Y — (Y. Z)X},
e desse modo, da equagao de Gauss dada em (1.7) temos

(R(X,Y)Z.W) = e((X. Z) (Y. W) — (Y, Z)(X. W) + (II(X, Z), II(Y, W)
—(II(X, W), II(Y, Z)), (4.3)

para cada campo de vetores tangentes X, Y, Z, W € X(M). Além disso, para todo
£ € Xt (M), nés temos a equagao de Codazzi, dada por

Definicao 4.1. Noés dizemos que M™ tem vetor curvatura média H paralelo quando
V)l(ﬁ =0, para cada X € X(M).

Em particular, se H # 0, entao (ﬁﬁ) ¢é constante em M". De fato, dado X €
X(M), entao
X(H,H)=2(VxH, H)=2(V+H H)=0.

Relembre que M"™ é chamada totalmente geodésica quando a sua segunda forma

fundamental é identicamente nula, e é chamada totalmente umbilica quando

—

II(X,Y)=(X,Y)H,

para todo campo de vetor X, Y € X(M).

Definicao 4.2. Dizemos que uma subvariedade M" é pseudo-umbilica quando o vetor

curvatura média H é uma direcao umbilica.

Definicao 4.3. As hiperesferas em L7 (¢) sao as hipersuperficies dadas por
|z —a| = Const.,

onde a = (ay, ..., an1pr1) é um ponto fixo arbitrario de R**7+1. Em L77?(0), estas
sao apenas as hiperesferas habituais em R?ﬂ’ . Entre essas hiperesferas, as que sao
hipersuperficies totalmente geodésicas nés chamamos de grandes hiperesferas. Todas

as outras hiperesferas em L?ﬂ’ (¢) sao chamadas de pequenas hiperesferas.
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Seguindo o raciocinio utilizado na prova de ([7], Proposigao 4.2), conseguimos o
seguinte resultado para subvariedades pseudo-umbilicas de uma forma espacial Lorent-

ziana.

Lema 4.1. Seja M™ uma subvariedade tipo-espaco pseudo-umbilica de uma forma
espacial Lorentziana L} *(¢). Se M™ tem vetor curvatura média paralelo diferente de

zero e nao-nulo, entao M™ é uma subvariedade minima de uma hiperesfera pequena de
n—+p
L™ (c).

Demonstracao. Seja M™ uma subvariedade tipo-espago pseudo-umbilica de uma forma
espacial L?ﬂ’ (¢). Como, por hipétese, o vetor curvatura média H ¢ diferente de ZEro,
temos que (FI, ﬁ) é constante em M™, digamos (ﬁ, ﬁ) = a. Além disso, como H nio
é tipo-luz, temos a # 0. Entao podemos considerar £ como sendo o vetor unitario na
direcao de H , isto é, & = % Agora, consideremos o seguinte campo de vetores em
erjz—i-p—i-l

Y(p) = 2(p) + -6, (15)

onde z é o vetor posicao de M" em L}""(c). Entdo, derivando (4.5) na direcio de um

campo X € X(M) obtemos
0 1 oo 1
Xy = Vi + -Vi¢ = X — —AX.

Como M™ é pseudo-umbilica, temos que A; = al. Portanto, segue que Y é constante,

digamos Y = k. Entao, voltando a (4.5) obtemos

o~k =2l =,
a a
o que implica que M"™ mora na hiperesfera S de L?J“p (¢) de centro k e raio a='.
Para finalizar, s6 falta concluirmos que M™ é minima na hiperesfera S. Para tal,
observe que, como o vetor curvatura média H de M"™ em LTLP (c) é paralelo a & e,
por sua vez, £ é paralelo ao vetor x — k, H ¢ sempre perpendicular a S. Portanto,

HT =0em S , ou seja, M é uma subvariedade minima na pequena hiperesfera S de
L7P(e). O
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4.2 Subvariedades trapped com vetor curvatura média

paralelo

Fixe um vetor a € R?P*! entdo podemos escrever a = v; + vy, onde vy € TpL?ﬂ’ (c)

e vy € (T,L}"(c))*. Como o vetor normal é dado por N = x, segue que
vy = t(a,x)x.

Se ¢ < 0, entdao vy = —(a,x)x. Se ¢ > 0, entdo vy = (a,z)x. De toda forma,

vy = c(a,x)x, logo, a = vy + c{a,x)x. Escrevendo a' e a’ como as projecoes de v;

sobre M e T'M*, respectivamente, temos
a=a'+d" +cla,). (4.6)

Tomando a derivada covariante em (4.6) e usando as féormulas de Gauss e de Wein-

garten dadas em (4.1) e (4.2), respectivamente, temos que, para todo X € X(M),

0=V%a=V%a" +V%d" + Vec(a,z)x
=Vyxa' —II(X,a") —c(X,a oz + AnX + Vza + cla,2)X +cla’, X)x
=Vxa' —II(X,a") + AnX + Viad" + cla, 2)X.

Logo,
0=(V%a)" =Vxa" + AnX +cla, 2) X,
e portanto,
Vxa' = —AxX —cla, 7)X. (4.7)
Além disso,

0= (V%a)t = —ITI(X,a") + Vxd",

e consequentemente,
Vya =11(a", X). (4.8)

Vamos lembrar que pela Definicao 1.15 temos a seguinte relagao entre o operador

forma A¢ e a segunda forma fundamental de M™ em L7 (c)

(A X)Y) = (11(X.,Y),§).
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Entao, usando essa rela¢ao e a equagao (4.7), temos

div(a") = Z(anTu €i)

7

= Z(—Aawei, €i> — Z<C<a7 ZC>€Z‘, ei)

7 i

== (I(e;.e;).a") — nc{a, z)

= —n(f.a")

a

I’

i
H.a) —nela, z). (4.9)

= —n(

Além disso, escrevendo II(X,Y,§) = (II(X,Y),§), e lembrando que a derivada

covariente se estende a este tipo de tensor da seguinte maneira
(VxID(Y. Z,§) = X(II(Y. Z,§)) = [I(VxY,Z.§) = 1I(Y,VxZ.§) = 11(Y, Z,Vx§),
obtemos

r(VarAe) = Y (Var 1) (e, €:,€)
= Z Vorll(es e, &) =Y T1(Vyres e, &) = > (e, Vyres, §)
— Z I1(e;, e, Vyr€) z |
= Z Var(Aeeiei) = Y (AcV,reie) — Y (Acei, V,res)

i

=Y a(II(es,e),8) + > (VarII(es€:), )
= Z(vaTAgei, 6i> + Z(Agei, vaT€i> — Z<VGT61‘, A§€i>

i

— Z(Agei, VaT6i> - Z CLT <A56i, €i> + n(VaT ﬁ, f)
= Z(vaTAgei, 6i> — Z(VaTei, A5€i> — Z CZT <A§€i, €i> + n(ValT [’_j, 5)

7 i

Portanto, tomando um referencial ortonormal local {es, ...,e, } em M" tal que Ace; =

Ae;, obtemos
tr(V,rAe) = (Vi H, €). (4.10)

Por fim, sendo {ey, ...e, } um referencial geodésico e usando a férmula de Codazzi dada
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em (4.4), e as equacdes (4.7) e (4.10) conseguimos que

div(dea) =D (V. (Aea’), ;)
= Z ei(Aea’ e;)
= Z e;(I1(a’, e;,9))
- Z V. II(a", e;¢€)
_ i(veill)(aﬂ € €) + > II(Vea' e, &)+ 1", e, VEe)
=2 _(VarID(ei e€) = D {(Awv 0 Ag)(ex), i) = cla, ) 3 (Acei,ex)
+ i(zz(ai €:), V£) | |

= n(VjTﬁ, §) —tr(Auy o Ag) — c{a, x)tr(Ag) + Z(II(QT, e;), V).

Portanto, para todo £ € X*(M), temos

div(Aea™) = n(VEH, €) — tr(Aun 0 Ae) — cla, z)tr(Ag) + Z<U(QT, e;), VLEE).
(4.11)

Agora, feitas as consideragoes acima, podemos apresentar o primeiro resultado deste

capitulo.

Teorema 4.2. Seja x : M™ — L?er(c) uma subvariedade trapped completa com vetor
curvatura média H paralelo e curvatura escalar normalizada R limitada. Suponha que
exite um vetor a € R4 diferente de zero tal que a™ € colinear & H e |a'| € LY(M).
Assuma, além disso, quando ¢ > 0, o vetor a tipo-tempo e, quando ¢ < 0, a¥ tipo-
tempo. Entao M"™ € pseudo-umbilica e, em particular, M™ € uma subvariedade minima

de uma pequena hiperesfera de L} (c).

Demonstragao. Inicialmente, tomaremos um referencial ortonormal local {ey, ..., e,}

em M". Entao, de (4.3) obtemos que a norma ao quadrado da segunda forma funda-
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mental 11 de M" satisfaz
(1117 = |11 (es, e5)]
1,
= le(leille;| = (ei e5)) + (II(es, €0), I1(ej.€5)) — (Rles, €5)ei €5)]

=cn(n—1)+n*H H) —n(n—1)R
=n?(H, H) +n(n—1)(c— R). (4.12)

Por hipdtese, temos que M™ tem vetor curvatura média paralelo, ou seja, <ﬁ , H ) é
constante, e que a curvatura escalar normalizada é limitada, portanto, de (4.12) segue

que I é limitada em M". Entao, tomando £ = H em (4.11) conseguimos
div(Aga") = —tr(Aey 0 Ag) — cla, x)tr(Ag).

Utilizando (4.9), obtemos

div(Aga") = —tr(A,x 0 Ag) + tr(Ag) (%div(aT) + %(a, nﬁ))

= —tr(Agv 0 Agz) + tI‘(Aﬁ)%diV(aT) - %tr(AaN)tr(Aﬁ).

E usando, novamente, que o vetor curvatura média de M™ é paralelo, conseguimos que

div(tr(Ag)a’) = tr(Ag)div(a").
Portanto, considerando K = (A5 — (H,H)I)a" segue que

1 1 1
divk = —tr(Auy 0 Ag) + tr(Ag)—div(a") + —tr(A,w)tr(Ag) — —tr(Az)div(a’)
n n n

= —tr(AaN o Aﬁ) + %tr(AaN)tr(Aﬁ). (413>

N

Por outro lado, como a” é colinear a H, exite uma funcao suave A : M" — R

tal que o = MH. Além disso, como M" é uma subvariedade trapped e levando em

consideracao nossa hipétese sobre a ser tipo-tempo no caso em que ¢ > 0, e a’¥

ser tipo-
tempo no caso em que ¢ < 0, podemos concluir que \ tem sinal estrito em M". Com
efeito, suponha, por absurdo, que A mude de sinal em M", entdao sendo M™ conexa,

terfamos A\ = 0 para algum py € M". Logo, nesse pg, se ¢ > 0, temos

0> laf? = | + {a.2)”,
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e se ¢ < 0, temos
0> |a"|* =0.

Em ambos os casos temos um absurdo, e assim, concluimos que A tem sinal estrito em
M"

Agora, usando que a” = A\H em (4.13), conseguimos

. 1
diviC = A (—tr(A%) + Etr(Aﬁf) :

Consequentemente, concluimos que divkC nao muda de sinal em M™, uma vez que,
%tr(Ag)2 — tr(A?) ¢ sempre nao-positivo, e é identicamente nulo se, e somente se,

¢ € X1 (M) for uma diregao umbilica. Além disso, nés temos que
K| < (|Ag] = |(H, H)])|a"| € £L"(M).

Entao, podemos aplicar o Lema 3.2 no campo de vetores K, e assim, concluimos que
diviC = 0 em M". Portanto,

A (—tr(qu) + %tr(Aﬁ)Q) =0

o que implica que H é uma direcao umbilica, ou seja, M"™ é uma subvariedade pseudo-
umblica. Em particular, pelo Lema 4.1, concluimos que M" é uma subvariedade minima

de uma pequena hiperesfera de L} (c). O

Seguindo o raciocinio ultilizado por Alias e Pastor ([3], ver Se¢ao 2) é possivel veri-
ficar que nao existe subvariedade n-dimensional tipo-espaco fechada em ]R;}ﬂ’ . De fato,
seja M™ uma subvariedade tipo-espaco de R;“’p . Tome a € R;“Lp um vetor arbitréario

nao-nulo. Podemos escrever

iS]

a=a' — Z(a, N;)N;,
i=1
onde a” € X(M) e {Ny,..., N,} é uma base ortonormal de X*(M).
Considere a funcao altura (a,z) definida em M. Noés temos que o gradiente de

(a,x) é dado por

P

Via,z) =a' =a+ Z(a, N;)N;.
i=1

Logo,
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Em particular, quando a é tipo-espaco, a funcao altura nao possui ponto critico em M.
Portanto, M nao pode ser fechada.

O préximo resultado é uma extensao do fato citado acima, e ele garante, sob as
hipéteses adequadas, a nao-existéncia de subvariedades trapped imersas no espaco de

Minkowski R7™” (n + p)-dimensional.

Proposicao 4.3. Nao existe subvariedade trapped completa n-dimensional imersa em
]R?ﬂ’ com vetor curvatura média paralelo, curvatura escalar normalizada limitada e tal

que, para algum vetor tipo-tempo a € R, |a"| € £(M) e a" seja colinear & H.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que exista tal subvariedade satisfazendo as

condicoes descritas na Proposicao. Tomando & = H em (4.11) obtemos
div(Aga") = —tr(A,n o0 Ag) = —)\tr(A%),

onde X : M"™ — R é uma funcio suave tal que a”¥ = MH.

Como observado na demonstracao do Teorema 4.2, X tem sinal estrito em M",
logo div(A ﬁaT) nao muda de sinal em M™. Além disso, como estamos supondo que a
curvatura escalar normalizada de M™ é limitada, segue de (4.12) que a segunda forma

fundamental é limitada, e consequentemente, existe uma constante C' > 0 tal que
|Aga’| < Cla'| € LY(M).

Logo, pelo Lema 3.2, concluimos que div(Aza") = 0, e consequentemente, tr(A%) =0
em M"™. Contudo,
2 1

) — —tr(Ag)? = ——tr(Az)* <0,

0 <tr(A; - i - i

portanto, tr(Az;) = (PI, ﬁ) =0 em M", o que contradiz a hipdtese de que M™ é uma
subvariedade trapped. O

Observacao 4.1. Note que se p = 1 a definicao de pseudo-umbilica coincide com a
de totalmente umbilica. Mais ainda, a condicao de a” ser colinear a H ¢ satisfeita

automaticamente.

Corolério 4.4. As tinicas hipersuperficies tipo-espaco completas de R} tendo curva-
tura média constante e tais que |a'| € £(M), para algum vetor tipo-tempo a € R},

sao os hiperplanos tipo-espaco.

Demonstragao. Seja 3 uma hipersuperficie tipo-espaco completa de ]RTLP . Pela ob-
servacao acima temos que a condicao de a’¥ ser colinear a H é automaticamente satis-

feita. Além disso, pelo Teorema 1 de [13] sabemos que uma hipersuperficie tipo-espago

67



4. Sobre a geometria de subvariedades trapped e marginally trapped em formas
espaciais Lorentzianas

completa de R?™ com curvatura média constante deve ter segunda forma fundamen-
tal limitada, e consequentemente, curvatura escalar normalizada limitada. Entao X
nao pode ser uma subvariedade trapped, uma vez que pela Proposicao 4.3 nao existe
subvariedade trapped em R?H com tais propriedades.

Por outro lado, observe que em codimensao 1, uma subvariedade é trapped desde
que o vetor curvatura média H seja nao-nulo. Entao, devemos ter H= 0, ou seja, X
serd uma hipersuperficie minima completa, e pelo Teorema de Cheng-Yau [8], temos

que as tunicas minimas completas no espaco de Minkowski sao os hiperplanos. O

Observacao 4.2. Em 1914, Bernstein provou que as tnicas superficies minimas no
espago Euclidiano R? sdo os planos. Posteriormente, em [5], Calibi mostrou que as
Unicas hipersuperficies minimas completas tipo-espaco no espaco de Minkowski R"*!
para n < 4 sao os hiperplanos tipo-espago. O teorema de Cheng-Yau [8] estente o

resultado de Calibi para o caso geral.

4.3 Subvariedades marginally trapped em L!(c)

Tomando um referencial ortonormal {ei,...,e,} em M" pela equacdo de Gauss

dada em (4.3) temos
Ric(X,Y) = Z(R(X, )Y, e;)
= STV e ) — (e YIX, ) + (T Y), T e )

—(II(X,e;), 11(e;,Y))]
=c(n —1)(X,Y) +n{II(X.Y), H) = > (II(X,e;), 11(e;.Y)), (4.14)

(3

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M™.
Agora, tomando £ = a” em (4.11) e usando que, de acordo com (4.8), Vxa¥ =
II(a", X), obtemos

div(Ava') = n(VjTFI, a) —tr(A2y) — cla, o)tr(An) + Z(II(QT, e:), II(a’ e;)).

Por fim, considerando X =Y = a' em (4.14), e substituindo na expressiao acima para

o div(A,va'), obtemos a seguinte férmula para a divergeéncia

div(A,va") = n(ViEH, a™) — tr(A%y) — cla, 2)tr(A,v) — Ric(a",a')
+e(n—Da"P+n{lI(a",a"),H). (4.15)
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Se considerarmos, inicialmente, o nosso espaco ambiente como sendo o espaco de

Minkowski R (n + p)-dimensional, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.5. Sejax : M" — R?ﬂ’ uma subvariedade marginally trapped completa,
pseudo-umbilica, com vetor curvatura média H paralelo e curvatura de Ricci nao-
negativa. Se existem p vetores ay,...,a, € R?ﬂ’ tais que al, ...,aév sao linearmente
independentes, com |a, | € L1(M) e A,,~ limitado em M™ para cada 1 <i < p, entao

M™ é totalmente geodésica.

Demonstragio. Sendo M™ pseudo-umbilica, se denotarmos por A\, i = 1,...n os au-

tovalores de A, obtemos

>
s
Il
I
>
ST

= (H,H).

Por outro lado, como M"™ é uma subvariedade marginally trapped nds temos que
Hé tipo-luz, e portanto, /\ZH = 0 para todo i = 1,...,n. Entao, como Ay é simétrico
e todos os seus autovalores sao iguais a zero, nés concluimos que A5 é um operador
nulo.

Considerando a = a;, para algum 7 = 1,...,p, e usando nossas hipéteses sobre o
vetor curvatura média ser paralelo e a curvatura de Ricci ser nao-negativa, obtemos de
(4.15)

div(A,va') = —tr(A%y) — Ric(a',a") < 0.

Por outro lado, como, por hipétese, o operador A, ~ ¢ limitado para cada 1 <@ < p,
segue que existe uma constante C' > 0 tal que
|Ava'| < Cla'| € LY(M).
Entdo, usando o Lema 3.2, concluimos que div(A,va') = 0 em M". Consequente-
mente, tr(A2y) = 0. Logo, A,y =0 em M", e portanto,
P
I1(X,Y) =) (A~ X.Y)aN = 0.
i=1
Ou seja, M™ é totalmente geodésica. O

Agora, semelhante ao que fizemos na se¢ao anterior, vamos obter uma expressao

para o div({a, H Ya'), para assim, podermos calcular o divergente do campo V = (A~ —
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(a, ﬁ)[)aT. Para tal, observe que, usando (4.8) e (4.9), obtemos

div({(a, HYa") = (a, H)div(a") +a" (a, H)

tr(Auw)? — cla, z, ) tr(Auw) + a' (o, H)

o

= ——tr(Aw)? — e(a, 2 ) tr(Agw) + (VoraY, H) + (o™, V- H)

tr(Aen)? — cla, z, ) tr(Agw) + (Vi H) + (o, VL H)

—3|—3

— —Etr(AaN)Q — cla,z, ) tr(Aun) + (IT(a",a"), H) + (™, V H).
(4.16)

Portanto, de (4.15) e (4.16), obtemos

div[(Agy — (a, H))a"] =n(V=H, o) — tr(A%y) — ¢(a, 2)tr(A.v) — Ric(a",a’)
+e(n—1)]a" P+ n{I(a",a"), H) + %tr(AaN)2
+cfa, 2)tr(Ay) — ([I(a"a" ), H) — (a", V= H)
= (n—1)(V5H,aV) —tr(A%y) + %tr(AaN)2 —T(a",a").
(4.17)

Aqui, I denota a identidade na &algebra de campos de vetores suaves e, seguindo a

terminologia estabelecida em [4], T' é um tensor covariante em M" definido por
T(X,X) = Ric(X,X) —c(n—1)|X]*— (n — 1)<II(X,X),ﬁ). (4.18)

Agora, ja temos todas as ferramentas necessarias para apresentar o ultimo resultado

deste trabalho.

Teorema 4.6. Sejax : M™ — L?er(c) uma subvariedade marginally trapped completa,
pseudo-umbilica, com vetor curvatura média H paralelo e Ric > ¢(n — 1). Se existem
p vetores ay,...,a, € L?ﬂ’(c) tais que al, ...,aév sao linearmente independentes, com
A~ limitado em M™ e |a| € LY(M) para cada 1 < i < p, entio M" € totalmente
umbilica.

Demonstragcao. Seguindo como na primeira parte da Proposicao 4.5, conseguimos mos-
trar que o operador A é nulo, logo (11(X, X), ﬁ) = 0, para cada X € X(M). Portanto,
tomando a = a; para algum 7 = 1, ..., p e, usando nossa hipdtese sobre a curvatura de

Ricci de M™, segue de (4.18) que

T(a',a") =Ric(a",a") —c(n—1)]a"|* > 0.
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Consequentemente, considerando o campo de vetores V = (A~ — (a, H Y)a', obtemos
de (4.17)
1
divy = —tr(A2y) + —tr(A~)? —T(a",a") <0.
n

Por outro lado,

VI < (|Aw| + [{a, H)a"| € £'(M).

Entao, aplicando o Lema 3.2 obtemos que divY = 0 em M", portanto,

1
—tr(A2y) + Etr(AaN)2 =0,

N

o que implica que ¢ é uma direcao umbilica de M™. Consequentemente, temos

II(X,Y) =) (A,~X.Y)a,N = (X.Y)H,

i=1

ou seja, M™ é totalmente umbilica. O
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