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Resumo

O presente trabalho aborda demonstracoes de problemas matematicos estudados
no ensino bdsico com o auxilio do software Geogebra. FKEstes problemas sao
facilmente encontrados em livros didaticos e sites voltados ao ensino basico.
Buscamos trazer as demonstragoes mais simples de cada problema, de maneira
que o texto seja acessivel aos alunos do ensino basico. Apresentaremos algumas
demonstragoes que apesar de contemplarem assuntos do ensino fundamental II
e ensino médio sao pouco comuns em sala de aulas e sdo mais comuns em
olimpiadas de matemaética. Veremos também o uso da geometria em outras areas
da matematica.

Palavras-chave: Demonstragoes Visuais; Geogebra; Geometria.



Abstract

The present work approaches demonstrations of mathematical problems studied
in basic education with the help of Geogebra software. These problems are easily
found in textbooks and websites aimed at basic education. We seek to bring
the simplest demonstrations of each problem, so that the text is accessible to
elementary school students. We will present some demonstrations that, despite
covering subjects from elementary school II and high school, are uncommon in the
classroom and are more common in math olympics. We will also see the use of
geometry in the other areas of math.

Keywords: Visual demonstrations; GeoGebra; Geometry.
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Introducao

“A demonstragao matemaética é o suporte para o desenvolver, gerar e transmitir
os conhecimentos matematicos, em qualquer nivel escolar é necessario o estudo
das demonstragdes”.( Amado, Sanchez e Pinto, 2015 ). Assim, a aplicagao deste
conhecimento serda de grande importancia para o desenvolvimento escolar dos
alunos. Essas demonstragoes no ensino basico devem comegar de maneira mais
simples. A utilizacdo de materiais manipulaveis e softwares podem auxiliar os
alunos com esse primeiro contato com as demonstragoes.

Sendo assim, neste trabalho buscamos apresentar uma forma particular
de argumentacao, as demonstragoes visuais denominadas “Provas Sem
Palavra” (PSP). Apesar de nao possuirem um rigor matemadtico as PSP podem
facilitar no convencimento da veracidade de determinados resultados matematicos.
Conforme, Leivas, Mathias e Silva (2019) “A natureza das PSP as impossibilita
de serem chamadas de provas/demonstracgoes sob a visao formalista”. Com isso,
apresentaremos alguns resultados matematicos e recorreremos ao apelo visual e
em seguida, ofereceremos um argumento analitico que justifica a primeira parte.

Acerca do tema PSP, utilizamos como base a dissertacao de mestrado de I.
Nunes (2020), “Demonstragdes visuais provas com e sem palavras”, que pode ser
vista em [6], o artigo dos professores Carmen Vieira, Hildrio Alencar e José Carlos
Pinto, (2019), “Provas sem palavras, visualizagdo, animagao e Geogebra” (veja
[3]), e o livro de R. Nelsen, (1993), “Proofs without words: Exercises in visual
thinking”, que nos auxiliaram para escrever esse trabalho. Citamos também uma
palestra apresentada pelo Professor Mestre Edney Freitas Gregdrio no 1° Workshop
de Matematica Pura e Aplicada da Universidade Federal do Ceara (edi¢ao online),
ocorrida em Janeiro de 2021, cujo tema era “demonstragoes visuais”. Assim,
podemos ver que “provas sem palavras” é objeto de estudos atuais na matematica.

O estudo da geometria sempre esteve presente na vida humana, mesmo que de
forma nao-sistematizada como temos hoje nas escolas. Os Egipcios, por exemplo,
faziam uso da Geometria para construcao das piramides, os babilonios faziam uso
para calcular a posi¢ao dos astros.

Ao analisarmos a BNCC (Base Nacional Comum Curricular), vemos a



importancia do estudo da geometria, que além de estar presente no nosso cotidiano,
tem relagao com outras areas do conhecimento.

A Geometria envolve o estudo de
um amplo conjunto de conceitos e procedimentos
necessarios para resolver problemas do mundo
fisico e de diferentes areas do conhecimento.
Assim, nessa unidade temaética, estudar posi¢ao
e deslocamentos no espago, formas e relagoes
entre elementos de figuras planas e espaciais
pode desenvolver o pensamento geométrico dos
alunos. (Brasil, 2018, p.271).

O principal objetivo deste trabalho é apresentar formas mais dinamicas
para resolver alguns problemas da geometria, e também de outros saberes da
matematica, usando demonstragoes visuais. Para alcancar este objetivo, elencamos
trés objetivos especificos que sao: Expor construcoes no GeoGebra; mostrar alguns
resultados da geometria Euclidiana; apresentar “demonstracoes”sem palavras
que facilitam o entendimento do problema proposto e em seguida, oferecer um
argumento analitico que valida a primeira parte.

A metodologia usada para construcao deste trabalho foi a pesquisa bibliografica
com uma abordagem qualitativa.

O presente trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos uma pequena explicacao sobre o GeoGebra e realizamos algumas
construcoes neste software que sao utilizadas para realizar as demonstracoes ao
longo do trabalho.

No segundo capitulo apresentamos alguns resultados da geometria Euclidiana
e realizamos “demonstracoes”visuais de problemas da geometria Plana como os
resultados que envolvem os angulos internos e externos de um triangulo. Além
disso, apresentaremos uma “Prova Sem Palavra”do famoso Teorema de Pitagoras
e uma prova para a Lei dos Cossenos que generaliza o Teorema de Pitagoras.

No terceiro capitulo, tratamos de resultados que possuem um maior grau de
dificuldade que os vistos anteriormente, e veremos como a geometria pode ajudar
na resolucao destes problemas. Realizaremos uma demonstracao geométrica para
provar a desigualdade das médias aritméticas, a veracidade de um somatorio e a
desigualdade de Cauchy Schwarz.



Capitulo 1

Conhecendo o GeoGebra

Este capitulo tem por finalidade apresentar o Software GeoGebra que serd
utilizado para o desenvolvimento do presente trabalho. A seguir, serd apresentado
um breve relato da origem do programa e depois conheceremos a inteface e alguns
de seus comandos.

1.1 Historia do GeoGebra

O GeoGebra é um software de matematica dinamica gratuito e multiplataforma
para todos os niveis de ensino, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos,
estatistica e calculo numa tnica aplicagao. Tem recebido varios prémios na Europa
e EUA.

O GeoGebra foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua
popularidade tem crescido desde entao.

1.2 A interface e os comandos do GeoGebra

Este software é usado para fins didaticos no ensino da Matematica. Com
ele podemos realizar calculos aritméticos, algébricos e representagoes graficas de
diversos objetos matematicos. Veja a seguir a interface padrao do GeoGebra. Aqui
estamos utilizando a versao 6.0.
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Figura 1.1: Area de trabalho do GeoGebra

. BARRA DE FERRAMENTAS

A Barra de Ferramentas concentra todas as ferramentas tteis para construir
pontos, retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos,
entre outros. Cada icone dessa barra esconde outros icones que podem ser
acessados clicando com o mouse em seu canto inferior direito.

. ENTRADA

Campo de entrada para digitagao de comandos.

. JANELA DE ALGEBRA

Area em que sao exibidas as coordenadas, equacgbes, medidas e outros
atributos dos objetos construidos.

. A BARRA DE MENUS

A barra de menus disponibiliza opc¢oes para salvar o projeto em arquivo
(.ggb) e para controlar configuragoes gerais.

. JANELA DE VISUALIZACAO

Area de visualizacdo grafica de objetos que possuam representacao
geométrica e que podem ser desenhados com o mouse usando icones da Barra
de Icones ou comandos digitados na Entrada.
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A seguir apresentaremos as principais fungoes do software GeoGebra para a
realizacao das tarefas.

COMANDOS FIGURAS PROCEDIMENTOS

Clique sobre o objeto construido e 0 movimente
na area de trabalho

Mover

Novo Ponto Clique na area de trabalho e o ponto fica deter-

minado

Clique sobre dois pontos e o ponto médio fica
determinado

Ponto médio ou centro

Clique em dois pontos da area de trabalho e a reta é

Reta definida por dois pon-
tragada

tos

Segmento definido por Clique em dois pontos da area de trabalho e o

\\.'..)»37

dois pontos segmento é tragado

Segmento com compri- . Cligue em um ponto da area de trabalho e dé a
mento conhecido . medida do segmento

Vetor definido por dois Clique em dois pontos da area de trabalho e o
pontos vetor fica determinado

Vetor a partir de um ponto

Clique em trés ou mais pontos fazendo do pri-
meiro também o ultimo ponto. Fica determinado
o poligono

Poligono

V1IN SN

Selecione uma reta e um ponto e a reta perpen-
dicular fica determinada

Retas perpediculares

Selecione uma reta e um ponto e a reta paralela
fica determinada

Retas paralelas

Mediatriz Selecione um segmento ou dois pontos e a me-
diatriz fica determinada
Bissetriz Clique em trés pontos, o segundo ponto determi-

] ] [T B

na a bissetriz

Figura 1.2: Principais fungoes do GeoGebra

Vejamos a seguir como realizar algumas construcoes no GeoGebra.

Exemplo 1 Construcdao de duas retas paralelas.

Na éarea de trabalho no GeoGebra, clicando na janela 3 da barra de ferramentas,

12



bastar selecionar o comando retas e selecionar dois pontos quaisquer, como mostra
a Figura 1.3. Assim construimos a primeira reta.

¥ ALJA D> OO 4L N = e Sc Q=
/Reta @
" Segmento
" Segmento com Comprimento Fixo y
/Sem[rreta 2

:; Caminho Poligonal

" Vetor

. -1 0 1 2 3 4
«~ Vetor a Partir de um Ponto

1]
-2 ®\
Q

Figura 1.3: Reta definida por dois pontos

Agora, na janela 4 da barra de ferramentas, selecionaremos o comando retas
paralelas. Apds isso, basta clicar na reta criada anteriormente e selecionar mais um

ponto qualquer e assim teremos construido duas retas paralelas, como verificamos
na Figura 1.4

A== O IPAN I Se Q=

} Reta Perpendicular =
~*_ Reta Paralela

.V Mediatriz 3
4. Bissetriz )

(O Reta Tangente

'

.Q
oo

Reta Polar ou Diametral
—_——— N
-10 -9 ‘ -3 2 -1 0 1 2 3 4
14 Reta de Regresséao Linear
1 n
(?d\g Lugar Geométrico
[©}
Q

ra
La

Figura 1.4: Retas paralelas
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Exemplo 2 Tracando a altura de um triangulo.

Na area de trabalho no GeoGebra, clicando na janela 3 da barra de ferramentas,
bastar selecionar o comando poligonos e selecionar 3 pontos quaisquer, e assim

teremos formado um triangulo, cujos vértices sao A B e C, como mostra a Figura
1.5.

P I NS IPANNEIR Sc Q=
]>-Po|1’gono @

L':)- Poligono Regular
:\ Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

o
FORMPORNE- 2

-
a

Figura 1.5: Triangulo a partir de 3 pontos

Em seguida, clicando na janela 5 da barra de ferramentas, basta selecionar o
comando Reta Perpendicular, depois selecionar um dos lados dos do triangulo e
um vértice oposto a este lado, como mostra a Figura 1.6

GBS N IO NS IV AN Se Q=
/)'\/ Reta Perpendicular @
~*__ Reta Paralela
./‘ Mediatriz
/\'. Bissetriz
’O Reta Tangente

. © Reta Polar ou Diametral

f
;Z' Reta de Regresséo Linear
Q
) A C
8.\»\\ Lugar Geométrico L ® a

ra
La

Figura 1.6: Reta perpendicular
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Agora, clicando na janela 2 da barra de ferramentas, basta selecionar o comando
intersecao de dois objetos. Em seguida, selecione a reta e o lado do triangulo que
é perpendicular a reta. Com isso criamos um ponto de intersecao entre ambos, o

ponto D na Figura 1.6.

B N [CHSIPINEENE S o Q=

o Ponto

@ Ponto em Objeto

‘/ Vincular / Desvincular Ponto
X Intersecéo de Dois Objetos
. * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

N Otimizacéo

N Raizes

Figura 1.7: Intersecao de retas

A reta é usada apenas como suporte. Clicando com o botao esquerdo do mouse
na reta, desmarque a opgao exibir objeto, como indica a Figura 1.8, e assim a reta

sera apagada.

Reta |: Reta passando por B e perpendiculara h

Equacdoy=ax+b
Forma Paramétrica

Equacdoax+by+c=0

Exibir Objeto v
Exibir Rétulo v
Exibir Rastro

Renomear

Apagar

Configuracées

Figura 1.8: Objeto oculto

Por fim, clicando na janela 2 da barra de ferramentas, basta selecionar o comando

15



segmento e clicar no pontos B e D, e assim teremos um segmento BD,que representa
a altura desse triangulo, com relacao ao lado AC, como mostra a Figura 1.9.

¥ A D> OO LN =@ b Q=
/Reta @
<" Segmento

<" Segmento com Comprimento Fixo

~~ Semirreta
B

:: Caminho Poligonal
7 Vetor

.
-;' Vetor a Partir de um Ponto

O}

A D C
o~ _
Q

Figura 1.9: Altura do triangulo

A seguir, usando a ferramenta reflexao em relagao a uma reta, iremos construir

triangulos congruentes. Este processo sera utilizado posteriormente para a
demonstracao geométrica do Teorema de Pitagoras.

Exemplo 3 Reflexao de triangulos em torno de uma reta.

De inicio construiremos um triangulo e uma reta, como mostra a Figura 1.10.
Em seguida, clicando na 9* janela da barra de ferramentas, basta selecionar o
comando reflexao em relacao a uma reta. Agora, clique no triangulo e depois na

reta. Teremos assim construido um triangulo congruente ao primeiro, como se vé
na Figura 1.11.

16



Rl A >O0O4 7 2e S Q

A
[
£
o}

B c
“
o}
Q

Figura 1.10: Reta e triangulo

R AP OOMEN e BeQ =
Vi
}\' Reflexdo em Relacéo a uma Reta :_é
A .*° Reflexdo em Relacio a um Ponto
_\\' Inverséo
.' » Rotacdo em Torno de um Ponto

< Translac&o por um Vetor

D/ .+ Homotetia

Figura 1.11: Reflexao em relagao a uma reta

Movendo a reta podemos criar novos triangulos congruentes ao primeiro e com

17



diferentes posig¢oes no plano cartesiano, como observamos na Figura 1.12.

X

| €2 GeoGebra Classic - [m]

e tproo4N=9 5cQ=

@&
A A
< E p
)
D o
B c 4 G B'
L —eeeeee
Q

Figura 1.12: Congruéncia via reflexao

Exemplo 4 Rotacao de triangulo em torno de um ponto.

De inicio construiremos um triangulo e um ponto, como mostra a Figura 1.13.

@&
C
L
D
L]
#
)& A o
Q
Figura 1.13:
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Em seguida, clicando na 9* janela da barra de ferramenta, basta selecionar o
comando rotagdo em torno de um ponto. Agora clique no triangulo, depois no
ponto e por fim escolha valor do angulo de rotacao, como mostra a Figura 1.14.

R A Do LNz e o5c Q =

Rotagao em Tomo de um Ponto &
x Reflexdo em Relacéo a uma Reta -

_-' Reflexdo em Relacéo a um Ponto

- ~ @ sentcio i o dohariio
<\ Inverséo R
‘é. Rotacéo em Torno de um Ponto

.D «% Translacéo por um Vetor

K * Homotetia

Figura 1.14: Rotacao em torno de um ponto

Alterando o angulo de rotagao do triangulo ABC em torno do ponto D, podemos
criar novos triangulos congruentes ao triangulo ABC, como observamos na Figura
1.15.

R]A L OO &N =2 @ 5c Q

C ' U
P A, 5,
D
[ ]
B A
c
A N
45°
Q

Figura 1.15: Congruéncia via rotacao
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Exemplo 5 Translagao de triangulo por um vetor.
Iniciamos construindo um triangulo e um vetor, como observamos na Figura 1.16.

R]A~ L D00 LN =4 Sc Q=
—&

1\>

Figura 1.16:

Em seguida, clicando na 9* janela da barra de ferramenta, basta selecionar o
comando Translacao por um vetor. Agora clique no triangulo e depois no vetor,
como indica a Figura 1.17.

20



A . d ~| a=2 f—
¥ AL LS e 5o Q=
x Reflexdo em Relac&o a uma Reta e
.*" Reflexdo em Relacéo a um Ponto
k Inversao
.
_‘. Rotacéo em Torno de um Ponto
.;f Translac&o por um Vetor

o * Homotetia

| .
)a >m
<, L1

m o
DL (»

~

Figura 1.17: Translagao por um vetor

Conforme mudamos a posi¢ao do vetor, criamos novos triangulos. Veja os exemplos
das Figuras 1.18 e 1.19.

Rlr r A POOL S Do Q=

[ 2%
>

, \C E -
/ =
O Q

Figura 1.18:
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k] A P>OO4LN=% 9
B

Figura 1.19: Congruéncia via translagao
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Capitulo 2

Alguns resultados basicos em
geometria plana

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados da geometria euclidiana e
solugoes com argumentos simples para problemas classicos, como o Teorema de
Pitagoras.

Definicao 1 Uma poligonal € uma figura formada por uma sequéncia de pontos
Aq,As,..., A, e pelos segmentos A1 Asg, AsAs, A3Ay,..., A, 1A,. Os pontos sao
vértices da poligonal e o seus segmentos sao os seus lados.

Definicao 2 Um poligono € uma poligonal em que as trés sequintes condi¢oes sao
satisfeitas:

1- An = Al;
2- 0s lados da poligonal se interceptam somente em suas extremidades;

3- dois lados com a mesma extremidade nao pertencem a mesma reta.

Definicao 3 Um segmento ligando os vértices nao consecutivos de um poligono é
chamado de diagonal do poligono.

Definicao 4 Um poligono é convexo se esta sempre contido em um dos semi-
planos determinados por cada reta que contém os seus lados.

Poligonos convexos recebem designacoes especiais. Sao as seguintes as
designacoes dadas a estes poligonos de acordo com o seu numero de lados, até
10 lados.

23



Numero de lados | Nome do poligono
Triangulo

Quadrilatero
Pentagono
Hexéagono
Heptagono
Octégono
Nonagono

10 Decagono

O 0| | O T b= W

2.1 Alguns resultados sobre triangulos

Definicao 5 O triangulo € uma figura formada por trés pontos que nao pertencem
a uma mesma reta e pelos trés segmentos determinados por estes trés pontos. Os
trés pontos sao chamados vértices do triangulo e os segmentos, lados do triangulo.

Uma das principais propriedades dos triangulos se refere a soma dos seus
angulos internos, que é sempre igual a 180°, independente do comprimento dos
seus lados ou das medidas dos seus angulos. Esse resultado serda demonstrado
no préoximo problema. A demonstracao geométrica a seguir foi feita utilizando a
construcao de retas paralelas apresentada no Exemplo 1.

Problema 1 A soma dos angulos internos de um triangulo € 180°.

A A
CeatL LAV AL N

Figura 2.1: Figura 2.2:
A A
olas N e LAV
Figura 2.3: Figura 2.4:
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Demonstracao analitica: Seja ABC um triangulo qualquer, como mostra a
Figura 2.1. Considere uma reta s, passando pelo ponto A e paralela ao lado
BC, como na Figura 2.2 (essa reta sempre existe e é tnica, isso nos é garantido
pelo quinto postulado de Euclides). Note que, os angulos de medidas 0 e  sao
alternos internos, veja Figura 2.3, portanto, sao congruentes. O mesmo ocorre com
os angulos A e . Assim, temos que:

180°=A+a+0=a+v+p,
como afirmamos. n
Outra propriedade importante dos triangulos diz respeito a seus angulos
externos.

Problema 2 Teorema do angulo externo: A medida de cada angulo externo de
um triangulo € igual a soma das medidas dos angulos internos nao adjacentes.

A A

C 8l ﬁ B C 7 5 _

Figura 2.5: Figura 2.6:

Demonstragao analitica: Seja ABC um triangulo qualquer, com A= a, B= 153
e C = ~ como mostra a Figura 2.5. Prolongando o segmento C'B na diregao de B,
vejamos que o angulo externo ao triangulo formado em B tem medida a++. Como
a soma dos angulos internos de um triangulo é 180° (veja Problema 1), temos que

a+ B+ v =180°.

Por outro lado, sendo 6 + [ a medida de um angulo raso, temos

B+ 6 =180°.
Logo,
0=a+tn,
como afirmamos. De modo andlogo, vemos que o resultado é valido para os outros
angulos externos. L]
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Um dos teoremas mais conhecidos na geometria é o Teorema de Pitdgoras.
Esse teorema é uma expressao matematica que relaciona as medidas dos lados de
um triangulo retangulo. A demonstracao a seguir, é uma das mais famosas usadas
para demonstrar a validade deste resultado. Na demonstragao visual a seguir,
utilizamos as construgoes realizadas nos Exemplos 3, 4 e 5.

Problema 3 (Teorema de Pitagoras) Em um triangulo retangulo, o quadrado
da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

a b
a
b c
C
Figura 2.7:
Figura 2.8:
_______ b
i
1
1
CL: C
1
1
1
1
1
1
c b
1
1
1
_________ J
a
Figura 2.9: Figura 2.10:
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Demonstracao analitica: Dado um triangulo retangulo qualquer, construiremos
outros trés triangulos congruentes Figura 2.8. A partir dai, posicionamos
estes triangulos de maneira a formarmos dois quadrados: um quadrado de
lado que corresponde ao menor cateto do triangulo e outro quadrado de lado
que corresponde ao maior cateto, como mostra a Figura 2.9. Em um outro
posicionamento, os triangulos contornam um quadrilatero EFGH de lado ¢
que corresponde a medida da hipotenusa, Figura 2.10. Como os lados desse
quadrildtero sao congruentes, sabemos entao que é um losango. A partir disso,
basta que mostremos que a figura possui ao menos um angulo reto para concluirmos
que ela é um quadrado. Note que AH D é igual 180°, pois os pontos sao colineares.
Sabendo que os angulos internos nao retos do triangulo sao complementares temos
que: R R

DGH + DHG = 90°.
Como os triangulos sdo congruentes(LLL) as medidas dos angulos DGH e AHE
sao iguais. Logo, R R

DHG+ AHE =90°.
Assim:

180° = DHG + AHE + EHG = 90° + EHG = EHG = 90°.

Provamos assim que é EHG é um angulo reto, consequentemente EFGH é um
quadrado. Com essas informagoes agora demonstraremos o Teorema de Pitagoras.
A érea do quadrado de lado medindo a + b da Figura 2.9 é igual a:

(a+b)* = a* + 2ab + V*.

A area do quadrado maior da Figura 2.10 é igual a quatro vezes a area triangulo
mais a area do quadrado menor, ou seja,

b
4.% + = 2ab+ A,

Como os quadrados de ambas as figuras sao de lado a + b, temos que as areas
desses quadrados sao iguais, logo :

a® +2ab+ b* = 2ab + & = a* + b = &2,

como desejado. [

O proximo problema trata de uma expressao que relaciona os lados e os angulos
de um triangulo qualquer. Conhecendo alguma das medidas do triangulo, com essa
expressao que chamamos de Lei dos Cossenos, podemos calcular a medida de um
lado ou angulo desconhecido. Este resultado generaliza o Teorema de Pitagoras.
Realizamos a demonstracao seguinte, utilizando a construcao dada nos Exemplos
1e?2.
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Problema 4 (Lei dos cossenos) Em qualquer triangulo, o quadrado de um dos
lados corresponde a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do
produto desses dois lados pelo cosseno do angulo entre eles.

S
B'b.cosel' a — b.cost *C
a a
Figura 2.11: Figura 2.12:
A
SN
S
S
@«
=)
Il a — b.cos C
Figura 2.13:

Demonstracao analitica: Seja ABC um triangulo qualquer, cujos lados AB, BC
e CA possuem comprimento b, a e c, respectivamente, e altura que corresponde
ao segmento Al, como mostra a Figura 2.11. Agora aplicaremos as relagoes seno
e cosseno no triangulo retangulo AIC. Temos
cat.oposto Al

=" = bh.senf = Al

senf) = ——
hipotenusa b

cat.adjacente _ % . bcosd — BT,

cost) = —
hipotenusa
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Partindo dessas novas medidas observaremos o triangulo AIC, e os quadrados
projetados sobre seus catetos e hipotenusa, conforme Figura 2.13. Aplicando o
Teorema de Pitagoras no triangulo AIC, temos que

¢ = (bsend)® + (a — bcosh)?
= b%.sen + a* — 2ab.cosh + b*.cos*0
= b*(sen®d + cos®0) + a® — 2ab.cosh.

Usando a relacao fundamental da trigonometria, sen? + cos*0 = 1, concluimos
que
& = a® + b? — 2abcosé,

como afirmamos. n

Utilizando resultados ja vistos anteriormente, demonstraremos que a soma dos
dos angulos internos da estrela de cinco pontas ¢é igual a 180°, este problema
aparece com frequéncia no estudo da Geometria.

Problema 5 A soma dos angulos dos vértices de uma estrela de 5 pontas € 180°.

D D
0 ]

Figura 2.14: Figura 2.15:

Demonstracao analitica: Sejam A,B,C,D,E os vértices do estrela como mostra a
Figura 2.14. A partir dessa figura podemos observar dois triangulos, EFC e AGD,
que possuem angulos externos 1 e @, respectivamente, como mostra a Figura 2.15.
Com isso, temos que: 1 =& 4+ v e § = a + 9§, pelo Problema 2. Portanto,

a+f+y+o+E=E+y) H(a+d)+B=n+0+F=180°
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como visto no Problema 1. m

No préximo problema usaremos a seguinte definicao: Um triangulo estd inscrito
na semicircunferéncia quando um vértice pertence a semicircunferéncia e os outros
dois vértices correspondem as extremidades do diametro.

Problema 6 Todo triangulo inscrito em uma semicircunferéncia € um triangulo
retangulo

m m
A R B A R B

Figura 2.16: Figura 2.17:
C
«
ne |\ | BN
A R B
Figura 2.18:

Demonstracgao analitica: Seja AB o diametro da semicircunferéncia e R o ponto
médio de AB, como mostra a Figura 2.16. Dado um ponto C' na semicircunferéncia,
construa agora dois segmentos que liguem o ponto C aos vértices A e B, como
mostra a Figura 2.17. Com isso temos um triangulo ABC inscrito em uma
semicircunferéncia. Se tragarmos um segmento de reta RC, que corresponde ao
raio da circunferéncia, construimos assim dois triangulos isésceles ARC e RBC,
conforme Figura 2.18. Lembrando que os angulos da base de um triangulo isésceles
sao iguais e que a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ 180°, vemos que:

a+(a+B)+4=180°=2.a+2.8=180° = a+ 3 = 90°.

Consequentemente, o triangulo ABC é retangulo em C. ]
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Problema 7 O quadrado da altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo
¢ igual ao produto das projecoes de seus catetos sobre a hipotenusa.

C'

Figura 2.19:

Figura 2.20:

A D

D 1 CD*= AD.DB F

Figura 2.21:
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Demonstracao analitica: Seja ABC um triangulo retangulo em C e cuja altura
em relagdo a AB é o segmento C'D. Agora, tomamos o ponto E € DB tal que
DE = DC e o ponto F € @ tal que D € CF e DF = DB. Com isso obtemos a
congruéncia DEF = DCB. Em particular, temos que DEF = CD. Note que os
angulos nao retos dos triangulos AC'D e BC'D sao complementares. Logo

DAC + ACD =90° = ACB = ACD + DCB

e dai R R R
DAC = DCB = DEF,

como visto na Figura 2.19. Observe que a reta jﬁ corta as retas 28 e ﬁ e temos
que CAD e DEF, que sao iguais, sao angulos alternos internos. Isso nos garante
que ﬁ e ﬁ sao retas paralelas, ou seja, a distancia de F' até a reta j@ é igual a
distancia de E até a AC'. Logo, as alturas do triangulos AC'F e ACFE sao iguais,
como mostra a Figura 2.20. Como os triangulos ACF e ACE possuem a mesma
base AC' e a mesma altura, concluimos que suas areas sao iguais. Vemos que o
triangulo AC'D compoée o triangulo ACFE, e também o triangulo ACF', entao as
areas do triangulo CDE e ADF devem ser iguais. Assim,

DE.CD AD.DF
2 a 2

e isso implica em

DE.CD = AD.FD.
Como CD = DE e DF = DB, temos que:

CD’ =AD.DB,

como afirmamos. =
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Capitulo 3

O uso da Geometria para resolver

problemas de outros contetudos da
Matematica

Neste capitulo, trataremos de alguns resultados que envolvem assuntos do
ensino basico, mas que nao sao vistos em sala de aula e estao presentes em projetos
como a OBMEP, por apresentarem um grau maior de dificuldade.

3.1 Desigualdades

A seguir, realizaremos comparagoes entre as médias aritmética, geométrica,
harmonica e quadratica. Faremos isso, utilizando elementos da semicircunferéncia
e do triangulo retangulo, ja vistos em problemas anteriores.

Relembremos suas defini¢oes. Consideremos dois nimeros reais positivos, a e
b. Definimos as médias entre a e b:

a+b
5

e média aritmética:

e média geométrica: v a.b.

2a.b

e média harmonica: .
a+b

a’® + b?
o

e média quadratica:
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Problema 8 (Desigualdades das médias) Para dois nimeros reais positivos a

e b, tem-se que:
[2 2
CL"—b >(I+b>m> 2ab
2 - 2 = T a+b

M
7 /
h
A a b B A a

P b B
Figura 3.1: Figura 3.2:
M
L
Vab 0
A ) S e b B
2
Figura 3.3: Figura 3.4:
M
2
2a.
la + b +b
va.b a2
A @ P N b B
Figura 3.5:

Demonstracao analitica: Sejam a e b niimeros reais positivos distintos, digamos
que 0 < a < b. Considere um segmento de comprimento a, outro segmento de
comprimento b e a semicircunferéncia de diametro a + b, como mostra a Figura
3.1. Denotado por r o raio desta, temos:

b
2r:a+b:>r:i.
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Portanto, r é igual a média aritmética entre os nimeros a e b Agora, tome um
segmento ortogonal ao diametro, partindo do ponto P (ponto de interse¢ao entre
a e b) até o M, Figura 3.3. Observe que h é altura relativa a hipotenusa do
triangulo retangulo AMB. Partindo disso, utilizaremos a seguinte relagao métrica
do triangulo retangulo: o quadrado da altura relativa a hipotenusa ¢é igual ao
produto das projecoes de seus catetos sobre a hipotenusa. Vamos representar essa
relagao métrica pela seguinte expressao:

h=ab = h=+Vab.

Portanto, h corresponde a média geométrica entre os numeros a e b. Denotado
por N o centro da circunferéncia, observe que o triangulo PM N é retangulo, onde
r e h correspondem a hipotenusa e um cateto, respectivamente. Sabendo que a
hipotenusa é o maior lado do triangulo temos que r > h. Logo,

(a+b)/2>Vab

Seja PO a altura relativa a hipotenusa do triangulo PM N, Figura 3.4. Aplicando

a semelhanca de triangulo entre os triangulos PMN e OMP, temos que:

h r N h? a.b 2a.b

—_ rT = — = = .

r h r a+b a+b
2

A expressao (2a.b)/(a + b) corresponde & média harmonica entre a ¢ b. Se
observarmos o triangulo retangulo PMO, vemos que z, que corresponde a média
harmonica, ¢ um cateto desse triangulo e h, que corresponde a média geométrica,
é a hipotenusa, assim h > x. Logo,

Vab > (2a.b)/(a+b).

Agora devemos encontrar a média quadratica e assim concluiremos a desigualdade
entre as 4 médias. Considere, o triangulo PQN, retangulo em N, como na Figura
3.5. Usando o Teorema de Pitagoras temos que

b—a\? b\ S 2 4
PQQ:PN2+NQ2:( a)+<“+> = POo—, 1%

2 2 2

A expressao (a® + b*)/2 corresponde a média quadrdtica entre a e b, e também
corresponde ao valor da hipotenusa do triangulo PQN. Com isso observamos que
a média quadratica é maior que a média aritmética. A partir das desigualdades
encontradas, podemos concluir que :

2402 b 2a.b
\/a+ SO0 Vaps = ,
2 2 a+b
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sempre que a,b > 0 e a # b. Quando a = b, é facil ver que cada um destes termos
é a, logo sao todos iguais. Assim concluimos que a igualdade so se verifica entre
as médias se a = b. ]

No proximo problema apresentamos uma prova geométrica para uma
desigualdade numérica elementar. Este problema poderia ser rapidamente

resolvido utilizando-se a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

Problema 9 A soma de um nimero positivo e seu inverso € maior ou igual a 2.

D C D ¢
' . ]

SUE x| 1

1
— 1
Lo
_______ —_— A T

1
x
A B

ooe

8 [+

Figura 3.6: Figura 3.7:

Demonstragao analitica: Considere um segmento de reta cujo comprimento
mede x + 1/x. A partir desse segmento construa um quadrado de vértices ABCD,
como na Figura 3.6. Note que, com esse quadrado é possivel formar 4 retangulos
de lados = e 1/z. Uma vez que a drea do retangulo é dada pelo produto da base
pela altura temos que x.(1/2) = 1. Logo a area de cada retangulo formado é igual
a 1, como mostra a Figura 3.7. Como a soma das areas dos retangulos ¢ igual a 4,
concluimos que a area do quadrado é maior ou igual a 4. Lembrando que x é um
nimero postivo, vemos que

1\2
(m+—) >4 =
x

como afirmamos. m

1
>VA = o4 = >2,
x

1
T+ —
x

36



A seguir, apresentamos um caso particular, para n = 2, da desigualdade de
Cauchy-Schwarz, contando inicialmente com um auxilio geométrico. Em seguida,
apresentaremos o caso geral. Para a demonstragao visual, contamos com o auxilio
dos Exemplos 3 e 4.

Problema 10 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz, para n = 2) Dados os
pares de nimeros reais (a,b) e (z,y), tem-se:

laz + by| < Va2 + b2.\/a2 + 2.

IA

8
O
_|_
<
O

v a? + b2

Ny

Figura 3.8:

Demonstracao analitica: A figura é formada por um par de triangulos
retangulos cujos catetos medem |z| e |y|, um par de tridangulos retangulos cujos
catetos medem |a| e |b| e um quadrildtero central que é um paralelogramo com
dois lados paralelos iguais a y/x2 + y? e dois lados paralelos iguais a va? + b?. Na
Figura 3.8, podemos observar que temos os mesmos 4 triangulos e um retangulo
cujos lados medem v/a? + b2 e \/22 + 2. Lembrando que a drea de um retangulo ¢
sempre maior ou igual a area de um paralelogramo de mesmos lados (pois a altura
do retangulo é maior), vemos que
20al bl 2JelJy

ol + D +1ol) < (24 2 L o e
= |al.|b] + |2|.ly| + Va2 + b2.\/2% + 3.
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Uma vez que
(lal +lyD)-(lo] + |]) = lal.|b] + [al.|2| + [yl.[o] + |y|-],

concluimos que

lal. 2] + [yl-Jol < Va2 +52./a? + 12,

Entao, pela desigualdade triangular temos,

laz + yb| < |az| + |yb| = |al.|z| + |y|.|b| < Va2 +b2.\/x2 + 12,

como afirmamos. [
Caso geral da desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Demonstragao analitica: Se ay, ao, ..., a, € by, by, ..., b, sao niimeros reais, entao:
(a?+a3+...+a2)(OF + 03+ ... +b2) > (ar.by + ag.bo + ... + a,.b,)?,

com a igualdade acontecendo se, e somente se, a; = A\.b;V i € {1,2,.....,n} ou
b; = Aa; Vi, € {1,2,...,n} para algum \ € R.

Prova: Se by = by = ... = b, = 0, a igualdade é imediata e temos b; = 0.a;, Vi €
{1,2,...,n}. Se tivermos b; # 0 para algum i, consideremos a seguinte funcao
formada por nimeros das nossas sequéncias:

f(x) = (a1 — b1.2)* + (az — ba.2)* + ... + (an — b,.7)*.

Note que, f(x) é formada por parcelas de funcao do segundo grau, e f(z) também
é uma funcao de segundo grau. Como cada parcela é maior ou igual a zero, uma
vez que cada parcela corresponde ao quadrado de um nimero real, temos que
f(z) > 0 para todo x real. Vamos desenvolver a fungao f(z):

f(z) = (a1 —br.o)*+ (ag — bo.x)* + ... + (an — bp.z)?
= al —2ay.by.x+ b].2% + a3 — 2.ay.by.x + b3.2% + ...+ a? — 2a,.b,.0 + V227
= 2%(b3 4 ...+ b2) — 2(ar.by + ag.by ... 4 an.by).w + (a2 + ..+ a?).

Lembramos que, se a funcao quadratica é maior ou igual a zero, necessariamente
seu descriminante é zero ou negativo. Como

A = b —4ac
= [2(a1.by + ag.by + ...+ an.by)]? — 4.0 + ...+ 02)(ad + ... +a?)
= 4.(ap.by +agby + ... Fanby)? —4.(02 + ...+ b2)(ad + ... +a2),
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entao,
4.(ay.by + ag.bg + ...+ an.by)? — 402+ .+ b2 (a2 + ... +a2) <0

donde
(ay.by + ag.by + ...+ ap.by)? < (b3 4 ...+ b2)(a2 + ...+ a2).

Agora, verificamos quando ocorre a igualdade, e isso acontece quando A = 0.
Neste caso a nossa fungao f(x) possui apenas um zero, ou seja, 3z € R tnico tal
que f(xg) = 0. Sendo assim,

(a1 — b1.20)* + ... + (@ — bp.70)* = 0
Para que essa soma seja nula, cada parcela deve ser igual a zero, isto significa,
a1 —br.xg =0,a9 — by.xg =0, ...,a, — b,.xg = 0.
Dai, tomando A\ = x(, obtemos:
a; = \bj,Vie{l,2,..,n},

como desejado. [

3.2 Identidade

A seguir, daremos uma prova geométrica de que a soma dos termos de uma
Progressdo Geométrica de razao igual a 1/2 é 1. Aqui, utilizamos o Exemplo 1
para a construcao da sequéncia das figuras.

o0

1 11 1
roblema 25 2+4+8+
1
2
Figura 3.9: Figura 3.10:
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1
2
1

Figura 3.11: Figura 3.12:
! 1

Figura 3.13: Figura 3.14:

Figura 3.15:

Figura 3.16:
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N

Figura 3.17:

Figura 3.18:

Demonstracao analitica: Considere um quadrado cuja area ¢é igual a 2, como na
Figura 3.9. Tracando a diagonal desse quadrado dividiremos ele em dois triangulos
isosceles, cujas dreas sejam iguais a 1. Dividiremos um desses triangulos ao meio,
assim teremos dois novos triangulos, cujas areas sdo iguais a 1/2, conforma a
Figura 3.11. Encaixe um desses triangulos sobre o triangulo de area 1, Figura
3.12. Divida o triangulo que sobrou de édrea 1/2 em duas partes iguais, assim
teremos dois novos triangulos de drea 1/4. Encaixe um desses tridngulos sobre o
triangulo de area 1, como na Figura 3.14. Repetindo o processo divida o triangulo
de drea 1/4, assim teremos dois novos triangulos de drea 1/8. Encaixe um desses
triangulos de drea 1/8, sobre o triangulo de drea 1, e repetiremos esse processo
infinitamente. Note que as areas dos triangulo ABD e BDC, mostrados na Figura
3.18, sao iguais a 1 . Assim, temos que :

1_1+1+1+1
2 4 8 1677

como afirmamos. m
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Consideracoes finais

Diante da pesquisa realizada, acreditamos que os objetivos tracados foram
alcancados e que este trabalho contribuiu com o nosso processo de formacao.
Apresentando sempre solugoes simples para cada problema matematico proposto,
temos a certeza de que é possivel trabalhar as demonstragoes matematicas ja no
ensino basico, mesmo que de inicio seja necessario recorrer ao apelo visual.

Neste projeto propomos estudar as demonstracoes matematicas no ensino
bésico, e como elas auxiliam a entender o conteudo apresentado. Além disso,
apresentamos a importancia de um software como o GeoGebra, para o ensino
da matematica, nos auxiliando nas construcoes das figuras utilizadas para as
demonstragoes. Buscamos apresentar como as demonstragoes sao importantes
na vida estudantil, para que os alunos possam compreender de onde surgiram
as diversas formulas que utilizamos na matematica, pois sabemos das dificuldades
para justificar resultados matematicos.

Desejamos que os problemas aqui mencionados possam contribuir com alunos
que terao um primeiro contato com determinados assuntos da matematica e
também aos professores quanto a maneira de abordar novos conteiidos em sala
de aula. E que de alguma maneira possa despertar em alunos e professores o
interesse pela argumentacao matematica.
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