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Resumo

Neste trabalho, apresentamos limites universais para as desigualdades de Hardy�

Littlewood, desenvolvemos alguns resultados referentes à somabilidade de operadores

multilineares que são múltiplo somantes numa perspectiva anisotrópica, bem como

medimos o �tamanho�, no sentido da lineabilidade, do conjunto dos operadores multi-

lineares que tomam valores em ℓ∞ e que não são múltiplo somantes.

Palavras-chave: Desigualdades de Hardy�Littlewood; Índice de somabilidade; Line-

abilidade.
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Abstract

In this work, we present universal limits for Hardy�Littlewood inequalities, we

developed some results regarding the summability of multilinear operators that are

multiple summing in an anisotropic perspective, as well as we measure the �size�, in

the sense of lineability, of the set of multilinear operators that take values in ℓ∞ and

that are not multiple summing.

Keywords: Hardy�Littlewood inequalities; Index of summability; Lineability.
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Introdução

Em 1930, visando resolver um problema proposto por P. J. Daniell, J. E.

Littlewood provou que (
∞∑

j,k=1

|T (ej, ek)|
4
3

) 3
4

≤
√
2∥T∥,

para toda forma bilinear contínua T : c0 × c0 → C, onde o expoente 4/3 é ótimo e

c0 = {(xn)∞n=1 : xn ∈ K e limxn = 0}. Essa é a famosa Desigualdade 4/3 de Littlewood

[33], cuja notoriedade merece destaque, pois ela é o ponto de partida da teoria dos

operadores múltiplo somantes, objeto do presente estudo.

A partir da desigualdade do 4/3 de Littlewood, foi possível obter outras várias

desigualdades, como por exemplo, uma desigualdade que foi provada por Bohnenblust

e Hille, em 1931, a qual surgiu como uma ferramenta para resolver problemas relaciona-

dos a séries de Dirichlet e, atualmente, é conhecida por ser importante para aplicações

em Física (veja [37]). Nos referimos à Desigualdade de Bohnenblust�Hille [17], que

garante a existência de uma constante Bm ≥ 1, com m ≥ 2, tal que(
∞∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
2m
m+1

)m+1
2m

≤ Bm ∥T∥ ,

para toda forma m�linear contínua T : c0 × · · · × c0 → C. Aqui se inicia a, pro-

priamente dita, Teoria dos Operadores Múltiplo Somantes, pois podemos usar o fato

de que L(c0;E) é isometricamente isomorfo a ℓω1 (E) (vide [24, Proposição 2.2]) e, na

terminologia adotada aqui, a desigualdade acima nos assegura que

L(E1, . . . , Em;K) = Πm

( 2m
m+1

;1,...,1)(E1, . . . , Em;K)



para todos os espaços de Banach E1, . . . , Em e todo m ≥ 2, onde

Πm

( 2m
m+1

;1,...,1)(E1, . . . , Em;K)

denota o espaço dos operadores múltiplo
(

2m
m+1

; 1, . . . , 1
)
− somantes (veja [6, Teorema

4.3]).

Três anos após apresentar a Desigualdade 4/3, precisamente em 1934, Hardy e

Littlewood estenderam essa desigualdade para espaços ℓp. Também nessa linha, em

1981, Praciano�Pereira [48] estende a Desigualdade de Bohnenblust�Hille para espaços

ℓp e, com a generalização mais recente dada, em 2016, por V. Dimant e P. Sevilla�Peris

[25], as desigualdades de Hardy�Littlewood para formas multilineares em espaços de

sequências a�rmam que existem constantes Cm ≥ 1 (que não dependem de n) tais que(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
ρ

) 1
ρ

≤ Cm sup
∥x1∥,...,∥xm∥≤1

|T (x1, . . . , xm)| ,

para todos os inteiros positivos m,n ≥ 2 e toda forma m-linear T : ℓnp1 ×· · ·× ℓnpm → K

(K = R ou C), onde ρ = 2m

m+1−2
(

1
p1

+···+ 1
pm

) se 0 ≤ 1
p1
+· · ·+ 1

pm
≤ 1

2
ou ρ = 1

1−
(

1
p1

+···+ 1
pm

)
quando 1

2
≤ 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
< 1.

O Capítulo 1 do presente trabalho de tese traz um estudo preliminar, com ênfase

nos resultados de [1, 13, 34,35], que nos propomos a melhorar e estender.

No Capítulo 2, abordamos as desigualdades de Hardy-Littlewood para formas

multilineares em espaços de Banach. As boas estimativas para as constantes que apare-

cem nessas desigualdades estão associadas a aplicações em matemática e física, embora

o comportamento preciso dessas constantes ainda seja desconhecido; e é exatamente

no tocante ao comportamento dessas constantes que damos uma nova contribuição.

Ainda no que se refere aos operadores múltiplo somantes, em 2003, Pérez�García

([43]) e M. C. Matos ([36]) apresentaram, de forma independente, o espaço vetorial

Πm
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) dos operadores multilineares contínuos que são (p; q)-somantes,

isto é, dos operadores multilineares contínuos T : E1 × · · · × Em → F para os quais

existe uma constante C ≥ 0 que cumpre a desigualdade(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)k1 , ..., x(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ C

m∏
i=1

(
sup

φi∈BE∗
i

n∑
ki=1

∣∣∣φi (x(i)ki )∣∣∣q
)1/q

(1)

para todo inteiro positivo n e todos os x(i)ki ∈ Ei, com 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ ki ≤ n. Todavia,

nem todo operador multilinear contínuo satisfaz essa desigualdade, como nos mostra,

2



por exemplo, uma versão fraca do Teorema de Dvoretzky�Rogers [27], que diz que,

num espaço de Banach E, a aplicação identidade é p−somante ((p; p)−somante, na no-

tação acima) se, e somente se, E tem dimensão �nita. Em outras palavras, nem sempre

existe uma constante C satisfazendo a desigualdade acima. Outrossim, não é óbvio que

exista uma constante Cn, dependendo apenas de n, que satisfaça a desigualdade (1)

para todo T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) e todos os x(i)ki ∈ Ei, uma vez que, variando T ou os

x
(i)
ki
, Cn poderia tender a in�nito, embora isso não ocorra, como é provado em [34,35],

de Maia, Pellegrino e Santos. Nessas referências também é mostrado que, na hipó-

tese de (1) falhar, sempre existirá, para cada n, uma constante da forma Cn = Cns,

com C > 0 e s ≥ 0 dependendo apenas de p, q,m, satisfazendo a desigualdade (1).

Desse modo, se s = 0 satisfaz a desigualdade, o operador é absolutamente somante.

Porém, quando a desigualdade acima só é satisfeita para s > 0, além de o operador

não ser absolutamente somante, quanto menor for o valor de s satisfazendo a desi-

gualdade, mais perto, digamos assim, o operador está de ser absolutamente somante.

Daí, inspirados em [10], de Araújo e Pellegrino, Maia, Pellegrino e Santos de�niram

o m−índice de (p; q)−somabilidade do par de espaços de Banach (E1 × · · · × Em;F )

como sendo o ín�mo dos s que satisfazem a desigualdade (1), com Cns em lugar de C,

obviamente sob a hipótese de existir uma constante C > 0 que a satisfaça para todo

T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) e todos os x
(i)
k ∈ Ei.

No Capítulo 3, apresentamos uma de�nição mais geral para o índice de soma-

biliade, que traz a de�nição acima como um caso particular. Essa generalização tem

como base uma abordagem anisotrópica natural para operadores múltiplo-somantes

que também é exposta no mesmo capítulo. Essa nova abordagem nos permite ge-

neralizar alguns dos resultados apresentados em [34, 35], mas não de forma trivial,

pois tivemos que obter alguns outros resultados paralelamente, como por exemplo, a

Proposição 3.2.9, que estende o intervalo, referente às desigualdades (veja [28, Coro-

lário 16.3.1]) π(p;q)(T ) ≤ ∥T∥1−
r
p · π(r;q)(T )

r
p , para 0 < q ≤ r ≤ p. Podemos citar

o Corolário 3.5.2, que dá uma versão anisotrópica para as desigualdades clássicas de

Hardy-Littlewood que, por sua vez, permitiu a generalização de uma situação de coin-

cidência apresentada em [9, Teorema 3.2], a saber, reunimos as hipóteses sobre os

números reais ti, si com i = 1, . . . ,m, que são necessárias para que ocorra a igualdade

L(E1, . . . , Em;K) = Πm
(t,s) (E1, ..., Em;K) (onde t = (t1, . . . , tm) e s = (s1, . . . , sm)), a

3



qual é útil, por exemplo, na obtenção de índices de somabilidade com estimativa ótima.

Dedicamos o Capítulo 4 ao estudo do espaço
∏m−s

(p;q)(E1, . . . , Em;F ) dos operadores

múltiplo (p,q)−s−somantes, o qual generaliza a noção apresentada em [34]. Entre ou-

tros resultados, mostramos que o conjuntoΠm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável, onde c é a cardinalidade de R.
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Notação e terminologia

� Em todo este trabalho, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos com-

plexos C. Os espaços vetoriais sempre serão considerados sobre K = R ou C.

Ocasionalmente, escreveremos N0 := N∪{0}, com N = {1, 2, 3, ...}.

� Usaremos o termo �operador� com o mesmo sentido de �função�. Se E e F são

espaços vetoriais normados sobre o corpo K, denotaremos por L (E;F ) o espaço

dos operadores lineares contínuos de E em F.

� ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) denota um vetor canônico dos espaços de sequências, o

qual é de�nido escrevendo-se 1 na j-ésima coordenada e 0 nas demais.

� ℓp, 1 ≤ p <∞, denotará o espaço de Banach de todas as sequências x = (xn)
∞
n=1

em K absolutamente p�somáveis, i.e, tais que
∑∞

n=1 |xn|p < ∞, munido com a

norma p ∥x∥p = (
∑∞

n=1 |xn|p)
1
p . Quando p = ∞, ℓ∞ denotará o espaço de todas

as sequências x = (xn)
∞
n=1 em K que são limitadas, munido com a norma do

supremo, dada por ∥x∥∞ = supk |xk|. Escreveremos, também, ℓnp para denotar

o conjunto Kn munido com a norma p (norma do máximo, se p = ∞) e c0 =

{(xn)∞n=1 : xn ∈ K e limxn = 0} .

� Para p ∈ [1,∞), de�nimos por

ℓwp (E) :=

{
(xj)j∈N ∈ EN :

∞∑
j=1

|φ(xj)|p <∞, para todo φ ∈ E∗

}

o espaço de todas as sequências que são fracamente p-somáveis.



� Dados x1, ..., xn ∈ E, escrevemos

∥(xk)nk=1∥w,p := sup
φ∈BE∗

(
n∑
k=1

|φ(xk)|p
) 1

p

para denotar a norma fraca de (xk)
n
k=1 no espaço ℓωp (E).

� Para p ∈ [1,+∞] , p∗ denota o conjugado de p, ou seja, p∗ satisfaz a igualdade

1
p
+ 1

p∗
= 1.

� Para cada p ≥ 1, escrevemos Xp = ℓp e X∞ = c0.

� Dado p := (p1, . . . , pm) ∈ [1,∞]m, ℓp é o espaço de sequências com norma mista

ℓp(E) := ℓp1 (ℓp2 (· · · (ℓpm (E)) · · · ))

que reúne todas as matrizes valoradas com vetores multi-índices x := (xj)j∈Nm =(
x
(1)
j1
, . . . , x

(m)
jm

)
(j1,...,jm)∈Nm

que têm norma p �nita. Para p ∈ [1,∞)m, uma

matriz de vetores x pertence a ℓp(E) se, e somente se,

∥x∥p :=


∞∑
j1=1

 ∞∑
j2=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥xj∥pm
) pm−1

pm


pm−2
pm−1

· · ·


p2
p3


p1
p2


1
p1

< ∞.

� Para p = (p1, . . . , pm) ∈ [1,∞]m e 1 ≤ k ≤ m, de�nimos∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤k

:=
1

p1
+ · · ·+ 1

pk
,

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥k

:=
1

pk
+ · · ·+ 1

pm
e

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ := ∣∣∣∣ 1p

∣∣∣∣
≤m

=

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥1

.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, expomos basicamente uma breve revisão de desigualdades do tipo

Hardy�Littlewood e uma compilação de alguns resultados devidos a M. Maia, D. Pel-

legrino e J. Santos (que podem ser encontrados em [34,35]) concernentes a operadores

múltiplo somantes, índice de somabilidade de pares de espaços de Banach, e resul-

tados relacionados ao �tamanho� � do ponto de vista da lineabilidade � do conjunto

dos operadores não múltiplo somantes. O objetivo dessa compilação é tornar o texto

mais autossu�ciente, uma vez que esses mesmos resultados são objetos de nosso estudo,

conforme é mostrado nos capítulos seguintes.

1.1 Desigualdades de Hardy�Littlewood

Na presente seção fazemos uma sinóptica revisão concernente às desigualdades

do tipo Hardy�Littlewood, dentre as quais destacamos os Teoremas 1.1.2 e 1.1.3 de [1]

e [13], respectivamente.

Doravante, E1, . . . , Em, F denotarão espaços de Banach arbitrários sobre um

corpo K.

Conforme mencionado na Introdução, para todos os inteiros m,n ≥ 2 e toda

forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K, as desigualdades de Hardy�Littlewood para

formas multilineares em espaços de sequências garantem a existência de constantes



Cm ≥ 1 (que não dependem de n) tais que

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
2m

m+1−2( 1
p1

+···+ 1
pm )

)m+1−2( 1
p1

+···+ 1
pm )

2m

≤ Cm ∥T∥

se 0 ≤ 1
p1

+ · · ·+ 1
pm

≤ 1
2
, e

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−( 1
p1

+···+ 1
pm )

)1−
(

1
p1

+···+ 1
pm

)
≤ Cm ∥T∥

quando 1
2
≤ 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
< 1. Em ambas as desigualdades, ∥T∥ representa a norma de

T dada por ∥T∥ = sup∥x1∥,...,∥xm∥≤1 |T (x1, . . . , xm)|. De um modo geral, para quaisquer

espaços de Banach E1, ..., Em e F sobre K e, para toda aplicação m-linear contínua

T : E1 × · · · × Em → F, de�nimos a norma de T por

∥T∥ := sup
∥x1∥,...,∥xm∥≤1

∥T (x1, . . . , xm)∥ .

Outrossim, a desigualdade do 4/3 de Littlewood [33], que data de 1930, e a�rma que(
∞∑

j,k=1

|T (ej, ek)|
4
3

) 3
4

≤
√
2∥T∥,

para toda forma bilinear contínua T : c0 × c0 → C, com o expoente 4/3 ótimo, merece

destaque, pois, de certa forma, esse resultado é o ponto de partida da teoria dos opera-

dores múltiplo somantes. Para resultados recentes em operadores múltiplo somantes,

recomendamos a leitura de [1�3,7, 8] e das referências contidas nesses trabalhos.

A desigualdade do 4/3 de Littlewood foi o ponto de partida de várias desigual-

dades, como é o caso da desigualdade devida a Bohnenblust e Hille [17] (1931), que

garante a existência de uma constante Bm ≥ 1 tal que(
∞∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
2m
m+1

)m+1
2m

≤ Bm ∥T∥ ,

para toda forma m�linear contínua T : c0 × · · · × c0 → C.

Naturalmente, se m = 2, recuperamos a desigualdade do 4/3 de Littlewood. Em

1934, Hardy e Littlewood [32] estenderam a desigualdade do 4/3 de Littlewood para

aplicações bilineares de�nidas em ℓp × ℓq. Em 1981, Praciano-Pereira [48] estendeu a

desigualdade de Hardy�Littlewood para formas m-lineares sobre ℓp1 × · · · × ℓpm , com

8



0 ≤ 1
p1

+ · · · + 1
pm

≤ 1
2
, e mais recentemente Dimant e Sevilla-Peris [25] generalizaram

essas estimativas para o caso 1
2
≤ 1

p1
+· · ·+ 1

pm
< 1. Atualmente, ambas as desigualdades

supracitadas são chamadas de desigualdades de Hardy�Littlewood.

Doravante, para qualquer função f , sempre que �zer sentido, de�nimos formal-

mente f(∞) = limp→∞ f(p). Além disso, para p = (p1, . . . , pm) ∈ [1,∞]m e 1 ≤ k ≤ m,

escrevemos∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤k

:=
1

p1
+ · · ·+ 1

pk
,

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥k

:=
1

pk
+ · · ·+ 1

pm
e

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ := ∣∣∣∣ 1p

∣∣∣∣
≤m

=

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥1

.

Sejam ainda E∗
j o dual topológico de Ej, BE∗

j
a bola unitária fechada de E∗

j , j =

1, . . . ,m, e L (E1, . . . , Em;F ) o espaço dos operadores m-lineares (multilineares) con-

tínuos de E1 × · · · × Em no espaço de Banach F .

A seguir, enunciamos as desigualdades clássicas de Hardy�Littlewood:

Teorema 1.1.1. [Bohnenblust, Dimant, Hardy, Hille, Littlewood, Praciano-Pereira,

Sevilla-Peris] Sejam m ≥ 2 um inteiro positivo e p = (p1, . . . , pm) ∈ (1,∞]m com

0 ≤
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < 1. Então existem constantes CK

m,p ≥ 1 tais que

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
2m

m+1−2| 1p |
)m+1−2| 1p |

2m

≤ CK
m,p ∥T∥ se 0 ≤

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ≤ 1

2
, (1.1)

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−| 1p |
)1−| 1p |

≤ CK
m,p ∥T∥ se

1

2
≤
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ < 1, (1.2)

para toda forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e todo inteiro positivo n.

Quando p1 = · · · = pm = p, denotamos CK
m,p por CK

m,p. Se
∣∣∣ 1p ∣∣∣ = 0, isto é,

se p1 = · · · = pm = ∞, temos 2m

m+1−2| 1p |
= 2m

m+1
, pelo que recaímos na desigualdade

clássica de Bohnenblust�Hille. Em particular, se m < p ≤ ∞, o Teorema 1.1.1 garante

a existência de constantes CK
m,p ≥ 1 tais que

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
2mp

mp+p−2m

)mp+p−2m
2mp

≤ CK
m,p ∥T∥ se 2m ≤ p ≤ ∞,

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
p

p−m

) p−m
p

≤ CK
m,p ∥T∥ se m < p ≤ 2m,

Aplicando a desigualdade generalizada de Kahane�Salem�Zygmund em (1.1) (veja

o Lema 1.2.10) e a desigualdade de Hölder em (1.2), veri�ca-se que os expoentes

9



2m

m+1−2| 1p |
e 1

1−| 1p |
são ótimos no seguinte sentido: se trocarmos os expoentes por outros

menores, as constantes que aparecem no segundo membro das desigualdades acima

passam a depender de n também.

Além de serem desconhecidas as estimativas precisas das constantes de Hardy�

Littlewood, o crescimento assintótico dessas constantes continua sendo um problema

em aberto na Análise Matemática, como acontece, em particular, com a desigualdade

de Bohnenblust�Hille. No entanto, olhando para as desigualdades acima de um ponto

de vista anisotrópico, que consiste basicamente em olhar para os somatórios das de-

sigualdades acima com expoentes variados, isto é, tendo um expoente para cada um

dos m somatórios, veri�ca-se o surgimento de certa complexidade (veja, por exem-

plo, [5, 8, 11]). Nos Capítulos 3 e 4, fazemos uma abordagem nesse sentido ao estu-

dar o índice de somabilidade de pares de espaços de Banach e operadores múltiplos

(p;q)− s−somantes, respectivamente.

O crescimento preciso das constantes CK
m,p, com 0 ≤

∣∣∣ 1p∣∣∣ < 1, é relevante para as

aplicações. As primeiras estimativas para CK
m,p tiveram crescimento exponencial; mais

precisamente

CK
m,p ≤

(√
2
)m−1

.

O caso 0 ≤
∣∣∣ 1p∣∣∣ ≤ 1

2
tem sido bastante explorado desde sua aparição e, nesse contexto,

vários estudos apresentaram progressos signi�cativos (vide [2,3,8,11,14]). Por exemplo,

entre outros resultados, é provado em [8,14] que, para 2m(m− 1)2 < p ≤ ∞, temos

CR
m,p < κ1 ·m

2−log 2−γ
2 ≈ κ1 ·m0.36482,

CC
m,p < κ2 ·m

1−γ
2 ≈ κ2 ·m0.21139,

para certas constantes κ1, κ2 > 0, onde γ é a constante de Euler�Mascheroni.

Em contrapartida, o caso 1
2
≤
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < 1 foi pouco explorado e, só recentemente, em

[1,13], é que a estimativa original foi melhorada. Nosso principal resultado, apresentado

no Capítulo 2, melhora um dos principais resultados nessa linha, disposto em [1,13], o

qual destacamos abaixo:

Teorema 1.1.2. [1, Teorema 3.3] Sejamm ≥ 2 um inteiro positivo e p = (p1, . . . , pm) ∈
(1,∞]m, com 1

2
≤
∣∣∣ 1p∣∣∣ < 1. Então, para toda forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e

10



todo inteiro positivo n,(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−| 1p |
)1−| 1p |

≤ 2(m−1)(1−| 1p |) ∥T∥ .

Observamos que, quando m < p1 = · · · = pm = p ≤ m + 1, temos p −m ≤ 1 e∣∣∣ 1p ∣∣∣ = 1
p
+ · · ·+ 1

p
= m

p
, pelo que

(m− 1)

(
1−

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣) = (m− 1)

(
p−m

p

)
≤ (m− 1)

1

m
.

Nesse caso, o Teorema 1.1.2 dá-nos

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
p

p−m

) p−m
p

≤ 2
m−1
m ∥T∥ < 2 ∥T∥ ,

para toda forma m-linear T : ℓnp × · · · × ℓnp → K e todo inteiro positivo n, sendo

m < p ≤ m+1. Em razão disso, para esse caso particular, concluímos que as constantes

ótimas das desigualdades de Hardy�Littlewood são uniformemente limitadas por 2.

Para m ≥ 3 temos, de um modo geral,

2(m−1)(1−| 1p |) ≤ 2 ⇔ (m− 1)

(
1−

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣) ≤ 1

⇔ 1−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ≤ 1

m− 1
= 1− m− 2

m− 1

⇔
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ≥ m− 2

m− 1
.

Por outro lado, quando m = 2, a expressão 2(m−1)(1−| 1p |) ≤ 2 equivale a 1 −
∣∣∣ 1p∣∣∣ ≤ 1,

o que é verdade sempre. Portanto, as constantes ótimas das desigualdades de Hardy�

Littlewood são uniformemente limitadas por 2 quando m = 2, bem como para todo

m ≥ 3 desde que seja
∣∣∣ 1p ∣∣∣ ≥ m−2

m−1
. Observemos, também, que 2(m−1)(1−| 1p |) > 2 equivale

a
∣∣∣ 1p∣∣∣ < m−2

m−1
, que só poderá ocorrer se for m ≥ 4, já que 1

2
≤
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < 1.

Ainda nesse contexto (1
2
≤
∣∣∣ 1p∣∣∣ < 1), outra importante contribuição é o resultado

de Aron, Núñez-Alarcón, Pellegrino e Serrano-Rodríguez (veja [13, Corolário 3.3]):

Teorema 1.1.3. Sejam m ≥ 2 um inteiro positivo e p = (p1, . . . , pm) ∈ (1,∞]m tais

que 1 < pm ≤ 2 < p1, . . . , pm−1 e

1

2
≤
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ < 1.

11



Então (
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−| 1p |
)1−| 1p |

≤ ∥T∥,

para toda forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e todo inteiro positivo n.

1.2 Índice de somabilidade

Nesta seção temos, essencialmente, uma compilação de alguns resultados de [34,

35], e que são objetos de nosso estudo. Iniciamos recordando um pouco da teoria dos

operadores multilineares contínuos que são absolutamente e múltiplo somantes. Para

o caso linear, que trata dos operadores absolutamente somantes, um estudo detalhado

é esboçado em [24].

Sejam E1, ..., Em, F espaços de Banach. O índice de somabilidade do par de

espaços de Banach (E1 × · · · × Em, F ) é um tipo de medida de quão longe os operadores

m-lineares T : E1 × · · · × Em → F estão de serem múltiplo somantes.

Em [36,43] é considerada a de�nição a seguir.

De�nição 1.2.1. Sejam 1 ≤ q ≤ p < ∞. Um operador multilinear contínuo T :

E1 × · · · × Em → F é múltiplo (p, q)-somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)k1 , ..., x(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ C
m∏
i=1

(
sup

φi∈BE∗
i

n∑
ki=1

∣∣∣φi (x(i)ki )∣∣∣q
)1/q

(1.3)

para todo inteiro positivo n e todo x
(i)
ki

∈ Ei, com 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ ki ≤ n.

O espaço vetorial de todos os operadores multilineares contínuos que são múltiplo

(p, q)-somantes é denotado por Πmult
(p,q) (E1, . . . , Em;F ). O ín�mo πmult(p,q) (T ), tomado sobre

o conjunto das constantes C que satisfazem (1.3), de�ne uma norma completa em

Πmult
(p,q) (E1, . . . , Em;F ). Se E1 = · · · = Em = E, simpli�camos a notação escrevendo

Πmult
(p,q) (

mE;F ). Para um estudo detalhado da teoria de operadores multilineares em

espaços de Banach, sugerimos a leitura de [26,38] e, para mais detalhes a respeito dos

operadores múltiplo somantes, sugerimos [46,47].

Se um operador m-linear T : E1×· · ·×Em → F não satisfaz a desigualdade (1.3),

faz sentido tentar medir o quão �distante� T está de satisfazer (1.3). Nessa perspectiva,

em [35], passa a ser considerada a noção de índice de somabilidade, conforme a de�nição

seguinte.

12



De�nição 1.2.2. Om-índice multilinear de (p, q)-somabilidade de um par (E1 × · · · × Em, F )

é de�nido como

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) = inf sm,p,q,

onde sm,p,q ≥ 0 satisfaz o seguinte:

Existe uma constante C ≥ 0 (que não depende de n) tal que(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)k1 , ..., x(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ Cnsm,p,q

m∏
i=1

(
sup

φi∈BE∗
i

n∑
ki=1

∣∣∣φi (x(i)ki )∣∣∣q
)1/q

(1.4)

para todo T ∈ L(E1, ..., Em;F ), todo inteiro positivo n e x
(i)
ki

∈ Ei, com 1 ≤ i ≤
m e 1 ≤ ki ≤ n.

Se E1 = · · · = Em = E, escrevemos simplesmente ηm−mult
(p,q) (E;F ) , ao invés de

ηm−mult
(p,q) (E, ..., E;F ).

O índice de somabilidade mede, em certo sentido, quão �distantes� os espaços

L (E1, . . . , Em;F ) e Πmult
(p,q) (E1, . . . , Em;F ) estão de coincidirem e, caso coincidam, tem-

se

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) = 0.

Uma situação similar ocorre com o espaço de Banach P(mE;F ) de todos os polinômios

m-homogêneos contínuos de E em F, mas este não é alvo do presente estudo (ao leitor

interessado em resultados recentes e mais detalhes sobre esse tema, sugerimos a leitura

de [2, 19,49]) .

Vejamos alguns resultados extraídos de [34], relacionados a estimativas para o

índice multilinear de somabilidade, cujos casos mais gerais exibimos no Capítulo 3.

Fixado n ∈ N, o ín�mo tomado sobre as constantes C ≥ 0 que satisfazem a

desigualdade (1) é denotado por π(n)
p (T ) ou, quando não houver perigo de confusão,

por πp(T ) simplesmente. Com uma demonstração similar à apresentada na prova da

Proposição 4.1.5, prova-se que π(n)
p de�ne uma norma.

Proposição 1.2.3. [35, Corolário 2.2] Sejam 0 < p <∞. Se E é um espaço normado

e dimE = n, então

π(n)
p (idE) ≤ nmax{ 1

p
, 1
2}.

Proposição 1.2.4. [35, Proposição 2.4] Sejam 0 < p <∞ e E1, . . . , Em, F espaços de

Banach. Então

ηm−mult
(p,p) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m ·max

{
1

p
,
1

2

}
.
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Proposição 1.2.5. [35, Proposição 2.6] Sejam 1 ≤ q ≤ p <∞ e E1, . . . , Em, F espaços

de Banach. Então

ηm−mult
(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤

mq

p
max

{
1

q
,
1

2

}
.

Doravante, todo resultado da forma

L (E1, ..., Em;F ) = Πmult
(t,s) (E1, ..., Em;F )

é chamado situação de coincidência (veja [20,22]). Sua importância para nossa pesquisa

reside no fato de que esse tipo de situação pode ser usado para estimar o índice de

somabilidade.

Proposição 1.2.6 (M. Maia, [34]). Sejam E1, ..., Em, F espaços de Banach. Suponha

que

L (E1, ..., Em;F ) = Πmult
(t,s) (E1, ..., Em;F ) .

Então

(a) Para todos p, q satisfazendo 1 < p ≤ t e 1 < s ≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤

m

p
− m

t
+
m

s
− m

q
.

(b) Para todos p, q satisfazendo 1 < p ≤ t e 1 < q ≤ s, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤

m

p
− m

t
.

(c) Para todos p, q satisfazendo 1 < t ≤ p e 1 < s ≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤

m

s
− m

q
.

(d) Para todos p, q satisfazendo 1 < t ≤ p e 1 < q ≤ s, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) = 0.

É importante observar que todos os itens da proposição acima poderiam ser reu-

nidos em um único, a saber, para todos 1 < p, q <∞, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤ m

(
max

{
1

p
− 1

t
, 0

}
+max

{
1

s
− 1

q
, 0

})
.

Para mais detalhes, veja o Teorema 3.3.3, que traz uma versão mais geral desse resul-

tado.

O lema a seguir é o Corolário 3.20 de [44] (veja também [25]), enunciado em

virtude de sua relevância para teoria dos operadores somantes, em particular, para

alguns resultados desenvolvidos no Capítulo 3.
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Lema 1.2.7 (Corolário 3.20, [44]). Seja p ∈ [1,∞]. Então,

L(E1, ..., Em;F ) = Πmult
(t,p∗)(E1, ..., Em;F )

para todos os espaços de Banach E1, ..., Em se, e somente se, existe uma constante

C > 0 tal que (
n∑

k1,...,km=1

∥T (ek1 , ..., ekm)∥t
) 1

t

≤ C∥T∥

para todo operador m-linear contínuo T : ℓnp × · · · × ℓnp → F.

Vale recordar também a noção de cotipo de um espaço de Banach. Com efeito,

para 2 ≤ q ≤ ∞, um espaço de Banach E tem cotipo q se existe uma constante C ≥ 0

de tal forma que, não importa como selecionamos um número �nito de vetores x1, ..., xn

de E, vale a desigualdade(
n∑
k=1

∥xk∥q
) 1

q

≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

,

onde rk é a k-ésima função de Rademacher, as quais são de�nidas por

rk(t) = sign
[
sin
(
2kπt

)]
,

k ∈ N e t ∈ [0, 1] . Quando q = ∞, o lado esquerdo da desigualdade acima é substituído

pela norma do sup. O cotipo de E, denotado por cot(E), é de�nido como sendo o ín�mo

tomado sobre todos os q que satisfazem essa desigualdade, em outras palavras

cot(E) = inf{q : E tem cotipo q}.

Nessa linha, temos o teorema a seguir que, essencialmente, pode ser encontrado

em [2, 9], e se destaca por ser uma boa ferramenta na obtenção de estimativas para o

índice de somabilidade.

Teorema 1.2.8 (M. Maia, [34]). Sejam E1, ..., Em, F espaços de Banach de dimensão

in�nita e suponha que F tem cotipo �nito cot(F ) = r.

(a) Se s ∈ [1, 2) e m < s
r(s−1)

, então

L (E1, ..., Em;F ) = Πmult
(t,s) (E1, ..., Em;F ) ⇔ t ≥ sr

s−msr +mr
.

(b) Se t ∈
[

2m
m+1

, 2
]
, então

L (E1, ..., Em;K) = Πmult
(t,s) (E1, ..., Em;K) ⇔ s ≤ 2mt

mt+ 2m− t
.
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(c) Se t ∈ (2,∞), então

L (E1, ..., Em;K) = Πmult
(t,s) (E1, ..., Em;K) ⇔ s ≤ mt

mt+ 1− t
.

O próximo corolário segue imediatamente do item (a) do Teorema 1.2.8 e da

Proposição 1.2.6.

Corolário 1.2.9 (M. Maia, [34]). Sejam E1, ..., Em, F espaços de Banach de dimensão

in�nita. Se F tem cotipo �nito cot(F ) = r, 1 ≤ s < 2, m < s
r(s−1)

e t = sr
s−msr+mr ,

então

(a) Para todos p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e mrt
r−t+mrt ≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤

m

p
+m− 1

r
− m

q
− (m− 1)

t
.

(b) Para todos p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e 0 < q ≤ mrt
r−t+mrt , temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤

m

p
− m

t
.

(c) Para todos p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e mrt
r−t+mrt ≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ≤ m− 1

r
+

1

t
− m

q
.

(d) Para todos p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e 0 < q ≤ mrt
r−t+mrt , temos

ηm−mult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) = 0.

Diante dos resultados acima, é possível obter um índice de somabilidade ótimo

para certos pares de espaços de Banach, o que é feito com o auxílio de uma versão geral

da desigualdade de Kahane - Salem - Zygmund, enunciada no lema abaixo.

Lema 1.2.10 (Lema 6.1 de Albuquerque et al. [3]). Sejam m,n ≥ 1, pk ∈ [1,∞] ,

k = 1, . . . ,m, e seja

α (pk) =

{
1
2
− 1

pk
, se p ≥ 2

0, caso contrário.

Existe uma constante universal Cm (dependendo apenas de m) e existe uma forma

m−linear A : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K da forma

A(z(1), ..., z(m)) =
n∑

i1,...,im=1

±z(1)i1
· · · z(m)

im

tal que

∥A∥ ≤ Cmn
1
2
+
∑m

k=1 α(pk).
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A proposição a seguir mostra dois casos em que o item (a) da Proposição 1.2.6

não pode ser melhorado. Em outras palavras, os dois casos abaixo trazem estimativas

ótimas para o índice de somabilidade.

Proposição 1.2.11 (M. Maia, [34]). Sejam p, q números reais.

(a) Se 2m
m+1

≤ p ≤ 2 e 2mp
mp+2m−p ≤ q ≤ 2, então

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ;K) =

m

p
+
m

2
− 1

2
− m

q
.

(b) Se 2 < p <∞ e mp
mp+1−p ≤ q, então

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ;K) = m− 1 +

1

p
− m

q
.

Estimativas superiores para o índice multilinear de somabilidade foram obtidas em

[35, Proposições 2.6 e 2.7]. O próximo resultado garante que, quando E1 = . . . , Em =

ℓq∗ e F = c0, não é possível melhorar essas estimativas, uma vez que, nesse caso, o

índice também é ótimo.

Proposição 1.2.12 (M. Maia, [34]). Se 0 < p <∞ e 1 ≤ q ≤ 2, então

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ; c0) =

m

p
.

1.3 Lineabilidade em conjuntos de operadores não múl-

tiplo somantes

Nessa seção, trazemos alguns resultados apresentados em [34], em especial, re-

lacionados à teoria de lineabilidade e, para esse �m, é pertinente relembrar alguns

conceitos.

De�nição 1.3.1. Sejam X um espaço vetorial (topológico), M um subconjunto de X

e µ um número cardinal. Diz-se que M é µ-lineável (µ-espaçável) se M ∪ {0} contém

um espaço vetorial (fechado) de dimensão µ.

Introduzida por Gurariy em [29], a noção de lineabilidade ganhou notória proemi-

nência, pois, desde então, a busca por estruturas lineares dentro de certos subconjuntos

de espaços vetoriais tem sido amplamente investigada. Para uma exposição recente da

teoria, sugerimos a leitura de [12].

O problema objeto de nosso trabalho é, essencialmente, o seguinte:

O conjunto L (E1, ..., Em;F ) \Πmult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) é lineável?
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No caso linear, esse problema foi abordado em [21] e, no caso multilinear, foi tratado

em [9], e ambos os autores obtiveram algumas soluções parciais.

A princípio, apresentamos solução para uma questão um pouco diferente, mas

que serve como ferramenta para resolver esse problema. Com essa �nalidade, e ins-

pirado pela desigualdade (1.4), é possível pensar em uma nova classe de operadores

multilineares, conforme De�nição 2.3.1 de [34] e transcrita a seguir.

De�nição 1.3.2. Sejam 0 < p, q1, · · · , qm <∞, s ≥ 0 e E1, · · · , Em, F espaços de Ba-

nach. Um operadorm-linear T ∈ L(E1, · · · , Em;F ) é chamado múltiplo (p, q1, · · · , qm)-
s-somante se existir uma constante C ≥ 0 tal que(

n∑
k1,··· ,km=1

∥T (x(1)k1 , · · · , x
(m)
km

)∥p
) 1

p

≤ Cns
m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)ki )nki=1

∥∥∥∥
w,qi

(1.5)

para todo n ∈ N, e todo x
(i)
ki

∈ Ei, com i = 1, · · · ,m.

O espaço vetorial de todos os operadores múltiplo (p; q1, · · · , qm) − s−somantes

é denotado por

Πmult−s
(p,q1,···qm)(E1, · · · , Em;F ).

Quando q1 = · · · = qm = q ou p = q1 = · · · = qm escrevemos, respectiva-

mente, Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ou Πmult−s

p (E1, · · · , Em;F ). Se ocorrer as igualdades

E1 = · · · = Em, a notação é mais uma vez simpli�cada, a saber, escreve-se apenas

Πmult−s
(p,q) (mE;F ).

Algumas propriedades elementares de Πmult−s
(p,q1,··· ,qm)(E1, · · · , Em;F ) são exibidas em

[34], tais comoΠmult−s
(p,q1,··· ,qm)(E1, · · · , Em;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, · · · , Em;F ),

e valem as inclusões:

Πmult
(p,q1,··· ,qm)(E1, · · · , Em;F ) ⊆ Πmult−s

(p,q1,··· ,qm)(E1, · · · , Em;F ) ⊆ L (E1, ..., Em;F )

para todo s ≥ 0.

Vejamos alguns resultados objetos do presente estudo:

Proposição 1.3.3 (M. Maia, [34]). O ín�mo πmult−sp,q1,··· ,qm(u), tomado sobre todas as pos-

síveis constantes C satisfazendo (1.5) de�ne uma norma completa em

Πs
(p;q1,···qm)(E1, · · · , Em;F ).

Além disso, ∥u∥ ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm(u) ≤ πmultp,q1,··· ,qm(u).
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Proposição 1.3.4 (M. Maia, [34]). Se 0 < qi, p < ∞, para todo i = 1, · · · ,m, então(
Πmult−s
p,q1,··· ,qm , π

mult−s
p,q1,··· ,qm

)
é um ideal de Banach injetivo.

Proposição 1.3.5 (M. Maia, [34]). Sejam 0 < q, p <∞. Existe 0 ≤ s <∞, tal que

L(E1, · · · , Em;K) = Πmult−s
p,q (E1, · · · , Em;K).

Semelhantemente, e de ummodo menos geral, denota-se porΠmult−s
(p,q) (E1, ..., Em;F )

o espaço vetorial de todos os operadores múltiplo (p, q)-s-somantes de E1×· · ·×Em em

F . Se E1 = · · · = Em, simpli�camos a notação escrevendo apenas Πmult−s
(p,q) (mE;F ). Ob-

serve que quando s = 0 essa de�nição recupera a noção de operadores (p, q)-somantes,

cujo espaço é denotado por Πmult
(p,q) (observação análoga vale para os casos mais gerais,

como é o caso do espaço Πmult−s
(p;q1,··· ,qm)(E1, · · · , Em;F ), por exemplo). Nesse caso, as

inclusões abaixo permanecem válidas.

Πmult
(p,q) (E1, ..., Em;F ) ⊆ Πmult−s

(p,q) (E1, ..., Em;F ) ⊆ L (E1, ..., Em;F ) .

A próxima Proposição, cuja demonstração é embasada em [40], fornece uma so-

lução para esse problema quando F = ℓ∞. Mais precisamente, denotando por c a

cardinalidade de R, ela nos diz que não importa quão �pequena� seja a diferença

Πmult−s
(p,q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, ..., Em; ℓ∞) .

Se ela não for um conjunto vazio, existe um espaço vetorial com cardinalidade c contido

nela.

Proposição 1.3.6 (M. Maia, [34]). Sejam E1, ..., Em espaços de Banach, s > 0 e

p, q ∈ [1,+∞] . Então

Πmult−s
(p,q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável.

Corolário 1.3.7 (M. Maia, [34]). Sejam E1, ..., Em espaços de Banach e p, q ∈ (0,+∞] .

Então

L (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πmult
(p,q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável.
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Capítulo 2

Limites universais para as

desigualdades de Hardy�Littlewood

em formas multilineares

O presente capítulo está fundamentado em [7] e aborda as desigualdades de

Hardy-Littlewood para formas multilineares em espaços de Banach. Em geral, boas

estimativas para as constantes que aparecem nessas desigualdades, doravante denomi-

nadas constantes de Hardy�Littlewood, são associadas a aplicações em matemática e

física, porém o comportamento exato dessas constantes ainda é desconhecido. Nesse

sentido, damos uma nova contribuição para o comportamento dessas constantes e, como

uma consequência do resultado obtido, apresentamos uma prova simpli�cada de um

resultado concernente a certas desigualdades do tipo Hardy�Littlewood devido a Aron

et al. ([13]).

O principal resultado deste capítulo, apresentado na seção seguinte, além de ge-

neralizar o Teorema 1.1.2, tem como consequência um resultado aparentemente mais

geral que o Teorema 1.1.3. Todavia, segundo os autores, a demonstração do Teo-

rema 1.1.3 permite �xar qualquer pi, i = 1, . . .m − 1, ao invés de pm na desigualdade

1 < pm ≤ 2 < p1, . . . , pm−1. É importante referir que a prova do resultado ora apre-

sentado não é apenas uma adaptação da prova original de 1.1.2, e que a prova dada

em [13] para o Teorema 1.1.3 é mais extensa e, em certo sentido, mais complicada,

enquanto nossa abordagem é relativamente simples e mais independente.



2.1 Nova desigualdade do tipo Hardy�Littlewood

Alguns resultados auxiliares essenciais na realização dos propósitos desta seção

são exibidos a seguir.

Iniciamos com um importante resultado, a saber, a desigualdade de Khinchine

para escalares. Precisamente, esta desigualdade assegura que, para qualquer 0 < q <

∞, existem constantes positivas Aq tais que, independentemente do inteiro n e da

sequência de escalares (aj)nj=1, temos

Aq

(
n∑
j=1

|aj|2
) 1

2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajrj(t)

∣∣∣∣∣
q

dt

) 1
q

,

onde rj são as funções de Rademacher.

Seja BE∗ a bola unitária fechada do dual topológico de E. Para 1 ≤ q ≤ ∞, o

símbolo q∗ denota o conjugado de q. Será pertinente escrever c
∞ = 0 para qualquer

constante c > 0.

De�nição 2.1.1. Dado s ≥ 1, denotamos por ℓws (E) o espaço vetorial de todas as

sequências (xj)
∞
j=1 em E tais que (φ (xj))

∞
j=1 ∈ ℓs para todo funcional linear contínuo

φ : E → K. A norma de (xj)
∞
j=1 ∈ ℓws (E) é de�nida pela expressão

∥(xj)∞j=1∥w,s := sup
φ∈BE∗

∥ (φ (xj))
∞
j=1 ∥s.

Para ver que a norma acima está bem de�nida e para mais alguns detalhes,

sugerimos a leitura de [24].

O espaço de todos os operadores m-lineares contínuos T : E1 × · · · × Em → F ,

com a norma do supremo, é denotado por L (E1, ..., Em;F ).

De�nição 2.1.2. Para p,q ∈ [1,+∞)m, um operador multilinear T : E1×· · ·×Em →
F é múltiplo (q;p)-somante se existir uma constante C > 0 tal que ∞∑

j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥qm
F

) qm−1
qm

· · ·


q1
q2


1
q1

≤ C
m∏
k=1

∥∥∥(x(k)j )∞j=1

∥∥∥
w,pk

para todo (x
(k)
j )∞j=1 ∈ ℓwpk (Ek). Denotamos a classe de todos os operadores múltiplo

(q;p)-somantes por Πm
(q;p) (E1, . . . , Em;F ). Quando q1 = · · · = qm = q, escrevemos

Πm
(q;p) (E1, . . . , Em;F ) ao invés de Πm

(q;p) (E1, . . . , Em;F ).
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Seja π(p;q) o ín�mo das constantes C que satisfazem a desigualdade acima. Em [6]

G. Araújo mostrou, dentre outras propriedades, que π(p;q) é uma norma e
(∏m

(p;q), π(p;q)

)
é um espaço de Banach cujos elementos estão caracterizados como segue:

Proposição 2.1.3. [6, Proposição 5.2] Sejam T : E1 × · · · × Em → F um operador

multilinear contínuo e p,q ∈ [1,∞)m . As seguintes são equivalentes:

(1) T é múltiplo (q,p)-somante;

(2)
(
T (x

(1)
j1
, . . . , x

(m)
jm

)
)∞
j1,...,jm=1

∈ ℓq(F ) sempre que (x
(k)
j )∞j=1 ∈ ℓωpk(Ek);

(3) Existe uma constante C > 0 tal que n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥qm
F

) qm−1
qm

· · ·


q1
q2


1
q1

≤ C

m∏
k=1

∥∥∥(x(k)j )nj=1

∥∥∥
ω,pk

para todo inteiro positivo n e todo (x
(k)
j )∞j=1 ∈ ℓωpk(Ek).

Para resultados recentes sobre a teoria de operadores múltiplo (q;p)-somantes,

sugerimos a leitura de [41].

O próximo resultado, provado recentemente por Albuquerque e Rezende em [5,

Teorema 3], diz respeito à teoria multilinear dos operadores absolutamente somantes

iniciada por Pietsch [45], que também é um resultado essencial na demonstração da

desigualdade de Hardy�Littlewood que se segue.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Inclusão, [5]). Sejam m um inteiro positivo e r ≥
1, s,p,q ∈ [1,∞)m tais que

1

r
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1q

∣∣∣∣ > 0

e, para cada k = 1, . . . ,m, qk ≥ pk e

1

sk
−
∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣
≥k

=
1

r
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥k
.

Então

Πm
(r;p)(E1, . . . , Em;F ) ⊂ Πm

(s,q)(E1, . . . , Em;F )

para quaisquer espaços de Banach E1, . . . , Em, F e o operador de inclusão tem norma

1.

De posse das de�nições e resultados acima, apresentamos abaixo o principal resul-

tado deste capítulo, que é uma desigualdade do tipo Hardy�Littlewood, e que melhora

a estimativa dada pelo Teorema 1.1.2.
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Teorema 2.1.5. Sejam m ≥ 2 um inteiro positivo e p1, . . . , pm ∈ (1,∞] tais que
1
2
≤
∑m

i=1
1
pi
< 1. Seja

s := min
{
r : existem r índices k1, . . . , kr tais que

1
2
≤
∑r

i=1
1
pki

< 1
}

e, para os possíveis k1, . . . , ks como acima, seja ρ = max
{

1
pk1

+ · · ·+ 1
pks

}
. Então

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−
∑m

i=1
1
pi

)1−
∑m

i=1
1
pi

≤ 2(s−1)(1−ρ)∥T∥,

para toda forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e todo inteiro positivo n.

Demonstração. Por uma questão de simplicidade, vamos supor que pk1 = p1, . . . , pks =

ps, onde s := min
{
r : existem r índices k1, . . . , kr tais que 1

2
≤
∑r

i=1
1
pki

< 1
}
. Uma

vez que
1

2
≤
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤s
< 1,

segue do Teorema 1.1.2 que(
n∑

j1,...,js=1

|Ts(ej1 , . . . , ejs)|
1

1−| 1p |≤s

)1−| 1p |≤s

≤ 2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
∥Ts∥

para toda forma s-linear Ts : ℓnp1 × · · · × ℓnps → K e todo inteiro positivo n. Além disso,

para todo n e toda forma (s+1)-linear Ts+1 : ℓ
n
p1
× · · · × ℓnps × ℓn∞ → K, tendo em vista
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a desigualdade de Khinchine, temos n∑
j1,...,js=1

 n∑
js+1=1

∣∣Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)∣∣2 1
2
· 1

1−| 1p |≤s


1−| 1p |≤s

≤


n∑

j1,...,js=1

A−1
1

1−| 1p |≤s

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
n∑

js+1=1

Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)
rjs+1(t)

∣∣∣∣∣∣
1

1−| 1p |≤s

dt


1−| 1p |≤s

1−| 1p |≤s


1−| 1p |≤s

= A−1
1

1−| 1p |≤s

∫ 1

0

n∑
j1,...,js=1

∣∣∣∣∣∣Ts+1

ej1 , . . . , ejs , n∑
js+1=1

ejs+1rjs+1(t)

∣∣∣∣∣∣
1

1−| 1p |≤s

dt


1−| 1p |≤s

≤ A−1
1

1−| 1p |≤s

 sup
t∈[0,1]

n∑
j1,...,js=1

∣∣∣∣∣∣Ts+1

ej1 , . . . , ejs , n∑
js+1=1

ejs+1rjs+1(t)

∣∣∣∣∣∣
1

1−| 1p |≤s


1−| 1p |≤s

= A−1
1

1−| 1p |≤s

sup
t∈[0,1]

 n∑
j1,...,js=1

∣∣∣∣∣∣Ts+1

ej1 , . . . , ejs , n∑
js+1=1

ejs+1rjs+1(t)

∣∣∣∣∣∣
1

1−| 1p |≤s


1−| 1p |≤s

≤ A−1
1

1−| 1p |≤s

2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥∥∥Ts+1

·, . . . , ·,
n∑

js+1=1

ejs+1rjs+1(t)

∥∥∥∥∥∥
≤ A−1

1

1−| 1p |≤s

2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
∥Ts+1∥,

onde A 1

1−| 1p |≤s

é a constante da desigualdade de Khinchine. Desde que 1
2
= 1 − 1

2
≥

1−
∣∣∣ 1p ∣∣∣≤s , temos

1

1−
∣∣∣ 1p ∣∣∣≤s ≥ 2,

pelo que A 1

1−| 1p |≤s

= 1 (veja, por exemplo, [31]). Assim, aplicando a desigualdade
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anterior juntamente com a inclusão canônica dos espaços ℓp's, podemos escrever n∑
j1,...,js+1=1

∣∣Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)∣∣ 1

1−| 1p |≤s

1−| 1p |≤s

=

 n∑
j1,...,js=1

 n∑
js+1=1

∣∣Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)∣∣ 1

1−| 1p |≤s


(
1−| 1p |≤s

)
· 1

1−| 1p |≤s


1−| 1p |≤s

≤

 n∑
j1,...,js=1

 n∑
js+1=1

∣∣Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)∣∣2 1
2
· 1

1−| 1p |≤s


1−| 1p |≤s

≤ 2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
∥Ts+1∥,

para todo n e toda forma (s + 1)-linear Ts+1 : ℓnp1 × · · · × ℓnps × ℓn∞ → K. Usando os

isomor�smos isométricos canônicos para os espaços de sequências fracamente somáveis

(ver [24, Proposição 2.2]), sabemos que isso é equivalente a a�rmar que (veja [25, p.

308])

Πs+1 1

1−| 1p |≤s

;p∗1,...,p
∗
s ,1

(E1, . . . , Es+1;K) = L(E1, . . . , Es+1;K)

para todos espaços de Banach E1, . . . , Es+1. Além disso, o Teorema 2.1.4 fornece a

inclusão

Πs+1 1

1−| 1p |≤s

;p∗1,...,p
∗
s ,1

(E1, . . . , Es+1;K) ⊆ Πs+1 1

1−| 1p |≤s+1

;p∗1,...,p
∗
s+1

(E1, . . . , Es+1;K).

De fato, a hipótese
1

r
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1q

∣∣∣∣ > 0

do referido teorema é expressa aqui por(
1−

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤s

)
−
(

1

p∗1
+ · · ·+ 1

p∗s
+ 1

)
+

(
1

p∗1
+ · · ·+ 1

p∗s
+

1

p∗s+1

)
=

−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤s

+
1

ps+1∗
= 1−

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤s+1

> 0.

Por sua vez, as hipóteses
1

sk
−
∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣
≥k

=
1

r
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥k
,

para cada k = 1, . . . ,m, qk ≥ pk, equivalem, aqui, às igualdades(
1−

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤s+1

)
−
(

1

p∗k
+ · · ·+ 1

p∗s+1

)
=

(
1−

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≤s

)
−
(

1

p∗k
+ · · ·+ 1

p∗s
+ 1

)
,
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que são verdadeiras, pois, simpli�cando os termos semelhantes, a mesma equivale à

1

ps+1

+
1

p∗s+1

= 1.

Consequentemente,

Πs+1 1

1−| 1p |≤s+1

;p∗1,...,p
∗
s+1

(E1, . . . , Es+1;K) = L(E1, . . . , Es+1;K)

para todos espaços de Banach E1, . . . , Es+1. Novamente (ver [25, p. 308]), isso é

equivalente a dizer que n∑
j1,...,js+1=1

∣∣Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)∣∣ 1

1−| 1p |≤s+1

1−| 1p |≤s+1

≤ 2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
∥Ts+1∥,

para toda forma (s + 1)-linear Ts+1 : ℓnp1 × · · · × ℓnps+1
→ K e todo inteiro positivo

n, pois a inclusão utilizada, por ter norma 1, preservou a constante 2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
.

Portanto, para toda forma s-linear Ts : ℓnp1 × · · · × ℓnps → K e todo inteiro positivo n, a

desigualdade(
n∑

j1,...,js=1

|Ts(ej1 , . . . , ejs)|
1

1−| 1p |≤s

)1−| 1p |≤s

≤ 2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
∥Ts∥

implica na desigualdade n∑
j1,...,js+1=1

∣∣Ts+1

(
ej1 , . . . , ejs+1

)∣∣ 1

1−| 1p |≤s+1

1−| 1p |≤s+1

≤ 2
(s−1)

[
1−| 1p |≤s

]
∥Ts+1∥,

para toda forma (s + 1)-linear Ts+1 : ℓnp1 × · · · × ℓnps+1
→ K e todo inteiro positivo

n. A prova é completada por um argumento de indução padrão, mais precisamente,

repetimos o argumento t = m− s vezes até que seja Ts+t um operador m-linear e, para

otimizar o expoente, trocamos 1−
∣∣∣ 1p ∣∣∣≤s por 1− ρ, onde ρ = max

{
1
pk1

+ · · ·+ 1
pks

}
.

Vale observar que, na demonstração acima, ao invés de citar o resultado apre-

sentado na página 308 de [25], poderíamos citar um teorema mais geral, a saber, o

Teorema 3.7.3 apresentado no próximo capítulo; neste caso, bastaria escrever

q1 = · · · = qm =
1

1−
∣∣∣ 1p∣∣∣≤s
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no referido teorema.

Como caso particular do resultado anterior, obtemos as seguintes desigualdades

do tipo Hardy�Littlewood com constantes iguais a 1:

Corolário 2.1.6. Sejam m ≥ 2 um inteiro positivo e p = (p1, . . . , pm) ∈ (1,∞]m tais

que 1 < pi ≤ 2 < p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pm para algum 1 ≤ i ≤ m e

1

2
≤
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ < 1.

Então (
n∑

j1,...,j=m

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−| 1p |
)1−| 1p |

≤ ∥T∥,

para toda forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e todo inteiro positivo n.

Demonstração. Basta observar que, nessas hipóteses, temos o Teorema 2.1.5 com

s = min
{
r : existem r índices k1, . . . , kr tais que 1

2
≤
∑r

i=1
1
pki

< 1
}
= 1

e ρ = 1
2
.

OCorolário 2.1.6 é uma forma simpli�cada de obter um resultado recente, provado

independentemente em [13, Corolário 3.3]. Nossa abordagem é diferente e mais auto-

su�ciente.
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Capítulo 3

Somabilidade de operadores

multilineares

O intuito do presente capítulo é, em uma abordagem anisotrópica natural, in-

vestigar até que ponto um operador multilinear é múltiplo somante e, nesse contexto,

apresentar algumas aplicações.

3.1 Introdução

Em todo este capítulo, E,E1, E2, . . . , F denotam espaços de Banach sobre o corpo

de escalares K, de números reais ou complexos. O dual topológico de E e sua bola

unitária fechada denotamos, respectivamente, por E∗ e BE∗ . Dado p := (p1, . . . , pm) ∈

[1,∞]m, utilizamos a de�nição de espaços Lp de norma mista apresentada em [16] para

os espaços de sequências com norma mista

ℓp(E) := ℓp1 (ℓp2 (· · · (ℓpm (E)) · · · ))

que, precisamente, é o espaço de sequências que reúne todas as matrizes valoradas

com vetores multi-índices x := (xj)j∈Nm que têm p-norma �nita; como usual, j :=

(j1, . . . , jm) denota um multi-índice. É importante frisarmos que cada norma ∥ · ∥pk é

tomada sobre a componente de índice jk e que cada índice jk está relacionado à norma

∥ · ∥pk . Para uma melhor compreensão, suponhamos que p ∈ [1,∞)m. Nesse caso, uma



matriz de vetores x pertence a ℓp(E) se, e somente se,

∥x∥p :=


∞∑
j1=1

 ∞∑
j2=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥xj∥pm
) pm−1

pm


pm−2
pm−1

· · ·


p2
p3


p1
p2


1
p1

<∞.

Nos últimos anos, muitas generalizações diferentes da teoria dos operadores múl-

tiplo e absolutamente somantes foram obtidas. Uma abordagem anisotrópica natural

para operadores múltiplo somantes é apresentada na De�nição 2.1.2.

Vale relembrar que, dados r ≥ 1,p ∈ [1,∞)m, diz-se que um operador multilinear

T : E1 × · · · × Em → F é (r;p)-somante se existir uma constante C > 0 tal que(
∞∑
j=1

∥∥T (x1j , . . . , xmj )∥∥r
) 1

r

≤ C ·
m∏
k=1

∥∥(xkj )j∈N∥∥w,pk
para qualquer sequência de vetores fracamente pk-somável (xkj )j∈N ∈ ℓwpk(Ek), k =

1, . . . ,m. Nesse caso, a classe dos operadores e a norma dada pelo ín�mo das constantes

são, respectivamente, denotados por Πas(r;p) e πas(r;p)(·).

3.2 Índice de somabilidade

3.2.1 De�nições

A de�nição abaixo generaliza a De�nição 1.2.2 que nos é apresentada em [34,35].

De�nição 3.2.1. Sejam m um inteiro positivo, pk, qk ∈ (0,∞) com k = 1, . . . , m e

E1, . . . , Em, F espaços de Banach. De�nimos o m-índice multilinear forte de (p;q)-

somabilidade de um par (E1 × · · · × Em;F ) como sendo a m-upla

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) = (inf sm,pk,qk)

m
k=1

onde, para cada k, sm,pk,qk ≥ 0 cumpre o seguinte: existe uma constante C > 0 tal que,

para todos T ∈ L(E1, . . . , Em;F ), x
k := (xkj )

nk
j=1 ∈ ℓwqk(Ek), k = 1, . . . ,m, e todo inteiro

positivo nk, n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C ·
m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥w,qk , (3.1)

onde T (xj) := T
(
x1j1 , . . . , x

m
jm

)
.
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Para operadores absolutamente (p;q)-somantes, utilizamos a notação

ξas(p;q)(E1 × · · · × Em;F ) = (inf sm,p,qk)
m
k=1

Observação 3.2.2. A notação abaixo recupera o índice de somabilidade apresentado

em [35]:

ηm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) :=

m∑
k=1

inf sm,pk,qk

onde, para cada k, sm,pk,qk ≥ 0 satisfaz (3.1), ou seja,

η =
∑
i

ξi

onde ξi são as coordenadas de ξ
m−mult
(p;q) (E1×· · ·×Em;F ). Com efeito, quando p1, . . . , pm =

p e q1, . . . , qm = q em (3.1), obtemos(
n∑

j1,...,jm=1

∥T (xj)∥p
) 1

p

≤ C · n
∑m

k=1 sm,p,q ·
m∏
k=1

∥xk∥w,q

e, pela De�nição 1.2.2,

ηm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) := inf

m∑
k=1

sm,p,q

= infmsm,p,q

= m inf sm,p,q

=
m∑
k=1

inf sm,p,q.

A notação

ηm−mult
as(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) :=

m∑
k=1

inf sm,p,qk

é utilizada para o índice de somabilidade referente aos operadores absolutamente (p;q)-

somantes.

Vale salientar que, sob as condições apresentadas na De�nição 3.2.1, vale a igual-

dade:

inf
m∑
k=1

sm,pk,qk =
m∑
k=1

inf sm,pk,qk . (3.2)

De fato, seja Sk ⊂ R+ ∪ {0}, k = 1, . . . ,m, o conjunto dos sm,pk,qk que satisfazem (3.1)

e consideremos as sequências (skn)
∞
n=1 de cotas inferiores para Sk tais que skn ≥ 0 para

todo n ∈ N e skn → inf Sk (Princípio da Boa Ordenação). Consideremos também o

conjunto
∑m

k=1 S
k :=

{∑m
k=1 sm,pk,qk ; sm,pk,qk ∈ Sk

}
e uma sequência (rn)

∞
n=1 de cotas
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inferiores para
∑m

k=1 S
k tal que rn ≥ 0 para todo n ∈ N e rn → inf

∑m
k=1 S

k. Nessas

condições, temos
m∑
k=1

skn ≤
m∑
k=1

sm,pk,qk

para todos sm,pk,qk ∈ Sk, logo

m∑
k=1

inf Sk =
m∑
k=1

lim skn = lim
m∑
k=1

skn ≤
m∑
k=1

sm,pk,qk

para todos sm,pk,qk ∈ Sk, de onde concluímos que

m∑
k=1

inf Sk ≤ inf
m∑
k=1

Sk.

Por outro lado, de rn ≤
∑m

k=1 sm,pk,qk para todos sm,pk,qk ∈ Sk e n ∈ N, temos sucessi-

vamente

rn −
m−1∑
k=1

sm,pk,qk ≤ sm,pm,qm ⇒ rn −
m−1∑
k=1

sm,pk,qk ≤ inf Sm,

rn − inf Sm −
m−2∑
k=1

sm,pk,qk ≤ sm,pm−1,qm−1 ⇒ rn − inf Sm −
m−2∑
k=1

sm,pk,qk ≤ inf Sm−1,

...

rn −
m∑
k=2

inf Sk ≤ sm,p1,q1 ⇒ rn −
m∑
k=2

inf Sk ≤ inf S1,

ou seja, rn ≤
∑m

k=1 inf S
k, daí

inf
m∑
k=1

Sk := lim rn ≤
m∑
k=1

inf Sk.

Portanto, inf
∑m

k=1 S
k =

∑m
k=1 inf S

k, isto é, inf
∑m

k=1 sm,pk,qk =
∑m

k=1 inf sm,pk,qk .

Observação 3.2.3. Em vista da continuidade da função exponencial, concluímos que

cada inf sm,pk,qk , k = 1, . . . ,m satisfaz (3.1). De fato, suponhamos que inf sm,p1,q1 não

satisfaça (3.1). Nesse caso, a continuidade da função exponencial garante a existência

de um s1 > inf sm,p1,q1 tal que n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

> Cns11 ·
m∏
k=2

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥w,qk ,
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e a de�nição de ín�mo, por sua vez, fornece um sm,p1,q1 que satisfaz (3.1) tal que

s1 ≥ sm,p1,q1 > inf sm,p1,q1 , pelo que vale também a desigualdade n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

> Cn
sm,p1,q1
1 ·

m∏
k=2

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥w,qk ,

uma contradição. Portanto, podemos escrever ainda

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) = (min sm,pk,qk)

m
k=1 .

Não havendo perigo de confusão, chamamos indiscriminadamente os índices ξm−mult
(p;q)

(forte) e ηm−mult
(p;q) de índice de somabilidade. Expressões do tipo

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤ (sk)

m
k=1

são utilizadas para denotar a desigualdade entre as componentes de cada vetor:

ξk ≤ sk, k = 1, . . . ,m.

Com o objetivo de simpli�car os próximos resultados, dados (xkjk)
∞
jk=1 ∈ ℓpk , k =

1, . . . ,m, utilizamos as notações xj = (x1j1 , . . . , x
m
jm) e

∥xj∥pi =

(
∞∑
ji=1

∥xj∥pi
) 1

pi

,

se pi <∞, i = 1, . . . ,m, que nos permite escrever

∥xj∥p =

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥xj∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

=

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∥xj∥pm

)pm−1


pm−2
pm−1

· · ·


p1
p2


1
p1

=

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−2=1

(∥∥∥∥xj∥pm∥∥∥pm−1

)pm−2


pm−3
pm−2

· · ·


p1
p2


1
p1

...
...

...
...

...
...

...

=

(
∞∑
j1=1

(∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥xj∥pm∥∥∥pm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2

)p1) 1
p1

=

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥xj∥pm∥∥∥pm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2

∥∥∥∥∥
p1

,
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isto é,

∥xj∥p =

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥xj∥pm∥∥∥pm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2

∥∥∥∥∥
p1

. (3.3)

Observe que essa igualdade permanece válida quando temos algum pk = ∞ e utilizamos

a notação

∥xj∥pk = sup
jk∈N

|xjk |.

Semelhantemente, dados n := (n1, . . . , nm) ∈ Nm e (xkjk)
nk
jk=1 ∈ Knk , utilizando as

notações

∥xj∥p,n :=

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥xj∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

,

e

∥xj∥pi,ni
=

(
ni∑
ji=1

∥xj∥pi
) 1

pi

, i = 1, . . . ,m,

obtemos

∥xj∥p,n =

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥xj∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥
p1,n1

, (3.4)

que também permanece válida quando temos algum pk = ∞ e utilizamos a notação

∥xj∥∞,nk
= sup

1≤jk≤nk

|xjk |.

Com essa notação, a desigualdade apresentada na de�nição (3.2.1) é escrita da

seguinte forma

∥T (xj)∥p,n =

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥T (xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥
p1,n1

≤ C
m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk . (3.5)

Lema 3.2.4. Sejam pk, qk ∈ (0,∞) , k = 1, . . . ,m, e xj = (x1j1 , . . . , x
m
jm) ∈ Kn1 × · · · ×

Knm ,n = (n1, . . . , nm) ∈ Nm. Então

∥xj∥p,n ≤ ∥xj∥q,n
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k .

Em particular, se (xkjk) ∈ ℓpk , k = 1, . . . ,m, temos

∥xj∥p ≤ ∥xj∥q
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k .
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Demonstração. Para �xar ideias, consideremos m = 3, p1 ≤ q1, q2 ≤ p2 e p3 ≤ q3.

Nessas condições, temos ∥ · ∥p2 ≤ ∥ · ∥q2 , e

1

p1
=

1

q1
+

1

r1
e

1

p3
=

1

q3
+

1

r3
,

onde ri =
(

1
pi
− 1

qi

)−1

> 0, i = 1, 3. Com efeito, aplicando sucessivamente a de-

sigualdade de Hölder ∥xj∥p3,n3
≤ ∥xj∥q3,n3

∥1∥r3,n3 , a da norma
∥∥∥∥xj∥p3,n3

∥∥∥
p2,n2

≤∥∥∥∥xj∥p3,n3

∥∥∥
q2,q2

e a de Hölder

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3,n3

∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥
p1,n1

≤
∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3,n3

∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥
q1,n1

∥1∥r1,n1 ,

temos ∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3,n3

∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥
p1,n1

≤
∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥q3,n3

∥∥∥
q2,n2

∥∥∥∥
q1,n1

∥1∥r1,n1∥1∥r3,n3

que pode ser escrito como

∥xj∥p,n ≤ ∥xj∥q,n
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k .

Consideremos agora o caso geral. Se qk ≤ pk, k = 1, . . . ,m, as desigualdades de norma

nos dão

∥xj∥p,n ≤ ∥xj∥q,n = ∥xj∥q,n
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k .

Por outro lado, se existem s ∈ {1, . . . ,m} e índices i1, . . . , is para os quais pik < qik , k =

1, . . . , s, e qik ≤ pik , caso contrário, escrevemos novamente rik =
(

1
pik

− 1
qik

)−1

> 0, k =

1, . . . , s e, assim como na primeira parte dessa demonstração, aplicando s vezes a

desigualdade de Hölder e m− s vezes a desigualdade de normas, obtemos

∥xj∥p,n ≤ ∥xj∥q,n
s∏

k=1

n
1

pik
− 1

qik
ik

= ∥xj∥q,n
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k .

3.2.2 Estimativas de norma somante da identidade em espaços

de dimensão �nita

Os resultados a seguir são úteis para fornecer estimativas de normas somantes do

operador identidade em espaços de dimensão �nita.
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Lema 3.2.5. [35, Corolário 2.2] Se E é um espaço n-dimensional e p ∈ (0,∞), então

πp(idE) ≤ nmax{ 1
p
, 1
2}, (3.6)

e a igualdade ocorre quando p = 2.

Lema 3.2.6. [28, Corolário 16.3.1] Sejam 1 ≤ q ≤ r ≤ p e T ∈ Π(r;q)(E;F ). Então

π(p;q)(T ) ≤ ∥T∥1−
r
p · π(r;q)(T )

r
p . (3.7)

O lema a seguir será útil para, através do Corolário 3.2.9, estender o Lema 3.2.6

para os casos em que se tem q > 0, e isto, por sua vez, permitirá que os próximos

resultados abranjam todo o intervalo (0,∞). Assim como em [35], extrapolamos a

noção de operadores absolutamente (p, q)-somantes para p, q > 0.

Lema 3.2.7. Sejam E,F espaços de Banach, T ∈ L(E;F ), 0 < q ≤ p < ∞ e C > 0.

Então T ∈ Π(p;q)(E;F ) e π(p;q) ≤ C se, e somente se, para cada inteiro positivo N e

cada S ∈ L(ℓNq ;E), (
N∑
n=1

∥TS(en)∥p
) 1

p

≤ C sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q, (3.8)

onde ∥S∗(ϕ)∥q representa a q-norma da matriz (vetor) do operador (funcional) S∗(ϕ) :

ℓNq → K.

Demonstração. Suponha primeiro que T ∈ Π(p,q)(E;F ) e π(p;q) ≤ C. Sejam S ∈
L(ℓNq ;E) e xn = S(en), então(

N∑
n=1

∥TS(en)∥p
) 1

p

≤ π(p;q)(T ) sup
ϕ∈BE∗

(
N∑
n=1

|ϕ(S(en))|q
) 1

q

= π(p;q)(T ) sup
ϕ∈BE∗

(
N∑
n=1

|(S∗ϕ)(en)|q
) 1

q

= π(p;q)(T ) sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q,

daí (
N∑
n=1

∥TS(en)∥p
) 1

p

≤ C sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q.

Reciprocamente, suponha que para cada inteiro positivo N e cada S ∈ L(ℓNq ;E), vale

a desigualdade
(∑N

n=1 ∥TS(en)∥
p
) 1

p ≤ C supϕ∈BE∗ ∥S∗(ϕ)∥q. Dados x1, . . . , xN ∈ E,

basta de�nir S : ℓNq → E por

S(α1, . . . , αN) = α1x1 + · · ·+ αNxN ,
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de modo que S(en) = xn e(
N∑
n=1

∥T (xn)∥p
) 1

p

=

(
N∑
n=1

∥TS(en)∥p
) 1

p

≤ C sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q

= C sup
ϕ∈BE∗

(
N∑
n=1

|ϕ(S(en))|q
) 1

q

= C sup
ϕ∈BE∗

(
N∑
n=1

|ϕ(xn)|q
) 1

q

.

Portanto, T ∈ Π(p;q)(E;F ) e π(p;q) ≤ C.

Observação 3.2.8. A primeira parte da demonstração nos permite, na implicação

direta do lema acima, trocar C por π(p,q). Note também que, se q ≥ 1, ∥ · ∥q será uma

norma, pelo que podemos escrever

sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q = ∥S∗∥ = ∥S∥,

fazendo a desigualdade (3.8) coincidir com a desigualdade dada em [28, Proposição

16.3.2] isto é, obtemos um resultado análogo à Proposição 16.3.2 de [28].

Proposição 3.2.9. Sejam 0 < q ≤ r ≤ p e T ∈ Πr,q(E;F ). Então

π(p;q)(T ) ≤ ∥T∥1−
r
p · π(r;q)(T )

r
p . (3.9)

Demonstração. Usando a mesma notação do Lema 3.2.7, observe o seguinte:

max
1≤n≤N

∥S(en)∥ = sup
ϕ∈BE∗

max
1≤n≤N

∥ϕ(S(en))∥

≤ sup
ϕ∈BE∗

(
N∑
n=1

∥ϕ(S(en))∥q
) 1

q

= sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q,

isto é, note que

max
1≤n≤N

∥S(en)∥ ≤ sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q. (3.10)
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Daí,(
N∑
n=1

∥T (S(en))∥p
) 1

p

≤

(
max

1≤n≤N
∥T (S(en))∥p−r

∑
1≤n≤N

∥T (S(en))∥r
) 1

p

= max
1≤n≤N

∥T (S(en))∥1−
r
p

(
N∑
n=1

∥T (S(en))∥r
) 1

p

= max
1≤n≤N

∥T (S(en))∥1−
r
p

( N∑
n=1

∥T (S(en))∥r
) 1

r


r
p

(3.8)

≤ max
1≤n≤N

(∥T∥∥S(en)∥)1−
r
p

π(r;q)(T ) sup
ϕ∈BE∗

(
N∑
n=1

∥ϕ(S(en))∥q
) 1

q


r
p

(3.10)

≤ ∥T∥1−
r
p

(
sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q
)1− r

p
[
π(r;q)(T ) sup

ϕ∈BE∗
∥S∗(ϕ)∥q

] r
p

= ∥T∥1−
r
pπ(r;q)(T )

r
p sup
ϕ∈BE∗

∥S∗(ϕ)∥q

e, da implicação recíproca do Lema 3.2.7, obtemos

π(p;q)(T ) ≤ ∥T∥1−
r
pπ(r;q)(T )

r
p .

A seguir, fornecemos uma estimativa para a norma π do operador identidade em

espaços de dimensão �nita que generaliza a Proposição 1.2.3 e servirá de elo para passar

da teoria dos operadores absolutamente somantes para a dos múltiplos somantes (veja

demonstração do Corolário 3.2.11).

Proposição 3.2.10. Sejam p, q ∈ (0,∞) e E um espaço n-dimensional. Então

π(p;q)(idE) ≤ nmax{ 1
q
, 1
2}·min{ q

p
,1}+max{ 1

p
− 1

q
,0}. (3.11)

Demonstração. Suponhamos inicialmente que seja 0 < q ≤ p. Dado (xj)
n
j=1 ∈ ℓwq (E),

da Proposição 3.2.9 segue que

π(p;q)(idE) ≤ πq(idE)
q
p .

Assim, (
n∑
j=1

∥idE(xj)∥p
) 1

p

≤ π(p,q)(idE) · ∥(xj)nj=1∥w,q

(3.9)

≤ πq(idE)
q
p · ∥(xj)nj=1∥w,q

(3.6)

≤ nmax{ 1
q
, 1
2}· qp · ∥(xj)nj=1∥w,q.
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Supondo agora que seja q > p, aplicamos a desigualdade de Hölder:(
n∑
j=1

∥idE(xj)∥p
) 1

p

=

(
n∑
j=1

∥xj∥p
) 1

p

≤

(
n∑
j=1

∥xj∥q
) 1

q

· n
1
p
− 1

q

=

(
n∑
j=1

∥idE(xkj )∥q
) 1

q

· n
1
p
− 1

q

≤ πq(idE) · n
1
p
− 1

q · ∥(xj)nj=1∥w,q
(3.6)

≤ nmax{ 1
q
, 1
2}+ 1

p
− 1

q · ∥(xj)nj=1∥w,q.

Portanto,(
n∑
j=1

∥idE(xj)∥p
) 1

p

≤ nmax{ 1
q
, 1
2}·min{ q

p
,1}+max{ 1

p
− 1

q
,0} · ∥(xj)nj=1∥w,q.

O corolário a seguir traz-nos um resultado ainda mais geral que as Proposições

1.2.3 e 3.2.10, e será útil na obtenção de novas estimativas para o índice de somabilidade

numa perspectiva anisotrópica.

Corolário 3.2.11. Sejam pk, qk ∈ (0,∞) e Ek espaços nk-dimensionais, k = 1, . . . ,m.

Então

π(p;q)(idE1×···×Em) ≤
m∏
k=1

n
max

{
1
qk
, 1
2

}
·min

{
qk
pk
,1
}
+max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k .

Em particular, se pk = qk, k = 1, . . . ,m, então

πp(idE1×···×Em) ≤
m∏
k=1

n
max

{
1
pk
, 1
2

}
k .
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Demonstração. Dado xk := (xkj )
nk
j=1 ∈ ℓwpk(Ek), k = 1, . . . ,m, temos

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥idE1×···×Em (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥idE1×···×Em∥ ·
m∏
k=1

(
nk∑
jk=1

∥xkjk∥
pk

) 1
pk

=
m∏
k=1

(
nk∑
jk=1

∥idEk
(xkjk)∥

pk

) 1
pk

≤
m∏
k=1

π(pk;qk)(idEk
) ·

m∏
k=1

∥xk∥w,qk .

O resultado segue da Proposição 3.2.10.

3.3 Estimativas superiores para o índice

O resultado abaixo garante a existência do índice de somabilidade e, além de

reunir e generalizar simultaneamente as Proposições 1.2.4 e 1.2.5, também melhora os

intervalos em que p, q variam na Proposição 1.2.5.

Teorema 3.3.1 (Existência do índice). Sejam 0 < qk, pk < ∞ e Ek, F espaços de

Banach com k = 1, . . . ,m. Então

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

qk
,
1

2

}
·min

{
qk
pk
, 1

}
+max

{
1

pk
− 1

qk
, 0

})m
k=1

.

Em particular, se cada qk = pk, podemos tomar pk ∈ (0,∞) e então

ξm−mult
p (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

pk
,
1

2

})m
k=1

.

Demonstração. Sejam T ∈ L(E1, · · · , Em;F ), xk := (xkj )
nk
j=1 ∈ ℓwpk(Ek) eXk := span{xk1, . . . , xknk

}, k =
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1, . . . ,m. Usando o teorema de extensão de Hahn-Banach e o Corolário 3.2.11, tem-se n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥T∥

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥idX1×···×Xm (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥T∥ · π(p,q)(idX1×···×Xm) ·
m∏
k=1

 sup
ψ∈BX∗

k

(
nk∑
j=1

∣∣ψ (xkj )∣∣qk
) 1

qk


≤ ∥T∥ · π(p,q)(idX1×···×Xm) ·

m∏
k=1

 sup
ϕ∈BE∗

k

(
nk∑
j=1

∣∣ϕ (xkj )∣∣qk
) 1

qk


≤ ∥T∥ ·

m∏
k=1

n
max

{
1
qk
, 1
2

}
·min

{
qk
pk
,1
}
+max

{
1
pk

− 1
qk
,0
}

k ·
m∏
k=1

∥xk∥w,qk .

Observação 3.3.2. Se 0 < qk ≤ pk para cada k = 1, . . . ,m obtemos

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤ ξm−mult

p (E1 × · · · × Em;F ).

De fato, uma vez que
m∏
k=1

∥xk∥w,pk ≤
m∏
k=1

∥xk∥w,qk

sempre que for 0 < qk ≤ pk, temos n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C ·
m∏
k=1

n
sm,pk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥w,pk .

≤ C ·
m∏
k=1

n
sm,pk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥w,qk .

Desse modo, chamando de Sm,pk o conjunto dos sm,pk que satisfazem a primeira desi-

gualdade acima, bem como de Sm,pk,qk o dos sm,pk,qk que satisfazem a segunda, temos

inf{Sm,pk,qk} ≤ inf{Sm,pk},

isto é, ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤ ξm−mult

p (E1 × · · · × Em;F ).

O teorema abaixo fornece, de um modo geral, uma estimativa para o índice

ξm−mult
(p;q) (E1×· · ·×Em;F ) como uma consequência da coincidência L (E1, . . . , Em;F ) =
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Πm
(t;s) (E1, . . . , Em;F ) . O referido teorema, além de estender os intervalos em que p, q

variam na Proposição 1.2.6, fornece uma forma sintética de escrevê-la, como também es-

tende a mesma ao caso dos operadores multilineares que são múltiplo (p;q)−somantes.

Teorema 3.3.3. Sejam 0 < pk, qk <∞, 1 ≤ tk, sk <∞, k = 1, . . . ,m, e E1, . . . , Em, F

espaços de Banach. Se

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(t;s) (E1, . . . , Em;F )

então

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

pk
− 1

tk
, 0

}
+max

{
1

sk
− 1

qk
, 0

})m
k=1

.

Demonstração. Dado T ∈ L (E1, . . . , Em;F ) e aplicando o Lema 3.2.4, tem-se n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥tm
) tm−1

tm

· · ·


t1
t2


1
t1

·
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
tk
,0
}

k

Daí, em vista da igualdade L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(t;s) (E1, . . . , Em;F ) , obtemos

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C ·
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
tk
,0
}

k ·
m∏
k=1

∥xk∥w,sk .

Além disso, de modo análogo à prova do Lema 3.2.4, se sk ≥ qk, vale a desigualdade

∥xk∥w,sk ≤ ∥xk∥w,qk ; caso contrário, isto é, se sk < qk, aplicamos a desigualdade de

Hölder

∥xk∥w,sk = sup
ψ∈BE∗

k

(
nk∑
j=1

∣∣ψ (xkj )∣∣sk
) 1

sk

≤ sup
ψ∈BE∗

k

(
nk∑
j=1

∣∣ψ (xkj )∣∣qk
) 1

qk

·

(
nk∑
j=1

|1|
skqk
qk−sk

) 1
sk

− 1
qk

= ∥xk∥w,qk · n
1
sk

− 1
qk

k .
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Portanto,  n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥T (xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C ·
m∏
k=1

n
max

{
1
pk

− 1
tk
,0
}
+max

{
1
sk

− 1
qk
,0
}

k ·
m∏
k=1

∥xk∥w,qk .

Observação 3.3.4. A demonstração do Teorema 3.3.3 permanece a mesma se tomar-

mos 0 < tk, sk < ∞, k = 1, . . . ,m. Todavia, a abordagem do presente estudo se limita

ao conjunto Πm
(t;s) (E1, . . . , Em;F ) com 1 ≤ tk, sk < ∞, k = 1, . . . ,m. Vale a mesma

observação para o próximo teorema.

Em se tratando dos operadores multilineares T : E1 × · · · × Em → F que são

(p;q)-somantes, temos o seguinte caso similar ao Teorema 3.3.3:

Teorema 3.3.5. Sejam 0 < p, qk < ∞, 1 ≤ t, sk < ∞, k = 1, . . . ,m, e E1, . . . , Em, F

espaços de Banach. Se

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
as(t;s) (E1, . . . , Em;F )

então

ηm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤ max

{
1

p
− 1

t
, 0

}
+

m∑
k=1

max

{
1

sk
− 1

qk
, 0

}
.

Demonstração. Dado T ∈ L (E1, . . . , Em;F ) e aplicando a desigualdade de Hölder,

temos (
n∑
j=1

∥∥T (x1j , . . . , xmj )∥∥p
) 1

p

≤

(
n∑
j=1

∥∥T (x1j , . . . , xmj )∥∥t
) 1

t

· nmax{ 1
p
− 1

t
,0}.

Por outro lado, sendo T ∈ Πm
as(t;s) (E1, . . . , Em;F ) , temos(

n∑
j=1

∥∥T (x1j , . . . , xmj )∥∥t
) 1

t

≤ C ·
m∏
k=1

∥∥(xkj )nj=1

∥∥
w,sk

,

logo (
n∑
j=1

∥∥T (x1j , . . . , xmj )∥∥p
) 1

p

≤ C ·
m∏
k=1

∥∥(xkj )nj=1

∥∥
w,sk

· nmax{ 1
p
− 1

t
,0}.

Como a desigualdade de Hölder fornece também∥∥(xkj )nj=1

∥∥
w,sk

≤
∥∥(xkj )nj=1

∥∥
w,qk

· nmax{ 1
sk

− 1
qk
,0}
,
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obtemos(
n∑
j=1

∥∥T (x1j , . . . , xmj )∥∥p
) 1

p

≤ C · nmax{ 1
p
− 1

t
,0}+

∑m
k=1 max{ 1

sk
− 1

qk
,0}

m∏
k=1

∥∥(xkj )nj=1

∥∥
w,qk

e, portanto,

ηm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤ max

{
1

p
− 1

t
, 0

}
+

m∑
k=1

max

{
1

sk
− 1

qk
, 0

}
.

3.3.1 Aplicações

Através do Corolário 3.3.7, o resultado a seguir traz-nos um exemplo de aplicação

do Teorema 3.3.3. O lema abaixo é o Corolário 1 de [5], que reúne condições para uma

determinada situação de coincidência.

Lema 3.3.6 (Albuquerque e Rezende, [5]). Se |1/s∗| < 1 e s∗1, . . . , s
∗
m ≤ 2m, então

L (E1, . . . , Em;K) = Πm
(t;s) (E1, . . . , Em;K) ,

para quaisquer espaços de Banach E1, . . . , Em e

tk =

[
1

2
+
m− k + 1

2m
−
∣∣∣∣ 1s∗
∣∣∣∣
≥k

]−1

, para k = 1, . . . ,m.

Corolário 3.3.7. Sejam E1, . . . , Em, F espaços de Banach, |1/s∗| < 1, s∗1, . . . , s
∗
m ≤

2m e

tk :=

[
1

2
+
m− k + 1

2m
−
∣∣∣∣ 1s∗
∣∣∣∣
≥k

]−1

, para k = 1, . . . ,m.

Então

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

pk
− 1

tk
, 0

}
+max

{
1

sk
− 1

qk
, 0

})m
k=1

para todos 0 < pk, qk <∞, com k = 1, . . . ,m.

Demonstração. A prova consiste em aplicar o Teorema 3.3.3 e a situação de coincidência

fornecida pelo Lema 3.3.6.

O resultado abaixo, devido a Botelho e Pellegrino, é o Teorema 2.1 de [23].

43



Lema 3.3.8. Sejam p, r ∈ [1, q] e seja F um espaço de Banach. Por B(p, q, r, F )

denotamos a coleção de todos os espaços de Banach E tais que

L(E;F ) = Π(q;p)(E;F ) e L(E; ℓq(F )) = Π(q;r)(E; ℓq(F )).

Então, para cada n ≥ 2,

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;r,...,r,p)(E1, . . . , En;F )

sempre que E1, . . . , En ∈ B(p, q, r, F ).

Uma vez que vale a coincidência

Πn
(q;r,...,r,p)(E1, . . . , En;F ) = Πn

(q,...,q;r,...,r,p)(E1, . . . , En;F )

e dispondo da notação utilizada no Lema 3.3.8, aplicamos o Teorema 3.3.3 para obter

a seguinte estimativa.

Corolário 3.3.9. Sejam p, r ∈ [1, q] e F um espaço de Banach. Então, para cada

n ≥ 2 e 0 < pk, qk <∞, k = 1, . . . , n,

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

q1
, 0

}
, . . . ,

max

{
1

pn−1

− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

qn−1

, 0

}
,max

{
1

pn
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

p
− 1

qn
, 0

})
sempre que E1, . . . , En ∈ B(p, q, r, F ).

Resultados inteiramente análogos ao corolário acima são obtidos se, ao invés de

utilizarmos o Lema 3.3.8, �zermos uso do Teorema 2.2 ou dos Corolários 2.3 e 2.4,

todos apresentados em [23].

Os três lemas a seguir são devidos a Bombal, Pérez-García e Villanueva, e podem

ser encontrados em [23] e [18], simultaneamente.

Lema 3.3.10. [23, Proposição 3.1] Se F tem cotipo q e E1, . . . , En são espaços de

Banach arbitrários, então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;1)(E1, . . . , En;F ) e

π(q;1)(A) ≤ Cq(F )
n∥A∥ para cada A ∈ L(E1, . . . , En;F ),

onde Cq(F ) é a constante cotipo q de F.

Corolário 3.3.11. Se F tem cotipo q e E1, . . . , En são espaços de Banach arbitrários,

então para todos 0 < p1, q1 <∞ temos

ξn−mult(p1;q1)
(E1 × · · · × En;F ) ≤

(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

q1
, 0

})n
k=1

.
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Lema 3.3.12. [23, Proposição 3.2] Se E1, . . . , En são L1-espaços e H é um espaço de

Hilbert, então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(2;2)(E1, . . . , En;F ) e

π(2;2)(A) ≤ Kn
G∥A∥ para cada A ∈ L(E1, . . . , En;H),

onde KG representa a constante de Grothendieck.

Corolário 3.3.13. Se E1, . . . , En são L1-espaços e H é um espaço de Hilbert, então

para todos 0 < p, q <∞ temos

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;H) ≤
(
max

{
1

p
− 1

2
, 0

}
+max

{
1

2
− 1

q
, 0

})n
k=1

.

Lema 3.3.14. [23, Proposição 3.3] Se F tem cotipo 2 e E1, . . . , En são L∞-espaços,

então L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(2;2)(E1, . . . , En;F ).

Corolário 3.3.15. Se F tem cotipo 2 e E1, . . . , En são L∞-espaços, então para todos

0 < p, q <∞

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p
− 1

2
, 0

}
+max

{
1

2
− 1

q
, 0

})n
k=1

.

Lema 3.3.16. [23, Proposição 3.4] Se F tem cotipo q > 2 e E1, . . . , En são L∞-espaços

e r < q, então L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;r)(E1, . . . , En;F ).

Corolário 3.3.17. Se F tem cotipo q > 2 e E1, . . . , En são L∞-espaços e r < q, então

para todos 0 < p1, q1 <∞

ξn−mult(p1;q1)
(E1 × · · · × En;F ) ≤

(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

q1
, 0

})n
k=1

.

Lema 3.3.18. [23, Proposição 3.5] Se E1, . . . , En, F são espaços de Banach arbitrários

e q ≥ 2, então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;1,...,1,q)(E1, . . . , En;F ) e

π(q;1,...,1,q)(A) ≤ Cq(ℓq)
n−1∥A∥ para cada A ∈ L(E1, . . . , En;F ).

Corolário 3.3.19. Se E1, . . . , En, F são espaços de Banach arbitrários e q ≥ 2, então

para todos 0 < pk, qk <∞, k = 1, . . . , n,

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

q1
, 0

}
, . . . ,

max

{
1

pn−1

− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

qn−1

, 0

}
,max

{
1

pn
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

q
− 1

qn
, 0

})
.

Lema 3.3.20. [23, Proposição 3.6] Se E1, . . . , En são L∞-espaços e 2 ≤ r < q, então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;r,...,r,q)(E1, . . . , En;F ).
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Corolário 3.3.21. Se E1, . . . , En são L∞-espaços e 2 ≤ r < q, então para todos

0 < pk, qk <∞, k = 1, . . . , n, temos

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

q1
, 0

}
, . . . ,

max

{
1

pn−1

− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

qn−1

, 0

}
,max

{
1

pn
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

q
− 1

qn
, 0

})
.

Lema 3.3.22. [23, Proposição 3.7] Se E1, . . . , En são L∞-espaços e q > r, q > 2, então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;r,...,r,q)(E1, . . . , En;F ).

Corolário 3.3.23. Se E1, . . . , En são L∞-espaços e q > r, q > 2, então para todos

0 < pk, qk <∞, k = 1, . . . , n,

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

q1
, 0

}
, . . . ,

max

{
1

pn−1

− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

qn−1

, 0

}
,max

{
1

pn
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

q
− 1

qn
, 0

})
.

Lema 3.3.24. [23, Proposição 4.1] Sejam E1, . . . , En L1-espaços.

(a) L(E1, . . . , En;H) = Πn
(q;1,...,1,q)(E1, . . . , En;H) para cada espaço de Hilbert H e qual-

quer q ≥ 2.

(b) L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(q;1,...,1,r)(E1, . . . , En;F ) para cada Lq-espaço F e quaisquer

2 ≤ r < q.

Corolário 3.3.25. Sejam E1, . . . , En L1-espaços. Então para todos 0 < pk, qk <

∞, k = 1, . . . , n, temos

(a)

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;H) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

q1
, 0

}
, . . . ,

max

{
1

pn−1

− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

qn−1

, 0

}
,max

{
1

pn
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

q
− 1

qn
, 0

})
.

para cada espaço de Hilbert H e qualquer q ≥ 2;

(b)

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

q1
, 0

}
, . . . ,

max

{
1

pn−1

− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

qn−1

, 0

}
,max

{
1

pn
− 1

q
, 0

}
+max

{
1

r
− 1

qn
, 0

})
.

para cada Lq-espaço F e quaisquer 2 ≤ r < q.

Lema 3.3.26. [23, Teorema 4.2] Sejam r ≥ s. Se L(ℓ1;F ) = Π(r;s)(ℓ1;F ), então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(r;min{s,2})(E1, . . . , En;F )

para cada n ∈ N e quaisquer L1−espaços E1, . . . , En.

46



Corolário 3.3.27. Sejam r ≥ s. Se L(ℓ1;F ) = Π(r;s)(ℓ1;F ), então para todos 0 <

p, q <∞,

ξn−mult(p;q) (E1 × · · · × En;F ) ≤
(
max

{
1

p
− 1

r
, 0

}
+max

{
1

min {s, 2}
− 1

q
, 0

})n
k=1

para cada n ∈ N e quaisquer L1−espaços E1, . . . , En.

Lema 3.3.28. [23, Corolário 4.4] Sejam E1, . . . , En L1-espaços e seja F um Lq-espaço,
1 ≤ q <∞. Então

L(E1, . . . , En;F ) = Πn
(r;p)(E1, . . . , En;F )

se

(a) q < 2, r ≥ q∗ e p = 2, onde 1
q
+ 1

q∗
= 1, ou

(b) q > 2, r ≥ q e p = 2, ou

(c) q = 2 e 1 ≤ p ≤ r ≤ 2.

Corolário 3.3.29. Sejam E1, . . . , En espaços L1 e seja F um Lq-espaço, 1 ≤ q < ∞.

Então para todos 0 < p1, q1 <∞, temos

ξm−mult
(p1;q1)

(E1 × · · · × Em;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

r
, 0

}
+max

{
1

p
− 1

q1
, 0

})m
k=1

se

(a) q < 2, r ≥ q∗ e p = 2, ou

(b) q > 2, r ≥ q e p = 2, ou

(c) q = 2 e 1 ≤ p ≤ r ≤ 2.

Os próximos lemas são resultados apresentados por Bayart, Pellegrino e Rueda

em [15].

Lema 3.3.30. [15, Teorema 3.1] Sejam r ≥ s ≥ 1 e p = min {s, 2} . Se L(2ℓ1, E;F ) =
Πm

(r;s)(
2ℓ1, E;F ), então L(mℓ1, . . . , ℓ1, E;F ) = Πm

(r;p)(ℓ1, . . . , ℓ1, E;F ) para qualquer m ≥
2.

Corolário 3.3.31. Sejam r ≥ s ≥ 1. Se L(2ℓ1, E;F ) = Πm
(r;s)(

2ℓ1, E;F ), então para

todos 0 < p1, q1 <∞,

ξm−mult
(p1;q1)

(ℓ1 × · · · × ℓ1 × E;F ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

r
, 0

}
+max

{
1

min {s, 2}
− 1

q1
, 0

})m
k=1

para qualquer m ≥ 2.

47



Lema 3.3.32. [15, Teorema 3.2] Sejam m ≥ 1, Z um espaço com cotipo 2. Então

L(m+1ℓ1, . . . , ℓ1, Z;K) = Πm
(1;1)(

m+1ℓ1, . . . , ℓ1, Z;K).

Corolário 3.3.33. Sejam m ≥ 1, Z um espaço com cotipo 2. Então para todos 0 <

p, q <∞,

ξm+1−mult
(p;q) (m+1ℓ1 × . . .× ℓ1 × Z;K) ≤

(
max

{
1

p
− 1, 0

}
+max

{
1− 1

q
, 0

})m+1

k=1

.

Lema 3.3.34. [15, Proposição 3.3] Seja m ≥ 1. Então para cada forma (m+1)-linear

em ℓ1 × ℓ2 × · · · × ℓ2 é
(

2m
m+1

, 1
)
-múltiplo somante, e esse valor é ótimo.

Corolário 3.3.35. Se m ≥ 1 então, para todos 0 < p, q <∞,

ξm+1−mult
(p;q) (m+1ℓ1 × ℓ2 . . .× ℓ2;K) ≤

(
max

{
1

p
− m+ 1

2m
, 0

}
+max

{
1− 1

q
, 0

})m+1

k=1

.

O resultado a seguir é devido a Botelho [19].

Lema 3.3.36. [15, Lema 4.6] Sejam Z1, . . . , Zm,W espaços de Banach.

(1) Assuma que cada Zi tem cotipo qi. Então L(Z1, . . . , Zm;W ) = Πabs
(r;1)(Z1, . . . , Zm;W )

desde que seja 1
r
≤
∑m

j+1
1
qj
.

(2) Assuma que W tem cotipo q. Então L(Z1, . . . , Zm;W ) = Πabs
(q;1)(Z1, . . . , Zm;W ).

Corolário 3.3.37. Sejam Z1, . . . , Zm,W espaços de Banach.

(1) Assuma que cada Zi tem cotipo qi. Então para todos 0 < p1, q1 <∞,

ξm−mult
(p1;q1)

(Z1 × . . .× Zm;W ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

r
, 0

}
+max

{
1− 1

q1
, 0

})m
k=1

.

desde que seja 1
r
≤
∑m

j+1
1
qj
.

(2) Assuma que W tem cotipo q. Então para todos 0 < p1, q1 <∞,

ξm−mult
(p1;q1)

(Z1 × . . .× Zm;W ) ≤
(
max

{
1

p1
− 1

q
, 0

}
+max

{
1− 1

q1
, 0

})m
k=1

.

Lema 3.3.38. [15, Corolário 4.8] Sejam m ≥ 1 e W um espaço de Banach com di-

mensão in�nita. Então para quaisquer espaços de Banach de dimensão in�nita Zj com

cotipo qZj
, para todos j = 2, . . . ,m, temos

L(ℓ2, Z2, . . . , Zm;W ) = Πm
(r;1)(ℓ2, Z2, . . . , Zm;W ) ⇔ 1

r
≤ 1

2
+

m∑
j=2

1

qZj

.
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Corolário 3.3.39. Sejam m ≥ 1 e W um espaço de Banach com dimensão in�nita.

Então para quaisquer espaços de Banach de dimensão in�nita Zj com cotipo qZj
, para

todos j = 2, . . . ,m, e para todos 0 < p, q <∞, temos

ξm−mult
(p;q) (ℓ2 × Z2 × · · · × Zm;W ) ≤

(
max

{
1

p
− 1

r
, 0

}
+max

{
1− 1

q
, 0

})m
k=1

,

sempre que 1
r
≤ 1

2
+
∑m

j=2
1
qZj
.

Lema 3.3.40. [15, Corolário 4.9] Sejam m ≥ p ≥ 2. Então L(mℓp;K) = Πm
(r;1)(

mℓp;K)

se, e somente se, r ≥ p
m
.

Corolário 3.3.41. Sejam m ≥ p ≥ 2. Se r ≥ p
m
, então para todos 0 < p1, q1 < ∞,

temos

ξm−mult
(p;q) (ℓp × · · · × ℓp;K) ≤

(
max

{
1

p
− 1

r
, 0

}
+max

{
1− 1

q
, 0

})m
k=1

.

Lema 3.3.42. [15, Corolário 4.10] Sejam m ≥ 1 e Z um espaço de Banach sem cotipo

�nito. Então

L(Z, . . . , Z;K) = Πm
(r;1)(Z, . . . , Z;K)

se,e somente se, r ≥ 1. Além disso, o resultado é ótimo no seguinte sentido: se Z é

qualquer espaço de Banach com cotipo �nito q, então para qualquer 0 < r < 1

L(Z, . . . , Z;K) = Πm
(r;1)(Z, . . . , Z;K).

Corolário 3.3.43. Sejam m ≥ 1 e Z um espaço de Banach sem cotipo �nito. Então

para todos 0 < p, q <∞,

ξm−mult
(p;q) (Z × · · · × Z;K) ≤

(
max

{
1

p
− 1

r
, 0

}
+max

{
1− 1

q
, 0

})m
k=1

se

(a) Z não tem cotipo �nito e r ≥ 1, ou

(b) Z tem cotipo �nito q e 0 < r < 1.

3.4 Situações de coincidência em espaços de Banach

com cotipo �nito

Se necessário, vide o capítulo preliminar para recordar a noção de cotipo.

Para obter algumas estimativas dos índices de somabilidade, precisamos do teo-

rema de coincidência seguinte, que foi inspirado em [2,9] e, sob certas hipóteses, estende

o Teorema 1.2.8. Com essa �nalidade, usaremos a notação

p∗ = (p∗1, . . . , p
∗
m), onde p

∗
i =

pi
pi − 1

, i = 1, . . . ,m é o conjugado de pi.
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Teorema 3.4.1. Dado p ∈ [2,+∞]m sejam E1, ..., Em, F espaços de Banach de di-

mensão in�nita e suponhamos que F tem cotipo �nito cot(F ) tal que
∣∣∣ 1p∣∣∣ < 1

cot(F )
.

Então

(i) para r > 0, tem-se

1

r
≤ 1

cot(F )
−
∣∣∣∣1p
∣∣∣∣ ⇔ L (E1, ..., Em;F ) = Πm

(r,p∗) (E1, ..., Em;F ) .

(ii) para r ≥ 1, tem-se

1

r
≤ 1

cot(F )
−
∣∣∣∣1p
∣∣∣∣ ⇒ L (E1, ..., Em;F ) = Πm

(s,q) (E1, ..., Em;F )

para todos s, q ∈ [2,+∞]m tais que qk ≥ p∗k,
1
sk

−
∣∣∣ 1q ∣∣∣≥k = 1

r
−
∣∣∣ 1
p∗

∣∣∣ , k = 1, . . . ,m, e

1
r
−
∣∣∣ 1
p∗

∣∣∣+ ∣∣∣ 1q ∣∣∣ > 0.

Demonstração.

(i) O Teorema 1.5 de [2] a�rma que, se p ∈ [2,∞] e F tem dimensão in�nita e cotipo

�nito cot (F ) satisfazendo a desigualdade
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < 1

cot(F )
, então existe uma constante

Cp ≥ 1 tal que

1

r
≤ 1

cot(F )
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣⇔

(
∞∑

k1,...,km=1

∥A(ek1 , ..., ekm)∥t
) 1

t

≤ Cp ∥A∥

para todo operador m-linear contínuo A : ℓp1 × · · · × ℓpm → F, e sabemos que essa

última desigualdade é equivalente a a�rmar que (veja [25, p. 308] ou o Teorema 3.7.3)

L (E1, ..., Em;F ) = Πmult
(r,p∗) (E1, ..., Em;F ) ,

concluindo assim a prova do item (i).

(ii) Segue do item (i) que 1
r
≤ 1

cot(F )
−
∣∣∣ 1p∣∣∣ ⇒ L (E1, ..., Em;F ) = Πmult

(r,p∗) (E1, ..., Em;F )

e, uma vez que r ≥ 1, aplicamos o Teorema 3 de [5] para obter

Πmult
(r,p∗) (E1, ..., Em;F ) ⊂ Πmult

(s,q) (E1, ..., Em;F ) ,

para todos s,q ∈ [2,+∞]m tais que

qk ≥ p∗k,
1

sk
−
∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣
≥k

=
1

r
−
∣∣∣∣ 1p∗

∣∣∣∣ , k = 1, . . . ,m, e
1

r
−
∣∣∣∣ 1p∗

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣ > 0.

Daí,

Πmult
(s,q) (E1, ..., Em;F ) = L (E1, ..., Em;F )

e, portanto,

1

r
≤ 1

cot(F )
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ⇒ L (E1, ..., Em;F ) = Πmult

(s,q) (E1, ..., Em;F ) .
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Sob as mesmas condições do Teorema 3.4.1, o corolário abaixo, por sua vez, es-

tende o Corolário 1.2.9 ao âmbito dos operadores multilineares múltiplo (p;q)−somantes.

Corolário 3.4.2. Sejam s ∈ [2,+∞]m e E1, ..., Em, F espaços de Banach com dimen-

são in�nita, e suponha que F tem cotipo �nito cot(F ) tal que
∣∣1
s

∣∣ < 1
cot(F )

.

(i) Se t > 0 e 1
t
≤ 1

cot(F )
−
∣∣1
s

∣∣ então
ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

p
− 1

t
, 0

}
+max

{
1

s∗k
− 1

qk
, 0

})m
k=1

para todos p, qk ∈ (0,∞), k = 1, . . . ,m.

(ii) Se t ≥ 1 e 1
t
≤ 1

cot(F )
−
∣∣1
s

∣∣ então
ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

pk
− 1

t̂k
, 0

}
+max

{
1

s∗k
− 1

qk
, 0

})m
k=1

para todos pk, qk ∈ (0,∞), k = 1, . . . ,m, e todos os t̂, ŝ ∈ [2,+∞]m tais que ŝk ≥
s∗k,

1
t̂k
−
∣∣1
ŝ

∣∣
≥k =

1
t
−
∣∣ 1
s∗

∣∣ , k = 1, . . . ,m e 1
t
−
∣∣ 1
s∗

∣∣+ ∣∣1
ŝ

∣∣ > 0.

Demonstração. Segue imediatamente dos Teoremas 3.4.1 e 3.3.3.

3.5 Situações de coincidência mediante desigualdades

de Hardy�Littlewood

Nesta seção, apresentamos uma abordagem anisotrópica das desigualdades de

Hardy�Littlewood, por meio das quais é possível estabelecer situações de coincidência

e, assim, obter novas estimativas superiores para o índice.

O teorema abaixo descreve as desigualdades clássicas de Hardy�Littlewood que,

para sermos mais precisos, podemos chamá-las de desigualdades clássicas de Bohnen-

blust, Dimant, Hardy, Hille, Littlewood, Praciano-Pereira e Sevilla-Peris:

Teorema 3.5.1. Seja m ≥ 2 um inteiro positivo e p = (p1, . . . , pm) ∈ (1,∞]m com

0 ≤
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < 1. Então existem constantes CK

m,p ≥ 1 tais que

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
2m

m+1−2| 1p |
)m+1−2| 1p |

2m

≤ CK
m,p ∥T∥ se 0 ≤

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ≤ 1

2
, (3.12)

(
n∑

j1,...,jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
1

1−| 1p |
)1−| 1p |

≤ CK
m,p ∥T∥ se

1

2
≤
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ < 1, (3.13)

para toda forma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e todo inteiro positivo n.
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O resultado abaixo fornece uma versão anisotrópica para as desigualdades clás-

sicas de Hardy�Littlewood que nos permite obter situações de coincidência para o

conjunto dos operadores multilineares e múltiplo somantes.

Corolário 3.5.2. Seja m ≥ 2 um inteiro positivo e p = (p1, . . . , pm) ∈ (1,∞]m com

0 ≤
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < 1. Então existem constantes CK

m,p ≥ 1 tais que

 n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
tm

) tm−1
tm

· · ·


t1
t2


1
t2

≤ CK
m,p ∥T∥ se 0 ≤

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ≤ 1

2
,

(3.14)

∀ti ≥
2m

m+ 1− 2
∣∣∣ 1p ∣∣∣ , n∑

j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
tm

) tm−1
tm

· · ·


t1
t2


1
t2

≤ CK
m,p ∥T∥ se

1

2
≤
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ < 1,

(3.15)

∀ti ≥
1

1−
∣∣∣ 1p ∣∣∣ ,

para toda foma m-linear T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K e todo inteiro positivo n.

Demonstração. As demonstrações de ambas as desigualdades são idênticas, pelo que

provaremos apenas a primeira delas. Para simpli�car, escrevamos ρ = 2m

m+1−2| 1p |
. Assim
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temos ti ≥ ρ e ∥ · ∥ti ≤ ∥ · ∥ρ, i = 1, . . . ,m, e, desse modo, valem as desigualdades∑n
j1=1

(
· · ·
(∑n

jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|
tm
) tm−1

tm · · ·

) t1
t2


1
t2

∥·∥tm≤∥·∥ρ
≤

∑n
j1=1

(
· · ·
(∑n

jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|
ρ
) tm−1

ρ · · ·

) t1
t2


1
t2

∥·∥tm−1≤∥·∥ρ
≤

∑n
j1=1

· · ·
(∑n

jm−1=1

(∑n
jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|

ρ
) ρ

ρ

) tm−2
ρ

· · ·


t1
t2


1
t2

...

∥·∥t2≤∥·∥ρ
≤

∑n
j1=1

(
· · ·
(∑n

jm−1=1

(∑n
jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|

ρ
) ρ

ρ

) ρ
ρ

· · ·

) t1
ρ


1
t2

∥·∥t2≤∥·∥ρ
≤

∑n
j1=1

(
· · ·
(∑n

jm−1=1

(∑n
jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|

ρ
) ρ

ρ

) ρ
ρ

· · ·

) ρ
ρ

 1
ρ

=
(∑n

j1,...,jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|
ρ
) 1

ρ

(3.12)

≤ CK
m,p ∥T∥

como queríamos demonstrar.

Utilizando um raciocínio análogo ao da demonstração anterior, e de posse do

teorema de inclusão (ver [5, Teorema 3]) apresentado por Albuquerque e Rezende, é

possível obter o seguinte exemplo de inclusão:

Exemplo 3.5.3 (Inclusão). Sejam m um inteiro positivo, r ≥ 1, s,p, q ∈ [1,∞)m e

r ∈ (0,∞)m tais que qk ≥ pk, r ≥ rk para k = 1, . . . ,m e

1

r
−
∣∣∣∣1p
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1q

∣∣∣∣ > 0.

Então

Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Πm

(s;q)(X1, . . . , Xm;Y ),

para quaisquer espaços de Banach X1, . . . , Xm e Y, com

1

sk
−
∣∣∣∣1q
∣∣∣∣
≥k

=
1

r
−
∣∣∣∣1p
∣∣∣∣
≥k
,

para cada k ∈ {1, . . . ,m}, e o operador inclusão tem norma 1.
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Demonstração. Seja T ∈ Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ), isto é, T tal que ∞∑

j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥rm)

rm−1
rm


rm−3
rm−2

· · ·


r1
r2


1
r1

≤ C
m∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)jk

)∞
jk=1

∥∥∥∥
ω,pk

para todos
(
x
(k)
jk

)∞
jk=1

∈ ℓωpk(Xk). Como r ≥ rk implica ∥ · ∥r ≤ ∥ · ∥rk , k = 1, . . . ,m,

temos(
∞∑

j1,...,jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥r) 1

r

=

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥r) r

r

 r
r

· · ·


r
r


1
r

≤

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥rm) r

rm

 r
r

· · ·


r
r


1
r

≤

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥rm)

rm−1
rm


r

rm−2

· · ·


r
r


1
r

...

≤

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥rm)

rm−1
rm


rm−3
rm−2

· · ·


r1
r2


1
r1

≤ C
m∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)jk

)∞
jk=1

∥∥∥∥
ω,pk

ou seja, (
∞∑

j1,...,jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥r) 1

r

≤ C
m∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)jk

)∞
jk=1

∥∥∥∥
ω,pk

par todos
(
x
(k)
jk

)∞
jk=1

∈ ℓωpk(Xk). Em outras palavras, T ∈ Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ) implica

T ∈ Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ), ou ainda,

Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Πm

(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ).
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Uma vez que, por [5, Teorema 3], vale a inclusão

Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Πmult

(s,q) (E1, ..., Em;F ) ,

para quaisquer espaços de Banach X1, . . . , Xm e Y, com

1

sk
−
∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣
≥k

=
1

r
−
∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣
≥k
,

para cada k ∈ {1, . . . ,m} e, neste caso, a constante C é preservada (veja a demonstra-

ção de [5, Teorema 3]), isto é, vale a desigualdade

 ∞∑
j1=1

· · ·

 ∞∑
jm−1=1

(
∞∑

jm=1

∥∥∥T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∥∥∥sm)

sm−1
sm


sm−3
sm−2

· · ·


r1
s2


1
s1

≤ C
m∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)jk

)∞
jk=1

∥∥∥∥
ω,qk

.

Portanto, obtemos

Πm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ Πm

(s;q)(X1, . . . , Xm;Y )

e, desde que a constante C acima é preservada, o operador inclusão deΠm
(r;p)(X1, . . . , Xm;Y )

em Πm
(s;q)(X1, . . . , Xm;Y ) tem norma 1, e isso �naliza a demonstração.

O próximo resultado é uma situação de coincidência que estende a implicação

direta do Teorema 3.2 de Araújo e Pellegrino � ver [9], aos operadores multilineares

múltiplo somantes.

Teorema 3.5.4. Sejam m ≥ 2 e t̂i ∈
[

2m
m+1

,∞
)
, i = 1, . . . ,m. Então

L(E1, . . . , Em;K) = Πm
(t,s) (E1, ..., Em;K)

sempre que

(i) si ≤ ŝi :=
2mt̂i

mt̂i+2m−t̂i
e ti ≥ 2m

m+1−2| 1
ŝ∗ |

= m

| 1
t̂
| , se t̂i ∈

[
2m
m+1

, 2
]
;

(ii) si ≤ ŝi :=
mt̂i

mt̂i+1−t̂i
e ti ≥ 1

1−| 1
ŝ∗ |

= m

| 1
t̂
| , se t̂i ∈ (2,∞) .

Demonstração. Prova do item (i).

Para cada p ≥ 1, escrevamos Xp = ℓp e X∞ = c0. Consideremos o conjugado de

cada ŝi =
2mt̂i

mt̂i+2m−t̂i
, a saber,

ŝ∗i =
2mt̂i

t̂i +mt̂i − 2m
, i = 1 . . . ,m.
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Como t̂i ∈
[

2m
m+1

, 2
]
, segue-se que ŝ∗i ∈ [2m,∞], e consequentemente

0 ≤
∣∣∣∣ 1ŝ∗
∣∣∣∣ ≤ 1

2
.

Assim, para todos os ti, i = 1, . . . ,m, tais que

ti ≥
2m

m+ 1− 2m
∣∣ 1
ŝ∗

∣∣ ,
a desigualdade (3.14) do Corolário 3.5.2 garante a existência de uma constante C ≥ 1

tal que

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

|A(ej1 , . . . , ejm)|
tm

) tm−1
tm

· · ·


t1
t2


1
t2

≤ C ∥A∥ (3.16)

para toda forma m−linear contínua A : Xŝ∗1
× · · · × Xŝ∗m → K. Agora, dados T ∈

L(E1, . . . , Em;K) e (x
(k)
j )∞j=1 ∈ ℓωsk(Ek), vamos usar um argumento clássico (vide [2])

para generalizar o resultado, isto é, para trocar os Xŝ∗k
por espaços de Banach arbi-

trários. Com efeito, a Proposição 2.2 de [24] nos fornece operadores lineares contínuos

uk : Xŝ∗k
→ Ek tais que uk(ejk) = x

(k)
jk

e

∥uk∥ =
∥∥∥(x(k)j )∞j=1

∥∥∥
ω,ŝk

com k = 1, . . . ,m. Desse modo, o operador S : Xŝ∗1
× · · · ×Xŝ∗1

→ K de�nido por

S(y1, . . . , ym) = T (u1(y1), . . . , um(ym))

é m−linear, contínuo e satisfaz

∥S∥ ≤ ∥T∥
m∏
k=1

∥uk∥ = ∥T∥
m∏
k=1

∥∥∥(x(k)j )∞j=1

∥∥∥
ω,ŝk

.

Como S(ej1 , . . . , ejm) = T (x
(1)
j1
, . . . , x

(m)
jm

), temos ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∣∣∣T (x(1)j1 , . . . , x(m)
jm

)
∣∣∣tm)

tm−1
tm

· · ·


t1
t2


1
t2

=

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

|S(ej1 , . . . , ejm)|
tm

) tm−1
tm

· · ·


t1
t2


1
t2

(3.16)

≤

C∥S∥ ≤ C∥T∥
m∏
k=1

∥∥∥(x(k)j )∞j=1

∥∥∥
ω,ŝk

.
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Essa última desigualdade prova que, para todos m ≥ 2, t̂i ∈
[

2m
m+1

, 2
]
e ti ≥ 2m

m+1−2m| 1
ŝ∗ |

tem-se

L(E1, . . . , Em;K) = Πmult
(t,ŝ) (E1, ..., Em;K)

Desde que

Πmult
(t,ŝ) (E1, ..., Em;K) ⊂ Πmult

(t,s) (E1, ..., Em;K)

sempre que sk ≤ ŝk =
2mtk

mtk+2m−tk
, k = 1, . . . ,m, o item (i) está demonstrado.

Prova do item (ii).

Analogamente à prova do item (i), para t̂i ∈ (2,∞) , obtemos

ŝ∗i :=

(
mt̂k

mt̂k + 1− t̂k

)∗

=
mt̂k

t̂k − 1
∈ (m, 2m),

consequentemente
1

2
<

∣∣∣∣ 1ŝ∗
∣∣∣∣ < 1.

Assim, basta aplicar a desigualdade (3.15) do Corolário 3.5.2 para todos os

ti ≥
1

1−
∣∣ 1
ŝ∗

∣∣ , i = 1, . . . ,m.

O restante da prova é idêntico à prova do item (i).

Finalmente, reunimos no corolário abaixo as hipóteses necessárias à obtenção de

estimativas superiores do índice.

Corolário 3.5.5. Sejam 1 ≤ pk, qk <∞, k = 1, . . . ,m,m ≥ 2 e E1, . . . , Em espaços de

Banach. Então

ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ) ≤

(
max

{
1

pk
− 1

tk
, 0

}
+max

{
1

sk
− 1

qk
, 0

})m
k=1

para todos os

(i) sk ≤ 2mt̂k
mt̂k+2m−t̂k

e tk ≥ m

| 1
t̂
| , se t̂k ∈

[
2m
m+1

, 2
]
;

(ii) sk ≤ mt̂k
mt̂k+1−t̂k

e tk ≥ m

| 1
t̂
| , se t̂k ∈ (2,∞) .

Demonstração. Segue imediatamente dos Teoremas 3.5.4 e 3.3.3.

3.6 Estimativas inferiores para o índice de somabili-

dade

Iniciamos esta seção observando que a função α de�nida no Lema 1.2.10 pode ser

escrita como

α(p) = max

{
1

2
− 1

p
, 0

}
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para todo p ∈ [1,∞] . A partir do referido lema ser-nos-á possível obter majorações

inferiores conforme exibido nos próximo resultados.

Proposição 3.6.1. Sejam 0 < qk, pk <∞. Então∣∣∣∣1p
∣∣∣∣− 1

2
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

rk
, 0

}
≤ ηm−mult

(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ;K)

para todo rk ≥ 1, k = 1, . . . ,m.

Demonstração. Pelo Lema 1.2.10 existe um operador A : ℓnr1 × · · · × ℓnrm → C de forma

que

A(z(1), . . . , z(m)) =
n∑

i1,...,im=1

±z(1)i1
· · · z(m)

im

com

∥A∥ ≤ Cmn
1
2
+
∑m

k=1 α(rk).

Observe que, sendo e(j) o vetor canônico com j−ésima coordenada igual a 1 e e(j)ij a

ij−ésima coordenada de e(j), temos e(j)ij = 1, se j = ij, e e
(j)
ij

= 0, caso contrário. Desse

modo, tomando n ≥ m,

∣∣A(e(1), . . . , e(m))
∣∣ = ∣∣∣∣∣

n∑
i1,...,im=1

±e(1)i1 · · · e(m)
im

∣∣∣∣∣ = 1

quando tivermos simultaneamente i1 = 1, . . . , im = m, caso contrário, temos

A(e(1), . . . , e(m)) = 0.

Além disso, escrevendo e(k) := e(jk), k = 1, . . . ,m, obtemos por indução

n1∑
j1=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣ = n1 · 1 = n1,

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣ = n1n2,

...
n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣ = n1 · · ·nm,
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bem como (
nm∑
jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) 1

pm

= (nm · 1pm)
1

pm = n
1

pm
m ,

 nm−1∑
jm−1=1

(
nm∑
jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm


1

pm−1

=

 nm−1∑
jm−1=1

(nm · 1pm)
pm−1
pm

 1
pm−1

=

(
nm−1n

pm−1
pm

m

) 1
pm−1

= n
1

pm−1

m−1 n
1

pm
m ,

... n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= n
1
p1
1 · · ·n

1
pm
m .

Em particular, quando n1 = · · · = nm = n, tem-se n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= n
1
p1

+···+ 1
pm . (3.17)

Pelo Teorema 3.3.1 (ver demonstração), existem s1, . . . , sm tais que n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥A∥ns11 · · ·nsmm
m∏
k=1

∥e(k)∥w,qk

(3.18)

= ∥A∥ns11 · · ·nsmm

e, tendo em vista a observação 3.2.3, podemos escrever n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥A∥ninf s1
1 · · ·ninf sm

m ,

onde cada si satisfaz 3.18. Em particular, quando n1 = · · · = nm = n, tem-se n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

∣∣A(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥A∥n
∑m

k=1 inf sk (3.19)

Observe, ainda, que o conjunto Ŝ dos ŝ =
∑m

k=1 ŝk, tais que ŝk satisfaz (3.1) para

todo T ∈ L (E1 × · · · × Em;K) e todos os inteiros positivos nk, k = 1, . . . ,m, está
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contido no conjunto S dos s =
∑m

i=1 si tais que si satisfaz (3.18) para todos os inteiros

positivos nk (nesse último caso o operador T := A está �xo). Então, uma vez que

sk, ŝk ≥ 0, k = 1, . . . ,m e em vista da igualdade (3.2), podemos escrever

m∑
i=k

inf sk = inf S

≤ inf Ŝ

=
m∑
i=k

inf ŝk

:= ηm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ;K) . (3.20)

Por outro lado, juntando a igualdade (3.17) com a desigualdade (3.19) e com o Lema

1.2.10, obtemos

n
1
p1

+···+ 1
pm ≤ Cmn

1
2
+
∑m

k=1 α(rk)n
∑m

k=1 inf sk

para todo inteiro positivo n ≥ m. Uma vez que Cm e os exponentes em ambos os lados

da desigualdade acima não dependem de n, temos∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣− 1

2
−

m∑
k=1

α(rk) ≤
m∑
k=1

inf sk

que, juntamente com a desigualdade (3.20), resulta em∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣− 1

2
−

m∑
k=1

α(rk) ≤ ηm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ;K) .

Corolário 3.6.2. Sejam 0 < qk, pk <∞. Então

1

p1
− 1 +

∣∣∣∣1r
∣∣∣∣ ≤ ηn−mult(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrn ;K)

para todos os rk, k = 1, . . . , n, tais que
∣∣1
r

∣∣ ≤ 1.

Demonstração. Escrevamos e(jk) para denotar o vetor canônico cuja única coordenada

não nula é a jk−ésima, e e(jk)i para indicar a i−ésima coordenada de e(jk). Nesses

termos, considerando um operador S : ℓnr1 × · · · × ℓnrn → K de�nido por

S(x(1), . . . , x(n)) =
n∑
i=1

x
(1)
i · · ·x(n)i ,

temos S(e(j1), . . . , e(jn)) =
∑n

i=1 e
(j1)
i · · · e(jn)i = 1 quando j1 = · · · = jn = i, caso

contrário tem-se S(e(j1), . . . , x(jn)) = 0. Desse modo, se �xarmos algum ji ∈ {1, . . . , n},
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digamos j1 = 1, obtemos

n∑
j2=1

n∑
j3=1

· · ·
n∑

jm=1

S(e(1), e(j2), . . . , e(jn)) =
n∑

j2=1

n∑
j3=1

· · ·
n∑

jm=1

n∑
i=1

e
(1)
i e

(j2)
i · · · e(jn)i

= e
(1)
1 e

(1)
1 · · · e(1)1

= 1.

Assim, (vide caso particular no Apêndice B)(∑n
j1=1

(
· · ·
(∑n

jn=1

∣∣S(e(j1), . . . , e(jn))∣∣pn) pn−1
pn · · ·

) p1
p2

) 1
p1

=

[∑n
j2=1

(
· · ·
(∑n

jn=1

∣∣S(e(1), e(j2), . . . , e(jn))∣∣pn) pn−1
pn · · ·

) p1
p2

+

∑n
j2=1

(
· · ·
(∑n

jn=1

∣∣S(e(2), e(j2), . . . , e(jn))∣∣pn) pn−1
pn · · ·

) p1
p2

+ · · ·

· · ·+
∑n

j2=1

(
· · ·
(∑n

jn=1

∣∣S(e(n), e(j2), . . . , e(jn))∣∣pn) pn−1
pn · · ·

) p1
p2

] 1
p1

= [1 + · · ·+ 1]
1
p1 = n

1
p1

isto é, n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

∣∣S(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= [1 + · · ·+ 1]
1
p1 = n

1
p1 .

(3.21)

Por outro lado, sendo
∣∣1
r

∣∣ ≤ 1, podemos estimar a norma de S utilizando a desigualdade

de Hölder generalizada. Com efeito, tomando x(i) ∈ Bℓri
, i = 1, . . . , n, temos

∣∣S(x(1), . . . , x(n))∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x
(1)
i . . . x

(n)
i

∣∣∣∣∣
≤

(
n∑
i=1

∣∣∣x(1)i ∣∣∣r1
) 1

r1

· · ·

(
n∑
i=1

∣∣∣x(n)i

∣∣∣rn) 1
rn

·

(
n∑
i=1

1

)1−
(

1
r1

+···+ 1
rm

)

= 1 · · · 1 · n1−
(

1
p1

+···+ 1
rn

)
= n1−| 1r |,

de onde concluímos que

∥S∥ ≤ n1−| 1r |.

Então, usando o mesmo argumento da prova anterior, obtemos

n
1
p1 ≤ ∥S∥n

∑n
k=1 inf sk

≤ n1−| 1r |n
∑n

k=1 inf sk
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e, consequentemente,

1

p1
− 1 +

∣∣∣∣1r
∣∣∣∣ ≤ ηn−mult(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrn ;K) .

A seguinte versão vetorial do Lema 1.2.10, cuja aplicação m−linear nele de�nida

assume valores vetoriais, é útil no que se refere a obtenção de estimativas inferiores

para o índice de somabilidade.

Lema 3.6.3 (Albuquerque et al. [3]). Sejam m,n ≥ 1, s, p1, . . . , pm ∈ [1,+∞] e, para

p ≥ 1, seja

α(p) =

{
1
2
− 1

p
se p ≥ 2

0 caso contrário.

Então existe uma aplicação m-linear A : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → ℓns de modo que

A(z(1), . . . , z(m)) =
n∑

i1,...,im=1

±z(1)i1
· · · z(m)

im
eim+1

e vale a desigualdade

∥A∥ ≤ Cmn
1
2
+
∑m

k=1 α(pk)+α(s
∗).

Proposição 3.6.4. Sejam 0 < qk, pk <∞. Então∣∣∣∣1p
∣∣∣∣− 1

r
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

rk
, 0

}
≤ ηm−mult

(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; ℓr)

para todos r, rk ≥ 1, k = 1, . . . ,m.

Demonstração. Basta trocar o Lema 1.2.10 pelo Lema 3.6.3 na demonstração da Pro-

posição 3.6.1.

O Teorema abaixo foi extraído de [42]; trata-se de um resultado mais geral do

que a desigualdade de Kahane - Salem - Zygmund enunciada no Lema 1.2.10, que uti-

lizamos para melhorar a estimativa inferior para o índice de somabilidade apresentada

na Proposição 3.6.1.

Teorema 3.6.5 (Pellegrino, Serrano-Rodríguez, Silva, [42]). Sejam m,n inteiros po-

sitivos e p1, . . . , pm ∈ [1,+∞]. Então existem uma constante universal C (que de-

pende apenas de m), uma escolha de sinais 1 e −1 e uma forma m−linear Am,n :

ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K do tipo

Am,n(z
(1), . . . , z(m)) =

n∑
j1,...,jm=1

±z(1)j1
· · · z(m)

jm
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tais que

∥Am,n∥ ≤ Cn

1

min1≤k≤m{max{2,p∗
k}}

+
∑m

k=1 max
{

1
2
− 1

pk
,0
}
.

Vejamos que a estimativa inferior decorrente do Teorema 3.6.5, a qual enunciamos

na proposição seguinte, melhora a estimativa fornecida pela Proposição 3.6.1, pois, uma

vez que max {2, p∗k} ≥ 2, k = 1, . . . ,m, temos

1

min1≤k≤m {max {2, p∗k}}
≤ 1

2
.

Proposição 3.6.6. Sejam 0 < qk, pk <∞. Então∣∣∣∣1p
∣∣∣∣− 1

min1≤k≤m {max {2, r∗k}}
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

rk
, 0

}
≤ ηm−mult

(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ;K)

para todos r1 . . . , rm ∈ [1,+∞].

Demonstração. Pelo Teorema 3.6.5 existe um operador Am,n : ℓnr1 × · · · × ℓnrm → K do

tipo

Am,n(z
(1), . . . , z(m)) =

n∑
i1,...,im=1

±z(1)i1
· · · z(m)

im

e tal que

∥Am,n∥ ≤ Cn

1

min1≤k≤m{max{2,r∗
k}}

+
∑m

k=1 max
{

1
2
− 1

rk
,0
}
.

Repetindo o argumento utilizado na demonstração da Proposição 3.6.1, obtemos n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

∣∣Am,n(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= n
1
p1

+···+ 1
pm . (3.22)

Da mesma forma, o Teorema 3.3.1 garante a existência de s1, . . . , sm para os quais vale

a desigualdade n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∣∣Am,n(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥A∥ns11 · · ·nsmm (3.23)

o que também, em vista da observação 3.2.3, permite-nos escrever n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∣∣Am,n(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥A∥ninf s1
1 · · ·ninf sm

m ,

onde cada si satisfaz 3.23. Em particular, sempre que n1 = · · · = nm = n, obtemos
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 n∑
j1=1

· · ·

(
n∑

jm=1

∣∣Am,n(e(j1), . . . , e(jm))
∣∣pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ ∥A∥n
∑m

k=1 inf sk . (3.24)

De forma idêntica à demonstração da Proposição 3.6.1, juntamos (3.22), (3.24) e o

Teorema 3.6.5, para obter a desigualdade

n
1
p1

+···+ 1
pm ≤ Cn

1

min1≤k≤m{max{2,r∗
k}}

+
∑m

k=1 max
{

1
2
− 1

rk
,0
}
n
∑m

k=1 inf sk

para todo inteiro positivo n, bem como a desigualdade requerida∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣− 1

min1≤k≤m {max {2, r∗k}}
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

rk
, 0

}
≤ ηm−mult

(p;q) (ℓr1 ,× · · · × ℓrm ;K) ,

pois também C e os expoentes de ambos os lados da penúltima desigualdade acima

não dependem de n.

O teorema abaixo, devido a N. Albuquerque e L. Rezende, fornece uma ferramenta

para obtenção de estimativas inferiores.

Teorema 3.6.7. [5, Teorema 4.4] Sejam m ≥ 2 um inteiro, q := (q1, . . . , qm) ∈
[1,+∞]m tal que

∣∣∣ 1q∣∣∣ ≤ 1
2
e seja também sk, pk ∈ (0,∞), para k = 1, . . . ,m. Suponha

que exista DK
m,bmp,q ≥ 1 tal que n1∑

j1=1

. . .( nm∑
jm=1

|T (ej1 , . . . , ejm)|
pm

) pm−1
pm

. . .


p1
p2


1
p1

≤ DK
m,bmp,qn

s1
1 · · ·nsmm ∥T∥,

para todos operadores m-lineares limitados T : ℓn1
q1
×· · ·× ℓnm

qm → K e quaisquer inteiros

positivos n1, . . . , nm. Então, para todo I ⊂ {1, . . . ,m},

∑
j∈I

sj ≥ max

{∑
j∈I

1

pj
− card I + 1

2
+
∑
j∈I

1

qj
, 0

}
.

Corolário 3.6.8. Sejam m ≥ 2 um inteiro positivo, q := (q1, . . . , qm) ∈ [1, +∞]m tal

que
∣∣∣ 1q ∣∣∣ ≤ 1

2
e seja também pk ∈ (0,∞), para k = 1, . . . ,m. Então

ξm−mult
(p;q∗) (E1 × · · · × Em;F )

≥
(
max

{
1
p1

− 1 + 1
q1
, 0
}
,max

{
1
p2

− 1 + 1
q2
, 0
}
, . . . ,max

{
1
pm

− 1 + 1
qm
, 0
})
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Demonstração. Basta tomarmos I = {k} no teorema acima, para obtermos

sk ≥ max

{
1

pk
− 1 +

1

qk
, 0

}
,

para cada k = 1, . . . ,m.

3.7 Índices de somabilidade ótimos

A seguir, apresentamos algumas condições em que o Corolário 3.5.5 não pode ser

melhorado, isto é, condições em que ocorre a otimalidade do índice. O corolário abaixo

estende a Proposição 1.2.11.

Corolário 3.7.1.

(a) Se 2m
m+1

≤ pk ≤ 2 e 2mpk
mpk+2m−pk

≤ qk ≤ 2, k = 1, . . . ,m e m ≥ 2, então

ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
=

∣∣∣∣1p
∣∣∣∣− ∣∣∣∣1q

∣∣∣∣+ m− 1

2
.

(b) Se p1 = min {pk} é tal que 2 < p1 <∞ e mp1
mp1+1−p1 ≤ qk, com

∣∣∣ 1
q∗

∣∣∣ ≤ 1, k = 1, . . . ,m

e m ≥ 2, então

ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
= m− 1 +

1

p1
−
∣∣∣∣1q
∣∣∣∣ .

Demonstração. (a) Tomando tk = pk e sk = 2mpk
mpk+2m−pk

no item (i) do Corolário

3.5.5, obtemos

ξm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
≤
(
max

{
1

pk
− 1

pk
, 0

}
+max

{
mpk + 2m− pk

2mpk
− 1

qk
, 0

})m
k=1

e, uma vez que 2mk

mpk+2m−pk
≤ qk, podemos escrever

ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
≤

m∑
k=1

(
1

2
+

1

pk
− 1

2m
− 1

qk

)
=

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣− ∣∣∣∣ 1q

∣∣∣∣+ m− 1

2
.

Por outro lado, a Proposição 3.6.1, bem como a Proposição 3.6.6 (nessa, a desi-

gualdade qk ≤ 2 nos fornece 1
min{max{2,qk}}

= 1
2
) dá-nos∣∣∣∣ 1p

∣∣∣∣− 1

2
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

q∗k
, 0

}
≤ ηm−mult

(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
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e, sendo q∗ ≥ 2 (pois qk ≤ 2), temos∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣− 1

2
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

q∗k
, 0

}
=

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣− ∣∣∣∣ 1q

∣∣∣∣+ m− 1

2
,

concluindo assim a prova do item (a).

(b) Semelhantemente, tomando tk = p1 e sk = mp1
mp1+1−p1 no item (ii) do Corolário

3.5.5, obtemos

ξm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
≤
(
max

{
1

pk
− 1

p1
, 0

}
+max

{
mp1 + 1− p1

mp1
− 1

qk
, 0

})m
k=1

e, desde que são p1 = min {pk} e mp1
mp1+1−p1 ≤ qk, tem-se

ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
≤

m∑
k=1

(
1 +

1

mp1
− 1

m
− 1

qk

)
= m− 1 +

1

p1
−
∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣ .

Por outro lado, sendo
∣∣∣ 1
q∗

∣∣∣ ≤ 1, o Corolário 3.6.2 dá-nos

1

p1
− 1 +

∣∣∣∣ 1q∗

∣∣∣∣ ≤ ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
.

Uma vez que
1

p1
− 1 +

∣∣∣∣ 1q∗

∣∣∣∣ = m− 1 +
1

p1
−
∣∣∣∣ 1q
∣∣∣∣ ,

está demonstrado o item (b).

A Proposição a seguir estende a Proposição 1.2.12.

Proposição 3.7.2. Sejam 0 < qk, pk <∞ e 1 ≤ rk ≤ ∞, k = 1, . . . ,m. Então∣∣∣∣1p
∣∣∣∣ ≤ ηm−mult

(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; c0) .

Em particular, se pk ≤ qk ≤ 2, obtemos

ηm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; c0) =

∣∣∣∣1p
∣∣∣∣ .

Demonstração. Considere T ∈ L(ℓr1 , . . . , ℓrm ; c0) de�nido por

T
(
x(1), . . . , x(m)

)
=
(
x
(1)
j1

· · ·x(m)
jm

)n
j1,...,jm=1

.
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Observe que ∥T∥ = 1 e, de forma análoga a (3.17), obtemos n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥∥T (e(j1), . . . , e(jm))
∥∥pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p2

= n
1
p1
1 · · ·n

1
pm
m .

Por outro lado, sejam s1, . . . , sm tais que n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥∥T (e(j1), . . . , e(jm))
∥∥pm) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p2

≤ ∥T∥ns11 · · ·nsmm
m∏
k=1

∥e(k)∥w,qk

= ns11 · · ·nsmm .

O mesmo argumento usado na prova da Proposição 3.6.1 fornece

n
1
p1

+···+ 1
pm ≤ n

∑m
k=1 inf sk

que, por sua vez, dá-nos ∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ≤ ηm−mult

(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; c0) .

Em particular, quando pk ≤ qk ≤ 2, o Teorema 3.3.1 dá-nos

ηm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; c0) ≤

∣∣∣∣ 1p
∣∣∣∣ ,

portanto ηm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; c0) =

∣∣∣ 1p ∣∣∣ .
O teorema a seguir, devido essencialmente a D. Pérez-García e I. Villanueva,

associa os operadores múltiplos somantes com as desigualdades de Hardy - Littlewood.

Teorema 3.7.3. [41, Teorema 3.2] Seja (p1, . . . , pm) ∈ [1,∞]m. As seguintes a�rma-

ções são equivalentes:

(1) Existe uma constante C > 0 tal que, para cada T ∈ L (ℓp1 , . . . , ℓpm ;F ) , ocorre o

seguinte  ∞∑
ji=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥T (ej1 , . . . , ejm)∥
qm

) qm−1
qm

· · ·


q1
q2


1
q1

≤ C∥T∥.

(2) Para todos espaços de Banach E1, . . . , Em, temos

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(q1,...,qm;p∗1,...,p

∗
m) (E1, . . . , Em;F ) .
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O resultado a seguir é o Teorema 5.1 de [41], o qual fornece uma caracterização

para as formas bilineares em espaços ℓp que nos permite obter, sob certas hipóteses,

otimalidade do índice.

Teorema 3.7.4. [41, Pellegrino, Santos, Serrano�Rodriguez, Teixeira] Sejam q1, q2 ∈
[2,∞], com 1

q1
+ 1

q2
< 1 e a, b > 0. As seguintes a�rmações são equivalentes:

a) Existe uma constante Cq1,q2,a,b ≥ 1 tal que n∑
i=1

(
n∑
j=1

|A(ei, ej)|a
) b

a


1
b

≤ Cq1,q2,a,b∥A∥,

para toda forma bilinear A : ℓq1 × ℓq2 → K e todo inteiro positivo n.

b) Os exponentes a, b satisfazem (a, b) ∈
[

q2
q2−1

,∞
)
×
[

q1q2
q1q2−q1−q2 ,∞

)
e

1

a
+

1

b
≤ 3

2
−
(

1

q1
+

1

q2

)
.

Usando a = q∗2 e b =
[
1−

(
1
q1
+ 1

q2

)]−1

, obtemos as seguintes estimativas relaci-

onadas à desigualdade clássica de Hardy-Littlewood.

Corolário 3.7.5. Sejam q1, q2 ∈ [2,∞], com 1
q1
+ 1

q2
< 1. Então

ξ2−mult(p1,p2;q∗1 ,q
∗
2)
(ℓq1 × ℓq2 ;K) =

(
max

{
1

p1
− 1 +

1

q1
+

1

q2
, 0

}
,max

{
1

p2
− 1

q∗2
, 0

})
.

Demonstração. Com efeito, tomando a = q∗2 e b =
[
1−

(
1
q1
+ 1

q2

)]−1

no Teorema 3.7.4,

temos (a, b) ∈
[

q2
q2−1

,∞
)
×
[

q1q2
q1q2−q1−q2 ,∞

)
e

1

a
+

1

b
=

1

q∗2
+ 1−

(
1

q1
+

1

q2

)
= 2− 1

q2
−
(

1

q1
+

1

q2

)
≤ 2− 1

2
−
(

1

q1
+

1

q2

)
=

3

2
−
(

1

q1
+

1

q2

)
.

Logo, pelo Teorema 3.7.4, existe C ≥ 1 tal que n∑
i=1

(
n∑
j=1

|A(ei, ej)|q
∗
2

) [1−( 1
q1

+ 1
q2 )]

−1

q∗2


1

[1−( 1
q1

+ 1
q2 )]

−1

≤ C∥A∥,
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para toda forma bilinear A : ℓq1 × ℓq2 → K e todo inteiro positivo n. Daí, segue

imediatamente do Teorema 3.7.3 que

L (ℓq1 , ℓq2 ;K) = Π2([
1−

(
1
q1

+ 1
q2

)]−1
,q∗2 ;q

∗
1 ,q

∗
2

) (ℓq1 , ℓq2 ;K) .

Assim, pelo Teorema 3.3.3, obtemos a majoração

ξ2−mult(p1,p2;q∗1 ,q
∗
2)
(ℓq1 × ℓq2 ;K) ≤

(
max

{
1

p1
− 1 +

1

q1
+

1

q2
, 0

}
,max

{
1

p2
− 1

q∗2
, 0

})
.

Considere agora T : ℓq1 × ℓq2 → K, de�nido por

T (x; y) = x1

n2∑
j=1

yj

com ∥T∥ ≤ n
1/q∗2
2 � basta aplicar a desigualdade de Hölder a

∣∣∣∑n
j=1 yj · 1

∣∣∣ e, pelo

Teorema de Existência do Índice, supor que n1∑
i=1

(
n2∑
j=1

|T (ei, ej)|p2
) p1

p2

 1
p1

≤ Cns11 n
s2
2 ∥T∥.

Então

n
1
p2
2 ≤ Cns11 n

s2+
1
q∗2

2

e, desse modo,

n
1
p2
2

ns11 n
s2+

1
q∗2

2

≤ C.

Considere os caminhos n2 = D · t e n1 = D, onde D > 0 é constante, fazendo t → ∞
obtemos

s2 ≥
1

p2
− 1

q∗2
.

Agora vamos supor que n1∑
i=1

(
n2∑
j=1

|S(ei, ej)|p2
) p1

p2

 1
p1

≤ Cns11 n
s2
2 ∥T∥.

para S : ℓq1 × ℓq2 → K de�nido por

S(x; y) =

n1∑
j=1

xjyj.

Como 1
q1

+ 1
q2
< 1, aplicamos a desigualdade de Hölder generalizada para majorar a

norma de S :

∥S∥ = sup
∥x∥q1 ,∥y∥q2≤1

∣∣∣∣∣
n1∑
j=1

xjyj

∣∣∣∣∣
≤ sup

∥x∥q1 ,∥y∥q2≤1

∥x∥q1∥y∥q2∥1∥(1− 1
q1

+ 1
q2

)−1 ,
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ou seja, ∥S∥ ≤ n
1−(1/q1+1/q2)
1 . Então,

n
1
p1
1 ≤ Cn

s1+1−
(

1
q1

+ 1
q2

)
1 ns22

e, portanto,

s1 ≥
1

p1
− 1 +

1

q1
+

1

q2
.

Em [39], ao lidar com formas bilineares em ℓn2 , D. Paulino obteve estimativas

ótimas:

Teorema 3.7.6. [39, Teorema 5] Sejam p1, p2 ∈ (0,∞]. Se (p1, p2) são não-admissíveis,

então  n1∑
j1=1

(
n2∑
j2=1

|A(ej1 , ej2)|p2
) p1

p2

 1
p1

≤ n
1
p1
1 · n

1
p2

− 1
2

2 ∥A∥,

para todas as formas bilineares contínuas A : ℓn1
2 ×ℓn2

2 → K e todos os números inteiros

positivos n1 e n2. Além disso, o expoente s2 :=
1
p2

− 1
2
é ótimo, e quando s2 :=

1
p2

− 1
2

o expoente s1 :=
1
p1

é ótimo.

Corolário 3.7.7. Sejam p1, p2 ∈ (0,∞]. Se (p1, p2) são não-admissíveis, então

ξ2−mult(p1,p2;q∗1 ,q
∗
2)
(E1 × E2;K) =

(
1

p1
,
1

p2
− 1

2

)
.

Teorema 3.7.8. (Defant-Voigt) Para quaisquer espaços de Banach E1, . . . , Em, vale

a igualdade

L (E1, . . . , Em;K) = Πm
as(1;1,...,1) (E1, . . . , Em;K) .

Corolário 3.7.9. Sejam 1 ≤ p, qk <∞, com k = 1, . . . ,m. Então

ηm−mult
as(p;q) (ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K) ≤

m∑
k=1

(
1− 1

qk

)
.

Além disso, quando p = 1 o índice ηas(p;q) obtido é ótimo.

Demonstração. Usando os Teoremas 3.3.5 e 3.7.8, obtemos

ηm−mult
as(p;q) (ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K) ≤

m∑
k=1

(
1− 1

qk

)
.

Agora vamos mostrar que quando p = 1 o índice η(p;q) obtido é ótimo. Dado q∗k ≥ 2, por

[5, Proposição 2.3] existem sinais εj = ±1 e uma aplicaçãom-linear A : ℓn1
q∗1
×· · ·×ℓnm

q∗m
→

K da forma

A
(
z1, . . . , zm

)
=

n1∑
i1=1

. . .

nm∑
im=1

εjz
1
i1
· · · zmim ,
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tal que

∥A∥ ≤ D ·
m∏
k=1

nk
1
2
− 1

q∗
k ·

(
m∑
k=1

nk

) 1
2

.

Suponha que n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥∥A (ej1 , . . . , ejm)∥∥p) p
p

· · ·


p
p


1
p

≤ C

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ∥A∥.

Então, tendo em vista a desigualdade (
∑m

k=1 nk)
1
2 ≤

∑m
k=1 n

1
2
k , temos

m∏
k=1

n
1
p

k ≤ C ·D ·
m∏
k=1

nskk ·
m∏
k=1

nk
1
2
− 1

q∗
k ·

(
m∑
k=1

nk

) 1
2

≤ C ·D ·
m∏
k=1

nskk ·
m∏
k=1

nk
1
2
− 1

q∗
k ·

m∑
k=1

n
1
2
k

= C ·D ·
m∏
k=1

nskk ·
m∏
k=1

nk
1
2
− 1

q∗
k · n

1
2
m ·

(
1 +

∑m−1
k=1 nk
nm

) 1
2

ou ainda,

m−1∏
k=1

n

1
p
−
(
sk+

1
2
− 1

q∗
k

)
k · n

1
p
−
(
sm+1− 1

q∗m

)
m ≤ C ·D

(
1 +

∑m−1
k=1 nk
nm

) 1
2

.

Fixando n1, . . . , nm−1 constantes, obtemos

lim
nm→∞

n
1
p
−
(
sm+1− 1

q∗m

)
m <∞

e, assim, 1
p
−
(
sm + 1− 1

q∗m

)
< 0. Daí,

sm ≥ 1

p
− 1

2
+

1

q∗m
− 1

2
=

1

p
− 1

qm
.

Um argumento inteiramente análogo fornece, para cada k = 1, . . . ,m− 1,

sk ≥
1

p
− 1

qk
.

Portanto, tomando p = 1 obtemos

ηm−mult
as(1;q) (ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K) =

m∑
k=1

(
1− 1

qk

)
.
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Para todos os inteiros positivos m, k = 1, . . . ,m, vamos de�nir

δqk,...,qmm−k+1 :=
1

1−
(

1
qk

+ · · ·+ 1
qm

) .
Teorema 3.7.10. [4, Teorema 7] Sejam m ≥ 2 um inteiro, p := (p1, . . . , pm) ∈
(1,+∞)m e 1 < qm ≤ 2 < qk, para k = 1, . . . ,m tal que

∣∣∣ 1q∣∣∣ < 1. Então existe

DK
m,p,q ≥ 1 tal que

(∑n1

j1=1

(
. . .
(∑nm

jm=1 |T (ej1 , . . . , ejm)|
pm
) pm−1

pm
. . .

) p1
p2

) 1
p1

≤ DK
m,p,q∥T∥

∏m
k=1 n

max

{
1
pk

− 1

δ
qk,...,qm
m−k+1

,0

}
k ,

para todos os operadores m-lineares T : ℓn1
q1

× · · · × ℓnm
qm → K e quaisquer números

inteiros positivos n1, . . . , nm.

Além disso, o expoente max
{

1
pm

− 1
δqm1

, 0
}
é ótimo e, para cada k = 1, . . . ,m−1,

o exponente max
{

1
pk

− 1
δ
qk,...,qm
m−k+1

, 0
}

é ótimo se pj ≥ δ
qj ,...,qm
m−j+1 para k + 1 ≤ j ≤ m.

Corolário 3.7.11. Sejam m ≥ 2 um inteiro, p := (p1, . . . , pm) ∈ (1, +∞)m e 1 <

qm ≤ 2 < qk, para k = 1, . . . ,m, tal que
∣∣∣ 1q ∣∣∣ < 1. Seja também pj ≥ δ

qj ,...,qm
m−j+1 para

k = 1, . . . ,m− 1 e k + 1 ≤ j ≤ m. Então

ξm−mult
(p;q∗) (E1 × · · · × Em;F ) =

(
max

{
1

pk
− 1

δqk,...,qmm−k+1

, 0

})m
k=1

.

Corolário 3.7.12. Sejam 0 < p, q <∞, r, rk ≥ 1, k = 1, . . . ,m. Se r1, r2 ≥ 2, r3, . . . , rm ≤
2 e 1

r1
+ 1

r2
= 1

q
, então

ξm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; ℓr) =

(
1

p
− 1

r
+ 1− 1

q

)m
k=1

sempre que r ≥ p.

Demonstração. Uma vez que ℓr tem cotipo r, aplicamos o Corolário 3.3.11 para obter

a estimativa superior

ξm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; ℓr) ≤

(
1

p
− 1

r
+ 1− 1

q

)m
k=1

porque r ≥ p e r1, r2 ≥ 2 com 1
r1
+ 1

r2
= 1

q
fornece q ≥ 1. Por outro lado, a Proposição

3.6.4 nos fornece(
1

p
− 1

r
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

rk
, 0

})m

k=1

≤ ξm−mult
(p;q) (ℓr1 × · · · × ℓrm ; ℓr).
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Como r1, r2 ≥ 2, r3, . . . , rm ≤ 2 e 1
r1
+ 1

r2
= 1

q
, tem-se

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

rk
, 0

}
= 1− 1

q
,

e essa última igualdade conclui a demonstração.

Obviamente, no corolário acima, em vez de r1 e r2, poderíamos tomar quaisquer

outros ri, rj atendendo às mesmas condições.

O item (b) do resultado abaixo fornece um exemplo em que não é possível concluir

a otimalidade do índice se, ao invés da Proposição 3.6.6, citarmos a Proposição 3.6.1.

Corolário 3.7.13. (a) Se 0 < p, q ≤ 2, então

ξm−mult
(p;q) (mℓ1;K) =

(
1

p
− 1

2

)m
k=1

.

(b) Se p, q > 2 são tais que 1
p
+ 1

q
= 1

2
, então

ξm−mult
(p;q) (mℓ1;K) =

(
1

p

)m
k=1

.

Demonstração. (a) O Corolário 3.3.13 fornece a seguinte estimativa superior

ξm−mult
(p;q) (mℓ1;K) ≤

(
max

{
1

p
− 1

2
, 0

}
+max

{
1

2
− 1

q
, 0

})m
k=1

=

(
1

p
− 1

2

)m
k=1

.

Por outro lado, da Proposição 3.6.1, obtemos a estimativa inferior

ξm−mult
(p;q) (mℓ1;K) ≥

(
1

p
− 1

2
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

1
, 0

})m

k=1

=

(
1

p
− 1

2

)m
k=1

.

(b) Como p, q > 2 e 1
2
− 1

q
= 1

p
, resulta do Corolário 3.3.13 a desigualdade

ξm−mult
(p;q) (mℓ1;K) ≤

(
1

p

)m
k=1

,

e, da Proposição 3.6.6, a desigualdade

ξm−mult
(p;q) (mℓ1;K) ≥

(
1

p
− 1

min1≤j≤m {max {2, 1∗}}
−

m∑
k=1

max

{
1

2
− 1

1
, 0

})m

k=1

=

(
1

p
− 0− 0

)m
k=1

.
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O próximo resultado recupera o item (a) do Corolário 3.7.1 quando qm = 2 e,

nesse caso, nos mostra que a estimativa nele apresentada � em particular, apresentada

na Proposição 1.2.11 (a), permanece válida quando tomamos 0 < pk ≤ 2 e 1 ≤ qk ≤

2, k = 1, . . . ,m, independentemente do inteiro positivo m ≥ 2.

Corolário 3.7.14. Se 0 < pk ≤ 2 e 1 ≤ qk ≤ 2, k = 1, . . . ,m, então

ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
=

∣∣∣∣1p
∣∣∣∣− ∣∣∣∣1q

∣∣∣∣
m−1

+
m− 2

2
.

Demonstração. Basta aplicar o Corolário 3.3.19 com q = 2 para obter a estimativa

superior e, em seguida, aplicar a Proposição 3.6.1 (tendo em vista que 1 ≤ qk ≤ 2

fornece q∗k ≥ 2) para obter a estimativa inferior; ambas coincidem com
∣∣∣ 1p ∣∣∣− ∣∣∣ 1q∣∣∣

m−1
+

m−2
2
.

Sob a hipótese qm ≥ p1, o corolário abaixo melhora os intervalos do item (b) da

Proposição 3.7.1, bem como da Proposição 1.2.11 (b).

Corolário 3.7.15. Sejam 2 ≤ pk < ∞, 1 ≤ qk < ∞, k = 1, . . . ,m. Se qm ≥ p1 :=

min {pk} com
∣∣∣ 1
q∗

∣∣∣ ≤ 1, então

ηm−mult
(p;q)

(
ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m ;K

)
= m− 1 +

1

p1
−
∣∣∣∣1q
∣∣∣∣ .

Demonstração. Para obter a estimativa superior, aplique o Corolário 3.3.19 com q = p1.

A estimativa inferior é dada pelo Corolário 3.6.2 e ambas estimativas coincidem com

m− 1 + 1
p1

−
∣∣∣ 1q∣∣∣ .

3.8 Isometrias clássicas e desigualdades de Bohnenblust�

Hille e Hardy�Littlewood

As isometrias clássicas entre L(Xp, X) e ℓwp∗(X), para 1 < p ≤ ∞, permitem ler as

desigualdades generalizadas de Bohnenblust�Hille e Hardy�Littlewood como resultados

de coincidência (consulte [6, 24]).

Sejamm ≥ 2 um inteiro positivo, F um espaço de Banach, A ⊂ Im := {1, . . . ,m},

p1, . . . , pm, s, α ≥ 1 e

BA,F
p,s,α(n) :=

inf

{
C(n) ≥ 0 :

(∑n
ji=1

(∑n
ĵi=1 ∥T (ej1 , . . . , ejm)∥

s
) 1

s
α
) 1

α

≤ C(n), para todo i ∈ A

}
,
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onde ĵi no somatório signi�ca que a soma é efetuada em todos os índices, exceto em ji,

e o ín�mo é tomado sobre todos os operadores m-lineares T : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → F com

norma igual a um.

Lema 3.8.1. [1, Lema 2.1] Sejam 1 ≤ pk < qk ≤ ∞, k = 1, . . . ,m e λ0, s ≥ 1.

(a) Se

η1 :=

[
1

λ0
−

m∑
j=1

(
1

pj
− 1

qj

)]−1

> 0, e s ≥ η1,

então

BIm,F
p,s,η1

(n) ≤ BIm,F
q,s,λ0

(n).

(b) Se

η1 > 0 e s ≥

[
1

λ0
−

m−1∑
j=1

(
1

pj
− 1

qj

)]−1

:= η2 (3.25)

então

B{m}F
p,s,η2

(n) ≤ BIm,F
q,s,λ0

(n).

Teorema 3.8.2. Sejam 1 ≤ pk < qk ≤ ∞, k = 1, . . . ,m e λ0, s ≥ 1. Se

η1 :=

[
1

λ0
−

m∑
j=1

(
1

pj
− 1

qj

)]−1

e s ≥ η1, (3.26)

então

ηm−mult
(η1,s,...,s;p∗)(E1 × · · · × Em;F ) ≤ ηm−mult

(λ0,s,...,s;q∗)(E1 × · · · × Em;F ).

Demonstração. Suponha que n∑
j1=1

(
n∑

j2,...,jm=1

∥T (xj)∥s
) 1

s
λ0


1
λ0

≤ C · nsm,s,λ0,q
∗ ·

m∏
k=1

∥xk∥w,q∗k ,

para cada T ∈ L(E1, . . . , Em;F ). Usando as isometrias clássicas entre L(ℓq, E) e

ℓwq∗(E), para 1 < q ≤ ∞, como �zemos na demonstração do Teorema 3.5.4 (i), obtemos

um operador m-linear contínuo S : ℓq∗1 × · · · × ℓq∗m → K de�nido por S(y1, . . . , ym) =

T (u1(y1), . . . , um(ym)) e que satisfaz a igualdade

S(ej1 , . . . , ejm) = T (x
(1)
j1
, . . . , x

(m)
jm

).

Desse modo, temos n∑
j1=1

(
n∑

j2,...,jm=1

∥S (ej1 , . . . , ejm)∥
s

) 1
s
λ0


1
λ0

≤ C · nsm,s,λ0,q
∗ ·

m∏
k=1

∥xk∥w,q∗k ,
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para toda forma m-linear S : ℓnq1 × · · · × ℓnqm → F . Pelo item (a) do Lema 3.8.1, n∑
j1=1

(
n∑

j2,...,jm=1

∥∥S (ej1 , . . . , ejm)
∥∥s) 1

s
η1


1
η1

≤ C · nsm,s,λ0,q
∗ ·

m∏
k=1

∥xk∥w,p∗k ,

para todo operadorm-linear S : ℓnp1×· · ·×ℓnpm → F . Utilizando novamente as isometrias

clássicas, temos n∑
j1=1

(
n∑

j2,...,jm=1

∥∥T (xj)
∥∥s) 1

s
η1


1
η1

≤ C · nsm,s,λ0,q
∗ ·

m∏
k=1

∥xk∥w,p∗k ,

para cada T ∈ L(E1, . . . , Em;F ).
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Capítulo 4

Operadores múltiplo (p,q)-s-somantes

Neste último capítulo, apresentamos alguns resultados concernentes à teoria de

operadores multilineares que, conforme de�nimos a seguir, são múltiplo (p,q)-s-somantes,

dentre os quais destacamos o tamanho do conjunto desses operadores no sentido da

lineabilidade; as de�nições e os resultados são apresentados numa perspectiva mais ge-

ral do que a apresentada por M. Maia em [34] (veja De�nição 1.3.2), pois damos uma

abordagem anisotrópica ao assunto.

4.1 Abordagem anisotrópica da teoria multilinear

Dados espaços de Banach E1, . . . , Em, F, chamamos conjunto dos operadores múl-

tiplo (p,q)-s-somantes (forte), o conjunto dos operadores u ∈ L (E1, . . . , Em;F ) que

satisfazem a desigualdade (3.1) ou (3.5), se estivermos considerando a notação utili-

zada na Seção 2 do Capítulo 3, com s = (s1, . . . , sm) �xo, sk ≥ 0, k = 1, . . . ,m. Mais

precisamente, de�nimos:

De�nição 4.1.1. Sejam p, q ∈ (0,∞)m , s ≥ 0 e E1, · · · , Em, F espaços de Banach.

Um operador m−linear u ∈ L(E1, · · · , Em;F ) é chamado múltiplo (p, q)-s−somante

se existir uma constante C ≥ 0 tal que n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥u(xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C
m∏
i=1

nsii

m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)ki )nki=1

∥∥∥∥
w,qi

(4.1)

para todo ni ∈ N, e todo x(i)ki ∈ Ei, com i = 1, · · · ,m. O conjunto de todos os operadores



múltiplo (p, q)-s-somantes é denotado por

Πm−s
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) .

Proposição 4.1.2. Sejam 0 < qk, pk < ∞ e Ek, F espaços de Banach com k =

1, . . . ,m. Então existe s ∈ [0,∞)m tal que

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm−s
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) .

Demonstração. É uma consequência imediata do Teorema 3.3.1, pois basta tomar s ≥
ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em;F ).

Proposição 4.1.3.
∏m−s

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) é um subespaço vetorial de L (E1, . . . , Em;F ) .

Demonstração. Com efeito, dados u, v ∈
∏m−s

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) e λ ∈ K, temos

∥u(xj)∥p, n =

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥u(xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C1

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,

e

∥λv(xj)∥p, n =

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥λv(xj)∥pm
) pm−1

pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤ C2

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk .

Precisamos mostrar que existe C ≥ 0 tal que

∥(u+ λv)(xj)∥p, n ≤ C

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk .

Com este �m, utilizemos, respectivamente, as desigualdades triangular e de Minkowski

relativas ao índice jm,

∥(u+ λv)(xj)∥pm,nm
:=

(
nm∑
jm=1

∥u(xj) + λv(xj)∥pm
) 1

pm

≤

(
nm∑
jm=1

(∥u(xj)∥+ ∥λv(xj)∥)pm
) 1

pm

≤

(
nm∑
jm=1

∥u(xj)∥pm
) 1

pm

+

(
nm∑
jm=1

∥λv(xj)∥pm
) 1

pm

= ∥u(xj)∥pm,nm
+ ∥λv(xj)∥pm,nm

.

Tendo em vista a igualdade (3.4), utilizamos sucessivamente a desigualdade de Min-

cowski, agora começando pelo somatório de índice jm−1, indo até o somatório de índice
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j1,

∥u(xj) + λv(xj)∥p, n =

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥u(xj) + λv(xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥
p1,n1

≤

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥u(xj)∥pm,nm

+ ∥λv(xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥
p1,n1

≤

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥· · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥u(xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

+
∥∥∥∥λv(xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

∥∥∥∥
pm−2,nm−2

· · ·

∥∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥∥
p1,n1

...
...

...
...

...
...

...
...

...

≤

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥u(xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥
p1,n1

+∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥λv(xj)∥pm,nm

∥∥∥
pm−1,nm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2,n2

∥∥∥∥∥
p1,n1

= ∥u(xj)∥p, n + ∥λv(xj)∥p, n ≤ C
m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,

com C = C1 + C2.

Sejam T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) e πs
p,q(T ) o ín�mo das constantes C que veri�cam a

desigualdade (4.1). Como usual,
∏m

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) denota o espaço dos operadores

múltiplo (p,q)-somantes e π(p;q)(·) a norma desse espaço.

Observação 4.1.4. Note que, quando s = 0 = (0, . . . , 0), temos
∏m−0

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) =∏m
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) . Além disso, vale a inclusão

Πm
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) ⊂ Πm−s

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) .

De fato, dado u ∈
∏m

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) , existe C ≥ 0 tal que

∥u(xj)∥p,n ≤ C
m∏
k=1

∥xk∥ω,qk . (4.2)

Como n
sm,pk,qk
k ≥ 1 para todos sm,pk,qk ≥ 0, k = 1, . . . ,m, vale ainda

∥u(xj)∥p,n ≤ C

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk . (4.3)

Portanto, todo operador absolutamente (p; q)−somante é absolutamente (p; q)-s-somante.

Por outro lado, se for ξm−mult
(p;q) (E1 × · · · × Em) = 0, temos

∥u(xj)∥p,n ≤ C

m∏
k=1

n
inf sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk

= C
m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,
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isto é, L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) e, da inclusão acima,

Πm−s
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) = Πm

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) .

Finalmente, observe que o ín�mo tomado sobre as constantes C que satisfazem a desi-

gualdade (4.3) é menor ou igual ao ín�mo tomado sobre as constantes C que satisfazem

a desigualdade (4.2), em outras palavras,

πs
(p;q)(u) ≤ π(p;q)(u).

Proposição 4.1.5. πs
(p,q) de�ne uma norma em

∏m−s
(p;q) (E1, . . . , Em;F ) que satisfaz as

desigualdades

∥ · ∥ ≤ πs
(p,q)(·) ≤ π(p,q)(·).

Demonstração. Seja u ∈
∏m−s

(p;q) (E1, . . . , Em;F ) . Como o ín�mo é tomado no conjunto

de constantes C ≥ 0, segue-se que πs
(p,q)(u) ≥ 0. Se u = 0, a desigualdade (3.5)

é satisfeita para C = 0, logo πs
(p,q)(u) = 0. Por outro lado, quando πs

(p,q)(u) = 0

tomamos nk = 1, k = 1, . . . ,m, e a mesma desigualdade nos fornece 0 ≤ ∥u∥p,n ≤
C
∏m

k=1 ∥xk∥ω,qk , de onde vem u = 0. Logo πs
(p,q)(u) = 0 se, e somente se, u = 0.

Agora, tendo em vista a desigualdade (3.5), dado λ ∈ K, temos

∥λu(xj)∥p,n = |λ|∥u(xj)∥p,n ≤ |λ|πs
(p,q)(u)

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk .

Como πs
p,q(λu) é o ín�mo das constantes que satisfazem a desigualdade acima, obtemos

πs
(p,q)(λu) ≤ |λ|πs

(p,q)(u).

Por outro lado,

|λ|∥u(xj)∥p,n = ∥λu(xj)∥p,n ≤ πs
(p,q)(λu)

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,

ou seja,

∥u(xj)∥p,n ≤
πs
(p,q)(λu)

|λ|

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk

que, por sua vez, nos fornece πs
(p,q)(u) ≤

πs
(p,q)

(λu)

|λ| . Daí concluímos que πs
(p,q)(λu) =

|λ|πs
(p,q)(u).

Para veri�car a desigualdade triangular, considere, ainda v ∈
∏m−s

(p,q) (E1, . . . , Em;F )

e a desigualdade obtida na prova da Proposição (4.1.3), a saber,

∥u(xj) + v(xj)∥p,n ≤ ∥u(xj)∥p,n + ∥v(xj)∥p,n.

80



Desse modo,

∥u(xj) + v(xj)∥p,n ≤ πs
(p,q)(u)

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk + πs
(p,q)(v)

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk

=
(
πs
(p,q)(u) + πs

(p,q)(v)
) m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,

de onde segue que πs
(p,q)(u+ v) ≤ πs

(p,q)(u) + πs
(p,q)(v).

Finalmente, para mostrar a desigualdade das normas, tomamos nk = 1, k =

1, . . . ,m, em (3.5) para obter a desigualdade

∥u(xj)∥ = ∥u(xj)∥p,1 ≤ πs
(p,q)(u)

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,

onde 1 denota a n−upla (1, . . . , 1). Como nk = 1, temos

∥xk∥ω,qk = sup
φ∈E∗

|φ(xk)| = ∥xk∥ (Hahn�Banach)

e, sendo

∥u∥ = inf

{
C ≥ 0; ∥u(xj)∥ ≤ C

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk

}
,

obtemos ∥u∥ ≤ πs
(p,q)(u). A última desigualdade foi-nos apresentada na observação

4.1.4.

Proposição 4.1.6. Se 0 < qi, pi <∞, para todo i = 1, · · · ,m, então(
Πm−s

(p;q)(E1, · · · , Em;F ), πs
p,q

)
é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (un)∞n=1 uma sequência de Cauchy em
(
Πm−s

(p;q)(E1, · · · , Em;F ), πs
p,q

)
.

Como ∥ · ∥ ≤ πs
p,q(·), temos (un)

∞
n=1 é de Cauchy em L(E1, · · · , Em;F ) que é Ba-

nach, logo (un)
∞
n=1 converge para algum u ∈ L(E1, · · · , Em;F ). Vamos mostrar que

u ∈ Πm−s
(p;q)(E1, · · · , Em;F ). Com efeito, dado ε > 0 existe m0 ∈ N tal que, para todos

m1,m2 ≥ m0,

πs
p,q(um1 − um2) ≤ ϵ

e, sendo πs
p,q o ín�mo das constantes que satisfazem (3.5), podemos escrever

∥um1(xj)− um2(xj)∥p,n ≤ ε
m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk .

Fazendo m2 → ∞, obtemos

∥um1(xj)− u(xj)∥p,n ≤ ε

m∏
k=1

n
sm,pk,qk
k ·

m∏
k=1

∥xk∥ω,qk ,
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ou seja, um1−u ∈ Πmult−s
(p;q) (E1, · · · , Em;F ). Uma vez que a Proposição 4.1.3 nos garante

que Πmult−s
(p;q) (E1, · · · , Em;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, · · · , Em;F ), obtemos

�nalmente

u = um1 − (um1 − u) ∈ Πmult−s
(p;q) (E1, · · · , Em;F ).

4.2 Lineabilidade

Trazemos aqui a questão da lineabilidade num conjunto de operadores multi-

lineares não múltiplo somantes, a saber, indagamos se há resposta para o seguinte

problema:

Problema 4.2.1. Dados espaços de Banach E1, . . . , Em, F, o conjunto

Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em;F ) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em;F )

é lineável?

Em vista da inclusão Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) ⊂ L (E1, ..., Em; ℓ∞) , o Problema

4.2.1 é mais �forte� do que o problema da lineabilidade de

L (E1, ..., Em;F ) \Πm
(p;q) (E1, ..., Em;F ) ,

que valerá como consequência imediata da inclusão acima. Quando F = ℓ∞, a resposta

para o Problema 4.2.1 é positiva. O próximo resultado apresenta-nos uma demonstra-

ção para esta assertiva que está baseada em [40].

Proposição 4.2.2. Sejam E1, ..., Em espaços de Banach, s ≥ 0 e p,q ∈ [1,+∞)m .

Então

Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável, onde c é a cardinalidade de R.

Demonstração. Dados p,q ∈ [1,+∞)m ,p = (p1, . . . , pm) e q = (q1, . . . , qm), suponha-

mos que exista

u ∈ Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) .

Então u /∈ Πm
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) e, pelo item (2) da Proposição 2.1.3, existem (x

(k)
j )j∈N ∈

ℓwqk (Ek) , k = 1, ...,m, tais que

(u (xj))j∈Nm /∈ ℓp (ℓ∞) , onde xj =
(
x
(1)
j1
, ..., x

(m)
jm

)
,
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ou seja,

∥u (xj)∥p :=

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥u(xj)∥pm∞

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= ∞. (4.4)

Utilizando um argumento padrão, a saber, o de decompor N como uma união enumerá-

vel N =
⋃∞
k=1Ak de subconjuntos in�nitos Ak =

{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , · · ·

}
disjuntos (Ai∩Aj = ∅,

sempre que i ̸= j), consideremos ℓ(k)∞ := {x ∈ ℓ∞ : xj = 0, se j /∈ Ak} e, para cada in-

teiro positivo k, de�namos uk : E1 × · · · × Em → ℓ
(k)
∞ por

uk (z1, ..., zm)a(k)j
= u (z1, ..., zm)j

para todo inteiro positivo j; mais precismente, escrevendo z = (z1, . . . , zm), de�nimos

a j-ésima entrada de uk(z) por

(uk(z))j =

{
0, j /∈ Ak

u(z)l, j = a
(k)
l ∈ Ak.

Consideremos, ainda, as inclusões canônicas ιk : ℓ
(k)
∞ → ℓ∞ e os operadores

vk = ιk ◦ uk : E1 × · · · × Em → ℓ∞.

Observemos que, uma vez que os subconjuntos Ak's têm in�nitos elementos, as sequên-

cias vk (z) , uk (z) e u (z) têm as mesmas componentes se ignorarmos os zeros interca-

lados entre elas. Ou seja, para cada inteiro positivo k e todo z ∈ E1 × · · · ×Em, valem

as igualdades

∥vk (z)∥∞ = ∥uk (z)∥∞ = ∥u (z)∥∞ .

Assim, tendo em vista a igualdade (4.4), obtemos

∥vk (xj)∥p = ∥u (xj)∥p = ∞

para todo inteiro positivo k e, uma vez que u ∈ Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) , vale também

∥vk (zj)∥p,n = ∥u (zj)∥p,n

≤ C

m∏
i=1

nsii

m∏
i=1

∥
(
z
(i)
ji

)n
ji=1

∥w,qi

para todo inteiro positivo k e todos (z
(k)
j )j∈N ∈ ℓwqk (Ek) , k = 1, ...,m,. Desse modo,

concluímos que

vk ∈ Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) ,
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para todo inteiro positivo k. Provemos agora que o conjunto {v1, v2, ...} é linearmente

independente. De fato, uma vez que os operadores v1, v2, . . . têm suportes disjuntos,

isto é, para todo z ∈ E1 × · · · × Em,

{n ∈ N; vi(z)n ̸= 0}
⋂

{n ∈ N; vj(z)n ̸= 0} = ∅

sempre que i ̸= j, temos, para todo z ∈ E1 × · · · × Em,∥∥∥∥∥
r∑

k=1

αkvk (z)

∥∥∥∥∥
∞

= max
1≤k≤r

|αk|∥vk(z)∥∞

= max
1≤k≤r

|αk|∥u(z)∥∞

para todo inteiro positivo r e quaisquer escalares αk ̸= 0, k = 1, . . . , r, pelo que∑r
k=1 αkvk (z) = 0 implica max1≤k≤r |αk|∥u(z)∥∞ = 0 para todo z e, como u ̸= 0,

obtemos max1≤k≤r |αk| = 0, logo αk = 0, k = 1, . . . ,m. Vejamos agora que o espaço

gerado pelos operadores v1, v2, . . . está contido em

Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)
⋃

{0} .

Com efeito, para todo z ∈ E1×· · ·Em e quaisquer escalares não nulos α1, . . . , αr, temos

∥
∑r

k=1 αkvk (z)∥p =

(∑∞
j1=1

(
· · ·
(∑∞

jm=1 ∥
∑r

k=1 αkvk (z)∥
pm
∞

) pm−1
pm · · ·

) p1
p2

) 1
p1

= max1≤k≤r |αk|

(∑∞
j1=1

(
· · ·
(∑∞

jm=1 ∥u (z)∥
pm
∞

) pm−1
pm · · ·

) p1
p2

) 1
p1

= max1≤k≤r |αk| ∥u (z)∥p ,

e, de forma similar, temos também ∥
∑r

k=1 αkvk (z)∥p,n = max1≤k≤r |αk| ∥u (z)∥p,n . Daí∥∥∥∥∥
r∑

k=1

αkvk (xj)

∥∥∥∥∥
p

= max
1≤k≤r

|αk| ∥u (xj)∥p = ∞

e, para todos (z(k)j )j∈N ∈ ℓwqk (Ek) , k = 1, ...,m,∥∥∥∥∥
r∑

k=1

αkvk (zj)

∥∥∥∥∥
p,n

= max
1≤k≤r

|αk| ∥u (zj)∥p,n

≤ C max
1≤k≤r

|αk|
m∏
i=1

nsii

m∏
i=1

∥
(
z
(i)
ji

)n
ji=1

∥w,qi

nos fornecem a pertinência

r∑
k=1

αkvk ∈ Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) .
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Resta-nos mostrar que o espaço gerado por {v1, v2 . . .} tem cardinalidade c. Para esse

�m, consideremos o operador

S : ℓ1 → Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

dado por S ((ak)
∞
k=1) =

∞∑
k=1

akvk. Provemos que S está bem de�nido. De fato, dados

(ak)
∞
k=1 ∈ ℓ1 e z ∈ E1 × · · · × Em, temos∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

akvk(z)

∥∥∥∥∥
∞

≤
∞∑
k=1

|ak| ∥vk(z)∥∞ =
∞∑
k=1

|ak| ∥u(z)∥∞ <∞

e, como consequência,

∥(S ((ak)
∞
k=1)) (zj)∥p,n =

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akvk (zj)

∥∥∥∥∥
pm

∞

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤
∞∑
k=1

|ak|

 n1∑
j1=1

· · ·

(
nm∑
jm=1

∥u (zj)∥pm∞

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≤
∞∑
k=1

|ak|C
m∏
i=1

nsii

m∏
i=1

∥
(
z
(i)
ji

)n
ji=1

∥w,qi .

para todos (z(k)j )j∈N ∈ ℓwqk (Ek) , k = 1, ...,m. Como
∞∑
k=1

|ak| <∞, obtemos

S ((ak)
∞
k=1) (z) ∈ Πm−s

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

para todo z ∈ E1 × · · · × Em. Agora observe que S é linear e, uma vez que os vk têm

suportes disjuntos, S é também injetivo; com efeito, S ((ak)
∞
k=1) (z) = 0 implica

0 =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akvk(z)

∥∥∥∥∥
∞

≥ ∥ak0vk0(z)∥∞

para qualquer índice k0 e, uma vez que vk0 ̸= 0 para todo k0, resulta ak = 0 para

todo índice k. Finalmente, considerando a desigualdade acima novamente e (ak)
∞
k=1 ∈
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ℓ1\{0}, seja k0 tal que ak0 ̸= 0. Nessas condições, temos

∥(S ((ak)
∞
k=1)) (xj)∥p =

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akvk (xj)

∥∥∥∥∥
pm

∞

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

≥

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥ak0vk0(xj)∥
pm
∞

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= |ak0|

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥u(xj)∥pm∞

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

= ∞.

Portanto,

S(ℓ1) ⊂
(
Πm−s

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm
(p,q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

)⋃
{0}

e, desde que ℓ1 tem cardinalidade c, concluímos que

Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm

(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

é c−lineável.

Corolário 4.2.3. Sejam E1, ..., Em espaços de Banach e p,q ∈ [1,+∞)m . Então

L (E1, ..., Em; ℓ∞) \Πm
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável.

Demonstração. Resulta imediatamente da inclusão

Πm−s
(p;q) (E1, ..., Em; ℓ∞) ⊂ L (E1, ..., Em; ℓ∞) .
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Apêndice A

Desigualdade de Minkowski

generalizada

Neste apêndice, expomos um resultado complementar que generaliza uma desi-

gualdade, frequentemente creditada a Minkowski, o qual permite-nos obter um corolário

que complementa o Teorema 3.7.3 (Teorema 3.2 de [41]).

Consideremos a desigualdade que é creditada a Minkowski: ∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

|ai,j|p
) q

p

 1
q

≤

 ∞∑
j=1

(
∞∑
i=1

|ai,j|q
) p

q

 1
p

sempre que 1 ≤ p ≤ q. Assim, quando m = 2 e 1 ≤ p ≤ q, a igualdade (3.3) nos diz

que

∥x∥(p,q) =
∥∥∥∥xj∥p∥∥∥

q
≤
∥∥∥∥xj∥q∥∥∥

p
= ∥x∥(q,p). (A.1)

Vejamos agora o caso m = 3 com 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ p3 :∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p1∥∥∥p2
∥∥∥∥
p3

(A.1,p1≤p2)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p2∥∥∥p1
∥∥∥∥
p3

(A.1,p1≤p3)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p2∥∥∥p3
∥∥∥∥
p1

(A.1,p2≤p3)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3∥∥∥p2
∥∥∥∥
p1

,



que também pode ser escrito do seguinte modo:∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p1∥∥∥p2
∥∥∥∥
p3

(A.1,p2≤p3)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p1∥∥∥p3
∥∥∥∥
p2

(A.1,p1≤p3)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3∥∥∥p1
∥∥∥∥
p2

(A.1,p1≤p2)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3∥∥∥p2
∥∥∥∥
p1

.

Escrevendo x = (xj), vamos destacar a desigualdade∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p1∥∥∥p2
∥∥∥∥
p3

≤
∥∥∥∥∥∥∥∥xj∥p3∥∥∥p2

∥∥∥∥
p1

que, por um argumento de indução padrão, resulta em

∥x∥(p1,...,pm) =

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥xj∥p1∥∥∥p2 · · ·

∥∥∥∥
pm−1

∥∥∥∥∥
pm

≤

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥· · · ∥∥∥∥xj∥pm∥∥∥pm−1

· · ·
∥∥∥∥
p2

∥∥∥∥∥
p1

= ∥x∥(pm,...,p1)

sempre que 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pm. Em outras palavras, obtemos uma generalização para

a desigualdade de Minkoswski, cujo enunciado é o seguinte:

Proposição A.1 (Desigualdade de Minkowski generalizada). Se 1 ≤ p1 ≤ · · · ≤ pm,

então  ∞∑
jm=1

· · ·

(
∞∑
j1=1

|aj1,...,jm |
p1

) p2
p1

· · ·


pm

pm−1


1

pm

≤

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

|aj1,...,jm |
pm

) pm−1
pm

· · ·


p1
p2


1
p1

.

De um modo mais geral, note que, sempre que pi ≤ pi+1, i = 1, . . . ,m, vale

∥x∥(p1,...,pi,pi+1,...,pm) ≤ ∥x∥(p1,...,pi+1,pi,...,pm) (A.2)

Dessa forma, obtemos um corolário para o Teorema 3.7.3:

Corolário A.2. Sejam pi ∈ [1,∞] , qi ∈ [1,∞) . Se qi+1 ≥ qi para algum i = 1, . . . ,m−
1, e existe C > 0 tal que, para todo T ∈ L (ℓp1 , . . . , ℓpm ;F ) , ∞∑

j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥T (ej1 , . . . , ejm)∥
qm

) qm−1
qm

· · ·


p1
q2


1
q1

≤ C ∥T∥ ,
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então, para todos espaços de Banach E1, . . . , Em, temos

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(q1,q2...,qi−1,qi+1,qi,qi+2,...,qm;p∗1,...,p

∗
m) (E1, . . . , Em;F ) .

Em particular, se qi+1 ≥ qi para todo i = 1, . . . ,m− 1, obtemos

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(qm,...,q1;p∗1,...,p

∗
m) (E1, . . . , Em;F ) .

Demonstração. Por simplicidade, suponhamos que seja q2 ≥ q1. Neste caso, segue da

desigualdade (A.2) que ∞∑
j1=1

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥T (ej1 , . . . , ejm)∥
qm

) qm−1
qm

· · ·


q1
q3


q2
q1


1
q2

≤

 ∞∑
j1=1

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥T (ej1 , . . . , ejm)∥
qm

) qm−1
qm

· · ·


q2
q3


q1
q2


1
q1

.

Consequentemente, a implicação (1) ⇒ (2) do Teorema 3.7.3 fornece

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(q2,q1,q3,...,qm;p∗1,...,p

∗
m) (E1, . . . , Em;F ) .

Em particular, se qi+1 ≥ qi para todo i = 1, . . . ,m− 1, da desigualdade de Minkowski

generalizada (Proposição A.1) vem ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥T (ej1 , . . . , ejm)∥
q1

) q2
q1

· · ·


qm

qm−1


1

qm

≤

 ∞∑
j1=1

· · ·

(
∞∑

jm=1

∥T (ej1 , . . . , ejm)∥
qm

) qm−1
qm

· · ·


q1
q2


1
q1

.

Usando novamente a implicação (1) ⇒ (2) do Teorema 3.7.3, obtemos

L (E1, . . . , Em;F ) = Πm
(qm,...,q1;p∗1,...,p

∗
m) (E1, . . . , Em;F ) .
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Apêndice B

Caso n = 3 da igualdade 3.21

Neste apêndice, consideremos um caso particular do operador S de�nido na de-

monstração da Proposição 3.6.2, a saber, S : ℓ3r1 × ℓ3r2 × ℓ3r3 → K dado por

S(x(1), x(2), x(3)) =
3∑
i=1

x
(1)
i x

(2)
i x

(3)
i .

Já vimos que S(e(j1), e(j2), e(j3)) =
∑m

i=1 e
(j1)
i e

(j2)
i e

(j3)
i = 1 quando j1 = j2 = j3 = i e

S(e(j1), e(j2), x(j3)) = 0, caso contrário. Desse modo,

3∑
j2=1

3∑
j3=1

S(e(1), e(j2), e(j3)) = e
(1)
1 e

(1)
1 e

(1)
1 = 1,

3∑
j2=1

3∑
j3=1

S(e(2), e(j2), e(j3)) = e
(2)
2 e

(2)
2 e

(2)
2 = 1,

3∑
j2=1

3∑
j3=1

S(e(3), e(j2), e(j3)) = e
(3)
3 e

(3)
3 e

(3)
3 = 1.

Vamos desenvolver o somatório em j1 como segue(∑3
j1=1

(∑3
j2=1

(∑3
jm=1

∣∣S(e(j1), e(j2), e(j3))∣∣p3) p2
p3

) p1
p2

) 1
p1

=

[(∑3
j2=1

(∑3
j3=1

∣∣S(e(1), e(j2), e(j3))∣∣p3) p2
p3

) p1
p2

+

(∑3
j2=1

(∑3
j3=1

∣∣S(e(2), e(j2), e(j3))∣∣p3) p2
p3

) p1
p2

+

(∑3
j2=1

(∑3
j3=1

∣∣S(e(3), e(j2), e(j3))∣∣p3) p2
p3

) p1
p2

] 1
p1



Consideremos a primeira das três parcelas acima, a saber, 3∑
j2=1

(
3∑

j3=1

∣∣S(e(1), e(j2), e(j3))∣∣p3)
p2
p3


p1
p2

,

e vejamos como �ca a soma em j2: 3∑
j2=1

(
3∑

j3=1

∣∣S(e(1), e(j2), e(j3))∣∣p3)
p2
p3


p1
p2

=

( 3∑
j3=1

∣∣S(e(1), e(1), e(j3))∣∣p3)
p2
p3

+

(
3∑

j3=1

∣∣S(e(1), e(2), e(j3))∣∣p3)
p2
p3

+

(
3∑

j3=1

∣∣S(e(1), e(3), e(j3))∣∣p3)
p2
p3


p1
p2

=

( 3∑
j3=1

∣∣S(e(1), e(1), e(j3))∣∣p3)
p2
p3

+ 0 + 0


p1
p2

=
(
(1p3)

p2
p3

) p1
p2 = 1.

Analogamente ocorre o mesmo com as outras duas parcelas da soma, ou seja,(∑3
j1=1

(∑3
j2=1

(∑3
jm=1

∣∣S(e(j1), e(j2), e(j3))∣∣p3) p2
p3

) p1
p2

) 1
p1

= [1 + 1 + 1]
1
p1 = 3

1
p1 .
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