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Resumo

Neste trabalho, apresentamos limites universais para as desigualdades de Hardy—
Littlewood, desenvolvemos alguns resultados referentes a4 somabilidade de operadores
multilineares que sao miultiplo somantes numa perspectiva anisotropica, bem como
medimos o “tamanho”, no sentido da lineabilidade, do conjunto dos operadores multi-

lineares que tomam valores em /, e que nao sao multiplo somantes.

Palavras-chave: Desigualdades de Hardy-Littlewood; Indice de somabilidade; Line-

abilidade.



Abstract

In this work, we present universal limits for Hardy—Littlewood inequalities, we
developed some results regarding the summability of multilinear operators that are
multiple summing in an anisotropic perspective, as well as we measure the “size”; in
the sense of lineability, of the set of multilinear operators that take values in /., and

that are not multiple summing.

Keywords: Hardy—Littlewood inequalities; Index of summability; Lineability.
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Introducao

Em 1930, visando resolver um problema proposto por P. J. Daniell, J. E.

Littlewood provou que \

o] 4

(Z \T(ej,ewﬁ) < V2|7,
k=1

para toda forma bilinear continua 7': ¢ X ¢g — C, onde o expoente 4/3 & 6timo e
co ={(z,);2, :x, € Ke limaz, = 0}. Essa é a famosa Desigualdade 4/3 de Littlewood
[33], cuja notoriedade merece destaque, pois ela é o ponto de partida da teoria dos
operadores miltiplo somantes, objeto do presente estudo.

A partir da desigualdade do 4/3 de Littlewood, foi possivel obter outras vérias
desigualdades, como por exemplo, uma desigualdade que foi provada por Bohnenblust
e Hille, em 1931, a qual surgiu como uma ferramenta para resolver problemas relaciona-
dos a séries de Dirichlet e, atualmente, é conhecida por ser importante para aplicacoes
em Fisica (veja [37]). Nos referimos & Desigualdade de Bohnenblust-Hille [17], que

garante a existéncia de uma constante B,, > 1, com m > 2, tal que

m+1

o0 5 2m
m
> T, ve4,) < B [T,
j1,.~.,jm=1
para toda forma m-linear continua T: ¢y X -+ X ¢g — C. Aqui se inicia a, pro-

priamente dita, Teoria dos Operadores Multiplo Somantes, pois podemos usar o fato
de que L(co; E) é isometricamente isomorfo a ¢4(E) (vide [24, Proposi¢ao 2.2|) e, na

terminologia adotada aqui, a desigualdade acima nos assegura que

,C(El,..wEm;K):H?(ngm 1 1)(E1,...7Em;K>



para todos os espacos de Banach Fy, ..., E,, e todo m > 2, onde

H7(n2m 1 1)(El7aEm7K)

mA1

m

psr I P 1) — somantes (veja |6, Teorema

denota o espaco dos operadores miltiplo (
4.3]).

Trés anos apoOs apresentar a Desigualdade 4/3, precisamente em 1934, Hardy e
Littlewood estenderam essa desigualdade para espagos £,. Também nessa linha, em
1981, Praciano—Pereira [48] estende a Desigualdade de Bohnenblust-Hille para espacos
¢, e, com a generaliza¢ao mais recente dada, em 2016, por V. Dimant e P. Sevilla—Peris

[25], as desigualdades de Hardy-Littlewood para formas multilineares em espagos de

sequéncias afirmam que existem constantes C,, > 1 (que ndo dependem de n) tais que

( Z |T(ejl,...,ejm)|p> <Cpn sup T (21, .., Zm)]|,

G1yerjm=1 lzells-llm || <1

para todos os inteiros positivos m,n > 2 e toda forma m-linear 7": £) x---x {7 — K

(K=RouC), onde p = m+1—2(?—i—~--+ﬁ) se 0 < pi1+. . ._I_Z% <iloup= m
quando % < 1%1+"'+1$ < 1.

O Capitulo 1 do presente trabalho de tese traz um estudo preliminar, com énfase
nos resultados de [1,13,34,35], que nos propomos a melhorar e estender.

No Capitulo 2, abordamos as desigualdades de Hardy-Littlewood para formas
multilineares em espacos de Banach. As boas estimativas para as constantes que apare-
cem nessas desigualdades estao associadas a aplicacoes em matematica e fisica, embora
o comportamento preciso dessas constantes ainda seja desconhecido; e é exatamente
no tocante ao comportamento dessas constantes que damos uma nova contribuicao.

Ainda no que se refere aos operadores miltiplo somantes, em 2003, Pérez—Garcia

([43]) e M. C. Matos (|36]) apresentaram, de forma independente, o espago vetorial

H’(Z;q) (E1, ..., En; F) dos operadores multilineares continuos que sao (p; ¢)-somantes,
isto é, dos operadores multilineares continuos 7" : Ey X --- x F,, — F para os quais

existe uma constante C' > 0 que cumpre a desigualdade

1/q
p T
( HT (a:,(:l) ) .,:El(z)) ) < CH ( sup Z ‘gpi (:17,2?) ) (1)
ki,....km=1 1=1 ki=1

‘PzEBE*
para todo inteiro positivo n e todos os x,(f) € E;,com 1 <1<mel<k; <n. Todavia,

nem todo operador multilinear continuo satisfaz essa desigualdade, como nos mostra,



por exemplo, uma versao fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers [27|, que diz que,
num espago de Banach E, a aplicagio identidade é p—somante ((p; p)—somante, na no-
tagdo acima) se, e somente se, F tem dimensao finita. Em outras palavras, nem sempre
existe uma constante C' satisfazendo a desigualdade acima. Outrossim, nao é 6bvio que
exista uma constante C,,, dependendo apenas de n, que satisfaca a desigualdade (1)
para todo T' € L(FE4,...,E,; F) e todos os x,(é_) € FE;, uma vez que, variando 1" ou os
wﬁfi), C,, poderia tender a infinito, embora isso nao ocorra, como é provado em |34, 35],
de Maia, Pellegrino e Santos. Nessas referéncias também é mostrado que, na hipo-
tese de (1) falhar, sempre existird, para cada n, uma constante da forma C, = Cn?,
com C' > 0 e s > 0 dependendo apenas de p, ¢, m, satisfazendo a desigualdade (1).
Desse modo, se s = 0 satisfaz a desigualdade, o operador é absolutamente somante.
Porém, quando a desigualdade acima s6 é satisfeita para s > 0, além de o operador
nao ser absolutamente somante, quanto menor for o valor de s satisfazendo a desi-
gualdade, mais perto, digamos assim, o operador esta de ser absolutamente somante.
Dai, inspirados em [10], de Aratjo e Pellegrino, Maia, Pellegrino e Santos definiram
o m—indice de (p;¢)—somabilidade do par de espagos de Banach (E; x -+ X E,,; F)
como sendo o infimo dos s que satisfazem a desigualdade (1), com Cn® em lugar de C,
obviamente sob a hipdtese de existir uma constante C' > 0 que a satisfaca para todo
T e L(Ey,...,Epn; F) e todos os x,(f) e E;.

No Capitulo 3, apresentamos uma definicao mais geral para o indice de soma-
biliade, que traz a definicao acima como um caso particular. Essa generalizacao tem
como base uma abordagem anisotropica natural para operadores multiplo-somantes
que também é exposta no mesmo capitulo. Essa nova abordagem nos permite ge-
neralizar alguns dos resultados apresentados em [34, 35|, mas nao de forma trivial,
pois tivemos que obter alguns outros resultados paralelamente, como por exemplo, a
Proposigao 3.2.9, que estende o intervalo, referente as desigualdades (veja |28, Coro-
lario 16.3.1]) 7 (T) < [ieall o -W(T;q)(T)%, para 0 < ¢ < r < p. Podemos citar
o Corolério 3.5.2, que da uma versao anisotropica para as desigualdades classicas de
Hardy-Littlewood que, por sua vez, permitiu a generalizacao de uma situagao de coin-
cidéncia apresentada em [9, Teorema 3.2|, a saber, reunimos as hipoteses sobre os

numeros reais t;, s; com ¢ = 1,...,m, que sao necessarias para que ocorra a igualdade

L(Ey,...,E;K) = I ) (Ery .oy B K) (onde t = (t1,...,tm) €8 = (S1,...,5m)), a



qual é util, por exemplo, na obtencao de indices de somabilidade com estimativa 6tima.

Dedicamos o Capitulo 4 ao estudo do espaco HE’;;_;)(EI, .., B F) dos operadores
mtltiplo (p,q) —s—somantes, o qual generaliza a nogao apresentada em [34|. Entre ou-
tros resultados, mostramos que o conjunto H(p;_q) (B, By o) \H?;,;q) (B, ey B o)

é vazio ou ¢—lineéavel, onde ¢ ¢ a cardinalidade de R.



Notacao e terminologia

e Em todo este trabalho, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos com-
plexos C. Os espacos vetoriais sempre serao considerados sobre K = R ou C.

Ocasionalmente, escreveremos Ny := NU{0}, com N = {1,2,3,...}.

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “funcao”. Se E e F' sao
espagos vetoriais normados sobre o corpo K, denotaremos por £ (F; F) o espaco

dos operadores lineares continuos de £ em F.

e ¢; =(0,...,0,1,0,...) denota um vetor canonico dos espagos de sequéncias, o

qual é definido escrevendo-se 1 na j-ésima coordenada e 0 nas demais.

[e.9]

e /,, 1 <p < oo, denotara o espaco de Banach de todas as sequéncias x = (x,,)5,

em K absolutamente p-somaveis, i.e, tais que »  ~ |z,|? < oo, munido com a
norma p ||z|l, = >_.2, |xn|p)% . Quando p = 00, ¢, denotard o espago de todas
as sequéncias r = (x,)>2, em K que sdo limitadas, munido com a norma do
supremo, dada por ||7|s = supy |z|. Escreveremos, também, ¢} para denotar
o conjunto K™ munido com a norma p (norma do maximo, se p = 00) € ¢y =

{(z,)0", :x, € Ke lima, = 0}.

e Para p € [1,00), definimos por

() = {(xj)jeN € EN: Z |o(z;)" < oo, para todo ¢ € E*}

=1

o espaco de todas as sequéncias que sao fracamente p-soméaveis.



Dados x4, ...,x, € E, escrevemos

I@r)izillwp = sup (leo(fﬂk)lp>

=

pEBEx
para denotar a norma fraca de (zj)7_; no espago £ (F).

e Para p € [1,+0o0],p* denota o conjugado de p, ou seja, p* satisfaz a igualdade

1 1
T

Para cada p > 1, escrevemos X, = {, e X, = co.

Dado p := (p1,...,Pm) € [1,00]™, £, ¢ 0 espago de sequéncias com norma mista

lo(E) = Ly, (bp, (- (bp,, (E)) -+ )

que retine todas as matrizes valoradas com vetores multi-indices x := (z;) =

jeNm
(x(l) Lt

PRI que tém norma p finita. Para p € [1,00)™, uma

>(]177]m)€Nm
matriz de vetores x pertence a {,(E) se, e somente se,

Pm—1 szf % E "
00 o] 00 00 D m=
= [ 3 (2 )
J1=1 Jo=1 Jm—1=1 Jm=1
< Q.
e Parap = (p1,...,pm) € [1,00]™ e 1 < k < m, definimos
1 1 1 1 1 1 1 1 1
— = — 4.4 = _ = . e == N
Pl<k P Dk Pl>k Pk Pm p Pl<m P>




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, expomos basicamente uma breve revisao de desigualdades do tipo
Hardy-Littlewood e uma compilagao de alguns resultados devidos a M. Maia, D. Pel-
legrino e J. Santos (que podem ser encontrados em [34,35]) concernentes a operadores
multiplo somantes, indice de somabilidade de pares de espacos de Banach, e resul-
tados relacionados ao “tamanho” — do ponto de vista da lineabilidade — do conjunto
dos operadores nao miultiplo somantes. O objetivo dessa compilacao é tornar o texto
mais autossuficiente, uma vez que esses mesmos resultados sao objetos de nosso estudo,

conforme é mostrado nos capitulos seguintes.

1.1 Desigualdades de Hardy—Littlewood

Na presente secao fazemos uma sindptica revisao concernente as desigualdades
do tipo Hardy—Littlewood, dentre as quais destacamos os Teoremas 1.1.2 e 1.1.3 de [1]
e [13], respectivamente.

Doravante, Ei,...,FE,, F' denotarao espacos de Banach arbitrarios sobre um
corpo K.

Conforme mencionado na Introducao, para todos os inteiros m,n > 2 e toda
forma m-linear T': £} x --- x £ ~— K, as desigualdades de Hardy-Littlewood para

formas multilineares em espacos de sequéncias garantem a existéncia de constantes



Cr > 1 (que ndo dependem de n) tais que

( > !T(ejn---,6jm)\m“_2(”1+”‘+””)> < Cn [T

jlz-“:jm:l

I ST 1
seO§p1+ +pm§2,e

n 1—( L L
1_(¢+1_..+¢) (Br+5m)
A CT A [t < Cn [T

1 yeeesdim=1
quando 3 < p% +- 4 i < 1. Em ambas as desigualdades, ||T'|| representa a norma de
T dada por || T|| = supj, ... o<1 |7 (21, - -, )| De um modo geral, para quaisquer
espacos de Banach Ei, ..., E,, e F' sobre K e, para toda aplicacao m-linear continua
T:FE x---x E, — F, definimos a norma de T" por

1T = sup [T (21, zm)]-

Outrossim, a desigualdade do 4/3 de Littlewood [33], que data de 1930, e afirma que

(Z \T(ejaek)lg) < V2|1,

k=1

para toda forma bilinear continua T": ¢y X ¢g — C, com o expoente 4/3 6timo, merece

destaque, pois, de certa forma, esse resultado é o ponto de partida da teoria dos opera-

dores miltiplo somantes. Para resultados recentes em operadores multiplo somantes,
recomendamos a leitura de [1-3,7,8] e das referéncias contidas nesses trabalhos.

A desigualdade do 4/3 de Littlewood foi o ponto de partida de varias desigual-

dades, como ¢é o caso da desigualdade devida a Bohnenblust e Hille [17] (1931), que

garante a existéncia de uma constante B, > 1 tal que

m+1

[e'e) 2m
( > |T<ej1,...,ejm>w> < B |T],

J1yeesdm=1

para toda forma m-linear continua 7T': ¢y X --- X ¢g — C.

Naturalmente, se m = 2, recuperamos a desigualdade do 4/3 de Littlewood. Em
1934, Hardy e Littlewood [32]| estenderam a desigualdade do 4/3 de Littlewood para
aplicagoes bilineares definidas em ¢, x ¢,. Em 1981, Praciano-Pereira [48] estendeu a

desigualdade de Hardy-Littlewood para formas m-lineares sobre £, x --- x £, . com

8



0< pil 44 p}n < %, e mais recentemente Dimant e Sevilla-Peris [25] generalizaram
essas estimativas para o caso % < p%%—- . ~—|—ﬁ < 1. Atualmente, ambas as desigualdades
supracitadas sao chamadas de desigualdades de Hardy—Littlewood.

Doravante, para qualquer funcao f, sempre que fizer sentido, definimos formal-

mente f(00) = lim,_,o f(p). Além disso, para p = (p1,...,pm) € [1,00]/" el < k <m,

escrevemos
1 1 1 1 1 1 1 1 1
—_ = — —, — :_++_ e — = |— — | — .
p <k b1 Pk p >k Pk Pm p p <m p >1

Sejam ainda E7 o dual topologico de Ej, BE; a bola unitaria fechada de E7,j =
1,....m,e L(Ey,...,Eny,; F) o espaco dos operadores m-lineares (multilineares) con-
tinuos de E; X --- X E,, no espaco de Banach F.

A seguir, enunciamos as desigualdades classicas de Hardy-Littlewood:

Teorema 1.1.1. [Bohnenblust, Dimant, Hardy, Hille, Littlewood, Praciano-Pereira,

Sevilla-Peris| Sejam m > 2 um inteiro positivo e p = (p1,...,pm) € (1,00™ com
0< é < 1. Entdo existem constantes Cﬂiyp > 1 tais que
m+172‘%‘
n am N\ T mm 1 1
m+1-2| 5 K
<‘ >0 Tlepomren)™ 2lpl) < Crp ITI seOSHSa (1)
.717---7.77n:1
n 1 1*|%|
] x 1|2
S (e B < CEIT) e g < |2 <, (1.2
- ’ 27 |p
J1yeejm=1
para toda forma m-linear T : £y x --- x £ — K e todo inteiro positivo n.
Quando p; = --- = p, = p, denotamos C)5  por C . Se ‘%’ = 0, isto &,

se pp = -+ = p, = 00, temos = 727]:1, pelo que recaimos na desigualdade

m
m+1-2| 1|
classica de Bohnenblust—Hille. Em particular, se m < p < oo, o Teorema 1.1.1 garante

a existéncia de constantes CX , = 1 tais que

mp+p—2m

n 2mp
2mp
( > IT(ey- - ejm)|mp+p2m) < C% T se 2m < p < oo,
Jiy-eesJm=1
n p=n
p
_p
( Z ’T(ejm--'?ejm)’pm) chip HT” sem<p§2m,
jla"'7jm:1

Aplicando a desigualdade generalizada de Kahane-Salem-Zygmund em (1.1) (veja

o Lema 1.2.10) e a desigualdade de Holder em (1.2), verifica-se que os expoentes

9



2m
m+172|%| €

1*Tl| sao O0timos no seguinte sentido: se trocarmos os expoentes por outros
b

menores, as constantes que aparecem no segundo membro das desigualdades acima
passam a depender de n também.

Além de serem desconhecidas as estimativas precisas das constantes de Hardy—
Littlewood, o crescimento assintotico dessas constantes continua sendo um problema
em aberto na Analise Matematica, como acontece, em particular, com a desigualdade
de Bohnenblust—Hille. No entanto, olhando para as desigualdades acima de um ponto
de vista anisotrépico, que consiste basicamente em olhar para os somatorios das de-
sigualdades acima com expoentes variados, isto ¢, tendo um expoente para cada um
dos m somatorios, verifica-se o surgimento de certa complexidade (veja, por exem-
plo, [5,8,11]). Nos Capitulos 3 e 4, fazemos uma abordagem nesse sentido ao estu-
dar o indice de somabilidade de pares de espacos de Banach e operadores miltiplos
(p;q) — s—somantes, respectivamente.

O crescimento preciso das constantes CX

m,p’

com 0 < ‘%‘ < 1, é relevante para as
aplicagoes. As primeiras estimativas para C’ff; p tiveram crescimento exponencial; mais

precisamente

ck < (\/ﬁ)m_l.

O caso 0 < )%’ < % tem sido bastante explorado desde sua aparicao e, nesse contexto,
varios estudos apresentaram progressos significativos (vide [2,3,8,11,14]). Por exemplo,

entre outros resultados, é provado em [8,14] que, para 2m(m — 1)? < p < co, temos

R 2-log2-y 0.36482
C’m’p<f£1-m 2 KM

9

] 211
wa<f@2~m T R Ky - mOAHY,

para certas constantes k1, ks > 0, onde ~v é a constante de Euler—-Mascheroni.

Em contrapartida, o caso % < )%‘ < 1 foi pouco explorado e, s6 recentemente, em
[1,13], é que a estimativa original foi melhorada. Nosso principal resultado, apresentado
no Capitulo 2, melhora um dos principais resultados nessa linha, disposto em [1,13], o

qual destacamos abaixo:

Teorema 1.1.2. |1, Teorema 3.3] Sejam m > 2 um inteiro positivo ep = (p1,...,Dm) €

(1, 00]™, com % < % < 1. Entao, para toda forma m-linear T': £ x --- x5 —Ke

10



todo inteiro positivo n,

. N\l
( > |T<ej1,-..,ejm>|1‘%‘> < 200050 7y
j1,...,jm=1
Observamos que, quando m < p; =---=p, =p<m+ 1, temosp—m < 1le

—1,...41_m
=+ +p_p,peloque

e o) -on (555)sene

Nesse caso, o Teorema 1.1.2 da-nos

1
p

p—m
n p
p m—1
( > !T(eju---,ejm)lp’"> <2 [T < 2],
j17-~~:jm:1
para toda forma m-linear 7" : £} X --- x £7 — K e todo inteiro positivo n, sendo

m < p < m+1. Em razao disso, para esse caso particular, concluimos que as constantes
6timas das desigualdades de Hardy—Littlewood sao uniformemente limitadas por 2.

Para m > 3 temos, de um modo geral,

1 1 -2
P m—1 m—1
1 m— 2
&S || >
p| m-—1

Por outro lado, quando m = 2, a expressao Q(m_l)(l_lél) < 2 equivale a 1 —

l‘ <1,
ol =
o que é verdade sempre. Portanto, as constantes 6timas das desigualdades de Hardy—

Littlewood sao uniformemente limitadas por 2 quando m = 2, bem como para todo

1

m > 3 desde que seja |1| > 2=2. Observemos, também, que 2(m_1)(1_|%’) > 2 equivale
P m—1

m—2 . 4 ‘4 1 1
a ‘ ’ < 7=1, que s6 podera ocorrer se for m > 4, ja que 5 < ‘5‘ < 1.

o=

Ainda nesse contexto (% < < 1), outra importante contribuigdo é o resultado

1
P
de Aron, Nuniez-Alarcon, Pellegrino e Serrano-Rodriguez (veja [13, Corolario 3.3]):

Teorema 1.1.3. Sejam m > 2 um inteiro positivo e p = (p1,...,pm) € (1,00|™ tais

que1<pmS2<pl7"'7pmfl €



Entao

n 1 1_|E
_ |1
( > \T(ejl,...,ejmwp') <,
J1

1500 jmzl
para toda forma m-linear T : £ x --- x £ — K e todo inteiro positivo n.

1.2 Indice de somabilidade

Nesta se¢ao temos, essencialmente, uma compilagao de alguns resultados de [34,
35], e que sdo objetos de nosso estudo. Iniciamos recordando um pouco da teoria dos
operadores multilineares continuos que sao absolutamente e miltiplo somantes. Para
o caso linear, que trata dos operadores absolutamente somantes, um estudo detalhado
¢ esbocado em |24].

Sejam FE1, ..., E,,, F espacos de Banach. O indice de somabilidade do par de
espacos de Banach (E) x -+ x E,,, F') ¢ um tipo de medida de quao longe os operadores
m-lineares T : F4 X --- X E,, — F estao de serem multiplo somantes.

Em [36,43] é considerada a definigdo a seguir.

Definicao 1.2.1. Sejam 1 < q < p < oo. Um operador multilinear continuo T :

Ey x - X E,, — F é miltiplo (p,q)-somante se eziste uma constante C > 0 tal que

( En: HT (a:;(gll) -~,171($)> p) < CH( sup z(x,(f)> q) " (1.3)
k1,eekm=1 =

‘PzeBE*
para todo inteiro positivo n e todo ng? eF;,,com1<i<mel <k <n.

O espaco vetorial de todos os operadores multilineares continuos que sao miltiplo
(p, q)-somantes é denotado por Hzgzl)t (E1, ..., Epn; F). Oinfimo WZ”“l)t(T), tomado sobre
o conjunto das constantes C' que satisfazem (1.3), define uma norma completa em
H’(Zﬁf (Er,...,En; F). Se By = --- = E,, = F, simplificamos a notacao escrevendo
H?;f‘ql)t (ME; F). Para um estudo detalhado da teoria de operadores multilineares em
espacos de Banach, sugerimos a leitura de |26, 38| e, para mais detalhes a respeito dos
operadores miltiplo somantes, sugerimos [46,47|.

Se um operador m-linear T : Ey X - - - X F,, — F nao satisfaz a desigualdade (1.3),
faz sentido tentar medir o quao “distante” T esta de satisfazer (1.3). Nessa perspectiva,

em [35], passa a ser considerada a nogao de indice de somabilidade, conforme a defini¢ao

seguinte.

12



Definicao 1.2.2. O m-indice multilinear de (p, q)-somabilidade de um par (Ey X -+ X Ep,, F)
€ definido como

n@;;’wlt (B, By F) = 1nf 5,y 5,

onde sp, 54 > 0 satisfaz o sequinte:

FEziste uma constante C > 0 (que nao depende de n) tal que

1
n p\? m i i
( Z HT <a:§€11),,.:1:$)>H > < C’ns’"*p’qH< sup Z ‘%‘ (x,(;)
i=1

Lyeerskm=1 <pi€BE?,< ki=1

. 1/q
) ) (1.4)

para todo T € L(FEy, ..., Ey; F), todo inteiro positivo n e a:,({:) € E;, coml1l <1 <
mel <k <n.

Se By = --- = FE,, = E, escrevemos simplesmente ng;;"“” (E; F), ao invés de
m—mult .
M) (E,..,E; F).
O indice de somabilidade mede, em certo sentido, quao “distantes” os espacos
L(Ey,...,Ey;F)e H(’;f]lf (Ey, ..., Ey; F) estdo de coincidirem e, caso coincidam, tem-
se

promdt (g By F) = 0.

(p,9)

Uma situagao similar ocorre com o espaco de Banach P(™FE; F') de todos os polindmios
m-homogeéneos continuos de E em F, mas este nao é alvo do presente estudo (ao leitor
interessado em resultados recentes e mais detalhes sobre esse tema, sugerimos a leitura
de [2,19,49]) .

Vejamos alguns resultados extraidos de [34], relacionados a estimativas para o
indice multilinear de somabilidade, cujos casos mais gerais exibimos no Capitulo 3.

Fixado n € N, o infimo tomado sobre as constantes C' > 0 que satisfazem a
desigualdade (1) é denotado por Wl(,”) (T') ou, quando nao houver perigo de confusao,
por m,(T) simplesmente. Com uma demonstracdo similar a apresentada na prova da
Proposicao 4.1.5, prova-se que Wl(,") define uma norma.
Proposigao 1.2.3. |35, Corolario 2.2] Sejam 0 < p < oo. Se E é um espago normado

e dim E = n, entao

7 (idp) < n™>{53),

Proposigao 1.2.4. |35, Proposigao 2.4| Sejam 0 < p < oo e Fy,..., E,, F espagos de
Banach. Entao L1
nzn’gmdt(El, ooy By F) <m - max {—, —} i
p.p p 2

13



Proposicao 1.2.5. 35, Proposicao 2.6] Sejam 1 < ¢ <p <oceEy,..., E,, F espacos
de Banach. Entao

My (1o By F) < o e {_’ _} .

Doravante, todo resultado da forma
L(Ey, ... Ep; F) =1 (B, ..., Ey; F)

é chamado situagdo de coincidéncia (veja [20,22]). Sua importancia para nossa pesquisa
reside no fato de que esse tipo de situacao pode ser usado para estimar o indice de

somabilidade.

Proposigao 1.2.6 (M. Maia, [34]). Sejam Eu, ..., E,,, F espacos de Banach. Suponha
que
L(BEy, ... Epn; F) =15 (B, ..., Eg; F).

Entao

(a) Para todos p,q satisfazendo 1 <p <t el < s <gq, temos

m—mult )
B B T

(b) Para todos p,q satisfazendo 1 <p <t el <q<s, temos

m—mult . m m
n(P,q) (E17 "'7Em, F) S ; — ?

(¢) Para todos p,q satisfazendo 1 <t <p el <s<gq, temos

m—mult ) m m
Mgy ™" (B B F) < 2 =

(d) Para todos p,q satisfazendo 1 <t <p el <q<s, temos

nm—mult (El, o Ema F) =0.

(,9)

E importante observar que todos os itens da proposicao acima poderiam ser reu-

nidos em um tnico, a saber, para todos 1 < p,q < 0o, temos

S 1 1 1 1
) It (B, B F) <m (max{; — Z’O} +max{g — 5,0}) .

Para mais detalhes, veja o Teorema 3.3.3, que traz uma versao mais geral desse resul-
tado.

O lema a seguir ¢ o Corolario 3.20 de [44] (veja também [25]), enunciado em
virtude de sua relevancia para teoria dos operadores somantes, em particular, para

alguns resultados desenvolvidos no Capitulo 3.
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Lema 1.2.7 (Corolario 3.20, [44]). Seja p € [1,00]. Entdo,
L(Ey, ..., Ep; F) =5 (By .. By F)

para todos os espacos de Banach Ei, ..., FE,, se, e somente se, existe uma constante
C > 0 tal que

( > HT(ekl,---,ekm)Ht) <]

kl,...,knzzl

para todo operador m-linear continuo T': {7 X --- X {7 — F.

Vale recordar também a nocao de cotipo de um espaco de Banach. Com efeito,
para 2 < g < oo, um espacgo de Banach E tem cotipo ¢ se existe uma constante C' > 0
de tal forma que, nao importa como selecionamos um ntmero finito de vetores z, ..., x,

de E, vale a desigualdade

n . 1
(Zuxkuq) <c|f
k=1 0

onde r; é a k-ésima funcao de Rademacher, as quais sao definidas por

1
2 2

dt| |

n

Z Tk(t)l'k

k=1

r(t) = sign [sin (2%7t)]

keNetel0,1]. Quando ¢ = oo, o lado esquerdo da desigualdade acima é substituido
pela norma do sup. O cotipo de E, denotado por cot(F), é definido como sendo o infimo

tomado sobre todos os ¢ que satisfazem essa desigualdade, em outras palavras
cot(E) = inf{q : F tem cotipo ¢}.

Nessa linha, temos o teorema a seguir que, essencialmente, pode ser encontrado
em [2,9], e se destaca por ser uma boa ferramenta na obtencao de estimativas para o

indice de somabilidade.

Teorema 1.2.8 (M. Maia, [34]). Sejam E\, ..., E,,, F' espacos de Banach de dimensao
infinita e suponha que F' tem cotipo finito cot(F) =r.

(a) Ses€[l,2) em < ) entao

ST

mult =N
L(Ey, ... B F) =1 (Bv, . B F) < 8 S — msr +mr

(b) Set e [nf—fl, |, entdo

2mt
. __ 11mult . -
LBy, oy B K) = IG5 (B o, B K) 905 < o
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(c) Set € (2,00), entdo

mt

L(Ey,..EnK) =074 (B, . By K) & s < —————
( 1y ooy ) ) (t75)( 1y -0y ) ) S_mt+1—t
O proximo corolario segue imediatamente do item (a) do Teorema 1.2.8 e da

Proposicao 1.2.6.

Corolario 1.2.9 (M. Maia, [34]). Sejam E, ..., E,,, F' espacos de Banach de dimensao
infinita. Se F tem cotipo finito cot(F) =r, 1 <s <2, m< = et = =L

r(s—1) s—msr+mr’
entao
(a) Para todos p,q satisfazendo 0 <p <t e r—?i:wt < q, temos
e m 1 m m—1
77&) "By, . ,EnF) < —4+m— - — — — ( )
, D r q t
(b) Para todos p,q satisfazendo 0 <p <t el <q< r_?ffnrt, temos
m—mult . T _ @
My (B B F) < 2 =
(¢) Para todos p,q satisfazendo 0 <t <p e Tﬁﬁ;n < q, temos
1 1 m
m—mult . _ —
My (B B F) S = - 5 = 2

(d) Para todos p,q satisfazendo 0 <t <p e <q< —L_ lemos

r—t+mrt’

7783,;37”” (Er, ..., B F) = 0.

Diante dos resultados acima, é possivel obter um indice de somabilidade 6timo
para certos pares de espacos de Banach, o que ¢ feito com o auxilio de uma versao geral
da desigualdade de Kahane - Salem - Zygmund, enunciada no lema abaixo.

Lema 1.2.10 (Lema 6.1 de Albuquerque et al. [3|). Sejam m,n > 1, py € [1,00],

k=1,....,m, e seja

1
o, Sep Z 2
a (pr) = P L
0, caso contrdrio.

FEziste uma constante universal C,, (dependendo apenas de m) e existe uma forma

N |

m—linear A: (3 x - x5 — K da forma

Az 2 = Z izi(ll) P

1 peim=1

tal que
|A|| < Cun3 Rz o),
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A proposi¢ao a seguir mostra dois casos em que o item (a) da Proposigao 1.2.6
nao pode ser melhorado. Em outras palavras, os dois casos abaixo trazem estimativas

6timas para o indice de somabilidade.

Proposigao 1.2.11 (M. Maia, [34]). Sejam p,q nimeros reais.

2 .
(a)Sei—ﬁﬁpﬁQe%SqS?, entdo

m—mult /m . o m m 1 m
ip,a) (fq*yK)—E+5—§—E-

mp

(b) Se2 <p<ooe

< g, entao

1 m
m—mult /m . _
n(p,q) ( fq*,K)—m—l—l—]—y—E

Estimativas superiores para o indice multilinear de somabilidade foram obtidas em
[35, Proposigoes 2.6 e 2.7|. O proximo resultado garante que, quando Ey = ..., E,, =
Uy e F' = ¢y, nao é possivel melhorar essas estimativas, uma vez que, nesse caso, o
indice também ¢é 6timo.
Proposigao 1.2.12 (M. Maia, [34]). Se 0 <p < oo e 1< q <2, entdo
m

Mgy ("l c0) =

1.3 Lineabilidade em conjuntos de operadores nao mul-

tiplo somantes

Nessa secio, trazemos alguns resultados apresentados em [34], em especial, re-
lacionados a teoria de lineabilidade e, para esse fim, é pertinente relembrar alguns

conceitos.

Definigao 1.3.1. Sejam X um espaco vetorial (topoldgico), M um subconjunto de X
e i um ndmero cardinal. Diz-se que M é p-linedvel (u-espagdvel) se M U{0} contém
um espago vetorial (fechado) de dimenséo p.

Introduzida por Gurariy em [29], a no¢do de lineabilidade ganhou notéria proemi-
néncia, pois, desde entao, a busca por estruturas lineares dentro de certos subconjuntos
de espacos vetoriais tem sido amplamente investigada. Para uma exposicao recente da
teoria, sugerimos a leitura de [12].

O problema objeto de nosso trabalho é, essencialmente, o seguinte:

O conjunto £ (Ey, ..., Ep; F)\IIT (B, ..., E,y; F) @ lineavel?

(p,q)
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No caso linear, esse problema foi abordado em [21] e, no caso multilinear, foi tratado
em [9], e ambos os autores obtiveram algumas solugbes parciais.

A principio, apresentamos solucdo para uma questao um pouco diferente, mas
que serve como ferramenta para resolver esse problema. Com essa finalidade, e ins-
pirado pela desigualdade (1.4), é possivel pensar em uma nova classe de operadores
multilineares, conforme Defini¢ao 2.3.1 de [34] e transcrita a seguir.

Definicao 1.3.2. Sejam 0 < p,q1, -+ ,¢m <00, s> 0e Ly, -+, E,, F espacos de Ba-
nach. Um operador m-linear T € L(Ey, -+ , Ep; F) € chamado maltiplo (p,q1, -+ , qm)-

s-somante se existir uma constante C' > 0 tal que

1
n ) m
1 m s H\"
< > ITGE, ,xém>>r\p> <on [T||(=), (1.5)
ki, km=1 i=1 T lw,gg
para todo n € N, e todo xl(f) eFE;,comi=1--- m.

O espago vetorial de todos os operadores multiplo (p;q1,- - , ¢n) — S—somantes

é denotado por
mult—s .
H(p7q1,~~~qm)(E17 o B F).

Quando ¢4 = -+ = ¢, = qoup = q = -+ = @, e€screvemos, respectiva-
mente, H?;Zlf_s(El, oo Eg; F) ou IMH5(Ey - B,y F). Se ocorrer as igualdades
E, = ... = E,,, a notacdo é mais uma vez simplificada, a saber, escreve-se apenas

mult—s /m 1.
H(M) (mE; F).

Algumas propriedades elementares de Hgﬁfﬁ? qm)(E17 -+, En; F) sao exibidas em

[34], tais como Hgﬁff’qm)(El, -+, By F') € um subespago vetorial de L(Ey, - -+, B, F),

e valem as inclusoes:

Hmult )(Elv 7EmaF) g HmUIt_S (Ela"' 7Em7F) g ‘C(EhaEmaF)

(P,q1,5 qm (P,q157 5qm.)

para todo s > 0.

Vejamos alguns resultados objetos do presente estudo:

Proposigdo 1.3.3 (M. Maia, [34]). O infimo n)"" 7% (u), tomado sobre todas as pos-

siveis constantes C' satisfazendo (1.5) define uma norma completa em

I

p;q1,-qm

)(Ela"' 7EmaF)

Além disso, |ul| < mrltzs (u) < amelt ().
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Proposicao 1.3.4 (M. Maia, [34]). Se 0 < ¢;,p < o0, para todo i = 1,--- ,m, entdo
(H;’f;‘llfffqm, W;?;‘ffffqm) ¢ um ideal de Banach injetivo.

Proposicao 1.3.5 (M. Maia, [34]). Sejam 0 < ¢,p < co. FEziste 0 < s < 00, tal que

L(Ey, - Ep;K) =T (Ey - By K).

Semelhantemente, e de um modo menos geral, denota-se por Hgf‘ql)t_s(El, eory By F)
o0 espaco vetorial de todos os operadores multiplo (p, ¢)-s-somantes de E; X - - - X E,,, em
F. Se £y = --- = E,,, simplificamos a notacao escrevendo apenas H?;f‘ql)t_s(mE; F). Ob-
serve que quando s = 0 essa defini¢ao recupera a nogao de operadores (p, ¢)-somantes,
cujo espaco ¢ denotado por H’(?;f;l)t (observacao andloga vale para os casos mais gerais,
como ¢ o caso do espaco H?;?;lf:,s’qm)(El, <o B F), por exemplo). Nesse caso, as

inclusoes abaixo permanecem véalidas.

A proxima Proposigao, cuja demonstragao é embasada em [40], fornece uma so-
lugdo para esse problema quando F = (... Mais precisamente, denotando por ¢ a

cardinalidade de R, ela nos diz que nao importa quao “pequena’” seja a diferenca

Hmult—s (E17 ey Em7 goo) \Hmult (E17 ceey Em, EOO) .

(p,9) (p,9)

Se ela nao for um conjunto vazio, existe um espaco vetorial com cardinalidade ¢ contido
nela.

Proposicao 1.3.6 (M. Maia, [34]). Sejam Ei, ..., E,, espacos de Banach, s > 0 e
p,q € [1,+00]. Entaio

P (B ey B loo) \Iy) (B vy B £oo)

€ vazio ou c—linedvel.

Corolario 1.3.7 (M. Maia, [34]). Sejam Ej, ..., E,, espagos de Banach e p,q € (0, +00].
Entao
LB, ..o By L) \IT M (B oy By o)

(,9)

€ vazio ou c—linedvel.
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Capitulo 2

Limites universais para as
desigualdades de Hardy—Littlewood

em formas multilineares

O presente capitulo estd fundamentado em [7] e aborda as desigualdades de
Hardy-Littlewood para formas multilineares em espacos de Banach. Em geral, boas
estimativas para as constantes que aparecem nessas desigualdades, doravante denomi-
nadas constantes de Hardy—Littlewood, sao associadas a aplicacoes em matematica e
fisica, porém o comportamento exato dessas constantes ainda é desconhecido. Nesse
sentido, damos uma nova contribuicao para o comportamento dessas constantes e, como
uma consequéncia do resultado obtido, apresentamos uma prova simplificada de um
resultado concernente a certas desigualdades do tipo Hardy—Littlewood devido a Aron
et al. ([13]).

O principal resultado deste capitulo, apresentado na secao seguinte, além de ge-
neralizar o Teorema 1.1.2, tem como consequéncia um resultado aparentemente mais
geral que o Teorema 1.1.3. Todavia, segundo os autores, a demonstragao do Teo-
rema 1.1.3 permite fixar qualquer p;,i = 1,...m — 1, ao invés de p,, na desigualdade
1 < pm <2<Dp1,...,pm-1. E importante referir que a prova do resultado ora apre-
sentado nao ¢ apenas uma adaptacao da prova original de 1.1.2, e que a prova dada
em [13] para o Teorema 1.1.3 é mais extensa e, em certo sentido, mais complicada,

enquanto nossa abordagem ¢ relativamente simples e mais independente.



2.1 Nova desigualdade do tipo Hardy—Littlewood

Alguns resultados auxiliares essenciais na realizacao dos propoésitos desta secao
sao exibidos a seguir.

Iniciamos com um importante resultado, a saber, a desigualdade de Khinchine
para escalares. Precisamente, esta desigualdade assegura que, para qualquer 0 < g <

0o, existem constantes positivas A, tais que, independentemente do inteiro n e da

¢\
dt>,

Seja Bg+ a bola unitaria fechada do dual topolégico de E. Para 1 < g < oo, 0

n
=0

) <l

onde r; sao as fungoes de Rademacher.

sequéncia de escalares (a;)?_;, temos

n

> agr(h)

j=1

simbolo ¢* denota o conjugado de g. Serd pertinente escrever = = 0 para qualquer

constante ¢ > 0.

Definigao 2.1.1. Dado s > 1, denotamos por (“(E) o espago vetorial de todas as

o0

sequéncias (xj)J em E tais que (p (xj));il € U para todo funcional linear continuo

v: E— K. A norma de (xj);il € (Y(E) € definida pela expressao

1(25)7% 1 llws = sup [ (@ ()72 [Is-
pEBE*

Para ver que a norma acima estd bem definida e para mais alguns detalhes,
sugerimos a leitura de [24].

O espaco de todos os operadores m-lineares continuos 7' : Fy x --- x E,, = F,
com a norma do supremo, é denotado por L (E, ..., E,; F).

Definigao 2.1.2. Para p,q € [1,+00)™, um operador multilinear T : Ey X -+ - X E,, —

F € maltiplo (q; p)-somante se existir uma constante C' > 0 tal que

1
oy L
am—1 é a1

qm am m
) st
F> kgl ( j )j—l —

i <§: HT(:ES),,ng)

jl:l ]m:1
para todo ($§k))§';1 € (¥ (Eg). Denotamos a classe de todos os operadores miiltiplo
(qJ p)*SOmanteS pO’/’ H?él,p) (Ely ey Em, F) Quando QI — vee — qm — q, eSCTEVEIMOS
o) (Brs ooy By F) ao invés de 1Ty ) (En, ... B F).
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Seja T(p;q) 0 infimo das constantes C' que satisfazem a desigualdade acima. Em |6]
G. Aratjo mostrou, dentre outras propriedades, que m(p,q) ¢ Uma norma e (Hg;q), w(p;q))
¢ um espaco de Banach cujos elementos estao caracterizados como segue:
Proposicao 2.1.3. |6, Proposicao 5.2 Sejam T : Ey x --- X E,, — F um operador
multilinear continuo e p,q € [1,00)™ . As sequintes sio equivalentes:
(1) T é maltiplo (q, p)-somante;

1 m > k)\ oo w X

(2) (T(xg»l), . ,xgm))>jl e € ly(F) sempre que (xg ))j:1 €t (By);

(3) Eziste uma constante C' > 0 tal que

Im—1 o a1

a2
am am m B
)Y ) st
k=1

WPk

i (i HT(x%),...,x§.:))

j1:1 ]mzl
para todo inteiro positivo n e todo (xgk));’il €ty (Ey).

Para resultados recentes sobre a teoria de operadores miltiplo (q; p)-somantes,
sugerimos a leitura de [41].

O proximo resultado, provado recentemente por Albuquerque e Rezende em |5,
Teorema 3|, diz respeito a teoria multilinear dos operadores absolutamente somantes
iniciada por Pietsch [45], que também é um resultado essencial na demonstragao da
desigualdade de Hardy—Littlewood que se segue.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Inclusdo, [5]). Sejam m wm inteiro positivo e r >

1,s,p,q € [1,00)™ tais que

1 1 ’ ’ 1
- —|= —1 >0
r p q
e, para cada k=1,...,m, qx > pr €
1 ’ 1 1 ‘ 1
Sk qi> r Pl>g
Entao
?ﬁ;p)(Eh o B F) C H?S"q)(El, cos By F)
para quaisquer espacos de Banach E+, ..., E,,, ' e o operador de inclusao tem norma
1.

De posse das definicoes e resultados acima, apresentamos abaixo o principal resul-
tado deste capitulo, que é uma desigualdade do tipo Hardy-Littlewood, e que melhora

a estimativa dada pelo Teorema 1.1.2.
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Teorema 2.1.5. Sejam m > 2 um inleiro positivo e py,...,p, € (1,00] tais que

1 mo 1 ‘
3 S ity < 1. Seja

i L e di s oue L < ST L
$ := min {r . emistem 1 indices ky, ..., k, tais que 5 <Y, e < 1 }
L. k k’ . . . 1 1 E ~
e, para os possiveis ki, ..., ks como acima, seja p=max|-=+---+ - . Entdo
1 s

n 172;1 L
1—272 L o (s—=1)(1—p)
Z |T(6]17 tet 76j7n) =hh S 2 ”TH’

jlv“'?jm:l

para toda forma m-linear T : £ x --- x £ — K e todo inteiro positivo n.
Demonstracao. Por uma questao de simplicidade, vamos supor que px, = p1,..., Pk, =
Ps, onde s := min {r . existem r indices kq, ..., k, tais que % <30 z% <1 } Uma
vez que

1 1

- < |- <1,

2 Pl

segue do Teorema 1.1.2 que

75|

n i 1_‘5 <s (s—l)[l—‘l :|
( Z |T8(ej1’ e 76js) 17‘3 SS) S 2 Pl<s

jl’“'vjs:l

para toda forma s-linear T : £} X --- X £ — K e todo inteiro positivo n. Além disso,
para todo n e toda forma (s+ 1)-linear Tyyy : £ X -+ x £y x {3 — K, tendo em vista
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a desigualdade de Khinchine, temos

1
RN TRNG & 1
n n , 17|5|Ss
E E ‘TS+1 <6j17"'7ejs+1)‘
J1yeesjs=1 Js+1=1
1-|2
1
1 1_’5 <s
1 1-|3
1 1 n 1_|B <s |p SS
< E A™ } E TS-H (ejn s 7€js+1) L (t) dt
J1yeeds=1 17 B <s 0 Js+1=1
1
} 17|P <s
1_‘5 <s
1 E Tor1 | €jy5-- 1565, E : €J>+1T]s+1 dt
1
5 Jl» 7.]8—1 ]s+l 1
1
1 1_|B <s
n n 1-|L N
1 2 : el
S A 1 sup T8+1 S TRRRE 7€js7 6J5+1r]s+1
1 . .
1_‘5 <s ey =1 Js+1=1
1
i 17|E <s
1 n 1_|B <s
=A i sup E Ts+1 €j1y-y€jgy § e]e+1r]9+l
17|5’§s tefo1] J1yeenjs=1 Js+1=1
cat B gl (-
=~ 1 sup s+1 PRI e]s+l/r]s+1
1
1,|5 - t€[0,1] or1=1
< A—l 2(8 1|: %<s:| T
>~ 1 - S-‘rl”)
il
Pl<
onde A_ 1 ¢ a constante da desigualdade de Khinchine. Desde que 3 =1 — 3 >
L
5.,
1-— ‘ L , temos
<s
1
> 2,
1— 1|4
Pl
pelo que A |1| = 1 (veja, por exemplo, [31]). Assim, aplicando a desigualdade
|1
Ples
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anterior juntamente com a inclusao canonica dos espacos ¢,’s, podemos escrever

-

n

Z ‘Terl (ej17 s 7€js+l) ‘ 1_’ =

J1yeesJs+1=1

el

n

n
e
- Z Z ‘T3+1 (ej1>"'7€js+1)|l ’p

J1seds=1 \Js+1=1

IN

n ) <s
Z Z ‘TS+1 (ejl,...7€js+1)‘

J15-ds=1 \Js+1=1

< 2(8—1){1—% -

[ Tesall,

para todo n e toda forma (s + 1)-linear Tyyy : €3 X --- x €7 x {3 — K. Usando os
isomorfismos isométricos canénicos para os espacos de sequéncias fracamente soméveis
(ver [24, Proposicao 2.2|), sabemos que isso é equivalente a afirmar que (veja [25, p.
308])

HSJrl (El,...,Eerl;K) :£<E1,...,ES+1;K)
(1_“1) <S;p*{,---7p2‘,1>
para todos espacos de Banach Fi,..., Fs,y. Além disso, o Teorema 2.1.4 fornece a
inclusao
It (Er, ..., By K) C I (E1,. .., Eg1; K).
S Bt S S
Crmd) ()

De fato, a hipotese
1 1 ’ ’ 1
—— =+ >
r p q

do referido teorema é expressa aqui por

1 1 1 1 1 1
1—|— - —*+"'+—*+1 + —*+"'+—*+ - -
pSS pl ps pl ps ps+1

1 1 1
— =] + =1—-|- >0
Plcg Dst1%* Pl<si1
Por sua vez, as hipoteses
1 ‘ 1 1 ‘ 1
Sk q >k r |Y Zk’
paracada k =1,...,m, q. > pg, equivalem, aqui, as igualdades

1 1 1
J— _* + “ .. + " — 1 —_ | —
<stl Py Pst1 p
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que sao verdadeiras, pois, simplificando os termos semelhantes, a mesma equivale a

1 1
Ps+1 Psiq
Consequentemente,
HS+1 (El,...,Eerl;K) :£<E1,...,E8+1;K)
PPl
(1’1’ <s+1 )

para todos espagos de Banach Ej, ..., Es;;. Novamente (ver [25, p. 308]), isso é
equivalente a dizer que

Y =Y el
Z }Ts+1 (ejl,...,6j5+1)| Pl<st1
j17'--7js+1:1
(571)[17 1 }
=2 Pl i,
para toda forma (s + 1)-linear Tyyy @ €7 X --- x £y — K e todo inteiro positivo

<)

Portanto, para toda forma s-linear T : £ X --- X {7 — K e todo inteiro positivo n, a

o (-1 1|4
n, pois a inclusao utilizada, por ter norma 1, preservou a constante 2 |p

desigualdade
n L\ sl -3
T < —n1-|L
( 2. |Ts<eh,...,ejs>1‘w> <2l
j17~~-7js:1
implica na desigualdade
n 1 1*|% <s+1 ( )[ |1 }
_|L s—1)[1—-|=
Z {TS-H (eju s ’ejs+l) ’1 |p seHt <2 v |Ts+1||v
J1yejst1=1
para toda forma (s + 1)-linear Ty, : £ x --- x {7~ — K e todo inteiro positivo

n. A prova é completada por um argumento de inducao padrao, mais precisamente,
repetimos o argumento t = m — s vezes até que seja T, um operador m-linear e, para
1 1 1

= or 1 —p,onde p=max{ — 4 --- :
|, por 1= p onde p=max {7tk o

]

otimizar o expoente, trocamos 1 —

Vale observar que, na demonstracao acima, ao invés de citar o resultado apre-
sentado na pagina 308 de |25|, poderiamos citar um teorema mais geral, a saber, o

Teorema 3.7.3 apresentado no proximo capitulo; neste caso, bastaria escrever
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no referido teorema.
Como caso particular do resultado anterior, obtemos as seguintes desigualdades
do tipo Hardy—Littlewood com constantes iguais a 1:

Corolario 2.1.6. Sejam m > 2 um inteiro positivo e p = (p1,...,pm) € (1,00]™ tais
que 1 <p; <2< p1,...,Pic1,Dit1s > Pm POTa algum 1 <i < m e

1 < ! <1
2~ |p '
Entao
n 1 1’|%|
nE
( N T 'pl) <|Ill,
jly---aj:m
para toda forma m-linear T : f;}l X e X Egm — K e todo inteiro positivo n.

Demonstracao. Basta observar que, nessas hipoteses, temos o Teorema 2.1.5 com

$ = min {,,, : existem r indices kq,...,k, tais que % <>, i_ <1 } =1

ep= % O
O Coroléario 2.1.6 é uma forma simplificada de obter um resultado recente, provado

independentemente em [13, Corolario 3.3]. Nossa abordagem ¢ diferente e mais auto-

suficiente.
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Capitulo 3

Somabilidade de operadores

multilineares

O intuito do presente capitulo é, em uma abordagem anisotrépica natural, in-
vestigar até que ponto um operador multilinear é multiplo somante e, nesse contexto,

apresentar algumas aplicagoes.

3.1 Introducao

Em todo este capitulo, F/, F, E», ..., F denotam espacos de Banach sobre o corpo
de escalares K, de nimeros reais ou complexos. O dual topoldgico de E e sua bola
unitaria fechada denotamos, respectivamente, por E* e Bg«. Dado p := (p1,...,pm) €
[1, 00]™, utilizamos a defini¢ao de espagos L, de norma mista apresentada em |16] para

os espacos de sequéncias com norma mista

lp(E) := Ly, (b (- (bp,, (E))-++))

que, precisamente, ¢ o espaco de sequéncias que reine todas as matrizes valoradas
com vetores multi-indices x := (Ij)jeNm que tém p-norma finita; como usual, j :=
(J1s- -+, Jm) denota um multi-indice. E importante frisarmos que cada norma || - ||,, ¢
tomada sobre a componente de indice j, e que cada indice j esta relacionado & norma

| - |lp,- Para uma melhor compreensao, suponhamos que p € [1,00)™. Nesse caso, uma



matriz de vetores x pertence a EP(E) se, e somente se,

P2\ L\ P1

Pm—2 p3

Pm—1

x|, = i i i (illlelp’")pm < 0.

n=1\ j2=1 Jm—1=1 \ym=1

Pm—1

Nos 1ltimos anos, muitas generalizacoes diferentes da teoria dos operadores mul-
tiplo e absolutamente somantes foram obtidas. Uma abordagem anisotrépica natural
para operadores multiplo somantes é apresentada na Definicao 2.1.2.

Vale relembrar que, dados r > 1,p € [1,00)™, diz-se que um operador multilinear

T:FE X+ x E, — F é(r;p)-somante se existir uma constante C' > 0 tal que

(znwx;,.--,mw) <o Tl
j=1 k=1

para qualquer sequéncia de vetores fracamente pi-somduvel (mf)jeN € by (Ey), k =
1,...,m. Nesse caso, a classe dos operadores e a norma dada pelo infimo das constantes

sao, respectivamente, denotados por Il,(.p) € Tas(rp)(+)-

3.2 1Indice de somabilidade

3.2.1 Definicoes

A defini¢ao abaixo generaliza a Definigdo 1.2.2 que nos é apresentada em |34, 35].

Definicao 3.2.1. Sejam m um inteiro positivo, px, qx € (0,00) comk =1,...,m e
Ey,...,En, F espacos de Banach. Definimos o m-indice multilinear forte de (p;q)-

somabilidade de um par (Ey X --- X E,,; F') como sendo a m-upla

§(mp;TUZt(E1 X oo X Epy F) = (inf sy 00) ey

onde, para cada k, Spp, q. > 0 cumpre o sequinte: existe uma constante C' > 0 tal que,
para todos T € L(Ey, ..., E,; F), 2% = (xf)?il €ty (Bx), k=1,...,m, e todo inteiro
Positivo ng,

1
P 1
Pm—1 1 P1

ni Nm pm P2 m m
> --~(ZHT<%-)H”“) <C-IImm™ - T hog. (3:1)
k=1 k=1

Ji=1 Jm=1

onde T(x;) =T (} ..., 2™ ).

Ji’ 7 Im
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Para operadores absolutamente (p; q)-somantes, utilizamos a notagao

m

gaS(p;q)(El X oo X By F) = (inf Sm,p,qk)k:1

Observacao 3.2.2. A notacdo abaizo recupera o indice de somabilidade apresentado
em [35]:

m

nmfmult(El X o X By F) = Zinf Sm,pr.ax

(p;a)
k=1

onde, para cada k, Spp, 4. > 0 satisfaz (3.1), ou seja,
n= Z &

onde &; sao as coordenadas de 522:3””(E1 XX Ep; F). Com efeito, quando py, ..., pm =

Peq,...,qm=q em (3.1), obtemos

=

( ) ||T<xj>up> < ¢ nkaenes T ot g
k=1

jl)"‘)jmzl

e, pela Defini¢cao 1.2.2,

ng;})mult(El X oo X Ema F) = infzsmﬂhq
k=1

= infmsy,p,

= minfs,,,,

m

= E inf s, p q-

k=1

A notacao
m

m—mulzt(E1 X oo X Em;F) = Zinfsm,p,%

Nas(pia)
k=1

é utilizada para o indice de somabilidade referente aos operadores absolutamente (p; q)-

somantes.

Vale salientar que, sob as condicoes apresentadas na Definicao 3.2.1, vale a igual-

dade:

m

inf Z Smpragn = Z inf s, .05 - (3.2)
k=1

k=1
De fato, seja S* C R, U{0},k =1,...,m, o conjunto dos $,, ,, 4 que satisfazem (3.1)
e consideremos as sequéncias (s¥)°°, de cotas inferiores para S* tais que s* > 0 para

todo n € N e s — inf S* (Principio da Boa Ordenagao). Consideremos também o

; m k. m . k Aty o) ()
conjunto Y1t S* = {377 | Sipeani Smapeas € S¥} € uma sequéncia (r,,)2, de cotas
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inferiores para Y, , S* tal que r, > 0 para todon € N e r, — inf > ;" S*. Nessas
condicgoes, temos
m m
k
Z Sn S Z vapkv%
k=1 k=1

para todos s, ,, 4. € S*, logo

m m m m
. kE . k _71: k
E inf 5% = E lim s, = lim E 5y < E L —
k=1 k=1 k=1 k=1
para todos Sy, 4 € S, de onde concluimos que
m m
E inf S¥ < inf g SF.
k=1 k=1
Por outro lado, de 7, < > /" | Simp,.qr PAra todos sy, p, 4 € S € n € N, temos sucessi-
vamente
m—1 m—1
3 ™m
T'n — E :Sm,pk,qk < Smpmam = Tn § Smpran < I S™,
k=1 k=1
m—2 m—2
: m : m : m—1
rp —inf 5™ — E :Sm,pkv% < Smpm-1,qm-1  — Tn inf 5™ — § :Smypm% <infS )
k=1 k=1
m m
Ty — E inf S* < Smprq = Tn— g inf S* < inf S*,
k=2 k=2

ou seja, 1, < >, inf S*, dai

ianSk = limr, < Zinf Sk
k=1 k=1

Portanto, inf ;- S¥ =377 inf S* isto é, inf Y7 Smprae = Dones 0 S ar -

Observacao 3.2.3. Em vista da continuidade da funcao exponencial, concluimos que
cada inf S, p, 0 k = 1,...,m satisfaz (3.1). De fato, suponhamos que inf s, ,, 5, ndo
satisfaca (3.1). Nesse caso, a continuidade da fungao exponencial garante a existéncia
de um sy > inf s,, ,, 4, tal que

Pm—1 poun p1
ni Pm m

Nm m
ol Do T @y > cont - T - TT e o
k=1

=1 Jm=1 k=2
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e a defini¢cio de infimo, por sua vez, fornece um S, 4 que satisfaz (3.1) tal que

81 2 Smpr.qn > 10 S py g1, PelO que vale também a desigualdade

ni n Pm—l % 1 m

m Pm _
Yol Do T > Oy T g Hux’ﬂuw,qk,
j1=1 jm=1 k=2

uma contradi¢cao. Portanto, podemos escrever ainda

527:) qmult( X e X Em; F) == (min Sm,pk,Qk)lel‘

Nao havendo perigo de confusao, chamamos indiscriminadamente os indices {m mult

(forte) e € Mpre T)’“‘lt de indice de somabilidade. Expressoes do tipo
Emay ™ (Br X - X By F) < (si)i,
sao utilizadas para denotar a desigualdade entre as componentes de cada vetor:

£k§sk,k:1,...,m

Com o objetivo de simplificar os proximos resultados, dados (xfk);’:ﬂ €l k=

1,...,m, utilizamos as notagoes z; = (35]1-1, LT ) e

1

Py

| ZI :
ji=1
se p; < 00,t=1,...,m, que nos permite escrever
Pm—1 £ ﬁ
o0 Tpm P2
lzile = { D |- Z s
J1=1 Jm=1
Pm—2 % ﬁ
o0 e’} Pm—1
Pm-—1
=2 X ()
J1=1 Jm—1=1
1
Pm—3 % H
0 o0 Pm—2 Pm—2
-1 HH%'H ’ )
=1 jm—2=1 < o lpm
00 p1 %

- ”'HH%'H H H :HH...HH:EJ-H H ,
J1=1 H P pms P2 P p s P2 ||y,
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isto é,

(3.3)

l3llp =
Pm-—1

w s,

Observe que essa igualdade permanece vélida quando temos algum p; = oo e utilizamos

p2 p1

a notagao
251l = sup |2, .
JkEN
Semelhantemente, dados n := (ny,...,ny,) € N™ e (2% )7 € K™, utilizando as
notacoes
1
iy L
ni Nm p;)nin:l P2 "
bl [ 3 (S0 ) ]
Ji1=1 Jm=1
e
1
g P;
||xj |pi7ni = (ZH‘%HPZ) a=1,...,m,
Ji=1
obtemos
ol = [+ 123l | , (3.0
Pm—1,"m—1 p2,n2 P

que também permanece valida quando temos algum p, = oo e utilizamos a notacao
[5llooms = sup faz,].
1<jp<ny,
Com essa notagao, a desigualdade apresentada na definigao (3.2.1) é escrita da

seguinte forma

1Tl = HH---H||T<xj>Hpm,nm
Pm—1,m—1 p2.,n2 P
< CHanypkqu : H ||xk||w,qzc' (3.5)
k=1 k=1
Lema 3.2.4. Sejam py, qx € (0,00) ,k=1,...,m, exj= (z],..., 27" ) € K" x - x

K" n=(ny,...,n,) € N". Entdo
. < | 7s m max{ifi’o}
Zjllpn < llzjllgn | | 7 :
k=1
Em particular, se (xfk) €l k=1,...,m, temos
e max i—i,o
[zl < ijHllan {pk " }
k=1
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Demonstracao. Para fixar ideias, consideremos m = 3,p1 < ¢1,¢2 < pa e p3 < q3.

Nessas condi¢oes, temos || - ||, < || - ||g, €

1 1 1 1 1 1

J— J— — e — = — J—

D1 q1 . P3 q3 T3

~1
onde r; = (pi — qi> > 0,2 = 1,3. Com efeito, aplicando sucessivamente a de-
7 1
sigualdade de Holder |[lz;|| . < [lz;ll,, ., 1[50, & da norma HHJ(:JHPM3 - <
x; e a de Holder H x; < H T; 1
tHH o] ET Y I [
emos
T; < H T3 1i(, 11,
HH” J||P3,n3 o - H | J||Q3,n3 e . I ||71,n1” ||73,n3
que pode ser escrito como
" max i*i,O}
Zj]lpn < ||xj||q,ank :
k=1
Consideremos agora o caso geral. Se qx < pg,k =1,...,m, as desigualdades de norma
nos dao
m 11
fosllon < lslan = lslan [ e~ %
Jiip,n  — Jilg,n jllg,n k
k=1
Por outro lado, se existem s € {1,...,m} e indices i1, ..., is para os quais p;, < ¢,k =
“1
1,...,s eq, <Dp,, caso contrario, escrevemos novamente r; = <]% — q%) >0,k =
k k
1,...,s e, assim como na primeira parte dessa demonstragao, aplicando s vezes a
desigualdade de Holder e m — s vezes a desigualdade de normas, obtemos
s 11
pq 93
Izilom < laillan [T ri ™
k=1
K 1 _14
~ legllan [T ot 5,
k=1
m

3.2.2 Estimativas de norma somante da identidade em espacgos

de dimensao finita

Os resultados a seguir sao uteis para fornecer estimativas de normas somantes do

operador identidade em espacos de dimensao finita.
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Lema 3.2.5. [35, Corolario 2.2] Se E € um espa¢o n-dimensional e p € (0,00), entdo
m,(id) < n">ea}, (3.6)
e a igualdade ocorre quando p = 2.

Lema 3.2.6. [28, Coroléario 16.3.1] Sejam 1 < g <r <p e T €Il (E; F). Entdo

T(psq) (T) < HTHl_% 'W(T;q)(T)i‘ (3.7)

O lema a seguir sera ttil para, através do Corolario 3.2.9, estender o Lema 3.2.6
para os casos em que se tem g > 0, e isto, por sua vez, permitird que os proximos
resultados abranjam todo o intervalo (0,00). Assim como em [35], extrapolamos a
nocao de operadores absolutamente (p, ¢)-somantes para p,q > 0.

Lema 3.2.7. Sejam E,F espagos de Banach, T € L(E;F),0<q¢<p<ooeC >0.

Entao T € U (B3 F) e T < C se, e somente se, para cada inteiro positivo N e

cada S € E(ﬁév; E),

N ’
(Z HTS(en)Hp> < C sup [[S*()llg, (3:8)
n=1 PEBE~
onde ||S*(¢)||, representa a g-norma da matriz (vetor) do operador (funcional) S*(¢) :
Y = K.

Demonstragdo. Suponha primeiro que T € Il o (E; F) e 7y < C. Sejam S €
L(LY E) e x, = S(ey), entao

q

(ZHTS(%)HP> < 7T(p;q>(T)¢SulD <Z!¢(S(€n))|">

€Bg*
N q
= W(p;q)(T) sup (Z’(S*@(@n”q)
peBpx n=1

T(piq) (T) sup [|S™(o) an
PEBp*
dai

N v
(ZHTS(%)HP) < C sup [[S*(9)llq-
n=1 PEBp~

Reciprocamente, suponha que para cada inteiro positivo NV e cada S € E(ﬁflv; E), vale

a desigualdade (ZnNzl HTS(en)Hp>E < Csupyep,. [[57(d)|l4- Dados z1,...,2n € E,

basta definir S : £)) — FE por
S(o, ... an) =z + -+ ayay,
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de modo que S(e,) =z, e

(Z ||T(xn)||p) = (Z ||TS(6n)||p)

< C sup [[S*(0)llq

$EBpx

_ C sup <Z|¢<s<en>>|q>q

PEBpx \ ,—1

Portanto, T' € I, (E; F) € mpg) < C. O

Observacao 3.2.8. A primeira parte da demonstracio nos permite, na implicacdo
direta do lema acima, trocar C' por m(,q). Note também que, se ¢ > 1, || - ||4 serd uma

norma, pelo que podemos escrever

sup [[S™(9)llg = [I57Il = [I51],

$EBp+

fazendo a desigualdade (3.8) coincidir com a desigualdade dada em |28, Proposi¢io

16.3.2] isto €, obtemos um resultado andlogo & Proposi¢ao 16.3.2 de |28|.
Proposigao 3.2.9. Sejam 0 < g <r <peT ell,,(E;F). Entao
1—r T
Tpg) (1) < NTN77 - T (T) - (3.9)
Demonstracao. Usando a mesma notagao do Lema 3.2.7, observe o seguinte:

max [[S(en)|| = sup max [lo(S(en))]

1<n<N $EB g 1SRN
N q
< sup lo(S(en))]?
= sup [|5(9)]lq;
PEBp+
isto é, note que
< * . .
s ISl < sup 157, (3.10)
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Dai,

(Z I7(S(en) Hp>

S

=171

1<n<N

< (max |T(S

= max [[T(S(ea))||'™

1<n<N

= max [[T(S(ea))]|'™

1<n<N

1<n<N

0) .
< oy (
beB

E (D) sup 15 (6)]l,

(3.8)
< max (|[T]1S(en)l)' ™7 |7

(ea)I”" Y

1<n<N

ZHT I )é

HT(S@n))H’")

sup
¢€ E*

up HS*<¢>Hq)1_; ea(T)

S¥a558

€Bpx

e, da implicacao reciproca do Lema 3.2.7, obtemos

7T(p;q)(T) < ||T||l_5

T(rsq) (T> b

B =

(g

>l

n=1

sup HS*(@W

€Bg*

175
S(en) Hq)

r

O

A seguir, fornecemos uma estimativa para a norma 7w do operador identidade em

espacos de dimensao finita que generaliza a Proposicao 1.2.3 e servira de elo para passar

da teoria dos operadores absolutamente somantes para a dos miltiplos somantes (veja

demonstra¢ao do Corolario 3.2.11).

Proposicao 3.2.10. Sejam p,q € (0,00) e E um espago n-dimensional. Entao

7T(p'q) (ZdE) S nmax{%,%}-min{%,l}+max{%7%,0}‘

(3.11)

Demonstragio. Suponhamos inicialmente que seja 0 < ¢ < p. Dado (z;)}_, € £;(E),

da Proposicao 3.2.9 segue que

Assim,

T(psq) (idp) < Wq(idE)% .

1
(Z HidE(fBj)Hp> < M) (1dE) - [[(25) =1 [|w,g
j=1



Supondo agora que seja g > p, aplicamos a desigualdade de Holder:

(Z Hz’dE<:cj)Hp>p - (x ||xjup>

3 =

I
(]

)

=

)
N——

Q=
3
3
!

Q|

= andE uq) ‘np

< wq@dE) T ()7 g
6)
< pmetes | ()

j=1llwg:

Portanto,

D=

(ZszE H”) e Y [ [

]

O corolario a seguir traz-nos um resultado ainda mais geral que as Proposicoes
1.2.3 e 3.2.10, e sera util na obtencao de novas estimativas para o indice de somabilidade

numa perspectiva anisotrépica.

Corolario 3.2.11. Sejam pi, g € (0,00) e Ey espagos ny-dimensionais, k =1,... ,m.
Entao
max<{ —, min ,1 p4+maxqy ———
T(pia) (1B, x - x B,) < an 2} { } {
k=1
Em particular, se p, = qp, k=1,...,m, entao

M\H

mn ;
(ZdElx X Em, SH p

38



Demonstracao. Dado ¥ := (m?);ﬁl €y (Ey), k=1,...,m, temos

ni Nm P p2
ol (Z [ r— <xj>r|pm>

Jj1i=1 Jm=1

1

P
<Nidoyeor ) T (z nxjknpk)

k=1 \Jyr=1
1

ﬁ <Z Jids, (2% \pk) '
ﬁ

Jrk=1

m
pk%Qk)(idEk) : H ||kaw,qk'

O resultado segue da Proposicao 3.2.10. [

3.3 Estimativas superiores para o indice

O resultado abaixo garante a existéncia do indice de somabilidade e, além de
reunir e generalizar simultaneamente as Proposigoes 1.2.4 e 1.2.5, também melhora os

intervalos em que p, ¢ variam na Proposicao 1.2.5.

Teorema 3.3.1 (Existéncia do indice). Sejam 0 < q,pr < o0 e Ey, F espacos de

Banach com k=1,...,m. Entao

11 1 1 "
éf(m T)ﬂult( X B F) < (max{—,—} -min{qk 1} —i—max{— — —,0}) .
piq Qe 2 Dk Pk Gk k=1

Em particular, se cada q, = py, podemos tomar py € (0,00) e entao

11
m—mult FEi X -+ X Em; ) < (max{ ) }) :
5p (£ )< Pr 2 k=1

Demonstragao. Sejam T € L(Ey,--- , Enp; F), a* = (a¥)i% € €2 (Ey) e Xy := span{z}, . ..

J
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1,...,m. Usando o teorema de extensao de Hahn-Banach e o Corolério 3.2.11, tem-se

1
p 1
Pm—1 2L p1

S (Z ||T<xj>||pm> "

J1=1 Jm=1

< ||T|| Z (Z ||Z‘dX1><~~><Xm (ajj)Hpm)

j1=1 ]mzl

R

m N
<|ITN - 7 pay (i, ) - [ | sup (Z v () \‘”“)

k=1 k

1
m ng ay
< T 7y (idxycx,,) - T T | sup (Z |6 (z3) \““)
k=1
< HT” ' ﬁnr:ax{qlk,é}min{z:,l}—kmax{é—qlk,()} . ﬁ

k=1 k=1

17* .-

Observacao 3.3.2. Se 0 < qp < pi para cada k= 1,...,m obtemos

LBy X v X By F) S E7™NEy x -+ X By F).

(p;q)

De fato, uma vez que
m m
LT e < T 12"
k=1 k=1

sempre que for 0 < qx < pg, temos

1
p 1
Pm—1 L p1

5 ---<i|\T<xj>upm> R

J1=1 Jm=1

IN

m m
C-ITm - TT I e
k=1 k=1

m m
< o Il T e
k=1 k=1

Desse modo, chamando de S, p, o conjunto dos s,,p, que satisfazem a primeira desi-

gualdade acima, bem como de Sy, p, g, 0 A0S Sy p,.q. que satisfazem a sequnda, temos

inf{Sm,pk,,qk } S inf{sm,pk }7

isto & £ TN EY X oo X By F) < 0B X+ X B F).

(p;q)

O teorema abaixo fornece, de um modo geral, uma estimativa para o indice

fg:ﬁ””(El X+ X Ey,; F) como uma consequéncia da coincidéncia L (Ey, ..., E,,; F) =

40



H’(ZZ;S) (E1, ..., En; F). O referido teorema, além de estender os intervalos em que p, ¢
variam na Proposicao 1.2.6, fornece uma forma sintética de escrevé-la, como também es-
tende a mesma ao caso dos operadores multilineares que sao miltiplo (p; q) —somantes.
Teorema 3.3.3. Sejam 0 < pg,qr < 00,1 <tp,sp <00, k=1,....m,eEq,....E,, F
espacos de Banach. Se

L(By, ... B F) =1 (B, ..., B F)

entao
1 1 1 1 mn
f(m,_?;”‘“”(El XX B F) < (max{— - —,O} + max {— - —,O})
pid Pe otk Sk qk b1

Demonstragao. Dado T € L(E, ..., E,; F) e aplicando o Lema 3.2.4, tem-se

Pm—1 ooy r1

3 ~--(§fn7%%nWm)1m

Jj1=1 Jm=1

tm—1

<> --~(§j|uwx»Wm> - 31 O
k=1

Ji=1 Jm=1

Dai, em vista da igualdade L (Ey, ..., E,; F) =17 (E,..., En; F), obtemos

Pm—1 ool P1

ni Nm pm m max{if%,o} m .
S (i) SeR | e | (70
Jm=1 k=1 k=1

ji=1

w,S *

Além disso, de modo andlogo a prova do Lema 3.2.4, se s > qx, vale a desigualdade

2%l w5, < |2F|lwgy; caso contrério, isto ¢, se sp < qx, aplicamos a desigualdade de
Hoélder

1
Sk

n
2" || ws, = sup (Z W (@cﬂ%)
j=1

¢€BE;
o Eom L \A R
< s (Selr) " (S
veBer \j=1 j=1

1 1

= |’$k||W,Qk ngt
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Portanto,

Pm—1 — Pl

Z( ij_IHT . |pm> )
i

<C

E_fo}era{ék a’ } HHSL‘k”wq
sqk

O

Observacao 3.3.4. A demonstracao do Teorema 3.3.8 permanece a mesma se tomar-

mos 0 < tg, s, < oo,k =1,...,m. Todavia, a abordagem do presente estudo se limita
a0 conjunto H?&S) (B, B F) com 1 < tg, s < 0o,k =1,...,m. Vale a mesma

observacao para o prozimo teorema.

Em se tratando dos operadores multilineares 7" : F; x --- X E,, — F que sao

(p; q)-somantes, temos o seguinte caso similar ao Teorema 3.3.3:

Teorema 3.3.5. Sejam 0 < p,qp < 00,1 < t,sp < o0, k=1,....m, e Ey,....E,, F
espacos de Banach. Se

L(By, ..., B F) =10y (Br, ... Epi F)

entao

m—mu 1

k=1

Demonstracao. Dado T € L(Fy,...,FE,;F) e aplicando a desigualdade de Hélder,

temos
7 1
n p n .
(Zunw;---,xmu”) s(ZHT@;,...,x;wW) e
Jj=1 =

Por outro lado, sendo T" € II7 ;) (Er, ..., En; F), temos

(ZHT@},-W% ) <C- HH Dl
j=1
logo

(Z”T%---w?“)IIp) < LI, i
j=1

Como a desigualdade de Holder fornece também

) nmax{——— 0}

l@)ll, e, < N5,
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obtemos

1

n P
(Z;)T(x;,...,x;ﬂup) <. OHZ“W“”“}HH =il
j=1

e, portanto,

m—mu 1
e “(Brx - X Ep; F) Smax{——_ 0} Zmax{g__ 0}

k=1

3.3.1 Aplicacoes

Através do Corolario 3.3.7, o resultado a seguir traz-nos um exemplo de aplicacao
do Teorema 3.3.3. O lema abaixo é o Corolario 1 de [5], que retne condi¢oes para uma

determinada situagao de coincidéncia.

Lema 3.3.6 (Albuquerque e Rezende, [5]). Se [1/s*| <1 e sj,..., s <2m, entdo

L(Ey,...,BpK) =10 (B, ..., By K),

para quaisquer espacos de Banach Eq, ..., E,, e
1 —k+1 |1] |
t, = ——i—u — ., parak=1,...,m
2 2m S* |k
Corolario 3.3.7. Sejam FEy, ..., E,, F espacos de Banach, |1/s*| < 1, s},...,s5 <
2m e .
1 —k+1 1
ty = —+u — , parak=1,....m
2 2m S* >k
Entao
1 1 1 1 "
S(TZT’)”“”(El X oo X By F) < (max{— — —,O} + max {— — —,O})
’q Pr otk Sk qk o1
para todos 0 < pg,qr < 00, com k=1,...,m.

Demonstracao. A prova consiste em aplicar o Teorema 3.3.3 e a situacao de coincidéncia
fornecida pelo Lema 3.3.6. O

O resultado abaixo, devido a Botelho e Pellegrino, ¢ o Teorema 2.1 de [23].
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Lema 3.3.8. Sejam p,r € [1,q] e seja F' um espa¢o de Banach. Por B(p,q,r, F)

denotamos a colecao de todos os espagos de Banach E tais que
L(E; F) =gy (E; F) e LIE; £g(F)) = g (£ £4(F)).
Entao, para cada n > 2,

L(Ey,... EyF)=1I" (B, ..., En F)

(g;7,...,m,p)

sempre que By, ..., E, € B(p,q,r, F).
Uma vez que vale a coincidéncia

m (Ey,...,Ep F) =

(q;,rf "7T7p)

)(El,,En7F)

n
(@ye s G575

e dispondo da notagao utilizada no Lema 3.3.8, aplicamos o Teorema 3.3.3 para obter
a seguinte estimativa.
Corolario 3.3.9. Sejam p,r € [1,q] e F um espa¢o de Banach. Entao, para cada
n>2el<pgqe<oo,k=1,...,n,

1 1

1 1
n—mult
: Eyx---xE,;F) < |max{ — — =, +max{———,0},---,
e (B4 ) ( {p1 q } rooq

1 1 1 1 1 1 1 1
max ——,0p +maxq - — ,0p ,maxq — ——,0p +max<———,0
Pn—1 q r Qn-1 Pn q p dn

sempre que By, ..., E, € B(p,q,r, F).

Resultados inteiramente analogos ao corolario acima sao obtidos se, ao invés de
utilizarmos o Lema 3.3.8, fizermos uso do Teorema 2.2 ou dos Corolarios 2.3 e 2.4,
todos apresentados em [23].

Os trés lemas a seguir sao devidos a Bombal, Pérez-Garcia e Villanueva, e podem

ser encontrados em [23] e [18], simultaneamente.

Lema 3.3.10. |23, Proposi¢ao 3.1 Se F' tem cotipo q e Ey, ..., E, sio espacos de
Banach arbitrarios, entao

L(Ey,...,E; F) =10 (B, ..., B F) e

T (A) < Co(F)"||A| para cada A € L(Ey, ..., Ey; F),
onde Cy,(F') € a constante cotipo q de F.

Corolario 3.3.11. Se F' tem cotipo q e E1, ..., E, sao espacos de Banach arbitrdrios,

entao para todos 0 < p1,q < 0o temos

1 1 1 n
e R R A )

P q 41 k=1 .
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Lema 3.3.12. |23, Proposicao 3.2| Se Ey, ..., E, sao Li-espacos e H é um espaco de
Hilbert, entao

LBy, ..., By F) =10 (B, ..., B F) e
T(22)(A) < KG||A|l para cada A € L(Ey, ..., Ey; H),

onde Kq representa a constante de Grothendieck.

Corolario 3.3.13. Se E4,..., E, sao Li-espacos e H é um espaco de Hilbert, entao
para todos 0 < p,q < oo temos

1 1 1 1 "
n—mult
Eix---x By H) < S0 20 .
G oo ) < (wax{y = 0f s {5 = D0}
Lema 3.3.14. |23, Proposicao 3.3| Se F tem cotipo 2 e Fy, ..., E, sido L -espagos,
entao L(Ey,...,E,; F) = H&;z)(El, o B F).

Corolario 3.3.15. Se I tem cotipo 2 e Fy, ..., E, sao L-espacos, entao para todos

0<p,qg<oo
1 1 1 1 "
n—mult
Eix---xE,;F)< -—=,0 - ——,0
5@;(1) (Ey x X )_(max{p 5 }+max{2 . })k:l
Lema 3.3.16. |23, Proposicao 3.4| Se F' tem cotipo q > 2 e Ey, ..., E, sdo L -espa¢os
er <gq, entao L(Ey, ..., En F) =11 (Ev, ..., B F).

Corolario 3.3.17. Se F tem cotipo q > 2 e Ey, ..., E, sao Lo-espacos er < q, entdo
para todos 0 < p1,qp < 00

1 1 1 1 "
5("_,’”“)”(E1 X X By F) < (max{— — —,0} —l—max{— — —,0}) .
P P q TG k=1

Lema 3.3.18. [23, Proposi¢ao 3.5| Se Ey, ..., E,, F sao espacos de Banach arbitrdrios
eq> 2, entao

L(Er,...,EF) =T (Er...,EsF)e
(g1, 1,9 (A) < Cq(fq)”_IHAH para cada A € L(Ey,...,Ey; F).

Corolario 3.3.19. Se Fy, ..., E,, F sao espacos de Banach arbitrdrios e ¢ > 2, entao
para todos 0 < pi,qr < oo, k=1,...,n,

1 1 1
f?f")“‘lt(El XX By F) < (max{— - —,O} —|—max{1 — —,0},...,
piq ja q ¢

1 1 1 1 1 1
max{ L ——,0}+max{1— ,O},max{———,()}+max{———,0}>.
Pn-1 q qn—1 DPn q q qn

Lema 3.3.20. [23, Proposi¢ao 3.6] Se E,..., E, sio Ly-espacos e 2 < r < q, entdo
L(Ey,...,E,; F)=1I" Tq)(El,...,En;F).

(g;ryenes,
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Corolario 3.3.21. Se F4,...,E, sao Lo-espacos e 2 < r < q, entdo para todos
0<pr,qp <oo,k=1,...,n, temos

1 1 11
nemult( g oo x By F <(max{———,o}+maX{———>0}w'-a
) (BN )= g L

1 1 1 1 1 1 1 1
max{ ——,O}—l—max{—— ,O},max{———,()}+max{———,0}).
Pn-1 4 T Gn-1 Pn  q 4 Gn

Lema 3.3.22. (23, Proposicao 3.7| Se Ey, ..., E, sao Lo.-espacos e q > r,q > 2, entdo
L(By,...,EpF)=1"  (Ey,....,Ep; F).

(q7/r7“ "7‘7Q)

Corolario 3.3.23. Se E1,...,E, sio L. -espacos e ¢ > r,q > 2, entao para todos
0<pr,qp <oco,k=1,...,n,
1 1

1 1
g?f”)“‘”(El X oo X By F) < (max{— — —,O} +maX{— - —,0},---,
pia 7 q r qQ1

1 1 1 1 1 1 1 1
max{ ——,0}+max{—— ,O},max{———,()}+max{———,0}>.
Pn-1 q r dn—1 Pn q q Qn

Lema 3.3.24. |23, Proposicao 4.1| Sejam E, ..., E, Li-espa¢os.

(a) L(Ey,...,E,;H) = H?q;17._.717q)(E1, .., By H) para cada espago de Hilbert H e qual-
quer q > 2.
(b) L(Ey,...,Ey F) = H?q;l,...,l,r)(Eh ..y B F) para cada L,-espago F e quaisquer

2<r<y.

Corolario 3.3.25. Sejam FEi,...,FE, Li-espacos. FEntao para todos 0 < pp,q <

oo, k=1,...,n, temos

(a)
1

1 1
—mult
(R X e X By H) < [ max — — =, 0 +max{1——,0},...,
5(1’@1) ( 1 ) ( {pl q } ql

1 1 1 1
max{ ! — 1,0} —|—max{1 — L,O} ,max{— — —,0} +max{— — —,O}) .
Pn—1 q Gn—1 Pn q q dn

para cada espaco de Hilbert H e qualquer g > 2;

(b)

1 1 1
le_.n)mt(fh XX B F) < (max{— — —70} —l—max{l - —,0},--'7
pq P11 q qQ

1 1 1 1 1 1 1
max ——,0p +maxq1— ,0> . max< — — —,0p +max< — — —,0 .
Pn-1 q qn—1 Pn q r qn

para cada Ly-espago F' e quaisquer 2 <1r < q.

Lema 3.3.26. |23, Teorema 4.2] Sejam r > s. Se L({1; F) = U5 (¢1; F'), entdo
ﬁ(El, ‘e 7E7L7 F) == H?T;min{s,2})(E17 ey En7 F)

para cada n € N e quaisquer Li—espacos E, ..., E,.
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Corolario 3.3.27. Sejam r > s. Se L((1; F) = Il (s F), entao para todos 0 <
D, q < 0,

1 1 1 1 "
n—mult : - _Z —_ — -
&) (By XX By F) < (max{p 7”0} + max{min (5.2} qao})k:1

para cada n € N e quaisquer Li—espagos Ey, ..., E,.

Lema 3.3.28. 23, Corolario 4.4| Sejam E, ..., E, Li-espacos e seja F' um L,-espago,
1 < g < 0. Entao
L(Er,..., By F) =10 (Ey,..., Ex F)

= M
se
* — 1, 1
(a) g <2,r>q*" ep=2, onde . + = =1, ou
(b) ¢q>2,r>qep=2, ou
(c)g=2el<p<r<2

Corolario 3.3.29. Sejam Ei, ..., E, espacos L, e seja F' um L,-espago, 1 < q < oo.

Entao para todos 0 < py,qy < 00, temos

1 1 1 1 "
m—mult
E E’F< ___70 - ——0
g(pl;(h) ( 1 X X Lo, ) (max{ , }+max{ })

D1 P @ ’ k=1

se
(a) g<2,r>q¢" ep=2, ou
(b) g>2,1r>qep=2, ou
(c)g=2el<p<r<2
Os proximos lemas sao resultados apresentados por Bayart, Pellegrino e Rueda
em [15].

Lema 3.3.30. 15, Teorema 3.1| Sejam r > s > 1 e p=min{s,2}. Se L(*(1, E; F) =
H?Z;s)(Qél, By F), entao L(™y, ... 0, ESF) =110 (G, .. 6y, B F) para qualquer m >
2.

Corolario 3.3.31. Sejam r > s > 1. Se L(*(,,E;F) = HE’TL;S)(Q&,E; F), entao para
todos 0 < p1,qp < 00,

1 1 1 1 "
m—mult

X x 0 X B F) < — -0 ———— —0
éf(1)1;(11) (b1 x X b x By F) < (max{pl r’ }+maX{min{S,2} ¢ })kzl

para qualquer m > 2.
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Lema 3.3.32. [15, Teorema 3.2| Sejam m > 1, Z um espaco com cotipo 2. Entéo
E(m-i—lgl, e 7€17 Z, K) = 8;1)(m+1€1, e 7617 Z,K)

Corolario 3.3.33. Sejam m > 1,7 um espaco com cotipo 2. Entdao para todos 0 <
p? q < m?

1 1 m+1
52’”’1 mult(mily e ox by x Z;K) < (max{——l,O}—i—max{l——,O}) :

Lema 3.3.34. [15, Proposigao 3.3| Seja m > 1. Entdo para cada forma (m + 1)-linear

em b1 X by X+ X loy € (nf—;”l, 1) -multiplo somante, e esse valor € dtimo.

Corolario 3.3.35. Se m > 1 entao, para todos 0 < p,q < o0,

1 1 1 m+1
Eni (M X g x Uy K) < (HlaX{— _mEl O} + max {1 — —,0}> :

O resultado a seguir ¢ devido a Botelho [19].
Lema 3.3.36. [15, Lema 4.6] Sejam Z1,..., Zn, W espacos de Banach.

(1) Assuma que cada Z; tem cotipo q;. Entao L(Zy,. .., Zym; W) = H“bs)(Zl, s Ty W)

m 1

desde que seja % < ZjH e
(2) Assuma que W tem cotipo q. Entao L(Zy, ..., Zyn; W) = 1‘[“{;""’1)(217 ces Ly W
Corolario 3.3.37. Sejam 2y, ..., Z,,,W espacos de Banach.

(1) Assuma que cada Z; tem cotipo q;. Entao para todos 0 < p1,q < o0,

1 1 1 m
memull (7 X T W) < ——=0 1——.0 .
5(201 5q1) ( 1 X ) )— max e - + max qlv -

1 1
desde que seja . <37 o

(2) Assuma que W tem cotipo q. Entdo para todos 0 < py,q; < 00,

1 1 1 mn
m—mult
Zy X oo X s W) < | maxq — — —,0 —|—max{1——,0}) .
€(pl C11) ( 1 ) ( {pl q } ql el

Lema 3.3.38. [15, Corolario 4.8] Sejam m > 1 ¢ W um espago de Banach com di-
mensao infinita. Entao para quaisquer espacos de Banach de dimensao infinita Z; com

cotipo qz,, para todos j =2,...,m, temos

,C(EQ, ZQ, ey Zm, W) = H(Z;l) (62, ZQ, ey Zm, W

U |
"2

ﬁl}—t
l\:)lr—t
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Corolario 3.3.39. Sejam m > 1 e W um espaco de Banach com dimensao infinita.

Entao para quaisquer espagos de Banach de dimensdo infinita Z; com cotipo qz,, para

todos j = 2,...,m, e para todos 0 < p,q < o0, temos
1 1 1 "
f(m,_)m“lt(ﬁg X Zy X oo X s W) < (max{— — —,O} +max{1 — —,O}) ,
11 m 1
sempre que < 5 + Zj:2 z
Lema 3.3.40. [15, Corolario 4.9] Sejam m > p > 2. Entao L("{y; K) = 117, (", K)

se, e somente se, r > L.
m

Corolario 3.3.41. Sejam m > p > 2. Ser > £ entio para todos 0 < p1,q < oo,

1 1 1 m
m—mult .
5(p;q) (lp x -+ x £y K) < (max{]; B ;’O} —i—max{l — —,O}>

q Kot
Lema 3.3.42. [15, Corolario 4.10| Sejam m > 1 e Z um espaco de Banach sem cotipo
finito. Entao

temos

L(Z,...,Z;K) =17\ (Z,..., Z;K)

se,e somente se, v > 1. Além disso, o resultado € dtimo no sequinte sentido: se Z €

qualquer espaco de Banach com cotipo finito q, entao para qualquer 0 < r <1
L(Z,...,Z;K) = H(mr;l)(Z, ., Z;K).

Corolario 3.3.43. Sejam m > 1 e Z um espago de Banach sem cotipo finito. Entao

para todos 0 < p,q < o0,

1 1 1 m
gromult(z oo x Z:K) < (max{———,()}—l—max{l——,()})
(paQ) ( ) p r q

k=1
se

(a) Z nao tem cotipo finito e r > 1, ou

(b) Z tem cotipo finito ¢ e 0 < r < 1.

3.4 Situacoes de coincidéncia em espacos de Banach

com cotipo finito

Se necessario, vide o capitulo preliminar para recordar a nocao de cotipo.
Para obter algumas estimativas dos indices de somabilidade, precisamos do teo-
rema de coincidéncia seguinte, que foi inspirado em [2,9] e, sob certas hipoteses, estende

o Teorema 1.2.8. Com essa finalidade, usaremos a notagao

Di

—1,2' =1,...,m é o conjugado de p;.
pi —

p* = (p},...,p.), onde pi =
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Teorema 3.4.1. Dado p € [2,+00
mensdo infinita e suponhamos que F tem cotipo finito cot(F) tal que
Entao

(i) para r > 0, tem-se

"™ sejam E\, ..., En, F espacos de Banach de di-

1 1
P < cot(F) "

1
cot(F)

1 1 m
s N ‘5‘ & L(Ey s B F) = TGy (Bny oo B F).

(ii) para r > 1, tem-se

1 1 1
-< —|—=| = L(E, . B, F)=11"_,(F, .., E., F
r = COt(F) ’p' ( 1y ey ) (s,q)( 1 )
para todos s, q € [2,+00]™ tais que q, > pj, L+ — ‘l =1 _ 1Ll k=1....me
Sk q >k r p
1 1 1
e + P > 0.
Demonstracao.

(i) O Teorema 1.5 de [2]| afirma que, se p € [2,00] e F' tem dimensao infinita e cotipo
1 1

finito cot (F') satisfazendo a desigualdade ‘5 < i entao existe uma constante
Cp > 1 tal que
1

1 1 1 G ’f

- < —|—| & Aleg,, ..., e Hl <cy)A

C< m |l ( > At mu) <y 4]

k17-~-7km:1

para todo operador m-linear continuo A : ¢, x --- x ¢, — F, e sabemos que essa

altima desigualdade é equivalente a afirmar que (veja |25, p. 308] ou o Teorema 3.7.3)
L(Ey, ... Ep; F) =10 (B, oy By F)

concluindo assim a prova do item (7).
(i) Segue do item (i) que £ < Fl(p) — ‘%

e, uma vez que r > 1, aplicamos o Teorema 3 de [5] para obter

= L(Ey, ... Ep; F) =" (B, ... E,; F)

(r,p*)

TP (B oy B F) C IR (B oy B F)

(s,a)

para todos s,q € [2, +00]™ tais que

kapk7___ :___*’k_L ym, € — — | — —1 >0
Sk q >k r P p q
Dai,
e, portanto,
r COt(F) P Ly eees Emy — 1(s,q) 1y -y Lhmy .
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Sob as mesmas condicoes do Teorema 3.4.1, o corolario abaixo, por sua vez, es-

tende o Corolario 1.2.9 ao ambito dos operadores multilineares miltiplo (p; q) —somantes.

Corolario 3.4.2. Sejam s € [2,4+00]™ € F, ..., E,,, F espagos de Banach com dimen-
sGo infinita, e suponha que F' tem cotipo finito cot(F) tal que ‘1| <
(i) Set>0el < 1o —1i entio

cot(F)

1 1 1 1 "
gzn.f;nult (Ey X -+ X By F) < <max{— — —,O} —i—max{—* — —,0}>
piq p t sy Qk e

para todos p,qr € (0,00),k=1,...,m

cot cot(F)

(ii) Set > 1 e % < Cotl(F) — |%| entdo
f?;q’;wlt (Ey X -+ X Ep; F) < (max{i — Al,()} —i—max{l* — l,O})m
Pr otk Sk Ak k=1
para todos py,q, € (0,00),k = 1,...,m, e todos os t,5 € [2,+00]™ tais que § >
sy il =1 lshk=1me =g+ 5] >0
Demonstracao. Segue imediatamente dos Teoremas 3.4.1 e 3.3.3. ]

3.5 Situacoes de coincidéncia mediante desigualdades
de Hardy—-Littlewood

Nesta secao, apresentamos uma abordagem anisotropica das desigualdades de
Hardy-Littlewood, por meio das quais é possivel estabelecer situacoes de coincidéncia
e, assim, obter novas estimativas superiores para o indice.

O teorema abaixo descreve as desigualdades classicas de Hardy-Littlewood que,
para sermos mais precisos, podemos chama-las de desigualdades classicas de Bohnen-

blust, Dimant, Hardy, Hille, Littlewood, Praciano-Pereira e Sevilla-Peris:

Teorema 3.5.1. Seja m > 2 um inteiro positivo e p = (p1,...,pm) € (1,00 com
m+172|%|
n am N\ T mm | 1
( 2 |T<ej1,...,ejm>|m+”lvl> < iy IT]| 500 < \p\ <3 (612
iseeejm=1

1

n 1 1*|*|
i 1 1

J1ysdm=1

para toda forma m-linear T : £ X --- x L) — K e todo inteiro positivo n.
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O resultado abaixo fornece uma versao anisotrépica para as desigualdades clas-
sicas de Hardy-Littlewood que nos permite obter situagoes de coincidéncia para o

conjunto dos operadores multilineares e multiplo somantes.

Corolario 3.5.2. Seja m > 2 um inteiro positivo e p = (p1,...,Pm) € (1,00]™ com

K -
mp = 1 tais que

1
1\ %

tm—1 o

n t
" 1| 1
Z <Z|T Cipye - ejm)] > SCqﬂfL,pHTH seOS‘—'gi,
Jj1=1 Jm=1 p
(3.14)
v, > 2m
1
m+1—2 5‘
by L
b1 % 2
- " 1 |1
Z (Z T(ej,s- - 63m>| > SCK T se = ‘—' <1,
27 1p
]171 JTVL*l
(3.15)
1
Vit > ,
1— |1
p

para toda foma m-linear T : £} X --- x €5 — K e todo inleiro posilivo n.

Demonstracao. As demonstracoes de ambas as desigualdades sao idénticas, pelo que

2m

provaremos apenas a primeira delas. Para simplificar, escrevamos p = pEwe Assim
12| L
P

02



temos t; > pe | -

t<|-ll,i=1,...,m, e, desse modo, valem as desigualdades

t1 o

tm—1 ty
Z?1:1 < o <Z;‘lm:1 |T(€j1, ce ,Gjm)|tm> ™oL )

N\ 7
-llem <110 tm—1 ta
<z ( (S L Tl )) T

SIS

1
ey <o [ . . , 2 2
< 2= | (ij_1=1 (ij=1 T(ejis-- - €5, > )

SN

VR

e (S5 T i)

: 1

N\ 1

lI-llea <II-ll, N . . N\ 2 P\
S Zjlzl T ij,1:1 <2jm=1 |T(€j17 e 7ejm)| ) U

eIl
< [ Xia

N
v
~_

o

N~

o =

(5t T 5,1

(3.12) K
< Cnp T

como queriamos demonstrar. O

Utilizando um raciocinio analogo ao da demonstracao anterior, e de posse do
teorema de inclusao (ver [5, Teorema 3|) apresentado por Albuquerque e Rezende, é
possivel obter o seguinte exemplo de inclusao:

Exemplo 3.5.3 (Inclusdo). Sejam m um inteiro positivo, v > 1,8,p,q € [1,00)™ e
re (0,00)" tais que q, > pr,r >rp parak=1,....m e

r p q
Entao
HE’;‘,;p)(Xl, X Y) C Hg;q)(Xl, e X Y,
para quaisquer espacos de Banach Xq,...,X,, eY, com
1 ‘1 1 ' 1
Sk di>, T p Zk7
para cada k € {1,...,m}, e o operador inclusao tem norma 1.
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Demonstracao. Seja T € IIT"_(X1,..., X, Y), isto &, T' tal que

(r;p)
L
., Tm—3 é Ty
0 ) ) Ti_l "m—2
(1) (m)y ||
(o 3 (S frea])
j1=1 j'mflzl ]mzl
m oo
<C’H <x(k)>
— Jje ).

oo
para todos (xglz))jkﬂ € £ (Xg). Como r > 7y, implica || - ||, < || - [|,k = 1,...
temos
1 m T '
(5 ]
WARTE) Jm=
N
1 m T \
(3 (e )
J1=1 Im—-1=1 \Um=1
1
1 m)y ||™ A
SIS ol ol LR
j1=1 jmflz1 jmzl
N
oo oo 00 TT_I TmT—Q A
(1) CON[E
|2 (S b
J1i=1 IJm—1=1 \Jm=1
N
00 00 00 Trrnfl :Z:g o\ 1
1 m rm "
< 3 (S e
j1:1 j’rnfl:1 ]mzl
<C <$<k>>°°
I:!;[ "=t WPk
ou seja,
[e.e] : m
(1) CONIE (k)
< Z HT<:CJ'1""7xjm,) ) SCH‘(:CJ%)J
J1sensm=1 k=1 Te= w,py

par todos (xy:))jk:l € (; (Xi). Em outras palavras, T' € IIfy (X, ..., X;; V) implica
T e Hq(:f;p)(Xl, .o, X3 Y), ou ainda,
H?Z;p)(Xl, X Y) C H?;;p)(Xl, s X Y.
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Uma vez que, por |5, Teorema 3|, vale a inclusao

I3, (le S 7Xm7y) - HmUlt (El""7Em;F)’

(r;p) (s,a)
para quaisquer espacos de Banach X4,...,X,, e Y, com
1 ‘ 11 ' 1
Sk qi>p r |y Zk7
para cada k € {1,...,m} e, neste caso, a constante C' & preservada (veja a demonstra-
¢ao de [5, Teorema 3|), isto ¢, vale a desigualdade
iy =
00 00 00 S?,,_Ll Z::Z 2\
& (m)]|*™
S S (Slreea) )
Ji1=1 Im—1=1 Jm=1

wY~
<:L.‘7k Jk=1

oy
k=1

W, qk
Portanto, obtemos
H?;;p)(Xl, o XmY) C H’(Z;q)(Xl, oy Xy Y)
e, desde que a constante C' acima é preservada, o operador inclusao de Hgf,p) (X1,..., Xm;Y)
em H?;q)(Xh ..., Xm;Y) tem norma 1, e isso finaliza a demonstragao. H

O proximo resultado é uma situacao de coincidéncia que estende a implicacao
direta do Teorema 3.2 de Aratjo e Pellegrino — ver [9], aos operadores multilineares

miltiplo somantes.

Teorema 3.5.4. Sejam m > 2 e t; € [nf—:”l, oo) i =1,...,m. Entao

sempre que

(i) Sz‘S«%*Z% etizﬁzﬁ, set; € [%72];
() 50 o= gy o>l = sedi€ (2,00

Demonstragao. Prova do item (i).

Para cada p > 1, escrevamos X, = £, e X, = ¢o. Consideremos o conjugado de
2mi;

e e ey SR saber,

cada §; =



Como t; € [ 2m 2} segue-se que § € [2m, 00], e consequentemente

m-+1’
0< L < L
—_ * 2
Assim, para todos os t;,i = 1,...,m, tais que
2m
ti Z )
m+1—2m|%
a desigualdade (3.14) do Corolario 3.5.2 garante a existéncia de uma constante C' > 1
tal que
tq L
-1 t
tﬁgl s 2
> (S ptenear) ) | e
= 1 Jm=1
para toda forma m—linear continua A : Xz X -+ x Xz — K. Agora, dados T' €
L(Ey,...,En;K) e (w}k))] | € €2 (Ey), vamos usar um argumento classico (vide [2])

para generalizar o resultado, isto é, para trocar os X;: por espagos de Banach arbi-

trarios. Com efeito, a Proposicao 2.2 de [24] nos fornece operadores lineares continuos
(k)

uy : Xgr — Ej, tais que ug(ej,) = z;° e
k
el = |52 |
com k =1,...,m. Desse modo, o operador S : Xz X -+ x Xz — K definido por

SWi, - Ym) = T(ur(yn), s Um(Ym))

é m—linear, continuo e satisfaz

k) oo
I < 170 TT ewll = 07 T |55
k=1 k=1

1
Como S(ej,,...,e;,) = T(asg.l), . 7555‘::))7 temos
by L
tm—1 % b2
[e.e] tm
) t"YL
S (S e, —
i1 m=1
iy L
tm—1 é £2
o © . tm (3.16)
> Do IS <
Jji=1 Jm=1

clsi < e TT || @)z,
k=1

w,8k
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Essa ultima desigualdade prova que, para todos m > 2.t; € [ 2m 2} t > —2m

17 =
tem-se
L(Ey, ..., B K) = IFY (Bys ..., B K)
Desde que
OGS (B, .., By K) C IR (B, .o, B K)
sempre que s < § = #, kE=1,...,m, oitem (i) estd demonstrado.

Prova do item (ii).

Analogamente & prova do item (i), para t; € (2,00), obtemos

t " t
§f::( T A> = € (m,2m),

mtk +1-— tk tk —1

consequentemente

1 1 <1

2 .
Assim, basta aplicar a desigualdade (3.1 ) do Corolario 3.5.2 para todos os

1
tlz 1 ,izl,...,m.
S e

O restante da prova ¢ idéntico a prova do item (i). O

Finalmente, reunimos no corolario abaixo as hipoteses necessarias & obtencao de

estimativas superiores do indice.

Corolario 3.5.5. Sejam 1 < pp,qpx < oo, k=1,....mm>2e Ey,... E, espacos de
Banach. Entao

1 1 1 1 mn
52’;;)”““ (By X -+ X B F) < (max{— — —,O} +max{— — —,O})
Pe tk Sk qk 1

para todos os

i) se € 2 o g > om sy e [2m9]

mtp+2m—ty, H | 10
(11) sk < - +1k o€ ty > r”:’, se ty, € (2,00).
Demonstracao. Segue imediatamente dos Teoremas 3.5.4 e 3.3.3. O

3.6 Estimativas inferiores para o indice de somabili-
dade

Iniciamos esta secao observando que a fungao « definida no Lema 1.2.10 pode ser

escrita como



para todo p € [1,00]. A partir do referido lema ser-nos-a possivel obter majoragoes

inferiores conforme exibido nos proximo resultados.

Proposicao 3.6.1. Sejam 0 < g, pr < 00. Entdo

1 & 11
‘5“?2%’%5%0}SW?;;qm”“wlx--wfrm;K)
k=1
para todo r, > 1, k=1,...,m.

Demonstragao. Pelo Lema 1.2.10 existe um operador A : £} x ---x (]! — C de forma

que

A(zW, . 2m) = Z 420

i1yeesim=1
com
A]l < Gt EEmsetrs)

Observe que, sendo e o vetor canonico com j—ésima coordenada igual a 1 e egj)
() ()

5 %]

a

i;—ésima coordenada de el temos e =1,se j = 15, € e;” = 0, caso contrario. Desse

modo, tomando n > m,

’A(e(l), - ,e(m))‘ = Zn: j:ez(l) ™l =1
i1yeyim=1
quando tivermos simultaneamente ¢ = 1,...,1,, = m, caso contrario, temos
A(eW .. M) =0,
Além disso, escrevendo e®) := eUx) k=1, ... m, obtemos por inducio

ni
Z ’A(e(jl), R ,e(j’"))| =nNg - 1= ny,

Jji1=1

niy n2
Z Z ’A(e(jl), . ,e(jm))| = NqNo,

J1=1j42=1
ni Nm

S S A, )| =y,

j1:1 jmzl
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bem como

Jm=1
Nm—1 Nm, P'r;ﬂ:l pml_l Nm—1 v Pml—l
. . m—1
Z (Z ’A(e(h)7 . ’6(J7n))|pm — Z (M - 1) o
jm—lzl ]’mzl jn’b—l:1
Pm—1 pmil 1 1
= (nmlnm”’" ) =n, " nhr
1
Py L
ni Nm, Z)’,:T_l P2 " 1 1
Z ...(Z‘A(e(h)’._"e(Jm))‘Pm) :nfl...n&m‘
j1=1 ]mzl
Em particular, quando n; = - -+ = n,, = n, tem-se
1
. . Pm1 2L\ 71 1 1
Z (Z }A<€(j1), o 7€(jm))‘pm> =nm TR (3.17)
Jji1=1 Jm=1
Pelo Teorema 3.3.1 (ver demonstragao), existem sy, ..., S, tais que
ni Nm p?ﬂzl % E m
Z (Z |A(e(‘71)"”’e(.7m))}pm> < | Alnst - H [ERIW
J1=1 Jm=1 k=1
(3.18)
- Al
e, tendo em vista a observacao 3.2.3, podemos escrever
ni Nm p?ﬂzl % E
Z <Z |A(€(‘j1),...,€(‘jm))|pm> S ||A||nilnfsl ,..nirszm’
Ji=1 Jm=1
onde cada s; satisfaz 3.18. Em particular, quando n; = --- = n,,, = n, tem-se
. . pypnnf % p1
Z (Z ‘A(e(jl)’_”7e(jm))‘pm> < ||A||nEk= it (3.19)
j1=1 Jm=1

Observe, ainda, que o conjunto S dos § = > ey 8k, tais que §; satisfaz (3.1) para
todo T € L(E; X -+ x E,,;K) e todos os inteiros positivos ng, k = 1,...,m, esta
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contido no conjunto S dos s =Y ;" | s; tais que s; satisfaz (3.18) para todos os inteiros
positivos ny (nesse altimo caso o operador T' := A esta fixo). Entdo, uma vez que

Sk, Sk > 0,k =1,...,m e em vista da igualdade (3.2), podemos escrever

Z infs, = infS

i=k

inf S

= ) infs
i=k

= Myl X - X K. (3.20)

IN

Por outro lado, juntando a igualdade (3.17) com a desigualdade (3.19) e com o Lema
1.2.10, obtemos

1 1 m m
nen T e < Ot el i Inf s

para todo inteiro positivo n > m. Uma vez que C,, e os exponentes em ambos os lados

da desigualdade acima nao dependem de n, temos

m

‘i‘ —%—Za(rk) §Zinfsk

m
k=1 k=1

que, juntamente com a desigualdade (3.20), resulta em

1 1 = m—mu
‘5‘ 2 Za(rk) < p;a) ' (bry X -0 x by 5K).
k=1

Corolario 3.6.2. Sejam 0 < g, pr < 00. Entao

1 1 n—mult .
p—l—l+ ; S?”](p;q) (€T1X"'X£Tn,K)
para todos os rp, k=1,...,n, tais que H‘ <1

Demonstracdo. Escrevamos eU*) para denotar o vetor canonico cuja tinica coordenada
(Jx)

nao nula é a jp—ésima, e e;”*' para indicar a ¢—ésima coordenada de elr) . Nesses

termos, considerando um operador S : ;! x --- x £ — K definido por
‘%QWMM:ZﬂW%W
i=1

temos S(eV) ... eln)) = " e§j1)~~e§jn) = 1 quando j; = -+ = j, = 4, caso

contrério tem-se S(eVV), ... xUn)) = 0. Desse modo, se fixarmos algum j; € {1,...,n},
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digamos j; = 1, obtemos

I) DI DLV NNNEUIND 9D SHED 9D DI LONELy

Jjo=1j3=1 Jm=1 jo=1j3=1 jm=1 i=1
1 1
— MW
= 1.

Assim, (vide caso particular no Apéndice B)

Pn—1 % P1
S ( ( ],L71‘S elin) “.76(%))‘%) P )
- [2?21 ( n (Z}Z:l |5(6(1),€(72), . ,e(Jn))‘p"> ) +

) ) Pn—1 P2
222:1 ( . <Z;,Ln:1 |S(€(2), e(]2)’ cee 6(]n))‘pn) Pn . ) ...

Pn—1 % Pl
"+Z§;:1 ( (Z?nZI‘S(e(n),€(j2),-..,e(j”))|pn) P ) ]

isto é,
Pm—1 % %
n n ' ) P pm 1 1
Z Z‘S(e(h),...,e(]m))‘ :[1_|__|_1]p1 = nri.
J1=1 Jm=1

(3.21)
Por outro lado, sendo ‘H < 1, podemos estimar a norma de S utilizando a desigualdade

de Holder generalizada. Com efeito, tomando () € By, ,i=1,...,n, temos

’S(x(l), . ,x(”))‘ =

Wl

de onde concluimos que

1
ISl < n'lel.
Entao, usando o mesmo argumento da prova anterior, obtemos

|SllnEe it

nri

IN

1—|L
< nirin
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e, consequentemente,

O

A seguinte versao vetorial do Lema 1.2.10, cuja aplicagdo m—linear nele definida
assume valores vetoriais, é 1til no que se refere a obtencao de estimativas inferiores

para o indice de somabilidade.

Lema 3.6.3 (Albuquerque et al. [3]). Sejam m,n > 1,s,p1,...,pm € [1,+00] €, para

11
5~ p S€D > 2
0 caso contrdrio.

p>1, seja
a(p) =

Entao existe uma aplicagio m-linear A : £y x -+ x £y ~— {7 de modo que

AzW, . 2y = Z j:zl-(ll) M

Im 67;'rrH»l

i yeim=1
e vale a desigualdade

|A|| < Cppn2 tEims aler)Fals")

Proposicao 3.6.4. Sejam 0 < q, pr < 00. Entao

1 1 G 1 1 m—mult .
’5‘—;—Zmax{§—a,0}§7](p7q) (grlx"'xgnnﬂg?")
k=1
para todos r,r, > 1, k=1,...,m.

Demonstracao. Basta trocar o Lema 1.2.10 pelo Lema 3.6.3 na demonstragao da Pro-

posicao 3.6.1. [

O Teorema abaixo foi extraido de [42]; trata-se de um resultado mais geral do
que a desigualdade de Kahane - Salem - Zygmund enunciada no Lema 1.2.10, que uti-
lizamos para melhorar a estimativa inferior para o indice de somabilidade apresentada
na Proposicao 3.6.1.

Teorema 3.6.5 (Pellegrino, Serrano-Rodriguez, Silva, [42]). Sejam m,n inteiros po-
sitivos e pi,...,pm € [1,+00]|. Entao exristem uma constante universal C (que de-

pende apenas de m), uma escolha de sinais 1 e —1 e uma forma m—linear A, , :
by, x - xty  — K do tipo

Apn(zW, .. 2M) = Z j:zj(»ll) PR

Jm

jl:“'7jm:1
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tais que

1 m 1 1
maxq 5 ———,0
HA < Cnmin1<k<m{max{2,pz}}+zk:1 {2 P’ }
mall < st= :

Vejamos que a estimativa inferior decorrente do Teorema 3.6.5, a qual enunciamos

na proposicao seguinte, melhora a estimativa fornecida pela Proposi¢ao 3.6.1, pois, uma

vez que max {2,p;} > 2,k =1,...,m, temos
1 1
. <.
miny<g<,, {max{2,p;}} ~ 2
Proposicao 3.6.6. Sejam 0 < g, pr < 00. Entdo
1 1 “ 1 1
L o ——_70 < m—mult gr Xxgr ’K
‘p' ming <<, {max{2,r;}} ;maX{Q Tk } < g (Un i K)
para todos ry ..., Ty € [1,400].

Demonstragao. Pelo Teorema 3.6.5 existe um operador A, , : £,’}1

X o x Ay — Kdo
tipo

im

Amm(z(l), . ,z(m)) = Z :I:zfll) ™)

17---7im:1

e tal que

1Ay < Cnmen o]y 70}
mmnl|l .

Repetindo o argumento utilizado na demonstracao da Proposi¢ao 3.6.1, obtemos

Pm—1 2L E
n n Pm P2 1 1
2| (Z [ A, .., eu‘m))}pm) . =TT (3.22)
j1=1 ]mzl
Da mesma forma, o Teorema 3.3.1 garante a existéncia de sy, ..., s, para os quais vale
a desigualdade
ni Nm pgl’r‘;l % E
2| (Z [Ana(e®,.... e“‘"”)}”’") = < Al - i (3.28)
jlzl ]m:]-

o que também, em vista da observacao 3.2.3, permite-nos escrever

1
p1 —_
Pm—1 — p1
ni m ;Lm P2
i i Pm inf s inf s
E E |Am,n(e(31),...,e(7m))’ < || A[niEer . pinfem
j1:1 ijI
onde cada s; satisfaz 3.23. Em particular, sempre que n; = --- = n,, = n, obtemos
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Pm—1 e p1
Pm

Zn: (zn: ‘Am7n(6(j1)7.‘"e(jm))lpm>

J1=1 Jm=1
< || Aljn2i=r it sk (3.24)

De forma idéntica a demonstracdo da Proposicao 3.6.1, juntamos (3.22), (3.24) e o

Teorema 3.6.5, para obter a desigualdade

+> max{%—flk,O}

1

1
nﬁ+...+ﬁ S Onminlgkgm{max{ZrZ}} nzznzl infsk

para todo inteiro positivo n, bem como a desigualdade requerida

;! 1 o)
—| - — — ) maxg - — —,
P| minjgcn, {max{2,r;}} 2

< U&@Tult (Crys X oo x 0 s K

pois também C e os expoentes de ambos os lados da pentiltima desigualdade acima
nao dependem de n.
m

O teorema abaixo, devido a N. Albuquerque e L. Rezende, fornece uma ferramenta

para obtencao de estimativas inferiores.

Teorema 3.6.7. |5, Teorema 4.4| Sejam m > 2 um inteiro, q = (q1,...,qm) €

[1, +o00]™ tal que ’(11’ < % e seja também si,pr € (0,00), para k = 1,...,m. Suponha
que exista DY, o > 1 tal que
3 () T o) | < Dt i
Ji=1 Jm=1

para todos operadores m-lineares limitados T': 7} X - - - x £y — K e quaisquer inleiros

positivos ny, ..., Ny,. Entdo, para todo T C {1,...,m},

ZstmaX{Zi—%—l—zi‘,O}.

JET JET p; JET 9
Corolario 3.6.8. Sejam m > 2 um inteiro positivo, q := (q1,...,qm) € [1, +00]™ tal
que % < 1 ¢ seja também py, € (0,00), para k =1,...,m. Entio

E By X o+ X B F)

(p;a*)
1 1 1 1 1 1
2 (max{p—l—l—i—q—l,O},maX{p—Q—l—l—q—Q,O},,max{%—l—i—q?—n,()})
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Demonstracao. Basta tomarmos Z = {k} no teorema acima, para obtermos

1 1
skZmaX{——l—l——,O},
Pk dk

paracada k=1,...,m. O

3.7 Indices de somabilidade 6timos

A seguir, apresentamos algumas condi¢oes em que o Corolario 3.5.5 nao pode ser
melhorado, isto é, condicoes em que ocorre a otimalidade do indice. O coroléario abaixo

estende a Proposicao 1.2.11.

Corolario 3.7.1.

(a) Senf—flgpk§2e%ﬁqulkzl,...,memzlentdo
1 1 m—1
m—mult
E*X"'Xé*'K = |- — [— E—
n(p7q) ( 91 dm> ) ‘p‘ ‘ q‘ + 2
(b) Seplzmin{pk}étalque2<p1<ooe%ﬁqk, com % <lLk=1,...,m
em > 2, entao
1 1
m—mult
ne by X oo X Ly s K :m—l—f———‘—‘.
(m9) (‘11 q ) P q

2mpy

Demonstracao. (a) Tomando tp = p e s, = PR ey

3.5.5, obtemos

no item (i) do Corolario

ot (gqi‘ X e X g s K)

(p;a)

1 1 2m — 1 m
< (max{———,0}+max{mpk+ m pk——,O})
Pk Dk 2mpy, P k=1

2my
mpg+2m—pg

Mgy (Lap % X Lz s K) - < Z<§+_____)

e, uma vez que < qx, podemos escrever

Por outro lado, a Proposi¢ao 3.6.1, bem como a Proposi¢ao 3.6.6 (nessa, a desi-

gualdade g, < 2 nos fornece m = %) da-nos

1 1 “ 1 1 m—mult
‘5‘ 2 Zmax{§ B E’O} < ipia) (Lgr X -+ X Ly K)
k=1 k
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e, sendo ¢* > 2 (pois ¢ < 2), temos

concluindo assim a prova do item (a).

mpi

— TP q0 item (ii) do Coroléario
mp1+1-p1

(b) Semelhantemente, tomando ¢, = p; e s =
3.5.5, obtemos

S (gqf X X g s K)

(psa)
1 1 1— 1 "
< (max{— — —70} +max{w — —,O})
Pk D1 mp1 4k k=1
e, desde que sdo p; = min {p;} e ﬁ < g, tem-se

" 1 1 1 1 1
m—mult

f*x---xé*-K<E 14— — — — ) =m—14——|=].
N(psaq) (‘11 G )—k:1( +mp1 m Qk) m —i-pl ‘q‘

A

Por outro lado, sendo T <1, o Corolério 3.6.2 da-nos

1 1
— 1 || <yt (%o x 0 K
I q* (p;a) (q q )
Uma vez que
1 1 1
L NN
P1 q yai q

estd4 demonstrado o item (b).

A Proposicao a seguir estende a Proposicao 1.2.12.

Proposicao 3.7.2. Sejam 0 < qp,pr <00 el <rp, <oo,k=1,...,m. Entao
1 < m—mult g . f .
p — ,r](p7q) ( 1 X X Tm) CO) :

Em particular, se pr < qx < 2, obtemos

m—mu 1
"(p;q) : (g X - X Ay 00) = ‘I_)‘ .

Demonstragao. Considere T € L(l,,, ..., ¢, ;cy) definido por

T (zW,... 2™ = <x(1) . -a:(.m))n

jl Im . . :
J1seeJm=1
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Observe que ||T']| =1 e, de forma anéloga a (3.17), obtemos

Pm—1 peoe P2
ni Nm Pm b2 1 1
. . » L 1
§ § ||T(€(]1)7”'76(]m))H m :nfl nf;{”
ji=1 Jm=1
Por outro lado, sejam sq, ..., s,, tais que
ya —
Pm—1 - P2
ni Nm Pm P2 m
(1) (Gm) Hpm S1...p8 (k)
> > || T, el < Tyt - f ] 1€ o g,
=1 Jm=1 k=1
= ni'--onm.

O mesmo argumento usado na prova da Proposicao 3.6.1 fornece

1 1 m
nr1 +M+W S nZkzlmfsk

que, por sua vez, da-nos
‘_' < 77m._mUZt (g X oo X Ly co) -

Em particular, quando p; < g < 2, 0 Teorema 3.3.1 da-nos

m—mu, 1
pia) "l X X i) < ‘5

Y

portanto 7727;:;;““ (lry X oo X Ay, 5C0) = ‘ ‘ : O

T I=

O teorema a seguir, devido essencialmente a D. Pérez-Garcia e 1. Villanueva,
associa os operadores multiplos somantes com as desigualdades de Hardy - Littlewood.

Teorema 3.7.3. [41, Teorema 3.2 Seja (p1,...,pm) € [1,00]™. As sequintes afirma-

coes sao equivalentes:

(1) Eziste uma constante C > 0 tal que, para cada T € L (ly,,..., L, F), ocorre o
sequinte

. . et o\ m\ "

2| (Z HT<ejl,...,ejm>HQm> < C|T].

ji=1 jm=1

(2) Para todos espagos de Banach Ey, ..., E,,, temos

L(Ey,...,En F)=17" (B, By F).

(q1see gm0 5o sD)
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O resultado a seguir é o Teorema 5.1 de [41], o qual fornece uma caracterizagao
para as formas bilineares em espagos ¢, que nos permite obter, sob certas hipoteses,
otimalidade do indice.

Teorema 3.7.4. |41, Pellegrino, Santos, Serrano-Rodriguez, Teixeira| Sejam ¢1, ¢2 €

(2, 00], com qil + q% <1 ea,b>0. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) Existe uma constante Cyy 4000 > 1 tal que

1,92,

Qo
o

> (Z |A(€z‘a€j)|a> < CopgzapllAll,

i=1 \j=1

para toda forma bilinear A : £y, x {,, — K e todo inteiro positivo n.

b) Os exponentes a,b satisfazem (a,b) € [ {2 oo) X [% oo> e

g2—1’ q192—q1—q2’
1+_1<:3 (1 n 1)
a b7 2 o )

~1
Usandoa =¢5 e b= [1 — (q% + q%)} , obtemos as seguintes estimativas relaci-

onadas & desigualdade classica de Hardy-Littlewood.

Corolario 3.7.5. Sejam q1, ¢2 € [2,00], com qil + qi? < 1. Entao

1 1 1 1 1
gz_mu.lt* * 61 X£2;K - (maX{__1+_+_7O}7maX{___*’O}) '
(p1,p2;97,93) ( q q ) P1 q1 D) b2 qs

-1
Demonstra¢ao. Com efeito, tomando a = ¢; e b = [1 — (L + i)} no Teorema 3.7.4,

q1 q2
temos (a,b) € [ 12 oo) X [% oo) e

g2—1’ q192—q1—q2’
1 1 1 1 1
-+ = =+ 1—(—+—
a b i) D)

1 1 1 3 1 1
<2 (=+—)="—(—+—].
2 Qo Q@ 2 G @

> (Z |Ales €5)

=1

q;> < CflAl,

68



para toda forma bilinear A : ¢, x {;,, — K e todo inteiro positivo n. Dai, segue

imediatamente do Teorema 3.7.3 que

L, l,;K)=1I> 1 Lyl K.
( q1) *q2 ) ([1—<é+é)] 7QS§QT7QS> ( q15 ~q2 )
Assim, pelo Teorema 3.3.3, obtemos a majoracao
1 1 1 1 1
2—mult
e Uy X £y K) < | max ——1+—+—,O},max{———,0}>.
Snpar ’q2)< ! wi ) ( {]91 G @ P2 G
Considere agora T': ¢, x {,, — K, definido por

T(x;y) =21 Yy
j=1

com ||T| < né/qg — basta aplicar a desigualdade de Hélder a ‘Z?Zl Y - 1‘ e, pelo
Teorema de Existéncia do Indice, supor que
ni n2 % 1
Do DT (el < Cny'ng? || T
i=1 \j=1
Entao
i 82-&-(%*
ny> < Cni'n, *

e, desse modo,
1

P2
n
Z__ <C.
s1 52+E -
g Ny
Considere os caminhos ny = D -t e ny = D, onde D > 0 é constante, fazendo t — oo

obtemos

Agora vamos supor que

1
P1

ni ng >

3 (Sisteoe) ) < cupimy
i=1 \j=1

para S : €, x {,, — K definido por

S(x;y) =D ;.
j=1

Como qil + q% < 1, aplicamos a desigualdade de Hoélder generalizada para majorar a

norma de S :

IS = sup

ni
Z LjYj

lallar Jlullag <1 | 5=
< sup I|x||q1||y||q2||1||(14#)—1,
lallay Jlyllas <1 TR
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ou seja, ||S]| < nj” VeV Entgo,
1 pio( L1
nit < C’nil (ql q2>n§2
e, portanto,
1 1 1
S1 2 ——1 + — 4+ —.
b1 a  Qq

O

Em |39], ao lidar com formas bilineares em ¢3, D. Paulino obteve estimativas
otimas:

Teorema 3.7.6. [39, Teorema 5| Sejam py, ps € (0,00]. Se (p1,p2) sGo nao-admissiveis,

entao

ni n2 P2 i 1 11
> (Z |A<ej1,ej2>\p2> <nl'onl 2|4,

J1=1 \jz2=1
para todas as formas bilineares continuas A : 5" X (5> — K e todos os niimeros inteiros
11 11

positivos ny e ny. Além disso, o expoente sy = o, — 3 € otimo, e quando sy := 2 T2

0 expoente S1 = pil € otimo.

Corolario 3.7.7. Sejam p;, p2 € (0,00]. Se (p1,p2) sdo nao-admissiveis, entdo

1 1 1
it B0 (L1 1)

(p1,p2:45.95

Teorema 3.7.8. (Defant-Voigt) Para quaisquer espagos de Banach Ey, ..., E,,, vale

a igualdade
L(Ey,...,Ey;K) = as(Li1,...1) (Er, ..., B K).

Corolario 3.7.9. Sejam 1 < p,qi. < o0, com k=1,...,m. Entao

> 1

m—mul .

Tasiray (Lap X % Ly K) < (1 - %) ‘
k=1

Além disso, quando p =1 o indice Nys(p.q) 0btido € dtimo.

Demonstracao. Usando os Teoremas 3.3.5 e 3.7.8, obtemos

Mo (bap X+ X g, K) < (1 - l) :
k=1

Agora vamos mostrar que quando p = 1 o indice 7),.,q) obtido é 6timo. Dado ¢ > 2, por

[5, Proposigao 2.3| existem sinais £; = 1 e uma aplicacao m-linear A : ng X+o e XL —

K da forma

ni

Nm
1 m\ __ 1 m
A(z,...,z)_g E €325 " 2

i1=1 im=1
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tal que

1
1

1 m 2
||AH < D ani ﬁ . <an> .
k=1

Suponha que

iSAES]
D=

P

Z “_(ZHA(eh’.”,ejm)Hp) SCHanwk,quAH.

g1=1 Jm=1 k=1

NI

1
Entédo, tendo em vista a desigualdade (3, ny)2 < > ;- n}, temos

s
s
(S
IA
Q
o
s
i :j 3
S
l\’)l\)—A
A
N
NE
S
N——
[SIE

k=1 k=1 k=1 k=1
< C D'H”Zk'anQ % nz
k=1 k=1 k=1
1
m m
l,% 1 nk’
— C-D ank an2 P on2 ( Zkl )
n
k=1 k=1 m
ou ainda,
1 ( 1 3
m=1 1 (o 1 1 1 1 m— 2
P 2 q*) - * _ nkn
ny, ¥ -nfn< ) < C-D(l—i——k_1 ) .
n
k=1 m
Fixando ny,...,n,_1 constantes, obtemos
()
lim np, Ml <00

Nm, —> 00
e, assim, % — (sm +1-— —) < 0. Dali,

1 1 1 1 1 1

Z————l-———:———-
"Tp 2 2 P dm
Um argumento inteiramente analogo fornece, para cada k =1,...,m — 1,
1 1
Sk Z - — —.

qk

Portanto, tomando p = 1 obtemos

m—mu — 1
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Para todos os inteiros positivos m, k = 1,...,m, vamos definir

il 1
Om iyt = ) 1 N\
Y E
Teorema 3.7.10. [4, Teorema 7| Sejam m > 2 um inteiro, p = (p1,...,Pm) €
(L4+oo)™ el < ¢ < 2 < @, para k = 1,...,m tal que ‘é‘ < 1. Entao existe
K
Dm,p,q > 1 tal que

Pm—1 2L P1
pm P2
(Zﬁ;l ( . (Z?gzl T (e, - .. ,ejm)v’m) N ) >

X . max{plk—mn@}
m—
S Dm,p7q”T|l Hk:l nk )

para todos os operadores m-lineares T' : {7} x -+ X £y — K e quaisquer nimeros
nteiros positivos Ny, ..., My,
Além disso, o expoente max {i — 6;1%, O} € otimo e, para cada k=1,...,m—1,
0 exponente max {pik — W, 0} ¢ otimo se pj > 532:]'-’?{1 para k+1 <7 <m.
m—k+1

Corolario 3.7.11. Sejam m > 2 um inteiro, p := (p1,...,Ppm) € (1, +00)™ e 1 <

Gm < 2 < q, para k = 1,...,m, tal que ‘é‘ < 1. Seja também p; > 5%:}?{‘ para

k=1,...m—1ek+1<7<m. Entao

1 1 "
grmult (B oo X By F) = <max{— — ﬁ?o})
(P;a*) (£ ) Dk 53,’;’_19321 k=1

IN

Corolario 3.7.12. Sejam 0 < p,q < oco,r,ry > 1, k=1,...,m. Sery,r9 > 2,13, ..., Tm
2 eﬁ—l—i:%, entao

1 1 1\"
grrmilt(f, X - X by, ) = (— ——-+1- —)

(p;q)
sempre que r > p.

Demonstracao. Uma vez que £, tem cotipo r, aplicamos o Corolario 3.3.11 para obter

a estimativa superior

1 1 1\
m—mult
by XX by )< [ =—=+1—-=

1

porque r > p e ry,ro > 2 com %4'7«2

= % fornece ¢ > 1. Por outro lado, a Proposicao

3.6.4 nos fornece

m

11 & 11
- — - — maxq - — —,0 Sf(m._mu”(gm Xooee Xﬁ?‘m?&)'
b T E : 2 7 P;q)

k=1

k=1
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Como r1,79 > 2,73,...,tm <2e + + L =1 tem-se

reoor2 q’
- {1 1 } 1
Z max{ - ——,0p =1——,
— 2 q
e essa tltima igualdade conclui a demonstracao. O

Obviamente, no coroldrio acima, em vez de r; e 19, poderiamos tomar quaisquer
outros r;,r; atendendo as mesmas condigoes.
O item (b) do resultado abaixo fornece um exemplo em que nao é possivel concluir

a otimalidade do indice se, ao invés da Proposicao 3.6.6, citarmos a Proposicao 3.6.1.

Corolario 3.7.13. (a) Se 0 < p,q < 2, entdo

1 1\"
m—mult (m
(KYy=(-—=
&(ra) ("6 K) <p 2)k:1
~ . 1 11 ~
(b) Sep,q > 2 sao tais que 5+ =2, entdo
gm—mult(mg K) — l
(p;a) 1) :
P/ k=1

Demonstragao. (a) O Corolario 3.3.13 fornece a seguinte estimativa superior

1 1 1 1 "
m—mult (m
(1;K) < -—=,0 - ——,0
f(iﬂ;q) ("3 K) < (max{p 5% }+maX{2 7 })k:1
B (1 1>m
P2/
Por outro lado, da Proposigao 3.6.1, obtemos a estimativa inferior

11 & 1 1 "
m—mult ;rmp .
Eoy (M K) = (1—3 —5” 1;:1 max {5 - T’O}>

k=1

(b) Como p,q>2e % — == %, resulta do Corolario 3.3.13 a desigualdade

1
q
m—mult (m 1 "
$ (o) ("0 K) < <_> '
P/ k=1
e, da Proposicao 3.6.6, a desigualdade

1 1 " 1 1
m—mult ym
0K > | = - - 55— 10
S (") 2 (p min; <j<n, {max {2, 1*}} ;maX{Q I8 }>

1 m
:(——0—o> |
p k=1
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O proximo resultado recupera o item (a) do Corolario 3.7.1 quando ¢, = 2 e,
nesse caso, nos mostra que a estimativa nele apresentada — em particular, apresentada
na Proposicao 1.2.11 (a), permanece valida quando tomamos 0 < pp < 2e 1 < g <

2,k=1,...,m, independentemente do inteiro positivo m > 2.

Corolario 3.7.14. Se 0 <p, <2 el <q. <2,k=1,...,m, entao

n&;_t;)nwt (gqf Ko X gq;‘QK) = ‘_‘ - ’_

Demonstracao. Basta aplicar o Corolario 3.3.19 com ¢ = 2 para obter a estimativa

superior e, em seguida, aplicar a Proposi¢ao 3.6.1 (tendo em vista que 1 < ¢ < 2

fornece ¢ > 2) para obter a estimativa inferior; ambas coincidem com % —

1
L+
Alm—1

m—2
= 0

Sob a hipotese ¢, > p1, 0 corolario abaixo melhora os intervalos do item (b) da

Proposigao 3.7.1, bem como da Proposi¢ao 1.2.11 (b).

Corolario 3.7.15. Sejam 2 < p, < 00,1 < q < 00,k =1,...,m. Se ¢, > p1 :=

min {py} com % <1, entao
1 1
m—mult
A logr X oo X Mg 1 K :m—l—i———‘—‘

Demonstracao. Para obter a estimativa superior, aplique o Corolario 3.3.19 com ¢ = p;.
A estimativa inferior é dada pelo Corolario 3.6.2 e ambas estimativas coincidem com

m—l+p%—‘é‘. O

3.8 Isometrias classicas e desigualdades de Bohnenblust—
Hille e Hardy—Littlewood

As isometrias cldssicas entre £(X),, X) e £}, (X), para 1 < p < oo, permitem ler as
desigualdades generalizadas de Bohnenblust—Hille e Hardy—Littlewood como resultados
de coincidéncia (consulte [6,24]).

Sejam m > 2 um inteiro positivo, F' um espago de Banach, A C I,,, :=={1,...,m},

plu"'7pm757azle

BAE (n) :=

p7s7a

mf{c<n>zo: (S (Sl eensl?) ) < ) paratodoieA},
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onde j; no somatorio significa que a soma é efetuada em todos os indices, exceto em j;,
e o infimo ¢ tomado sobre todos os operadores m-lineares T": £ X ---x £} — F com

norma igual a um.

Lema 3.8.1. [1, Lema 2.1] Sejam 1 <pp < qx <00, k=1,...,m e \g,s > 1.

(a) Se
1 &/1 1
m:= | — —_— — > 0, e s>,
Ao j=1 bj 4a;
entao
By (n) < BJuY (n).
(b) Se
m—1 -1
1 1 1
m>0 e s> |—— (———) =1 (3.25)
Ao j=1 bj 4a;
entao

B (n) < BIE (),

P;S;M2 q187>\0

Teorema 3.8.2. Sejam 1 <pp, < q < oo, k=1,...,m e Xy,s>1. Se

e oIS | R 320

pj g

entao
M ey (B X e X By F) <™ (B X -2 X B F).

Demonstracao. Suponha que

1

n n %)\0 Ao m
Z( > ||T<xj>|\8> < C o - Tl g
k=1

Jj1=1 J2y-edm=1

para cada T € L(Ey,...,E,;F). Usando as isometrias classicas entre L({,,E) e
(. (E), para 1 < g < oo, como fizemos na demonstragao do Teorema 3.5.4 (i), obtemos
um operador m-linear continuo S : £gx X - -+ X L= — K definido por S(yi,...,ym) =

T(ui(y1),- -, Um(ym)) e que satisfaz a igualdade

S(ejyy---s€j,) = TV, 2.

J1 7 Im

Desse modo, temos

n n %)‘0 A0 m
Z( > \\S(eh,...,ejm>\f> < C-pemerost - [ 1 g

J1=1 \Jj2,....jm=1 k=1

7



para toda forma m-linear S : £ x --- x {7 — F. Pelo item (a) do Lema 3.8.1,

n n %771 % m
Z ( Z 1S (ejy, - - ,ejm)Hs) < C - nPrsroa . H ||$k||w,p;,

J1=1 \Jz2,....jm=1 k=1

para todo operador m-linear S : by, x---xty ~— F. Utilizando novamente as isometrias

classicas, temos

n n Im n m
Z ( Z HT (xJ)HS> < C-npProsdoar H kaHw,p,’;»

j1=1 \J2,....jm=1 k=1

paracada T € L(Ey,...,Ey; F). ]
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Capitulo 4

Operadores miiltiplo (p,q)-s-somantes

Neste ultimo capitulo, apresentamos alguns resultados concernentes a teoria de
operadores multilineares que, conforme definimos a seguir, sdo multiplo (p, q)-s-somantes,
dentre os quais destacamos o tamanho do conjunto desses operadores no sentido da
lineabilidade; as definicoes e os resultados sao apresentados numa perspectiva mais ge-
ral do que a apresentada por M. Maia em [34] (veja Definigao 1.3.2), pois damos uma

abordagem anisotropica ao assunto.

4.1 Abordagem anisotrépica da teoria multilinear

Dados espacos de Banach Ey, ..., E,,, F, chamamos conjunto dos operadores miil-
tiplo (p, q)-s-somantes (forte), o conjunto dos operadores u € L (FE1,..., E,; F) que
satisfazem a desigualdade (3.1) ou (3.5), se estivermos considerando a notacao utili-
zada na Se¢ao 2 do Capitulo 3, com s = (s1,...,8y) fixo, sy, > 0,k =1,...,m. Mais
precisamente, definimos:

Definigao 4.1.1. Sejam p,q € (0,00)",8> 0 e Ey,--- , E,,, F espacos de Banach.
Um operador m—linear u € L(Ey, -+, Epn; F) é chamado maltiplo (p, q)-s—somante

se ezistir uma constante C' > 0 tal que

1
Pm—1 o P1
m

> ---(fjnu(x,-)npm) T <ol 1]

j1:1 j’mzl i=1

(4.1)

@\"
(xki >k:-:1

para todon; € N, e todo x,(;) e B, comi=1,---,m. O conjunto de todos 0s operadores

w,q;



multiplo (p, g@)-s-somantes é denotado por

s (B, ..., Eni F).

Proposicao 4.1.2. Sejam 0 < qp,pr < o e Ey, F espagcos de Banach com k =

1,...,m. Entao existe s € [0,00)™ tal que

E(El,,Em,F) :H?I;T;) (E1,7Em7F)
Demonstracdo. E uma consequéncia imediata do Teorema 3.3.1, pois basta tomar s >
Erna (B X - X By F). O

Proposigao 4.1.3. Hm S (Fy, ..., En; F) é um subespago vetorial de L (Ey, ..., En; F).

Demonstracao. Com efeito, dados u, v € H( 2 (Ei, ..., By F) e X €K, temos

Pm—1 P P1

ni P P2 m m
s
lu(a)llo, n = { D |- (Z lu(zs) |”m> < C [T T2 e
Ji=1 Jm=1 k=1 k=1
(S
1
n1 Nm sziW:l % " m m
IXo(z) g, m = [ D |+ (Z [ Av(z;) p) <G [T T 12"l
Jj1=1 Jm=1 k=1 k=1

Precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que

I+ X0)(@)llp, n < C T - T Ia*lla

k=1 k=1

Com este fim, utilizemos, respectivamente, as desigualdades triangular e de Minkowski
relativas ao indice j,,,
1 1

[+ M) (@), = (ZH e +Av<xj>r|pm)m < (ij<||u<xj>||+||Av<xj>||>pm)pm

Jm=1 Jm=1
1

(Z e Hpm)pm T (Z ||Av<zj>|rpm)pm

= llu@y)ll,, n,, + MA@, 0,

Tendo em vista a igualdade (3.4), utilizamos sucessivamente a desigualdade de Min-

cowski, agora comecando pelo somatorio de indice j,,_1, indo até o somatorio de indice
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j17

Juas) + Xyl n = HH [ty + Mot .,
Pm—1,m—1 p2,n2
p1,mn1
< ||t + 1aetes...
Pm—1,"m—1 pa,no i
S H - HH||U($‘i>Hpm:nm ‘pm 1y, + HH)\U xJ ||pm7nm Pm—1,Mm—1
Pm—2,m—2 p2,n2 P
< |||+ ez, o, +
Pm—1,m—1 p2,n2 P11
|-+ et ..
Pm—1,"Mm—1 p2,M2 P11
m m
S By, ’
= [[u(@)llp, n + [Ao(@) o, 0 < CT L™ ™ - TT 12"l
com C' = Cl + 02. O
Sejam T' € L(FE,...,E,; F) e} (T) oinfimo das constantes C que verificam a
P.q

desigualdade (4.1). Como usual, Hg;q) (E1, ..., Eny; F) denota o espago dos operadores

multiplo (p,q)-somantes e T(pq)(-) a norma desse espaco.

Observagao 4.1.4. Note que, quando s = 0= (0,...,0), temos H (p:a) (El7 oy B F) =
H(p g (B, By F) . Além disso, vale a inclusdo
tog (B B F) CIIS 2By, Byt F).
De fato, dado u € H(p;q) (Er,...,En; F), existe C >0 tal que
lu(@j)llpn < C T 112" lw.an (4.2)
k=1
Como n,™"™* > 1 para t0dos smp.q. > 0,k =1,...,m, vale ainda
) lpm < C [T T T 12" - (4.3)
k=1 k=1

Portanto, todo operador absolutamente (p; q)—somante é absolutamente (p; q)-s-somante.
Por outro lado, se for § m“lt(El - x Ep) = 0, temos

inf sy,
[u(@)[pm < CH p’“quIIIEkHw,qk
k=1

= OH kaHw,qu
k=1
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isto é, L (FEn, ..., By F)=17"

(psq) (E1s oo, B F) e, da inclusao acima,

H&;_qsﬁ (Er,..., B F) = H&;q) (B, oo Es ).

Finalmente, observe que o infimo tomado sobre as constantes C' que satisfazem a desi-
gualdade (4.3) é menor ou igual ao infimo tomado sobre as constantes C' que satisfazem

a desigualdade (4.2), em outras palavras,

8

ﬂ—(p;q) (U) S Tr(ﬂ;‘l) (U)

Proposicao 4.1.5. Tlp.0) define uma norma em H (El, ooy B F) que satisfaz as
desiqualdades

< 7,00 () < Tp,0)()-

Demonstracao. Seja u € H (El, ooy Ep; F) . Como o infimo é tomado no conjunto
de constantes C' > 0, Segue se que m, »(u) > 0. Se u = 0, a desigualdade (3.5)

¢ satisfeita para C' = 0, logo ﬂ-?p o(w) = 0. Por outro lado, quando W?p o) =0
n <

tomamos n, = 1,k = 1,.
CTIis, 12%|w.q» de onde vem u = 0. Logo Tip, q)( u) = 0 se, e somente se, u = 0.

Agora, tendo em vista a desigualdade (3.5), dado A € K, temos

m

IVu(25)llpn = M (@) lpn < I\l q) () | [ mg " H 15 |-

k=1

Como 7r;7q()\u) é o infimo das constantes que satisfazem a desigualdade acima, obtemos

7T?p,q)()‘u) < ‘)‘lﬁip,q)W)'

Por outro lado,

[Allfwzi)llpn = [[Au(@s)llpn < 7o,q) (Aw) H A [ [

=1 k=1
ou seja,
e Au) &
(p, )< Sm
e vt § H 2l
k=1
m Au
que, por sua vez, nos fornece m(, \(u) < (‘”I‘/\"( ) Dai concluimos que g, o (M) =
[ A7y (10)-
Para verificar a desigualdade triangular, considere, ainda v € Hm ° (El, ooy By F)

e a desigualdade obtida na prova da Proposicao (4.1.3), a saber,

[ulzs) + v(25)llp.n < llulzs)llp.n + [0(2;)]lp.n-
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Desse modo,

m m m m
Sm,pp, Sm,py,,
lu(z;) + v(@)llpn < 7o @ [Le ™ TT 12" lwa + oo @) TT "™ T 14" llw.a

k=1 k=1 k=1 k=1

m m
s s Sm,pp,aqp, k
(W(p,q) (u) + T(p,a) (U» H Ty, H ||x ||W7f1k7

k=1 k=1

de onde segue que Tpa) (u+v) < o) (u) + W?p,q)(v)-

Finalmente, para mostrar a desigualdade das normas, tomamos ny = 1,k =

1,...,m, em (3.5) para obter a desigualdade

()|l = lules)llpa < 75,0 @) [T 12" e
k=1
onde 1 denota a n—upla (1,...,1). Como n; = 1, temos
12"l = sup [o(2*)] = [|2*|| (Hahn-Banach)
peb*
e, sendo

Jull = inf {C > 0; |u(zz)| < O] IIZE’“Hw,qk} :

k=1
obtemos [lul| < @, ,(u). A dltima desigualdade foi-nos apresentada na observagao
4.1.4. [

Proposicao 4.1.6. Se 0 < ¢;,p; < oo, para todo i =1,--- ,m, entao

(Hm_s (Eh Ty Ema F>7 W;’q>

(p;q)

€ um espaco de Banach.

Demonstracao. Seja (u,)5, uma sequéncia de Cauchy em (HE’;;)(El, v B F, W;’q> .

Como || - || < 75 4(-), temos (u,);2, é de Cauchy em L(Ey,---,Ey; F) que é Ba-
nach, logo (u,)5, converge para algum u € L(Ey,---, E,;F). Vamos mostrar que

w e I O (B By F). Com efeito, dado € > 0 existe my € N tal que, para todos
my, My 2> My,
S

Thq(Umy — Umy) < €

e, sendo 7 . 0 infimo das constantes que satisfazem (3.5), podemos escrever

w4k *

m m
ety (5) = s (@5)lp.n < & ] [y - T ] 12"
k=1 k=1

Fazendo my — 00, obtemos
m m
S
lttmy (25) = w(@y) o < e [T - T] 2"l
k=1 k=1
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ou seja, Uy, —u € M =5(Ey, .- | E,,; F). Uma vez que a Proposigio 4.1.3 nos garante

(p3a)
que Hg?ét)’s(El, -+« B, F) & um subespago vetorial de L(Fy,--- , E,; F'), obtemos
finalmente

U= Umny — (uﬂn - u) € HmUlt_S(Eh T aEm;F>'

(p;a)

4.2 Lineabilidade

Trazemos aqui a questao da lineabilidade num conjunto de operadores multi-
lineares nao multiplo somantes, a saber, indagamos se ha resposta para o seguinte

problema:

Problema 4.2.1. Dados espacos de Banach Ey, ..., E,, F, o conjunto

75 (B, o By F)\I g (B, ooy By )

é linedvel?

Em vista da inclusdo II7" % (Ey, ..., Epile) C L(FE4, ..., By ls), 0 Problema

(p;q)

4.2.1 é mais “forte” do que o problema da lineabilidade de
L(E,...,Ey; F) \H’g;,;q) (B, ... B F),

que valerd como consequéncia imediata da inclusao acima. Quando F' = /., a resposta
para o Problema 4.2.1 é positiva. O proximo resultado apresenta-nos uma demonstra-

¢ao para esta assertiva que esta baseada em [40].

Proposic¢do 4.2.2. Sejam Ey, ..., E,, espag¢os de Banach, s > 0 e p,q € [1,+00)™.
Entao
Hmis (El, ciey Emygoo) \H?;),q) (El, ceey Emygoo)

(p;q)

€ vazio ou ¢—linedvel, onde ¢ € a cardinalidade de R.

Demonstragao. Dados p,q € [1,+00)" ,p = (p1,---,Pm) € 4= (q1,---,Gm), suponha-

mos que exista

w €T (B, vy By £o) \I7o) (B, ooy B Usc) -

7(71;;1) (p;q)

Entao u ¢ %o (E1, ..., B lo) €, pelo item (2) da Proposicao 2.1.3, existem (xg-k))jeN €

é;‘; (Ey), k=1,...,m, tais que
(u (-Tj»jeNm ¢l (l), ondex;= (xﬁ)7 7:5;77:)) 7
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ou seja,

Pm—1 — p1
Pm

lu ()l = | D |+ (Z HM%)HZ") = 00. (4.4)

j1=1 ]mzl
Utilizando um argumento padrao, a saber, o de decompor N como uma uniao enumera-
vel N = (J;2, Ax de subconjuntos infinitos A, = {agk), al?, .. } disjuntos (A;NA; = 0,

sempre que i # j), consideremos B = {rele:x;=0, sej¢ A} e, para cada in-

teiro positivo k, definamos uy : 1 X -+ X E,, — ¢ por

Uk (215 0 Zm) y00 = U (215 ey Zm)
J

para todo inteiro positivo j; mais precismente, escrevendo z = (21, ..., zy,), definimos

a j-ésima entrada de uy(z) por

_ 0, Jj&A
(Uk(z))] - { u(z)l, j= al(k) € A,.

. . . . . k
Consideremos, ainda, as inclusoes candnicas ¢y, : Ego) — U+ € 0s operadores
Vp =t oUy : By X+ X B, = .

Observemos que, uma vez que os subconjuntos Ax’s tém infinitos elementos, as sequén-
cias vy (2),u (2) e u(z) tém as mesmas componentes se ignorarmos os zeros interca-
lados entre elas. Ou seja, para cada inteiro positivo k e todo z € Ey X --- X E,,, valem

as igualdades
[0 (2)lloe = llu (2l = llu(2)l -
Assim, tendo em vista a igualdade (4.4), obtemos

[[or ()|, = llu (z3), = o0

para todo inteiro positivo k e, uma vez que u € H?;;f) (B, .., B ls) , vale também

1ok (23) [l = 1 (20l

m m
. n
<CITme TT0(EY) e
i=1 i=1 ‘

para todo inteiro positivo k e todos (zj(k))jeN € ly (Ey), k =1,...,m, Desse modo,

concluimos que

Ok € T3 (B, ooy B o) \ Il (B, ooy B o) |
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para todo inteiro positivo k. Provemos agora que o conjunto {vy,vs, ...} é linearmente
independente. De fato, uma vez que os operadores vy, v, ... tém suportes disjuntos,
isto é, para todo z € £y X --- X B,

{n € N;v;(2), # 0} {n € Njv;(2)n # 0} = 0

sempre que ¢ # j, temos, para todo z € F; X -+ X E,,,

= maX |Ozk|||vk( )”OO

1<k
o0
= max [ayl[|lu
muax [ [0(2) o

para todo inteiro positivo r e quaisquer escalares ap # 0,k = 1,...,r, pelo que
Y pe1 kU (2) = 0 implica maxi<g<, |ag|||u(2)||l« = 0 para todo z e, como u # 0,
obtemos maxj<x<, |ag| = 0, logo ap = 0,k = 1,...,m. Vejamos agora que o espago
gerado pelos operadores vy, vs, . .. esta contido em

T2 (B, voos B loo) \I{nq) (B, oy B €oo) {0}

Com efeito, para todo z € F; x - -+ E,, e quaisquer escalares nao nulos aq, . . ., a,., temos

P1

IS5 axen ()], = (ijl ( .. <an:1 (DR (Z)HZ;”) e B ,>P2> )

p p1 L
m—1 Po P1
o 0o m Prm
= max <p<, ] <zj1:1 ( . <ij:1 ||u(z)||§o> ) )

= max<p<, || ||Ju (2)||

P Y
e, de forma similar, temos também |32}, ooy, (2)]],, ,, = maxi<r<y |axl lu (2)]l, , - Dai
T
oun o] = g ol s, =
k=1

e, para todos (Z](k))jeN €ty (By), k=1,..,m,

.
> (%)
k=1

= oax ol (35

S 7
€ max loul [T vt TLN (57), _, Do
= i=

p?n

IN

nos fornecem a pertinéncia
Zakvk € TS (B, oy B loo) \IT ) (B ey B loc) -
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Resta-nos mostrar que o espago gerado por {vy, vy ...} tem cardinalidade ¢. Para esse
fim, consideremos o operador

S : 61 — H?;);:) (El, --~7Em§£oo>

o0

dado por S ((ar)2,) = Zakvk. Provemos que S estd bem definido. De fato, dados
k=1
(ag)32, €li ez € Ey x -+ x E,, temos

o0 o0
W <D lanl los(@)lle = D lawl [[u(z)]l < o0
o k=1 k=1

e, como consequéncia,

ni Pm pZ;;I P2 P
165 (@) G)lom = | S0 (- (Z Zakvk 5) )
=1 Jm=1
Pm—1 2 %
o0 ni Nm W p2
<3 |35 (S wter) -
—1 ji=1 jm=1
<3 fale T TT0 (= ")
k=1 i=1 =1 Ji=
para todos (zj(k))jeN €ty (Ey), k=1,..,m. Como Z lax| < 0o, obtemos
k=1
S (@)0) (2) € T3 (B, oy By o)

para todo z € Fy x --- X E,,. Agora observe que S é linear e, uma vez que 0s v; tém

suportes disjuntos, S é também injetivo; com efeito, S ((ax)?2,) (2) = 0 implica

[e.9]

E akvk

k=

> Hakovko(Z)Hoo

o0

para qualquer indice ky e, uma vez que vy, # 0 para todo ko, resulta a; = 0 para

todo indice k. Finalmente, considerando a desigualdade acima novamente e (a)3, €
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0, \{0}, seja ko tal que ag, # 0. Nessas condicoes, temos

E QU $J

Pm—1
pm) pm

16S ()i ) @)l = | S - (Z

J1=1 Jm=1
1
o ~ Zm=1 ANE
=S ---(z||akovko<zj>|1g)
j1=1 ]mzl
N N N
= lak,| | > ---(ZHU(%)H’QZ>
j1=1 ]mzl
= Q.

Portanto,

S() € (M3 (B, o B ) \IT g (v, B o)) M0
e, desde que ¢; tem cardinalidade ¢, concluimos que

T8 (B ey B £o) M) (B e B o)

é c—lineavel.

Corolario 4.2.3. Sejam F, ..., E,, espacos de Banach e p,q € [1,+00)™ . Entdo
LBy, ., B boo) \IT, ) (B oy B Uo)

€ vazio ou ¢—linedvel.

Demonstracao. Resulta imediatamente da inclusao

Hmfs

(o (B oy Buni loc) € £ (B ey By o)
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Apéndice A

Desigualdade de Minkowski

generalizada

Neste apéndice, expomos um resultado complementar que generaliza uma desi-
gualdade, frequentemente creditada a Minkowski, o qual permite-nos obter um corolario
que complementa o Teorema 3.7.3 (Teorema 3.2 de [41]).

Consideremos a desigualdade que é creditada a Minkowski:

Rl

i(im”‘p) < i(i%qy ;

i=1 \j= j=1

sempre que 1 < p < ¢. Assim, quando m =2 e 1 < p < ¢, a igualdade (3.3) nos diz

que
Il = [zl |, < sl |, = el (A1)
Vejamos agora o caso m =3 com 1 < p; < py < p3:
T = 2
T T
! " p2 p3 B ! " P b3
(A.1,p1<p3)
< ([t
p3 P1
(A.1,p2<p3)
S | 1 I
p2 p1




que também pode ser escrito do seguinte modo:

(A'LPQSPS)
|11, < |||l
p2 p3 p3 pa
(A1,p1<p3)
< 3],
P p2
(A.1,p1<p2)
< 3],
p2 p1
Escrevendo x = (z;), vamos destacar a desigualdade
et | < [l
‘ P1 P2 || g p3 P2l
que, por um argumento de inducao padrao, resulta em
ey = | |-+ e+ |
p2 Pm—1 P
< |- il
pm Pm—1 P2 ”
=[x @)
sempre que 1 < p; < --- < p,,. Em outras palavras, obtemos uma generalizagao para

a desigualdade de Minkoswski, cujo enunciado é o seguinte:

Proposicao A.1 (Desigualdade de Minkowski generalizada). Se 1 < p; < .-+ < py,,

entao
om N L
oo o0 % pm—1 \ *™
E E p1
e |aj17---7j'm e
jmzl J1=1
1
Pm—1 % p1
oo oo Pm
pm
<> <§ i )
j1:1 ]m:]-
De um modo mais geral, note que, sempre que p; < p;y1,2 =1,...,m, vale

(A.2)

”XH(p1,..-,p7;,pi+1,-..,pm) < ”XH(p1,.--,p¢+1,pi,...,pm)

Dessa forma, obtemos um corolario para o Teorema 3.7.3:

Corolario A.2. Sejam p; € [1,00],q; € [1,00). Se qiv1 > q; para algumi=1,... m—
1, e existe C > 0 tal que, para todo T € L (C,,, ..., 0, ; F),

9m—1 o a1
am

Z (Z HT(QJI,,ejm)”qm> SCHTHv

J1=1 Jm=1
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entao, para todos espacos de Banach Fy, ..., E,,, temos
L (E1> ooy B F) = H’EZIv‘]Q--wqifl7Qi+17qi7qi+27---7Q’m§pI7~'-7p;<n) <E1’ s B F> ’
Em particular, se i1 > q; para todo i =1,...,m — 1, obtemos
L(Ey,...,En; F)= H?Zm,”.,ql;p’{,...,p:;l) (B, ..., En F).

Demonstracao. Por simplicidade, suponhamos que seja ¢a > ¢;. Neste caso, segue da

desigualdade (A.2) que

a\ o

) [e'e) 00 7[1217;1 q3
(s ---(z||T<ejN...,em> o
j1=1 \ j1=1 Jm=1
1
I9m—1 % % a1
o0 o0 o0 qm
<> (> "'(ZHT(eju---&jm)qu)
i1 \ = =1

Consequentemente, a implicagdo (1) = (2) do Teorema 3.7.3 fornece

L <E1’ T Em; F) - ?32,@,qa,---,Qm;pI,--mfn) <E1’ T Em; F) )

Em particular, se ¢;11 > ¢; para todo+=1,...,m — 1, da desigualdade de Minkowski

generalizada (Proposicao A.1) vem

am

a2 — am
o0 o0 q1 9m—1
> ---(ZHT(eﬁ,...,ejm)H%)
j1=1 ]mzl
N N N A
S Z (Z ”T(eh?"'aejm)”qm>
ji=1 Gm=1

Usando novamente a implicacdo (1) = (2) do Teorema 3.7.3, obtemos

L(Bi,. .. By F) =TI e o (Bryo Bt F).
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Apéndice B

Caso n = 3 da 1gualdade 3.21

Neste apéndice, consideremos um caso particular do operador S definido na de-

monstracao da Proposicao 3.6.2, a saber, S : €2 x £2 x (3 — K dado por

S(z M 2@ Zx(l

Ja vimos que S(eVV), el2) els)) = S 6(‘71)6(J2)€§]3) = 1l quando j; = jo = j3 =i e

=1 "1 7

S(eln), eli2) 3y = 0, caso contrario. Desse modo,

5037 S(e0, e, i) = el =1,

J2= 1]3 1
ZZS e ) = el =1,
J2= 1]3 1
Z ZS e )y = e§3)e§3)eé) -1
Jj2=173=1

Vamos desenvolver o somatorio em j; como segue

1
paN 2L\ p1
(Zj 1 (Zj 1 (Z? 1‘S(e(j1) e(d2) e(j3))|p3)p3)p2>
= 2= m= Y 9
P1
. A 2N py
]2 1 ]3 1‘5 J2) 633))‘:03);33) 2 N

pP1

B2\ p2
( Jo= ]3 1 ‘S(Q(Q), e(j2)7 e(]g)) |pd) p3) 2 +
m B

<Zj32 ]3 1 |S e(jQ)’ e(jg))’p3> pg) ]



Consideremos a primeira das trés parcelas acima, a saber,

P2\ o5

3 (Sisenon o))

Jje=1 \js=1
e vejamos como fica a soma em js:

p2

Z<Z‘S Her ) N (Z|5<6“’76<”,e“g>)1p3>ps+

Jje=1 \js=1 ja=1
v 3 b v
(Z }S )|p3> + <Z |S(6(1), 6(3)>e(j3))‘p3>
Js=1 Ja=1

p1

- ((1?3)@”2 ~1.

Analogamente ocorre o mesmo com as outras duas parcelas da soma, ou seja,

N ﬁ
S (}jj . (}jj? L[S (el el e<j3>)|P3)P3)
1= 2= m= Y 9

— 14141 =301
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