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Resumo

O principal objeto de estudo deste trabalho sao as classes caracteristicas de fibrados
vetoriais, precisamente, consideramos as classes de Stiefel-Whitney. De maneira geral,
podemos interpretar estas classes como uma forma de determinar a obstrucao para a
construcao de secoes linearmente independentes num fibrado vetorial. Apresentamos
o ponto de vista axiomatico e a definigao usando a Teoria de Obstrugao. Concluimos
mostrando que as classes definidas usando teoria de obstrugao satisfazem as exigéncias

da definicao axiomatica.

Palavras-chave: Cohomologia; Fibrados Vetoriais; Obstrucao; Classes de Stiefel-
Whitney.



Abstract

The main object of study in this work is the characteristic classes of vector bun-
dles, precisely, we consider the Stiefel-Whitney classes. In general, we can interpret
these classes as a way to determine the obstruction for the construction of linearly
independent sections in a vector bundle. We present the axiomatic point of view and
the definition using the Obstruction Theory. We conclude by showing that the classes

defined using obstruction theory satisfy the requirements of the axiomatic definition.

Keywords: Cohomology, Vector bundles, Obstruction, Stiefel-Whitney Classes.
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Introducao

Os estudos sobre as classes caracteristicas comegaram em meados da década de 1930
com os trabalhos de Hassler Whitney e Eduard Stiefel. Em sua tese, Stiefel introdu-
ziu estas classes em homologia, enquanto Whitney trabalhou no caso de fibrados para
esfera. Um pouco mais tarde, Whitney desenvolveu este estudo em cohomologia, dai
o conceito das classes caracteristicas em cohomologia ([7]). As classes caracteristicas
de Stiefel-Whitney foram as primeiras classes para variedades diferenciaveis que fo-
ram apresentadas a comunidade matematica e sao as classes com maior interpretacao
geométrica.

Por outro lado, a Teoria de Obstrucao ¢ uma ferramenta que pode ser usada para
estudar extensao de fungoes, isto é, prolongar uma funcao continua f : A — Y a um
ambiente mais amplo X D A de modo que mantenha suas propriedades (continuidade,
aditividade, etc.). A Teoria de Obstrugao também vem auxiliar no problema de deter-
minar a existéncia de r-frames a uma variedade M, a Variedade de Stiefel nos ajuda
a solucionar este problema construindo r secoes linearmente independentes no fibrado
tangente a variedade M.

Neste trabalho dissertamos sobre a relacao entre a Teoria de Obstrucao e as classes
de Stiefel-Whitney. Apresentamos algumas formas de definir as classes de Stiefel-
Whitney, a nossa principal definicao se baseia na Teoria de Obstrucao, cuja definicao
reside na Geometria Algébrica que apresenta uma definicao estritamente axiomatica
para as classes caracteristicas, ou seja, as classes de Stiefel-Whitney que apresentamos
por meio da Teoria de Obstrugao satisfazem os axiomas apresentados na Geometria
Algébrica.

Contudo, Hassler Whitney e Eduard Stiefel apresentam axiomas classicos que defi-
nem estas classes, que nao necessariamente estao relacionados a Geometria Algébrica.
Em nosso trabalho, mostramos que a definigao das classes caracteristicas feita na Ge-
ometria Algébrica é equivalente a enunciada por Hassler Whitney e Eduard Stiefel.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos introdutoérios, mas que serao essenciais,

sobre Variedades Diferenciaveis e Topologia Algébrica. Apresentamos alguns exem-



plos de variedades diferenciaveis, sendo a de maior relevancia a variedade de Stiefel.
Também apresentamos as teorias de homologia e cohomologia, onde exibimos alguns
resultados e exemplos que serao tteis durante a dissertacao. As principais referéncias
usadas neste capitulo foram [2], [4] e [5].

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos Fibrados Vetoriais. Este vem a ser de grande
importancia para definir as classes de Stiefel-Whitney. Apresentamos definigoes, resul-
tados bésicos, exemplos de fibrados vetoriais como o fibrado tangente 7, de uma varie-
dade M e também mostramos a construcao de alguns fibrados, que serao fundamentais
para nosso trabalho. Como principal referéncia, usamos [7] e [9].

No Capitulo 3, estudamos a Teoria de Obstrucao. Neste capitulo apresentamos a
primeira e principal definicao para as classes de Stiefel-Whitney. Estudamos sobre as
cocadeias de obstrucao e classificamos as obstrugoes através das classes definidas. De-
finimos as classes de Stiefel-Whitney através de seus axiomas classicos e apresentamos
algumas consequéncias imediatas destes axiomas. Apresentamos uma terceira forma
de definir as classes, feita em [10] e concluimos o trabalho mostrando que as classes
definidas via teoria de obstrucao satisfazem os axiomas. Por fim, mostramos alguns
exemplos das classes de Stiefel-Whitney. As principais referéncias usadas neste capitulo
foram [6], [7], [8] e [10].



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos introdutoérios relacionados as varie-
dades diferenciaveis e a topologia algébrica que sao ferramentas fundamentais para o
objetivo principal deste trabalho. As principais referéncias para este capitulo foram
(2], [4] e [5].

1.1 Variedades Diferenciaveis

O estudo de variedades diferenciaveis pode ser enxergado como uma generalizacao
do estudo das superficies, pois muitas das defini¢oes aqui exibidas, sao andlogas as
que sao vistas no estudo das superficies. Contudo, devemos tomar cuidado pois as

variedades, a priori, nao necessariamente sao subconjuntos do R™.

Definicao 1.1. Sejam M um espaco topolégico e U C M um aberto. Dizemos que uma
aplicacdo = : U — x(U) sobre o aberto z(U) C R™ é um sistema de coordenadas
locais ou uma carta local em M se tal aplicacdo for um homeomorfismo. Nestas

condigoes, dizemos que m é a dimensao de = : U — z(U).

Exemplo 1.1. Uma superficie ¢ um subconjunto S C R3 tal que para cada z per-
tencente a S existe um aberto U de x e um homeomorfismo ¢ : V C R? — U. Tal
homeomorfismo ¢ chamado de parametrizacao de U. Dada uma superficie S C R3,
o homeomorfismo inverso das parametrizacoes v = ¢! : U — Uy C R? é um sistema
de coordenadas locais em S, onde ¢ : Uy — U é uma parametrizacao do subconjunto

U, contido na superficie.

Definicao 1.2. Dizemos que uma colecao i de sistemas de coordenadas locais z :
U — z(U) em M, cujos dominios U cobrem M é um atlas de dimensao m sobre o
espago topologico M. Os dominios U dos sistemas de coordenadas x € 4 sao chamados

vizinhangas coordenadas de il
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Exemplo 1.2. Consideramos a colegao formada pelos inversos das parametrizagoes de

uma superficie S C R3. Temos que tal colecao forma um atlas de dimensao 2 sobre S.

Definicao 1.3. Seja M um espago topoldgico. Dizemos que M é uma variedade
topologica de dimensao m quando existir um atlas 4 de dimensao m em M. Em
outras palavras, M ¢é uma variedade topoldgica de dimensao m se, e somente se, cada

ponto p € M possui vizinhanca homeomorfa a um aberto do R™.

Exemplo 1.3. 1) Seja X um conjunto qualquer. Consideramos em X a topologia
discreta. A familia de funcoes o, : {x} — {0} € R’ onde z € X, é um atlas de
dimensao 0 em X. Observamos que o espaco R? denota o espaco real de dimensao

zero, ou seja, o ponto {0};
2) Toda superficie S C R? é uma variedade topolégica.

Agora, sejam z : U — R™ e y : V — R™ dois sistemas de coordenadas no espago

topoldgico M tais que U NV # (). A correspondéncia

(x1(p)s - s Zm(P)) +— (1 (D), - - -, Ym(P))

estabelece um homeomorfismo ¢,, = yoaz™' : z(UNV) — y(UNV) que é chamado
mudanca de coordenadas.

Consideramos z : W — R™ outro sistema de coordenadas tal que UNV NW # (),
entao

oz = Py 0 Py x(UNVAW) = y(UNVNW),

Parx = idw(U) € (@yw)il = (‘T © yil)il =Yyo = Pry-

Agora vamos munir o espaco topolégico M com uma estrutura diferenciavel. De
maneira geral, fazemos isso considerando os sistemas de coordenadas de i (atlas em
M) como aplicagoes C*.

Um atlas 4 sobre um espaco topolégico M ¢é diferencidvel de classe C* (k > 1), se
para quaisquer = e y elementos de 4l as mudangas de coordenadas ¢, sao de classe

-1

C*. Além disso, sendo ©yr = (¢zy) ", concluimos que as mudangas de coordenadas

sao difeomorfismos de classe C*.

Definicao 1.4. Dizemos que um sistema de coordenadas z : W — R™ é admissivel
ao atlas Y de classe C* e dimensdo m no espaco topoldgico M, se para todo sistema
de coordenadas z : U — R™, U NW # (), as mudancas de coordenadas ¢,. € ., sao
de classe C*. Além disso, um atlas ¢ maximal quando contém todos os sistemas de

coordenadas admissiveis a il.
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Observagao 1.1. (i) Um sistema de coordenadas z : W — R™ é admissivel quando

LU {2z} ainda for um atlas de classe C*.

(i) Todo atlas de classe C* em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar
um atlas maximo. De fato, basta acrescentar todos os sistemas de coordenadas

admissiveis.

Exemplo 1.4. Sejam M um espaco topoldgico, ¢ um altlas de classe C* em M e
z: U — R™ em 4. Para todo V' C U aberto, a restricao y = x|y é admissivel em
relacao a . Se ¢ : #(U) — R™ ¢é difeomorfismo de classe C*, entdao oz : U — R™ §

admissivel relativamente a l.

Definicao 1.5. Uma variedade diferenciavel de dimensio m e classe C* é um par
(M, L), onde M é um espago topolégico Hausdorff, com base enumeravel e 4 é um

atlas maximo de dimensao m e classe C* sobre M.

Exemplo 1.5. (i) O espaco euclidiano R™ é uma variedade diferenciavel, onde o

atlas maximal é formado apenas pela aplicacao identidade id : R™ — R™.

(ii) Se U ¢é um subconjunto aberto de R™, entdo U ¢é uma variedade diferencidvel

cujo atlas é formado pela aplicacao identidade id : U — U.

(iii) Seja M uma variedade diferenciavel de classe C*. Se U é um subconjunto aberto
de M, entao U também ¢é uma variedade diferencidvel de classe C* de M com
atlas formado pelos homeomorfismos do atlas de M, onde os dominios destes

homeomorfismos estao restritos a U.

(iv) As superficies S C R? sao variedades diferencidveis. De fato, consideramos S com
a topologia do subespaco do R?, temos que S ¢ um espaco topoldgico, Hausdorff
e com base enumeravel. O atlas il formado pelos sistemas de coordenadas que
sdo os inversos das parametrizacoes, isto é, z =o' : U C S — V C R?, onde ¢
é de classe C*, forma um atlas maximal de classe C*. Logo, S C R? é variedade

diferenciavel.

(v) A esfera n-dimensional S" = {(z1,...,2n41) € R™ 23 4+ -+ + 22, =1} é uma
variedade diferencidvel. Um possivel atlas para S™ é U = {(U;, ¢;), (Vi,¢;);1 <

i < n}, onde para cada 1 < i < n, U; = {(z1,...,2p41) € S";2; > 0}, V; =

{(Il, . ,.Tn+1) - S”,xl < O} e QOZ'(LL’D e ,In+1> = (SL’l, ey Li—1, Lt 1y - - 7In+1) =

Yi(x1, ..., Tpe1) Sa0 projegoes sobre o R™ visto como o hiperplano z; = 0.

Exemplo 1.6. O n-ésimo espaco projetivo real, denotado por P, definido como o

conjunto de todos os subespacos lineares unidimensionais do R™*!, com a topologia

6
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quociente determinada pela aplicacaio 7 : R™1 \ {0} — P" onde para cada z €
R™*1\ {0} associa a sua classe [z] em P", é uma variedade diferencidvel. De fato,
para cada i = 1,...,n, seja U; C R"\ {0} um aberto, onde a coordenada x; # 0 e
U; = 7~ 4(U;) C P, Desde que 7 é aplicacio quociente, cada U; é aberto e formam uma

cobertura para P". Sendo 7; : U; — U; aplicacao quociente, os sistemas de coordenadas

1 Tio1l Ziql Tnil
20 w0 w0

@i » Uy = R™ definidos por ¢;[1, ..., Tpi1] = ( ), com inversa
gai_l(ul, ceyUp) = [Ury e Ui, L Ui, -, Uy formam o atlas AL

Para mostrar que P" é Hausdorff e possui base enumeravel, vamos considerar p :
S™ — P™ aplicagao quociente, onde para cada x em S™ associamos a [z] = {x, —x} € P".
Aqui, damos uma nova definicdo para o espaco projetivo real, consideramos P" como
o quociente de S™ pela relagao de equivaléncia de pontos antipodas, isto é, x ~ y se, e
somente se, r = *+y.

As duas definigoes dadas acima para o espaco projetivo real sao equivalentes pois
cada reta que passa pela origem em R"*! intercepta S™ em dois pontos antipodas.

Vamos verificar que P* é Hausdorff. Consideramos dois elementos distintos x e y
em P". Podemos identificar estes pontos a um par de antipodas em S", digamos uy e
u_ parax e qy e g paray. Como S" é variedade diferenciavel, é Hausdorff e podemos
encontrar vizinhancas disjuntasdeu, € Uy, u_ € U_, q, € V, eq_ € V_. Por simetria,
devemos ter que Uy,U_ e V., V_ tenham a mesma imagem, isto é, p(Uy) = p(U_-) e
p(V4) = p(V_). Assim, tomando a € Uy U U_, segue que a nao pertence a V. U V_,
logo p(Uy) Np(Vy) = 0. Portanto, P* é Hausdorff.

Agora, como p é aplicacdo quociente, qualquer aberto de P™ é a imagem por p de
um aberto de S". Entao, se B é um aberto basico da esfera, temos que p(B) é aberto
bésico de P e como S™ possui base enumeravel B, entao o conjunto {p(B); B € B} é

base enumedavel para P". Portanto, o espaco projetivo real P" é variedade diferenciavel.

Exemplo 1.7. Consideramos a colecao de todas r-uplas de vetores linearmente inde-
pendentes em R™, denotada por V,.(R™). Mostremos que V,.(R™) é uma variedade.
Notamos que V,.(R™) é um aberto em R™". De fato, seja {uy,...,u,} uma cole¢ao
de vetores linearmente independentes em R™. Completamos esta colecao com os ve-
tores Uy41, ..., Uy, de modo que a cole¢ao {uy,...,Ur, Upi1,..., Uy} seja linearmente
independente em R™, Assim, det{us,...,u,} # 0 e, portanto, este conjunto é um

2 . . . .
aberto em R™". Assim, consideramos o seguinte sistema de coordenadas global

7 R™ 5 R

{ug, .o Uy g1y ooy U ) {ug, . U}

Temos que tal sistema é uma aplicacao aberta e, desde que leva aberto em aberto,
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segue que a colecao de todas r-uplas de vetores linearmente independentes do R™ forma
um aberto em R™" e, pelo (ii) no Exemplo 1.5, V,.(R™) é uma variedade diferencidvel

chamada variedade de Stiefel.

1.2 Espaco Tangente

Se S C R? ¢ uma superficie, é possivel definir o espaco tangente a S em um ponto
e mostrar que este objeto tem estrutura de espago vetorial (ver [2]). Analogamente,
para variedades diferenciaveis podemos definir o espaco tangente a variedade em um
ponto e, do mesmo modo que em superficies, mostramos que tal espa¢o é um espago

vetorial. Em toda esta secdo, consideramos M uma variedade de classe C* e p € M.

Definicao 1.6. Um caminho que passa por p em M é uma aplicagao continua \ :
I — M, onde I é um intervalo aberto da reta que contém o zero e A(0) = p. Dizemos
que o caminho A é diferenciavel se existe um sistema de coordenadas x : U — R™ em

M, com A\(I) C U tal que a composi¢do x o A : I — z(U) é um caminho diferencidvel.

Seja C), o conjunto de todos os caminhos A : J — M diferencidveis em 0 que passam
pelo ponto p € M. Dizemos que dois caminhos A, i € C), sao equivalentes e denotamos
por A ~ i, quando existir um sistema de coordenadas locais x : U — R™ em M, com
p € U, tal que as composigoes o A e x o u possuem o mesmo vetor velocidade, isto é,
(x o A)(0) = (zop)(0). Neste caso, a igualdade acima é verdadeira para todo sistema
de coordenadas z : U — R™ em M, com p € U. Assim, segue que ~ é uma relagao de
equivaléncia em C), e, portanto, podemos exibir a classe de equivaléncia de um caminho
A que pertenca a C),. Tal classe serd definida do seguinte modo:

Dado A € C), seu vetor velocidade A é, por definicao, a classe de equivaléncia de A,
isto é, \ 1= {1 € Cp; u ~ A}. Desta forma, dados A, u € C,,, temos A= [L se, e somente
se, (x o N)'(0) = (z o u)’'(0) para todo sistema de coordenadas. Usando a construgao

acima, podemos apresentar a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.7. O espaco tangente a variedade M no ponto p é o conjunto quociente
“p

~Y

C
—£_ denotado por T,M =

Para munir 7, M da estrutura de espago vetorial, consideramos para cada sistema

de coordenadas x : U — R™, uma bijecio Z : T,M — R™ dada por £(\) = (z o \)(0).
Desde que (20 X)'(0) = (z o) (0) se, e somente se, A\ = /i, segue que tal aplicacio estd,
bem definida e ¢é injetora. Além disso, dado v € R™, consideramos A € C, dado por

A(t) = 27 (z(p) + tv). Desta forma, T(A\) = (z o A\)'(0) = v, ou seja, T é sobrejetora.

Portanto, as operagoes de soma e produto por escalar que tornam 7,M um espago
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vetorial sao definidas por: dados /'\, e T,MecelR, temos

A = 27N z(A) + 7))
ch = T Hez(N)

Deste modo, munimos 7, M de uma estrutura de espago vetorial, exigindo que a bijegao

T seja isomorfismo.

Observagao 1.2. (i) As operagoes que foram definidas acima nao dependem do

sistema de coordenadas;

(i) Dado um sistema de coordenadas = : U — R™ em M e p € U, o conjunto
{a%l(p), .., 72—(p)} é a base de T,M que é levada sobre a base {e;,..., ey} do

) OTm

R™ via o isomorfismo Z;

(iii) O vetor 8%1_ € T,M ¢ a classe de equivaléncia de qualquer caminho A € C), tal

que (z o A)’'(0) = e;. Basta considerar v = e;.

1.3 Campo Vetorial e r-campos

A seguir, apresentamos a definicao de um campo de vetores em uma variedade
M. De modo geral, a definicdo de um campo vetorial nos ajuda a encontrar pontos

singulares.

Definicao 1.8. Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Um campo de
vetores tangente & M é uma aplicacao continua v : M — R, onde para cada p € M

associamos o vetor v(p) € T,M.

Definicao 1.9. Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Um ponto p € M

¢ dito ser uma singularidade de um campo vetorial v sobre M se v(p) = 0.

Do ponto de vista local, todo o comportamento interessante de v ocorre em torno
de suas singularidades, isto é, os pontos p € M tais que v(p) = 0. Pois se v(p) # 0, v
¢ quase constante em torno de p. No entanto, quando v(p) = 0, a direcao de v pode

mudar radicalmente em qualquer vizinhanca pequena de p.

Definicao 1.10. Sejam M uma variedade diferenciavel e A € M. Um r-campo
em A é um conjunto v = {v1,...,v,} onde os v; sdo campos vetoriais continuos
tangentes a M. Dizemos que um ponto p € M ¢é uma singularidade para o r-campo
se os vetores v1(p), . . ., v,(p) nao forem linearmente independentes. Se v(") nao possuir

pontos singulares, dizemos que tal campo é um r-frame.
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1.4 Alguns conceitos de Topologia Algébrica

Em topologia, um dos problemas centrais é identificar quando dois espacos sao
homeomorfos ou nao, isto é, a seguinte pergunta deve ser respondida: “dados dois
espagos topoldgicos X e Y, é possivel definir uma aplicagao f : X — Y continua,
bijetora e com inversa continua?”

Na topologia algébrica a ideia principal é transformar este problema topolégico
em um problema algébrico associando a estrutura topoldgica de um espaco um ob-
jeto algébrico. Nesta secao, abordamos algumas das ferramentas usadas na topologia
algébrica.

Iniciamos com o conceito de homotopia que, de maneira intuitiva, se resume em
deformar um espago topolégico em outro continuamente. Durante todo o texto, [

denota o intervalo [0, 1].

Definigao 1.11. Sejam f,g : X — Y aplicagoes continuas. Dizemos que f é ho-
motdpica a g se existe uma aplicagao continua F': X x [ — Y tal que F(z,0) = f(x)

e F(z,1) = g(x). Neste caso, dizemos que F' é uma homotopia entre f e g e denotamos

[~y

Exemplo 1.8. Sejam X e Y espacos topoldgicos com Y C R” convexo. Entao, toda
aplicacao F': X x I — Y dada por F(x,t) = (1 —t)f(x) + tg(z) estd bem definida e é

continua, logo define uma homotopia entre f e g chamada homotopia linear.

A definicao a seguir é um caso particular de uma homotopia, o que chamamos de

retrato por deformacao.

Definicao 1.12. Sejam X um espago topoldgico e A um subespaco de X. Um retrato
por deformacao de X sobre A é uma familia de aplicagoes continuas f; : X — X,
t €1, tal que fo =idx, f1(X)=Ae f; |a=ids para todo t € I.

Exemplo 1.9. Consideramos X como o cilindro e A o disco inferior deste cilindro.
Podemos identificar o cilindro através do quociente de um retangulo, identificando um

par de lados conforme a Figura 1.1.

¢ ()
|

Figura 1.1: Cilindro como um espaco quociente
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Assim, consideramos a homotopia F': X x I — A dada por F(z,t) = (1—t)idx(z)+
tm(z) onde m: X — A é a projecao do cilindro na base A. Logo, A é um retrato por

deformagao de X.

Nestes termos, um retrato por deformacgao de X sobre um subespaco A é uma
homotopia da aplicacao identidade de X com uma retracao de X em A, isto é, um
mapa 7 : X — A tal que r(X) = A er |a= ids. Mais ainda, se o espago X é um
retrato por deformacgao sobre um subespaco A via f; : X — X, entaoser: X — A é
uma retracao e i : A — X é a inclusao, temos que roi >~ idy e ior ~ idy.

Generalizando isto, uma aplicagao f : X — Y ¢é uma equivaléncia homotdpica
se existe uma aplicacao g : Y — X tal que fog ~idy e go f ~ idx. Neste caso, os

espacos X e Y sao ditos ter o mesmo tipo de homotopia.

Definicao 1.13. Sejam X um espaco topoldgico e Y um espago topoldgico constituido
de apenas um ponto. Se existir uma equivaléncia homotopica f : X — Y, entao X é
chamado de espago contratil, isto é, X possui o mesmo tipo de homotopia que um

ponto.

Exemplo 1.10. Sejam D? C R? o disco e p um ponto. Afirmamos que D? é contratil.

De fato, dado x € D? basta considerar a aplicagao F : D* x I — {p} dada por
F(z,t) = (1 —t)idpz(z) + tf(x)

onde f: D? — {p} ¢ a aplicacao constante e idp2 é a identidade no disco.

1.5 Homologia

Comecamos esta secao construindo os R-mddulos de homologia singular de um
espaco topologico X. De modo geral, os R-mddulos de homologia medem a quantidade
de buracos g-dimensionais em X.

Nesta secao, a menos de mencao do contrario, X sera usado para denotar um espaco

topolégico e R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.14. Dado um conjunto G C R” qualquer, a envoltdria convexa de G é

a intersecao de todos os subconjuntos convexos do R™ que contém G. Escrevemos

EG) =L

GCL

Defini¢ao 1.15. Dizemos que um conjunto de (g + 1)-pontos {zo,...,z,} em R",

g <n, ¢ geometricamente independente (GI) se os vetores

11
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Vo =1 — Xo,V1 = T2 — Xo,...,09g =Ty — X
sao linearmente independentes em R".

Definigao 1.16. Seja L = {xy, ..., z,} uma colecdo de (g+1)-pontos Gl em R", g < n.

O g-simplexo S gerado por xy,...,z, ¢ a envoltéria convexa

S = E({zo,...,x4}).

Cada ponto x; é chamado vértice do g-simplexo S.
Quando o, . . . , ¥, sdo os vetores da base canonica do R", o g-simplexo E({zo, ..., 24})

¢ chamado de g-simplexo padrao e serd denotado por A, C R™.
Observacao 1.3. (i) E(G) é o menor subconjunto convexo que contém G;

(ii) A defini¢ao de GI independe do ponto escolhido para ser a origem dos vetores, isto
é, se {x1—xo,...,r,—x0} sdo linearmente independentes, entao {z1 —x;,...,x,—

x;} também é linearmente independente;

(i) &y = {(to,...,ty) € RITEIY =1¢e 0 <t < 1} esta igualdade é garantida

devido ao Teorema das Coordenadas Baricéntricas (ver [5], p. 4).
Defini¢ao 1.17. Um complexo de cadeias (C,, 0.)
9g+1 9y 9g—1 992
== Cy(X;R) = Cy1 (X5 R) — Cyo(X; R) —> -+
é uma colegao de R-médulos C;(X; R) e R-homomorfismos 0, : Cy(X; R) = Cy—1(X; R)
tal que 0,,_1 0 0,, = 0.

Nosso objetivo, é construir R-moédulos e R-homomorfismos que dependem do espaco
topologico X e construir um complexo de cadeias entre esses médulos a partir dos

homomorfismos obtidos.

Defini¢ao 1.18. Um g-simplexo singular de X ¢ uma aplicacao continua o : Ay —
X.

Consideramos Cy(X) := {0 : A; — X;0 é continua} o conjunto de todos os g-
simplexos singulares de X. Para cada g > 0, definimos o R-médulo livre gerado pelos

g-simplexos singulares de X como

Sy(Cy; R) == {f: Cy(X) = R; f(0) # Or apenas para uma quantidade finita de o €
Cy(X)}.

12
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Um elemento tipico de S,(Cy; R) é uma soma formal ay01+- - -+ a,0,, onde o; € R

e 0; € Cy(X). A cada soma formal ooy + - - - + .0, associamos uma fungao
f:C(X) = R

o — f(o) ::{

Q;, S€ 0 = 0y
0, seog#o;,Vi=1,...,r.

Agora, para cada g-simplexo singular de X, o € C,(X), onde ¢ : A, — X, a funcéo

fo:Cy(X) — R
N fo(T)::{lR’ seT =0

Or, seT #o.

Assim, podemos identificar cada g-simplexo singular de X com a soma formal 1zo €
$5(Cy(X); R). Logo,

S,(Cy(X); R) = {iaiai; aEReo; € cg(X)}.

Consequentemente, podemos considerar Cy(X) C S,(Cy(X); R). Os elementos de
Sy(Cy(X); R) sado chamados de g-cadeias singulares de X com coeficientes em R.

Por simplicidade, denotamos o R-médulo livre gerado pelos g-simplexos singulares de
X por S4(X; R).

Observagao 1.4. No caso em que g < 0, o médulo S, (X; R) é o médulo trivial.

Agora que definimos os R-mdédulos necessarios para construir a homologia, precisa-
mos construir os R-homomorfismos 9, : S;(X; R) — S,_1(X; R). Para isto, considera-
mos a aplicagao ¢; : A,_1 — A, dada por g;(to, ..., t5—1) = (to, .-, ti—1, 0,85, ..., Tg1).

Cada ¢; induz uma aplicagao

0 Cy(X) = Cyi(X)

g +— O0O0E¢g;.

Portanto, podemos definir o R-homomorfismo 0 : Sy(X; R) — S,_1(X; R) dado por

9 :=>"9 ,(—1)'9;, chamado operador bordo. Consideramos a sequéncia
B 0 0 B
cor = Sy(X5R) = Sy (X5 R) = Syo( XG5 R) — -

Queremos mostrar que esta sequéncia é um complexo de cadeias, isto é, Jo0d = 0. Para

isto, vamos verificar o que acontece quando aplicamos nos geradores do R-médulo. Seja

13
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o € Cy(X), entao

(800)(0) = 8(2(—1>iaia)

= > (D)™ 00 + > (-1)70;00.

1<J 1<t

2

A equivaléncia “i < j se, e somente se, i < j — 1”7 nos diz que cada parcela da
primeira soma corresponde a apenas uma parcela da segunda soma e vice-versa. Assim,

é suficiente verificar que 0;0;0 = 0;0,_10. De fato, seja (to,...,t;) € 2, temos

0;0;0(ty,....ty) = 0jo(to,.. ., ti=1,0,8,...,1t,)
= 0tg,. .. tiin,0,ts .t 0,1 s ty)
= 0i0(to, .. tj2,0,t; 1, ... t,)
= 0;0;_10(to, ..., 1g).

Deste modo, concluimos que 0 o @ = 0 e, portanto, (S.(X; R),0,) é complexo de

cadeias.

Defini¢ao 1.19. Sejam 9, : S,(X;R) — S,-1(X; R) operador bordo como definido
acima, ker(0d,) e Im(0,4+1) o nicleo e imagem do operador bordo, respectivamente. Os
elementos que estdo no ker(d,) sao chamados de g-ciclos. Denotamos por Z,(X; R) o
maédulo dos ciclos; os elementos que estdo na I'm(9,41) sao chamados de g-bordos (ou

simplesmente bordo). Denotamos por By(X; R) o médulo dos bordos.

Visto que em cada nivel temos a inclusao I'm(9,41) C ker(9,), podemos definir o

modulo quociente

Z,(X; R)
H (X;R):= 2 ——
! BQ<X ; R)

chamado o g-ésimo grupo de homologia singular do espago X com coeficientes em

R.

14
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Exemplo 1.11. Considere X = {p}. Entao

R, seg=0
0, seg>0.

Hg(X§R):{

Desde que X = {p}, segue que Cy(X) = {0 : A; = X; 0 é continua} é formado apenas
por aplicagdes constantes, que denotamos por o,. Assim, C,(X; R) = {o,}, para todo

g > 0. Agora, para cada g > 1, a i-ésima face de o, ¢ a funcao constante
Ngy B0, 25 X

onde, 0,0¢;, = 0,1 com i € {0,...,g}. Assim, Cy_1(X) = {o,-1}.
Concluimos que Sy(X;R) = {ao,; a € R} é isomorfo a R. Analogamente,
Sy—1(X;R) = {ao,_1; a € R} é isomorfo a R.

Vejamos como se comporta os operadores de bordo
0:S4(X;R) = Sy—1(X; R)
Para cada g > 1, 0 é definido pela seguinte expressao

0(oy) = 0poy — 010y + Osoy — -+ - + (—1)90,0,
= Og—1 —0g-1 + Og—1— """ + <—1)90'g_1.
Portanto,
e Se g for impar, 0, : S¢(X; R) = Sy—1(X; R) é o R-homomorfismo nulo;

e Se g for par, J, leva gerador em gerador. Logo, d, : Sy(X;R) — S;_1(X; R) é

R-isomorfismo.
Deste modo, analisamos os seguintes casos:

1°) Se g > 1 e g é impar, entdo g + 1 é par. Assim,
Syer (X5 R) 2% S, (X5 R) =% S, 1(X; R)

Og+1 € isomorfismo, logo

H,(X: R) = Zg(X;.R) Sg(XfR)

S
=
Il
2
>
=
I
——
(a)
—

15
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2°) Se g > 1 e g é par, entao g + 1 é impar. Assim,
Syir (X5 R) =% S,(X:R) 2 S, 1(X: R)

Entao teremos Im(0,41) = {0} = B,(X; R) e ker(9,) = Z,(X; R) = {0}. Logo,

ZQ(X;R) _
B, O

Hy(X; R) =
3°) Caso g = 0, segue que
S1(X; R) %5 Sy(X; R) % {0)
e assim, Im(0y) = {0} = By e ker(0dy) = So(X; R). Portanto,

So(X; R)
Im(al)

2

Ho(X;R) = R

como queriamos.

Exemplo 1.12. ([1]; p. 26) Os grupos de homologia de S" sao dados por

H,(S": R) = R, seg=0,n
e 0, caso contrario.

Teorema 1.1. ([4/; p. 109) Seja X um espago conezxo por caminhos. Entio, Ho(X; R)

é isomorfo a R.

No que segue, apresentamos uma outra forma de definir os grupos de homologia

usando as estruturas de complexo simplicial cuja definicao apresentamos nesta segao.

Definigao 1.20. Sejam {ay,...,a,} um conjunto de vetores geometricamente inde-

pendentes no R”. Definimos o g-simplexo simplicial como sendo

g g
o= {x = Ztiai; Zti =let; > 0}.
i=1 i=1
Qualquer simplexo simplicial gerado por um subconjunto de {a, ..., a,} é chamado
face de 0. Se o subconjunto for préprio, chamamos de face propria de o. Os pontos
{a1, ..., a4} sdo chamados de vértices do simplexo; o nimero g é chamado dimensao

do simplexo o, denotamos dim o.

Exemplo 1.13. Os O-simplexos sao pontos, 1-simplexos sao segmentos, etc, como

representado na Figura 1.2.
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Figura 1.2: Simplexos Simpliciais

Definicao 1.21. Seja ¢ um simplexo simplicial. Dizemos que duas orientagoes de seus

vértices sao equivalentes se elas diferem por uma permutacao par de seus vértices.

Se dim o > 0, entao a orientacao dos vértices define duas classes de equivaléncia.
Cada classe de equivaléncia é chamada uma orientagao de o. Se dim o = 0, entao sé
existe uma orientagao possivel para o. Dizemos que ¢ é um g-simplexo orientado

se possui uma orientacao fixada.

Definicao 1.22. Um complexo simplicial K em R" é uma colegao de simplexos

simpliciais em R" tais que
(1) Toda face de um simplexo em K é um simplexo em K;
(2) A intersegao de dois simplexos em K é uma face comum a eles.

Definicao 1.23. Sejam K um complexo simplicial e ¢ € K. O bordo de ¢ é a uniao
das faces proprias de o que denotamos por do. O interior de um simplexo o é definido

por int(o) = o \ do.

Definicao 1.24. Seja K um complexo simplicial e L subconjunto de K que contém
todos os seus vértices, L também é um complexo simplicial chamado subcomplexo
de K. Os simplexos de K que tém dimensao no méximo p, é chamado p-esqueleto de
K. Denotamos por K” a colecao de todos os p-esqueletos de K. Em particular, K° é
a colegao formada pelos vértices de K. Denotamos por |K| C R™ a unido de todos os

simplexos de K, chamado de subespaco adjacente de K.

Observacao 1.5. Podemos munir |K| com a seguinte topologia
A C |K]| é fechado < AnNo éfechado em o, Vo € K

Sejam K um complexo simplicial e G um grupo abeliano livre. Uma g-cadeia ¢ em

K é uma fungao do conjunto de todos os g-simplexos orientados de K em G tal que:
(i) ¢(o) = —c(0’), onde o e ¢’ possuem orientagoes opostas no mesmo simplexo;
(ii) ¢(o) # 0 para finitos g-simplexos orientados.
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Se ¢ é um g-simplexo orientado, uma g-cadeia padrao (elementar) é dada pela

seguinte fungao:
c(o) =1, ¢(o") = —1ec(r) =0, para todo T simplexo de o

Denotamos por Cy(K; G) o grupo das g-cadeias orientadas de K. Tal grupo é abeliano,
livre, cuja base é formada pelas g-cadeias elementares associadas aos g-simplexos de K.
Com isto, um elemento de Cy(K; G) pode ser escrito da forma Zle n;c;, com n; € G
e ¢; sao as g-cadeias elementares.

O operador bordo 9, : Cy(K;G) = Cy_1(K; G) serd o homomorfismo dado por

g
0y(0) = (=1)'[ac, ..., ai,. .., ag]
=0
Tal operador satisfaz 9,11 0 J; = 0 e, portanto, define um complexo de cadeias do
tipo
894—1 89 89—1 69—2
= Cy(K;G) = Cyi (K G) — Cya( K G) — -+

onde os elementos de ker(d,) sdo chamados de ciclos e os elementos de Im(0,41)
sao chamados de bordo entao, podemos definir o g-ésimo grupo de homologia

simplicial como sendo

H, (163 G) = %)
Im(0g41)

Existe uma equivaléncia entre as teorias de homologia simplicial e singular (ver [4],
p. 128). Portanto, os resultados e exemplos que s@o apresentados durante o texto sao
validos para ambos os casos.

Vimos que dado um espago topolégico X, obtemos um complexo de cadeias (S.(X; R)
0.) e os R-modulos de homologia H,.(X; R). Agora, dados dois espagos topoldgicos X
e Y, procuramos relacionar seus grupos de homologia H,(X;R) e H,(Y; R).

Sejam X e Y dois espacos topolégicos e f : X — Y aplicagao continua. Um g-
simplexo singular de X induz um g-simplexo singular em Y da seguinte maneira: dado

o € Cy(X), podemos definir a aplicagdo continua foo : A; = Y, que é um g-simplexo

singular de Y . Em outras palavras, temos uma aplicacao

fo:8,(X:R) — S,(Y:R)

o — foo.

Assim, f; é uma aplicacao entre cadeias e satisfaz f; 0 9, = 0, o f;. Consequente-
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mente, f; leva ciclos em ciclos, bordos em bordos e, portanto, induz um homomorfismo

fet Hy(X; R) — Hy(Y; R).

Teorema 1.2. (Teorema da Invariancia Homotdpica, [4]; p. 111) Se duas aplicagoes

f,9 : X =Y sao homotopicas, entao elas induzem o mesmo homomorfismo, isto €,

Je = ge.

Corolario 1.3. ([4]; p. 111) Os homomorfismos f, : H,(X; R) — H,(Y; R) induzidos
por uma equivaléncia homotépica f : X — Y sao isomorfismos para todo ¢ > 0. Em
outras palavras, se os espacos X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia, entao seus

grupos de homologia sao isomorfos.

Continuando nossa discussao sobre as aplicagoes induzidas, definimos em seguida os
grupos de homologia relativa considerando pares de espagos topoldgicos (X,Y'), onde
X é um espaco topologico e Y é um subespago de X.

Dado i : Y — X a aplicagao inclusdo, temos que iy : S,(Y; R) — S,(X;R) é o
homomorfismo induzido, onde i4(0) =i o 0o.

Deste modo, S,(Y; R) C S,(X; R) para todo g > 0. Assim, consideramos o quoci-
ente % denotado por S, (X, Y; R), cujo operador bordo induz um homomorfismo

9,:S,(X,Y;R) — S, 1(X,Y;R)

cg+Sy(YiR) — 0Oy(cy) +S4-1(Y; R).

Logo, S«(X,Y; R) := {S,(X,Y; R),0,} 450 é complexo de cadeias.
Definicao 1.25. Os grupos de homologia relativa sao definidos por

r(0y)

ke
H,(X,Y;R)= ——=2_ Vg >0.
9( ) ) ) Im(ag+1)’ g =

Um resultado importante para estes grupos é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.4. (Teorema de Exzcisdo, [4]; p. 119) Sejam X um espaco topoldgico, A
e Z subespagos de X tais que Z C A C X, Z C int(A) e R um anél comutativo. A
inclusao i : (X \ Z,A\ Z) = (X, A) induz um isomorfismo Hy (X \ Z,A\ Z; R) —
H,(X,A; R) para todo g > 0. Em outras palavras, para subespagos A e B de X tal
que X = int(A) Uint(B), a inclusao (B,AN B) — (X,A) induz um isomorfismo
H,(B,ANB;R) = Hy(X, A; R) para todo g > 0.
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1.6 Cohomologia

Dado um espaco topoldgico X, queremos definir os grupos de cohomologia. Esses
grupos foram definidos logo apds os grupos de homologia, isto porque os grupos de coho-
mologia sao menos intuitivos do que os grupos de homologia e sao menos geométricos.
Suas origens estao na algebra, nao na geometria, para ser mais preciso, os grupos de
cohomologia sao o “dual” dos grupos de homologia.

Seja K um complexo simplicial e G um grupo abeliano. O grupo das cocadeias de

K com coeficientes em G é denotado por
CYK;G) = Hom(C,(K); G).

O operador cobordo § ¢ definido como o dual do operador bordo 0 : Cyi1(K) —
Cy(K). Assim, § : C9(K;G) — C9"Y(K; G) é dado por §(c) = o 0 0.

Definigao 1.26. Definimos Z9(K;G) o grupo dos g-cociclos, isto é, o nicleo do
homomorfismo § e B} (K; G) o grupo dos cobordos, isto ¢, imagem do homomorfismo
0. Uma vez que 0 o 0 = 0, temos § o = 0. Assim, podemos definir
Z9(K;G)
HI(K;G) = ——+>%-, Vg>0

o grupo de cohomologia simplicial de K com coeficientes em G.

Se ¢f é uma g-cocadeia e ¢, uma g-cadeia, usamos a notagao (¢4, ¢,) para denotar o
valor da cocadeia ¢ na cadeia c¢,. Com esta notagao, a definicao do operador cobordo

se torna

<5Cg7 Cg+1> - <Cga acg+1>-
Observamos que

o Cy(K,G) é um grupo abeliano livre que tem como base natural os g-simplexos

orientados de K;

e {0,}acs € a colegao destes g-simplexos orientados;
o 6= Toesmatn € C(K:G)

Os elementos ¢f € C9(K;G) sao determinados pelos seus valores g, em cada elemento
0, € estes valores podem ser associados arbitrariamente. Nao existe garantia que ¢9 se
anule em todos exceto uma quantidade finita de indices.

Denotamos por o}, a cocadeia padrao com coeficientes em G cujo valor é 1 no

elemento bésico o, e 0 caso contrario. Assim, dado g € G, temos que go denota a
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cocadeia que tem valor ¢ em o, e 0 em qualquer outro. Usando esta notagao, segue

*
g = E Qa0

Esta soma pode ser finita o nao. Mais ainda, desde que ¢/ =) _; qqa0}, entao ¢ =

que

* : * * z

> acy 4a(00y). Deste modo, podemos usar a igualdade do* = ) e;7, onde a soma é

feita sobre todos os simplexos 7; que tém o como uma das faces e €; = £+1 é o sinal
p 5 4 J

que o assume na expressao de J7;.

Exemplo 1.14. Consideramos K o complexo simplicial abaixo

Figura 1.3: Complexo Simplicial

Vamos encontrar os grupos de cohomologia. A 0-cocadeia é uma soma da forma
& = > mvr. Temos que (0% e;) = (c°, De;). Entao, (6% 1) = (¥, 0e1) = ny — ny,
(60, e3) = (¥, Dea) = n3 — ng, (6, e3) = (¥, Des) = ny — n3, e (0%, e4) = (P, Dey) =
ny — ng.

0 ¢ um cociclo se, e somente se, dc? = 0, isto é, n; = ny = n3 = ny, ou seja,

Assim, ¢
& =n_ v} Portanto,

HY(K;7Z) = 7.

Temos que ¢' é um cociclo e afirmamos que ¢! é cohomélogo a um multiplo de e?,

*

e; ¢ cohomologo a e]. De fato,

(5(1)2 +”UT> = (6; — GZ) + (ez — 6?) = e?; — e?

*x 2

Além disso, nenhum multiplo de ej é um cobordo. De fato, seja z um 1-ciclo. Entao,
para uma zero cocadeia ¢, temos (6c?, 2) = (,;0z) = 0. Mas, (ne},z) = n nao é

cobordo a menos que n = 0. Concluimos entao que
HYK;Z) = Z.

Observacao 1.6. De maneira analoga ao que fizemos para os grupos de homologia
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relativa, definimos os grupos de cohomologia relativa como sendo

79(K, L; G)

HQ(K7L, G) = Bg(K L: G)

onde Z9(K, L; G) é o grupo dos cociclos relativos e BY(K, L; G) é o grupo dos cobordos

relativos.

Apresentamos duas formas de definir os grupos de homologia, o singular e o sim-
plicial. Podemos fazer de modo analogo para os grupos de cohomologia. Ja definimos
os grupos de cohomologia simplicial, a seguir, mostramos a definicao dos grupos de
cohomologia singular, isto é feito de maneira axiomatica e, assim como em homologia,
as defini¢oes dos grupos de cohomologia simplicial e singular sao equivalentes. Os axio-
mas apresentados a seguir definem a cohomologia singular e sao chamados de axiomas
de Eilenberg-Steenrod. Sejam X e Y espagos topologicos, A e B subespacos de X e Y,
respectivamente e G um grupo abeliano. A teoria de cohomologia satisfaz os seguintes
axiomas:

Axioma 1: A aplicacao identidade 7 : X — X induz, para cada g > 0, a aplicacao
identidade i} : H9(X;G) — HY(X; Q).

Axioma 2: Se as aplicagoes [ : (X, A) — (Y,B) e h : (Y,B) — (Z,C) sao
continuas, entao (ho f): = fyoh; : H(Z,C;G) — HI(X, A; G), para todo g > 0.

Axioma 3: Sejam i : A — X a aplicacdo inclusdo e j : X — (X, A) a proje¢ao no

quociente entre cocadeias, entao a sequéncia
s HYYAG) — HY(X, A G) D HY(X;G) S HI(AG) — -+

¢ exata.
Axioma 4: As aplicac¢oes induzidas por f : (X, A) — (Y, B) sao tais que o dia-
grama
o HI (B G) 2 HI(Y, B;G) — -

f*l lf*

= HIN A G) —— HO(X, A G) — -+

¢ comutativo para todo g.
Axioma 5: Sejam f,h: (X, A) — (Y, B) duas aplica¢oes homotépicas. Entao, as
aplicagoes induzidas nos grupos de cohomologia f; e h sao iguais para todo g > 0.
Axioma 6 (Teorema da Excisao): Sejam X um espago topologico, A e Z subespagos
de X taisque Z C A C X e Z C int(A) e seja G um grupo abeliano. A inclusao i : (X '\
Z,A\Z) — (X, A) induz um isomorfismo H9(X\ Z, A\ Z; G) — HY(X, A; G) para todo
g > 0. Em outras palavras, para subespagos A e B de X tal que X = int(A) Uint(B),
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a inclusao (B, ANB) — (X, A) induz um isomorfismo H9(B, ANB;G) — HI(X, A; G)
para todo g > 0.

Axioma 7: Se X é um espagco topoldgico constituido de apenas um ponto, entao

G, seg=0
0, seg>0.

Hg(X;G):{

Observacao 1.7. (i) Assim como fizemos para homologia, também podemos definir

os grupos de cohomologia singular como sendo
HY(X;G) = HY(S(X); G)

onde SY(X;G) = Hom(S,(X);G) e Sy(X) é o médulo livre dos g-simplexos

singulares que satisfaz os axiomas acima;

(ii) As defini¢oes dos grupos de cohomologia singular e simplicial sdo equivalentes (ver

[5], p. 268) e, portanto, os resultados enunciados valem para ambos os casos.

1.7 Produto Cup e o Teorema de Kunneth

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados e operagoes entre os grupos de homo-
logia e cohomologia que usamos no decorrer deste trabalho. Destacamos duas ferra-
mentas importantes que se conectam na teoria de cohomologia. Sao elas o produto cup
e a cohomologia para um produto cartesiano de espacos, H*(X x Y; R). O Teorema
de Kunneth é o que conecta essas duas coisas. O produto cup é uma operacao entre
os grupos de cohomologia que nos permite dar aos grupos de cohomologia a estrutura
de um anel.

Sejam R um anel comutativo com unidade, o € C*(X; R) e 8 € CY(X; R) cocadeias.
Para cada simplexo singular o : A¥* — X o produto cup ¢ uma cocadeia a — 3 €
C*(X; R) tal que

Temos entao a induzida em cohomologia, —: H*(X; R) x H'(X; R) — H*'(X; R),

a qual é associativa, distributiva e existe o elemento identidade 1 € H°(X; R). Para os
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grupos de cohomologia relativa valem que:

—: H¥(X;R) x H'(X, A; R)
—: H*(X, A; R) x H(X; R)
—: H¥(X,A; R) x H(X, A; R)
—: H¥(X,A; R) x H(X,B; R)

H*'(X, A; R)
H*Y(X, A, R)
H*'(X, A; R)
H*'(X,AUB;R)

N

onde A e B sao subespacos de X.

Proposicao 1.5. ([4]; p. 210) Para uma aplicagdo f : X — Y continua, a aplicagao
induzida em cohomologia f*: H"(Y; R) — H™(X; R) satisfaz f*(a — () = f*(a) —
f(B)-

Proposigao 1.6. ([4]; p. 210) Seja R um anel comutativo. Entao para todo «a €
HY(X,A;R) e B € H(X,A; R), vale que a — 3 = (=13 — a.

A seguir mostramos uma conexao entre o produto cup definido acima e a cohomo-
logia para o produto cartesiano de espacos. Para isto, comecamos definindo o produto

CToSS.

Definicao 1.27. Consideramos p; : X XY — X epy : X XY — Y projecoes. O

produto cross ¢ dado por

x:H (X;R)x H*(Y;R) — H*'(X xY;R)
(a,0) = axb=pia) — pyb).

Com isto podemos enunciar o teorema que faz uma conexao entre o produto cup e a

cohomologia para um produto cartesiano de espagos, o chamado Teorema de Kunneth.

Teorema 1.7. (Teorema de Kunneth, [4]; p. 216) O produto cross H*(X; R) ®
H*(Y;R) — H*(X xY; R) é um isomorfismo se X eY sio CW complexos e H*(Y; R)

¢ um R-mddulo finitamente gerado para todo k.

Observacao 1.8. Para a definicdo de um CW complexo, consulte [4], pagina 5.
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Capitulo 2
Fibrados Vetoriais

Baseado em [7] e [9] apresentamos uma ferramenta importante para definir as clas-
ses de Stiefel-Whitney, a teoria dos Fibrados Vetoriais. Nosso principal objetivo neste
capitulo é apresentar pontos principais no estudo dos fibrados vetoriais reais, proprie-

dades e construgoes de alguns fibrados.

2.1 Fibrado

Definicao 2.1. Um fibrado vetorial real de dimensao n, £ sobre B é uma terna
¢ = (F,m, B),onde F e B sao espagos topolégicos, m : E — B é uma aplicacao tal que
para cada z em B o conjunto F, = 7 1(x) é um espago vetorial de dimensao n sobre
R. Além disso, a condicao de trivialidade local deve ser satisfeita, isto é, para cada
ponto x € B existe um aberto U, em B e um homeomorfismo ¢ : U, xR" — 7~1(U,) tal
que para cada b € U,, a aplicagao ¢ | xrn: {b} x R" — 771(b) define um isomorfismo
de espacos vetoriais.

Quando para cada x € B, F, nao possuir estrutura de espago vetorial, dizemos
apenas que £ é um fibrado. Os espacos F e B sao chamados de espago total e

espacgo base, respectivamente, 7w a aplicacao de projecao e F), é a fibra.
Observacgao 2.1. Seja £ = (£, 7, B) um fibrado vetorial.
(i) Desde que 7 é sobrejetora, F, # (;

(ii) Se for possivel escolher U, = B na condicao de trivialidade local, dizemos que o
fibrado £ é um fibrado trivial.

Exemplo 2.1. Seja B um espaco topoldgico. Consideramos £} o fibrado vetorial em
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que o espaco base é B, o espaco total é dado por £ = B x R" e a aplicacao projegao ¢é

n:F — B
(b,x) ~— b.

Assim, para cada b € B podemos escolher o préprio B como vizinhanca de b e h =
Idg : BxR" - 77 YB) = B x R" com h(b,z) = (b,x), que é um homeomorfismo.

Portanto, £ é um fibrado vetorial trivial.

Exemplo 2.2. (Fibrado Linha Candnico) O fibrado 7} com espago base B = P
(Exemplo 1.6) e espagco total

E(y,) = {({xz},v) e P" x R™ v =Xz, A e R}
com a aplicagao

T:E(y) — P"
{xz},v) — {zxz}

é um fibrado vetorial. De fato, o espago vetorial 7! ({£z}) é a reta a que intercepta
S™ nos pontos r e —x.

Para mostrar a condigao de trivialidade local, consideramos U C S" suficientemente
pequeno de tal forma que U nao contenha pontos antipodas. Como existe a aplicacao
quociente candnica g : S* — P", consideramos o conjunto U; = g(U) C P". Assim,

definimos o homeomorfismo

h:U xR — 7 1U)
({£z},t) — ({Fzx},to).

Portanto, o fibrado linha canonico 7, é localmente trivial.

Exemplo 2.3. (Fibrado Tangente) Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao
n. O fibrado 7y = (T'M, 7, M), onde TM = {(p,v); pe M e v € T,M} com projecao

:TM — M

(p,v) = p

¢ um fibrado vetorial chamado fibrado tangente a variedade M. Temos que em cada

ponto p € M, 7= (p) = {(p,v);v € T,M} é espago vetorial onde as operagdes de soma
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e produto sao definidas da seguinte forma:

(psv1) + (pv2) = (P o1+ v2)
tp,v) = (p,tv)
t € Rewv,v,v9 € T,M. Desde que M é Hausdorff, temos que TM = UyenT,M.
Se U é um aberto de M, entao um aberto em T'M ¢ da forma TU = UgyT,M.
Para verificar a condicao de trivialidade local, queremos definir um homeomorfismo
o :m Y U)=TU = U x R". Dado p € M, existe U C M aberto com p € U e um

sistema de coordenadas z : U — R™. A topologia de T'U faz com que o sistema de

coordenadas z induza um homeomorfismo

z:TU — z(U)xR"

(¢,v) = ((zom)(q,v),(a,. .. an))

onde (ay, ..., a,) sdo as coordenadas de v em T, M. Dai, ¢ é homeomorfismo visto que

TU Y .U xR®

T
l A

z(U) x R

¢ = (27! x Id) o T é homeomorfismo. Portanto, Tp; é um fibrado vetorial.

Exemplo 2.4. Sejam M uma variedade diferencidvel n-dimensional e V,.(T'M) o espago
formado pelos r-frames tangentes a M, isto é, o conjunto de todos os pares (z, (vy, ..., v,))
onde z € M e (vy,...,v,) sao vetores linearmente independentes em T,M. A terna

&= (V.(TM), 7, M) é um fibrado de dimensao nr, com projegao

7 V.(TM) — M

(x,(v1,...,0.)) — x

cuja fibra em cada ponto x € M é a variedade de Stiefel V,.(T,,M).
Dado p € M, existe U C M aberto com p € U e um sistema de coordenadas
x: U — R". A topologia de V,.(TU) faz com que o sistema de coordenadas x induza

um homeomorfismo

z:V,(TU) — z(U)xR™

(q,v) = ((xom)(q,v),(v1,...,0,))-
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Dai, ¢ é homeomorfismo visto que

V(TU)—2—U x R™

T
z~1xId

z(U) x R™
¢ = (27! x Id) o T é homeomorfismo. Portanto, £ é um fibrado.

Definicao 2.2. Sejam £ e n dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B.
Dizemos que £ é isomorfo a 7, se existir um homeomorfismo f : E(§) — E(n) tal que
para cada b € B, a fibra F,(§) é levada isomorficamente na fibra F;(n). Quando existir

o isomorfismo, denotamos & = 7.

Lema 2.1. Sejam & e 7 dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B com uma
aplicacao continua f : E(§) — E(n) tal que f |g, ) F5(§) — Fi(n) é um isomorfismo

linear, para todo b € B. Entao, f é homeomorfismo e, consequentemente, £ = 7.

Demonstracao. Dado by em B, existem abertos U e V de B contendo by, homeomorfis-
mos g : U xR" — 7T£_1(U), h:V xR* = (V) que sdo as trivializagoes locais de ¢ e
n, respectivamente. Consideramos h™'o fog: (UNV)xR" — (UNV) x R" definida
por (h'o fog)(bz) = (by), onde y = (y1,...,yn) € i = >, fij(b)z;. Denotamos
[fi;(b)] a matriz nao-nula. Como em uma vizinhanga de b, f é isomorfismo linear, deve
existir a matriz inversa [F};(b)]. Além disso, f;;(b) depende continuamente de b. Assim,
(gt o f7roh)(b,y) = (b,x) para todo (b,y) € (UNV) xR e x; = > | Fji(b)y,.
Como F};(b) dependem continuamente da matriz [f;;(b)], entao eles dependem conti-

nuamente de b. Logo, a aplicacao g 1o floh é continua e, portanto, f~! é continua. [J

Definicao 2.3. Seja £ um fibrado vetorial. Uma segao de £ é uma aplicacao continua
s : B — E que associa a cada b € B um vetor s(b) em sua fibra F,(£). Se s(b) # 0

para todo b € B, dizemos que s é uma se¢cao nunca nula.

Observacgao 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel como na Definicao 1.5. Uma

se¢@o para Ty é 0 mesmo que definir um campo vetorial em M (Defini¢ao 1.8).

Definigao 2.4. Consideramos uma colegao finita {sy,...,s,} de se¢oes sobre um fi-
brado vetorial £. Dizemos que as se¢oes sao independentes se os vetores s1(b), . . ., 5,(b)

sao linearmente independentes na fibra Fy, para todo b € B.

Teorema 2.2. Seja & um fibrado vetorial. O fibrado & € trivial se, e somente se, admite

n secoes Sy, ..., S, independentes.
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Demonstracao. Supomos inicialmente que sq, ..., s, sao independentes. Definimos

f:BxR" — F
(b,x) — x151(b) + - + zp5,(D).

Com isto, temos f continua. Mostremos que f |y xre: {0} X R™ — Fy(§) é isomorfismo

linear. De fato, dados (z1,...,2,), (Y1,--.,ys) € R" e @ € R, temos

flab, (xy,...,x0)) + (b, (y1, -y yn))) = f(b,(axy + Y1, .., Ty + Yp))
= (am; +y1)s1(0) + -+ + (xn + Yn)sn(D)
= ax151(b) +y151(0) + - - - + x5, (D) + YnSn(D)
= af(b, (z1,...,2,)) + F(b, (Y1, -, yn))-

Entao, f |@pyxre € linear. Agora, considere f(b, (x1,...,2,)) = f(b, (y1,---,Un)),
isto é, x151(b) + « -+ + x,5,(b) = y151(b) + - - - + Yns,(b). Entao,

(1 —y1)s1(0) + -+ + (¥n — Yn)sn(b) =0

logo x; = y; para 1 < i < n. Portanto, f é injetora. Por fim, seja e € F,(£). Como
as segoes sao linearmente independentes e dimFy(§) = n, segue que as segdes formam
uma base para o espago vetorial Fy(£). Assim, existem unicos x1,...,z, € R tais que
e = x151(b) + -+ + x,5,(b), ou seja, para x = (z1,...,x,), temos que e = f(b,x).
Portanto, f é sobrejetora e, pelo lema anterior, £ = £3.

Reciprocamente, se £ é trivial, consideramos a trivializacao local h : B x R" —
7~ Y(B). Definimos as segoes como sendo s;(b) = h(b, (0,...,0,1,0,...,0)) € Fy(&).
Como para cada i, os vetores (0,...,0,1,0,...,0) sdo linearmente independentes, segue

que as segoes si, ..., S, sao independentes. O

Observagao 2.3. Construir uma se¢ao em V,.(T'M) equivale a construir r-segoes li-
nearmente independentes em 7,. De fato, uma se¢ao em V,.(T'M) é uma aplicagao
continua s : M — V,.(T'M) tal que para cada x € M, s(x) € V.(T,M). Assim, s(z)
é uma r-upla de vetores linearmente independentes de T, M. Deste modo, para cada
ponto x € M temos r-segoes linearmente independentes em 7, visto que uma segao
de 7); é um vetor de T, M. Reciprocamente, se tomamos r-se¢oes linearmente inde-
pendentes em Ty, Si,...,S,, entdo para cada x € M, os vetores si(x),...,s,(x) sdo

linearmente independentes e pertencem a V,.(T,M) e, portanto, define uma se¢ao em
V(T M),

A partir de agora definimos os fibrados vetoriais euclidianos. Para isto, relembramos
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a definicao de um espaco vetorial euclidiano.

Definicao 2.5. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Uma funcao p: V — R

é chamada quadratica se pode ser expressa na forma
pw) =Y L)),
i=1

onde [;, I} : V — R sao transformagoes lineares para todo i = 1,...,n. A fungdo

quadratica p é chamada positiva definida se p(v) > 0 para v # 0.

Cada funcao quadratica determina uma forma bilinear ( - ) : V' x V' — R definida
por .
(v, w) = S (u(v +w) = p(v) = p(w)).

Além disso, tal aplicacao satisfaz (v, v) = u(v).

Definicao 2.6. Um espago vetorial euclidiano é um espago vetorial V' com uma
funcdo quadrética positiva. Dados v e w em V, o numero real (v,w) é chamado

produto interno dos vetores v e w.

Definicao 2.7. Dizemos que um fibrado vetorial £ é euclidiano se existir uma fungao
continua p : E — R tal que a restrigdo p |g,e): F5(§) — R é uma funcdo quadrética

positiva definida. Nestas condigoes, i é chamada métrica euclidiana do fibrado €.

Exemplo 2.5. Considere o fibrado trivial £ cujo espaco total é £ = BxR". Definimos

w:BxR* — R
(b,x) — fo
i=1

Assim, temos que p é continua e u |p, ) £4(§) — R é quadratica positiva definida.

Exemplo 2.6. Para qualquer variedade diferenciavel M C R", temos que 73, é um
fibrado vetorial euclidiano. De fato, desde que TM C TR", a aplicacao o : M xR™ — R

definida por p(p, (z1,...,2,)) = Y, «7 é métrica euclidiana para 7.

Exemplo 2.7. O fibrado linha canoénico ~! é euclidiano. De fato, consideramos o

espaco total
E()) ={(z,v); v=X v exeS"}.

Temos que A = (x,v), pois x € S”. Assim, defina p : F(y]) — R dada por (z,v),
se A >0e —(x,v), se A < 0. Portanto, p é continua e define uma métrica euclidiana

para 7,.
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Lema 2.3. Seja ¢ um fibrado vetorial trivial. Entao, existem n segoes sy, ...,s, de &

ortonormais, isto é para cada b € B, (s;(b), s;(b)) = d;; (delta de Kronecker).

Demonstracao. Desde que £ é um fibrado vetorial trivial, segue que existem n secoes
s; © B — F independentes, para ¢ = 1,...,n. Ou seja, para cada b € B o con-

junto de vetores {s}(b),..., s, (b)} é linearmente independente. Aplicando o processo

ren

de ortogonalizacao de Gram-Schmidt nesses vetores, obtemos uma base ortonormal
{s51(D),...,s,(b)} de F,(&) para cada b € B.
Como as fungoes s; dependem das s, que sao continuas, segue que s; sdo continuas

para todo i. Logo, s; : B — E sao secoes ortonormais de £ para todoi=1,...,n. [

2.2 Construcao de alguns Fibrados Vetoriais

Nesta secao, apresentamos a construcao de alguns fibrados que sao particularmente

importantes no desenvolvimento do ultimo capitulo do nosso trabalho.

Exemplo 2.8. (Fibrado Restrigao) Dado um fibrado vetorial £ com projegao 7 : E —
B e B C B subespaco topoldgico de B. O fibrado restricio de ¢ a B é denotado por

¢ |p, cuja projecdo é T =7 |-1(p)g: E — B. Para cada b € B,

Fy(&lp) =7 (b)=a(b)na (B) =7 '(b) = F(¢)

as fibras possuem a mesma estrutura de espaco vetorial.

Para verificar a condicao de trivialidade local, seja b € B C B. Como & é fibrado
vetorial, existe U C B aberto, com b € U e um homeomorfismo h : U x R* — 7= 1(U).
Considerando U = U N B, temos que U C B é vizinhanca de b. Dai, h = h |gygn:

UxR*— 771(U) = 771(U) é homeomorfismo.

Exemplo 2.9. (Fibrado Induzido) Sejam ¢ um fibrado vetorial e B; um espacgo to-
poldgico qualquer. Dada uma aplicacao continua f : By — B, construimos o fibrado

induzido f*¢ sobre By. Seu espaco total é
E1 = {(b, 6) S Bl X E, f(b) = W(e)} C Bl X F

com projecao m : Ey — By tal que a cada par (b,e) associa a b € B;. Com isto, o

diagrama

E1—>E

Bl—>B

31



2. Fibrados Vetoriais

é comutativo, onde f(b, e) = e. Além disso, f leva Fy(f*€) isomorficamente em Fray(€).

De fato, dado b € By, segue que

Fy(f€) = m1'(b)

= {(by) € Ei;mi(b,y) = b}

= {(by) € B1}

= {(by) € Bi x E; f(b) = 7(y)}
= {b} x Fy(§) = Fyw) (&)

Por fim, devemos verificar a condicao de trivialidade local. Dado b € Bj, temos
f(b) € B e sendo ¢ um fibrado vetorial, podemos considerar a trivializa¢ao local h :
UxR" — 7= }(U), onde U C B ¢ vizinhanga de f(b). Desde que f é aplicagao continua,

segue que f~1(U) = U, é vizinhanca de b € B;. Consideramos a aplicacao

hy:Up xR" — a74Uh)
hi(b, ) = (b, h(f(b), ).

Vamos mostrar que h; é um homeomorfismo. Se (by, h(f(b1),x1) = (b, h(f(ba), x2),
entao by = by e h(f(by),z1) = h(f(b2), z2), como h é homeomorfismo segue que z; = x,
logo h; é injetora. Reciprocamente, seja (b,e) € m '(U;). Entdo, f(b) = w(e) e
e € Fyp)(§). Desde que h é homeomorfismo, com h |{s@p)}xre isomorfismo, existe
r € R" tal que h(f(b),z) = e. Logo, existe (b,x) € U; x R™ tal que hy(b,x) =
(b, h(f(b),x)) = (b,e), ou seja, hy é sobrejetora e portanto, uma bijegao.

Além disso, h; é uma aplicacdo continua, pois é definida como composicao de
aplicacoes continuas e hy*(b,e) = (b, h~'(e)). Portanto, h; é homeomorfismo.

O diagrama construido acima sugere um conceito que, a priori, é mais geral.

Definigao 2.8. Sejam £ = (E', 7', B') e n = (F, m, B) fibrados vetoriais. Dizemos que
a aplicacdo g : F(n) — E(&) é uma aplicagao fibrada se for continua e leva Fy(n)

isomorficamente a Fy (£).

Fazendo g(b) = ¥/, temos que a aplicacao g : B(n) — B({) é continua. De fato,

desde que o diagrama

32



2. Fibrados Vetoriais

é comutativo, temos gom = 7’ o g. Assim, dado U C B(€) aberto, g7 (U) = (mrog'o

7'~ 1)(U) é aberto pois as aplicagoes 7, g e ' sao continuas.

Lema 2.4. Se g : E(n) — E(£) é aplicagao fibrada e g é a aplicagdo correspondente

nos espacos base, entao n = g*¢.

Demonstragao. Defina h : E(n) — E(g*¢) por h(z) = (m,(x),g(z)) = (b,g(z)) (que
pertence a Fy,(g*¢)) onde , é a projegao do fibrado 7. Sendo 7, e g aplicacoes continuas
entao, h também o é. Para mostrar que n = g*¢£, precisamos mostrar que h é homeo-
morfismo.

Para isto, mostramos que h é isomorfismo nas fibras. De fato, notamos que a

aplicagao

hlpm: Fs(n) — Fy(3°€) = Fyp)(€)
(b,z) = (bg(x))

é linear pois ¢ é linear. Agora, se (b, g(x)) = (b,g(y)) entdo, x = y pois g é isomorfismo
nas fibras, logo h |p,, ¢ injetora. Como g é aplicacao fibrada, segue que Fy(n) =
Fiw)(§) = F,(g7°€), isto é, sao espagos vetoriais de mesma dimensao. Assim, desde
que h |p, @ € linear e injetora, h |p,(,;) ¢ isomorfismo. Além disso, sendo h continua,

concluimos que h é homeomorfismo. O

Exemplo 2.10. (Produto Cartesiano de Fibrados) Sejam &; e &, dois fibrados vetoriais
com projecoes m; : F; — B;, i = 1,2. O produto cartesiano £ X £ com projegao
T =7 X7y : By X By — By X By, onde cada fibra 7 (by, by) = Fp, (&) X Fy, (&) possui
estrutura de fibrado vetorial.

Para verificar a condicio de trivialidade local, consideramos hy : U x R™ — 7 *(U)

e hy: V x R™ — 1, 1(V) as trivializagoes locais de & e &, respectivamente. Fazendo
h=hy xhy:(UxV)xR"™ - 774U x V)

dada por h((bh b2)7 I) = (h’l(blv (xla s 7xn>>7 hQ(b27 (xn+17 s aner)))v temos que h é

homeomorfismo pois h; e hy 0 sao.

Exemplo 2.11. (Soma de Whitney) Considere &; e & dois fibrados vetoriais sobre
mesmo espaco base B. Seja d : B — B x B a aplicagao diagonal, isto é, d(b) = (b, b).
O fibrado soma de Whitney de & e & é denotado por

§ @& =d' (& X &)
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2. Fibrados Vetoriais

Desde que &; x & é um fibrado vetorial e d é aplicacao continua, segue que o fibrado
soma de Whitney é um fibrado induzido do produto & x &. Deste modo, o espago

total é dado por
E ={(b,e) € B x E,;d(b) = m.(e)}

onde FE, e m, denotam o espaco total e projecao do fibrado & x &. A projecao serd
7m: E — B tal que a cada par (b,e) associa a b € B.
Além disso, a fibra em cada ponto b € B é isomorfa a soma direta das fibras de &

e & no ponto em questao. De fato, dado b € B

Fy(6r x &) = Fapy(d' (&1 x &2))
= {0} X Fop (& x &)
= {0} x Fy(&) x Fy(&)
Fy(&) @ Fy(&2).

I

Definicao 2.9. Sejam £ e n dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B, com
E(&) € E(n). Entao £ é um subfibrado de 7, denotamos por £ C 7, se cada fibra
Fy(&) for subespago de Fy(n).

Lema 2.5. Sejam & e & subfibrados de n tal que Fy(n) = Fy(&) @ Fy(&2). Entao,
n=& @ .

Demonstracao. Definimos

frEG®L) — EM)
(b, (z,9)) = =+y

Notamos que f restrita as fibras é linear. De fato, dados (b, (z1,v1)), (b, (x2,y2)) €
Fy(§1 @ &) e a € R, temos

f, (z1,y1) + a(b, (z2,92))) = f(b, (z1 + aze, y1 + aya))
= a:1+y1+a(x2+y2)
= f(b,(x1,11)) + af (b, (z2,2)).

Além disso, f |p,(e,0¢,) € sobrejetora, ja que Fy(n) = Fy(&1) @ (&) e pelo teorema
do nucleo imagem, f restrita as fibras é bijetora. Sendo f continua, segue que 1 =
§1 @ & O

Exemplo 2.12. (Complemento Ortogonal) Sejam n = (F,w, B) um fibrado vetorial
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2. Fibrados Vetoriais

euclidiano e £ C 7 subfibrado. Consideramos Fy,(¢1) subespago de Fy(n), onde
Fy(67) = F(§)" = {v € Fy(&); (v, w) =0, Yw € Fi(€)}, Wb € B.

Definicao 2.10. Dados o fibrado n e o subfibrado & C 7, o fibrado complemento
ortogonal de £, denotado por £+, é o fibrado formado por ¢+ = (E+, 7+, B), onde
Et = UbeBFb(fJ‘) ert = |EL: E+ — B.

Entao, para todo b € B,

(m) M) = (7 |p) (B
= Fy(n) N (UsepFa(ET))
= Usen(Fy(n) N FL(£7))
= Fy(n) N F(ET)
= F(&).

Para verificar a condigao de trivialidade local, consideramos n = (E,m, B) um n-
fibrado vetorial e £ = (E', 7', B) um m-fibrado vetorial com m < n. Entao, para todo
bp € B, seja U C B vizinhanga de by tal que £ e n sao localmente triviais, isto é,
existem homeomorfismos h; : U x R™ — (7/)"1(U) e hy : U x R*™ — 7~ }(U) tal que

hy |{b0}me e hoy |{bo}xR” sao isomorfismos lineares.

Sabemos que existem si,...,s, : U — E’ segbes ortonormais de & | e sp,...9), :
U — E segoes ortonormais de 7 |y. Daf, a matriz A = ({s;(bo), 5(bo)) )mxn tem posto
m.

De fato, dados aq,...,a, € R, com

Zozz i(bo), 55 (bo)), - . ., (si(Do), 5., (bo))) = (0,...,0).

Entao, (37, aisi(bo), s5(bo)) = 0, paratodo j = 1,...,n se, e somente se, Y ", c;s;(bo)
= 0 se, e somente se, o; = 0, para todot=1,...,m.
Temos que as m linhas de A sao linearmente independentes. Assim, reordenando

as segoes s, ... se necessario, as primeiras m colunas de A formam uma submatriz

com determinante nao-nulo. Entao, existe V' C U vizinhanca de by tal que para cada
b € B esta submatriz em questao tem posto m.

Deste modo, para todo b € V, o conjunto {si(b),...,sm(b),s,,.1(b),...,s,(b)} é
formado por vetores linearmente independentes em Fy(n). Por Gram-Schmidt, ob-
temos uma base ortonormal {s1(b),...,$n(b), Smi1(),...,s,(b)} de Fy(n) para todo

b € B. Logo a aplicagao h : V x R*™™ — 7=Y(V) dada por h(b, (x1,...,Tn_m)) =
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Yo" @iSmti(b) é homeomorfismo.

Exemplo 2.13. Sejam N C R" uma variedade riemanniana e M C N subvariedade
diferenciavel. Entao 7y C 7u,,. Notamos que E(1y) C E(7ny,,), pois dado (p,v) €
E(ty) = TM, temos p € M ev € T,M. Como M C N é subvariedade, T,M é
subespaco vetorial de T, N. Entdo, p € N e v € T,N, isto é, (p,v) € TN = E(1n).
Como p € M, concluimos que (p,v) € E(7yy,,). Além disso,F3(7ar) é subespaco vetorial
de Fy(7ny,,) pois para todo b € M, o conjunto T, M é subespaco de T, N, entao Fy(1a) =
{b} x T, M é subespaco de {b} x T,N = Fy(1n) = Fy(Tny,,)-

Proposicao 2.6. Sejam 7 um fibrado euclidiano e £ C 7. Entdo n = £ @ &+

Demonstragdo. Desde que Fy(£1) = F,(€)* para todo b € B, a fibra Fy(n) se decompoe
por Fy(n) = Fy(§) & Fy(§)". Logo, n = @ ¢ O

Definicao 2.11. Sejam N uma variedade riemanniana e M subvariedade diferencidavel

de N. O fibrado normal de M é o fibrado 73;, denotado por v;.

Com isto, podemos reescrever o fibrado 7yy,, como sendo a soma de Whitney dos

fibrados tangente e normal a variedade M, temos entao que

TN|a =1 P ry.
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Capitulo 3
Teoria de Obstrucao

A teoria de obstrucao é uma ferramenta que pode ser usada para estudar extensao de
funcoes, isto é, prolongar uma funcao continua f : A — Y a um ambiente mais amplo
X D A de modo que mantenha suas propriedades (continuidade, aditividade, etc.).
Sejam A C X, Y espacos topolégicos e f : A — Y aplicacao continua. Procuramos

responder as seguintes perguntas:

1°) Existe extensao de f a todo espago X7 Isto é, existe uma aplicacao g : X — Y

continua tal que g [a= f;
2°) Se existir extensoes, como classifica-las?

3°) Que tipo de informacao podemos extrair da existéncia ou nao existéncia de ex-

tensoes?

Neste capitulo, faremos estudo destas perguntas sobre a estrutura simplicial, apre-

sentado na Definicao 1.21.

3.1 Cocadeia de Obstrucao

Sejam K um complexo simplicial e L um subcomplexo. Denotamos por X = |K| e
Y = |L| seus respectivos subespagos adjacentes e por X, = |K?| o subespaco adjacente
dos p-esqueletos de K (Defini¢ao 1.24). Consideramos ainda { = (E, 7, X) um fibrado
com fibra F'.

Estudamos extensoes de aplicacoes continuas definidas em X,_q, f: X,_; — I, a
aplicacoes g : X, — I tais que g |x,_,= [.

Seja f: X — F uma fungao, f,—1 a restricao de f a X,,_; e suponhamos que f,_; é
continua. Deste modo, dado d um p-simplexo, se denotamos por dd seu bordo, temos
que fp—1 estd definida em Od. Assim, f,_; determina um elemento [f,_1|a4] € mp—1(F),

onde 7,_1(F) é o grupo de homotopia (ver [6], Lema 6.12).
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3. Teoria de Obstrucao

Definicao 3.1. A cocadeia relativa ¢(f,—1) € CP(K, L;m,—1(F)) definida por

c(fp-1)(d) = [fp-1loa) € mp—1(F)

¢ chamada de cocadeia de obstrugao para a extensao de f,_1 a X,,.

O préximo lema apresenta informagoes sobre extensoes de aplicagoes definidas na

esfera.

Lema 3.1. (Lema da Extensao, [6], p. 33) Seja Y um espago topoldgico. Uma
aplicacao continua f : S* — Y se estende a uma aplicacao continua g : B! — YV

se, e somente se, f representa o elemento nulo no grupo 7, (Y").

Segue que toda fungao f,—1 pode ser estendida a X, se, e somente se, ¢(f,—1) = 0.
De fato, desde que dd é homeomorfo a SP~!, aplicando o Lema da Extensao segue que
a aplicacdo f,_1|aq se estende a f,|q4 se, e somente se, [fp—1]s4] = 0 € m,—1(F'), ou seja,
c(fp—1) = 0. Em particular, se m;(F) = 0, parai = 1,...,p — 1, entdo toda aplicacdo

fi + Xi = F pode ser estendida a f; .

Lema 3.2. Seja g,—1 : X,,-1 — F uma aplicacao continua. Entao, se f,_1 é homotépico

a gp—1, entao c(fy—1) = c(gp-1).

Demonstragao. Desde que f,_1|sa ¢ homotépico a g,—1]aq, segue que eles representam

a mesma classe em m,_1(F'). Logo, ¢(fp—1) = c(gp-1)- O

Seja pP! uma (p+1)-cadeia. Usamos a notagao [pP*! : d?] para indicar a orientagao
da face & induzida pela orientagao de pP™!, ou seja, [pP™! : d] assume valores iguais a
mais ou menos 1. Quando assumir valor igual a 1, dizemos que a incidéncia da face d¥
de pP*! é positiva. Caso contrario, dizemos que a incidéncia é negativa.

O lema a seguir nos auxilia na demonsta¢ao do préoximo teorema.

Lema 3.3. ([6], p. 46) Seja pP*! uma (p + 1)-cadeia orientada. Orientamos as suas
faces p-dimensionais df, d5, ..., d? de modo que a incidéncia em todas as faces tenham

o mesmo sinal. Sejam X, ; o (p — 1)-esqueleto de pP™ e f, 1 : X,_; — F. Denotamos

a; = [fp-1loar], entdo 377, a; = 0.

Teorema 3.4. Seja ¢ : CP(K, L;m, 1(F)) = CP"(K, L;7,_1(F)) operador cobordo.

Entao, c(fp—1) € um cocliclo.

Demonstragdo. Seja pP™! uma (p+1)-cadeia. Queremos mostrar que (5c(f,—1), pP) =
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3. Teoria de Obstrucao

0. Temos que

(Oc(fpa), P = (c(fpr), 0P
= (c(fpr), D[P d)dD)
= Y I (), )
= > 1" @)1 lowr]

onde a soma ¢ tomada em todos os simplexos d! que sao faces de pP*!.

Suponhamos que a incidéncia de todas as faces d? de pP*! é positiva. Desde que Od?
¢ um (p — 1)-simplexo, podemos considerar f, | aar- Aplicando o Lema 3.3 e tomando
[fp-1laar] = cu, segue que _ a; = 0, portanto dc(f,-1) = 0.

Por outro lado, se a incidéncia nao for positiva, entdao considere a; = [pPT! :
;][ fp-1loqr] elemento de 7, 1 (F') obtido da funcdo f,—; restrita a dd] com orientagio
induzida de pP™' e, pelo mesmo resultado acima, segue que Y [pP™! : &][f,-1| adf] =

> a; =0, o que conclui o resultado. ]

Acabamos de verificar que cocadeias de obstrucao sao cociclos. Isto significa que o
estudo de extensoes de aplicacoes podem ser vistas através de elementos em grupos de
cohomologia do complexo K. Em seguida, entendamos a diferenca entre as cocadeias.

Sejam f,_; e g,—1 duas extensoes de f, o : X,_o — F. Pretendemos fornecer uma
expressao de sua diferenga. Para isto, consideramos d?~! um (p — 1)-simplexo em K.
Entdo, temos duas aplicagoes f, 1|a-1 € gp_1]|a—1 que coincidem em ddP~!, pois ambas
sao extensoes de f,_o. Denotamos por Dy e D_ os hemisférios norte e sul da esfera,
respectivamente. Como dP~! é homeomorfo a ambos os hemisférios norte e sul, podemos
interpretar f, 1|g-1 € gp—1|ar—1 como uma funcdo de D, em F', respectivamente para
D_. Como tais fungoes coincidem no equador SP~2 (homeomorfo a ddP~!), temos que

elas definem uma funcao v : SP~! — F', dada por

fp—2(z), sex €SP
&) = fyale), sewe DL
gp_1(z), sex e D!

Com isto, definimos a cocadeia diferenga como sendo d(f,-1,gp—1)(dP™1) =
(=1)P[v] € mp—1(F), onde d(fp—1,gp—1) € C* (K, Ly mp—1(F)).
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Se consideramos a funcao H : X,,_; x I — F' dada por

fp—2(x), sexe X, setel
H(z,t) =19 fp1(z), sex € X, 1et=0
gp—1(x), sexe X, 1et=1

Tal aplicagao estda bem definida pois g,—1 e f,—1 coincidem em f,_» e é continua pois
é uma homotopia entre g, ; e f,_1. Assim, dado d’~! € K, a restricio hgp-1 =
H|pgr-1x7 : 0dP~ x I — F é dada por

fp2(z), sexeddtetel
hap—1(z,t) = ¢ fpoi(z), sexedtet=0
gp-1(z), sexedtet=1

Tal aplicacao é uma homotopia entre f,_1 e g,—1. Assim, segue que [y] = [hg-1]. Por-
tanto, a cocadeia diferenga também fica definida por d(f,_1, gp—1)(dP™*) = (=1)P[hg-1] €
Wp_l(F).

Agora, consideramos h,_; outra extensao de f,_,. Entao,

d(fp—1,hp—1) = d(fp-1, gp—1) + d(gp—1, hp—1)-

De fato, seja H' : X,,_; x I — F construida analogamente a H, a partir de g,_1 € h,_1,
isto é,
fp—2(x), sexe X, setel
H'(z,t)=4q gp1(z), sex € X, jet=0
hy—1(x), sexe X, 1et=1

Obtemos outra construgdo andloga para f,_1 e h,_1, pondo H" : X, 1 x [ — F dada

p
por

H(x,2t) se 0

" _ ) )

H"(x,t) = { |
2

H'(z,2t — 1), se

Temos que H” conecta H e H' pois H"(z,3) = H(z,1) = H'(2,0) = g,_1(z), Vo €
X,_1. Portanto, dado d*~! € K,

o [H"|(0dP~t x [0,3]) U (dP~t x {0}) U (dF~' x {})] é 0 mesmo que

fp—2(x), sexe€ddtetell,?]
hap—1(z,t) = ¢ fo1(z), sexedtet=0
gp-1(z), sexedtet=1
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e, portanto, define d(f, 1, g,_1)(dP™");

o [H"| (0dP" x [3,1]) U (@ x {2}) U (dP~ x {1})] é 0 mesmo que

fo—a(x), sexe€ddtetel[s,1]
ha-1(z,t) =S gpoi(z), sexedtet=1
hy1(z), sexedtet=1

e, portanto, define d(g,_1, hy—1)(dP™1);

o [H" | (0dP~t x I)U (dP~ x {0}) U (@P~1 x {1})] é 0 mesmo que

fp2(z), sexeddtetel
hap—1(z,t) = ¢ foo1(z), sexedtet=0
hy-1(z), sexedtet=1

e, portanto, define d(f,_1, hp—1)(dP™1).

Aplicando o Lema da Soma em [6], segue que d(fy—1,hp—1) = d(fp-1,9p-1) +
d(gpfla hpfl)'

Lema 3.5. Se f,_; é uma extensao de f, o e ' € CP"Y(K, L;m, 1(F)) é uma coca-

deia relativa qualquer, entdo existe outra extensao g,—1 de f,—o tal que d(fy—1,gp-1) =
cPL,

Demonstracao. Consideramos a aplicagao G : X,_1 x I — F dada por

_1(x), parare X, 1et=0
G(:L’,t): fp 1( ) p p—1
fp—2(z), paraxze X, setel
Sejam agora df_l € K, (p— 1)-simplexos orientados. Assim, temos que G|z-1 : df_l X

I — F é dada por

Glot) = { fo1(z), parazed ™ et=0

fro(x), parazcdd "t etecl

pelo Lema da construgao em [6], podemos restringir esta fun¢ao a uma aplicacao H; :
Odi' x I — F tal que Hy|,p1,, = G e cuja classe de homotopia é (—1)Pc?~ (2™ ").

Como os H; coincidem em ﬁdf_l x I, obtemos H : X,_; x I — F dada por

fp—l(‘r)7 para t =0
H(x,t) =4 f,o(x), paratel

gp-1(x), parat=1
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H ¢ a extensao desejada tal que d(f,_1,9p-1) = ' e H(z,1) = g, 1. O

O resultado a seguir é o mais importante desta secao pois ele nos d4 uma expressao

para a cocadeia diferenca.

Teorema 3.6. dd(fp-1,9p-1) = c(fp-1) — c(gp-1)

Demonstragao. Seja dP € K um p-simplexo orientado. Entao,

(0d(fp-1, 9p—1), ") = {d(fp-1, gp-1), 0d)
= (d(fp-1.9p-1), Y _[d": 0?7 "]o? )
= > [ o {d(fy1, 1), 07 )
(@ oF ™[]

(@ x 10l % I)[H]ypp-1,/]

1]

somado sobre as faces de d”.

Desde que d? é um p-simplexo, d? x I é um (p + 1)-simplexo. Além disso, sendo
o~ faces de d”, entdo 0P ' x I sdo faces de dP x I, e suas orientacoes nio mudam,
logo vale a ultima igualdade. Mais ainda, sendo d? x I um (p + 1)-simplexo, d? x {0}
e dP x {1} sao faces do mesmo. Logo, pelo Lema 3.3, segue que

(=1)P [P x I : o? x ]][H|aaf*1x1] +[dP x I : dP x {O}|[H|parxoy] + [dP x I :
@ x {))[Hloarsi1y] = 0

Temos que [H[aarx{0y] = [fp-1loar] = c(fp-1) e [H|aarx13] = [gp-1loar] = c(gp-1)-

Logo, 0d(fp-1, gp—1) — c(fp-1) + c(gp-1) = 0 e, portanto, 6d(fy-1, gp-1) = c(fp-1) —
c(gp-1) o

Com isto, podemos concluir que a diferenca de dois cociclos de obstrugao para duas
extensoes de f,_2 ¢ um cobordo.
O resultado a seguir nos permite enxergar os cociclos de obstrucao como elementos

em grupos de cohomologia.

Lema 3.7. Se f,_2 pode ser estendida a uma funcao f,_; : X,—; — F, entao todos
cociclos de obstrucao c(f,—1) de extensoes de f,—o a X, 1 pertencem a mesma classe
de cohomologia

e(fy-2) € HY(K, Limy 1 (F)).

Demonstragdo. Seja bP = §(—cP~1) um cobordo. Podemos construir g,—; extensao de
fp—2 tal que d(fp_1,gp—1) = 1. Entao, c(f,—1) —c(gp—1) = d(cP~1) = =P e, portanto,
C(Qp—l) = C(fp—l) + 0P,

42



3. Teoria de Obstrucao

Logo, em HP(K, L;m,_1(F)) os cociclos de obstruc¢ao pertencem a mesma classe de

cohomologia. O]

Desde que ¢(f,—2) € HP(K, L;m,—1(F)), podemos escrevé-lo na forma ¢(f,—2) =
c(fp-1) + BP(K, L;mp_1(F)). O lema acima nos diz que qualquer cociclo de obstrucao
para extensoes da f,_» representa a mesma classe de cohomologia relativa. O elemento

&(fp—2) € HP(K, L;m,_1(F)) é chamado de obstrucao primaria.

Teorema 3.8. Seja f,-1 : X,o1 — F, entao f,_o se estende a g, : X, — F se, e

somente se, ¢(fp—a2) = 0.

Demonstracao. Se f,_o se estende a g,, entdao c¢(g,—1) = 0, onde g, também é uma
extensao de f,_o. Logo, ¢(f,—2) =0 em HP(K, L;m,_1(F)).
Reciprocamente, se ¢(f,—2) = 0, temos ¢(f,—1) + BP(K, L;m,—1(F)) = 0, isto
é, c(f,—1) € BP(K,L;m,_1(F)). Entdo, existe u?~! € CP YK, L;m,_1(F)) tal que
c(fp—1) = 6(uP~1). Sendo uP~! uma cocadeia relativa, existe g,—; extensao de f,_» tal
que d(fp-1,9p-1) = uP~t. Assim, ¢(fy—1) — c(gp-1) = d(uP™) = ¢(f,—1). Portanto,
c(gp—1) = 0, ou seja, f,—o se estende a X,,.
O

3.2 Indice de um r- frame

Nosso objetivo nesta secao é avaliar a obstrugao para a construcao de r secoes
linearmente independentes de 7); em cada ponto, isto é, avaliar a obstrucao para a
construcao de um r-frame. Queremos responder a seguinte pergunta: Suponhamos
que exista uma se¢ao v de V,.(T'M) no bordo de um k-simplexo d. E possivel estender
esta se¢ao no interior de d?

Para responder esta pergunta, definimos a nocao de indice de um r-campo em um
ponto singular.

Seja M uma variedade n-dimensional sobre R. Lembramos que o conjunto V,.(TM) =
{(z, (v1,...,v.));x € M e (vy,...,v,)sado vetores linearmente independentes em T, M}
é o espago total do fibrado £ sobre M (Exemplo 2.4). E, como na Observagao 2.3, cons-
truir r secoes linearmente independentes de 7, sobre A C M equivale a construir uma
segao de V,.(T'M) sobre A.

Seja K um complexo simplicial em M suficientemente pequeno tal que todo sim-
plexo d esteja contido em um aberto U de M tal que V,.(T'M) é trivial, isto é, existe
uma vizinhanga de M por meio de abertos de modo que a restrigao de V,.(T'M)|y é

homeomorfo a U x R™.
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Consideramos v" um r-frame definido no bordo de um k-simplexo d, d € K. Sendo

v" uma segao de V,.(T'M), temos as seguintes aplicagoes

ad S V(TM)|y 2 U x Vo(R") 22 V(R

onde pry é a segunda projecao.

Com isto, obtemos a aplicacao S¥~! = 9d praovt, V.(R™) que define um elemento
em 7,_1(V;(R™)) que denotamos por £ = pry o v” e o elemento no grupo de homotopia
é denotado por [{(v",d))].

Como vimos anteriormente (Lema 3.1), se [£(v",d)] = 0 a aplicagdo pode ser es-
tendida para o interior da bola B¥. Em outras palavras, o 7-frame pode ser estendido
para d. Neste caso, isto significa que nao existe obstrucao a extensao da secao v" em
d. Isto acontece, por exemplo, no caso em que o m,_1(V,(R")) = 0.

Para continuar a responder nossa pergunta, precisamos conhecer o grupo de homo-
topia de V,.(R™), feito por Stiefel e Whitney. Tem-se

0, set<n-—r
Ti(Vo(R")=<¢ Z, sei=n—rpar,oui=n—rser =1

Zo, sei=mn—r imparer >1

O resultado a seguir é a resposta para a pergunta no inicio desta segao.
Proposicao 3.9. Dada uma r-frame v" definida no bordo do k-simplexo d.

(i) Se k <n—r+1, entdo [{(v",d)] = 0 e podemos estender o r-frame definido em

0d a d sem singularidade;

(ii) Se r = 1 e k = n, entd@o o campo vetorial v" pode ser estendido & d com uma

singularidade isolada a no interior de d, com indice [£(v",d)] = I(v, a);

(iii) Ser >1ek =n—r+1, entdo o r-frame v" definido em dd pode ser estendido
a d com uma singularidade isolada a no interior de d. Neste caso, [£(v",d)]
é um numero inteiro se k for impar e serd inteiro mod 2 quando k for par.
Reduzindo estes valores a modulo 2, obtemos um indice I(v", a) que mede o valor

da obstrucao para a extensao de v" ao interior de d.

Demonstragao. (i) Se k = dim(d) < n—r+1, entdo k —1 < n —r. Como ¢ :
dd — V,.(R™) define um elemento em m;_1(V,.(R™)) e k — 1 < n — r, segue que

Tr—1(V.(R™)) = 0. Portanto, £ se estende a d sem singularidades.

(ii) Ser =1ek = n, entdo a aplicacao & : d — V;(R") serd o mesmo que & : SF1 —

Sk a qual define um elemento no grupo mp_1(Vi(R")) = Z = m,_1(SF1) e,
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portanto, temos uma singularidade isolada, a qual podemos identificar do seguinte

modo:

Consideramos a esfera S*~!(a) de centro a e raio ¢, com 0 < ¢ < 1. Temos
que, dado x € SF71 entao ex € S¥!(a) e v(ex) = ev(z). Deste modo, ao
fazermos ¢ — 0, S¥71(a) = {a} e assim, v(ea) = 0. Portanto, o ponto a serd a

singularidade.

Por fim, devemos mostrar que [£(v,d)] = I(v,a), onde I(v,a) é o grau de Brower

da aplicacdo de Gausg|

0 Skl 5 skt
v(z)

T ——

()|

Consideramos a aplicagao

Vme (SFY = Z

a — d,

onde d, é o grau de Brower. Damos aqui uma ideia para mostrar este homomor-

fismo.

Consideramos ST~ ! e S5~ duas esferas trianguladas e orientadas. Sejam «, 3 €
e 1(SF1), f € a e g € B com f definida na calota interior & D, e g definida
na calota interior a D_. Consideramos K uma triangulagao suficientemente fina
de S7! de modo que existam aproximacdes simpliciais v de f e w de g, com
v definida em Dy e w definida em D_. Com isto, definimos uma aplicagao
h: St — S~ dada por

, sexeD
h($): Py’D—o— +
wlp_, sex e D_

1

Temos que h representa a + 3 e é simplicial. Agora, seja 2" " ciclo funda-

mental de ST, entdo h,(z""!) é ciclo de Sy~! pois o homomorfismo induzido
he : H, 1(S7 Y Z) — H,_ (S5 Z) leva ciclo em ciclo. Além disso, dado qual-

quer (n — 1)-simplexo ¢! de S&, este aparece em h,(2""1), pois h.(z""!) ¢ a

soma de todos (n — 1)-simplexos de S5~*. Entdo, temos que 0" aparece com

coeficiente d; devido aos (n — 1)-simplexos de D e deve aparecer com coeficiente

nfl) n—1

d, devido aos (n — 1)-simplexos de D_. Entao, em h,(z , O comparece

1Definido no anexo
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dy + dg vezes e dy, = dy + dg, isto é, doyp = do + dg. Portanto, 1) é homomor-
fismo aditivo. Como mj,_1(S*!) =Z, ¢ : m,_1(S¥!) — Z dada por (o) = d, é
isomorfismo. Logo, [£(v,d)] = I(v,a).

(iii) A demonstracdo ¢ andloga ao que fizemos acima. O indice I(v",a) serda da
v (x)

o™ (2)]]”

aplicacdo ¢ : Sk~ — S*¥~! dada por
O

A dimensao k = n —r + 1 é chamada dimensao de obstrugao para a construgao

de um r-frame tangente a M.

3.3 Classes de Stiefel-Whitney

Usando as ferramentas que definimos até aqui, apresentamos a primeira definicao
das classes de Stiefel- Whitney, introduzida pelos matematicos Edward Stiefel e Hassler
Whitney ([7]).

Vimos na Proposicao 3.8 que os grupos de homotopia da variedade de Stiefel nos
d4 informagdes sobre a obstrugao a construgao de uma segao v" de V,.(T' M), ou equiva-
lentemente, a um conjunto linearmente independente de campos de vetores tangentes
a M.

Assim sendo, seja K uma decomposicao simplicial de M e (v"), : X, — V,(R"),
com p € {0,...,n —r+ 1}. Como vimos anteriormente, tais aplica¢oes se estendem
sem singularidades até a dimensao p — 1 e possui singularidade isolada na dimensao
p=n—1r+1.

Restrigindo a aplicagdo (v"), ao bordo de um p-simplexo d, temos que (v"),|os =
praov” : dd — V,.(R™). Logo, [£(v",d)] = [(v")p-1l|aa] € mp—1(V.(R™)). Mas, temos que

Z, sep=n—r+1impar,oup=nser =1

-1 (Vo(R?)) = {

Zo, sep=n—r+1lparer >1

Portanto, temos que [£(v",d)] = [(v)plaa) = I(v", a) € mp_1(V,(R™)).

Consideramos inicialmente I(v",a) € Zy. Definimos os elementos da p-cocadeia
como sendo Y I(v",a)d* € CP(K;Zsy), que assume o valor I(v",a) em d e 0 caso
contrario (aqui d* denota a cocadeia padrao com coeficientes em Zs , cujo valor é 1 no
elemento basico d e 0 caso contrario).

Desde que a p-cocadeia ¢ = > I(v", a)d* é um cociclo de obstrucao, este define um
elemento w?(M) em HP(M;Z,). Com isto, definimos:

Definicao 3.2. A p-ésima classe de Stiefel-Whitney de M, denotada por wP(M) €

HP(M;Zs) é a classe de obstrucao primadria correspondente a criagdo de um r-frame
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tangente a M.

Observacao 3.1. (i) Devido ao Lema 3.6, a classe obtida nao depende da escolha

do r-frame;

(ii) Se r =1, temos I(v",a) € Z. A avaliacao wP(M) € HP(M;Z) é a caracteristica
de Euler-Poincaré de M (ver [8], p. 17).

Teoria de Obstrucao e as classes de Stiefel-Whitney

Os estudos sobre as classes caracteristicas comegaram em meados da década de 1930
com os trabalhos de Hassler Whitney e Eduard Stiefel. Em sua tese, Stiefel introduziu
estas classes em homologia, enquanto Whitney trabalhou no caso de fibrados para
esfera. Um pouco mais tarde, Whitney desenvolveu este estudo em cohomologia, dai o
conceito das classes caracteristicas em cohomologia ([7]).

A classe de Stiefel-Whitney que apresentamos via Teoria de Obstrucao é a mesma
definida em Geometria Algébrica, a qual apresenta uma defini¢ao estritamente axiomatica
para as classes caracteristicas, ou seja, a classe de Stiefel-Whitney que apresentamos por
meio da Teoria de Obstrugao satisfaz os axiomas apresentados na Geometria Algébrica.

Baseado em [7] e [10], concluimos este trabalho mostrando que a classe de Stiefel-
Whitney definida na se¢ao anterior, via teoria de obstrucao, satisfaz os axiomas classicos
que Stiefel e Whitney enunciaram. Assim, temos que a definicao para as classes ca-
racteristicas apresentadas na Geometria Algébrica é equivalente a definigdo dada por
Hassler Whitney e Eduard Stiefel.

Os axiomas classicos apresentados por Hassler Whitney e Eduard Stiefel sao os
seguintes:

Axioma 1 Para cada fibrado vetorial £ existe uma sequéncia de classes de coho-

mologia

chamadas classes de Stiefel-Whitney de . Estas classes sdo tais que wg(§) =1 €
H°(B(£);Zs) e w;(§) = 0 para todo i > n, onde n ¢ a dimensao do fibrado.
Axioma 2 (Naturalidade) Sejam ¢ e n dois fibrados vetoriais. Se f : B(§) —

B(n) é uma aplicacao induzida nos espagos base de cada fibrado (Exemplo 2.9), entao

w;i(§) = f*(wi(n))

onde f*: H(B(n);Zy) — H(B(£);Zy) é a aplicagao nos grupos de cohomologia.
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Axioma 3 (Produto de Whitney) Se £ e 7 sao fibrados vetoriais sobre o mesmo

espaco base, entao
k

wi(§ @) =D wi(§) — wi_i(n)

i=0
Axioma 4 Para o fibrado linha canonico ~y{ sobre P!, tem-se w;(y;) = b, nao nulo,
onde (b) = H'(PY; Z,).

Apresentamos a seguir algumas consequéncias destes axiomas.

Proposigao 3.10. Sejam & e n dois fibrados vetoriais sobre mesmo espago base B. Se

¢ e n sao isomorfos, entdo para todo i > 0, w; (&) = w;(n).

Demonstra¢ao. Desde que & = 7, existe um homeomorfismo f : E(§) — FE(n) tal
que f(Fy(€)) C Fy(n) e flr e ¢ isomorfismo linear. Com isto, temos que f ¢ aplicagao
fibrada e a aplicacio induzida no espaco base f : B — B é a identidade. Deste modo, a
aplicacao nos grupos de cohomologia serd a identidade (idg)* : H'(B;Zs) — H'(B;Zs).

Logo, pelo Axioma 2 segue que

wi(§) = (idp)" (wi(n)) = wi(n).
O

Proposigao 3.11. Se £ é um fibrado vetorial trivial, entao w;(§) = 0 para todo i > 0.

Demonstragao. Sendo ¢ fibrado vetorial trivial, temos = ¢’; para algum n > 0. Dado
b € B, consideramos f : B x R" — {b} x R" dada por f(x,y) = (b,y). Temos entao
que f é continua e f |xre: {2} X R" — {b} x R" ¢ isomorfismo linear para todo
r € DB.

Deste modo, f é aplicagao fibrada de €% em €1 sendo ¢ : B — {b} a aplicacao

induzida nos espacos base. Pelo Axioma 2, segue que
wi(ep) = ¢ (wilefyy))

onde c* : H'({b};Zy) — H(B;Zsy). Mas, H'({b};Z,) = {0}, para todo i > 0. Por-

tanto, pela Proposicao 3.10, concluimos que

wi(§) = wi(ep) = C*(wi(g?b})) = 0.
O

Proposicao 3.12. Sejam & e 7 dois fibrados vetoriais sobre mesmo espago base B,

com ¢ trivial. Entao, wg(§ @ n) = wg(n), para todo k > 0.
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Demonstracao. Para todo k > 0, o Axioma 3 nos diz que

wp(§ ®n) = wo(§) — wi(n) +wi(§) — wr—1(N) + -+ wr(§) — wo(n).

Como & é trivial, a proposigao anterior nos diz que w;(£§) = 0 para todo i > 0. Logo,

wp(§Dn) =1 — wi(n) +0+ -+ +0=wi(n).

]

Proposicao 3.13. Seja £ um n-fibrado euclidiano. Se & possui k secoes independentes,

com 1 < k < n, entao

Wn—41(§) = Wn—p42(§) = -+~ = wi(§) = 0.

Demonstracao. Como £ possui k secoes independentes, consideramos um k-subfibrado
trivial de £, que denotamos por 7. Temos que £ = n®nt, onde n* é um (n— k)-fibrado.
Dai, w;(£) = wi(n ® n*) = w;(n*), pois n é trivial. Logo, pelo Axioma 1, para todo
i>n—k, wi(§) =0. O

Denotamos por H"(B; Zs) o conjunto das somas formais Y ;o a;, com a; € H'(B; Zs).

Munindo este conjunto com as operagoes de soma e produto definidas por:

° a—i—szCi, onde ¢; = a; + b;;

=0
%) k
o ab=> d ondedy =Y a;— b,
k=0 =0

coma=Yca;eb=>77b em HYB;Zs), segue que H'(B;Z5) ¢ um anel comu-
tativo, pois os coeficientes estao em Zs.
Com isto, dado £ = (E,m, B) um n-fibrado vetorial, definimos a classe total de

Stiefel-Whitney como sendo

w(€) =1+ wi(§) +wa(é) + - +wn(§) +0+4--- € HY(B; Zy).
Observacao 3.2. O axioma Produto de Whitney nos diz que w(§ & n) = w(§).w(n).

Lema 3.14. Dado um fibrado vetorial £ = (F,m, B), o conjunto
W = {wo(&) +wi(€) +--- € H'(B;Zy); wo(€) =1}

é um grupo abeliano com o produto definido acima com unidade.
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Demonstragao. Tal conjunto herda as propriedades de ser comutativo e possuir unidade
de H"(B;Z,). Vamos mostrar que, dado w(§) € W, existe w™'(§) € W tal que
() w () = 1.

Consideramos o elemento w™(&) = wy ' (&) +wi ' (§) +--- € W, onde wy ' (&) =1 e
wi ' (€) = i, wil€) — wi !, (€) para todo k > 1.

Daf, w(&).w™(€) = Y272 d;, onde dj = 377 w;(§) — w;(€).

Temos que dg =1 — 1 =1 e para todo j > 0,

Portanto, existe w™!(¢) € W tal que w(§).w™ (&) = 1. O

Assim, se consideramos & e 1 dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base,
temos que w(é ®n) = w(€).w(n) e, portanto, w1 (&).w(€ ® n) = w(n). Em particular,
se £ @ n for trivial, entao w™1(&) = w(n).

Teorema 3.15. (Teorema da Dualidade de Whitney). Seja M uma variedade

diferencidvel. Entao

wi(var) = w; (Tar)
para todo i > 0, onde vy denota o fibrado normal de M.

Demonstragdo. Desde que Ty @ vy é um fibrado trivial, segue que w(vyy) = w™(7as).

Logo, w;(vyr) = w™(7ar), para todo i > 0. O

A partir de agora, caminhamos com o objetivo de mostrar que as classes de Stiefel-
Whitney definidas via teoria de obstrucao satisfazem os axiomas enunciados no inicio
desta secao.

Seja ¢ = (E,m, B) um fibrado vetorial n-dimensional com fibra F. Denotamos por
Fy o conjunto de todos elementos nao nulos da fibra, similarmente, denotamos por Fj
o conjunto de todos elementos nao nulos do espago total FE.

Para cada b € B, temos que o par (7~%(b),7; (b)) é homotépico ao par (R”, R™ \
{0}). Entao, para todo i > 0, temos que

0, sei#n

Lo, se i =n.



3. Teoria de Obstrucao

De fato, desde que (77 (b), 7' (b)) é homotépico a (R™,R™ \ {0}), basta calcular
H'(R™,R™\ {0};Zs) e usar o Teorema da Invariancia Homotdpica.
Desde que S"! ¢ homotopico a R\ {0}, calculamos H*(R",S""!; Z,). Sendo S"~!

subespagco topoldgico de R™, obtemos a seguinte sequéncia em homologia
coo= Hi(S"Y Zy) = Hy(R™; Zy) = Hy(R™, S Zy) > Hy_1(S*™ ' Zs) = Hi_1 (R Zg) > - - -

Para ¢ > 1, temos que H;(R",S"';Zy) = H, {(S*';Z,), pois R" é conexo por
caminhos. E, portanto, H (R",S"1;Zy) = H=1(S" 1, Z,).

Para i = n, se H, 1(S"1;Zy) = Zy, entao H" 1(S"1; Zy) = Homg,(Zo, L) = L.
E para i # n, se H; _1(S""'Zy) = {0}, entao H " (S"1;Zy) = Homz,({0}; Z,) = {0}.

Portanto,

0, sei#n

Zo, se i =n.

H' (7' (b), 5 (b); Zo) = H'(R", 8", Zy) = {

Teorema 3.16. ([10], p. 21) O grupo H'(E, Ey; Zs) ¢ zero parai < n e H"(E, Ey; Zs)
contém uma tnica classe u tal que para cada fibra F = 7='(b), a restri¢io u|(pr) =
i"(u) € H"(F, Fy;Zs) € a unica classe nao nula em H"(F, Fy;Zs), onde i € o ho-
momorfismo induzido que leva H"(E, Ey;Zs) a H"(F, Fy;Zy). Além disso, a corres-
pondéncia x — x — u define um isomorfismo — u : H¥(E;Zy) — HM"(E, Ey; Zs)

para todo k.

A classe de cohomologia u € H'(E, Ey; Z,) ¢ chamada de classe de cohomologia
fundamental de &.

Observamos que o espaco total £ do fibrado £ é um retrato por deformacao na
segdo zero de & (ver [10], p.21). Lembramos que a zero segao no fibrado vetorial é
uma aplicagdao continua sy : B — F tal que para cada b € B, so(b) = 0 € 7 1(b) e

m o sq = idg. Denotamos por
E, = {so(b) € 7 (b); s0(b) =0} C E

o conjunto das zero sec¢oes do fibrado &.

Temos que a aplicagao sy : B — F, é uma equivaléncia homotopica, cuja “inversa”
sy" ¢ a projecao do fibrado. Logo, desde que B e E, possuem o mesmo tipo de
homotopia, segue que H*(B;Zy) = H*(E.; Z,). Além disso, desde que E é um retrato
por deformacao do subespaco FE., consideramos a inclusao i : F, - F er = spom :

E — E, uma retracao, entao, temos que r oi = idg, e it or = idg, ou seja, K e E,
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posstiem o mesmo tipo de homotopia, logo, H*(E;Z,) = H*(E.;Z,). Portanto,
H*(B;Zy) = HY(E,; Zy) & H"(E; Zs).
Com isto, definimos o Isomorfismo de Thom como sendo a composi¢ao
H*(B;Zy) & HM(E; Zy) =% H""(E, Ey; Z,)

denotamos tal isomorfismo por ¢ : H*(B;Zs) — H*™(E, Ey; Zs).
Deste modo, usando o teorema anterior e o isomorfismo de Thom, podemos concluir

que
0, sei1<n

HYE,Ey.Z,) = ‘
( 0; 22) {HZ"(B;ZQ), sei>n.

A partir do que foi construido anteriormente, definimos as classes de Stiefel- Whit-
ney usando as Operacoes de Steenrod em H*(E, Eo; Zs). Apresentamos suas proprie-
dades bésicas, o leitor interessado pode ver mais em [11].

Sejam X e X’ espacos topoldgicos, Y e Y’ seus respectivos subespagos topologicos.

(i) Para cada par Y C X e cada par de inteiros n, i, existe um homomorfismo aditivo
Sq': HY(X,Y;Zy) — H"(X,Y; Zs).

(i) Naturalidade: Se f: (X,Y) — (X', Y’) é uma aplicacao de pares, entao Sq'o f* =

f* o Sqt, isto ¢, o diagrama

HY (X', Y, Zo) —L HY(X,Y; Z5)

Sqij jsqi

é comutativo.

(iii) Se a € H(X,Y;Z,), entao Sq°(a) = a, Sq"(a) = a — a e S¢'(a) = 0, para todo

1> n.

(iv) Formula de Cartan: A identidade

S¢*(a—b)= > Sq¢'(a) — S¢’(b)

i+j=k
¢é valida sempre que a — b é definido.

Deste modo, dado um fibrado vetorial £ = (E, 7, B), definimos a classe de Stiefel-
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Whitney de grau k como sendo

wi(€) = ¢7'(Sq" (u))

onde u € a classe de cohomologia fundamental de €.
A partir de agora, verificamos os axiomas para as classes de Stiefel-Whitney. Dado

a € H"(X,Y;Z,), definimos a Operagao Total de Steenrod como sendo
Sq(a) = a+ Sq*(a) + Sq*(a) + - - + Sq"(a).

Pela formula de Cartan, temos Sq(a — b) = Sq(a) — Sq(b). Além disso, o isomor-
fismo de Thom nos d4 um isomorfismo entre H'(B;Zs) e H'(E, Ey; Zs).

Axioma 1

Sejam & um n-fibrado vetorial e u € H"(E, Fy;Z,) a classe de cohomologia fun-
damental de . O isomorfismo — u : HY(E;Z;) — H"(E, Ey;Zs) nos diz que (—
u) " (u) = 1 € H(F; Z,). Togo, we(€) = 6~(S¢°(w) = 6~ (u) = 1 € HY(B; 7).

Além disso, se m > n, pela Propriedade (iii) das operagoes de Steenrod, Sq¢™(u) = 0

e, portanto, w,,(§) = 0.

Axioma 2: Naturalidade

Sejam £ = (K, 7, B) e ¢ = (E',n', B’) dois fibrados vetoriais. Consideramos G :
E — E’ aplicacao fibrada, isto é, GG é aplicacao continua tal que para cada b € B,
F,=F ]Z(b), onde f : B — B’ é aplicagdo continua induzida nos espacos base. Desde
que G ¢ aplicacao fibrada, ela induz uma aplicacdo de pares g : (E, Ey) — (E', E)).
Deste modo, a classe de cohomologia fundamental v’ € H"(E', E}; Zs) de £ é levada
na classe de cohomologia g*(v') = uw € H"(E, Ey; Z3). Além disso, para cada fibra F
de &, temos que g |(pr): (F, Fo) — (F', F) é uma equivaléncia homotdpica.

Assim, como o diagrama

9l(r,Fy)

(F’ Fo) — (F, Fy)

(E7 EO) g (E/7 E(l))

¢ comutativo, segue que
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3. Teoria de Obstrucao

H™(E', El; Zy) — H™(E, Ey; Zs)

| |

H"(F', F}; Zo) — H"(F, Fy; Zs)

também é um diagrama comutativo. Como u' é classe de cohomologia fundamental,
segue que g*(v') =u € H"(E, Ey; Zs) é classe de cohomologia fundamental de &.

Consideramos agora, o seguinte diagrama comutativo

H (B! B Ty) ——= H'™(E, Ey; Zo)

(vunll L(w)l

H"(E'; Zy) ——— H"(E; Z5)

((l/)*)‘ll l(l*)‘1

H"(B';Zs) H"(B;Zs)

Entdo, (")t o(—u)tog* = f*o((I)*) Lo (—u)t. Mas,

Logo, ¢t o g* = f*o(¢')~!. Portanto,

(&) = (o (e ) )(Sq (U))
(

Axioma 3: Produto de Whitney

Aqui, queremos mostrar que dados dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago
base B, £ e §, entao

wi (€ B 0) Z w; (&) — wy_;(0).
Para isto, mostramos que w(€ & J) = w(§) — w(9). Consideramos o seguinte lema.

Lema 3.17. Sea € H"(A, A";Zs) eb € H"(B, B';Zs), entao Sq(axb) = Sq(a) x Sq(b),

13

onde “ x 7 denota o produto cross.

Demonstragao. Sejam py : (Ax B;A'x B) = (A, A")epy: (Ax B,Ax B') = (B, B)
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3. Teoria de Obstrucao

projecoes. Entao,

Sq(a xb) = Sq(pi(a) — p3(b))
= Sq(pi(a)) — Sq(p5(b))
= Sq(a) x Sq(b).

~—

O

Agora, sejam £ = (E, 7, B) e 6 = (E',n’, B) dois fibrados vetoriais sobre o mesmo
espago base B, com dimensdes n e m, respectivamente, v € H"(E, Ey;Zs) e v €
H™(E', El; Zs) as classes de cohomologia fundamental de £ e §, respectivamente.

Vimos no Exemplo 2.10 que o produto cartesiano £ x 6 = i é um fibrado vetorial
com dimensao n + m, cujo o espaco total é dado por £ = E x E'.

Vamos mostrar que w(n) = w(§) x w(d). Notamos que E = E x E; U Ey x E' e

uxu € H"W"(E", EJ;Zs). Consideramos o seguinte diagrama comutativo

H™™(E", EY; Ls) H™ ™ (F" FY3 o)

| T

H™(E, Ey;Zy) x H™(E', Ef; Zo) — H™(F, Fo; Zs) x H™(F', F}; Zs)

sendo u e u' classes de cohomologia fundamental de £ e ¢, respectivamente, entao
ul(rryy € H"(F, Fo;Zg) e u'|(prryy € H™(F', Fg;Zy) sdo nao nulos. Desde que a
flecha da direita ¢ um isomorfismo (Teorema 1.7), segue que u|rr) X /| ry €
H™™(F" FY;Zy) é nao nulo. Portanto, u x v € H"™(E", E{;Zs) ¢ classe de coho-
mologia fundamental de 1. Denotamos u x v’ por u”.

Agora, sejam ¢, ¢’ e ¢” os isomorfismos de Thom para os fibrados &, d e n, respectiva-
mente. Consideramos as projecoes pg : ExB — E, pp.g,) : (ExB, EyxB) — (E, Ey),
per : E'x B = E' e pw gy (B x B,Eyx B) — (E', Ep). Dados quaisquer
a,b € HYB;Zs,), temos

¢"(axb) = (
(I x 1) (axb)— (uxu)
= (I"(a) x (I)"(b)) — (ux o)
( ) = P (()7(0) = (P{k5y) (W) = Plgr gy ()
( ) = Ple.my) (W) = (0p () (b)) — plgr gy ()
= Ple.m)("(a) = u) = plg g ()7 () — o)
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3. Teoria de Obstrucao

Entao, considerando a classe total de Stiefel-Whitney dos fibrados 7, £ e §, temos

¢"(w(n) = p(w(§)) x ¢'(w(0)) = Sq(u) x Sq(u).

Desde que ¢” é isomorfismo, em particular injetor, segue que w(n) = w(§) x w(d).
Sendo £ e § dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base B, podemos considerar
o fibrado soma de Whitney £ @ 0 e o fibrado £ x § sobre B x B. Sejad: B — B x B
a aplicagao diagonal. Entdo, por naturalidade, segue que d*(w(§) X w(d)) = w(& & 9).
Além disso, tomando as projecoes p; : B X B — B, i = 1,2, temos que p; od = idp e,

portanto,

d'(W(E) xw(d) = &

pois (p; o d)* = d* o p; = (idp)*. Logo,

W ®0) = w(&) — w(d).

Axioma 4

Consideramos o fibrado linha canonico v} = (E, x,S') e o grupo H'(E, Ey; Zs). E
possivel verificar que o espago total E é homeomorfo a faixa de Mobius M (ver [7],
p.17). Além disso, temos que Fy é um retrato por deformagao do bordo da faixa de
Mobius OM (ver [10], p.25).

Consideramos P? como uma colagem da faixa de Mobius com o disco D?, isto
é, P> = M U D% Temos a seguinte inclusao de conjuntos, OM C M C P?. Dai,
usando o Teorema de Excisao em Cohomologia (Axioma 6 de cohomologia), segue que
HY(M,0M;Z,) = HY(P? O;Z,), onde O é homeomorfo ao disco D?. Desde que O é
contratil (Exemplo 1.10), segue que H'(P?, 0;Z,) = H'(P? Z,).

Portanto, temos

HY(E, Ey; Zs) = H'(M,0M; Zs) = H'(P?, 05 Z,) = H' (P L)

Denotamos por f : HY(E, Ey; Zy) — H'(P?;Zs) o isomorfismo estabelecido acima.

Desde que a classe de cohomologia fundamental u ¢ nao nula, segue que u = f~!(a),
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3. Teoria de Obstrucao

onde a é o gerador de H'(P?;Z,). Assim,

wi(n) = f(Sq'(w) = flu—u) =a —a#0.

Como H'(P";Z,) é isomorfo & Zs para todo i = 0,...,n (ver [4], p.154), segue que
a — a gera H*(P?;Zy) = HY (P, Zy).

Para concluir, notamos que o que foi feito acima vale para quaisquer fibrados veto-
riais. Com isto, para que as classes de Stiefel-Whitney definidas via teoria de obstrugao
satisfaca os axiomas, basta considerar o seguinte fibrado vetorial £ = (V,.(TM),m, M)

apresentado no Exemplo 2.4.

Exemplo 3.1. Consideramos o fibrado tangente (7) de S™. A classe total de Stiefel-
Whitney é w(r) = 1. De fato, desde que S* C R""! é variedade diferencidvel, pelo
Teorema da Dualidade de Whitney segue que w;(7) = w; *(v), para todo i > 0, onde v
é o fibrado normal de S". Como dim(T,S")* = 1, qualquer p € S" é um vetor normal
de T,,S™ para todo p € S", segue que p € (T,S™)*. Assim, seja s : S* — E(v) aplicagao
dada por s(z) = (z,x). Temos que s é uma se¢do nunca nula e pelo Teorema 2.2,
segue que v é fibrado trivial. Portanto, wyo(v) =1 e w;(rv) = 0 para todo i > 0. Entéo
wy'(v) = 1ew; ' (v) =0, para todo i > 1. Logo, para todo i > 1, w;(7) = w; ' (v) = 0,

ou seja, w(t) = 1.

Exemplo 3.2. Para o fibrado linha canonico +!, a classe total de Stiefel-Whitney sobre
P" ¢ dada por w(v,)) =1+ a, onde (a) = H*(P"; Zy).

Seja h : P! — P" a aplicacdo inclusao nos espagos base dos fibrados 71 e 1. Pelo
axioma da naturalidade, temos h*(wy(7})) = wi(i), para todo k > 0. Como 7} é
fibrado linha, segue que wg(y!) = 0 para todo k > 1. Além disso, pelo Axioma 4,
wy(71) = b, onde (b) = H'(P;Z,). Assim, concluimos que h*(wy (7)) = wi(71) = b e,
portanto, wy () = a, pois A* é homomorfismo. Logo, w(7}) = wo(}) +wi (7)) +--- =

1+ a.

n+1

Com isto, temos que 7, C ept ' (fibrado trivial). O exemplo a seguir mostra que

todas as n classes e Stiefel-Whitney de um n-fibrado podem ser nao nulas.
Exemplo 3.3. Seja v+ o fibrado complemento ortogonal e ) em ept !, Entdo
wyH) =1+a+d*+---+a™

De fato, desde que 7} & v+ =2 et ¢ trivial, temos w(y?) = w™(7)).
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3. Teoria de Obstrucao

Como wy(v)) = 0 para todo k > 1, obtemos

pois.

) = ak.

Usando inducao e o fato que a gera H'(P"; Z,), vamos verificar que w,;l(v}z

Para k = 1, usamos o Axioma 4 e, obtemos w; ' (7}) = wy (1) — wy ' (7}) = a.

Agora, supomos w;, ' (72) = a*. Entdo,

wiil(%i) = wl(%i) ~ wizl(%lL) =a— a" =d"?

e, portanto, w(y*) =1+a+a®+--- +a"
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Anexo

Grau de uma aplicacao

Desde que conhecemos o grupo H,(S"; R) (Exemplo 1.10), podemos explorar um
pouco sobre a nocao do grau de Brower para aplicagoes f : S" — S™.

Dado f :S™ — S™, com n > 0, a aplicacdo induzida f, : H,(S";Z) — H,(S";Z) é
um homomorfismo entre grupos ciclicos infinitos e é da forma f,(«) = dya para algum
inteiro dy. Este nimero inteiro é chamado grau de Brower da aplicacao f, denotado
por deg f.

Lembramos que cada aplicagao continua f : S — S" define um elemento de 7, (S™)
([6], Lema 6.12). Como o grau de uma aplicacdo depende apenas de sua classe de
homotopia, a cada elemento a € 7,(S") podemos corresponder o numero inteiro dy,
onde d, = dy, com f € a.

Apresentamos agora algumas propriedades do grau de Brower. Sejam f,g : S" —

S™, entao:
i) deg Id = 1;
ii) Se f ~ g, entao deg f = deg g;

iii) deg(f o g) = deg(f)deg(g). Consequentemente, se f for uma equivaléncia ho-
motodpica, deg(f)deg(g) =1, pois fo g~ Id.

Observacao 3.3. No segundo item da demonstacao na Proposicao 3.9 nos referimos

ao grau da aplicacao de Gauss

p:S" - S"
o(x)
~ o)l

onde v denota um campo vetorial (como definido em 1.4). Este grau serd o grau de

Brower da aplicacao .

Para mais informagoes sobre, veja [4], pagina 134.
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