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Resumo

Neste trabalho, introduzimos e estudamos uma classe de quasi-normas no produto ten-

sorial de espaços de Banach definidas por meio do ambiente abstrato de classes de

sequências. São apresentadas relações dessa construção com classes de operadores so-

mantes de sorte que resultados clássicos da teoria são recuperados e novos resultados são

obtidos. Ainda pelo uso do ambiente de classes de sequências, definimos e estudamos

normas no produto tensorial inspiradas na construção da norma injetiva e estabelece-

mos suas relações com certas classes de operadores de tipo integral. Com essas normas,

além dos resultados e exemplos construídos, apresentamos uma caracterização de um

espaço de sequências mid somáveis e estabelecemos seu dual.

Palavras-chave: Espaços de Banach, classes de sequências, ideais de operadores,

produto tensorial, normas tensoriais, operadores somantes, operadores integrais.
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Abstract

In this work we introduce and study a class of quasi-norms on the tensor product

of Banach spaces defined by means of the abstract environment of sequence classes.

Relationships of this construction with classes of summing operators are presented

from which classical results of the theory are recovered and new results are obtained.

Still using the sequence classes environment, we define and study norms in the tensor

product inspired by the construction of the injective norm and establish their relations

with certain classes of integral type operators. With these norms, in addition to the

results and examples constructed, before we present a characterization of a space of

mid summable sequences and establish its dual.

Keywords: Banach spaces, sequence classes, operator ideals, tensor product, tensor

norms, summing operators, integral operators.
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Notações

• N denota o conjunto {1, 2, 3, . . .}.

• R e C denotam os corpos dos números reais e dos números complexos, respecti-

vamente.

• K representa o corpo R ou C.

• p∗ denota o conjugado do número 1 < p < ∞, isto é, 1
p

+ 1
p∗

= 1. Também

definimos p∗ =∞ como conjugado de p = 1 e vice-versa.

• As letra E,F,G,H,L,M e N representarão conjuntos e/ou espaços vetoriais

e/ou normados e/ou de Banach sobre K dependendo do contexto. Para n ∈ N, o

símbolo En significa E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n parcelas

.

• E# denota o dual algébrico do espaço E e E ′ denota o seu dual topológico.

• Ê denota o completamento do espaço E.

• BE denota a bola unitária fechada do espaço E.

• E ⊗ F denota o produto tensorial dos espaços vetoriais E e F .

• E ⊗α F representa o produto tensorial munido de uma norma razoável α e seu

completamento por E⊗̂αF .

• X ou X(·) denota uma classe de sequências.

• Xdual ou Xdual(·) denotam a classe de sequências dual de X, no sentido da Defi-

nição 1.4.7.



• Xmid
p ou Xmid

p (·) denota a classe de sequências mid (X, p)-somável.

• X ′ ou X ′(·) denotam a classe de sequências dual de X, no sentido da Definição

3.1.1.

• F(E) denota a coleção de todos subespaços de dimensão finita de E.

• CF(E) denota a coleção de todos subespaços de codimensão finita de E.

• A sequência (0, 0, . . . , 0, x, 0, 0, . . .), onde x aparece na j-ésima coordenada, será

denotada por x · ej.

• (xj)
n
j=1 representa a sequência (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .).

• IM : M −→ E denota o operador inclusão do subespaço M no espaço E.

• JE denota o mergulho canônico de E em E ′′.

• E 1
= F significa que os espaços E e F são isometricamente isomorfos.

• E K
↪→ F significa E ⊆ F e que ‖x‖F ≤ K ‖x‖E para todo x ∈ E.

• L(E;F ) denota o espaço dos operadores lineares de E em F .

• L(E;F ) denota o espaço dos operadores lineares e contínuos de E em F .

• T ′ ∈ L(F ′;E ′) denota o operador adjunto de T ∈ L(E;F ).

• B(E,F ;G) denota o espaço das aplicações bilineares de E × F em G. Quando

G = K, temos o espaço das formas bilineares sobre E × F , denotado apenas por

B(E,F ).

• B(E,F ;G) denota o espaço das aplicações bilineares e contínuas de E × F em

G. O espaço das formas bilineares contínuas será denotado por B(E,F ).

• BI(E,F ) denota o espaço das formas bilineares integrais sobre E × F .

• LI(E;F ) denota o espaço dos operadores lineares integrais de E em F .

• BIp,qX,Y (E,F ) denota o espaço das formas bilineares (
p,q

X, Y )-integrais.

• [A, β] denota um ideal de Banach.

xiii



• Πq,p denota a classe de todos os operadores absolutamente (q, p)-somantes.

• Dq,p denota a classe de todos os operadores Cohen fortemente (q, p)-somantes.

• LX1,...,Xn;Y denota a classe dos operadores multilineares (X1, . . . , Xn;Y )-somantes.

• conv(Ω) denota a envoltória convexa do conjunto Ω.

• Γ(Ω) denota a envoltória absolutamente convexa do conjunto Ω.

• C(Ω) denota o espaço de Banach das funções contínuas definidas no espaço to-

pológico compacto Ω.

• Mb(Ω) denotará o espaço de todas as medidas complexas, se (Ω,Σ) um espaço

mensurável, ou o espaço de todas as medidas regulares complexas, se Ω for um

espaço Hausdorff localmente compacto e Σ a σ-álgebra de Borel em Ω.

• Prob(Ω) denota o conjunto formado por todas as medidas de probabilidade de

Borel regular no espaço Hausdorff compacto Ω.

• D(Ω) denota o conjunto formado por todas as medidas de Dirac no espaço Haus-

dorff compacto Ω com a σ-álgebra de Borel.

xiv



Introdução

A teoria de produtos tensoriais topológicos que conhecemos teve início com os

trabalhos de R. Schatten na década de 1930. O seu primeiro livro sobre essa teoria,

intitulado “A theory of cross-spaces” [46], publicado no ano de 1950, já apresentava

os fundamentos e o que havia sido desenvolvido na época. Um pouco depois, em seu

famoso trabalho “Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques”

[23] de 1956, A. Grothendieck apresentou a importância e versatilidade da teoria dos

produtos tensoriais na Análise Funcional. Ele não só aplicou o produto tensorial na

teoria de operadores e espaços de Banach, como também investigou a atualmente de-

nominada “teoria local”: o estudo dos espaços de Banach em termos de subespaços de

dimensão finita. A complexidade do trabalho de Grothendieck fez com que ele fosse

bem compreendido apenas alguns anos depois de sua publicação, sendo Lindenstrauss

e Pełczyński, em [29], os primeiros a contribuir para o seu melhor entendimento, rees-

crevendo essas ideias de forma mais acessível.

Apesar do pioneirismo de Schatten, sua teoria não avançou a ponto de prover

resultados úteis de dualidade, quando estavam envolvidos espaços de Banach mais

gerais. Isso ocorreu porque sua definição de norma tensorial dual o levou a ter vários

problemas. De fato, por lidar bem com esse e com muitos outros aspectos da teoria é

que os trabalhos de Grothendieck são considerados como marcos históricos das teorias

envolvidas.

É bem conhecido que as teorias de produto tensorial e a de (ideais de) operadores

estão intimamente relacionadas, embora, em geral, sejam desenvolvidas e/ou traba-

lhadas separadamente. Um exemplo disso é o estudo da classe dos operadores lineares

absolutamente somantes, que tem sua origem nos trabalhos de Grothendieck, por abor-



dagem tensorial, mas que são muito estudadas, como nos trabalhos de A. Pietsch (ver

por exemplo [39]), usando caracterizações por desigualdades, por integrais, dentre ou-

tras. De fato, a teoria de ideais de operadores lineares, que inclui o estudo da classe

dos operadores absolutamente somantes, foi profundamente explorada por Piestch no

livro [40] (principal referência na teoria de ideais) com pouco uso de técnicas relacio-

nadas a produtos tensoriais, o que ainda ocorre com muitos dos trabalhos produzidos

recentemente.

Uma direção bem comum presente na pesquisa relacionada à teoria de produtos

tensoriais e ideais de operadores nas últimas décadas procura dar conta de responder

perguntas como estas: dado um ideal de Banach A, é possível determinar uma norma

razoável α no produto tensorial E⊗F (E e F espaços de Banach) tal que (E⊗α F )′ =

A(E;F ′)? Ou ainda a pergunta associada: dada uma norma α, quais as características

do ideal A tal que (E ⊗α F )′ = A(E;F ′)? Também está associado a essa direção o

estudo de propriedades da norma α e da classe A, como por exemplo, o estudo da

maximalidade do ideal A e relações de inclusão entre a classe A(E;F ) e outras bem

conhecidas. Podemos citar vários trabalhos nessa linha como, por exemplo, [1, 4, 17,

19, 21, 28, 30, 31, 32, 33, 35, 45], além das referências neles contidas.

Também é fato que produtos tensoriais, em certos casos, podem ser identificados

com espaços de sequências a valores vetoriais. Como exemplos disso temos E⊗̂εc0
1
=

c0(E) (veja [45, Example 3.3]) e E⊗̂π`p
1
= `p 〈E〉 (ver [38, Section 2.]). Motivado por

esse fato, uma questão pertinente a se responder seria: dado um espaço de sequências

X(E), existem uma norma α e um espaço F tais que E⊗̂αF
1
= X(E)?

Dentro da teoria de ideais de operadores, uma grande quantidade de pesquisa

foi direcionada ao estudo de classes definidas ou caracterizadas pela transformação de

sequências vetoriais. Por exemplo, a classe dos operadores absolutamente p-somantes

pode ser caracterizada pela transformação de sequências fracamente p-somáveis em

absolutamente p-somáveis. Trabalhos nessa linha de estudo versam, por exemplo, sobre

a definição e estudo de novas classes, generalizações para contextos não lineares e

estudos de resultados de inclusão, dualidade e de fatoração. O leitor pode encontrar

vários aspectos dessa teoria nos trabalhos [2, 6, 7, 11, 17, 19, 20, 41], por exemplo.

Em [10], G. Botelho e J. R. Campos apresentam uma abordagem unificadora

para ideais de operadores definidos ou caracterizados pela transformação de sequências
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vetoriais. Para isso, eles definem um ambiente abstrato, baseado no conceito de classes

de sequências, que modela os vários objetos e propriedades necessárias a esse fim. Essa

abordagem abstrata generaliza ideais de operadores somantes no sentido de recuperar

vários ideais conhecidos, como casos particulares da teoria, e apresentar novas classes.

O ambiente de classes de sequências vem sendo aplicado como ferramenta e como

base de novas construções abstratas, tanto no contexto linear quanto no contexto não

linear, e exemplos disso podem ser vistos nos trabalhos [11, 14, 42, 43]. É importante

comentar que o ambiente abstrato apresentado em [47] também pode ser usado para

caracterizar operadores somantes.

Neste trabalho, apresentamos uma generalização de quasi-normas e normas no

produto tensorial, que envolvem espaços de sequências vetoriais em sua definição,

usando o conceito de classes de sequências. Exemplos de objetos dessa natureza que

podem ser assim modelados são as normas de Chevet-Saphar (veja [45, Section 6.2]),

a norma definida no trabalho [17] de J. S. Cohen e a quasi-norma definida por M.

Matos em [33]. Com isso, este ambiente abstrato acomoda resultados bem conhecidos

da teoria e novos resultados são apresentados como aplicações. Apresentamos também

um estudo sobre o comportamento local de certas classes de operadores somantes e es-

tabelecemos sua relação com o dual tensorial quando este é munido com a quasi-norma

(ou norma) abstrata adequada. Como aplicações, estudamos a maximalidade de ideais

de operadores somantes e ainda relações de inclusão entre as classes de operadores

associadas.

Com base na definição da norma injetiva, introduzimos também normas no pro-

duto tensorial envolvendo classes de sequências em sua definição e estabelecemos suas

relações com certas classes de operadores de tipo integral. Por se tratarem de concei-

tos novos, até onde sabemos, todos os resultados obtidos com essas normas são inédi-

tos. Além de vários resultados e exemplos apresentados, caracterizamos um espaço de

sequências mid somáveis e o seu dual.

O trabalho está dividido em três capítulos e dois apêndices. O primeiro ca-

pítulo é composto de preliminares, ou seja, definições, notações e resultados prévios

que serão necessários para o desenvolvimento do texto. No segundo, generalizamos

quasi-normas definidas no produto tensorial, caracterizadas por envolver espaços de

sequências. Apresentamos resultados sobre o comportamento local, maximalidade e

xvii



inclusões dos ideais e classes de operadores. No terceiro, definimos normas abstratas

no produto tensorial inspiradas pela norma injetiva e, com isso, obtemos uma série de

construções, exemplos e resultados, como a caracterização de um espaço de sequências

mid somáveis e seu dual.

Por fim, o leitor deve perceber que muitos resultados clássicos e bem conhecidos

de Análise Funcional são utilizados indistintamente ao longo da tese, sem menção ou

indicação de referências.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, relembramos algumas definições, notações e resultados que serão

necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Buscamos, assim, colecionar fun-

damentos que entendemos ser indispensáveis para o trato de cada tema abordado ao

longo da tese.

Os resultados aqui citados encontram-se, pelo objetivo do capítulo, sem demons-

trações. Alguns deles, por serem de trabalhos recentes ou por conveniência, estão

devidamente referenciados. As principais referências usadas como fontes foram os tra-

balhos [9, 10, 12, 19, 45].

1.1 Fundamentos, espaços de sequências e operadores
somantes

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados que permeiam todas as

partes do trabalho. Começamos apresentando alguns conceitos e resultados de Análise

Funcional, embora, é claro, usemos muitos outros resultados clássicos da teoria ao longo

do trabalho sem maiores referências.

Um subconjunto N do dual E ′ de um espaço de Banach E é dito normante para

E se

‖x‖ = sup {|ϕ(x)| : ϕ ∈ N e ‖ϕ‖ ≤ 1} para todo x ∈ E.

O Teorema de Hahn-Banach nos diz que BE′ é normante para E. Considerando



o mergulho canônico JE : E −→ E ′′, é bem conhecido que JE(E) é normante para E ′

e, com isso,

‖ϕ‖ = sup
Φ∈BE′′

|Φ(ϕ)| = sup
x∈BE

|JE(x)(ϕ)| para todo ϕ ∈ E ′.

Sendo T ∈ L(E;F ), denotamos por T ′ ∈ L(F ′;E ′) o operador adjunto de T .

Proposição 1.1.1 [9, Proposição 4.3.11.] Seja T ∈ L(E;F ). Então, T ′ ∈ L(F ′;E ′) e
‖T ′‖ = ‖T‖ . Mais ainda, se T é um isomorfismo (isométrico), então T ′ também é um
isomorfismo (isométrico).

Seja L um subespaço do espaço de Banach E. Dizemos que L tem codimensão

finita se existe um espaço de dimensão finita N ⊂ E tal que L+N = E e L∩N = {0}.

A codimensão de L é a dimensão de N , ou seja, codim L = dim N = dim (E/L).

É bom deixar claro que nem todo subespaço de codimensão finita é fechado. A

partir de agora, sempre que tratarmos do espaço quociente E
L
estaremos considerando

que o espaço de codimensão finita L é fechado. Denotamos por QL : E −→ E
L

a

aplicação quociente usual.

Denotamos por F(E) a coleção de todos subespaços de dimensão finita de E e

por CF(E) a coleção de todos subespaços de codimensão finita de E.

Sejam E um espaço normado e M um subconjunto não vazio de E. O anulador

de M é definido por M⊥ = {ϕ ∈ E ′ : ϕ(x) = 0 para todo x ∈M}.

Alguns resultados bem conhecidos que relacionam os conceitos acima são apre-

sentados abaixo.

Proposição 1.1.2 [9, Exercício 3.6.13.] Se E é um espaço normado eM um subespaço
fechado de E, então M⊥ é isomorfo isometricamente a

(
E
M

)′
.

O isomorfismo da proposição acima é dado pela aplicação Q′M :
(
E
M

)′ −→ M⊥,

onde Q′M(ϕ)(x) = ϕ([x]) para ϕ ∈
(
E
M

)′ e x ∈M.

Proposição 1.1.3 [45, pág. 67] Seja F um espaço de Banach. Se N ∈ F(F ′), então
existe L ∈ CF(F ) tal que

(
F
L

)′ é isomorfo isometricamente a N .
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Espaços de sequências a valores vetoriais

Dado um espaço de Banach E, consideramos espaços de sequências formadas por

elementos de E que satisfazem uma determinada condição. Estamos interessados, prin-

cipalmente, em boas propriedades desses espaços, como, por exemplo, sua completude.

Os espaços

`∞(E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN : ‖(xj)∞j=1‖∞ = sup

j
‖xj‖ <∞

}
,

e

c0(E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN : lim

j→∞
‖xj‖ = 0

}
,

com a norma herdada do `∞(E), são respectivamente, os espaços de Banach das sequên-

cias (fortemente) limitadas e nulas em norma a valores em E. O espaço c0(E) é fechado

em `∞(E).

Uma sequência (xn)∞n=1 em E é dita eventualmente nula se existe n0 ∈ N tal

que ‖xn‖ = 0 sempre que n ≥ n0. Denotamos por c00(E) o espaço vetorial de to-

das as sequências eventualmente nulas. O espaço c00(E) não é fechado em c0(E) e

consequentemente não é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖∞.

Para p ∈ [1,∞), os espaços

`p(E) :=

(xj)
∞
j=1 ∈ EN :

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
p

:=

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
)1/p

<∞

 ,

`wp (E) :=

(xj)
∞
j=1 ∈ EN :

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,p

:= sup
ϕ∈BE∗

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
)1/p

<∞


e

`up(E) =
{

(xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E) : lim

k
‖(xj)∞j=k‖w,p = 0

}
,

com a norma herdada de `wp (E), são, respectivamente, os espaços de Banach das sequên-

cias absolutamente, fracamente e incondicionalmente p-somáveis a valores em E. O

espaço `up(E) é fechado em `wp (E).

Para 1 ≤ p < ∞, é conhecido que `wp (E ′)
1
= L(E; `p) (para mais detalhes desses

fatos, veja [45, pág. 134]) por meio da aplicação que associa ϕ = (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wp (E ′) ao

operador Tϕ ∈ L(E; `p) dado por Tϕ(x) = (ϕj(x))∞j=1. Disso, chega-se a uma forma
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alternativa de se calcular a norma de uma sequência (ϕj)
∞
j=1 em `wp (E ′), por

∥∥(ϕj)
∞
j=1

∥∥
`wp (E′)

= sup
x∈BE

(
∞∑
j=1

|ϕj(x)|p
) 1

p

.

No que segue, sendo 1 < p < ∞, denotamos por p∗ o conjugado de p, isto é, o

único numero real tal que 1 = 1
p

+ 1
p∗ . Também definimos p∗ =∞ como conjugado de

p = 1 e vice-versa.

Uma sequência (xn)∞n=1 em E é dita Cohen fortemente p-somável se a série∑∞
n=1 |ϕn(xn)| convergir para toda (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E

′). O que equivale a dizer que a

sequência (ϕn(xn))∞n=1 ∈ `1 para toda (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E
′). Denotamos por `p〈E〉 o

espaço vetorial de todas as sequências Cohen fortemente p-somáveis de E.

A definição original apresentada por Cohen em [17] é a seguinte: uma sequência

(xn)∞n=1 em E é Cohen fortemente p-somável se a série
∑∞

n=1 ϕn(xn) convergir para

qualquer que seja (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E ′). Em [15] foi demonstrado que essas definições são

equivalentes.

A função ‖·‖`p〈E〉 : `p〈E〉 −→ R dada por

‖(xn)∞n=1‖`p〈E〉 := sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(xn))∞n=1‖`1(K)

define uma norma completa em `p〈E〉. Para p = 1, tem-se `1〈E〉 = `1(E).

Vamos apresentar agora um espaço de sequências introduzido por A. Karn e D.

Sinha em 2014, no trabalho [27], e que foi revisitado em [11].

Sejam 1 ≤ p <∞ e E um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é dita

mid p-somável se ((ϕn(xj))
∞
n=1)∞j=1 ∈ `p(`p)

(
o que equivale a

(
(ϕn(xj))

∞
j=1

)∞
n=1
∈ `p(`p)

)
sempre que (ϕn)∞n=1 ∈ `wp (E ′). Denotamos por `mid

p (E) o espaço vetorial de todas as

sequências mid p-somáveis.

A função ‖·‖`mid
p (E) : `mid

p (E) −→ R dada por

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
`mid
p (E)

: = sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp (E′)

(
∞∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp (E′)

(
∞∑
n=1

∞∑
j=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

define uma norma completa em `mid
p (E).
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É fato que os espaços `mid
p (E) e `up(E), em geral, são incomparáveis no seguinte

sentido: existem 1 ≤ p1, p2 <∞ e espaços de Banach E e F tais que `up1(E) * `mid
p1

(E)

e `mid
p2

(F ) * `up2(F ) ([11, Example 1.7]).

Sejam E e F espaços de Banach. A notação E
K
↪→ F significa que E ⊆ F e

‖x‖F ≤ K ‖x‖E para todo x ∈ E.

Para todo 1 ≤ p <∞, vale a cadeia

c00(E) ⊆ `p〈E〉
1
↪→ `p(E)

1
↪→ `mid

p (E)
1
↪→ `wp (E)

1
↪→ `∞(E) (1.1)

e também `p(E)
1
↪→ `up(E)

1
↪→ `wp (E), para qualquer espaço de Banach E. Além disso,

os Teoremas dos tipo Dvoretzky-Rogers (veja [15, 20]) nos garantem que

`p〈E〉 = `p(E) = `wp (E)

se, e somente se, a dimensão de E é finita.

Por fim, apresentamos um espaço de sequências introduzido recentemente no

trabalho [16], o qual generaliza o espaço das sequências mid p-somáveis.

Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e E um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E

é dita mid (q,p)-somável se ((ϕn(xj))
∞
n=1)∞j=1 ∈ `q(`p) sempre que (ϕn)∞n=1 ∈ `wp (E ′).

Denotamos por `mid
q,p (E) o espaço vetorial de todas as sequências mid (q, p)-somáveis.

Naturalmente, se q = p, recuperamos o espaço `mid
p (E).

A função ‖·‖`mid
q,p (E) : `mid

q,p (E) −→ R dada por

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
`mid
q,p (E)

: = sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) q

p

 1
q

define uma norma completa em `mid
q,p (E).

Proposição 1.1.4 [16, Proposition 2.4] Para todos q e p,

`q(E)
1
↪→ `mid

q,p (E)
1
↪→ `wq (E),

para cada espaço de Banach E.

Proposição 1.1.5 [16, Proposition 2.9] Se q ≤ p ≤ s ≤ r, então

`mid
q,p (E)

1
↪→ `mid

r,s (E),

para cada espaço de Banach E.
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Operadores somantes

No contexto da teoria de operadores, muitas classes de operadores lineares são

caracterizados por uma propriedade de transformação de sequências a valores vetoriais.

O caso mais conhecido é o da classe dos operadores absolutamente somantes: um

operador linear T : E → F é dito absolutamente p-somante se transforma sequências

fracamente p-somáveis de E em sequências absolutamente somáveis de F .

De modo mais geral, sejam 1 ≤ p ≤ q < ∞ e T : E −→ F um operador linear

contínuo entre espaços de Banach. Dizemos que T é absolutamente (q, p)-somante (ou

simplesmente (q, p)-somante), se operador induzido

T̃ : `wp (E) −→ `q(F ), dado por (xj)
∞
j=1 7→ (T (xj))

∞
j=1,

está bem definido. O espaço vetorial formado por todos os operadores (q, p)-somantes

de E em F será denotado por Πq,p(E;F ). Quando p = q, denotamos por Πp(E;F ) o

espaço dos operadores absolutamente p-somantes. Para um estudo aprofundado sobre

essa classe, com caracterizações que utilizaremos no nosso texto, recomendamos [10] e

[20].

Em ([39, page 338]), Pietsch mostrou que o operador identidade de `1 em `2 é

absolutamente 2-somante, mas que seu adjunto de `2 em `∞ não é 2-somante. Motivado

por esse fato, em [17], Cohen define o espaço das sequências Cohen fortemente p-

somáveis e uma nova classe de operadores que caracteriza o adjunto de operadores

absolutamente p-somantes. A classe em questão é apresentada a seguir.

Sejam 1 < p ≤ ∞ e T : E −→ F um operador linear contínuo entre espaços de

Banach. Dizemos que T é Cohen fortemente p-somante se operador induzido

T̃ : `p(E) −→ `p〈F 〉, dado por (xj)
∞
j=1 7→ (T (xj))

∞
j=1,

está bem definido. O espaço vetorial formado por todos os operadores Cohen fortemente

p-somantes de E em F será denotado por Dp(E;F ). Para um estudo mais aprofundado

sobre essa classe, recomendamos [15] e [17].

Em [5], H. Apiola generaliza a classe Dp(E;F ) definindo a classe dos operadores

Cohen fortemente (q, p)-somantes, aqueles onde o operador induzido T̃ : `p(E) −→

`q〈F 〉 está bem definido. O espaço vetorial formado por todos os operadores Cohen
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fortemente (q, p)-somantes de E em F será denotado por Dq,p(E;F ). Claro, quando

q = p temos o caso Cohen fortemente p-somante.

Outras classes de operadores somantes, caracterizadas por transformações de

sequências na cadeia (1.1), serão abordadas ao longo do texto, como o caso dos ope-

radores mid somantes (ver [11] e [27]). Teremos em mente as ideias aqui discutidas

sempre que apresentarmos e trabalharmos com classes de operadores dessa natureza.

1.2 Produto tensorial de espaços de Banach

Nesta seção apresentamos alguns resultados importantes da teoria que serão ne-

cessários ao longo deste texto. Para um estudo detalhado sobre o produto tensorial

entre espaços de Banach recomendamos a leitura de [19] e [45].

Sejam E e F espaços vetoriais sobre K. Denotamos por x ⊗ y o funcional dado

pela avaliação de uma forma bilinear A no ponto (x, y) ∈ E × F , isto é,

x⊗ y : B(E,F ) −→ K, (x⊗ y)(A) = A(x, y).

O funcional x⊗y é chamado tensor elementar e o subespaço do dual algébrico B(E,F )#

gerado pelos elementos x⊗ y, com x ∈ E e y ∈ F , será chamado de produto tensorial

de E por F , denotado por E ⊗F . Chamamos os elementos de E ⊗F de tensores. Em

símbolos,

E ⊗ F = span {x⊗ y : x ∈ E, y ∈ F}

e, portanto, um tensor típico em E⊗F tem a forma
∑n

j=1 λjxj⊗yj, onde λj ∈ K, xj ∈ E

e yj ∈ F , com 1 ≤ j ≤ n, ou ainda a forma u =
∑n

j=1 zj ⊗ yj, onde zj = λjxj. Sem

perda de generalidade, utilizaremos indistintamente qualquer uma das representações.

Podemos avaliar se um tensor u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj é nulo calculando
∑n

j=1A(xj, yj)

para cada forma bilinear A ∈ B(E,F ). No entanto, existem formas mais eficientes,

como mostra a seguinte proposição:

Proposição 1.2.1 [45, Proposition 1.2] Seja u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F . São equiva-
lentes:

(i) u = 0;

(ii)
∑n

j=1 ϕ(xj)ψ(yj) para todos ϕ ∈ E#, ψ ∈ F#;
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(iii)
∑n

j=1 ϕ(xj)yj = 0 para todo ϕ ∈ E#;

(iv)
∑n

j=1 ψ(yj)xj = 0 para todo ϕ ∈ F#.

Aplicações bilineares podem ser identificadas com aplicações lineares definidas

no produto tensorial de espaços vetoriais. Esse é um dos aspectos mais importantes e

úteis da teoria.

Teorema 1.2.2 [45, Proposition 1.4] Sejam E,F e G espaços vetoriais sobre K. Para
cada aplicação bilinear A : E×F −→ G existe uma única aplicação linear Ã : E⊗F −→
G tal que A(x, y) = Ã(x⊗ y) para todos x ∈ E, y ∈ F . Além disso, a correspondência
A←→ Ã é um isomorfismo entre os espaços vetoriais B(E,F ;G) e L(E ⊗ F ;G).

A aplicação Ã acima é chamada a linearização da forma bilinear A.

Sejam S : E −→ G e T : F −→ H aplicações lineares. Definimos a aplicação

linear S⊗T : E⊗F −→ G⊗H, chamada produto tensorial das aplicações lineares S e

T , como a linearização da aplicação bilinear A : E ×F −→ G⊗H dada por A(x, y) =

S(x)⊗ T (y). Assim, temos S ⊗ T (x⊗ y) = S(x)⊗ T (y) para todo (x, y) ∈ E × F .

Um fato interessante é que podemos identificar tensores de diversas formas. Por

exemplo, cada tensor u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj gera uma aplicação linear

Lu : E# −→ F dada por ϕ 7→ Lu(ϕ) =
n∑
j=1

ϕ(xj)yj.

Note que a Proposição 1.2.1 garante que a aplicação linear u 7−→ Lu é injetiva. Daí

temos a identificação E ⊗ F ⊂ L(E#;F ).

Os elementos de L(E;F ) que correspondem a tensores de E#⊗F sob a identifica-

ção ϕ⊗y : E −→ F , dada por ϕ⊗y(x) = ϕ(x)y, são aplicações lineares de posto finito,

isto é, aplicações cuja imagem é um subespaço de dimensão finita em F . Assim, quando

T ∈ L(E;E) é de posto finito, podemos representá-lo na forma T =
∑n

j=1 ϕj⊗xj, com

x1, . . . , xn ∈ E e ϕ1, . . . , ϕn ∈ E ′.

Definimos o traço de T por

tr(T ) :=
n∑
j=1

ϕj(xj)

e, naturalmente, esse valor independe da representação.

Vamos agora apresentar algumas normas usuais no produto tensorial.
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Sejam E e F espaços de Banach. Para cada tensor u ∈ E⊗F , a norma projetiva

de u é definida como sendo o número

π(u) := inf

{
n∑
j=1

‖xj‖ ‖yj‖ : u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
,

onde o ínfimo é tomado sobre todas as representações de u. Denotamos por E ⊗π F o

produto tensorial E ⊗ F munido da norma projetiva π e por E⊗̂πF o completamento

de E ⊗π F . O espaço de Banach E⊗̂πF será chamado produto tensorial projetivo.

No Teorema 1.2.2 vimos que o produto tensorial E ⊗ F lineariza aplicações bi-

lineares definidas em E × F . O próximo resultado nos diz que o produto tensorial

projetivo lineariza as aplicações bilineares contínuas.

Teorema 1.2.3 [45, Proposition 2.9] Seja A ∈ B(E,F ;G) uma aplicação bilinear con-
tínua. Então, existe um único operador linear contínuo Ã : E⊗̂πF −→ G satisfazendo
Ã(x⊗ y) = A(x, y) para todos x ∈ E, y ∈ F . Além disso, a correspondência A←→ Ã

é um isomorfismo isométrico entre os espaços B(E,F ;G) e L(E⊗̂πF ;G).

Assim, se G = K no Teorema 1.2.3, temos B(E,F )
1
=
(
E⊗̂πF

)′. Com essa iden-

tificação, a ação de uma forma bilinear contínua A como um funcional linear contínuo

em E⊗̂πF é dada por A
(∑n

j=1 xj ⊗ yj
)

=
∑n

j=1 A(xj, yj).

Não é difícil verificar que

B(E,F )
1
= L(E;F ′)

1
= L(F ;E ′),

por meio das aplicações

Ψ1 : B(E,F ) −→ L(E;F ′) e Ψ2 : B(E,F ) −→ L(F ;E ′) (1.2)

A 7−→ Ψ1(A)(x)(y) = A(x, y) A 7−→ Ψ2(A)(y)(x) = A(x, y).

Dessa forma, a ação de um operador linear e contínuo T : E −→ F ′ como um funcional

linear contínuo em E⊗̂πF é dada por

T

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

n∑
j=1

T (xj)(yj).

Analogamente, a ação de um operador linear e contínuo S : F −→ E ′ como um

funcional linear contínuo em E⊗̂πF é dada por

S

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

n∑
j=1

S(yj)(xj).
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Vejamos agora a definição da norma injetiva. Sejam E e F espaços de Banach.

Para cada tensor u ∈ E ⊗ F, a norma injetiva de u é definida como sendo o número

ε(u) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ϕ(xj)ψ(yj)

∣∣∣∣∣ : ϕ ∈ BE′ , ψ ∈ BF ′

}
,

onde
n∑
j=1

xj ⊗ yj é uma representação qualquer de u. Denotamos por E⊗ε F o produto

tensorial E ⊗F munido da norma injetiva ε e por E⊗̂εF o completamento de E ⊗ε F .

O espaço de Banach E⊗̂εF será chamado produto tensorial injetivo.

Proposição 1.2.4 [45, Proposition 3.14.] Sejam E e F espaços de Banach e B ∈
B(E,F ). Então, B̃ é um funcional linear contínuo em E⊗̂εF se, e somente se, existe
uma medida de Borel regular µ sobre o espaço compacto BE′ × BF ′ (com a topologia
produto das respectivas topologias fraca-estrela) tal que

B(x, y) =

∫
BE′×BF ′

ϕ(x)ψ(y) dµ(ϕ, ψ) (1.3)

para todos x ∈ E, y ∈ F . Além disso, a norma de B̃ é dada por∥∥∥B̃∥∥∥ = inf ‖µ‖ ,

onde µ varia sobre o conjunto de todas as medidas que correspondem à forma bilinear
B dessa maneira e esse ínfimo é atingido.

Diz-se que uma forma bilinear B em E ×F é integral se sua linearização B̃ é um

funcional linear e contínuo sobre o produto tensorial injetivo E⊗̂εF . A norma integral

de B é definida por ‖B‖I = inf ‖µ‖ , onde o ínfimo é tomado sobre todas as medidas

de Borel regular em BE′ × BF ′ que satisfaz (1.3). O espaço de Banach das formas

bilineares integrais, munido da norma acima, é denotado por BI(E,F ). Assim, temos

(E⊗̂εF )′
1
= BI(E,F ). (1.4)

A definição de operador linear integral é obtida a partir das formas bilineares

integrais da seguinte forma: diz-se que um operador T ∈ L(E;F ) é integral se a forma

bilinear Γ(T ) : E×F ′ → K, dada por Γ(T )(x)(ψ) = ψ(T (x)), é integral. O espaço dos

operadores lineares integrais de E em F é denotado por LI(E;F ).

Tomando as normas ε e π como modelo e tendo em mente propriedades interes-

santes que o produto tensorial normado deve possuir, a teoria formula definições para
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que uma norma qualquer seja, digamos, interessante sobre um produto tensorial. Esses

tipos de propriedades serão apresentadas agora.

Sejam E e F espaços de Banach. Dizemos que uma norma α em E ⊗ F é uma

norma razoável no produto tensorial (reasonable crossnorm) se

ε(u) ≤ α(u) ≤ π(u)

para qualquer u ∈ E ⊗ F . Esse fato será denotado, de modo mais simples, de agora

em diante apenas por ε ≤ α ≤ π.

Quando for necessário especificar os espaços componentes no produto tensorial,

denotaremos a α-norma de u por α(u;E ⊗ F ). Denotamos por E ⊗α F o produto

tensorial E⊗F munido da norma razoável α e por E⊗̂αF o completamento de E⊗αF .

Sejam E1, E2, F1 e F2 espaços de Banach. Dizemos que uma norma razoável α

é uniforme se satisfaz a propriedade da aplicação métrica: se Ti ∈ L(Ei;Fi), i = 1, 2,

então

‖T1 ⊗ T2 : E1 ⊗α E2 −→ F1 ⊗α F2‖ ≤ ‖T1‖ ‖T2‖ .

Sejam α e β normas razoáveis em E ⊗ F . A relação α ≤ β significa que α(u) ≤

β(u) para qualquer u ∈ E ⊗ F . Perceba que se ϕ ∈ (E⊗̂αF )′, então existe uma

constante C > 0 tal que

|ϕ(u)| ≤ C · α(u) ≤ C · β(u)

para qualquer u ∈ E ⊗ F . Logo, ϕ ∈ (E ⊗β F )′
1
= (E⊗̂βF )′. Assim,

(E⊗̂εF )′ ⊆ (E⊗̂αF )′ ⊆ (E⊗̂βF )′ ⊆ (E⊗̂πF )′
1
= B(E,F )

1
= L(E;F ′)

1
= L(F ;E ′).

Se α é uma norma razoável uniforme, a transposta de α é a norma razoável

uniforme αt definida como segue: para cada par de espaços de Banach E,F e cada

u ∈ E ⊗ F ,

αt(u;E ⊗ F ) = α(ut;F ⊗ E),

onde a transposta ut de u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj é dada por ut =
∑n

j=1 yj ⊗ xj. Dizemos que

α é simétrica se αt = α; π e ε são simétricas. Além disso, E ⊗α F é isometricamente

isomorfo a F ⊗αtE sob a aplicação u 7→ ut. Essa aplicação estende-se por continuidade

para um isomorfismo isométrico entre E⊗̂αF e F ⊗̂αtE.

11



Uma norma razoável uniforme α é dita finitamente gerada se para cada par de

espaços de Banach E e F e cada u ∈ E ⊗ F , tivermos

α(u;E ⊗ F ) = inf {α(u;M ⊗N);u ∈M ⊗N, dimM <∞, dimN <∞} ,

tomando o ínfimo sobre toda representação de u ∈M⊗N comM ∈ F(E) e N ∈ F(F ).

De todo o exposto temos a definição de norma tensorial:

Definição 1.2.5 Uma norma tensorial em E ⊗ F é uma norma razoável, uniforme e
finitamente gerada.

As normas injetiva ε e projetiva π são normas tensoriais. Vamos apresentar mais

dois exemplos de normas tensoriais que serão muito citadas ao longo de nosso trabalho.

As normas de Chevet-Saphar são definidas para 1 ≤ p ≤ ∞, como segue

dp(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`p(F )

;u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
e

gp(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`p(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (F )

;u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
,

onde, em ambos os casos, o ínfimo é tomado sobre todas as representações de u ∈ E⊗F .

As normas dp e gp são normas tensoriais, onde gtp = dp. Mais ainda, tem-se

(E⊗̂dpF )′
1
= Πp∗(E;F ′) e (E⊗̂gpF )′

1
= Πp∗(F ;E ′),

para todos os espaços E e F (veja [45, pág. 142]).

1.3 Ideais maximais

A teoria de ideais de operadores lineares foi sistematizada por A. Pietsch no livro

[40], que exibe o conceito de ideal de operadores lineares, desenvolve a teoria geral,

investiga muitos casos particulares e exibe várias aplicações. As principais referências

desta seção são [19, 20, 45].

Definição 1.3.1 Um ideal de operadores A é um método de atribuir a cada par de es-
paços de Banach (E,F ) um subespaço vetorial A(E,F ) de L(E,F ) tal que as seguintes
condições são satisfeitas:

(I 1) ϕ⊗ y ∈ A(E,F ), para todos ϕ ∈ E ′ e y ∈ F ;
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(I 2) se E0 e F0 são espaços de Banach, então UTS ∈ A(E0, F0) sempre que U ∈
L(F, F0), T ∈ A(E,F ) e S ∈ L(E0, E).

Além disso, se para cada par (E,F ), a classe A(E,F ) é munida de uma norma β

satisfaz as condições:

(N 1) β(ϕ⊗ y) = ‖ϕ‖ ‖y‖, para todos ϕ ∈ E ′ e y ∈ F ;

(N 2) β(UTS) ≤ ‖U‖ β(T ) ‖S‖, sempre que E0 e F0 são espaços de Banach e U ∈
L(F, F0), T ∈ A(E,F ) e S ∈ L(E0, E);

(N 3) [A(E,F ), β] é um espaço de Banach;

então [A, β] é chamado um ideal de Banach de operadores ou simplesmente ideal de
Banach.

Sejam [A, β] um ideal de Banach e E e F espaços de Banach. Dizemos que o

operador T : E −→ F pertence a A∗(E;F ) se existe uma constante c ≥ 0 tal que,

independentemente dos espaços normados de dimensão finita E0 e F0 e dos operadores

U ∈ L(E0, E), S ∈ L(F, F0) e Q ∈ L(F0, E0), a composição E0
U−→ E

T−→ F
S−→

F0
Q−→ E0 satisfaz

|tr(QSTU)| ≤ c · β(Q) · ‖S‖ · ‖U‖ .

Denotamos por β∗(T ) o ínfimo tomado sobre a coleção de todas as constantes c que

fazem a desigualdade acima ser verdadeira.

Teorema 1.3.2 [20, Theorem 6.7] [A∗, β∗] é um ideal de Banach.

O ideal de Banach [A∗, β∗] é chamado o ideal adjunto de [A, β] e [A∗∗, β∗∗] é

chamado o ideal biadjunto de [A, β], ou seja, o ideal adjunto de [A∗, β∗].

Sendo M um subespaço do espaço de Banach E, denotando por IM o operador

inclusão de M em E, temos o

Teorema 1.3.3 [20, 6.8, pág. 134] Suponha que [A, β] seja um ideal de Banach e que
E e F sejam espaços de Banach. Um operador T ∈ L(E;F ) pertence a A∗∗(E;F ) se,
e somente se,

c := sup {β(QLTIM)} <∞,

onde o supremo é tomado sobre todo M ∈ F(E) e todo fechado L ∈ CF(F ). Nesse
caso, β∗∗(T ) = c.
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Dados dois ideais de Banach [A, β] e [B, γ], escrevemos

[A, β] ⊂ [B, γ]

se para quaisquer espaços de Banach E e F , temos A(E;F ) ⊂ B(E;F ) e γ(T ) ≤ β(T )

para todo T ∈ A(E;F ). Naturalmente, escrevemos

[A, β] = [B, γ]

se ambas as relações [A, β] ⊂ [B, γ] e [B, γ] ⊂ [A, β] ocorrem simultaneamente.

Proposição 1.3.4 [20, Corollary 6.9] Se [A, β] é qualquer ideal de Banach, então
[A, β] ⊂ [A∗∗, β∗∗].

Com respeito à inclusão estabelecida acima, é um fato que [A∗∗, β∗∗] é o maior

dos ideais de Banach [B, γ] que satisfaz β(T ) = γ(T ) para todo T ∈ L(E;F ), sempre

que E e F são de dimensão finita (ver, por exemplo, [20, pág. 135]).

Definição 1.3.5 ([20, pág. 135]) Dizemos que um ideal [A, β] é maximal se

[A, β] = [A∗∗, β∗∗].

Os ideais maximais são caracterizados por um comportamento local. Para apre-

sentarmos essa característica, vejamos a seguinte definição:

Definição 1.3.6 [45, pág. 198] Dizemos que um ideal de Banach [A, β] é finitamente
gerado se para cada par de espaços de Banach E e F e cada T ∈ A(E;F ), o operador

QLTIM : M −→ E −→ F −→ F

L
satisfaz β(T ) = sup {β(QLTIM)} ,

onde o supremo é tomado sobre todo M ∈ F(E) e todo fechado L ∈ CF(F ).

A partir dessa definição, apresentamos essa caracterização.

Teorema 1.3.7 [45, Theorem 8.11] Seja [A, β] um ideal de Banach. São equivalentes:

(i) [A, β] é maximal.

(ii) Existe um ideal de Banach [B, γ] tal que [A, β] = [B∗, γ∗].

(iii) [A, β] é finitamente gerado.

O resultado a seguir traduz a estreita ligação entre a teoria de ideais de operadores

e a de produto tensorial de espaços de Banach:

Teorema 1.3.8 [19, Exercise 17.2] Um ideal de operadores normados [A, β] é maximal
se, e somente se, existe uma norma tensorial α tal que

A(E;F )
1
= (E⊗̂αF ′)′ ∩ L(E;F ),

para todos espaços de Banach E e F .
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1.4 Classes de sequências

O objetivo desta seção é descrever um aparato abstrato, conhecido como classe de

sequências que permite considerar, de forma unificada, todos os espaços de sequências

vetoriais que satisfaçam determinadas propriedades. Originalmente, classes de sequên-

cias foram apresentadas em [10]. Em [12], são introduzidas novas propriedades de

classes de sequências que nos permitem falar em dualidade. Para mais detalhes reco-

mendamos ver os trabalhos supracitados, de onde retiramos as definições e resultados

dessa seção.

Sendo j ∈ N, denotamos por ej a sequência escalar (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .), onde

o número 1 aparece na j-ésima coordenada. A sequência (0, 0, . . . , 0, x, 0, 0, . . .) ∈ EN,

em que x aparece na j-ésima coordenada, será denotada por x · ej.

Uma classe de sequências X é uma aplicação que a cada espaço espaço de Banach

E corresponde um espaço de Banach X(E) ⊆ EN tal que

(i) c00(E) ⊆ X(E)
1
↪→ `∞(E) para cada espaço de Banach E.

(ii) ‖x · ej‖X(E) = ‖x‖E para cada j ∈ N.

Denotamos a classe de sequências E 7→ X(E) por X(·) ou, não havendo perigo

de ambiguidade, denotamos simplesmente por X.

Dizemos que uma classe de sequências X é finitamente determinada se para cada

(xj)
∞
j=1 ∈ EN, tem-se (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, sup

k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

<∞ e, neste

caso, ∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

= sup
k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

.

Dizemos também que uma classe de sequências X é finitamente dominada se uma

das seguintes condições abaixo é verdadeira:

(i) Existe uma classe de sequências finitamente determinada Y tal que, para todo

espaço de Banach E, X(E) é subespaço fechado de Y (E) e, para toda sequência

(xj)
∞
j=1 ∈ Y (E), (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, lim

k
‖(xj)∞j=k‖Y (E) = 0. Neste

caso, escrevemos X < Y .

(ii) Existe uma classe de sequências finitamente determinada Y tal que, para todo

espaço de Banach E, X(E) é subespaço fechado de Y (E) e, para toda sequência
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(xj)
∞
j=1 ∈ Y (E), (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, lim

k,l
‖(xj)lj=k‖Y (E) = 0. Neste

caso, escrevemos X ≺ Y .

Acima, quando dizemos que X(E) é subespaço fechado do espaço de Banach

Y (E), queremos dizer que X(E) é subespaço vetorial de Y (E) e ‖ · ‖X(E) = ‖ · ‖Y (E)

em X(E).

É importante perceber que se (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e X é finitamente dominada, então

também temos ‖(xj)∞j=1‖X(E) = supk ‖(xj)kj=1‖X(E).

Vejamos agora uma série de outras propriedades interessantes que uma classe de

sequências pode possuir. Começamos com um comportamento associado a um tipo de

operador induzido entre espaços de sequências.

Uma classe de sequências X é dita linearmente estável se para quaisquer espaços

de Banach E e F e para qualquer T ∈ L(E;F ), tem-se (T (xj))
∞
j=1 ∈ X(F ) sempre que

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e que o operador linear induzido

T̂ : X(E) −→ X(F ), T̂ ((xj)
∞
j=1) = (T (xj))

∞
j=1

é contínuo, com
∥∥∥T̂∥∥∥ = ‖T‖ . Isto nos diz que

∥∥(T (xj))
∞
j=1

∥∥
X(F )

≤ ‖T‖
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

,

sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e T ∈ L(E;F ).

Uma classe de sequências X é dita esfericamente completa se, para toda (xj)
∞
j=1 ∈

X(E), as sentenças abaixo são verdadeiras:

(i) (λjxj)
∞
j=1 ∈ X(E) sempre que (λj)

∞
j=1 ∈ KN e |λj| = 1 para todo j.

(ii) Sendo (λj)
∞
j=1 como em (i), vale

∥∥(λjxj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

.

Uma questão importante diz respeito a como uma classe de sequências se com-

porta observando subespaços ou cópias de um espaço de Banach. Em nosso caso,

estamos interessados em sequências finitas.

Uma classe de sequências X é dita finitamente injetiva quando

‖(xj)kj=1‖X(E) ≤ ‖(i(xj))kj=1‖X(F )

sempre que i : E → F é uma injeção métrica, k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E.
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Observação 1.4.1 Aqui vale observar que se X é uma classe finitamente injetiva
e linearmente estável, segue que ‖(xj)kj=1‖X(E) = ‖(xj)kj=1‖X(F ) sempre que E é um
subespaço do espaço de Banach F , k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E. Assim, X “respeita
subespaços” para sequências finitas.

Vejamos alguns exemplos do que apresentamos.

Exemplo 1.4.2 a) Para 1 ≤ p ≤ ∞, `p e `wp são exemplos de classes de sequências
linearmente estáveis, finitamente determinadas, esfericamente completas e finitamente
injetivas.
b) Para 1 ≤ p, q <∞, `p〈·〉, `mid

p e `mid
q,p são classes de sequências linearmente estáveis,

finitamente determinadas e esfericamente completas.
c) Para 1 ≤ p <∞, `up , c0 e `∞ são classes de sequências linearmente estáveis, esferica-
mente completas e finitamente injetivas. Tem-se também `up < `wp e c0 < `∞.

Note que no exemplo acima utilizamos a notação mais simples de classe de sequên-

cias, ou seja, X ao invés de X(·). Para não sobrecarregar o texto de notações, fazemos

isso daqui em diante, salvo quando houver perigo de confusão, como por exemplo entre

a classe de sequências `p e o espaço de sequências escalares `p. Uma exceção importante:

a classe de sequências `p〈·〉 sempre será denotada dessa forma para evitar confundi-la

com a classe de sequências `p.

A próxima proposição, um dos primeiros resultados de [10], descreve como a trans-

formação de sequências vetoriais por operadores multilineares funciona no ambiente de

classes de sequências. Para o caso linear, basta tomar m = 1.

Proposição 1.4.3 [10, Proposition 2.4] Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm e Y classes de
sequências. As seguintes condições são equivalentes para um dado operador multilinear
T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) :

(a)
(
T (x1

j , . . . , x
m
j )
)∞
j=1
∈ Y (F ) sempre que (xij)

∞
j=1 ∈ Xi(Ei), com i = 1, . . . ,m.

(b) O operador induzido T̃ : X1(E1)× · · · ×Xm(Em) −→ Y (F ), dado por

T̃
(
(x1

j)
∞
j=1, . . . , (x

m
j )∞j=1

)
=
(
T (x1

j , . . . , x
m
j )
)∞
j=1

,

é um operador bem definido, m-linear e contínuo.

As condições acima implicam na condição (c) abaixo, e todas são equivalentes se
as classes de sequências X1, . . . , Xm e Y são finitamente determinadas.
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(c) Existe uma constante C > 0 tal que∥∥∥(T (x1
j , . . . , x

m
j )
)k
j=1

∥∥∥
Y (F )
≤ C ·

m∏
i=1

∥∥(xij)
k
j=1

∥∥
Xi(Ei)

, (1.5)

para todo k ∈ N e todas sequências finitas xij ∈ Ei, j = 1, . . . , k e i = 1, . . . ,m.
Nesse caso, ∥∥∥T̃∥∥∥ = inf {C : (1.5) é válida} .

Um fato não comentado na demonstração da proposição anterior (em [10, Propo-

sition 2.4]) é que todos os itens também são equivalentes se qualquer uma das classes

de sequências X1, . . . , Xm for finitamente dominada.

A proposição anterior proporciona a definição de classes abstratas de operadores

que envolvem classes de sequências:

Definição 1.4.4 [10, Definition 3.1] Sejam n ∈ N e X1, . . . , Xn e Y classes de sequên-
cias. Um operador multilinear T ∈ L(E1, . . . , En;F ) é (X1, . . . , Xn;Y )-somante se
uma das condições equivalentes da Proposição 1.4.3 é verdadeira para T . Neste caso,
escrevemos T ∈ LX1,...,Xn;Y (E1, . . . , En;F ) e definimos

‖T‖X1,...,Xn;Y =
∥∥∥T̃∥∥∥

L(X1(E1),...,Xn(En);Y (F ))
.

No caso linear, isto é n = 1, escrevemos LX;Y (E;F ) e ‖·‖X;Y .

Dadas X1, . . . , Xn e Y classes de sequências, dizemos que X1(K) · · ·Xn(K)
1
↪→

Y (K) se (λ1
j · · ·λnj )∞j=1 ∈ Y (K) e

∥∥(λ1
j · · ·λnj )∞j=1

∥∥
Y (K)
≤

n∏
m=1

∥∥(λmj )∞j=1

∥∥
Xm(K)

para todas (λmj )∞j=1 ∈ Xm(K) e m = 1, . . . , n.

O próximo resultado, um dos resultados centrais do trabalho [10], mostra-nos

quando a classe dos operadores multilineares (X1, . . . , Xn;Y )-somantes é um ideal de

Banach de operadores n-lineares.

Teorema 1.4.5 [10, Theorem 3.6] Sejam n ∈ N e X1, . . . , Xn, Y classes de sequências
linearmente estáveis tais que X1(K) · · ·Xn(K)

1
↪→ Y (K). Então,

[
LX1,...,Xn;Y , ‖·‖X1,...,Xn;Y

]
é um ideal de Banach de operadores n-lineares.
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Exemplo 1.4.6 Os ideais de operadores (q, p)-somantes e de operadores Cohen forte-
mente p-somantes (ver definição dessas classes no final da Seção 1.1), na linguagem de
classes de sequências, correspondem aos ideais de operadores (`wp , `q)-somantes e dos
operadores (`p, `p 〈·〉)-somantes, respectivamente. Isto é

L`wp ,`q = Πq,p e L`p,`p〈·〉 = Dp.

Recentemente em [12], Botelho e Campos desenvolvem uma teoria de dualidade

para classes de sequências. Essa teoria é baseada na definição de classe dual de uma

classe de sequências.

Definição 1.4.7 [12, Definition 2.3] O dual de uma classe de sequências X é uma
regra que associa cada espaço de Banach E ao espaço de sequências vetoriais:

Xdual(E) =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN :

∞∑
j=1

ϕj(xj) converge ,∀(ϕj)∞j=1 ∈ X(E ′)

}
.

Se X é uma classe de sequências esfericamente completa, então a expressão∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
Xdual(E)

:= sup
(ϕj)∞j=1∈BX(E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| = sup
(ϕj)∞j=1∈BX(E′)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ϕj(xj)

∣∣∣∣∣ ,
define uma norma completa em Xdual(E) e Xdual(E)

1
↪→ `∞(E) para todo espaço de

Banach E. Com isso, se X é esfericamente completa, então Xdual é uma classe de

sequências.

Exemplo 1.4.8 Se 1 ≤ p ≤ ∞, então (`wp )dual = `p∗〈·〉 e (`p)
dual = `p∗ (ver [12,

Examples 2.6 and 2.11]).

A próxima proposição nos fornece algumas propriedades da classe de sequências

Xdual.

Proposição 1.4.9 [12, Proposition 2.5] Seja X uma classe de sequências esferica-
mente completa. Então Xdual é uma classe de sequências finitamente determinada e
esfericamente completa. Além disso, se X é linearmente estável, então Xdual também
é linearmente estável.

Para 1 ≤ p <∞, são fatos conhecidos as dualidades (`p(E))′ = `p∗(E
′), `p 〈E〉′ =

`wp∗(E
′) e (`up(E))′ = `p∗ 〈E ′〉. Então, sendo X uma classe de sequências, como deter-

minar (X(E))′?

O teorema a seguir, um dos principais resultados mostrados em [12], oferece

condições sobre a classe de sequências X para a caracterização do espaço (X(E))′,

além de justificar a terminologia “dual” usada na Definição 1.4.7.
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Teorema 1.4.10 [12, Theorem 2.10] Sejam E um espaço de Banach e X uma classe
de sequências linearmente estável, finitamente determinada (ou dominada) e esferica-
mente completa. Então,
(a) A aplicação

J : Xdual(E ′) −→ X(E)′ , J
(
(ϕj)

∞
j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

ϕj(xj),

define um operador linear, injetivo e contínuo.
Suponha ainda que X seja finitamente injetiva. Então:

(b) J é um isomorfismo isométrico de Xdual(E ′) sobre um subespaço complementado
de X(E)′.
(c) J é um isomorfismo isométrico de Xdual(E ′) em X(E)′ se, e somente se, c00(E) é
denso em X(E).

O teorema recupera algumas dualidades acima citadas e mais exemplos de apli-

cações desse resultado podem ser vistos em [12, Example 2.11].

1.5 Espaços quasi-normados

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados que tratam de espaços

quasi-normados. As principais referências são [25] e [26].

Uma quasi-norma num espaço vetorial E é uma aplicação ‖·‖ : E −→ R que even-

tualmente difere de uma norma apenas no que diz respeito à desigualdade triangular.

No caso de uma quasi-norma, tem-se

‖x+ y‖ ≤ K (‖x‖+ ‖y‖) para todos x, y ∈ E,

sendo K ≥ 1 uma constante. Quando K = 1, segue que ‖·‖ é uma norma.

A constante K é conhecida como o módulo de concavidade da quasi-norma ‖·‖.

Ao par (E, ‖·‖) dá-se o nome de espaço vetorial quasi-normado. Se E é completo com

respeito à topologia oriunda da quasi-norma, diz-se que E é um espaço quasi-Banach.

Se E e F são espaços quasi-Banach, denotamos por L(E;F ) (a mesma notação

do espaço dos operadores lineares e contínuos entre espaços de Banach) o espaço dos

operadores T : E → F lineares e contínuos munido com a quasi-norma

‖T‖ = sup
x∈BE

‖T (x)‖ .
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Um caso especial e importante é o espaço dual E ′ = L(E;K), que é um espaço

de Banach (veja [26, pág. 1102]).

Observação 1.5.1 É um fato que a caracterização a seguir também vale se os espaços
envolvidos são quasi-normados: T ∈ L(E;F ) se, e somente se, ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ para
todo x ∈ E.

Exemplos bem conhecidos de espaços quasi-Banach são os espaços `p e Lp(0, 1),

quando 0 < p < 1. Além disso, também é conhecido que, neste caso, (`p)
′ = `∞

e (Lp(0, 1))′ = {0} (dual trivial). O resultado que obtém o dual do espaço Lp(0, 1)

aparece no trabalho [18], de M. Day, e que é, a menos do que sabemos, um dos primeiros

artigos sobre espaços quasi-Banach.

Observação 1.5.2 É bem conhecido o fato de que se E é um espaço normado, F um
espaço de Banach e T : E −→ F um operador linear e contínuo, então existe uma
única extensão linear e contínua T̃ : Ê −→ F de T , onde Ê é o completamento de E.
Na demonstração desse resultado, usa-se o fato de que a norma ‖·‖E é contínua na sua
topologia. No entanto, em [40, Section 6.1.9], Pietsch nos mostra que uma quasi-norma
não é necessariamente contínua na sua topologia. Por isso, não tomamos extensões ao
completamento desse tipo quando E é um espaço quasi-normado.

1.6 Resultados de topologia

Nesta seção, vamos apresentar algumas definições e resultados a respeito de con-

ceitos topológicos que serão necessários ao longo do trabalho. As principais referências

desta seção são [19] e [34].

Seja Ω um subconjunto do espaço vetorial E. Dizemos que Ω é balanceado se

λω ∈ Ω para qualquer escalar |λ| ≤ 1 e qualquer ω ∈ Ω.

A envoltória convexa de Ω, denotada por conv(Ω), é a interseção de todos sub-

conjuntos convexos que contêm Ω enquanto que a envoltória absolutamente convexa de

Ω, denotada por Γ(Ω), é definida como a interseção de todos subconjuntos convexos e

balanceados que contêm Ω.

Assim, é imediato que conv(Ω) ⊆ Γ(Ω). O próximo resultado é uma adaptação

imediata de [34, Theorem 4.2.11].

Teorema 1.6.1 Se Ω é balanceado, então conv(Ω) = Γ(Ω).
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Um sistema dual de separação 〈E,F 〉 é definido por um par de espaços vetoriais

E e F e uma forma bilinear 〈·, ·〉 : E × F −→ K tal que para cada 0 6= x ∈ E existe

y ∈ F de modo que 〈x, y〉 6= 0 e para cada 0 6= y ∈ F existe x ∈ E com 〈x, y〉 6= 0. A

topologia em E da convergência pontual com respeito a F é denotada por σ(E,F ) e,

por simetria, σ(F,E) denota a topologia em F da convergência pontual com respeito

a E. Para cada A ⊂ E, definimos o polar absoluto A0 de A por

A0 = {y ∈ F ; |〈a, y〉| ≤ 1 para todo a ∈ A}

e, por analogia, podemos definir o polar absoluto B0 de B para cada B ⊂ F .

O próximo resultado é conhecido como Teorema Bipolar.

Teorema 1.6.2 [19, pág. 490] Para cada A ⊂ E, tem-se A00 = Γ(A)
σ(E,F )

.

Um exemplo importante de sistema dual de separação é 〈E,E ′〉, em que E é um

espaço normado com a forma bilinear 〈x, ϕ〉 = ϕ(x). A topologia σ(E,E ′) é chamada

a topologia fraca de E e σ(E ′, E) é chamada a topologia fraca-estrela de E ′, como

de costume. Note que em E ′ também existe a topologia fraca σ(E ′, E ′′). Para mais

detalhes sobre sistema dual de separação veja [19, Appendix A2].

Para finalizar esta seção, enunciamos um resultado de continuidade fraca-estrela

para o operador adjunto, que segue da definição da topologia σ(F ′, F ) e dos fatos:

• Se Z é espaço topológico e f : Z → (E ′, σ(E ′, E)) é uma função, então f é

contínua se, e somente se, JE(x) ◦ f : Z → K é contínua para todo x ∈ E.

• Seja T ∈ L(E;F ). Para todo x ∈ E, vale JE(x) ◦ T ′ = JF (T (x)).

Proposição 1.6.3 Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L(E;F ). Então o operador
adjunto T ′ : (F ′, σ(F ′, F )) −→ (E ′, σ(E ′, E)) é contínuo.

1.7 Resultados de medida e integração

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados conhecidos da Teoria

da Medida que serão necessários em algumas partes deste texto. Para um estudo mais

detalhado, recomendamos ver [8] e [44].

Seja Σ uma σ-álgebra no conjunto Ω. Uma medida positiva é uma função µ :

Σ −→ [0,∞] ⊂ R ∪ {∞} que satisfaz as seguintes condições:
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(a) µ(∅) = 0;

(b) se (An)∞n=1 é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois de Σ, então

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

A medida positiva µ é dita finita se µ(Ω) <∞.

Uma medida complexa é uma função µ : Σ −→ C que satisfaz as condições (a) e

(b) acima. Neste caso deve-se observar que a convergência da série no item (b) agora

faz parte da exigência dessa definição (diferente das medidas positivas, onde a série

pode convergir ou divergir para ∞).

Denotamos por (Ω,Σ, µ) o espaço de medida complexa quando µ é uma medida

complexa em Ω. Quando µ é uma medida positiva, chamamos (Ω,Σ, µ) simplesmente

de espaço de medida.

Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida finita. Denotamos por L1(µ) o espaço de

Banach das classes de equivalências das funções f : Ω −→ K µ-integráveis; por L∞(µ)

o espaço de todas as funções mesuráveis f : Ω −→ K que são limitadas µ-quase sempre

e por L∞(µ) o espaço de Banach das classes de equivalência das funções mensuráveis

f : Ω −→ K que são limitadas µ-quase sempre.

O resultado abaixo é conhecido como Teorema de Maharam.

Teorema 1.7.1 ([19, Appendix B7]) Cada medida finita µ admite uma aplicação
linear, multiplicativa e positiva

ρ : L∞(µ) −→ L∞(µ)

que é a inversa a direita da aplicação quociente L∞(µ) −→ L∞(µ) e tal que ρ([1]) = 1.

Essa aplicação ρ é chamada levantamento.

A variação total de uma medida complexa µ é uma função definida em Σ por

|µ| (A) = sup

{
n∑
i=1

|µ(Ai)| : {A1, . . . , An} é uma partição de A

}
,

em que a partição de A é uma coleção finita de conjuntos mensuráveis dois a dois

disjuntos cuja união é A.

Note que se µ é uma medida positiva, então naturalmente µ = |µ|.
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Teorema 1.7.2 ([8, Theorem 5.1.12]) Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida complexa.
Então,

(a) (Ω,Σ, |µ|) é um espaço de medida finita.

(b) |µ(A)| ≤ |µ|(A) para cada A ∈ Σ.

Vamos agora definir um espaço cujos elementos são medidas complexas; o espaço

Mb(Ω):

(a) Seja (Ω,Σ) um espaço mensurável. O conjunto Mb(Ω) de todas as medidas com-

plexas é um espaço vetorial normado com a norma ‖µ‖ = |µ|(Ω).

(b) Sejam Ω um espaço Hausdorff localmente compacto e Σ a σ-álgebra de Borel em Ω.

Nesse caso,Mb(Ω) denota o espaço das medidas regulares complexas definidas em

Σ e nos referimos aMb(Ω) como o espaço das medidas de Borel regular complexas.

Mb(Ω) é um espaço de Banach com a norma ‖µ‖ = |µ|(Ω).

O próximo resultado é uma consequência do Teorema de Radon-Nikodym, embora

muitos autores o citem como o Teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 1.7.3 ([8], Theorem 5.3.5.) Sejam (Ω,Σ) um espaço mensurável e µ ∈
Mb(Ω). Então, existe uma função |µ|-integrável h tal que |h(x)| = 1 para todo x ∈ Ω e∫

Ω

f dµ =

∫
Ω

fh d|µ| (1.6)

para todo f ∈ L1(|µ|).

Na literatura, é comum encontrar a segunda afirmação do teorema acima escrita

na forma

dµ = h d|µ|. (1.7)

A igualdade em (1.7) simplesmente significa que (1.6) é verdade para cada função

f ∈ L1(|µ|). Pela semelhança com a representação de números complexos, a equação

(1.7) é conhecida como a representação polar (ou decomposição polar) de µ.

Seja Ω um espaço topológico compacto. Denotamos por C(Ω) o espaço de Banach

das funções contínuas f : Ω −→ K munido da norma

‖f‖∞ = sup
x∈Ω
|f(x)| .

O próximo resultado é conhecido como Teorema de representação de Riesz.
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Teorema 1.7.4 ([8, Theorem 7.2.7]) Seja Ω um espaço Hausdorff compacto. Então,
Mb(Ω)

1
= C(Ω)′. Esse isomorfismo isométrico nos diz que para cada L ∈ C(Ω)′, existe

uma única medida µ ∈Mb(Ω) tal que

L(f) =

∫
Ω

f dµ

para cada f ∈ C(Ω). Além disso, ‖L‖ = ‖µ‖ .

Seja Ω um espaço Hausdorff compacto. Denotamos por Prob(Ω) o conjunto

formado por todas as medidas de probabilidade de Borel regulares em Ω. O conjunto

Prob(Ω) (que é um subconjunto de Mb(Ω)) é convexo e compacto na topologia fraca-

estrela. Para mais detalhes sobre esse fato, veja [36, pág. 206].

Denotamos por D(Ω) o conjunto formado por todas as medidas de Dirac no espaço

Hausdorff compacto Ω com a σ-álgebra de Borel. Como toda medida de Dirac é uma

medida de probabilidade de Borel regular (veja [3, pág. 443]), temos

D(Ω) ⊂ Prob(Ω).
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Capítulo 2

Quasi-normas tensoriais e classes de
operadores somantes

Muitas das normas definidas no produto tensorial envolvem espaços de sequên-

cias vetoriais, como por exemplo as normas de Chevet-Saphar. Neste capítulo, gene-

ralizamos a construção de normas dessa natureza e alguns dos resultados associados

conhecidos. Para isso, fazemos uso do conceito de quasi-norma e classes de sequências.

Obtemos também uma série de novos exemplos/resultados.

Em nossa primeira seção, introduzimos algumas propriedades, resultados ligados

a um tipo especial de operador somante e duas classes de sequências. Isso será usado

para compor a teoria e exemplos do capítulo.

Na segunda, nosso objetivo é, num sentido que ficará claro mais adiante, unificar

a construção de quasi-normas que envolvem espaços de sequências através da definição

de quasi-normas abstratas envolvendo classes de sequências. Com essa ferramenta

abstrata, além de conseguirmos recuperar casos existentes, também é possível gerar

novas quasi-normas.

Na terceira seção, apresentamos caracterizações para operadores (X;Y dual)-so-

mantes e, com elas, estudamos o comportamento local desses operadores, resultados

de inclusão e de maximalidade de ideais, no sentido apresentado em [20, Cap. 6].

Na quarta seção, caracterizamos o espaço dual do produto tensorial (X, Y )-quasi-

normado dos espaços de Banach E e F . Fazemos isso identificando esse espaço dual



tanto com subespaços do espaço dos operadores lineares e contínuos quanto com um

subespaço do espaço das formas bilineares contínuas.

2.1 Definições, resultados e duas classes de sequências

Vamos introduzir algumas propriedades no contexto de classes de sequências e

operadores somantes. A primeira delas faz referência a como uma classe de sequências

pode “respeitar” subsequências, no sentido que explicamos agora. Este conceito é uma

adaptação para o contexto de classes de sequências de [13, Definition 3.1].

Sendo E um espaço vetorial e x = (xj)
∞
j=1 ∈ EN, tomamos x0 := (x0

j)
∞
j=1, onde x0

j

é a j-ésima coordenada não nula de x se esse termo existir, e x0
j = 0 caso contrário.

Definição 2.1.1 Dizemos que uma classe de sequências X é norma monótona se para
todo espaço de Banach E e toda sequência x = (xj)

∞
j=1 ∈ X(E), tem-se

(i) x ∈ X(E)⇔ x0 ∈ X(E) e, neste caso, ‖x0‖X(E) = ‖x‖X(E) .

(ii) Toda subsequência (xkj)
∞
j=1 de x pertence a X(E) e

∥∥(xkj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

≤ ‖x‖X(E) .

A próxima propriedade define um conceito mais abrangente que o de uma classe

de sequências ser esfericamente completa.

Definição 2.1.2 Uma classe de sequências X é dita ser `∞-completa se para qualquer
espaço de Banach E e todos (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) e (λj)

∞
j=1 ∈ `∞, tem-se (λjxj)

∞
j=1 ∈ X(E)

e ∥∥(λjxj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

≤
∥∥(λj)

∞
j=1

∥∥
∞ ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

.

Para 1 ≤ p, q <∞, as classes de sequências `p, `wp , `up , `p〈·〉, c0, `∞, `mid
p e `mid

q,p são

exemplos de classes norma monótonas e `∞-completas.

Em conexão com a teoria de classes de sequências e operadores, o corolário a

seguir estabelece uma espécie de versão da Proposição 1.4.3 para um caso particular

envolvendo o dual de uma classe de sequências. Este resultado será muito útil, por

exemplo, na Seção 2.3.

Corolário 2.1.3 (da Proposição 1.4.3) Sejam X e Y classes de sequências, em que
Y é esfericamente completa. As seguintes sentenças são equivalentes para um dado
operador linear T ∈ L(E;F ):
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(a) T ∈ LX;Y dual(E;F )

(b) Existe uma constante C > 0 tal que
∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥
Y dual(F )

≤ C ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

para
todo (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(c) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
j=1

|ψj(T (xj))| ≤ C ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

·
∥∥(ψj)

∞
j=1

∥∥
Y (F ′)

para todos (xj)
∞
j=1 ∈ X(E) e (ψj)

∞
j=1 ∈ Y (F ′).

Mais ainda, os itens acima implicam nos itens abaixo e tem-se (e) ⇒ (b) se X for
finitamente determinada e (d) ⇒ (c) se X e Y forem finitamente determinadas (onde
todos serão equivalentes).

(d) Existe uma constante C > 0 tal que

n∑
j=1

|ψj(T (xj))| ≤ C ·
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

·
∥∥(ψj)

n
j=1

∥∥
Y (F ′)

para todos n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ E e ψ1, . . . , ψn ∈ F ′.

(e) Existe uma constante C > 0 tal que
∥∥(T (xj))

n
j=1

∥∥
Y dual(F )

≤ C ·
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

para
todo n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ E.

Neste caso, ‖T‖X,Y dual é o ínfimo das constantes que satisfazem as desigualdades acima.

Demonstração. Com efeito, como Y é esfericamente completa, segue que Y dual é

finitamente determinada. Assim, a equivalência dos itens (a), (b) e (e) segue imedia-

tamente da Proposição 1.4.3. Não é difícil mostrar a equivalência dos itens (b), (c) e

(d), uma vez que segue da manipulação da expressão da norma em Y dual e do fato que

X e Y são finitamente determinadas.

Da mesma forma que na Proposição 1.4.3, o corolário acima também vale no caso

em que qualquer uma das classes X e Y ou até ambas sejam finitamente dominadas.

2.1.1 As classes de sequências Xmid
p e Xu

Nesta subseção, definimos e estudamos duas novas classes de sequências definidas

a partir de uma dada classe de sequências X. A primeira é inspirada no conceito de

sequências mid p-somáveis e a segunda no conceito de sequências incondicionalmente

p-somáveis.

28



Para a primeira classe de sequências, vamos omitir boa parte das demonstrações

dos resultados, uma vez que elas seguem um caminho análogo às demonstrações feitas

para a classe de sequências `mid
p , que podem ser encontradas em [11]. Serão feitas as

devidas referências a essas demonstrações quando necessário. Já para a segunda classe,

inspirada no espaço `up(E), as demonstrações eventualmente omitidas são imediatas.

No que segue, sendo X e Y classes de sequências, vamos usar a notação X
1
↪→ Y

para indicar que X(E)
1
↪→ Y (E) para todo espaço de Banach E.

Seja X uma classe de sequências tal que X
1
↪→ `wp . Disso e graças à identificação

entre `wp (E ′) e L(E; `p) (veja a Seção 1.1), para toda (xj)
∞
j=1 ∈ EN, temos

(ϕn(xj))
∞
n=1 ∈ `p, ∀j ∈ N sempre que (ϕn)∞n=1 ∈ X(E ′).

Levando-se agora os dois índices acima em conta, podemos estabelecer a seguinte de-

finição:

Definição 2.1.4 Sejam 1 ≤ p < ∞, X uma classe de sequências tal que X
1
↪→ `wp e

E um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é dita ser mid (X, p)-somável

quando (
(ϕn(xj))

∞
n=1

)∞
j=1
∈ `p(`p)

sempre que (ϕn)∞n=1 ∈ X(E ′). Simbolicamente,

Xmid
p (E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN :

∞∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p <∞ sempre que (ϕn)∞n=1 ∈ X(E ′)

}
.

Não é difícil mostrar que Xmid
p (E) é um espaço vetorial com as operações usuais de

sequências e, como no caso do espaço `mid
p (E), os somatórios nos índices j e n na

definição de Xmid
p (E) também podem ser permutados.

Seguindo a mesma linha da demonstração em [11, Proposition 1.4], temos a

Proposição 2.1.5 A função ‖·‖Xmid
p (E) : Xmid

p (E) −→ [0,∞) dada por

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
Xmid
p (E)

:= sup
(ϕn)∞n=1∈BX(E′)

(
∞∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

define uma norma completa em Xmid
p (E) e ainda Xmid

p (E)
1
↪→ `wp (E) para todo espaço

de Banach E.
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Como X
1
↪→ `wp , então `mid

p (E)
1
↪→ Xmid

p (E) qualquer que seja o espaço de Banach

E. De fato, se (xj)
∞
j=1 ∈ `mid

p (E), temos

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
Xmid
p (E)

= sup
(ϕn)∞n=1∈BX(E′)

(
∞∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

≤ sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp (E′)

(
∞∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
`mid
p (E)

.

Daí, segue que

c00(E) ⊆ `mid
p (E)

1
↪→ Xmid

p (E)
1
↪→ `wp (E)

1
↪→ `∞(E)

e

‖x‖ = ‖x · ej‖`wp (E) ≤ ‖x · ej‖Xmid
p (E) ≤ ‖x · ej‖`mid

p (E) = ‖x‖,

o que nos diz que Xmid
p é uma classe de sequências. Vejamos agora que Xmid

p é finita-

mente determinada. Para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ EN, temos

sup
k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
Xmid
p (E)

= sup
k

 sup
(ϕn)∞n=1∈BX(E′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p


= sup

(ϕn)∞n=1∈BX(E′)

sup
k

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p


= sup

(ϕn)∞n=1∈BX(E′)

 lim
k→∞

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p


= sup

(ϕn)∞n=1∈BX(E′)

(
∞∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
Xmid
p (E)

.

Essa igualdade implica que a classe Xmid
p é finitamente determinada mesmo que X não

o seja.

Além disso, a construção da norma nos garante de imediato que Xmid
p é esferica-

mente completa e `∞-completa.

Se X é linearmente estável, um cálculo análogo ao feito em [11, Proposition 1.10]

nos diz que Xmid
p é também linearmente estável. Não é difícil mostrar que se X é norma

monótona, então Xmid
p também é norma monótona.

Por tudo que foi exposto acima, segue que
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Proposição 2.1.6 Sejam 1 ≤ p <∞ e X uma classe de sequências tal que X
1
↪→ `wp .

Então:

a) Xmid
p é uma classe de sequências finitamente determinada, esfericamente completa
e `∞-completa.

b) Se X é linearmente estável, então Xmid
p também é linearmente estável.

c) Se X é norma monótona, então Xmid
p também é norma monótona.

Vejamos alguns exemplos de classes que provêm dos resultados anteriores além

de alguns fatos dignos de nota.

Exemplo 2.1.7 a) Para qualquer 1 ≤ p < ∞, sabemos que `p〈·〉, `p, `mid
p e `wp são

classes de sequências linearmente estáveis e norma monótonas. Logo (`p〈·〉)mid
p ,

(`p)
mid
p e (`mid

p )mid
p são classes de sequências finitamente determinadas, esferica-

mente completas, `∞-completas, linearmente estáveis e norma monótonas. Note
que (`wp )mid

p = `mid
p .

b) Para 1 ≤ p < ∞, a classe de sequência (`p)
mid
p é finitamente injetiva. De fato,

seja i : E → F uma injeção métrica e x1, . . . , xk ∈ E com k ∈ N. Segue que

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
(`p)mid

p (E)
= sup

(ϕn)∞n=1∈B`p(E′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`p(E′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

∣∣ϕn ◦ i−1((i(xj)))
∣∣p) 1

p

≤ sup
(ψn)∞n=1∈B`p((i(E))′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ψn(i(xj))|p
) 1

p

≤ sup
(ψ̃n)∞n=1∈B`p(F ′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

∣∣∣ψ̃n(i(xj))
∣∣∣p)

1
p

≤ sup
(φn)∞n=1∈B`p(F ′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|φn(i(xj))|p
) 1

p

=
∥∥(i(xj))

k
j=1

∥∥
(`p)mid

p (F )
,

onde ψ̃n ∈ F ′ é uma extensão de Hahn-Banach de ψn ∈ i(E)′ para cada n ∈ N.
Note que estamos usando o fato: se E é subespaço de F e se (ϕn)∞n=1 ∈ B`p(E′),
então qualquer sequência (ϕ̃n)∞n=1, construída com extensões de Hahn-Banach de
cada funcional ϕn ∈ E ′, pertence a B`p(F ′).

c) Para 1 ≤ p <∞, a classe de sequência (`p 〈·〉)mid
p é finitamente injetiva. Sejam i :

E → F uma injeção métrica, k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E. Vamos considerar E como
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um subespaço de F por meio da identificação E 1
= i(E). Assim, se (ϕn)∞n=1 ∈

`p〈E ′〉, sendo `p〈E ′〉
1
= (`up∗(E))′, segue que (ϕn)∞n=1 = ϕ ∈ (`up∗(E))′. Como

`up∗(E) é um subespaço de `up∗(F ) (com igualdade de norma), então pelo Teorema
de Hahn-Banach existe ϕ̃ = (ϕ̃n)∞n=1 ∈ (`up∗(F ))′

1
= `p〈F ′〉 tal que ϕ̃((xj)

∞
j=1) =

ϕ((xj)
∞
j=1) para todo (xj)

∞
j=1 ∈ `up∗(E) e

‖(ϕn)∞n=1‖`p〈E′〉 = ‖ϕ‖(`u
p∗ (E))′ = ‖ϕ̃‖(`u

p∗ (F ))′ = ‖(ϕ̃n)∞n=1‖`p〈F ′〉 .

Do fato de que `up∗ é uma classe de sequências, segue que x · ej ∈ `up∗(E) para
todo j ∈ N e todo x ∈ E. Logo, temos ϕ̃(x · ej) = ϕ(x · ej) o que implica em
ϕ̃j(x) = ϕj(x) para todo x ∈ E e todo j ∈ N. Dessa forma,

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
(`p〈·〉)mid

p (E)
= sup

(ϕn)∞n=1∈B`p〈E′〉

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p

= sup
(ϕ̃n)∞n=1∈B`p〈F ′〉

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ϕ̃n(xj)|p
) 1

p

≤ sup
(ψn)∞n=1∈B`p〈F ′〉

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|ψn(xj)|p
) 1

p

=
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥
(`p〈·〉)mid

p (F )
.

Nosso objetivo agora é definir uma nova classe de sequências inspirada no conceito

de sequências incondicionalmente p-somáveis.

Se E é um espaço de Banach e X uma classe de sequências, definimos

Xu(E) :=
{

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E); lim

n→∞

∥∥(xj)
∞
j=n

∥∥
X(E)

= 0
}
.

A proposição a seguir nos garante uma condição suficiente para que Xu(E) seja

um subespaço fechado deX(E), e portanto um espaço de Banach com a norma herdada

de X.

Proposição 2.1.8 Se X é uma classe de sequências norma monótona, então Xu(E)

é um subespaço fechado de X(E) para todo espaço de Banach E.

Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ Xu(E) e λ ∈ K. Note que

0 ≤
∥∥(xj)

∞
j=n + λ(yj)

∞
j=n

∥∥
X(E)

≤
∥∥(xj)

∞
j=n

∥∥
X(E)

+ |λ|
∥∥(yj)

∞
j=n

∥∥
X(E)

e assim temos

lim
n→∞

∥∥(xj)
∞
j=n + λ(yj)

∞
j=n

∥∥
X(E)

= 0,
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o que nos diz que Xu(E) é um subespaço de X(E).

Seja (x(k))∞k=1 um sequência em Xu(E). Para cada k ∈ N, por definição, segue

que lim
n→∞

∥∥∥(x
(k)
j )∞j=n

∥∥∥
X(E)

= 0, ou seja, dado η > 0, existe n(k)
0 ∈ N tal que

n ≥ n
(k)
0 ⇒

∥∥∥(x
(k)
j )∞j=n

∥∥∥
X(E)

<
η

2
.

Suponhamos que x(k) → x = (xj)
∞
j=1 em X(E). Assim, existe k0 ∈ N tal que

k ≥ k0 ⇒
∥∥∥(x

(k)
j )∞j=1 − (xj)

∞
j=1

∥∥∥
X(E)

<
η

2
,

e como X é norma monótona, segue que

k ≥ k0 ⇒
∥∥∥(x

(k)
j )∞j=n − (xj)

∞
j=n

∥∥∥
X(E)

<
η

2

para todo n ∈ N. Dessa forma, para todo n ≥ n
(k0)
0 , temos∥∥(xj)

∞
j=n

∥∥
X(E)

≤
∥∥∥(xj)

∞
j=n − (x

(k0)
j )∞j=n

∥∥∥
X(E)

+
∥∥∥(x

(k0)
j )∞j=n

∥∥∥
X(E)

<
η

2
+
η

2
= η,

ou seja, x = (xj)
∞
j=1 ∈ Xu(E). Portanto, Xu(E) é fechado.

A proposição acima fornece a completude de Xu(E) para todo espaço de Banach

E. Esse fato consiste a parte “difícil” de se mostrar que Xu, com a norma herdada de

X, é uma classe de sequências. Mais que isso, temos a seguinte proposição:

Proposição 2.1.9 Seja X uma classe de sequência norma monótona. Então, Xu

também é uma classe de sequências norma monótona. Mais ainda,

(a) Se X é finitamente determinada, então Xu é finitamente dominada.

(b) Se X é linearmente estável, então Xu é linearmente estável.

(c) Se X é esfericamente completa, então Xu é esfericamente completa.

(d) Se X é finitamente injetiva, então Xu é finitamente injetiva.

(e) Se X é `∞-completa, então Xu é `∞-completa.

A demonstração dessa proposição será omitida, uma vez que é consequência ime-

diata das definições e/ou do fato de que Xu herda a norma de X. Vejamos alguns

exemplos de classes de sequências que provêm do resultado anterior.

Exemplo 2.1.10 Para qualquer 1 ≤ p < ∞, tem-se que (`p〈·〉)u e (`mid
p )u são classes

de sequências norma monótonas. Note que (`wp )u = `up , (`p)
u = `p e (`∞)u = c0 = (c0)u.
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2.2 (X, Y )-quasi-normas tensoriais

Nesta seção, introduzimos e estudamos um conceito abstrato de quasi-normas

tensoriais. Casos particulares onde essas são normas tensoriais serão apresentadas em

uma subseção adiante.

Quando escrevermos u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F , isso significará que
n∑
j=1

xj ⊗ yj é

uma representação do tensor u ∈ E ⊗ F.

Definição 2.2.1 Sejam E e F espaços de Banach. Uma quasi-norma α em E ⊗ F é
dita quasi-razoável se

ε(u) ≤ α(u) e α(x⊗ y) ≤ ‖x‖‖y‖

para qualquer u ∈ E ⊗ F e todos x ∈ E e y ∈ F .

Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências. Consideremos a

função αX,Y : E ⊗ F −→ R definida por

αX,Y (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

;u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
,

em que o ínfimo é tomando sobre todas as representações de u ∈ E ⊗ F (o ínfimo

acima, é claro, está bem definido).

Nosso objetivo agora é estabelecer condições para que a função αX,Y defina uma

quasi-norma quasi-razoável em E ⊗ F. Neste caso, chamamos αX,Y de (X, Y )-quasi-

norma no produto tensorial E ⊗ F . Quando αX,Y for uma norma, vamos chamá-la de

(X, Y )-norma no produto tensorial E ⊗ F .

Denotaremos por E ⊗αX,Y F o produto tensorial E ⊗F munido da (X, Y )-quasi-

norma αX,Y e o seu completamento será denotado por E⊗̂αX,Y F .

O resultado a seguir nos diz em quais condições αX,Y define uma quasi-norma

quasi-razoável em E ⊗ F .

Proposição 2.2.2 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências.
Se X e Y são norma monótonas e ε(u) ≤ αX,Y (u) para qualquer tensor u ∈ E ⊗ F ,
então αX,Y é uma quasi-norma quasi-razoável em E ⊗ F.

Demonstração. A definição de classes de sequências garante de imediato que a apli-

cação αX,Y satisfaz a propriedade αX,Y (x ⊗ y) ≤ ‖x‖‖y‖ para todos x ∈ E e y ∈ F .
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Resta-nos mostrar então que αX,Y é de fato uma quasi-norma. É claro que αX,Y (u) ≥ 0

para qualquer tensor u ∈ E ⊗ F e que se u = 0, então αX,Y (u) = 0. Por outro lado,

se αX,Y (u) = 0, temos u = 0, uma vez que ε(u) ≤ αX,Y (u) para qualquer tensor

u ∈ E ⊗ F .

Mostramos agora que αX,Y (λu) = |λ|αX,Y (u). Quando λ = 0, não há o que

demonstrar. Suponhamos que λ 6= 0. Se
∑n

j=1 xj ⊗ yj é uma representação de u, então

λu =
∑n

j=1(λxj)⊗ yj e daí

αX,Y (λu) ≤
∥∥(λxj)

n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

= |λ|
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

.

Como essa desigualdade é válida para toda representação de u, segue que αX,Y (λu) ≤

|λ|αX,Y (u). De modo análogo, tem-se αX,Y (u) = αX,Y (λ−1λu) ≤ |λ|−1αX,Y (λu), ou

seja, |λ|αX,Y (u) ≤ αX,Y (λu). Logo, αX,Y (λu) = |λ|αX,Y (u). Resta apenas mostrar que

existe K ≥ 1 tal que

αX,Y (u1 + u2) ≤ K
(
αX,Y (u1) + αX,Y (u2)

)
para quaisquer u1, u2 ∈ E ⊗ F . Quando u1 = 0 ou u2 = 0 a demonstração é ime-

diata. Suponhamos que u1, u2 6= 0. Dado η > 0, podemos escolher representações

ui =
∑n

j=1 xij ⊗ yij tais que∥∥(xij)
n
j=1

∥∥
X(E)

≤ αX,Y (ui) + η e
∥∥(yij)

n
j=1

∥∥
Y (F )
≤ 1,

para i = 1, 2. Assim,
∑n

j=1 x1j ⊗ y1j +
∑n

j=1 x2j ⊗ y2j é uma representação de u1 + u2.

Denotando as sequências

(x11, . . . , x1n, x21, . . . , x2n, 0, 0, . . .) e (y11, . . . , y1n, y21, . . . , y2n, 0, 0, . . .)

por (xij)ij e (yij)ij, respectivamente, como X e Y são classes de sequências norma

monótonas, temos

αX,Y (u1 + u2) ≤ ‖(xij)ij‖X(E) ‖(yij)ij‖Y (F )

≤
(∥∥(x1j)

n
j=1

∥∥
X(E)

+
∥∥(x2j)

n
j=1

∥∥
X(E)

)(∥∥(y1j)
n
j=1

∥∥
Y (F )

+
∥∥(y2j)

n
j=1

∥∥
Y (F )

)
≤ 2

(
αX,Y (u1) + αX,Y (u2) + 2η

)
.

Como η > 0 é arbitrário, segue que αX,Y (u1 + u2) ≤ 2
(
αX,Y (u1) + αX,Y (u2)

)
.
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Observação 2.2.3 As noções de quasi-norma uniforme, finitamente gerada e tensorial
são definidas de forma análoga ao que foi feito no primeiro capítulo para uma norma
no produto tensorial. Usamos, portanto, essas noções de forma indistinta para norma
e quasi-norma no produto tensorial.

As próximas proposições apresentam condições suficientes sobre as classes de

sequências X e Y para que uma quasi-norma quasi-razoável αX,Y seja uniforme e

finitamente gerada.

Proposição 2.2.4 Sejam X e Y classes de sequências tais que αX,Y é uma quasi-
norma quasi-razoável. Se X e Y são linearmente estáveis, então αX,Y é uniforme.

Demonstração. Sejam E1, E2, F1 e F2 espaços de Banach, Ti ∈ L(Ei;Fi), i = 1, 2, e

T1 ⊗ T2 : E1 ⊗αX,Y E2 −→ F1 ⊗αX,Y F2, onde T1 ⊗ T2(x ⊗ y) = T1(x) ⊗ T2(y). Sejam

u ∈ E1 ⊗αX,Y E2 e
n∑
j=1

xj ⊗ yj uma representação de u. Assim,

αX,Y (T1 ⊗ T2(u)) = αX,Y

(
n∑
j=1

T1(xj)⊗ T2(yj)

)
≤
∥∥(T1(xj))

n
j=1

∥∥
X(F1)

∥∥(T2(yj))
n
j=1

∥∥
Y (F2)

≤ ‖T1‖ ‖T2‖
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E1)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (E2)

,

onde na última desigualdade usamos a hipótese de X e Y serem linearmente estáveis.

Tomando o ínfimo sobre todas as representações de u, temos αX,Y (T1 ⊗ T2(u)) ≤

‖T1‖ ‖T2‖αX,Y (u) e portanto ‖T1 ⊗ T2‖ ≤ ‖T1‖ ‖T2‖ .

Observação 2.2.5 É claro que, na proposição acima, se X, Y e αX,Y satisfazem as
hipóteses da Proposição 2.2.2, segue imediatamente que αX,Y uma quasi-norma quasi-
razoável. Entretanto, até onde investigamos, não sabemos se a recíproca da Proposição
2.2.2 é verdadeira. Assim, como no caso da proposição acima, nos resultados apresen-
tados daqui em diante, estaremos levando em conta a possibilidade de existirem classes
de sequências X e Y que não satisfaçam, parcial ou integralmente, as hipóteses desses
resultados e mesmo assim se tenha αX,Y gozando das propriedades de suas respectivas
teses.

Proposição 2.2.6 Sejam X e Y classes de sequências tais que αX,Y é uma quasi-
norma quasi-razoável uniforme. Se X e Y são finitamente injetivas, então αX,Y é
finitamente gerada.
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Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach e u ∈ E ⊗ F . Dado η > 0, existe

uma representação
n∑
j=1

xj ⊗ yj de u tal que

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )
≤ αX,Y (u;E ⊗ F ) + η.

Tomando M = [x1, . . . , xn] e N = [y1 . . . , yn], temos u ∈M ⊗N e assim, como αX,Y é

uniforme, segue que

αX,Y (u;E ⊗ F ) ≤ αX,Y (u;M ⊗N).

Além disso, como as classes X e Y são finitamente injetivas, segue que

αX,Y (u;M ⊗N) ≤
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(M)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (N)

≤
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )
≤ αX,Y (u;E ⊗ F ) + η

e portanto αX,Y (u;E ⊗ F ) = inf
{
αX,Y(u;M ⊗N);u ∈M⊗N,dimM,dimN<∞

}
.

Vejamos agora alguns exemplos, observando que estes não esgotam todos os casos

possíveis e que em outras partes deste trabalho também faremos uso de quasi-normas

não apresentadas aqui.

Exemplo 2.2.7 Sejam E e F espaços de Banach e 1 ≤ p, q ≤ ∞, onde 1 ≤ 1
p

+ 1
q∗
.

São quasi-normas quasi-razoáveis uniformes em E ⊗ F :

(a) α`p,`wq∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`p(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
q∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(b) α`wp ,`wq∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`wp (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
q∗ (F )

u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

• Quando 1 ≤ p <∞:

(c) α(`p)mid
p ,`q∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
(`p)mid

p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`q∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(d) α`mid
p ,`q∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`q∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(e) α(`mid
p )mid

p ,`q∗ (u) = inf
{∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
(`mid
p )mid

p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`q∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(f) α`mid
p ,`w

q∗
(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
q∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

• Quando 1 ≤ p, r <∞:

(g) α`mid
p,r ,`q∗

(u) = inf
{∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
`mid
p,r (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`q∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.
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Além disso, as quasi-normas (a), (b) e (c) são quasi-normas tensoriais.

Observação 2.2.8 A expressão do item (a) já é uma quasi-norma tensorial conhecida
e sua demostração pode ser encontrada em [33, Proposition 3.1], no caso multilinear.
A quasi-norma definida nesse trabalho possui uma expressão aparentemente diferente
da nossa do item (a). Entretanto, por um argumento usual (veja a Observação 2.3.5),
mostra-se que as quasi-normas são iguais. Até onde sabemos, este é o único exemplo
de quasi-norma nesse contexto presente na literatura.

Vamos apenas mostrar que a expressão do item (b) é uma quasi-norma tensorial,

uma vez que as demonstrações dos outros itens seguem um caminho análogo. Primeiro,

mostraremos que

ε(u) ≤ α`wp ,`wq∗
(u)

para qualquer u ∈ E ⊗ F . Seja
∑n

j=1 xj ⊗ yj uma representação de u ∈ E ⊗ F. Pela

desigualdade Hölder temos

ε(u) = sup
ϕ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ϕ(xj)ψ(yj)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ϕ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

n∑
j=1

|ϕ(xj)ψ(yj)|

≤ sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

sup
ψ∈BF ′

(
n∑
j=1

|ψ(yj)|q
∗

) 1
q∗

=
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
`wp (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
q∗ (F )

.

Como essa desigualdade vale para qualquer representação de u, temos ε(u) ≤ α`wp ,`wq∗
(u).

Assim, como `wp é norma monótona, pela Proposição 2.2.2, tem-se que α`wp ,`wq∗ é uma

quasi-norma quasi-razoável. Além disso, como `wp é linearmente estável e finitamente

injetiva, as Proposições 2.2.4 e 2.2.6 garantem que α`wp ,`wq∗ é uma quasi-norma tensorial.

O leitor pode achar estranho o fato de usarmos no exemplo anterior o número

q∗, conjugado de q, em vez do próprio número q. Isso não atrapalha a generalidade

dos exemplos, mas poderia ser encarado como algo sem propósito. Entretanto, a real

vantagem do uso desse argumento se tornará clara quando estivermos trabalhando com

ideais de operadores (X, Y )-somantes, por exemplo, na Seção 2.3.

Por fim, apresentamos um fato que será útil mais adiante, como por exemplo

na Seção 2.3. Ele sempre será aplicado sem maiores comentários e o leitor deve estar

atento ao contexto de sua aplicação. A demonstração (um tanto simples) será omitida.

Proposição 2.2.9 Sejam E,F e G espaços de Banach, em que F 1
= G através do

operador T : F −→ G, e X e Y classes de sequências tais que αX,Y é uma quasi-norma
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quasi-razoável. Se Y é linearmente estável, então

E ⊗αX,Y F
1
= E ⊗αX,Y G

por meio da aplicação x⊗ y 7−→ x⊗ T (y), em que x ∈ E e y ∈ F.

2.2.1 (X, Y )-normas tensoriais

Nesta subseção, apresentamos alguns exemplos de (X, Y )-normas tensoriais, al-

gumas delas recuperando normas já conhecidas.

Exemplo 2.2.10 Sejam E e F espaços de Banach. São normas razoáveis uniformes
em E ⊗ F :

• Quando 1 ≤ p ≤ ∞:

(a) α`w
p∗ ,`p

(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`p(F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(b) α`p,`wp∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`p(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(c) α`wp ,`wp∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`wp (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

• Quando 1 ≤ p <∞:

(d) α(`p)mid
p ,`p∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
(`p)mid

p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(e) α`mid
p ,`p∗ (u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

(f) α`mid
p ,`w

p∗
(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}
.

• Quando 1 < p <∞:

(g) α`mid
p ,`mid

p∗
(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`mid
p∗ (F )

;u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj
}

e

(h) α`mid
p∗ ,(`mid

p )mid
p

(u) = inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
`mid
p∗ (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
(`mid
p )mid

p (F )
;u =

∑n
j=1 xj ⊗ yj

}
.

Além disso, as normas em (a), (b), (c) e (d) são normas tensoriais.

As expressões dos itens (a), (b) e (c) já são normas tensoriais conhecidas: os itens

(a) e (b) são as normas de Chevet-Saphar dp e gp, respectivamente, apresentadas no

primeiro capítulo (veja o final da Seção 1.2) e cujas demonstrações podem ser encontra-

das em [45]; uma demonstração do item (c) pode ser encontrada, no caso multilinear,
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em [1]. As expressões dos itens (d) ao (h), até onde sabemos, são novas normas no

produto tensorial. Vamos apenas mostrar que a expressão do item (e) é uma norma ra-

zoável uniforme, uma vez que as demonstrações dos outros itens seguem analogamente.

Após isso, restaria apenas mostrar que a norma no item (d) é finitamente gerada (i.e.

norma tensorial), mas isso segue imediatamente do fato de que as classes de sequências

envolvidas na expressão dessa norma são finitamente injetivas.

Primeiro, vamos mostrar que

ε(u) ≤ α`mid
p ,`p∗

(u) (2.1)

para qualquer u ∈ E⊗F . Seja
∑n

j=1 xj ⊗ yj uma representação de u ∈ E⊗F. Quando

1 < p <∞, pela desigualdade Hölder, temos

ε(u) = sup
ϕ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ϕ(xj)ψ(yj)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ϕ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

n∑
j=1

|ϕ(xj)ψ(yj)|

≤ sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

sup
ψ∈BF ′

(
n∑
j=1

|ψ(yj)|p
∗

) 1
p∗

=
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
`wp (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`w
p∗ (F )

≤
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

.

Como essa desigualdade vale para qualquer representação de u, temos ε(u) ≤ α
`mid
p ,`p∗

(u).

Quando p = 1, segue que

ε(u) ≤ sup
ϕ∈BE′

sup
ψ∈BF ′

n∑
j=1

|ϕ(xj)| |ψ(yj)| ≤
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
`w1 (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`∞(F )

≤
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
`mid
1 (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
`∞(F )

e novamente temos ε(u) ≤ α
`mid
1 ,`∞

(u).

Vamos agora mostrar que α
`mid
p ,`p∗

satisfaz a desigualdade triangular. Sejam

u1, u2 ∈ E ⊗ F . Quando u1 = 0 ou u2 = 0 a demonstração é imediata. Suponha-

mos que u1, u2 6= 0. Vejamos primeiro o caso em que 1 < p < ∞. Dado η > 0,

podemos escolher representações ui =
∑n

j=1 xij ⊗ yij, i = 1, 2, tais que∥∥(xij)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

≤ (α`mid
p ,`p∗ (ui) + η)

1
p e

∥∥(yij)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

≤ (α`mid
p ,`p∗ (ui) + η)

1
p∗ .

De fato, a escolha dessas representações é possível, pois existem representações ui =∑n
j=1 zij ⊗ wij tais que∥∥(zij)

n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

∥∥(wij)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

≤ α`mid
p ,`p∗ (ui) + η,
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para i = 1, 2. Observando que
∥∥(wij)

n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

> 0 e u1, u2 6= 0; consideramos

λi =

∥∥(wij)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

(α`mid
p ,`p∗ (ui) + η)

1
p∗
> 0,

para i = 1, 2. Assim,

ui =
n∑
j=1

zij ⊗ wij =
n∑
j=1

(λizij)⊗ (
wij
λi

).

Tomando xij = λizij e yij =
wij
λi

para i = 1, 2 e j = 1, . . . , n, temos

ui =
n∑
j=1

xij ⊗ yij,

∥∥(yij)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

=
1

λi

∥∥(wij)
n
j=1

∥∥
`p∗ (F )

= (α`mid
p ,`p∗ (ui) + η)

1
p∗

e ∥∥(xij)
n
j=1

∥∥
`mid
p (E)

≤ (α`mid
p ,`p∗ (ui) + η)

1
p ,

como queríamos mostrar.

Assim,
∑n

j=1 x1j⊗y1j+
∑n

j=1 x2j⊗y2j é uma representação de u1+u2 e denotando

as sequências

(x11, . . . , x1n, x21, . . . , x2n, 0, 0, . . .) e (y11, . . . , y1n, y21, . . . , y2n, 0, 0, . . .)

por (xij)ij e (yij)ij, respectivamente, temos

‖(xij)ij‖`mid
p (E) = sup

(ϕk)∞k=1∈B`wp (E′)

(
∞∑
k=1

n∑
j=1

2∑
i=1

|ϕk(xij)|p
) 1

p

= sup
(ϕk)∞k=1∈B`wp (E′)

(
∞∑
k=1

n∑
j=1

|ϕk(x1j)|p +
∞∑
k=1

n∑
j=1

|ϕk(x2j)|p
) 1

p

≤

(
sup

(ϕk)∞k=1∈B`wp (E′)

∞∑
k=1

n∑
j=1

|ϕk(x1j)|p + sup
(ϕk)∞k=1∈B`wp (E′)

∞∑
k=1

n∑
j=1

|ϕk(x2j)|p
) 1

p

=
(∥∥(x1j)

n
j=1

∥∥p
`mid
p (E)

+
∥∥(x2j)

n
j=1

∥∥p
`mid
p (E)

) 1
p

≤
(
α`mid

p ,`p∗ (u1) + α`mid
p ,`p∗ (u2) + 2η

) 1
p
.

Analogamente, mostra-se

‖(yij)ij‖`p∗ (F ) ≤
(
α`mid

p ,`p∗ (u1) + α`mid
p ,`p∗ (u2) + 2η

) 1
p∗
.

41



Desta forma, temos

α`mid
p ,`p∗

(u1+u2) ≤ ‖(xij)ij‖`mid
p (E) ‖(yij)ij‖`p∗ (F )

≤ (α`mid
p ,`p∗ (u1) + α`mid

p ,`p∗ (u2) + 2η)
1
p (α`mid

p ,`p∗ (u1) + α`mid
p ,`p∗ (u2) + 2η)

1
p∗

= α`mid
p ,`p∗ (u1) + α`mid

p ,`p∗ (u2) + 2η,

e como η > 0 é arbitrário, segue que α
`mid
p ,`p∗

(u1 + u2) ≤ α`mid
p ,`p∗ (u1) + α`mid

p ,`p∗ (u2).

Vejamos agora o caso em que p = 1. Dado η > 0, podemos escolher representações

ui =
∑n

j=1 xij ⊗ yij tais que∥∥(xij)
n
j=1

∥∥
`mid
1 (E)

≤ α`mid
1 ,`∞(ui) + η e

∥∥(yij)
n
j=1

∥∥
`∞(F )

≤ 1,

para i = 1, 2. Uma vez que
∑n

j=1 x1j ⊗ y1j +
∑n

j=1 x2j ⊗ y2j é uma representação de

u1 + u2, temos

α`mid
1 ,`∞(u1 + u2) ≤ ‖(xij)ij‖`mid

1 (E) ‖(yij)ij‖`∞(F )

≤
∥∥(x1j)

n
j=1

∥∥
`mid
1 (E)

+
∥∥(x2j)

n
j=1

∥∥
`mid
1 (E)

≤ α`mid
1 ,`∞(u1) + α`mid

1 ,`∞(u2) + 2η.

Como η > 0 é arbitrário, segue que α
`mid
1 ,`∞

(u1 + u2) ≤ α`mid
1 ,`∞(u1) + α`mid

1 ,`∞(u2).

Acabamos de mostrar que α
`mid
p ,`p∗

satisfaz a desigualdade triangular. Como vale

(2.1) e as classes de sequências `mid
p e `p∗ são norma monótonas e linearmente estáveis,

as Proposições 2.2.2 e 2.2.4 garantem que α
`mid
p ,`p∗

é uma norma razoável uniforme.

Observação 2.2.11 Para cada u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F , temos αtX,Y (u) = αY,X(u).
Com efeito,

αtX,Y (u;E ⊗ F ) = αX,Y (ut;F ⊗ E)

= inf

{∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
X(F )

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
Y (E)

;ut =
n∑
j=1

yj ⊗ xj

}

= inf

{∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
Y (E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
X(F )

;u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
= αY,X(u;E ⊗ F ).

Além disso, é bom deixar claro que se X e Y são classes de sequências finitamente
injetivas e αX,Y é uma norma razoável uniforme (e portanto norma tensorial), então
αtX,Y é uma norma tensorial. De fato, se αX,Y é uma norma razoável uniforme, segue que
αtX,Y é uma norma razoável uniforme (resultado geral) e como X e Y são finitamente
injetivas, a Proposição 2.2.6 garante que αtX,Y é uma norma tensorial.
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Definimos a transposta de uma quasi-norma quasi-razoável α da mesma forma

que a da norma razoável, ou seja,

αt(u;E ⊗ F ) = α(ut;F ⊗ E),

para cada par de espaços de Banach E,F e cada u ∈ E⊗F . Não é difícil verificar que a

observação anterior é também válida para o contexto em que αX,Y é uma quasi-norma.

Além disso, é imediato que se α e β são quasi-normas quasi-razoáveis (ou normas

razoáveis), então α ≤ β se, e somente se, αt ≤ βt.

Vamos apresentar agora uma representação de elementos no produto tensorial

completo E⊗̂αX,Y F , sendo αX,Y uma norma razoável. O lema a seguir realiza parte

importante desse trabalho.

Lema 2.2.12 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências tais
que αX,Y é uma norma razoável. Se X e Y são norma monótonas, (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) e

(yj)
∞
j=1 ∈ Y u(F ), então a série

∑∞
j=1 xj ⊗ yj converge em E⊗̂αX,Y F .

Demonstração. É suficiente mostrar que a sequência (
∑n

j=1 xj ⊗ yj)
∞
n=1 é de Cau-

chy em E⊗̂αX,Y F . Dado η > 0, como (yj)
∞
j=1 ∈ Y u(F ), existe n0 ∈ N tal que∥∥(yj)

∞
j=n

∥∥
Y (F )

< η para qualquer n ≥ n0. Mais ainda, como Y é norma monótona,

tem-se
∥∥(yj)

m
j=n

∥∥
Y (F )

< η, para quaisquer m ≥ n ≥ n0. Disso e do fato de X também

ser norma monótona, segue que

αX,Y

(
m∑
j=n

xj ⊗ yj

)
≤
∥∥(xj)

m
j=n

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
m
j=n

∥∥
Y (F )

<
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

· η,

para quaisquer m ≥ n ≥ n0.

Note que o lema acima também vale no caso em que (xj)
∞
j=1 ∈ Xu(E) e (yj)

∞
j=1 ∈

Y (F ) ou ainda caso (xj)
∞
j=1 ∈ Xu(E) e (yj)

∞
j=1 ∈ Y u(F )

Proposição 2.2.13 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências
tais que αX,Y é uma norma razoável. Se X e Y são norma monótonas, X é fini-
tamente determinada (ou dominada), Y é finitamente determinada (ou dominada) e
u ∈ E⊗̂αX,Y F , então existem sequências (xj)

∞
j=1 ∈ Xu(E) e (yj)

∞
j=1 ∈ Y u(F ) tais que

a série
∑∞

j=1 xj ⊗ yj converge para u e, nestas condições,

αX,Y (u) = inf

{∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )

;u =
∞∑
j=1

xj ⊗ yj

}
,

com o ínfimo sendo tomado sobre todas as possíveis representações de u dessa forma.
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Demonstração. Dado η > 0, vamos encontrar uma sequência (un)∞n=1 em E ⊗ F tal

que u =
∑∞

n=1 un com αX,Y (u1) < αX,Y (u) + η e αX,Y (un) <
η2

4n
quando n ≥ 2. Como

u ∈ E⊗̂αX,Y F , existe uma sequência (vn)∞n=1 em E ⊗αX,Y F tal que vn −→ u. Assim,

existe n(0) ∈ N tal que se n ≥ n(0), então αX,Y (vn) < αX,Y (u)+η. Por outro lado, como

(vn)∞n=1 é de Cauchy, existe m(0) ∈ N tal que se n,m ≥ m(0), então αX,Y (vm−vn) <
η2

42
.

Denotamos k1 = max
{
n(0),m(0)

}
e u1 = vk1 . Note que para cada n ≥ 2, existe kn ∈ N

tal que se m ≥ kn, então αX,Y (vm − vkn) <
η2

4n+1
. Denotamos por un = vkn − vkn−1

quando n ≥ 2. Assim, obtemos a sequência desejada, pois (un)∞n=1 é uma sequência em

E ⊗ F ,

αX,Y (u1) = αX,Y (vk1) < αX,Y (u) + η

e

αX,Y (un) = αX,Y (vkn − vkn−1) <
η2

4n

para cada n ∈ N.

Do que temos acima, podemos escolher uma representação de u1 da forma
l1∑
j=1

x1j⊗

y1j tal que ∥∥(x1j)
l1
j=1

∥∥
X(E)

≤ αX,Y (u) + η e
∥∥(y1j)

l1
j=1

∥∥
Y (F )
≤ 1

e, para n ≥ 2, escolhemos uma representação de un da forma un =
∑ln

j=1 xnj ⊗ ynj tal

que ∥∥(xnj)
ln
j=1

∥∥
X(E)

≤ η

2n
e
∥∥(ynj)

ln
j=1

∥∥
Y (F )
≤ η

2n
.

Note que para cada n ∈ N, obtemos sequências finitas (xnj)
ln
j=1 em E e (ynj)

ln
j=1

em F . A partir dessas sequências, formamos duas novas sequências, uma em E e outra

em F , da seguinte forma:

(xj)
∞
j=1 := (x11, . . . , x1l1 , x21, . . . , x2l2 , . . . , xn1, . . . , xnln , . . .)

e

(yj)
∞
j=1 := (y11, . . . , y1l1 , y21, . . . , y2l2 , . . . , yn1, . . . , ynln , . . .).

Agora, vamos mostrar que (xj)
∞
j=1 ∈ Xu(E). Suponhamos que l1 + · · · + ln−1 < m ≤

l1 + · · ·+ ln, então∥∥(xj)
m
j=1

∥∥
X(E)

≤
∥∥(x1j)

l1
j=1

∥∥
X(E)

+ . . .+
∥∥∥(x(n−1)j)

l(n−1)

j=1

∥∥∥
X(E)

+
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+
∥∥∥(xnj)

m−(l1+···+ln−1)
j=1

∥∥∥
X(E)

≤
∥∥(x1j)

l1
j=1

∥∥
X(E)

+ . . .+
∥∥(xnj)

ln
j=1

∥∥
X(E)

≤
∞∑
n=1

∥∥(xnj)
ln
j=1

∥∥
X(E)

(2.2)

≤ αX,Y (u) + η + η ·
∞∑
n=2

1

2n
,

onde usamos o fato de X ser norma monótona. Disso, como X é finitamente determi-

nada (ou dominada), temos∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

= sup
m

∥∥(xj)
m
j=1

∥∥
X(E)

≤ αX,Y (u) + η + η ·
∞∑
n=2

1

2n
<∞. (2.3)

Observando o que fizemos em (2.2) e (2.3) e a construção da sequência (xj)
∞
j=1,

temos limk→∞ ‖(xj)∞j=k‖X(E) = 0 (quando k →∞ essa norma é majorada apenas pelo

rabo da série em (2.3)). De fato, para k = l1 + 1, temos∥∥(xj)
∞
j=l1+1

∥∥
X(E)

≤ η ·
∞∑
s=2

1

2s

e para k = ln + 1 com n ≥ 2,∥∥(xj)
∞
j=ln+1

∥∥
X(E)

≤ η ·
∞∑

s=n+1

1

2s
.

Portanto, (xj)
∞
j=1 ∈ Xu(E). Seguindo de maneira análoga ao que fizemos acima,

mostra-se que ∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )
≤ 1 + η ·

∞∑
n=2

1

2n
<∞

e que (yj)
∞
j=1 ∈ Y u(F ). Pelo Lema 2.2.12, a série

∑∞
j=1 xj ⊗ yj converge em E⊗̂αX,Y F

e, por nossa construção, temos u =
∑∞

j=1 xj⊗yj. Usando as estimativas que obtivemos

para
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

e
∥∥(yj)

∞
j=1

∥∥
Y (F )

, temos

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )
≤

(
αX,Y (u) + η + η ·

∞∑
n=2

1

2n

)(
1 + η ·

∞∑
n=2

1

2n

)
,

e dessa forma αX,Y (u) ≥ inf
{∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )

;u =
∑∞

j=1 xj ⊗ yj
}
.

Para a outra desigualdade, sendo
∑∞

j=1 xj ⊗ yj convergente para u em E⊗̂αX,Y F ,

tome uN =
∑N

j=1 xj ⊗ yj, N ∈ N. Dado η > 0, existe N0 ∈ N tal que se N ≥ N0, então

αX,Y (u)− η ≤ αX,Y (uN). Assim,

αX,Y (u)− η ≤ αX,Y (uN0) ≤
∥∥(xj)

N0
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
N0
j=1

∥∥
Y (F )
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≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )

,

e como η > 0 é arbitrário, segue que αX,Y (u) ≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )

e temos

αX,Y (u) ≤ inf

{∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )

;u =
∞∑
j=1

xj ⊗ yj

}
.

2.3 O comportamento local de operadores (X ;Y dual)-
somantes

Nesta seção, apresentamos caracterizações para operadores (X;Y dual)-somantes.

A primeira envolve funcionais lineares definidos em um produto tensorial. Com ela,

por exemplo, conseguimos obter resultados de inclusão entre classes de operadores

(X;Y dual)-somantes. A segunda, nos diz que os operadores dessa natureza se com-

portam bem localmente, ou seja, eles têm propriedades que asseguram seu bom com-

portamento em espaços de Banach gerais, levando em consideração apenas subespaços

de dimensão finita. Em seguida, mostramos que essas caracterizações nos permitem

estudar a maximalidade dos ideais de operadores (X;Y dual)-somantes.

Antes de apresentarmos a primeira caracterização, observemos que o Teorema

1.4.5 apresenta condições sobre as classes de sequências X e Y (e também, claro,

para Y dual) com as quais se garante que LX;Y (e que também LX;Y dual) é um ideal de

Banach. Portanto, esse ambiente nos oferece classes de operadores não triviais e as

classes a seguir, para 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, são alguns exemplos de ideais de operadores

gerados pelo Teorema 1.4.5:

(a)
[
L`wp ;`q , ‖·‖`wp ;`q

]
(operadores absolutamente (q, p)-somantes);

(b)
[
L`p;`q〈·〉, ‖·‖`p;`q〈·〉

]
(operadores Cohen fortemente (q, p)-somantes);

(c)
[
L(`p)mid

p ;`q〈·〉, ‖·‖(`p)mid
p ;`q〈·〉

]
, com p 6=∞;

(d)
[
L(`p)mid

p ;`mid
q
, ‖·‖(`p)mid

p ;`mid
q

]
, com q 6=∞;

(e)
[
L`wp ;(`mid

q )mid
q
, ‖·‖`wp ;(`mid

q )mid
q

]
, com q 6=∞.
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Note ainda que no item (a) acima, no caso particular q = ∞, o ideal L`wp ;`∞

é justamente o ideal dos operadores lineares e contínuos L. Casos como esse não

justificam restrições nos parâmetros p e q, já que a teoria continua válida.

O seguinte fato geral motiva a nossa primeira caracterização: para qualquer T ∈

L(E,F ), consideramos o funcional linear ϕT : E⊗F ′ −→ K definido como a linearização

da forma bilinear AT : E × F ′ −→ K dada por AT (x, ψ) = ψ(T (x)). Assim, para

qualquer u =
∑n

j=1 xj ⊗ ψj ∈ E ⊗ F ′, tem-se

ϕT

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
=

n∑
j=1

ψj(T (xj)).

Isso nos mostra que a aplicação de L(E;F ) em (E ⊗ F ′)# dada por T 7→ ϕT está bem

definida.

Proposição 2.3.1 Sejam E e F espaços de Banach, T ∈ L(E;F ) e X e Y classes
de sequências tais que αX,Y é uma quasi-norma quasi-razoável e Y é esfericamente
completa. Com isso:

(a) Se T ∈ LX;Y dual(E;F ), então o funcional linear ϕT : E ⊗αX,Y F
′ −→ K é contínuo

e ‖ϕT‖ ≤ ‖T‖X;Y dual.

(b) Se o funcional linear ϕT : E ⊗αX,Y F
′ −→ K é contínuo, X é finitamente de-

terminada (ou dominada) e Y é norma monótona, então T ∈ LX;Y dual(E;F ) e
‖T‖X;Y dual ≤ ‖ϕT‖.

Claro, as sentenças (a) e (b) são equivalentes juntando-se suas hipóteses e, neste caso,
vale ‖T‖X;Y dual = ‖ϕT‖ .

Demonstração. (a) Suponhamos que T ∈ LX;Y dual(E;F ). Se u =
n∑
j=1

xj⊗ψj ∈ E⊗F ′,

então

|ϕT (u)| =

∣∣∣∣∣ϕT
(

n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ψj(T (xj))

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|ψj(T (xj))|

≤ ‖T‖X;Y dual

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(ψj)
n
j=1

∥∥
Y (F ′)

,

onde na última desigualdade estamos usando a caracterização do Corolário 2.1.3 (d).

Como isso vale para qualquer representação de u, temos |ϕT (u)| ≤ ‖T‖X;Y dual αX,Y (u)

e assim ϕT : E ⊗αX,Y F
′ −→ K é contínuo, com ‖ϕT‖ ≤ ‖T‖X;Y dual .

(b) Se n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ E, segue que∥∥(T (xj))
n
j=1

∥∥
Y dual(F )

= sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ψj(T (xj))

∣∣∣∣∣ = sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∣∣∣∣∣ϕT
(

n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)∣∣∣∣∣
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≤ sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

‖ϕT‖ · αX,Y

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)

≤ ‖ϕT‖
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∥∥(ψj)
n
j=1

∥∥
Y (F ′)

≤ ‖ϕT‖
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

sup
(ψj)∞j=1∈BY (F ′)

∥∥(ψj)
∞
j=1

∥∥
Y (F ′)

= ‖ϕT‖
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

,

onde na última desigualdade usamos o fato de Y ser norma monótona. Como Y dual é

finitamente determinada e X é finitamente determinada (ou dominada), usando nova-

mente o Corolário 2.1.3, temos T ∈ LX;Y dual(E;F ) e ‖T‖X;Y dual ≤ ‖ϕT‖.

Vejamos agora alguns exemplos de caracterizações de classes fornecidas pela pro-

posição acima.

Exemplo 2.3.2 Se 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, temos 1 ≤ 1
p

+ 1
q∗

e a Proposição 2.3.1 nos garante
que:

(a) T ∈ L`wp ;`q(E;F ) se, e somente se, o funcional linear ϕT : E ⊗α
`wp ,`q∗

F ′ −→ K é
contínuo. Neste caso, ‖T‖`wp ;`q

= ‖ϕT‖ .

(b) T ∈ L`wp ;`q〈·〉(E;F ) se, e somente se, o funcional linear ϕT : E ⊗α
`wp ,`

w
q∗
F ′ −→ K é

contínuo. Neste caso, ‖T‖`wp ;`q〈·〉 = ‖ϕT‖ .

(c) Se p 6= ∞, então T ∈ L(`p)mid
p ;`q(E;F ) se, e somente se, o funcional linear ϕT :

E ⊗α
(`p)

mid
p ,`q∗

F ′ −→ K é contínuo. Neste caso, ‖T‖(`p)mid
p ;`q

= ‖ϕT‖ .

Como consequência da proposição anterior é possível estabelecer resultados de

inclusão para classes de operadores (X;Y dual)-somantes.

Corolário 2.3.3 Sejam Xi e Yi classes de sequências tais que αXi,Yi é quasi-norma
quasi-razoável, Yi é esfericamente completa (i = 1, 2) e αX1,Y1

≤ αX2,Y2
. Então, para

quaisquer espaços de Banach E e F , se X2 é finitamente determinada (ou dominada)
e Y2 é norma monótona, tem-se

LX1;Y dual
1

(E;F )
1
↪→ LX2;Y dual

2
(E;F ).

Disso e do fato de que αtX1,Y1
≤ αtX2,Y2

, segue que

LY1;Xdual
1

(E;F )
1
↪→ LY2;Xdual

2
(E;F ),

se Y2 é finitamente determinada (ou dominada) e X2 é norma monótona.
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Demonstração. Seja T ∈ LX1;Y dual
1

(E;F ). Pela Proposição 2.3.1, temos ϕT ∈

(E ⊗αX1,Y1
F ′)′ e ‖ϕT‖(E⊗α

X1,Y1
F ′)′ ≤ ‖T‖X1;Y dual

1
. Como αX1,Y1

≤ αX2,Y2
, segue que

|ϕT (u)| ≤ ‖T‖X1;Y dual
1

αX1,Y1
(u) ≤ ‖T‖X1;Y dual

1
αX2,Y2

(u),

para qualquer u ∈ E ⊗ F ′. Assim, ϕT ∈ (E ⊗αX2,Y2
F ′)′ e ‖ϕT‖(E⊗αX2,Y2

F ′)′ ≤

‖T‖X1;Y dual
1

. Como X2 é finitamente determinada (ou dominada) e Y2 é norma mo-

nótona, usando a Proposição 2.3.1 mais uma vez, segue que T ∈ LX2;Y dual
2

(E;F ) e

‖T‖X2;Y dual
2
≤ ‖ϕT‖(E⊗αX2,Y2

F ′)′ ≤ ‖T‖X1;Y dual
1

.

Vamos agora apresentar exemplos de quasi-normas quasi-razoáveis αX1,Y1
e αX2,Y2

que satisfazem αX1,Y1
≤ αX2,Y2 , e os correspondentes resultados de inclusão obtidos

mediante o uso do corolário anterior.

Sabemos que se p ≤ q, então α`w
q∗ ,`q

= dq ≤ dp = α`w
p∗ ,`p

(veja [45, Proposition

6.6]). Pela transposição dessas normas, temos gq ≤ gp e assim o Corolário 2.3.3 garante

o

Exemplo 2.3.4 Se p ≤ q, então

Πq∗(E;F ) = L`w
q∗ ,`q∗

(E;F )
1
↪→ L`w

p∗ ,`p∗
(E;F ) = Πp∗(E;F )

e
Dq(E;F ) = L`q ,`q〈·〉(E;F )

1
↪→ L`p,`p〈·〉(E;F ) = Dp(E;F ),

para quaisquer espaços de Banach E e F .

Os resultados de inclusão obtidos acima, claro, já são bem conhecidos. O primeiro

pode ser encontrado em [20, Theorem 2.8] (observando-se que p ≤ q ⇔ q∗ ≤ p∗) e o

segundo em [17, Theorem 2.4.1.].

Perceba que esses tipos de inclusões, em geral, são obtidas por dois resultados

distintos (e também em trabalhos distintos, como no caso acima) enquanto que o

Corolário 2.3.3 realiza esse trabalho em uma única etapa.

Para apresentar um exemplo de um novo resultado de inclusão, faremos antes a

seguinte observação.
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Observação 2.3.5 Sejam 1 ≤ q ≤ ∞ e X uma classe de sequências tais que αX,`q
seja uma quasi-norma quasi-razoável em E ⊗ F . Então, a quasi-norma αX,`q admite
ser expressa na forma

αX,`q(u) = inf

{∥∥(λj)
k
j=1

∥∥
q

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
k
j=1

∥∥
`∞(F )

;u =
k∑
j=1

λjxj ⊗ yj

}
.

Para verificar esse fato, vamos denotar o lado direito da expressão acima por δX,`q(u) e
notar primeiro que cada representação de u da forma

∑k
j=1 λjxj ⊗ yj pode ser escrita

como
∑k

j=1 xj ⊗ (λjyj). Consequentemente,

αX,`q(u) ≤
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(λjyj)
k
j=1

∥∥
`q(F )

≤
∥∥(λj)

k
j=1

∥∥
q

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
k
j=1

∥∥
`∞(F )

e assim αX,`q(u) ≤ δX,`q(u). Por outro lado, seja
∑k

j=1 xj ⊗ yj uma representação de u.
Podemos escrever u como

∑k
j=1 ‖yj‖xj⊗

yj
‖yj‖ . Logo, δX,`q(u) ≤

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
k
j=1

∥∥
`q(F )

e consequentemente δX,`q(u) ≤ αX,`q(u).

Note que a observação acima vale, com as adaptações óbvias, para a norma

transposta α`q ,X .

Exemplo 2.3.6 Suponha que 1 ≤ pj ≤ qj < ∞ (j = 1, 2), q1 ≤ q2, p1 ≤ p2 e
1
p1
− 1

q1
≤ 1

p2
− 1

q2
. Então,

α`mid
p1

,`q∗1
≤ α`mid

p2,p1
,`q∗2
. (2.4)

Com isso, a aplicação do Corolário 2.3.3 nos dá

L`mid
p1

;`q1
(E;F )

1
↪→ L`mid

p2,p1
;`q2

(E;F ) e L`q∗1 ;(`mid
p1

)dual(E;F )
1
↪→ L`q∗2 ;(`mid

p2,p1
)dual(E;F ),

para quaisquer espaços de Banach E e F .
Vamos dividir a demonstração de (2.4) em casos. Se q1 = q2, temos p1 = p2 e as

normas são iguais. Suponhamos agora que 1 < q1 < q2 < ∞. Sejam E,F espaços de
Banach, u ∈ E⊗F e η > 0. É suficiente mostrar que α`mid

p1
,`q∗1

(u) ≤ α`mid
p2,p1

,`q∗2
(u)+η. Pela

Observação 2.3.5, podemos escolher uma representação de u da forma
∑k

j=1 λjxj ⊗ yj
tal que ∥∥(λj)

k
j=1

∥∥
q∗2

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
`mid
p2,p1

(E)

∥∥(yj)
k
j=1

∥∥
`∞(F )

≤ α`mid
p2,p1

,`q∗2
(u) + η.

Reescrevemos essa representação como

u =
k∑
j=1

λ

q∗2
q∗1
j (λ

1− q
∗
2
q∗1

j xj)⊗ yj

e temos

α`mid
p1

,`q∗1
(u) ≤

∥∥∥∥∥(λ

q∗2
q∗1
j )kj=1

∥∥∥∥∥
q∗1

∥∥∥∥∥(λ
1− q

∗
2
q∗1

j xj)
k
j=1

∥∥∥∥∥
`mid
p1

(E)

∥∥(yj)
k
j=1

∥∥
`∞(F )

. (2.5)
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Note que∥∥∥∥∥(λ
1− q

∗
2
q∗1

j xj)
k
j=1

∥∥∥∥∥
`mid
p1

(E)

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp1 (E′)

(
k∑
j=1

∞∑
n=1

|λj|
(1− q

∗
2
q∗1

)p1 |ϕn(xj)|p1
) 1

p1

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp1 (E′)

(
k∑
j=1

|λj|
(1− q

∗
2
q∗1

)p1

(
∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p1
)) 1

p1

.

Com as hipóteses sobre p1, p2, q1 e q2 não é difícil verificar que

1
p2
p1

+
1
q∗2q
∗
1

p1q∗1−p1q∗2

≥ 1

e aplicando a desigualdade Hölder, obtemos∥∥∥∥∥(λ
1− q

∗
2
q∗1

j xj)
k
j=1

∥∥∥∥∥
`mid
p1

(E)

≤

(
k∑
j=1

|λj|
(1− q

∗
2
q∗1

)p1·
q∗2q
∗
1

p1q
∗
1−p1q

∗
2

) 1
p1
· p1q

∗
1−p1q

∗
2

q∗2q
∗
1

·

sup
(ϕn)∞n=1∈B`wp1 (E′)

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p1
) p2

p1

 1
p1
· p1
p2

=

(
k∑
j=1

|λj|q
∗
2

) 1
q∗2
− 1
q∗1 ∥∥(xj)

k
j=1

∥∥
`mid
p2,p1

(E)
.

Substituindo o que fizemos acima em (2.5), obtemos

α`mid
p1

,`q∗1
(u) ≤

∥∥(λj)
k
j=1

∥∥
q∗2

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
`mid
p2,p1

(E)

∥∥(yj)
k
j=1

∥∥
`∞(F )

≤ α`mid
p2,p1

,`q∗2
(u) + η.

O último caso, em que q1 = 1, é demonstrado da mesma forma que o caso anterior, mas
considerando agora a desigualdade de Hölder com os índices p2 e q∗2, já que 1 ≤ 1

p2
+ 1

q∗2
.

O argumento usado para obter o novo resultado de inclusão acima também serve

para mostrar mais um resultado conhecido que pode ser recuperado pelo Corolário

2.3.3. A demonstração neste caso, por ser análoga, será omitida.

Exemplo 2.3.7 Suponha que 1 ≤ pj ≤ qj < ∞ (j = 1, 2), q1 ≤ q2, p1 ≤ p2 e
1
p1
− 1

q1
≤ 1

p2
− 1

q2
. Então

α`wp1 ,`q∗1
≤ α`wp2 ,`q∗2

e, aplicando o Corolário 2.3.3, temos

L`wp1 ;`q1
(E;F )

1
↪→ L`wp2 ;`q2

(E;F ) e L`q∗1 ;`p∗1
〈·〉(E;F )

1
↪→ L`q∗2 ;`p∗2

〈·〉(E;F ),

isto é,
Πq1,p1(E;F )

1
↪→ Πq2,p2(E;F ) e Dp∗1,q

∗
1
(E;F )

1
↪→ Dp∗2,q

∗
2
(E;F ),

51



para quaisquer espaços de Banach E e F ,
A primeira inclusão acima pode ser encontrada em [20, Theorem 10.4] e a segunda

é obtida em [5, Theorem 3.2], fazendo uso da primeira.

Vamos agora à nossa segunda caracterização dos operadores (X;Y dual)-somantes:

aquela por meio dos seus comportamentos em subespaços de dimensão finita.

Teorema 2.3.8 Sejam E e F espaços de Banach, T ∈ L(E;F ) e X e Y classes de
sequências tais que Y é esfericamente completa, LX;Y dual é um ideal de Banach e αX,Y
uma quasi-norma tensorial. Suponha ainda que X seja finitamente determinada (ou
dominada) e Y seja norma monótona. Então, T ∈ LX;Y dual(E;F ) se, e somente se,
existe uma constante C > 0 tal que para quaisquerM ∈ F(E) e L ∈ CF(F ), o operador

QL ◦ T ◦ IM : M −→ E −→ F −→ F

L

satisfaz ‖QL ◦ T ◦ IM‖X;Y dual ≤ C. Além disso, ‖T‖X;Y dual = sup ‖QL ◦ T ◦ IM‖X;Y dual ,

onde o supremo é tomado sobre todos os pares (M,L) ∈ F(E)× CF(F ).

Demonstração. Suponhamos que T ∈ LX;Y dual(E;F ) e s := sup ‖QL ◦ T ◦ IM‖X;Y dual .

Como
[
LX;Y dual , ‖·‖X;Y dual

]
é um ideal, tem-se QL ◦ T ◦ IM ∈ LX;Y dual(M ; F

L
) e

‖QL ◦ T ◦ IM‖X;Y dual ≤ ‖QL‖ ‖T‖X;Y dual ‖IM‖ = ‖T‖X;Y dual .

Assim, s ≤ ‖T‖X;Y dual .

Reciprocamente, sejam u ∈ E ⊗ F ′ e η > 0. Como αX,Y é finitamente gerada,

existem subespaços M ∈ F(E) e N ∈ F(F ′) tais que u =
n∑
j=1

xj ⊗ y′j ∈M ⊗N e

αX,Y (u;M ⊗N) ≤ (1 + η)αX,Y (u;E ⊗ F ′) .

Considere o subespaço L ∈ CF(F ) tal que
(
F
L

)′ 1
= N , por meio da aplicação Q′L :(

F
L

)′ −→ N . Seja ψj ∈
(
F
L

)′ tal que Q′L(ψj) = y′j, j = 1, . . . , n. Note que
n∑
j=1

xj ⊗ y′j e
n∑
j=1

xj ⊗ ψj são representações de u e que

ϕQL◦T◦IM (u) = ϕQL◦T◦IM

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
=

n∑
j=1

ψj (QL(T (xj))) =
n∑
j=1

Q′L(ψj)(T (xj))

=
n∑
j=1

y′j(T (xj)) = ϕT

(
n∑
j=1

xj ⊗ y′j

)
= ϕT (u).
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Por hipótese QL ◦ T ◦ IM ∈ LX;Y dual(M ; F
L

) e assim, pela Proposição 2.3.1, segue

que o funcional linear ϕQL◦T◦IM : M ⊗αX,Y
(
F
L

)′ −→ K é contínuo e ‖ϕQL◦T◦IM‖ ≤

‖QL ◦ T ◦ IM‖X;Y dual . Daí, tem-se

|ϕT (u)| = |ϕQL◦T◦IM (u)| ≤ ‖ϕQL◦T◦IM‖αX,Y
(
u;M ⊗

(
F

L

)′)
= ‖QL ◦ T ◦ IM‖X;Y dual · αX,Y (u;M ⊗N) ≤ s · (1 + η)αX,Y (u;E ⊗ F ′)

e segue que |ϕT (u)| ≤ s · αX,Y (u) e ϕT : E ⊗αX,Y F
′ −→ K é contínuo. Usando

novamente a Proposição 2.3.1, segue que T ∈ LX;Y dual(E;F ) e que ‖T‖X;Y dual ≤ ‖ϕT‖,

donde temos ‖T‖X;Y dual ≤ s.

Observe que, com todas as hipóteses do teorema acima, o Teorema 1.3.7 garante

que o ideal de Banach [LX;Y dual , ‖·‖X;Y dual ] é maximal e assim temos o seguinte corolário:

Corolário 2.3.9 Sejam X e Y classes de sequências tais que Y é esfericamente com-
pleta, LX;Y dual é um ideal de Banach e αX,Y uma quasi-norma tensorial. Suponha ainda
que X é finitamente determinada (ou dominada) e Y é norma monótona. Então, o
ideal LX;Y dual é maximal.

Vejamos alguns exemplos da aplicação do corolário acima.

Exemplo 2.3.10 a) Considerando 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, X = `wp , Y = `q∗ e a quasi-norma
tensorial α`wp ,`q∗ , segue que [

L`wp ;`q , ‖·‖`wp ;`q

]
= [Πq,p, πq,p]

é um ideal maximal, o que é bem conhecido (ver [20, Proposition 10.2], por exemplo).
b) Considerando 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, X = `p, Y = `wq∗ e a quasi-norma tensorial α`p,`wq∗ , o
ideal [

L`p;`q〈·〉, ‖·‖`p;`q〈·〉

]
= [Dq,p, dq,p]

é maximal. Acreditamos que este deva ser um caso conhecido, pelo menos para p = q,
mas não encontramos referências sobre isso na literatura.
c) Agora três casos novos. Seja 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ com p 6=∞.

• Se X = (`p)
mid
p e Y = `wq∗ , então[

L(`p)mid
p ;`q〈·〉, ‖·‖(`p)mid

p ;`q〈·〉

]
é um ideal maximal.
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• Se X = (`p)
mid
p e Y = `q∗ , então[

L(`p)mid
p ;`q , ‖·‖(`p)mid

p ;`q

]
é um ideal maximal.

• Se X = (`p 〈·〉)mid
p e Y = `q∗ , então[

L(`p〈·〉)mid
p ;`q , ‖·‖(`p〈·〉)mid

p ;`q

]
é um ideal maximal.

2.4 Dual tensorial e operadores somantes

O espaço dual do produto tensorial E ⊗α F , onde α é uma norma razoável, pode

ser interpretado como um subespaço de formas bilineares em E ×F , um subespaço de

operadores lineares de E em F ′ ou um subespaço de operadores lineares de F em E ′.

De fato, como (E⊗αF )′ ⊆ (E⊗π F )′, do Teorema 1.2.3 e do que foi discutido na Seção

1.2, temos

(E ⊗α F )′ ⊆ B(E,F )
1
= L(E;F ′)

1
= L(F ;E ′). (2.6)

Mas quando α é uma quasi-norma quasi-razoável qualquer, não conseguimos garantir

que α ≤ π e, portanto, que (2.6) faça sentido.

Apresentamos nesta seção condições para que a identificação do dual do produto

tensorial, munido com a quasi-norma quasi-razoável αX,Y , com subespaços como em

(2.6) seja possível.

Um fato importante: pode ocorrer que o dual de um espaço quasi-normado seja o

espaço nulo (dual trivial). Como, em nosso contexto, estamos identificando esses duais

com classes de operadores, justifica-se, ao longo da seção, um cuidado em estabelecer

condições que excluam esse tipo de trivialidade.

Nosso primeiro objetivo será identificar (E ⊗αX,Y F )′, onde αX,Y é uma quasi-

norma, com um subespaço de formas bilineares em B(E,F ). É o que faremos no

resultado abaixo.

Teorema 2.4.1 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências tais
que αX,Y é uma quasi-norma quasi-razoável. Suponha que X seja finitamente deter-
minada (ou dominada), Y seja finitamente determinada (ou dominada) e que X ou Y
seja `∞-completa. Então, (

E ⊗αX,Y F
)′ 1

= LX,Y ;`1(E,F ;K).
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Demonstração. Considere a aplicação

Ψ : LX,Y ;`1(E,F ;K) −→
(
E ⊗αX,Y F

)′
definida por

Ψ(A)

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

n∑
j=1

A(xj, yj).

Note que Ψ(A) : E ⊗ F −→ K é um funcional linear, uma vez que por definição Ψ(A)

é a linearização da forma bilinear A. Se u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F , temos

|Ψ(A)(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

A(xj, yj)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|A(xj, yj)| ≤ ‖A‖X,Y ;`1

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

,

onde na última desigualdade usamos a Proposição 1.4.3 para A ∈ LX,Y ;`1(E,F ;K).

Como isso vale para qualquer representação de u, temos |Ψ(A)(u)| ≤ ‖A‖X,Y ;`1
αX,Y (u)

e dessa forma Ψ(A) : E⊗αX,Y F −→ K é contínuo. Isso nos diz que Ψ está bem definida.

Observe ainda que Ψ é linear e além disso contínua, pois, do que fizemos acima, segue

que ‖Ψ(A)‖ ≤ ‖A‖X,Y ;`1
.

Vamos mostrar agora que Ψ é sobrejetiva. Seja ϕ ∈ (E ⊗αX,Y F )′. Considere a

aplicação Aϕ : E × F −→ K definida por Aϕ(x, y) = ϕ(x ⊗ y), que claramente está

bem definida e é bilinear. Vejamos que Aϕ ∈ LX,Y ;`1(E,F ;K).

Se (xj)
n
j=1 em En e (yj)

n
j=1 em F n, supondo que X é `∞-completa, temos

∥∥(Aϕ(xj, yj))
n
j=1

∥∥
1

= sup
Φ∈B(`1)

′

∣∣∣Φ((Aϕ(xj, yj))
n
j=1

)∣∣∣ = sup
(λj)∞j=1∈B`∞

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Aϕ(xj, yj) · λj

∣∣∣∣∣
= sup

(λj)∞j=1∈B`∞

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ϕ(xj ⊗ yj) · λj

∣∣∣∣∣ = sup
(λj)∞j=1∈B`∞

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ϕ((λjxj)⊗ yj)

∣∣∣∣∣
= sup

(λj)∞j=1∈B`∞

∣∣∣∣∣ϕ
(

n∑
j=1

(λjxj)⊗ yj)

)∣∣∣∣∣
≤ sup

(λj)∞j=1∈B`∞
‖ϕ‖

∥∥(λjxj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

≤ ‖ϕ‖
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

.

Supondo, sem perda de generalidade, que X e Y sejam finitamente determinadas, o

cálculo anterior mostra que Aϕ ∈ LX,Y ;`1(E,F ;K) e que ‖Aϕ‖X,Y ;`1
≤ ‖ϕ‖.
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Resta-nos mostrar que Ψ(Aϕ) = ϕ em E ⊗αX,Y F . Se u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈

E ⊗αX,Y F , temos

Ψ (Aϕ) (u) = Ψ (Aϕ)

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

n∑
j=1

Aϕ(xj, yj)

=
n∑
j=1

ϕ(xj ⊗ yj) = ϕ

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
= ϕ(u).

Portanto, LX,Y ;`1(E,F ;K) e (E ⊗αX,Y F )′ são isometricamente isomorfos.

Observação 2.4.2 No Teorema acima e em muitos resultados deste capítulo, temos o
espaço E⊗αX,Y F sem o completamento, em virtude do fato apontado pela Observação
1.5.2. Quando αX,Y for de fato uma norma, usando o argumento de extensão ao fecho,
vale o resultado para o completamento do espaço e, neste caso, temos(

E⊗̂αX,Y F
)′ 1

= LX,Y ;`1(E,F ;K).

Antes de mostrarmos exemplos da aplicação do resultado anterior, vejamos alguns

casos em que classes da forma LX,Y ;`1(E,F ;K) não sejam triviais. Por exemplo, o

Teorema 1.4.5 apresenta condições sobre as classes de sequências X e Y de modo que

LX,Y ;`1(E,F ;K) 6= {0}, uma vez que todo ideal de operadores bilineares contém os

operadores de tipo finito. Como ilustração, apresentamos alguns ideais de operadores

bilineares gerados por esse teorema:

• Sendo 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, tem-se 1 ≤ 1
p

+ 1
q∗

e são ideais de Banach de operadores

bilineares as classes:

(a)
[
L`wp ,`q∗ ;`1 , ‖·‖`wp ,`q∗ ;`1

]
;

(b)
[
L`p,`q∗ 〈·〉;`1 , ‖·‖`p,`q∗ 〈·〉;`1

]
;

(c)
[
L(`p)mid

p ,`q∗ 〈·〉;`1 , ‖·‖(`p)mid
p ,`q∗ 〈·〉;`1

]
com p 6=∞;

(d)
[
L(`p)mid

p ,`mid
q∗ ;`1 , ‖·‖(`p)mid

p ,`mid
q∗ ;`1

]
com p 6=∞ e q 6= 1.

Vejamos agora exemplos do uso do Teorema 2.4.1.

Exemplo 2.4.3 Sejam 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.
a) Se X = `wp e Y = `q∗ , tomando-se a quasi-norma α`wp ,`q∗ , segue que(

E ⊗α
`wp ,`q∗

F
)′ 1

= L`wp ,`q∗ ;`1(E,F ;K).
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b) Se q 6= 1, X = `wp e Y = `mid
q∗ , para a quasi-norma α

`wp ,`
mid
q∗

, tem-se(
E ⊗α

`wp ,`
mid
q∗

F

)′
1
= L`wp ,`mid

q∗ ;`1(E,F ;K).

c) Se p 6=∞, X = (`p)
mid
p e Y = `q∗ , para a quasi-norma α

(`p)mid
p ,`q∗

, tem-se(
E ⊗α

(`p)
mid
p ,`q∗

F

)′
1
= L(`p)mid

p ,`q∗ ;`1(E,F ;K).

Agora, tendo em mente o Teorema 2.4.1 e o primeiro isomorfismo em (2.6), uma

questão imediata surge: qual a classe de operadores lineares e contínuos A(E;F ′), des-

crita em termos das classes de sequênciasX e Y , está associada à classe LX,Y ;`1(E,F ;K)?

Assim, uma vez que consigamos determinar esta classe, teremos as identificações(
E ⊗αX,Y F

)′ 1
= LX,Y ;`1(E,F ;K)

1
= A(E;F ′),

considerando-se todas as hipóteses necessárias para tal.

Nesta direção, apresentamos a seguir um resultado que acreditamos ser interes-

sante por si só e que poderia ser estudado, independentemente, no contexto da teoria

de operadores somantes. Mas antes, vamos apresentar um lema que fornece uma ca-

racterização da norma em Y dual em espaços duais, que será útil para este resultado e

em outras partes do trabalho.

Lema 2.4.4 Sejam F um espaço de Banach e Y uma classe de sequências esferica-
mente completa, linearmente estável, finitamente determinada (ou dominada) e finita-
mente injetiva. Se (ϕj)

∞
j=1 ∈ Y dual(F ′), então

∥∥(ϕj)
∞
j=1

∥∥
Y dual(F ′)

= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ϕj(yj)

∣∣∣∣∣ .
Demonstração. Aplicando o item (b) do Teorema 1.4.10 e usando o fato de que

JY (F ) (Y (F )) é normante para Y (F )′, temos∥∥(ϕj)
∞
j=1

∥∥
Y dual(F ′)

=
∥∥J ((ϕj)∞j=1

)∥∥
Y (F )′

= sup
Φ∈B(Y (F ))′′

∣∣∣Φ(J ((ϕj)
∞
j=1

))∣∣∣
= sup

Φ∈BJY (F )Y (F )

∣∣∣Φ(J ((ϕj)
∞
j=1

))∣∣∣
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= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣JY (F )

(
(yj)

∞
j=1

) (
J
(

(ϕj)
∞
j=1

))∣∣∣
= sup

(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣J ((ϕj)
∞
j=1

) (
(yj)

∞
j=1

)∣∣∣
= sup

(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ϕj(yj)

∣∣∣∣∣ .

Proposição 2.4.5 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências,
onde Y é esfericamente completa, linearmente estável, finitamente determinada (ou
dominada) e finitamente injetiva. Então,

LX,Y ;`1(E,F ;K)
1
= LX;Y dual(E;F ′).

Demonstração. Considere a aplicação

Ψ : LX,Y ;`1(E,F ;K) −→ LX;Y dual(E;F ′)

definida por Ψ (A) (x) (y) = A(x, y). Usando a bilinearidade e continuidade de A, é

imediato mostrar que Ψ(A) ∈ L(E,F ′). Mais ainda, se (xj)
∞
j=1 ∈ X(E), então

∥∥∥(Ψ(A)(xj))
∞
j=1

∥∥∥
Y dual(F ′)

= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

Ψ(A)(xj)(yj)

∣∣∣∣∣
≤ sup

(yj)∞j=1∈BY (F )

∞∑
j=1

|A(xj, yj)| ≤ ‖A‖X,Y ;`1

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

,

onde o Lema 2.4.4 está sendo usado na primeira igualdade. Dessa forma, Ψ(A) ∈

LX;Y dual(E;F ′) e isso nos diz que Ψ está bem definida. É fácil mostrar que Ψ é linear

e, do cálculo anterior, segue sua continuidade e que

‖Ψ(A)‖X;Y dual ≤ ‖A‖X,Y ;`1
.

Agora mostraremos que Ψ é sobrejetiva. Se T ∈ LX;Y dual(E;F ′), considere a

forma bilinear contínua AT : E × F −→ K definida por AT (x, y) = T (x)(y). Vejamos

que AT ∈ LX,Y ;`1(E,F ;K).

Se (xj)
∞
j=1 em X(E) e (yj)

∞
j=1 em Y (F ), temos

∥∥∥(AT (xj, yj))
∞
j=1

∥∥∥
1

=
∞∑
j=1

|AT (xj, yj)| =
∞∑
j=1

|T (xj)(yj)| =
∞∑
j=1

|JF (yj)(T (xj))|
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≤ ‖T‖X;Y dual

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(JF (yj))
∞
j=1

∥∥
Y (F ′′)

≤ ‖T‖X;Y dual

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
Y (F )

,

onde na penúltima desigualdade usamos o fato de que T ∈ LX;Y dual(E;F ′) e na última os

fatos de que Y é linearmente estável e ‖JF‖ = 1. Isso mostra que AT ∈ LX,Y ;`1(E,F ;K)

e que ‖AT‖X,Y ;`1
≤ ‖T‖X;Y dual .

Resta mostrarmos que Ψ(AT ) = T . De fato, se x ∈ E e y ∈ F , então

Ψ(AT )(x)(y) = AT (x, y) = T (x)(y).

Portanto, LX,Y ;`1(E,F ;K) e LX;Y dual(E;F ′) são isometricamente isomorfos.

Como comentado acima, de posse do Teorema 2.4.1 e da Proposição 2.4.5, segue

imediatamente o seguinte corolário:

Corolário 2.4.6 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências tais
que αX,Y é uma quasi-norma quasi-razoável, com Y esfericamente completa. Suponha
que X é finitamente determinada (ou dominada), Y é finitamente determinada (ou
dominada), linearmente estável e finitamente injetiva, e que X ou Y seja `∞-completa.
Então, (

E ⊗αX,Y F
)′ 1

= LX;Y dual(E;F ′).

O resultado acima pode ser obtido de maneira direta e, dessa forma, a hipótese

de que ao menos uma das classes de sequências X ou Y seja `∞-completa pode ser

substituída pela hipótese de que Y seja norma monótona.

Proposição 2.4.7 (versão direta do Corolário 2.4.6) Sejam E e F espaços de Banach
e X e Y classes de sequências tais que αX,Y é uma quasi-norma quasi-razoável, com Y

esfericamente completa. Suponha ainda que X é finitamente determinada (ou domi-
nada), Y é finitamente determinada (ou dominada), linearmente estável, finitamente
injetiva e norma monótona. Então,(

E ⊗αX,Y F
)′ 1

= LX;Y dual(E;F ′).

Demonstração. Considere a aplicação

Ψ : LX;Y dual(E;F ′) −→
(
E ⊗αX,Y F

)′
definida por

Ψ (T )

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

n∑
j=1

T (xj) (yj) .

59



Note que Ψ(T ) : E ⊗ F −→ K é um funcional linear, uma vez que Ψ(T ) coincide com

a linearização da forma bilinear AT : E × F −→ K definida por AT (x, y) = T (x)(y).

Além disso, se u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj ∈ E ⊗ F , temos

|Ψ(T )(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

T (xj)(yj)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|T (xj)(yj)| =
n∑
j=1

|JF (yj)(T (xj))|

≤ ‖T‖X;Y dual

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(JF (yj))
n
j=1

∥∥
Y (F ′′)

≤ ‖T‖X;Y dual

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(yj)
n
j=1

∥∥
Y (F )

e como isso vale para qualquer representação de u, temos

|Ψ(T )(u)| ≤ ‖T‖X;Y dual αX,Y (u).

Dessa forma, o funcional Ψ(T ) : E ⊗αX,Y F −→ K é contínuo e isso nos mostra que Ψ

está bem definida. Observe ainda que Ψ é linear (fácil) e contínua, já que, pelo que

calculamos acima, temos

‖Ψ(T )‖ ≤ ‖T‖X;Y dual .

Mostraremos agora que Ψ é sobrejetiva. Se ϕ ∈ (E ⊗αX,Y F )′, considere a

aplicação linear Tϕ : E −→ F ′ definida por Tϕ(x)(y) = ϕ(x ⊗ y). Vejamos que

Tϕ ∈ LX;Y dual(E;F ′).

Se (xj)
n
j=1 em En, temos

∥∥∥(Tϕ(xj))
n
j=1

∥∥∥
Y dual(F ′)

= sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Tϕ(xj)(yj)

∣∣∣∣∣ = sup
(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ϕ(xj ⊗ yj)

∣∣∣∣∣
= sup

(yj)∞j=1∈BY (F )

∣∣∣∣∣ϕ
(

n∑
j=1

xj ⊗ yj

)∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

,

onde na primeira igualdade aplicamos o Lema 2.4.4 e na última desigualdade usamos

que Y é norma monótona. Como Y dual é finitamente determinada e X é finitamente

determinada (ou dominada), segue que Tϕ ∈ LX;Y dual(E;F ′) e que ‖Tϕ‖X;Y dual ≤ ‖ϕ‖.

Resta-nos mostrar que Ψ(Tϕ) = ϕ em E ⊗αX,Y F . Assim, se u =
∑n

j=1 xj ⊗ yj ∈

E ⊗αX,Y F , temos

Ψ (Tϕ) (u) = Ψ (Tϕ)

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

n∑
j=1

Tϕ(xj)(yj)
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=
n∑
j=1

ϕ(xj ⊗ yj) = ϕ

(
n∑
j=1

xj ⊗ yj

)
= ϕ(u).

Portanto, LX;Y dual(E;F ′) e (E ⊗αX,Y F )′ são isometricamente isomorfos.

Antes de apresentarmos alguns exemplos de aplicações dos resultados anteriores,

vamos primeiramente identificar o espaço (E⊗αX,Y F )′ com um subespaço de operadores

em L(F ;E ′), em função do segundo isomorfismo em (2.6), e em seguida caracterizar o

espaço (E⊗αtX,Y F )′. A demonstração do primeiro resultado será omitida por ser análoga

àquela da Proposição 2.4.7, apenas trocando as hipóteses da classe de sequências Y

para X e fazendo adaptações sutis. A do segundo foi estabelecida como um corolário

da Proposição 2.4.7 mas, claro, poderia ter sido estabelecida de forma independente e

direta.

Proposição 2.4.8 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências tais
que αX,Y é uma quasi-norma quasi-razoável, com X esfericamente completa. Suponha
ainda que Y é finitamente determinada (ou dominada) e que X é finitamente deter-
minada (ou dominada), linearmente estável, finitamente injetiva e norma monótona.
Então, temos (

E ⊗αX,Y F
)′ 1

= LY ;Xdual(F ;E ′).

Corolário 2.4.9 (da Proposição 2.4.7) Sejam E e F espaços de Banach e X e Y clas-
ses de sequências tais que αX,Y uma quasi-norma quasi-razoável, com Y esfericamente
completa. Suponha ainda que X é finitamente determinada (ou dominada) e que Y
é finitamente determinada (ou dominada), linearmente estável, finitamente injetiva e
norma monótona. Então (

E ⊗αtX,Y F
)′ 1

= LX;Y dual(F ;E ′).

Demonstração. Seguido um caminho análogo ao da demonstração da Proposição

1.1.1 é possível mostrar que(
E ⊗αtX,Y F

)′ 1
=
(
F ⊗αX,Y E

)′
e a Proposição 2.4.7 garante que

(
F ⊗αX,Y E

)′ 1
= LX;Y dual(F ;E ′).

Agora, vamos às aplicações desses resultados. No primeiro e segundo exemplos,

conseguimos recuperar casos conhecidos. O terceiro apresenta novos casos.
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Exemplo 2.4.10 Considerando 1 ≤ p ≤ ∞, X = `wp∗ e Y = `p, a Proposição 2.4.7
garante que

(E ⊗dp F )′ = (E ⊗α`w
p∗ ,`p

F )′
1
= L`w

p∗ ,`p∗
(E;F ′) = Πp∗(E;F ′). (2.7)

Como gp = dtp, o Corolário 2.4.9 nos dá

(E ⊗gp F )′ = (E ⊗α`p,`wp∗ F )′
1
= L`w

p∗ ,`p∗
(F ;E ′) = Πp∗(F ;E ′). (2.8)

Esses resultados podem ser encontrados, por exemplo, em [45, Sections 6.2 and 6.3].
Agora, calculando o dual do produto tensorial munido da norma gp diretamente pela
Proposição 2.4.7 e o dual (E ⊗dp F )′ pelo Corolário 2.4.9, temos, respectivamente,

(E ⊗gp F )′
1
= L`p,`p〈·〉(E;F ′) = Dp(E;F ′) e (E ⊗dp F )′

1
= Dp(F ;E ′),

Não encontramos as caracterizações dadas pelas duas expressões acima na litera-
tura e o comum é encontrar as caracterizações em (2.7) e (2.8). Observamos ainda que
pelo exposto acima, por exemplo, obtivemos a identificação

Πp∗(E;F ′)
1
= Dp(F ;E ′), (2.9)

que se dá por meio da aplicação T 7→ T dada por T (y)(x) := T (x)(y). Entretanto, isso
não representa uma novidade. De fato, em [17, Theorem 2.2.2], foi demonstrado que:

(i) T ∈ Πp∗(E;F )⇔ T ′ ∈ Dp(F ′;E ′), com igualdade de normas.

(ii) T ∈ Dp(E;F )⇔ T ′ ∈ Πp∗(F
′;E ′), com igualdade de normas.

Daí, a identificação em (2.9) se justifica não só por nossos resultados mas também de
(i) e do fato de que T ′|JF (F )=F = T .

Exemplo 2.4.11 a) Sendo 1 ≤ p ≤ ∞, X = `wp e Y = `wp∗ , temos

(E ⊗α`wp ,`wp∗ F )′
1
= L`wp ,`p〈·〉(E;F ′).

Resultado apresentado em [1, Theorem 3.3.], no contexto multilinear.
b) Considerando 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, X = `wp e Y = `q∗ , então

(E ⊗α
`wp ,`q∗

F )′
1
= L`wp ,`q(E;F ′) = Πq,p(E;F ′).

Resultado apresentado em [33, Proposition 3.2], no contexto multilinear.
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Exemplo 2.4.12 Sejam 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Então:
a) Se p 6=∞, X = `mid

p e Y = `q∗ , temos

(E ⊗α
`mid
p ,`q∗

F )′
1
= L`mid

p ,`q(E;F ′).

b) Se p 6=∞, X = (`p)
mid
p e Y = `q∗ , segue que

(E ⊗α
(`p)

mid
p ,`q∗

F )′
1
= L(`p)mid

p ,`q(E;F ′).

c) Sendo X = `wp e Y = `wq∗ , temos

(E ⊗α
`wp ,`

w
q∗
F )′

1
= L`wp ,`q〈·〉(E;F ′).

Note que quando p = q nos itens a) e b) acima, estamos calculando o dual do produto
tensorial munido de novas normas razoáveis.

Observação 2.4.13 Em alguns casos, em função das propriedades das classes de
sequências envolvidas, conseguimos usar todas as identificações de nossos resultados
simultaneamente. Por exemplo,

L`wp ,`wq∗ ;`1(E,F ;K)
1
= (E ⊗α

`wp ,`
w
q∗
F )′

1
= L`wp ,`q〈·〉(E;F ′)

1
= L`w

q∗ ,`p∗ 〈·〉(F ;E ′).

No entanto, pode ocorrer de não podermos usar alguns dos resultados. Por exemplo,
temos

(E ⊗α
`wp ,`

mid
q∗

F )′
1
= L`wp ,`mid

q∗ ;`1(E,F ;K),

mas não é possível construir, por nossos resultados, a identificação entre (E⊗α
`wp ,`

mid
q∗
F )′

e L`wp ;(`mid
q∗ )dual(E;F ′), uma vez que a classe de sequências `mid

q∗ não é finitamente injetiva.

Juntando-se as hipóteses das Proposições 2.4.7 e 2.4.8, tem-se

LY ;Xdual(F ;E ′)
1
= LX;Y dual(E;F ′),

como no caso particular de (2.9) no Exemplo 2.4.10. No entanto, pode-se provar este

fato, com menos hipóteses, diretamente no contexto da teoria de operadores. Omi-

timos a demonstração, já que ela segue linhas bem parecidas às da demonstração da

Proposição 2.4.5.

Proposição 2.4.14 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências
esfericamente completas, linearmente estáveis e finitamente injetivas. Suponha ainda
que X seja finitamente determinada (ou dominada) e Y seja finitamente determinada
(ou dominada). Então

LX;Y dual(E;F ′)
1
= LY ;Xdual(F ;E ′),
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por meio do isomorfismo

Ψ : LX,Y dual(E;F ′) −→ LY ;Xdual(F ;E ′)

definido por Ψ (T ) (y) (x) = T (x)(y) para todos x ∈ E e y ∈ F .

Vejamos agora que podemos tomar, para quaisquer espaços de Banach E e F , a

identificação

LX;Y (E;F )
1
= LX;Y (E; JF (F )),

por meio da aplicação Φ(T ) = JF ◦ T , sempre que X e Y forem classes de sequências

com Y linearmente estável. De fato, sejam T ∈ LX;Y (E;F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ X(E). Como

Y é linearmente estável, temos

∥∥(JF (T (xj)))
∞
j=1

∥∥
Y (JF (F ))

≤ ‖JF‖ ·
∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥
Y (F )
≤ ‖T‖X;Y ·

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

,

donde segue que JF ◦ T ∈ LX;Y (E; JF (F )) e ‖JF ◦ T‖X;Y ≤ ‖T‖X;Y .

Por outro lado, se A ∈ LX;Y (E; JF (F )), tome T ∈ L(E;F ) dado por T = J−1
F ◦A.

Claro que Φ(T ) = A. Se (xj)
∞
j=1 ∈ X(E), usando a estabilidade linear de Y mais uma

vez, temos

∥∥(T (xj))
∞
j=1

∥∥
Y (F )

=
∥∥∥(J−1

F ◦ A(xj)
)∞
j=1

∥∥∥
Y (F )

≤
∥∥J−1

F

∥∥ · ∥∥(A(xj))
∞
j=1

∥∥
Y (JF (F ))

≤ ‖A‖X;Y ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
X(E)

e portanto T ∈ LX;Y (E;F ) e ‖T‖X;Y ≤ ‖A‖X;Y . Assim, a identificação está provada.

Um caso particular da identificação acima, que usamos no próximo resultado, é

dada por

LX;Y dual(E;F )
1
= LX;Y dual(E; JF (F )),

onde, neste caso, Y deve ser esfericamente completa e Y dual linearmente estável.

Vamos usar esse tipo de identificação e também a identificação JF (F ) = F , sem

maiores comentários, no que segue.

De acordo com o Teorema 1.3.8, sendo
[
LX;Y dual , ‖·‖X;Y dual

]
um ideal de Banach,

então esse ideal é maximal se, e somente se, existe uma norma tensorial α tal que

LX;Y dual(E;F ) = (E⊗̂αF ′)′ ∩ L(E,F ), (2.10)
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para quaisquer espaços de Banach E e F . O próximo resultado estabelece condições

com as quais uma quasi-norma tensorial αX,Y satisfaz (2.10).

Teorema 2.4.15 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências tais
que αX,Y é uma quasi-norma tensorial e Y é esfericamente completa. Suponha ainda
que X e Y sejam linearmente estáveis e finitamente injetivas, que X é finitamente
determinada (ou dominada) e que Y seja finitamente determinada (dominada) e norma
monótona. Então

LX;Y dual(E;F )
1
= (E ⊗αX,Y F

′)′ ∩ L(E;F ).

Demonstração. Considere a aplicação Φ : LX;Y dual(E,F ) −→ (E⊗αX,Y F ′)′∩L(E,F )

definida por

Φ(T )

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
=

n∑
j=1

ψj(T (xj)).

Note que Φ(T ) : E ⊗ F ′ −→ K é um funcional linear já que é a linearização da

forma bilinear AT : E × F ′ −→ K, definida por AT (x, ψ) = ψ(T (x)). Além disso, se

u =
n∑
j=1

xj ⊗ ψj ∈ E ⊗ F ′, então

|Φ(T )(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ψj(T (xj))

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|ψj(T (xj))|

≤ ‖T‖X;Y dual

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
X(E)

∥∥(ψj)
n
j=1

∥∥
Y (F ′)

e como isso vale para qualquer representação de u, temos

|Φ(T )(u)| ≤ ‖T‖X;Y dual αX,Y (u),

donde Φ(T ) : E ⊗αX,Y F ′ −→ K é contínuo. Vejamos que Φ(T ) ∈ L(E,F )
1
=

L(E, JF (F )). Observe que Φ(T ) ∈ L(E,F ), pois

Φ(T )(x)(ψ) = Φ(T )(x⊗ ψ) = ψ(T (x)) = JF (T (x))(ψ),

onde a primeira igualdade acima segue do Proposição 2.4.7. Agora, dados x ∈ E e

ψ ∈ F ′, temos

|Φ(T )(x)(ψ)| = |ψ(T (x))| ≤ ‖ψ‖ ‖T‖ ‖x‖

e assim ‖Φ(T )(x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ . Portanto, Φ(T ) ∈ (E ⊗αX,Y F
′)′ ∩ L(E,F ) e isso nos

diz que Φ está bem definida. Observe agora que Φ é linear (fácil) e contínua, já que

‖Φ(T )‖ ≤ ‖T‖X;Y dual . Mostraremos agora que Φ é sobrejetiva.
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Seja ϕ ∈ (E ⊗αX,Y F
′)′ ∩ L(E,F ). Considere Tϕ : E −→ F

1
= JF (F ) definida por

Tϕ(x)(ψ) = ϕ(x ⊗ ψ). Não é difícil mostrar que Tϕ ∈ L(E,F ). Sejam M ∈ F(E) e

L ∈ CF(F ). Temos (F
L

)
′ 1

= L⊥, por meio da aplicação Q′L : (F
L

)
′ −→ L⊥. Note que M

e F
L
são espaços de Banach com dimensões finita. Assim, pela Proposição 2.4.7(

M ⊗αX,Y

(
F

L

)′)′
1
= LX;Y dual

(
M ;

(
F

L

)′′)
1
= LX;Y dual

(
M ;

F

L

)
. (2.11)

Observe que ϕ |(
M⊗α

X,Y
L⊥
)∈ (M ⊗αX,Y L⊥)′ 1

=
(
M ⊗αX,Y

(
F
L

)′)′ e que se
∑n

j=1 xj ⊗

ψj ∈M⊗L⊥ é uma representação de um tensor u, então
∑n

j=1 xj⊗Q
′−1
L (ψj) ∈M⊗

(
F
L

)′
é também uma representação de u. Logo,

ϕ ◦ (IM ⊗Q′L) (u) = ϕ ◦ (IM ⊗Q′L)

(
n∑
j=1

xj ⊗Q′−1
L (ψj)

)
= ϕ

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)

= ϕ |(
M⊗α

X,Y
L⊥
)
(

n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
= ϕ |(

M⊗α
X,Y

L⊥
) (u)

e isso nos diz que ϕ |(
M⊗α

X,Y
L⊥
)= ϕ ◦ (IM ⊗Q′L). Além disso,

ϕ ◦ (IM ⊗Q′L)

(
n∑
j=1

xj ⊗Q′−1
L (ψj)

)
= ϕ

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
=

n∑
j=1

ϕ(xj ⊗ ψj)

=
n∑
j=1

Tϕ(xj)(ψj) =
n∑
j=1

ψj(Tϕ(xj)) =
n∑
j=1

ψj(Tϕ ◦ IM)(xj)

=
n∑
j=1

(Tϕ ◦ IM)′(ψj)(xj) =
n∑
j=1

(I ′M ◦ T ′ϕ)(ψj)(xj)

=
n∑
j=1

(I ′M ◦ T ′ϕ ◦Q′L)(Q′−1
L (ψj))(xj) =

n∑
j=1

(QL ◦ Tϕ ◦ IM)′(Q′−1
L (ψj))(xj)

=
n∑
j=1

Q′−1
L (ψj)(QL ◦ Tϕ ◦ IM)(xj).

Por (2.11), existe um único operador

T ∈ LX;Y dual(M ;
F

L
)

Ψ7→ ϕ ◦ (IM ⊗Q′L) ∈ (M ⊗αX,Y (
F

L
)′)′

e note que T = QL ◦ Tϕ ◦ IM , pois

Ψ(QL ◦ Tϕ ◦ IM)

(
n∑
j=1

xj ⊗Q′−1
L (ψj)

)
=

n∑
j=1

Q′−1
L (ψj)(QL ◦ Tϕ ◦ IM)(xj).
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Assim,

‖QL ◦ Tϕ ◦ IM‖X;Y dual = ‖ϕ ◦ (IM ⊗Q′L)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖IM ⊗Q′L‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖IM‖ ‖Q′L‖ = ‖ϕ‖

e pelo Teorema 2.3.8 Tϕ ∈ LX;Y dual(E;F ) com

‖Tϕ‖X;Y dual ≤ sup ‖QL ◦ Tϕ ◦ IM‖X;Y dual ≤ ‖ϕ‖ .

Resta mostrar que Φ(Tϕ) = ϕ em E⊗αX,Y F
′. Assim, se u =

∑n
j=1 xj⊗ψj ∈ E⊗αX,Y F

′,

temos

Φ(Tϕ) (u) = Φ(Tϕ)

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
=

n∑
j=1

ψj(Tϕ(xj)) =
n∑
j=1

Tϕ(xj)(ψj)

=
n∑
j=1

ϕ(xj ⊗ ψj) = ϕ

(
n∑
j=1

xj ⊗ ψj

)
= ϕ (u) .

Portanto, LX;Y dual(E;F ) e (E ⊗αX,Y F
′)′ ∩ L(E;F ) são isometricamente isomorfos.

Observamos que quando αX,Y for de fato uma norma tensorial, com o argumento

de extensão ao fecho, o Teorema 2.4.15 nos diz que

LX;Y dual(E;F )
1
= (E⊗̂αX,Y F

′)′ ∩ L(E;F ).

Vamos a aplicações do resultado anterior.

Exemplo 2.4.16 Considerando 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, temos:
a) Para X = `wp e Y = `q∗ ,

L`wp ;`q(E;F )
1
= (E ⊗α

`wp ,`q∗
F ′)′ ∩ L(E;F ).

b) Para X = `wp e Y = `wq∗ ,

L`wp ;`q〈·〉(E;F )
1
= (E ⊗α

`wp ,`
w
q∗
F ′)′ ∩ L(E;F ).

c) Se p 6=∞, X = (`p)
mid
p e Y = `q∗ , temos

L(`p)mid
p ;`q(E;F ′)

1
= (E ⊗α

(`p)
mid
p ,`q∗

F ′)′ ∩ L(E;F ).

Quando p = q nos itens a) e b) do exemplo anterior, estamos recuperando casos

já conhecidos: o caso do item (a) pode ser encontrado em [45, pág. 143] e o do item

(b) em [17, Lemma 2.5.1].
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Capítulo 3

A norma γp,qX,Y e classes de aplicações

(
p,q
X, Y )-integrais

Neste capítulo, vamos definir uma nova classe de normas no produto tensorial, por

meio de classes de sequências, e a partir disso obter uma série de construções, exemplos

e resultados. Além disso, vamos estabelecer o dual do produto tensorial munido com

esse tipo de norma.

Quando trabalhamos com ambientes abstratos, esperamos que estes recuperem

exemplos já conhecidos da teoria, como também nos forneçam novos exemplos. En-

tretanto, até onde sabemos, todos os resultados obtidos neste capítulo são inéditos,

embora sejam claras as referências e paralelos relacionados à norma injetiva.

3.1 A norma tensorial γp,qX,Y

Começamos introduzindo o conceito de classe de sequências dual.

Definição 3.1.1 Seja X uma classe de sequências. Dizemos que uma classe de sequên-
cias X ′ é dual de X se X(E)′

1
= X ′(E ′) para qualquer espaço de Banach E, por meio

da aplicação

Ψ :X ′(E ′) −→ X(E)′

(ϕj)
∞
j=1 7→ Ψ

(
(ϕj)

∞
j=1

)
: X(E) −→ K (3.1)

(xj)
∞
j=1 7→ Ψ

(
(ϕj)

∞
j=1

) (
(xj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

ϕj(xj).



Vejamos alguns exemplos de classes de sequências duais.

Exemplo 3.1.2 a) `1 é o dual de c0.
b) Para 1 ≤ p <∞, `p∗ é dual de `p.
c) Para 1 ≤ p <∞, `wp∗ é dual de `p〈·〉 e `p∗〈·〉 é dual de `up .

Uma observação importante: neste capítulo, optamos por usar classes de sequên-

cia duais de X ao invés de classes do tipo Xdual por dois motivos. Primeiro, não

queremos sobrecarregar as nossas definições e resultados com as hipóteses necessárias

sobre uma classe X para que o item (c) do Teorema 1.4.10 seja válido. Segundo, e mais

importante, pode existir uma classe de sequências X que não satisfaça as hipóteses

desse teorema e, mesmo assim, exista uma classe de sequências X ′ que é dual de X,

no sentido da Definição 3.1.1. Isto é, esse teorema não caracteriza o dual de todas as

classes de sequências; ele tem limitações. Por exemplo, `wp∗ é dual de `p〈·〉, mas não é

um caso particular do Teorema 1.4.10. Entretanto, é claro, o Teorema 1.4.10 fornece

uma classe de sequências dual de uma classe X, desde que X satisfaça suas hipóteses,

e isso já nos fornece diversos exemplos dessas classes.

Vamos agora introduzir uma norma razoável, envolvendo classes de sequências,

no produto tensorial E ⊗ F . Esse tipo de norma tem inspiração na construção da

norma injetiva.

Proposição 3.1.3 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências.
Suponha que existam 1 ≤ p, q < ∞, números reais satisfazendo 1

p
+ 1

q
≥ 1, tais que

X
1
↪→ `wp e Y

1
↪→ `wq . Então, a expressão

γ(u) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′)

}

define uma norma razoável em E ⊗ F , onde
∑k

j=1 xj ⊗ yj é qualquer representação de
u ∈ E ⊗ F.

Demonstração. Para cada x ∈ E e y ∈ F , definimos a forma bilinear

Bx,y :X(E ′)× Y (F ′) −→ K

((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1) 7−→ Bx,y((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1) =
∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y).
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De fato, vamos primeiro mostrar que Bx,y está bem definida. Note que

∞∑
n=1

|ϕn(x)| |ψn(y)| ≤

(
∞∑
n=1

|ϕn(x)|p
) 1

p
(
∞∑
n=1

|ψn(y)|q
) 1

q

(3.2)

= ‖(ϕn)∞n=1‖X(E′)

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ ϕn
‖(ϕl)∞l=1‖X(E′)

(x)

∣∣∣∣∣
p) 1

p

·

‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′)

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ ψn
‖(ψl)∞l=1‖Y (F ′)

(y)

∣∣∣∣∣
q) 1

q

≤ ‖(ϕn)∞n=1‖X(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) ·

sup
(ϕ̃n)∞n=1∈BX(E′)

(
∞∑
n=1

|ϕ̃n(x)|p
) 1

p

sup
(ψ̃n)∞n=1∈BY (F ′)

(
∞∑
n=1

∣∣∣ψ̃n(y)
∣∣∣q) 1

q

= ‖(ϕn)∞n=1‖X(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) · ‖x · e1‖Xmid
p (E) ‖y · e1‖Y mid

q (F )

= ‖x‖‖y‖ ‖(ϕn)∞n=1‖X(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) <∞.

Assim,
∑∞

n=1 ϕn(x)ψn(y) é convergente e

|Bx,y((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|ϕn(x)| |ψn(y)|

≤ ‖x‖‖y‖ ‖(ϕn)∞n=1‖X(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) <∞.

Um cálculo simples mostra que Bx,y é bilinear. É imediato verificar que a apli-

cação A : E × F −→ B(X(E ′), Y (F ′)), dada por A(x, y) = Bx,y, é bilinear e tomando

sua linearização, temos

Ã :E ⊗ F −→ B(X(E ′), Y (F ′))

u =
k∑
j=1

xj ⊗ yj 7−→
k∑
j=1

Bxj ,yj ,

em que
∑k

j=1Bxj ,yj((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1) =
∑k

j=1

∑∞
n=1 ϕn(xj)ψn(yj). Seja u ∈ E ⊗ F e∑k

j=1 xj ⊗ yj uma representação de u. Seguindo de maneira análoga ao cálculo feito

em (3.2), segue que

∣∣∣Ã(u)((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1)
∣∣∣ ≤ k∑

j=1

∞∑
n=1

|ϕn(xj)ψn(yj)|

≤
k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|ϕn(xj)|p
) 1

p
(
∞∑
n=1

|ψn(yj)|q
) 1

q
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≤ ‖(ϕn)∞n=1‖X(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′)

k∑
j=1

‖xj‖‖yj‖

e isso mostra que, na verdade, ocorre que Ã : E ⊗ F −→ B(X(E ′), Y (F ′)), isto é, Ã

mapeia E ⊗ F em formas bilineares contínuas. Vejamos agora que Ã é injetiva. Se

Ã(u =
∑k

j=1 xj ⊗ yj) = 0, então

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj) = 0,

para todos (ϕn)∞n=1 ∈ X(E ′) e (ψn)∞n=1 ∈ Y (F ′). Em particular,
∑k

j=1 ϕ(xj)ψ(yj) = 0

para todas ϕ ∈ E ′ e ψ ∈ F ′, pois ϕ · e1 ∈ X(E ′) e ψ · e1 ∈ Y (F ′). Logo, u = 0.

Acabamos de mostrar que Ã : E ⊗ F −→ B(X(E ′), Y (F ′)) é uma imersão al-

gébrica. Definimos uma norma em E ⊗ F como a norma induzida por essa imersão.

Denotamos essa norma por

γ(u) =
∥∥∥Ã(u)

∥∥∥
= sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′)

}
.

Perceba que o valor acima não depende da representação de u. Falta-nos apenas

mostrar que essa norma é razoável. É imediato verificar que ε ≤ γ. Para mostrar que

γ ≤ π, basta observar que γ, por sua definição, já satisfaz a desigualdade triangular e

que, usando os argumentos do cálculo em (3.2), tem-se

γ(x⊗ y) = sup

{∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′)

}
≤ ‖x · e1‖Xmid

p (E) ‖y · e1‖Y mid
q (F ) = ‖x‖ ‖y‖ .

Observação 3.1.4 Os somatórios de índices j e n na definição de γ podem ser per-
mutados, ou seja,

γ(u) = sup

{∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

k∑
j=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′)

}
.

Isso ocorre porque a série
∑k

j=1

∑∞
n=1 |ϕn(xj)ψn(yj)| é convergente para todas (ϕn)∞n=1 ∈

BX(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′).
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Um caso particular e importante da proposição anterior ocorre quando exigimos,

em suas hipóteses, que existam classes duais X ′ e Y ′ de X e Y , respectivamente, com

X ′
1
↪→ `wp e Y ′

1
↪→ `wq . Neste caso, usaremos uma notação bem específica para a norma,

cuja utilidade ficará clara na próxima seção.

Proposição 3.1.5 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências.
Suponha que existam 1 ≤ p, q <∞, números reais satisfazendo 1

p
+ 1

q
≥ 1, e classes X ′

dual de X e Y ′ é dual de Y tais que X ′
1
↪→ `wp e Y ′

1
↪→ `wq . Então, a expressão

γp,qX,Y (u) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)

}
,

define uma norma razoável em E ⊗ F , onde
∑k

j=1 xj ⊗ yj é qualquer representação de
u ∈ E ⊗ F.

Vejamos que a hipótese X
1
↪→ `wp , para algum 1 ≤ p < ∞, pode ser relaxada na

Proposição 3.1.3 para o caso X = `∞ (e, é claro, o caso associado Y = `∞). Como

consideramos esse fato um complemento dessa proposição, denotaremos a norma obtida

pelo mesmo símbolo.

Proposição 3.1.6 Sejam E e F espaços de Banach e Y uma classe de sequências tal
que Y

1
↪→ `w1 . Então, a expressão

γ(u) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`∞(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′)

}

define uma norma razoável em E ⊗ F , onde
∑k

j=1 xj ⊗ yj é qualquer representação de
u ∈ E ⊗ F.

Demonstração. Para cada x ∈ E e y ∈ F , associamos a forma bilinear

Bx,y :`∞(E ′)× Y (F ′) −→ K

((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1) 7−→ Bx,y((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1) =
∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y).

De fato, vamos primeiro mostrar que Bx,y está bem definida. Note que

∞∑
n=1

|ϕn(x)ψn(y)| ≤
∞∑
n=1

‖ϕn‖ ‖x‖ |ψn(y)| ≤ ‖x‖ ‖(ϕn)∞n=1‖`∞(E′)

∞∑
n=1

|ψn(y)|

= ‖x‖ ‖(ϕn)∞n=1‖`∞(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′)

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ ψn
‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′)

(y)

∣∣∣∣∣
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≤ ‖x‖ ‖(ϕn)∞n=1‖`∞(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) sup
(ψ̃n)∞n=1∈BY (F ′)

∞∑
n=1

∣∣∣ψ̃n(y)
∣∣∣

≤ ‖x‖ ‖(ϕn)∞n=1‖`∞(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) ‖y · e1‖Y mid
1 (F )

= ‖x‖ ‖y‖ ‖(ϕn)∞n=1‖`∞(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) <∞.

Assim,
∑∞

n=1 ϕn(x)ψn(y) é convergente e

|Bx,y((ϕn)∞n=1, (ψn)∞n=1)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|ϕn(x)ψn(y)|

≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖(ϕn)∞n=1‖`∞(E′) ‖(ψn)∞n=1‖Y (F ′) <∞.

Além disso, Bx,y é bilinear (fácil). A aplicação A : E × F −→ B(`∞(E ′), Y (F ′)), dada

por A(x, y) = Bx,y, é bilinear e, de forma análoga ao que foi feito na demonstração da

Proposição 3.1.3, tem-se que Ã : E⊗F −→ B(`∞(E ′), Y (F ′)) é uma imersão algébrica.

Daí

γ(u) =
∥∥∥Ã(u)

∥∥∥
= sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`∞(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY (F ′)

}

define uma norma razoável em E ⊗ F .

Os somatórios nos índices j e n na definição de γ, nesse novo contexto, também

podem ser permutados e, novamente, um caso particular e importante ocorre quando

exigimos que exista a classe dual Y ′ de Y . Também nesse caso, usamos uma notação

específica.

Proposição 3.1.7 Se existe uma classe Y ′ dual de Y e Y ′
1
↪→ `w1 , então a expressão

γ`1,Y (u) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`∞(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)

}

define uma norma razoável em E ⊗ F , onde
∑k

j=1 xj ⊗ yj é qualquer representação de
u ∈ E ⊗ F.

A partir deste ponto vamos nos concentrar no estudo das normas geradas pelas

Proposições 3.1.5 e 3.1.7. A razão disso decorre de nosso interesse em estudar o dual

do produto tensorial munido de uma norma do tipo γp,qX,Y . Neste caso, veremos que a

existência das classes duais X ′ e Y ′ desempenha um papel importante.
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Denotamos por E ⊗γp,qX,Y F o produto tensorial E ⊗ F munido da norma γp,qX,Y e o

seu completamento, por E⊗̂γp,qX,Y F . O espaço de Banach E⊗̂γp,qX,Y F é chamado produto

tensorial γp,qX,Y -normado dos espaços de Banach E e F . Como veremos em exemplos

mais adiante, a norma γp,qX,Y poderá ser denotada apenas por γX,Y quando os parâmetros

p e q estiverem de certa forma bem determinados (como na norma da Proposição 3.1.7).

Uma observação importante: em todos os resultados apresentados a partir deste

ponto, sempre que afirmarmos que γp,qX,Y é uma norma razoável e satisfaz alguma de-

terminada propriedade, estaremos admitindo que as classes X e Y , os parâmetros p e

q e as classes X ′ e Y ′ duais de X e Y (que existem) satisfazem as condições suficientes

para essa afirmação. Isso vai simplificar muito a escrita desses resultados. A proposição

seguinte é um bom exemplo disso.

Proposição 3.1.8 Sejam X e Y classes de sequências tais que γp,qX,Y é uma norma
razoável. Se as classes X ′ e Y ′ são linearmente estáveis, então γp,qX,Y é uma norma
uniforme.

Demonstração. Sejam Ei e Fi espaços de Banach e Ti ∈ L(Ei;Fi), i = 1, 2. Considere

o operador linear T1 ⊗ T2 : E1 ⊗γp,qX,Y E2 −→ F1 ⊗γp,qX,Y F2 dado por T1 ⊗ T2(x ⊗ y) =

T1(x)⊗ T2(y). Uma vez que X ′ e Y ′ são linearmente estáveis, temos

∥∥(T ′1(ϕj))
∞
j=1

∥∥
X′(E′1)

≤ ‖T1‖
∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥
X′(F ′1)

,

sempre que (ϕj)
∞
j=1 ∈ X ′(F ′1), e

∥∥(T ′2(ψj))
∞
j=1

∥∥
Y ′(E′2)

≤ ‖T2‖
∥∥(ψj)

∞
j=1

∥∥
Y ′(F ′2)

,

sempre que (ψj)
∞
j=1 ∈ Y ′(F ′2). Daí, sendo u ∈ E1⊗γp,qX,Y E2 e

k∑
j=1

xj⊗yj uma representação

de u, temos

γp,qX,Y (T1 ⊗ T2(u), F1 ⊗ F2)

= sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(T1(xj))ψn(T2(yj))

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(F ′1), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′2)

}

= sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

T ′1(ϕn)(xj)T
′
2(ψn)(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(F ′1), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′2)

}

= ‖T1‖ ‖T2‖ ·
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sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

T ′1
‖T1‖

(ϕn)(xj)
T ′2
‖T2‖

(ψn)(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(F ′1), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′2)

}

≤ ‖T1‖ ‖T2‖ sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(E′1), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(E′2)

}

= ‖T1‖ ‖T2‖ γp,qX,Y (u,E1 ⊗ E2).

Portanto, T1 ⊗ T2 é contínuo e ‖T1 ⊗ T2‖ ≤ ‖T1‖ ‖T2‖ .

Vejamos agora alguns exemplos de normas razoáveis uniformes, consequência das

Proposições 3.1.5 e 3.1.8.

Exemplo 3.1.9 Sejam E e F espaços de Banach. As aplicações abaixo definem nor-
mas razoáveis uniformes:

• Quando 1 < p, q <∞ e 1
p

+ 1
q
≥ 1:

(a) γp,q`p∗ ,`q∗ 〈·〉(u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`p(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`wq (F ′)

}
.

Aqui cabe a observação de que, neste caso, é dispensável apresentar os parâmetros
p e q na notação da norma, visto que estes são claramente determinados pela
notação das classes de sequências. Dessa forma podemos escrever

γ`p∗ ,`q∗ 〈·〉 em vez de γp,q`p∗ ,`q∗ 〈·〉.

Vamos adotar essa notação abreviada dessa norma sempre que for conveniente,
como nos exemplos seguintes.

(b) γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1∈B`wp (E′), (ψn)∞n=1∈B`wq (F ′)

}
.

(c) γ`u
p∗ ,`q∗ 〈·〉

(u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`p〈E′〉, (ψn)∞n=1 ∈ B`wq (F ′)

}
.

• Quando 1 < q <∞:

(d) γc0,`q∗ 〈·〉(u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`1(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`wq (F ′)

}
.

Nosso objetivo agora será buscar condições suficientes, sobre as classes de sequên-

cias envolvidas, para que a norma γp,qX,Y seja uma norma tensorial.
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Definição 3.1.10 Dizemos que uma classe de sequências X satisfaz a propriedade de
extensão se para todo espaço de Banach E e todo M subespaço de E, a seguinte
propriedade for verificada: para cada (ϕn)∞n=1 ∈ X(M ′), existe (ϕ̃n)∞n=1 ∈ X(E ′) tal
que

‖(ϕn)∞n=1‖X(M ′) = ‖(ϕ̃n)∞n=1‖X(E′) e ϕn(x) = ϕ̃n(x)para todos x ∈M,n ∈ N.

Vejamos alguns exemplos de classes de sequências que possuem a propriedade de

extensão.

Exemplo 3.1.11 (a) As classes c0 e `p, para todo 1 ≤ p ≤ ∞, possuem a propriedade
de extensão. De fato, se E um espaço de Banach,M um subespaço de E e (ϕn)∞n=1

em c0(M ′) ou `p(M ′), tomando, para cada n ∈ N, a extensão de Hahn-Banach ϕ̃n
de ϕn, a sequência (ϕ̃n)∞n=1 satisfaz a propriedade da Definição 3.1.10 em ambos
os casos.

(b) A classe `p〈·〉 satisfaz a propriedade de extensão para 1 < p <∞. A demonstração
deste fato está contida no Exemplo 2.1.7 c).

Agora vamos recordar o conceito de norma injetiva (ou que respeita subespaços).

Se M e N são subespaços de E e F , respectivamente, sabemos que o produto tensorial

M ⊗N é um subespaço algébrico de E⊗F . Se α é uma norma razoável uniforme, com

os operadores de inclusão IM : M −→ E e IN : N −→ F , temos

α(u;E ⊗ F ) ≤ α(u;M ⊗N),

para todo u ∈M ⊗N .

Dizemos que uma norma razoável uniforme α é injetiva (ou respeita subespaços)

se a norma induzida em M ⊗ N pela norma de E ⊗α F coincide com a norma de

M ⊗α N . É bem conhecido que toda norma razoável uniforme injetiva é finitamente

gerada.

Proposição 3.1.12 Sejam X e Y classes de sequências tais que γp,qX,Y seja uma norma
razoável uniforme. Se X ′ e Y ′ satisfazem a propriedade de extensão, então γp,qX,Y respeita
subespaços.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach, M um subespaço de E e N um

subespaço de F . Como γp,qX,Y é uniforme, temos

γp,qX,Y (u;E ⊗ F ) ≤ γp,qX,Y (u;M ⊗N),
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para todo u ∈ M ⊗ N . Por outro lado, sejam u ∈ M ⊗ N e
∑k

j=1 xj ⊗ yj uma

representação de u. Então, como X ′ e Y ′ satisfazem a propriedade de extensão, temos

γp,qX,Y (u;M ⊗N) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(M ′), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(N ′)

}

= sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕ̃n(xj)ψ̃n(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕ̃n)∞n=1 ∈ BX′(E′), (ψ̃n)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)

}

≤ sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ξn(xj)ζn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ξn)∞n=1 ∈ BX′(E′), (ζn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)

}

= γp,qX,Y (u;E ⊗ F ).

Logo, γp,qX,Y respeita subespaços.

A partir dos resultados da seção, vejamos alguns exemplos onde γp,qX,Y define uma

norma tensorial.

Exemplo 3.1.13 Sejam E e F espaços de Banach. Definem normas tensoriais as
expressões:

(a) γ`1,c0(u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`∞(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`1(F ′)

}
.

(b) γc0,c0(u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`1(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`1(F ′)

}
.

• Quando 1 < q <∞:

(c) γc0,`q∗ (u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`1(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`q(F ′)

}
.

(d) γc0,`uq∗ (u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`1(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`q〈F ′〉

}
.

• Quando 1 < p, q <∞ e 1
p

+ 1
q
≥ 1:

(e) γ`p∗ ,`q∗ (u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`p(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`q(F ′)

}
.

(f) γ`p∗ ,`uq∗ (u) = sup

{∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`p(E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`q〈F ′〉

}
.
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3.2 O dual do espaço E⊗̂γp,qX,Y
F

O objetivo desta seção é determinar o dual do espaço E⊗̂γp,qX,Y F como subespaço

de B(E,F ).

Usaremos a notação ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈ X(E)′
1
= X ′(E ′) para indicar que ϕ ∈

X(E)′, (ϕn)∞n=1 ∈ X ′(E ′) e (ϕn)∞n=1 7−→ ϕ por meio do isomorfismo isométrico (3.1).

Recordemos que no contexto da norma γp,qX,Y , sempre existem as classes duais X ′ e Y ′

de X e Y , respectivamente.

Em princípio, como γp,qX,Y é uma norma razoável, temos γp,qX,Y ≤ π e, portanto, a

inclusão (E⊗̂γp,qX,Y F )′ ⊆ B(E,F ) é verificada.

Agora, observando a definição da norma γp,qX,Y de um elemento u =
k∑
j=1

xj ⊗ yj ∈

E ⊗ F

γp,qX,Y (u) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(E′), (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)

}
,

encorajamo-nos, como também é feito para a norma ε (veja [45, Section 3.4]), a tentar

associar u ∈ E⊗̂γp,qX,Y F a uma função contínua no espaço compacto BX(E)′ × BY (F )′ ,

onde BX(E)′ e BY (F )′ estão munidas da topologia fraca-estrela.

O lema abaixo mostra que E⊗̂γp,qX,Y F pode, de fato, ser identificado como um

subespaço do espaço de Banach
(
C(BX(E)′ ×BY (F )′), ‖·‖∞

)
. Nele percebe-se o porquê

do uso das classes duais X ′ e Y ′ na definição da norma γp,qX,Y .

Lema 3.2.1 Sejam E e F espaços de Banach e X e Y classes de sequências tais que
γp,qX,Y é norma razoável. A aplicação

Φ :E ⊗γp,qX,Y F −→ C(BX(E)′ ×BY (F )′)

u =
k∑
j=1

xj ⊗ yj 7−→ Φu : BX(E)′ ×BY (F )′ −→ K

(ϕ, ψ) 7−→ Φu(ϕ, ψ) =
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

é uma isometria linear e, portanto, sua extensão Φ : E⊗̂γp,qX,Y F −→ C(BX(E)′ ×BY (F )′)

também o é.

Demonstração. Vamos primeiro mostrar que Φ está bem definida. Seja (ϕλ, ψλ)λ∈Λ

uma rede em BX(E)′ × BY (F )′ tal que (ϕλ, ψλ)
λ−→ (ϕ, ψ) ∈ BX(E)′ × BY (F )′ . Como
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as projeções são contínuas, temos ϕλ λ−→ ϕ e ψλ λ−→ ψ nas respectivas topologias

fraca-estrela e assim,

ϕλ((xj)
∞
j=1)

λ−→ ϕ((xj)
∞
j=1) e ψλ((yj)

∞
j=1)

λ−→ ψ((yj)
∞
j=1) (3.3)

para todo ((xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1) ∈ X(E)× Y (F ).

Como as classes X ′ e Y ′ são duais de X e Y , respectivamente, podemos escrever,

para cada λ ∈ Λ, ϕλ = (ϕλn)∞n=1 ∈ X ′(E ′) e ψλ = (ψλn)∞n=1 ∈ Y ′(F ′). Também temos

ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈ X ′(E ′) e ψ = (ψn)∞n=1 ∈ Y ′(F ′). Com isso, do isomorfismo em (3.1) e

de (3.3), segue que

ϕλn(x) = ϕλ(x · en)
λ−→ ϕ(x · en) = ϕn(x) e ψλn(y) = ψλ(y · en)

λ−→ ψ(y · en) = ψn(y)

para todos x ∈ E, y ∈ F e n ∈ N. Logo,
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)

λ−→
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj) (3.4)

para todo l ∈ N. Por outro lado, pela boa definição da norma γp,qX,Y , temos

lim
l→∞

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj) =

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj) para todo λ ∈ Λ, (3.5)

e

lim
l→∞

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj) =
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj). (3.6)

Vamos agora mostrar que a rede dupla(
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)

)
(l,λ)∈N×Λ

é convergente. Dado η > 0, por (3.4), existe λ0 ∈ Λ tal que se λ ≥ λ0, então∣∣∣∣∣
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)−

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ < η

2
para todo l ∈ N.

Ainda, de (3.6), existe l0 ∈ N tal que se l ≥ l0, então∣∣∣∣∣
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)−
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ < η

2
.

Dessa forma, se (l, λ) ≥ (l0, λ0), temos∣∣∣∣∣
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)−

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣
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≤

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)−

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

l∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)−
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ < η,

e isso nos diz que

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)

(l,λ)−→
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj). (3.7)

Pelo que temos em (3.4), (3.5) e (3.7), podemos aplicar a Proposição A.6 e obtemos

lim
l→∞

lim
λ

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj) =

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj) = lim
λ

lim
l→∞

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj),

donde segue que

lim
λ
Φu(ϕ

λ, ψλ) = lim
λ

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj) = lim

λ
lim
l→∞

k∑
j=1

l∑
n=1

ϕλn(xj)ψ
λ
n(yj)

=
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj) = Φu(ϕ, ψ).

Isso nos mostra que Φu é contínua e, dessa forma, Φ está bem definida. Vejamos agora

que Φ é linear. Se u, v ∈ E ⊗ F , λ ∈ K, ϕ ∈ BX(E)′ e ψ ∈ BY (F )′ , então

Φλu+v(ϕ, ψ) = Ã(λu+ v)(ϕ, ψ) = λÃ(u)(ϕ, ψ) + Ã(v)(ϕ, ψ)

= λΦu(ϕ, ψ) + Φv(ϕ, ψ),

em que Ã é a linearização da aplicação A : E × F −→ B(X ′(E ′), Y ′(F ′)) dada por

A(x, y) = Bx,y, como no caso particular (Proposição 3.1.5) da Proposição 3.1.3. Logo Φ

é linear. É claro que Φ é uma isometria, ou seja, ‖Φu‖∞ = γp,qX,Y (u) para todo u ∈ E⊗F .

Agora, estamos preparados para caracterizar os elementos do espaço
(
E⊗̂γp,qX,Y F

)′
.

Teorema 3.2.2 Sejam E e F espaços de Banach, B : E×F −→ K uma forma bilinear
e X e Y classes de sequências tais que γp,qX,Y é norma razoável. Então, B̃ : E⊗̂γp,qX,Y F −→
K é um funcional linear contínuo se, e somente se, existe uma medida de Borel regular
µ sobre o compacto BX(E)′ ×BY (F )′ (com a topologia produto das respectivas topologias
fraca-estrela) tal que

B(x, y) =

∫
BX(E)′×BY (F )′

∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)dµ(ϕ, ψ) (3.8)
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para todos x ∈ E e y ∈ F . Além disso,
∥∥∥B̃∥∥∥ = inf ‖µ‖, em que µ varia sobre o conjunto

de todas medidas que correspondem à forma bilinear B por (3.8). Além disso, o ínfimo
é atingido.

Demonstração. Suponhamos que B̃ : E⊗̂γp,qX,Y F −→ K seja um funcional linear

contínuo. Pelo Lema 3.2.1, podemos identificar E⊗̂γp,qX,Y F como um subespaço de

C(BX(E)′ × BY (F )′) e, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear con-

tínuo B̂ : C(BX(E)′ ×BY (F )′) −→ K que estende B̃ e satisfaz
∥∥∥B̂∥∥∥ =

∥∥∥B̃∥∥∥ .
Pelo Teorema da Representação de Riesz (Teorema 1.7.4), o funcional B̂ é dado

por uma única medida complexa de Borel regular µ na forma

B̂(f) =

∫
BX(E)′×BY (F )′

f(ϕ, ψ) dµ(ϕ, ψ),

para cada f ∈ C(BX(E)′×BY (F )′) e, além disso,
∥∥∥B̂∥∥∥ = ‖µ‖ . Em particular, se f = x⊗y

(identificação do Lema 3.2.1 novamente), então

B(x, y) = B̃(x⊗ y) = B̂(x⊗ y) =

∫
BX(E)′×BY (F )′

∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)dµ(ϕ, ψ)

para todos x ∈ E e y ∈ F.

Reciprocamente, como B̃ é a linearização de B, se u ∈ E ⊗ F e
∑k

j=1 xj ⊗ yj é

uma representação de u, temos

B̃

(
k∑
j=1

xj ⊗ yj

)
=

k∑
j=1

B̃(xj ⊗ yj) =
k∑
j=1

B(xj, yj)

=
k∑
j=1

∫
BX(E)′×BY (F )′

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)dµ(ϕ, ψ)

=

∫
BX(E)′×BY (F )′

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)dµ(ϕ, ψ).

O Lema 3.2.1 nos diz que u ∈ C(BX(E)′ × BY (F )′) e assim u é uma função Borel-

mensurável. Mais ainda, como µ é uma medida complexa, então |µ| é uma medida

positiva finita e com isso u ∈ L1(|µ|). De fato,∫
BX(E)′×BY (F )′

|u| d|µ|(ϕ, ψ) =

∫
BX(E)′×BY (F )′

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ d|µ|(ϕ, ψ)

≤ γp,qX,Y (u)

∫
BX(E)′×BY (F )′

d|µ|(ϕ, ψ)
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= γp,qX,Y (u) |µ|
(
BX(E)′ ×BY (F )′

)
= γp,qX,Y (u) ‖µ‖ <∞.

Dessa forma, pelo Teorema de Radon-Nikodym (Teorema 1.7.3) existe uma função

|µ|-integrável h em BX(E)′ ×BY (F )′ tal que |h| = 1 e∫
BX(E)′×Y (F )′

u dµ(ϕ, ψ) =

∫
BX(E)′×Y (F )′

uh d|µ|(ϕ, ψ).

Com tudo isso, temos

∣∣∣B̃(u)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
BX(E)′×BY (F )′

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)dµ(ϕ, ψ)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
BX(E)′×BY (F )′

u dµ(ϕ, ψ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
BX(E)′×BY (F )′

uh d|µ|(ϕ, ψ)

∣∣∣∣∣
≤
∫
BX(E)′×BY (F )′

|u| d|µ|(ϕ, ψ) ≤ γp,qX,Y (u) ‖µ‖ ,

onde na segunda igualdade estamos usando a identificação u = Φ(u) provida pelo

Lema 3.2.1. Logo, B̃ : E ⊗γp,qX,Y F −→ K é contínuo. Por extensão, seque que B̃ :

E⊗̂γp,qX,Y F −→ K é contínuo com
∥∥∥B̃∥∥∥ ≤ ‖µ‖ .

Por fim, pelo o que fizemos agora e na implicação anterior, temos
∥∥∥B̃∥∥∥ = inf ‖µ‖

e que esse ínfimo é atingido.

Acabamos de caracterizar os elementos de (E⊗̂γp,qX,Y F )′ em termos de certas formas

bilineares. Vamos definir o espaço de Banach formado por essas formas.

Definição 3.2.3 Dizemos que uma forma bilinear B : E × F −→ K é (
p,q

X, Y )-integral
se B̃ : E⊗̂γp,qX,Y F −→ K é contínuo.

Denotamos o espaço das formas bilineares (
p,q

X, Y )-integrais por BIp,qX,Y (E,F ), o qual

está munido com a norma

‖B‖BIp,qX,Y = inf ‖µ‖ =
∥∥∥B̃∥∥∥ .

Como fizemos antes com a norma γp,qX,Y , quando p e q forem facilmente identificáveis,

escrevemos esse espaço na forma mais simples BIX,Y (E,F ) e dizemos que este é o

espaço das formas bilineares (X, Y )-integrais.

Em síntese, o que fizemos no teorema acima foi mostrar que(
E⊗̂γp,qX,Y F

)′ 1
= BIp,qX,Y (E,F ).
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Note que o espaço BIp,qX,Y (E,F ) é Banach, uma vez que é o dual do espaço E⊗̂γp,qX,Y F.

O Teorema 3.2.2 assegura a existência de µ ∈Mb

(
BX(E)′ ×BY (F )′

)
. Mostraremos

agora que esta medida µ pode ser tomada positiva e finita.

Proposição 3.2.4 Sejam E e F espaços de Banach. Se B ∈ BIp,qX,Y (E,F ), então existe
uma medida de Borel regular positiva (finita) µ em BX(E)′ × BY (F )′ (com a topologia
produto das respectivas topologias fraca-estrela) tal que

B(x, y) =

∫
BX(E)′×BY (F )′

∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)dµ(ϕ, ψ),

para todos x ∈ E e y ∈ F . Além disso, ‖B‖BIp,qX,Y = ‖µ‖ = µ
(
BX(E)′ ×BY (F )′

)
.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.1, segue que

Φ : E ⊗γp,qX,Y F −→ C(BX(E)′ ×BY (F )′)

é uma isometria linear e, pelos Teoremas 3.2.2 e 1.7.4, tem-se que o operador adjunto

Φ′ : Mb

(
BX(E)′ ×BY (F )′

)
−→

(
E ⊗γp,qX,Y F

)′ 1
=
(
E⊗̂γp,qX,Y F

)′
é sobrejetivo. Para não sobrecarregar a demonstração com notações extensas, escreve-

mos Ω = BX(E)′×BY (F )′ . Como Ω é um espaço Haudorff compacto, segue que Prob(Ω)

é convexo e compacto na topologia fraca-estrela. Mais ainda, D (Ω) ⊂ Prob (Ω) ⊂

Mb (Ω) .

Considerando o sistema dual de separação
〈

(E ⊗γp,qX,Y F )′, (E ⊗γp,qX,Y F )
〉

com a

forma bilinear

〈·, ·〉 :
(
E ⊗γp,qX,Y F

)
′ ×
(
E ⊗γp,qX,Y F

)
−→ K

〈ϕ, u〉 = ϕ(u),

vamos determinar o polar absoluto de Φ′(D(Ω)) ⊂ (E⊗γp,qX,Y F )′. Denotamos por δ(ϕ,ψ),

com ϕ ∈ BX(E)′ e ψ ∈ BY (F )′ , as medidas de Dirac em Ω. Assim,

Φ′(D(Ω))0 =

=

 u ∈ E ⊗γp,qX,Y F ;
∣∣Φ′(δ(ϕ,ψ))(u)

∣∣ ≤ 1 para todos ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(E′),

ψ = (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)


=

 u ∈ E ⊗γp,qX,Y F ;
∣∣δ(ϕ,ψ)(Φ(u))

∣∣ ≤ 1 para todos ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈ BX′(E′),

ψ = (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)


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=

 u ∈ E ⊗γp,qX,Y F ;
∣∣∫

Ω
Φ(u) dδ(ϕ,ψ)

∣∣ ≤ 1 para todos ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈

BX′(E′), ψ = (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′)


=


u ∈ E ⊗γp,qX,Y F ;

∣∣∣∣∣ k∑j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ≤ 1 para todos ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈

BX′(E′), ψ = (ψn)∞n=1 ∈ BY ′(F ′) e u =
k∑
j=1

xj ⊗ yj


= BE⊗

γ
p,q
X,Y

F .

Determinando agora o polar absoluto de Φ′(D(Ω))0 ⊂ E ⊗γp,qX,Y F , temos

Φ′(D(Ω))00 =

{
ϕ ∈

(
E ⊗γp,qX,Y F

)′
; |〈ϕ, u〉| ≤ 1 para todo u ∈ Φ′(D(Ω))0

}
=

{
ϕ ∈

(
E ⊗γp,qX,Y F

)′
; |〈ϕ, u〉| ≤ 1 para todo u ∈ BE⊗

γ
p,q
X,Y

F

}
= B(E⊗

γ
p,q
X,Y

F )′ .

O Teorema 1.6.2 garante que

Φ′(D(Ω))00 = Γ(Φ′(D(Ω)))
σ((E⊗

γ
p,q
X,Y

F )′,E⊗
γ
p,q
X,Y

F )
.

Vejamos que Φ′(D(Ω)) é balanceado. Sejam δ(ϕ,ψ) ∈ D(Ω) e λ ∈ K com |λ| ≤ 1. Se

u =
∑k

j=1 xj ⊗ yj, então

λΦ′(δ(ϕ,ψ))(u) = λδ(ϕ,ψ)(Φ(u)) = λ
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj).

Como |λ| ≤ 1, temos que δ(λϕ,ψ) ∈ D(Ω). Mais ainda,

Φ′(δ(λϕ,ψ))(u) = λ

k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj).

Assim, λΦ′(δ(ϕ,ψ)) = Φ′(δ(λϕ,ψ)). Acabamos de mostrar que λΦ′(D(Ω)) ⊂ Φ′(D(Ω)) e

portanto Φ′(D(Ω)) é balanceado. Pelo Teorema 1.6.1, segue que conv(Φ′(D(Ω))) =

Γ(Φ′(D(Ω))) e assim

Γ(Φ′(D(Ω)))
σ((E⊗

γ
p,q
X,Y

F )′,E⊗
γ
p,q
X,Y

F )
= conv(Φ′(D(Ω)))

σ((E⊗
γ
p,q
X,Y

F )′,E⊗
γ
p,q
X,Y

F )
.

Sabendo que Prob(Ω) é convexo e compacto na topologia fraca-estrela, a lineari-

dade de Φ′ garante que Φ′(Prob(Ω)) é convexo e, usando o fato que aplicações contínuas

levam conjuntos compactos em conjuntos compactos, a Proposição 1.6.3 garante que
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Φ′(Prob(Ω)) é compacto na topologia fraca-estrela. Dessa forma, com os fechos toma-

dos na topologia fraca-estrela, temos

B(E⊗
γ
p,q
X,Y

F )′ = Φ′(D(Ω))00 = Γ(Φ′(D(Ω))) = conv(Φ′(D(Ω))) ⊂ Φ′(Prob(Ω)).

Se B ∈ BIp,qX,Y (E,F ), segue que B̃ ∈ (E⊗̂γp,qX,Y F )′
1
= (E ⊗γp,qX,Y F )′, onde B̃ é a

linearização de B. Assim, pelo que acabamos de mostrar, existe ν ∈ Prob(Ω) tal que

B̃ =
∥∥∥B̃∥∥∥Φ′(ν). Tomando µ =

∥∥∥B̃∥∥∥ · ν, segue que B̃ = Φ′(µ) e

B(x, y) = B̃(x⊗ y) = Φ′(µ)(x⊗ y) = µ(Φ(x⊗ y)) =

∫
Ω

Φ(x⊗ y)dµ(ϕ, ψ)

=

∫
Ω

∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y)dµ(ϕ, ψ).

Além disso, ‖B‖BIp,qX,Y =
∥∥∥B̃∥∥∥ = ‖µ‖ .

Observação 3.2.5 a) Um fato digno de nota: como ε ≤ γp,qX,Y , tem-se

BI(E,F ) ⊆ BIp,qX,Y (E,F ),

para todos E e F Banach, ou seja, toda forma bilinear integral (veja (1.4)) é (
p,q

X, Y )-
integral.
b) Na Proposição 3.1.12 vimos que, sob algumas hipóteses, a norma γp,qX,Y respeita
subespaços. Então, nas condições dessa proposição, se M e N são subespaços de E e

F , respectivamente, segue do Teorema de Hahn-Banach que cada forma (
p,q

X, Y )-integral

definida em M × N pode ser estendida para uma forma (
p,q

X, Y )-integral definida em
E × F , com a mesma norma.

Como a exigência do Teorema 3.2.2 é apenas de que a norma γp,qX,Y seja razoável,

tomando algumas das normas que apresentamos no Exemplo 3.1.13, temos o seguinte

exemplo.

Exemplo 3.2.6 Se E e F espaços de Banach, então:

(a)
(
E⊗̂γ`1,c0F

)′ 1
= BI`1,c0(E,F ).

(b)
(
E⊗̂γc0,c0F

)′ 1
= BIc0,c0(E,F ).

(c)
(
E⊗̂γc0,`up∗F

)′ 1
= BIc0,`up∗ (E,F ), quando 1 < p <∞.

(d)
(
E⊗̂γ

`p∗〈·〉,`
u
q∗
F

)′
1
= BI`p∗ 〈·〉,`uq∗ (E,F ), quando 1 < p, q <∞ e 1

p
+ 1

q
≥ 1.
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As formas (
p,q

X, Y )-integrais satisfazem uma propriedade característica de multi-

ideais. A demonstração desse fato, por sua simplicidade, será omitida.

Proposição 3.2.7 Sejam E,F,G e H espaços de Banach, T ∈ L(G;E), S ∈ L(H;F )

e X e Y classes de sequencias tais que γp,qX,Y é uma norma razoável uniforme. Se

B ∈ BIp,qX,Y (E,F ), então a forma bilinear B′ = B ◦ (T, S) é (
p,q

X, Y )-integral e

‖B′‖BIp,qX,Y ≤ ‖B‖BIp,qX,Y ‖T‖ ‖S‖ .

Vejamos agora dois exemplos de formas bilineares (`p∗〈·〉, `q∗〈·〉)-integrais. A

norma que gera essa classe foi exibida no Exemplo 3.1.9 b).

Exemplo 3.2.8 Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida finita. Sejam 1 < p, q < ∞
satisfazendo 1

p
+ 1

q
≥ 1, Z eW classes de sequências norma monótonas tais que Z

1
↪→ `wp

e W
1
↪→ `wq . A forma bilinear B : Z(L∞(µ))×W (L∞(µ)) −→ K dada por

B((fn)∞n=1, (gn)∞n=1) =

∫
Ω

∞∑
n=1

fngn dµ

é (`p∗〈·〉, `q∗〈·〉)-integral.
Vamos primeiro mostrar que B está bem definida. Pelo Teorema de Maharam

(Teorema 1.7.1), podemos tomar um levantamento ρ : L∞(µ) −→ L∞(µ) e

δω([f ]) := ρ([f ])(ω) = f(ω)

define um elemento em L∞(µ)′ de norma menor ou igual a 1, para cada ω ∈ Ω. De
fato, se [f ] ∈ L∞(µ), então

|δω([f ])| = |ρ([f ])(ω)| = |f(ω)| ≤ ‖f‖∞ = ‖[f ]‖∞ .

Tendo em mente que os elementos de L∞(µ) são classes de equivalência, escrevemos f
no lugar de [f ].

Para cada n ∈ N e cada ω ∈ Ω, definimos o funcional linear Φn,ω : Z(L∞(µ)) −→
K dado por

Φn,ω((fi)
∞
i=1) = fn(ω).

Note que Φn,ω é contínuo, pois

‖Φn,ω‖ = sup
(fi)∞i=1∈BZ(L∞(µ))

|fn(ω)| = sup
(0,...,0,fn,0,...)∈BZ(L∞(µ))

|fn(ω)|

= sup
fn∈BL∞(µ)

|fn(ω)| = sup
fn∈BL∞(µ)

|δω(fn)| = ‖δω‖ ≤ 1,
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onde na segunda igualdade usamos o fato de Z ser norma monótona. Vejamos agora
que (Φn,ω)∞n=1 ∈ B`wp (Z(L∞(µ))′), para cada ω ∈ Ω. Com efeito,

‖(Φn,ω)∞n=1‖`wp (Z(L∞(µ))′) = sup
(fi)∞i=1∈BZ(L∞(µ))

(
∞∑
n=1

|Φn,ω ((fi)
∞
i=1)|p

) 1
p

≤ sup
(fn)∞n=1∈B`wp (L∞(µ))

(
∞∑
n=1

|fn(ω)|p
) 1

p

= sup
(fn)∞n=1∈B`wp (L∞(µ))

(
∞∑
n=1

|δω(fn)|p
) 1

p

≤ sup
(fn)∞n=1∈B`wp (L∞(µ))

sup
ϕ∈BL∞(µ)′

(
∞∑
n=1

|ϕ(fn)|p
) 1

p

= sup
(fn)∞n=1∈B`wp (L∞(µ))

‖(fn)∞n=1‖`wp (L∞(µ)) ≤ 1.

De maneira análoga ao que fizemos acima, podemos definir o funcional linear e contínuo
Ψn,ω : W (L∞(µ)) −→ K, de norma menor ou igual a 1, dado por

Ψn,ω((gi)
∞
i=1) = gn(ω)

e temos (Ψn,ω)∞n=1 ∈ B`wq (W (L∞(µ))′), para cada ω ∈ Ω.
Dos fatos acima, temos

|B((fn)∞n=1, (gn)∞n=1)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fngn

∣∣∣∣∣ dµ
=

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Φn,ω ((fi)
∞
i=1) Ψn,ω((gi)

∞
i=1)

∣∣∣∣∣ dµ (3.9)

≤ γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 ((fi)
∞
i=1 ⊗ (gi)

∞
i=1;Z(L∞(µ))⊗W (L∞(µ))) · µ(Ω)

= ‖(fi)∞i=1‖Z(L∞(µ)) ‖(gi)
∞
i=1‖W (L∞(µ)) µ(Ω) <∞.

Assim, B está bem definida e a sua bilinearidade é de fácil verificação.
Sendo B̃ : Z(L∞(µ)) ⊗ W (L∞(µ)) −→ K a linearização de B e seguindo de

maneira análoga ao que fizemos em (3.9), mostra-se que

B̃ ∈
(
Z(L∞(µ))⊗̂γ

`p∗〈·〉,`q∗〈·〉
W (L∞(µ))

)′
e
∥∥∥B̃∥∥∥ ≤ µ(Ω).

Por outro lado, se f = g = 1, então o tensor elementar u = f · e1⊗ g · e1 ∈ Z(L∞(µ))⊗
W (L∞(µ)) tem norma (`p∗〈·〉, `q∗〈·〉)-integral menor igual a 1, pois

γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(u) ≤ ‖f · e1‖Z(L∞(µ)) ‖g · e1‖W (L∞(µ)) ≤ ‖f‖∞ ‖g‖∞ = 1.

Consequentemente, µ(Ω) = B̃(u) ≤
∥∥∥B̃∥∥∥ .

Portanto, B ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(Z(L∞(µ)),W (L∞(µ))) e ‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = µ(Ω).
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Exemplo 3.2.9 Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida finita tal que Ω é um espaço
Hausdorff compacto, Σ σ-álgebra de Borel e µ uma medida positiva e finita de Borel.
Sejam 1 < p, q < ∞ satisfazendo 1

p
+ 1

q
≥ 1, Z e W classes de sequências linearmente

estáveis e norma monótonas tais que Z
1
↪→ `wp e W

1
↪→ `wq . A forma bilinear A :

Z(C(Ω))×W (C(Ω)) −→ K dada por

A((fn)∞n=1, (gn)∞n=1) =

∫
Ω

∞∑
n=1

fngn dµ

é (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integral.
De fato, nessas condições podemos considerar o operador inclusão IC(Ω) : C(Ω) −→

L∞(µ), com
∥∥IC(Ω)

∥∥ = 1, e como as classes de sequências Z e W são linearmente está-
veis, segue que os operadores induzidos IZ(C(Ω)) : Z(C(Ω)) −→ Z(L∞(µ)) e IW (C(Ω)) :

W (C(Ω)) −→ W (L∞(µ)) são lineares e contínuos com
∥∥IZ(C(Ω))

∥∥ =
∥∥IW (C(Ω))

∥∥ = 1.
Considerando a forma bilinear B definida no exemplo anterior, segue que A = B ◦(
IZ(C(Ω)), IW (C(Ω))

)
. Como γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 é uma norma razoável uniforme, a Proposição

3.2.7 garante que A é (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integral e ainda que

‖A‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 ≤ ‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉
∥∥IZ(C(Ω))

∥∥∥∥IW (C(Ω))

∥∥ = µ(Ω).

Embora estes exemplos acima sejam um caso concreto e particular de formas

bilineares (
p,q

X, Y )-integrais, vamos explorá-las na subseção seguinte como base para

a definição de operadores lineares dessa natureza, isto é, neste caso particular. A

inspiração dessa classe reside na construção dos operadores integrais, como apresentado

em [45, Section 3.5] para a norma ε.

3.2.1 Operadores lineares (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais.

Nesta subseção, definiremos os operadores lineares (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais a par-

tir das formas bilineares (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais, vistas anteriormente.

Vamos fixar algumas notações. Consideramos 1 < p, q <∞ satisfazendo 1
p
+ 1
q
≥ 1

e denotamos por (K,Σ, µ) um espaço de medida finita tal que K é um espaço Hausdorff

compacto, Σ a σ-álgebra de Borel e µ uma medida positiva e finita de Borel.

Dois fatos úteis que usamos mais à frente são apresentados na observação abaixo:

Observação 3.2.10 a) Sejam E um espaço de Banach e (Sn)∞n=1 uma sequência em
L(E;C(K)) tais que (Sn(x))∞n=1 ∈ `wp (C(K)) para todo x ∈ E. Então, está bem
definida e é linear a aplicação Θ(Sn)∞n=1

: E −→ `wp (C(K)) dada por

Θ(Sn)∞n=1
(x) = (Sn(x))∞n=1.
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b) Uma forma alternativa de calcular a norma do espaço `wp (C(K)): se (fn)∞n=1 ∈
`wp (C(K)), então

‖(fn)∞n=1‖`wp (C(K)) = sup
x∈K

(
∞∑
n=1

|fn(x)|p
) 1

p

.

Para mais detalhes sobre essa expressão, veja [37, Seção 2.5].

Antes de definirmos os operadores (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais, vamos apresentar uma

caracterização das formas bilineares que são (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais.

Teorema 3.2.11 Sejam E e F espaços de Banach e B ∈ B(E,F ). Então B ∈
BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ) se, e somente se, existem um espaço de medida finita (K,Σ, µ),
sequências (Sn)∞n=1 em L(E;C(K)) e (Rn)∞n=1 em L(F ;C(K)) tais que Θ(Sn)∞n=1

∈
L(E; `wp (C(K))), Θ(Rn)∞n=1

∈ L(F ; `wq (C(K))) e

B(x, y) =

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(y) dµ, (3.10)

para todos x ∈ E e y ∈ F. Além disso,

‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = inf
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K),

sendo o ínfimo tomado sobre todas as escolhas possíveis, sobre os objetos envolvidos,
que tornem (3.10) verdadeira. Mais ainda, esse ínfimo é atingido.

Demonstração. Suponhamos que B seja (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integral. Pela Proposição

3.2.4, existe uma medida de Borel regular positiva e finita µ sobre o espaço Hausdorff

compacto B`p∗ 〈E〉′ ×B`q∗ 〈F 〉′ tal que

B(x, y) =

∫
B`p∗〈E〉

′×B`q∗〈F 〉′

∞∑
n=1

ϕn(x)ψn(y) dµ,

para todos x ∈ E, y ∈ F e ‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = ‖µ‖ . Denotamos K = B`p∗ 〈E〉′ × B`q∗ 〈F 〉′ .

Para cada n ∈ N, definimos as aplicações

Sn : E −→ C(K) e Rn : F −→ C(K)

Sn(x)(ϕ, ψ) = ϕn(x) Rn(y)(ϕ, ψ) = ψn(y).

Note que estamos identificando ϕ = (ϕn)∞n=1 ∈ `wp (E ′) e ψ = (ψn)∞n=1 ∈ `wq (F ′). De

forma análoga ao que foi feito na demonstração do Lema 3.2.1, verifica-se que Sn e Rn
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estão bem definidas, são lineares e é imediato verificar que são contínuas, para cada

n ∈ N. Para cada x ∈ E, temos

‖(Sn(x))∞n=1‖`wp (C(K)) = sup
(ϕ,ψ)∈K

(
∞∑
n=1

|Sn(x)(ϕ, ψ)|p
) 1

p

= sup
(ϕ,ψ)∈K

(
∞∑
n=1

|ϕn(x)|p
) 1

p

= ‖x‖ sup
(ϕ,ψ)∈K

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣ϕn( x

‖x‖

)∣∣∣∣p
) 1

p

≤ ‖x‖ sup
(ϕ,ψ)∈K

sup
z∈BE

(
∞∑
n=1

|ϕn (z)|p
) 1

p

= ‖x‖ sup
(ϕ,ψ)∈K

‖(ϕn)∞n=1‖`wp (E′) = ‖x‖ ,

e segue que Θ(Sn)∞n=1
∈ L(E; `wp (C(K))) com

∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥ ≤ 1. De forma análoga, mostra-

se que Θ(Rn)∞n=1
∈ L(F ; `wq (C(K))) com

∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ ≤ 1.

Dessa forma,

B(x, y) =

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(y) dµ,

para todos x ∈ E e y ∈ F. Além disso,

‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = ‖µ‖ ≥
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K).

Reciprocamente, considerando a forma bilinear A definida no Exemplo 3.2.9, se-

gue que B = A◦
(
Θ(Sn)∞n=1

,Θ(Rn)∞n=1

)
. Como γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 é uma norma razoável uniforme,

a Proposição 3.2.7 garante que B é (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integral e

‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 ≤ ‖B1‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥
≤
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K).

Convém observar que multiplicando (Sn)∞n=1 ou (Rn)∞n=1 por uma constante e

readaptando a demonstração acima, é possível assumir que µ é uma medida de proba-

bilidade.

Vamos agora definir os operadores lineares (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais.

A aplicação Γ : L(E;F ) −→ B(E,F ′) dada por Γ(T )(x, ψ) = ψ(T (x)) é uma

isometria (linear). Daí a definição:
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Definição 3.2.12 Dizemos que um operador T ∈ L(E;F ) é (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integral se
a forma bilinear Γ(T ) é (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integral.

Denotamos o espaço dos operadores lineares (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais de E em F

por LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ), o qual é um espaço normado com a expressão

‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = ‖Γ(T )‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 . (3.11)

Por meio da correspondência T 7−→ Γ(T ), podemos identificar, é claro, o espaço

LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ) com um subespaço de BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′). Vejamos que ele é um

subespaço fechado em BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′) e portanto um espaço de Banach. De fato,

se (Tn)∞n=1 é uma sequência em LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ) tal que Tn −→ T ∈ L(E;F ), da

expressão (3.11) e da linearidade de Γ, temos

‖Γ(Tn)− Γ(T )‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = ‖Tn − T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 −→ 0.

Como BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ′) é um espaço de Banach, segue que Γ(T ) ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ′)

e, portanto, T ∈ LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ).

Vamos agora caracterizar os operadores lineares (`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais. Mas,

antes disso, mostraremos um resultado que será importante para obtermos essa carac-

terização. A notação Θ(Rn)∞n=1
abaixo tem o mesmo significado que o na Observação

3.2.10.

Proposição 3.2.13 Sejam F um espaço de Banach, (K,Σ, µ) um espaço de medida
finita e (Rn)∞n=1 uma sequência em L(F ′;C(K)) tal que Θ(Rn)∞n=1

∈ L(F ′; `wq (C(K))).
A aplicação Ψ(Rn)∞n=1

: `wp (C(K)) −→ F ′′ dada por

Ψ(Rn)∞n=1
((fn)∞n=1) (ψ) =

∫
K

∞∑
n=1

fnRn(ψ) dµ

está bem definida, é linear e contínua.

Demonstração. Para cada n ∈ N e cada ω ∈ K, definimos o funcional linear Φn,ω :

`wp (C(K)) −→ K dado por

Φn,ω((fi)
∞
i=1) = fn(ω).

Note que Φn,ω é contínuo, pois

‖Φn,ω‖ = sup
(fi)∞i=1∈B`wp (C(K))

|fn(ω)| = sup
fn∈BC(K)

|fn(ω)| ≤ 1.
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Agora, para cada ω ∈ K, definimos o funcional linear δω : C(K) −→ K dado por

δω(f) = f(ω). É imediato verificar que δω é contínuo com ‖δω‖ ≤ 1. De forma análoga

ao que foi feito no Exemplo 3.2.8, mostra-se que (Φn,ω)∞n=1 ∈ B`wp (`wp (C(K))′) para cada

ω ∈ K.

Para cada n ∈ N e cada ω ∈ K, definimos o funcional linear Υω,Rn : F ′ −→ K

dado por

Υω,Rn(ψ) = Rn(ψ)(ω).

Note que Υω,Rn é contínuo, pois

‖Υω,Rn‖ = sup
ψ∈BF ′

|Rn(ψ)(ω)| ≤ sup
ψ∈BF ′

‖Rn(ψ)‖∞ ≤ ‖Rn‖ <∞.

Vejamos agora que (Υω,Rn)∞n=1 ∈ `wq (F ′′) para cada ω ∈ K. Com efeito,

‖(Υω,Rn)∞n=1‖`wq (F ′′) = sup
ψ∈BF ′

(
∞∑
n=1

|Υω,Rn(ψ)|q
) 1

q

= sup
ψ∈BF ′

(
∞∑
n=1

|Rn(ψ)(ω)|q
) 1

q

≤ sup
ψ∈BF ′

sup
ω∈K

(
∞∑
n=1

|Rn(ψ)(ω)|q
) 1

q

= sup
ψ∈F ′
‖(Rn(ψ))∞n=1‖`wq (C(K))

=
∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ <∞.
Assim, temos

∣∣Ψ(Rn)∞n=1
((fn)∞n=1)(ψ)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
K

∞∑
n=1

fnRn(ψ) dµ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
K

∞∑
n=1

Φn,ω((fi)
∞
i=1)Υω,Rn(ψ) dµ

∣∣∣∣∣
≤
∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥∫
K

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Φn,ω((fi)
∞
i=1)

Υω,Rn∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥(ψ)

∣∣∣∣∣ dµ
≤
∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 ((fi)∞i=1 ⊗ ψ; `wp (C(K))⊗ F ′
)
µ(K)

=
∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ ‖(fn)∞n=1‖`wp (C(K)) ‖ψ‖µ(K) <∞.

Assim, é fácil verificar que a aplicação Ψ(Rn)∞n=1
está bem definida, é linear e contínua

com
∥∥Ψ(Rn)∞n=1

∥∥ ≤ ∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K).

No próximo resultado, mostramos uma caracterização dos operadores lineares

(`p∗ 〈·〉 , `q∗ 〈·〉)-integrais.

Proposição 3.2.14 Sejam E, F espaços de Banach e T ∈ L(E;F ). Um operador
T ∈ LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ) se, e somente se, existem um espaço de medida finita (K,Σ, µ),
sequências (Sn)∞n=1 em L(E;C(K)) e (Rn)∞n=1 em L(F ′;C(K)) tais que Θ(Sn)∞n=1

∈
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L(E; `wp (C(K))), Θ(Rn)∞n=1
∈ L(F ′; `wq (C(K))) e JF ◦ T = Ψ(Rn)∞n=1

◦ Θ(Sn)∞n=1
. Além

disso,
‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = inf

∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K).

Esse ínfimo é atingido.

Demonstração. Suponhamos que T ∈ LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ). Então, por definição,

Γ(T ) ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ′). O Teorema 3.2.11 garante que existem um espaço de

medida finita (K,Σ, µ), sequências (Sn)∞n=1 em L(E;C(K)) e (Rn)∞n=1 em L(F ′;C(K))

tais que Θ(Sn)∞n=1
∈ L(E; `wp (C(K))), Θ(Rn)∞n=1

∈ L(F ′; `wq (C(K))),

ψ(T (x)) = Γ(T )(x, ψ) =

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(ψ) dµ,

para todos x ∈ E e ψ ∈ F ′, e

‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = ‖Γ(T )‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 =
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K).

Falta mostrar que JF ◦ T = Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

. Para todos x ∈ E e ψ ∈ F ′

Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

(x)(ψ) =Ψ(Rn)∞n=1
((Sn(x))∞n=1) (ψ) =

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(ψ) dµ

=ψ(T (x)) = JF ◦ T (x)(ψ).

Logo, JF ◦ T = Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

.

Reciprocamente, note que

Γ(T )(x, ψ) = ψ(T (x)) = JF (T (x))(ψ) = Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

(x)(ψ)

=

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(ψ) dµ,

para todos x ∈ E e ψ ∈ F ′. Pelo Teorema 3.2.11, Γ(T ) ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ′), ou seja,

T ∈ LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ) e

‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 = ‖Γ(T )‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 ≤
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥µ(K).

De modo semelhante ao caso das formas bilineares, multiplicando (Sn)∞n=1 ou

(Rn)∞n=1 por uma constante e readaptando a demonstração acima, é possível assumir

que µ é uma medida de probabilidade.
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Sabemos que B(E,F ), para quaisquer espaços de Banach E e F , é isometrica-

mente isomorfo a L(E;F ′) por meio da aplicação que associa a cada B ∈ B(E,F ) o

operador T ∈ L(E;F ′) dado por T (x)(y) = B(x, y), como vimos em (1.2). Disso e de

caracterizações de formas bilineares e de operadores lineares integrais segue que

BI(E,F )
1
= LI(E;F ′)

(veja o Apêndice B).

Com isso, surge o questionamento:

Pergunta 3.2.15 É verdade que

BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F )
1
= LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′),

para quaisquer espaços de Banach E e F?

Para dar uma resposta parcial a essa pergunta, precisamos recordar certos fatos

da teoria de produto tensorial e apresentar alguns resultados.

Proposição 3.2.16 ([45], Proposition 6.4) Sejam α uma norma tensorial e E e F
espaços de Banach. Então, E ⊗α F é um subespaço (com igualdade de normas) de
E ′′ ⊗α F ′′.

Do resultado anterior, inferimos que E⊗̂αF é um subespaço (com igualdade de

normas) de E ′′⊗̂αF ′′.

Não é difícil mostrar que se α é uma norma tensorial, então

α(u;E ⊗ F ) = inf {α(u;E ⊗N);u ∈ E ⊗N, dim N <∞} (3.12)

= inf {α(u;M ⊗ F );u ∈M ⊗ F, dim M <∞} ,

e fazendo algumas adaptações na demonstração da Proposição 3.2.16, usando as equa-

ções (3.12), chegamos no seguinte resultado:

Proposição 3.2.17 Sejam α uma norma tensorial e E e F espaços de Banach. Então,
E⊗̂αF é um subespaço (com igualdade de normas) de E⊗̂αF ′′ e E⊗̂αF ′′ é um subespaço
(com igualdade de normas) de E ′′⊗̂αF ′′.

É fato que toda forma bilinear contínua sobre E × F pode ser estendida a uma

forma bilinear contínua sobre E ′′×F ′′ com a mesma norma (veja [45, Theorem 2.13]).
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Um caminho para construir essa extensão: como cada forma bilinear B ∈ B(E,F )

corresponde a um operador linear e contínuo T : E −→ F ′, dado por T (x)(y) = B(x, y),

está bem definida a forma bilinear ∗B : E ′′ × F ′′ −→ K dada por

∗B(x′′, y′′) = x′′(T ′(y′′)),

e note que

∗B(x, y) = ∗B(JE(x), JF (y)) = JE(x)(T ′(JF (y))) = T ′(JF (y))(x)

= JF (y)(T (x)) = T (x)(y) = B(x, y),

para todos x ∈ E e y ∈ F. A forma bilinear ∗B é chamada de extensão canônica de B

à esquerda.

Teorema 3.2.18 ([45], Theorema 6.5.) Sejam α uma norma tensorial, E e F espaços
de Banach e B ∈ (E⊗̂αF )′. Então, a extensão canônica de B à esquerda é um funcional
linear e contínuo sobre E ′′⊗̂αF ′′ com a mesma norma de B.

Dos dois resultados anteriores, se B ∈ (E⊗̂αF )′ segue que:

a) A aplicação bilinear B, obtida pela restrição de ∗B a E × F ′′, é um funcional linear

contínuo sobre E⊗̂αF ′′, isto é,

B := ∗B|E⊗̂αF ′′ ∈
(
E⊗̂αF ′′

)′
.

b) A aplicação B estende B ao espaço E × F ′′.

c) Tem-se ‖B‖ =
∥∥B∥∥ .

Sabemos que γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 é uma norma razoável uniforme, mas não sabemos se

ela é finitamente gerada (em geral). No entanto, em alguns casos a norma γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉

é finitamente gerada e assim uma norma tensorial, como no caso em que os espaços

envolvidos têm a chamada propriedade da aproximação métrica.

Dizemos que um espaço de Banach E tem a propriedade da aproximação limitada

se existe uma constante λ > 0 tal que, para cada subconjunto compacto Ω de E e

cada η > 0, existe um operador de posto finito S : E −→ E tal que ‖S‖ ≤ λ e

‖x− S(x)‖ ≤ η para cada x ∈ Ω. Se isso é verdade para λ = 1, então dizemos que E

tem a propriedade da aproximação métrica.

Os espaços `p e Lp(µ), para 1 ≤ p <∞, e os espaços C(K) e c0 têm a propriedade

da aproximação métrica. Os duais desses espaços também têm essa propriedade.
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Proposição 3.2.19 ([45], Proposition 6.2.) Sejam E e F espaços de Banach com a
propriedade da aproximação métrica. Então, toda norma razoável uniforme é finita-
mente gerada em E ⊗ F .

Agora estamos aptos a dar uma resposta parcial à Pergunta 3.2.15.

Teorema 3.2.20 Sejam E e F espaços de Banach tais que γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 seja uma norma
tensorial em E ⊗ F . Então, tem-se

BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F )
1
= LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′),

de modo que cada B ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ) corresponde ao único operador T : E −→ F ′

dado por T (x)(y) = B(x, y) para todos x ∈ E e y ∈ F .

Demonstração. Suponhamos que B ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F )
1
= (E⊗̂γ`p∗〈·〉,`q∗〈·〉F )′. Como

γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 é uma norma tensorial em E⊗F , podemos estender a aplicação B para B ∈

BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ′′) com ‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 =
∥∥B∥∥BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 . Pelo Teorema 3.2.11, existe

um espaço de probabilidade (K,Σ, µ), sequências (Sn)∞n=1 em L(E;C(K)) e (Rn)∞n=1

em L(F ′′;C(K)) tais que Φ(Sn)∞n=1
∈ L(E; `wp (C(K))), Φ(Rn)∞n=1

∈ L(F ′′; `wq (C(K))) e

B(x, ψ) =

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(ψ) dµ,

para todos x ∈ E e ψ ∈ F ′′. Mais ainda,

‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 =
∥∥B∥∥BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 =

∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ .
Dados x ∈ E e ψ ∈ F ′′, temos

JF ′ ◦ T (x)(ψ) = ψ(T (x)) = T ′(ψ)(x) = B(x, ψ)

=

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(ψ) dµ = Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

(x)(ψ),

e assim mostramos que JF ′ ◦ T = Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

. Pela Proposição 3.2.14 segue que

T ∈ LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′) e

‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 ≤
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ = ‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 .

Reciprocamente, suponhamos que T ∈ LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′). A Proposição 3.2.14

garante que existem um espaço de probabilidade (K,Σ, µ), sequências (Sn)∞n=1 em
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L(E;C(K)) e (Rn)∞n=1 em L(F ′′;C(K)) tais que Θ(Sn)∞n=1
∈ L(E; `wp (C(K))), Θ(Rn)∞n=1

∈

L(F ′′; `wq (C(K))) e JF ′ ◦ T = Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

, onde, além disso, tem-se

‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 =
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ .
Note que, para cada n ∈ N, o operador Rn|F ∈ L(F ;C(K)) e, mais ainda, Θ(Rn|F )∞n=1

∈

L(F ; `wq (C(K))).

Agora, para todos x ∈ E e y ∈ F , temos

B(x, y) = T (x)(y) = JF (y)(T (x)) = JF ′ ◦ T (x)(JF (y))

= Ψ(Rn)∞n=1
◦Θ(Sn)∞n=1

(x)(JF (y))

=

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn(JF (y)) dµ =

∫
K

∞∑
n=1

Sn(x)Rn|F (y) dµ,

e então, do Teorema 3.2.11, segue que B ∈ BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F ) e

‖B‖BI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 ≤
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn|F )∞n=1

∥∥
≤
∥∥Θ(Sn)∞n=1

∥∥∥∥Θ(Rn)∞n=1

∥∥ = ‖T‖LI`p∗〈·〉,`q∗〈·〉 .

Segue do resultado acima que

BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F )
1
= (E⊗̂`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉F )′

1
= LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′)

sempre que γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 é finitamente gerada em E⊗F (norma tensorial), como no caso

em que E e F têm a propriedade da aproximação métrica.

Problema em aberto: Sem hipóteses adicionais sobre os espaços de Banach E e F ,

ainda é verdade que

BI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E,F )
1
= LI`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉(E;F ′)?

A título de curiosidade e também para a informação do leitor, pontuamos que a

técnica usada no Teorema 3.2.20 exige a hipótese de γ`p∗ 〈·〉,`q∗ 〈·〉 ser norma tensorial, em

uma de suas implicações, enquanto que a técnica aplicada para demonstrar o isomor-

fismo BI(E,F )
1
= LI(E;F ′) em [45] não faz uso dessa hipótese, mesmo sendo a norma

ε uma norma tensorial. Para os leitores interessados, apresentamos no Apêndice B a

demonstração dessa implicação no resultado de [45] com a técnica usada no Teorema

3.2.20.
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3.3 Uma caracterização para o espaço (`mid
1 )u(E)

É fato que certos espaços de sequências podem ser caracterizados por um pro-

duto tensorial normado. Como exemplos bem conhecidos, temos c0(E)
1
= E⊗̂εc0 e

`u1(E)
1
= E⊗̂ε`1 (veja [45, Examples 3.3 e 3.4], respectivamente). Consequência disso e

da dualidade do produto tensorial injetivo (ver (1.4)), temos

`u1(E)′
1
= BI(E, `1) e c0(E)′

1
= BI(E, c0).

Um outro exemplo notável é a caracterização do espaço `p 〈E〉. Em [17], Cohen

define o espaço e mostra que E⊗̂π`p
1
↪→ `p 〈E〉, enquanto que em [38] Bu e Diestel

mostram, definitivamente, que `p 〈E〉
1
= E⊗̂π`p para 1 < p <∞.

Nesta seção, vamos caracterizar o espaço (`mid
1 )u(E) e também o seu dual em

termos do produto tensorial munido de uma norma do tipo γp,qX,Y conveniente. Para

isso, utilizaremos uma classe de sequências que possui uma relação importante com a

classe `w1 . Essa relação será suficiente para podermos aplicar os resultados da Seção

3.2 e atingirmos o nosso objetivo.

Seja E um espaço de Banach. É fato que E⊗̂εc0
1
= c0(E) por meio da aplicação

J̃ : E⊗̂εc0 −→ c0(E), a qual é a única extensão da aplicação J : E ⊗ε c0 −→ c0(E)

dada por

J(u) =

(
m∑
i=1

ai,kxi

)∞
k=1

,

para cada u =
∑m

i=1 xi ⊗ ai ∈ E ⊗ c0, com ai = (ai,k)
∞
k=1 ∈ c0 (veja [45, Example 3.3]).

É uma tarefa simples mostrar que E⊗̂πc0
1
↪→ E⊗̂εc0, usando a definição do com-

pletamento, o fato de que ε ≤ π e a continuidade dessas normas. Deste modo, podemos

usar a mesma aplicação J̃ acima para identificar E⊗̂πc0 com o subespaço vetorial (de

sequências) J̃(E⊗̂πc0) de c0(E). Por simplicidade e para trabalharmos no ambiente de

classes de sequências, denotamos o subespaço J̃(E⊗̂πc0) por cπ0 (E). Equipando cπ0 (E)

com a norma de E⊗̂πc0, temos a identificação isométrica

E⊗̂πc0
1
= cπ0 (E)

pela aplicação J̃ .

Pelo que foi exposto acima, é claro que (cπ0 (E), π(·)) é um espaço de Banach e

que cπ0 (E)
1
↪→ c0(E)

1
↪→ `∞(E). Note que para todo u =

∑m
i=1 xi ⊗ ei ∈ E ⊗π c0, temos
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J̃(u) = (xi)
m
i=1 ∈ cπ0 (E) e isso significa que c00(E) ⊆ cπ0 (E). Mais ainda, para todo

i ∈ N,

‖x · ei‖cπ0 (E) =
∥∥∥J̃(x⊗ ei)

∥∥∥
cπ0 (E)

= π(x⊗ ei) = ‖x‖ .

Acabamos de mostrar que a regra cπ0 (·), que a cada espaço espaço de Banach E faz

corresponder o espaço de Banach cπ0 (E), é uma classe de sequências.

Além disso, temos

cπ0 (E)′
1
= (E⊗̂πc0)′

1
= L(c0;E ′)

1
= `w1 (E ′), (3.13)

onde `w1 (E ′)
1
= L(c0;E ′) pela aplicação (ϕi)

∞
i=1 ∈ `w1 (E ′) 7−→ T(ϕi)∞i=1

∈ L(c0;E ′) dada

por

T(ϕi)∞i=1
((λi)

∞
i=1) =

∞∑
i=1

λiϕi,

para toda (λi)
∞
i=1 ∈ c0. Assim, dados (ϕi)

∞
i=1 ∈ `w1 (E ′), n ∈ N e x · en ∈ cπ0 (E), usando

as identificações em (3.13), obtemos

(ϕi)
∞
i=1(x · en) = T(ϕi)∞i=1

(en)(x) = ϕn(x),

e acabamos de mostrar o seguinte resultado:

Proposição 3.3.1 Seja E um espaço de Banach. Então `w1 (E ′)
1
= cπ0 (E)′ por meio de

uma aplicação Ψ : `w1 (E ′) −→ cπ0 (E)′ que satisfaz

Ψ ((ϕi)
∞
i=1) (x · en) = ϕn(x), (3.14)

para todos (ϕi)
∞
i=1 ∈ `w1 (E ′), x ∈ E e n ∈ N.

Observando atentamente os resultados dados pelas Proposições 3.1.3, 3.1.6 e 3.1.7,

percebe-se que a dualidade entre Y e Y ′ (caso particular da Proposição 3.1.7) não é o

ponto chave das demonstrações. Apenas o fato de Y ou Y ′ estar imerso em algum `wq

é usado. Assim, está bem definida a norma razoável

γcπ0 ,`1(u) = sup

{∣∣∣∣∣
k∑
j=1

∞∑
n=1

ϕn(xj)ψn(yj)

∣∣∣∣∣ ; (ϕn)∞n=1 ∈ B`w1 (E′), (ψn)∞n=1 ∈ B`∞(F ′)

}

em E ⊗ F .

Agora, vamos nos ater à dualidade do produto tensorial E⊗̂γcπ0 ,`1F . Convém, an-

tes, observar que não sabemos se `w1 é dual à classe cπ0 no sentido exato da Definição 3.1.1
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(e isso provavelmente é verdade). No entanto, com uma observação atenta das demons-

trações do Lema 3.2.1 e do Teorema 3.2.2 (que depende desse lema), percebe-se que

estes resultados continuam válidos (com demonstrações idênticas) se X(E)′
1
= X ′(E ′)

e Y (F )′
1
= Y ′(F ′) por meio de aplicações Ψ1 e Ψ2, respectivamente, que satisfaçam

apenas

Ψ1 :X ′(E ′) −→ X(E)′ e Ψ2 : Y ′(F ′) −→ Y (F )′

Ψ1

(
(ϕj)

∞
j=1

)
(x · en) = ϕn(x) Ψ2

(
(ψj)

∞
j=1

)
(y · en) = ψn(y),

para todos (ϕj)
∞
j=1 ∈ X ′(E ′), (ψj)∞j=1 ∈ Y ′(E ′), x ∈ E, y ∈ F e n ∈ N.

Dessa forma, como a aplicação Ψ da Proposição 3.3.1 satisfaz (3.14), o Teorema

3.2.2 garante que (
E⊗̂γcπ0 ,`1F

)′ 1
= BIcπ0 ,`1(E,F ). (3.15)

Vamos mostrar agora que o espaço (`mid
1 )u(E) é isometricamente isomorfo ao

espaço E⊗̂γ
cπ0 ,`1

`1.

Antes, para que um cálculo usado na proposição seguinte fique mais claro, apre-

sentamos o fato:

• Se um elemento a = (an)∞n=1 = ((an,k)
∞
k=1)∞n=1 pertence a `1(`1), então, por um lado,

temos

‖a‖`1(`1) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

|an,k| .

Por outro, da dualidade `1(`1)′ = `∞(`∞) e escrevendo b = (bn)∞n=1 = ((bn,k)
∞
k=1)∞n=1

para elementos de `∞(`∞), temos

‖a‖`1(`1) = sup
b∈B`∞(`∞)

|b(a)| = sup
(bn)∞n=1∈B`∞(`∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

bn(an)

∣∣∣∣∣
= sup

(bn)∞n=1∈B`∞(`∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
k=1

bn,kan,k

∣∣∣∣∣ .
Daí, segue a igualdade

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|an,k| = sup
(bn)∞n=1∈B`∞(`∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
k=1

bn,kan,k

∣∣∣∣∣ . (3.16)

Teorema 3.3.2 Seja E um espaço de Banach. Então, (`mid
1 )u(E)

1
= E⊗̂γ

cπ0 ,`1
`1.
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Demonstração. Considere a aplicação J : E × `1 −→ (`mid
1 )u(E) dada por

J(x, a) = (akx)∞k=1,

para todos x ∈ E e a = (ak)
∞
k=1 ∈ `1. Observe que

‖J(x, a)‖`mid
1 (E) = ‖(akx)∞k=1‖`mid

1 (E) = sup
(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

∞∑
k=1

∞∑
n=1

|ϕn(akx)|

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

∞∑
k=1

|ak|

(
∞∑
n=1

|ϕn(x)|

)

=

(
∞∑
k=1

|ak|

)
sup

(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

(
∞∑
n=1

|ϕn(x)|

)

= ‖(ak)∞k=1‖1 ‖(x, 0, . . .)‖`mid
1 (E)

= ‖(ak)∞k=1‖1 ‖x‖ <∞,

e esse cálculo também nos dá

lim
n→∞

‖(akx)∞k=n‖`mid
1 (E) = lim

n→∞
‖(ak)∞k=n‖1 ‖x‖ = 0.

Portanto, J está bem definida e é imediato mostrar que ela é uma aplicação bilinear.

Vamos agora mostrar que J̃ : E ⊗γ
cπ0 ,`1

`1 −→ (`mid
1 )u(E), a linearização de J , é uma

isometria. Sendo u =
∑m

i=1 xi ⊗ ai, como J̃ está bem definida, temos

J̃(u) =

(
m∑
i=1

ai,kxi

)∞
k=1

∈ (`mid
1 )u(E),

isto é, para cada (ϕn)∞n=1 ∈ B`w1 (E′),((
ϕn

(
m∑
i=1

ai,kxi

))∞
n=1

)∞
k=1

=

((
m∑
i=1

ai,kϕn(xi)

)∞
n=1

)∞
k=1

∈ `1(`1).

Portanto, usando o fato em (3.16), segue que

∥∥∥J̃(u)
∥∥∥
`mid
1 (E)

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

∞∑
n=1

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣ϕn
(

m∑
i=1

ai,kxi

)∣∣∣∣∣
= sup

(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

∞∑
n=1

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
(

m∑
i=1

ai,kϕn(xi)

)∣∣∣∣∣
= sup

(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

sup
(bn)∞n=1∈B`∞(`∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
k=1

bn,k

(
m∑
i=1

ai,kϕn(xi)

)∣∣∣∣∣
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= sup
(ϕn)∞n=1∈B`w1 (E′)

sup
(bn)∞n=1∈B`∞(`∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

m∑
i=1

ϕn(xi)bn(ai)

∣∣∣∣∣ = γcπ0 ,`1(u),

e acabamos de mostrar que J̃ é uma isometria. Como (`mid
1 )u(E) é um espaço de

Banach, segue que J̃ se estende de modo único a uma isometria J̃ : E⊗̂γ
cπ0 ,`1

`1 −→

(`mid
1 )u(E). Mais ainda, é fácil observar que J̃(E⊗`1) é denso em (`mid

1 )u(E), e portanto

J̃ é um isomorfismo isométrico.

Com o que acabamos de fazer e com (3.15), caracterizamos o dual do espaço

(`mid
1 )u(E) pelo

Corolário 3.3.3 Seja E um espaço de Banach. Então,
(
(`mid

1 )u(E)
)′ 1

= BIcπ0 ,`1(E, `1).
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Apêndice A

Redes duplas em K

O estudo de sequências duplas em K (sendo K = R ou C) está bem estabelecido

na literatura. Por exemplo, os trabalhos [22] e [24] abordam o tema de forma bem

completa.

Estamos interessados no conceito de redes duplas em K. Acreditamos que esse

conceito seja bem conhecido, entretanto não encontramos referências que trabalhem

essa teoria explicitamente. Por isso, neste apêndice, vamos definir esse conceito e

explorar um resultado que usamos no nosso trabalho. Vamos começar relembrando

algumas definições já conhecidas.

Definição A.1 Um conjunto dirigido é um par (Λ,≤) em que ≤ é uma direção no
conjunto Λ, isto é, é uma relação em Λ tal que:

(a) λ ≤ λ para todo λ ∈ Λ.

(b) Se λ1, λ2, λ3 ∈ Λ, λ1 ≤ λ2 e λ2 ≤ λ3, então λ1 ≤ λ3.

(c) Para todos λ1, λ2 ∈ Λ, existe λ3 ∈ Λ tal que λ1 ≤ λ3 e λ2 ≤ λ3.

Definição A.2 Uma rede em um conjunto Ω é uma função P : Λ −→ Ω, onde Λ é
um conjunto dirigido. Usualmente se denota P (λ) por xλ e, neste caso, nos referimos
à rede (xλ)λ∈Λ.

Definição A.3 Dizemos que a rede (xλ)λ∈Λ no espaço topológico Ω converge para
x ∈ Ω se para cada vizinhança U de x, existe λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ U para todo λ ≥ λ0.
Neste caso, escrevemos xλ

λ−→ x ou lim
λ
xλ = x.



Vamos agora definir uma rede dupla em K.

Definição A.4 Uma rede dupla em K é uma função Q : Λ×∆ −→ K, onde Λ e ∆ são
conjuntos dirigidos. Denotamos Q(λ, δ) por x(λ,δ) e, neste caso, nos referimos à rede
dupla (x(λ,δ))(λ,δ)∈Λ×∆.

Vamos usar a direção em Λ×∆ dada coordenada a coordenada:

(λ1, δ1) ≤ (λ2, δ2)⇐⇒ λ1 ≤ λ2 e δ1 ≤ δ2,

para (λ1, δ1), (λ2, δ2) ∈ Λ×∆.

Definição A.5 Dizemos que uma rede dupla (x(λ,δ))(λ,δ)∈Λ×∆ em K é convergente se
existe x ∈ K satisfazendo a seguinte condição: para cada η > 0, existe (λ0, δ0) ∈ Λ×∆

tal que
|x(λ,δ) − x| < η para todo (λ, δ) ≥ (λ0, δ0).

Neste caso, dizemos que (x(λ,δ))(λ,δ) converge para x e escrevemos

x(λ,δ)
(λ,δ)−→ x ou lim

(λ,δ)
x(λ,δ) = x.

É fácil mostrar que o número x é único e o chamamos de limite (ou limite duplo)

da rede (x(λ,δ))(λ,δ).

Embora muitos resultados envolvendo redes duplas possam ser formulados e de-

monstrados, vamos apresentar apenas o resultado que usamos em nosso trabalho.

Proposição A.6 (Limites iterados de redes duplas) Suponha que (x(λ,δ))(λ,δ)∈Λ×∆

seja uma rede convergente e que x(λ,δ)
(λ,δ)−→ x.

(i) Se lim
λ
x(λ,δ) existe para cada δ ∈ ∆, então o limite iterado

lim
δ

(
lim
λ
x(λ,δ)

)
existe e é igual a x.

(ii) Se lim
δ
x(λ,δ) existe para cada λ ∈ Λ, então o limite iterado

lim
λ

(
lim
δ
x(λ,δ)

)
existe e é igual a x.

(iii) Se as hipóteses em (i) e (ii) são verdadeiras, então

lim
δ

(
lim
λ
x(λ,δ)

)
= x = lim

λ

(
lim
δ
x(λ,δ)

)
.
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Demonstração. Seja η > 0. Uma vez que x(λ,δ)
(λ,δ)−→ x, existe (λ0, δ0) ∈ Λ×∆ tal que

|x(λ,δ) − x| <
η

2
para todo (λ, δ) ≥ (λ0, δ0).

Para cada δ ∈ ∆, tomando lim
λ
x(λ,δ) = yδ, existe kδ ∈ Λ tal que

|x(λ,δ) − yδ| <
η

2
para todo λ ≥ kδ.

Assim, para todo δ ≥ δ0, tomando-se λ1 ∈ Λ tal que λ1 ≥ λ0 e λ1 ≥ kδ, temos

|yδ − x| ≤ |yδ − x(λ1,δ)|+ |x(λ1,δ) − x| < η,

isto é, o limite lim
δ
yδ existe e é igual a x. Isto prova (i). A demonstração de (ii) é

similar e a de (iii) é imediata.
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Apêndice B

Sobre a demonstração do isomorfismo
BI(E,F )

1
= LI(E;F ′)

O objetivo deste apêndice é mostrar que a técnica usada na demonstração do

Teorema 3.2.20 serve, e de certo modo é semelhante, a uma das implicações do Theorem

3.22 em [45] (enunciado abaixo como Teorema B.3), cujo resultado nos dá o isomorfismo

BI(E,F )
1
= LI(E;F ′).

Para isso, vamos recordar algumas caracterizações e apresentar o teorema e a implicação

que será redemonstrada.

Teorema B.1 ([45, Theorem 3.18.]) Sejam E e F espaços de Banach. Uma forma
bilinear B : E × F −→ K é integral se, e somente se, existem um espaço de medida
finita (Ω,Σ, µ) e operadores S : E −→ L∞(µ), R : F −→ L∞(µ) tais que

B(x, y) =

∫
Ω

(Sx)(Ry) dµ,

para cada x ∈ E, y ∈ F . Além disso,

‖B‖I = inf ‖S‖ ‖R‖µ(Ω),

onde o ínfimo é tomado sobre todas fatorações de B e esse ínfimo é atingido.

No resultado acima, multiplicando R ou S por uma constante, é possível assumir

que a medida µ nessa fatoração é uma medida de probabilidade.



Teorema B.2 ([45, Theorem 3.19.]) Um operador T : E −→ F é integral se, e
somente se, existem um espaço de medida finita (Ω,Σ, µ) e um par de operadores
S : E −→ L∞(µ), U : L1(µ) −→ F ′′ tais que JFT = UIS, onde I é a aplicação
canônica de L∞(µ) em L1(µ). Além disso,

‖T‖I = inf ‖S‖ ‖U‖µ(Ω),

onde o ínfimo é tomado sobre todas fatorações de T (e esse ínfimo é atingido).

Para fins de comparação, vamos exibir ambas as demonstrações da implicação de

nosso interesse, no teorema abaixo, como itens: a) para a que consta na referência [45]

e b) para a que usa a técnica do Teorema 3.2.20.

Recordemos que B(E,F )
1
= L(E;F ′) pela seguinte identificação: uma forma bili-

near B é associada ao operador T definido por T (x)(y) = B(x, y). São fatos conhecidos

que se (Ω,Σ, µ) é um espaço de medida finita, então BL1(µ) é normante para L∞(µ)

(veja [45, pág. 60]) e que (L1(µ))′ = L∞(µ).

Teorema B.3 ([45, Theorem 3.22.] Uma forma bilinear B : E × F −→ K é integral
se, e somente se, o operador associado T : E −→ F ′ é integral. A aplicação B 7−→ T

é um isomorfismo isométrico de BI(E,F ) com LI(E;F ′).

Demonstração. Vamos apenas mostrar que BI(E,F )
1
↪→ LI(E;F ′).

a) (da referência [45]) Suponha que B ∈ BI(E,F ). Pelo Teorema B.1, existe um

espaço de probabilidade (Ω,Σ, µ) e operadores S : E −→ L∞(µ), R : F −→ L∞(µ)

tais que

B(x, y) =

∫
Ω

S(x)R(y) dµ,

para cada x ∈ E e y ∈ F . Além disso, ‖B‖I = ‖S‖ ‖R‖. Tomando V = R′|L1(µ) e

considerando a aplicação canônica I : L∞(µ) −→ L1(µ), segue que

T (x)(y) = B(x, y) =

∫
Ω

S(x)R(y) dµ = R(y)IS(x) = IS(x)R(y) = V IS(x)(y),

para quaisquer x ∈ E, y ∈ F . Logo, T = V IS e assim JF ′T = JF ′V IS. Tomando

U = JF ′V , segue que JF ′T = UIS e pelo Teorema B.2, T ∈ LI(E;F ′). Além disso,

como BL1(µ) é normante para L∞(µ), temos

‖T‖I ≤ ‖S‖ ‖U‖ = ‖S‖ ‖V ‖ = ‖S‖ ‖R′‖ = ‖S‖ ‖R‖ = ‖B‖I .
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b) (usando a técnica do Teorema 3.2.20) Suponha que B ∈ BI(E,F ) = (E⊗̂εF )′.

Como a norma injetiva ε é uma norma tensorial, podemos estender B para B ∈

BI(E,F ′′) com ‖B‖I =
∥∥B∥∥

I
. Pelo Teorema B.1, existe um espaço de probabilidade

(Ω,Σ, µ) e operadores S : E −→ L∞(µ), R : F ′′ −→ L∞(µ) tais que

B(x, ψ) =

∫
Ω

S(x)R(ψ) dµ,

para todos x ∈ E e ψ ∈ F ′′. Além disso, ‖B‖I =
∥∥B∥∥

I
= ‖S‖ ‖R‖. Tomando

U = R′|L1(µ) e considerando a aplicação canônica I : L∞(µ) −→ L1(µ), segue que

JF ′T (x)(ψ) =ψ(T (x)) = T ′(ψ)(x) = B(x, ψ) =

∫
Ω

S(x)R(ψ) dµ

=R(ψ)IS(x) = IS(x)R(ψ) = UIS(x)(ψ),

para todos x ∈ E e ψ ∈ F ′′. Logo, JF ′T = UIS e assim, pelo Teorema B.2, T ∈

LI(E;F ′). Além disso, como BL1(µ) é normante para L∞(µ), temos

‖T‖I ≤ ‖S‖ ‖U‖ = ‖S‖ ‖R′‖ = ‖S‖ ‖R‖ = ‖B‖I .
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