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Resumo

Neste trabalho, introduzimos e estudamos uma classe de quasi-normas no produto ten-
sorial de espagos de Banach definidas por meio do ambiente abstrato de classes de
sequéncias. Sao apresentadas relagoes dessa construcao com classes de operadores so-
mantes de sorte que resultados classicos da teoria sao recuperados e novos resultados sao
obtidos. Ainda pelo uso do ambiente de classes de sequéncias, definimos e estudamos
normas no produto tensorial inspiradas na construcao da norma injetiva e estabelece-
mos suas relagoes com certas classes de operadores de tipo integral. Com essas normas,
além dos resultados e exemplos construidos, apresentamos uma caracterizagao de um

espaco de sequéncias mid somaveis e estabelecemos seu dual.

Palavras-chave: Espacos de Banach, classes de sequéncias, ideais de operadores,

produto tensorial, normas tensoriais, operadores somantes, operadores integrais.
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Abstract

In this work we introduce and study a class of quasi-norms on the tensor product
of Banach spaces defined by means of the abstract environment of sequence classes.
Relationships of this construction with classes of summing operators are presented
from which classical results of the theory are recovered and new results are obtained.
Still using the sequence classes environment, we define and study norms in the tensor
product inspired by the construction of the injective norm and establish their relations
with certain classes of integral type operators. With these norms, in addition to the
results and examples constructed, before we present a characterization of a space of

mid summable sequences and establish its dual.

Keywords: Banach spaces, sequence classes, operator ideals, tensor product, tensor

norms, summing operators, integral operators.
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Notacoes

N denota o conjunto {1,2,3,...}.

e R e C denotam os corpos dos ntmeros reais e dos niimeros complexos, respecti-

vamente.
e K representa o corpo R ou C.

e p* denota o conjugado do nimero 1 < p < oo, isto é, - + ]% = 1. Também

1
p

definimos p* = oo como conjugado de p = 1 e vice-versa.

o As letra F,F,G,H,L,M e N representarao conjuntos e/ou espagos vetoriais
e/ou normados e/ou de Banach sobre K dependendo do contexto. Paran € N, o

simbolo K™ significa £/ x --- x E.
————

n parcelas

e E7 denota o dual algébrico do espaco E e E' denota o seu dual topolégico.
e [ denota o completamento do espago FE.

e By denota a bola unitaria fechada do espacgo E.

e I ® F denota o produto tensorial dos espacos vetoriais F e F'.

e I ®, F representa o produto tensorial munido de uma norma razoavel a e seu

completamento por EQ,F.
e X ou X (-) denota uma classe de sequéncias.

o Xdual oy Xdual(L) denotam a classe de sequéncias dual de X, no sentido da Defi-

nigao [1.4.7]



X4 ou XM4(.) denota a classe de sequéncias mid (X, p)-somével.

X' ou X'(+) denotam a classe de sequéncias dual de X, no sentido da Definigao

B.1.11
F(FE) denota a cole¢ao de todos subespagos de dimensao finita de E.
CF(FE) denota a cole¢ao de todos subespagos de codimensao finita de E.

A sequéncia (0,0,...,0,2,0,0,...), onde x aparece na j-ésima coordenada, seré

denotada por x - e;.

(z;)j=, representa a sequéncia (r1,y,...,7,,0,0,...).

Iy : M — E denota o operador inclusao do subespaco M no espacgo E.
Jr denota o mergulho candnico de E em E”.

ELXF significa que os espacos E e F' sao isometricamente isomorfos.
ESF significa £ C F e que ||z||» < K ||z||; para todo = € E.

L(F; F) denota o espago dos operadores lineares de F em F.

L(E; F) denota o espago dos operadores lineares e continuos de E em F.
T" € L(F'; E'") denota o operador adjunto de T' € L(E; F).

B(E, F;G) denota o espago das aplicagdes bilineares de E' x F em G. Quando
G =K, temos o espaco das formas bilineares sobre E x F', denotado apenas por

B(E, F).

B(E, F;G) denota o espago das aplicagoes bilineares e continuas de £ x F' em

G. O espago das formas bilineares continuas sera denotado por B(F, F).
B;(E, F) denota o espago das formas bilineares integrais sobre E x F.
L;(E; F) denota o espago dos operadores lineares integrais de F em F.
BIYS (E, F) denota o espago das formas bilineares (XZ') ;(IY)—integrais.

[A, 8] denota um ideal de Banach.
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I1,, denota a classe de todos os operadores absolutamente (g, p)-somantes.

D, , denota a classe de todos os operadores Cohen fortemente (g, p)-somantes.
Lx, .. x,.y denota a classe dos operadores multilineares (X7, ..., X,; Y)-somantes.
conv({2) denota a envoltoria convexa do conjunto €.

['(Q2) denota a envoltoria absolutamente convexa do conjunto £2.

C'(£2) denota o espago de Banach das fungées continuas definidas no espago to-

pologico compacto 2.

M,(Q2) denotara o espago de todas as medidas complexas, se (£2,X) um espago
mensuravel, ou o espaco de todas as medidas regulares complexas, se ) for um

espago Hausdorff localmente compacto e ¥ a o-algebra de Borel em ().

Prob(€2) denota o conjunto formado por todas as medidas de probabilidade de

Borel regular no espago Hausdorff compacto 2.

D(2) denota o conjunto formado por todas as medidas de Dirac no espago Haus-

dorff compacto §2 com a o-dlgebra de Borel.
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Introducao

A teoria de produtos tensoriais topologicos que conhecemos teve inicio com os
trabalhos de R. Schatten na década de 1930. O seu primeiro livro sobre essa teoria,
intitulado “A theory of cross-spaces” [40], publicado no ano de 1950, ja apresentava
os fundamentos e o que havia sido desenvolvido na época. Um pouco depois, em seu
famoso trabalho “Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques”
[23] de 1956, A. Grothendieck apresentou a importancia e versatilidade da teoria dos
produtos tensoriais na Andlise Funcional. Ele nao s6 aplicou o produto tensorial na
teoria de operadores e espacos de Banach, como também investigou a atualmente de-
nominada “teoria local”: o estudo dos espagos de Banach em termos de subespagos de
dimensao finita. A complexidade do trabalho de Grothendieck fez com que ele fosse
bem compreendido apenas alguns anos depois de sua publicagao, sendo Lindenstrauss
e Pelczynski, em [29], os primeiros a contribuir para o seu melhor entendimento, rees-
crevendo essas ideias de forma mais acessivel.

Apesar do pioneirismo de Schatten, sua teoria nao avancou a ponto de prover
resultados tteis de dualidade, quando estavam envolvidos espacos de Banach mais
gerais. Isso ocorreu porque sua definicao de norma tensorial dual o levou a ter varios
problemas. De fato, por lidar bem com esse e com muitos outros aspectos da teoria é
que os trabalhos de Grothendieck sao considerados como marcos histéricos das teorias
envolvidas.

E bem conhecido que as teorias de produto tensorial e a de (ideais de) operadores
estdo intimamente relacionadas, embora, em geral, sejam desenvolvidas e/ou traba-
lhadas separadamente. Um exemplo disso é o estudo da classe dos operadores lineares

absolutamente somantes, que tem sua origem nos trabalhos de Grothendieck, por abor-



dagem tensorial, mas que s@o muito estudadas, como nos trabalhos de A. Pietsch (ver
por exemplo [39]), usando caracterizagoes por desigualdades, por integrais, dentre ou-
tras. De fato, a teoria de ideais de operadores lineares, que inclui o estudo da classe
dos operadores absolutamente somantes, foi profundamente explorada por Piestch no
livro [40] (principal referéncia na teoria de ideais) com pouco uso de técnicas relacio-
nadas a produtos tensoriais, o que ainda ocorre com muitos dos trabalhos produzidos
recentemente.

Uma dire¢ao bem comum presente na pesquisa relacionada a teoria de produtos
tensoriais e ideais de operadores nas tltimas décadas procura dar conta de responder
perguntas como estas: dado um ideal de Banach A, é possivel determinar uma norma
razoavel a no produto tensorial E® F' (E e F espagos de Banach) tal que (E®, F) =
A(FE; F')? Ou ainda a pergunta associada: dada uma norma «, quais as caracteristicas
do ideal A tal que (FE ®, F) = A(E; F')? Também esta associado a essa diregao o
estudo de propriedades da norma « e da classe A, como por exemplo, o estudo da
maximalidade do ideal A e relagoes de inclusao entre a classe A(E; F') e outras bem
conhecidas. Podemos citar varios trabalhos nessa linha como, por exemplo, [1], 14} 17,
19, 211, 28, 30, B, B32), B3], 85, [45], além das referéncias neles contidas.

Também é fato que produtos tensoriais, em certos casos, podem ser identificados
com espacos de sequéncias a valores vetoriais. Como exemplos disso temos E®.cq =
co(E) (veja [45, Example 3.3]) e E®,L, = ¢, (E) (ver [38, Section 2.]). Motivado por
esse fato, uma questao pertinente a se responder seria: dado um espacgo de sequéncias
X (E), existem uma norma « e um espaco F' tais que E®,F = X(E)?

Dentro da teoria de ideais de operadores, uma grande quantidade de pesquisa
foi direcionada ao estudo de classes definidas ou caracterizadas pela transformacao de
sequéncias vetoriais. Por exemplo, a classe dos operadores absolutamente p-somantes
pode ser caracterizada pela transformacao de sequéncias fracamente p-soméveis em
absolutamente p-somaveis. Trabalhos nessa linha de estudo versam, por exemplo, sobre
a definicao e estudo de novas classes, generalizacOes para contextos nao lineares e
estudos de resultados de inclusao, dualidade e de fatoragao. O leitor pode encontrar
varios aspectos dessa teoria nos trabalhos |2, 6l [7], 111, 17, 19] 20}, 41], por exemplo.

Em [10], G. Botelho e J. R. Campos apresentam uma abordagem unificadora

para ideais de operadores definidos ou caracterizados pela transformagao de sequéncias
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vetoriais. Para isso, eles definem um ambiente abstrato, baseado no conceito de classes
de sequéncias, que modela os varios objetos e propriedades necessérias a esse fim. Essa
abordagem abstrata generaliza ideais de operadores somantes no sentido de recuperar
varios ideais conhecidos, como casos particulares da teoria, e apresentar novas classes.

O ambiente de classes de sequéncias vem sendo aplicado como ferramenta e como
base de novas construgoes abstratas, tanto no contexto linear quanto no contexto nao
linear, e exemplos disso podem ser vistos nos trabalhos [1T, 14, 42, 43]. E importante
comentar que o ambiente abstrato apresentado em [47] também pode ser usado para
caracterizar operadores somantes.

Neste trabalho, apresentamos uma generalizacao de quasi-normas e normas no
produto tensorial, que envolvem espacos de sequéncias vetoriais em sua definicao,
usando o conceito de classes de sequéncias. Exemplos de objetos dessa natureza que
podem ser assim modelados sdo as normas de Chevet-Saphar (veja [45, Section 6.2|),
a norma definida no trabalho [I7] de J. S. Cohen e a quasi-norma definida por M.
Matos em [33]. Com isso, este ambiente abstrato acomoda resultados bem conhecidos
da teoria e novos resultados sao apresentados como aplicagoes. Apresentamos também
um estudo sobre o comportamento local de certas classes de operadores somantes e es-
tabelecemos sua relagao com o dual tensorial quando este é munido com a quasi-norma
(ou norma) abstrata adequada. Como aplicagoes, estudamos a maximalidade de ideais
de operadores somantes e ainda relacoes de inclusao entre as classes de operadores
associadas.

Com base na definicao da norma injetiva, introduzimos também normas no pro-
duto tensorial envolvendo classes de sequéncias em sua definicao e estabelecemos suas
relagoes com certas classes de operadores de tipo integral. Por se tratarem de concei-
tos novos, até onde sabemos, todos os resultados obtidos com essas normas sao inédi-
tos. Além de varios resultados e exemplos apresentados, caracterizamos um espago de
sequéncias mid somaveis e o seu dual.

O trabalho esta dividido em trés capitulos e dois apéndices. O primeiro ca-
pitulo é composto de preliminares, ou seja, defini¢oes, notagoes e resultados prévios
que serao necessarios para o desenvolvimento do texto. No segundo, generalizamos
quasi-normas definidas no produto tensorial, caracterizadas por envolver espacos de

sequéncias. Apresentamos resultados sobre o comportamento local, maximalidade e
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inclusoes dos ideais e classes de operadores. No terceiro, definimos normas abstratas
no produto tensorial inspiradas pela norma injetiva e, com isso, obtemos uma série de
construcgoes, exemplos e resultados, como a caracterizacao de um espaco de sequéncias
mid soméveis e seu dual.

Por fim, o leitor deve perceber que muitos resultados classicos e bem conhecidos
de Analise Funcional sao utilizados indistintamente ao longo da tese, sem mencao ou

indicacao de referéncias.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, relembramos algumas defini¢oes, notagoes e resultados que serao
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Buscamos, assim, colecionar fun-
damentos que entendemos ser indispensaveis para o trato de cada tema abordado ao
longo da tese.

Os resultados aqui citados encontram-se, pelo objetivo do capitulo, sem demons-
tragoes. Alguns deles, por serem de trabalhos recentes ou por conveniéncia, estao
devidamente referenciados. As principais referéncias usadas como fontes foram os tra-

balhos [0}, 10, (12} 19, 45).

1.1 Fundamentos, espacos de sequéncias e operadores

somantes

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados que permeiam todas as
partes do trabalho. Comegamos apresentando alguns conceitos e resultados de Anélise
Funcional, embora, é claro, usemos muitos outros resultados cléssicos da teoria ao longo
do trabalho sem maiores referéncias.

Um subconjunto N do dual E' de um espago de Banach E é dito normante para
E se

[zl = sup{le(z)| - o € N e |lo|| <1} para todo x € E.

O Teorema de Hahn-Banach nos diz que By é normante para E. Considerando



o mergulho canénico Jg : E — E”, & bem conhecido que Jg(FE) é normante para F’
e, com isso,

lell = sup [(p)] = sup |Je(z)(¢)| para todo ¢ € £

PeBgn r€BE

Sendo T' € L(F; F), denotamos por 7" € L(F’; E') o operador adjunto de 7.

Proposicao 1.1.1 [9, Proposicao 4.3.11.] Seja T € L(E; F). Entao, T' € L(F';E') e
T = |T||. Mais ainda, se T € um isomorfismo (isométrico), entao T' também é um

isomorfismo (isométrico).

Seja L um subespaco do espago de Banach E. Dizemos que L tem codimensao
finita se existe um espago de dimensao finita N C F tal que L+ N = Ee LN N = {0}.
A codimensao de L é a dimensao de N, ou seja, codim L = dim N = dim (E/L).

E bom deixar claro que nem todo subespaco de codimensdo finita é fechado. A
partir de agora, sempre que tratarmos do espaco quociente % estaremos considerando
que o espaco de codimensao finita L é fechado. Denotamos por (), : F — % a
aplicacao quociente usual.

Denotamos por F(F) a cole¢ao de todos subespagos de dimensao finita de E e
por CF(FE) a colegao de todos subespagos de codimensao finita de E.

Sejam E um espaco normado e M um subconjunto nao vazio de £. O anulador
de M & definido por M+ = {p € E' : p(x) = 0 para todo z € M}.

Alguns resultados bem conhecidos que relacionam os conceitos acima sao apre-

sentados abaixo.

Proposicao 1.1.2 [9, Exercicio 3.6.13.] Se E é um espago normado e M um subespago

~ . . . . /
fechado de E, entao M+ ¢é isomorfo isometricamente a (%) .

O isomorfismo da proposi¢ao acima ¢ dado pela aplicagao @, : (%)/ — M+,

onde Q;(p)(z) = ¢([z]) para ¢ € (%)I ex € M.

Proposicao 1.1.3 [45, pag. 67| Seja F' um espago de Banach. Se N € F(F"), entdo

existe L € CF(F) tal que (%)/ é isomorfo isometricamente a N .



Espacos de sequéncias a valores vetoriais

Dado um espaco de Banach F, consideramos espacos de sequéncias formadas por
elementos de E que satisfazem uma determinada condi¢ao. Estamos interessados, prin-
cipalmente, em boas propriedades desses espacos, como, por exemplo, sua completude.

Os espagos

J

(o (E) = {(x»;'il € B [[2,):2 oo = sup [l < oo} ,

o) i= { (a2 € B iyl = 0}
com a norma herdada do /.. (E), sdo respectivamente, os espagos de Banach das sequén-
cias (fortemente) limitadas e nulas em norma a valores em E. O espago ¢o(E) é fechado
em (oo (E).

Uma sequéncia (x,), em E ¢é dita eventualmente nula se existe ng € N tal
que ||z,|| = 0 sempre que n > ny. Denotamos por cy(E) o espago vetorial de to-
das as sequéncias eventualmente nulas. O espago coo(E) nao é fechado em c¢y(FE) e
consequentemente nao é um espago de Banach com a norma || - ||oc.

Para p € [1,00), os espagos

0 1/p
G(E) = < ()52 € BY: ()3, = (Zuxjnp) <00y,
Jj=1

s 1/p
((E) =< (z;)%2, € BV H(%)?LHW = sup (Z |80($j)’p) < 00

pEBpx*

6(B) = { (@)1 € G2(B)  1im [|@) 2oy = 0}
com a norma herdada de £ (E), sdo, respectivamente, os espagos de Banach das sequén-
cias absolutamente, fracamente e incondicionalmente p-somdveis a valores em E. O
espago £y (E) é fechado em £/ (E).
Para 1 < p < o0, é conhecido que £(E’) = L(E;{,) (para mais detalhes desses
fatos, veja [45] pag. 134]) por meio da aplicacdo que associa ¢ = (p;)32, € £(E') ao

operador T, € L(E;£,) dado por T,(z) = (p;(r))32,. Disso, chega-se a uma forma



alternativa de se calcular a norma de uma sequéncia (¢;)52; em £;'(E"), por

3=

le el = 3 (et

No que segue, sendo 1 < p < 0o, denotamos por p* o conjugado de p, isto é, o
inico numero real tal que 1 = % + z%' Também definimos p* = oo como conjugado de
p =1 e vice-versa.

Uma sequéncia (x,)r, em E ¢ dita Cohen fortemente p-somdvel se a série
> et [¢n(w,)] convergir para toda (¢,)p2; € £ (E'). O que equivale a dizer que a
sequéncia (¢n(zn))pe; € £ para toda (¢n)52; € (.(E'). Denotamos por £,(E) o
espaco vetorial de todas as sequéncias Cohen fortemente p-somaveis de F.

A definigao original apresentada por Cohen em [I7] é a seguinte: uma sequéncia
(z,)52, em E & Cohen fortemente p-somavel se a série Y~ ¢,(z,) convergir para
qualquer que seja (@), € £.(E'). Em [I5] foi demonstrado que essas defini¢oes sao
equivalentes.

A funcao ||-[|, (g : €(E) — R dada por

[(@n)nzy “ép(E) = sup | (son(xn))??zlllel(m
(Sﬁn)?ﬂEBe;f*(E/)

define uma norma completa em ¢,(E). Para p = 1, tem-se ¢, (E) = {,(E).

Vamos apresentar agora um espaco de sequéncias introduzido por A. Karn e D.
Sinha em 2014, no trabalho [27], e que foi revisitado em [11].

Sejam 1 < p < oo e ¥ um espaco de Banach. Uma sequéncia (a:'j);?‘;l em F é dita
mid p-somdvelse ((0n(25))521) =1 € £p(Lp) (o que equivale a ((¢n(z5))52 1) € 0,4, ))
sempre que (n)p>; € (¥(E'). Denotamos por £3!(E) o espaco vetorial de todas as
sequéncias mid p-somaéveis.

A funcao ||-

3=

||(:Ej>;i1||ggmid(E) = sup (ZZ |90n x] >

(pr)aZi€Baw ) \j=1 n=1

= suwp <Z > lealz)) !p>

(pn)pZ1€Bew (5 \n=1 j—1

S =

define uma norma completa em €34 (E).



: mid u SO P ~

E fato que os espagos (;"°(E) e £;(E), em geral, sao incompardveis no seguinte
sentido: existem 1 < py,ps < 00 e espacos de Banach E e F' tais que 6” E)¢ Km‘d
e (MY(F) ¢ ¢4 (F) ([11, Example 1.7]).

Sejam FE e F espagos de Banach. A notagao E & F significa que £ C F e
|z||» < K ||z|| ; para todo z € E.

Para todo 1 < p < 0o, vale a cadeia
coo(E) C Ly(E) < 6,(E) = (M(E) < (°(E) < (oo(E) (1.1)

e também (,(E) < (E) < ¢y (E), para qualquer espaco de Banach E. Além disso,

os Teoremas dos tipo Dvoretzky-Rogers (veja [15, 20]) nos garantem que

6p(E) = 6,(E) = (;(E)

se, e somente se, a dimensao de E é finita.

Por fim, apresentamos um espaco de sequéncias introduzido recentemente no
trabalho [16], o qual generaliza o espago das sequéncias mid p-soméaveis.

Sejam 1 < p,q < oo e E um espaco de Banach. Uma sequéncia (xj)‘]?‘;l em F
¢ dita mid (g,p)-somdvel se ((¢n(75))5e1)52; € Lq(fy) sempre que (pn)p2; € £ (E').
Denotamos por Em‘d(E) o espago vetorial de todas as sequéncias mid (g, p)-soméaveis.
Naturalmente, se ¢ = p, recuperamos o espaco €gﬁd(E).

A funcao H~H€%d(E) : (M9 (E) — R dada por
1
oo oo »\ ¢
1) gy = _sup > (Z |90n(33j)\p>
P (pn)aZi€Buwen \ j=1
define uma norma completa em £34(E).
Proposicao 1.1.4 [16, Proposition 2.4| Para todos q e p,
L mid Lo
l(E) = (77(E) — (7 (E),
para cada espago de Banach E.
Proposigao 1.1.5 [16, Proposition 2.9] Se ¢ < p < s <r, entdo
mid 1 ymid
gq,p (E> — gr,s (E)7

para cada espaco de Banach E.



Operadores somantes

No contexto da teoria de operadores, muitas classes de operadores lineares sao
caracterizados por uma propriedade de transformagao de sequéncias a valores vetoriais.
O caso mais conhecido ¢ o da classe dos operadores absolutamente somantes: um
operador linear T' : F — F' é dito absolutamente p-somante se transforma sequéncias
fracamente p-soméaveis de E em sequéncias absolutamente soméaveis de F'.

De modo mais geral, sejam 1 < p < qg<ooel : E — F um operador linear
continuo entre espagos de Banach. Dizemos que T' é absolutamente (q, p)-somante (ou

simplesmente (g, p)-somante), se operador induzido
T : 4, (E) — £y(F), dado por ()32, = (T(z;))324,

estd bem definido. O espago vetorial formado por todos os operadores (g, p)-somantes
de E em F sera denotado por I, ,(E; F'). Quando p = ¢, denotamos por IL,(E; F) o
espaco dos operadores absolutamente p-somantes. Para um estudo aprofundado sobre
essa classe, com caracterizagoes que utilizaremos no nosso texto, recomendamos [10] e
[20].

Em (|39, page 338|), Pietsch mostrou que o operador identidade de ¢; em /(5 &
absolutamente 2-somante, mas que seu adjunto de ¢35 em ¢, nao é 2-somante. Motivado
por esse fato, em [I7], Cohen define o espaco das sequéncias Cohen fortemente p-
soméaveis e uma nova classe de operadores que caracteriza o adjunto de operadores
absolutamente p-somantes. A classe em questao é apresentada a seguir.

Sejam 1 < p < ooeT : E — F um operador linear continuo entre espagos de

Banach. Dizemos que T' é Cohen fortemente p-somante se operador induzido

T: Ly(E) — £,(F), dado por (7;)72; + (T(x;))52

j=1 j=1»

estd bem definido. O espago vetorial formado por todos os operadores Cohen fortemente
p-somantes de E em F sera denotado por D,(E; F'). Para um estudo mais aprofundado
sobre essa classe, recomendamos [15] e [17].

Em [5], H. Apiola generaliza a classe D,(E; F') definindo a classe dos operadores
Cohen fortemente (g, p)-somantes, aqueles onde o operador induzido 7' : (,(E) —

0, (F) esta bem definido. O espago vetorial formado por todos os operadores Cohen



fortemente (g, p)-somantes de E' em F sera denotado por D,,(E; F). Claro, quando
q = p temos o caso Cohen fortemente p-somante.

Outras classes de operadores somantes, caracterizadas por transformacoes de
sequéncias na cadeia , serao abordadas ao longo do texto, como o caso dos ope-
radores mid somantes (ver [11] e [27]). Teremos em mente as ideias aqui discutidas

sempre que apresentarmos e trabalharmos com classes de operadores dessa natureza.

1.2 Produto tensorial de espacos de Banach

Nesta secao apresentamos alguns resultados importantes da teoria que serao ne-
cessarios ao longo deste texto. Para um estudo detalhado sobre o produto tensorial
entre espacos de Banach recomendamos a leitura de [19] e [45].

Sejam FE e F espacos vetoriais sobre K. Denotamos por z ® y o funcional dado

pela avaliagao de uma forma bilinear A no ponto (z,y) € E x F, isto &,
r®y:B(EF) —K, (z@y)(A)=A,y)

O funcional z®y ¢ chamado tensor elementar e o subespaco do dual algébrico B(E, F)#
gerado pelos elementos * ® y, com x € F e y € I, sera chamado de produto tensorial
de E por F, denotado por F® F'. Chamamos os elementos de £ ® F' de tensores. Em
sfmbolos,

E®F = span{r®@y:x€ E,yec F}

e, portanto, um tensor tipico em EF®F tem a forma Z;L:1 Ajrj®y;,onde \; € K, z; € B

ey; € F,com1l<j<mn, ou aindaaformau:zyzl

2j @ y;, onde z; = A\jz;. Sem
perda de generalidade, utilizaremos indistintamente qualquer uma das representacoes.

Podemos avaliar se um tensor u = > x; ®y; é nulo calculando Y7 | A(w;,y;)
para cada forma bilinear A € B(FE,F). No entanto, existem formas mais eficientes,

como mostra a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.1 [45, Proposition 1.2] Seja u =377 | 7; ® y; € E® F. Sdo equiva-
lentes:

(i) u=0;

(i) D7, w(x;)¥(y;) para todos ¢ € E# 1) € F#;



(iii) Y7 ¢(z;)y; = 0 para todo v € E¥;

(iv) Y77, U(y;)x; = 0 para todo ¢ € F#,

Aplicagoes bilineares podem ser identificadas com aplicagoes lineares definidas
no produto tensorial de espacos vetoriais. Esse ¢ um dos aspectos mais importantes e

uateis da teoria.

Teorema 1.2.2 [45, Proposition 1.4] Sejam E, F e G espagos vetoriais sobre K. Para
cada aplicagio bilinear A - ExF — G existe uma tnica aplica¢io linear A : EQ F —»

G tal que A(z,y) = A(x ® y) para todos x € E, y € F. Além disso, a correspondéncia
A+ A € um isomorfismo entre os espagos vetoriais B(E, F;G) e L(E ® F;G).

A aplicacio A acima ¢ chamada a linearizacio da forma bilinear A.

Sejam S : E — G e T : FF — H aplicagoes lineares. Definimos a aplicacao
linear S®T : E® F — G® H, chamada produto tensorial das aplicacoes lineares S e
T, como a linearizac¢ao da aplicagao bilinear A : E x ' — G ® H dada por A(z,y) =
S(x) ® T(y). Assim, temos S ®@ T'(z ®y) = S(z) ® T(y) para todo (x,y) € E x F.

Um fato interessante é que podemos identificar tensores de diversas formas. Por

exemplo, cada tensor u ="

j—12j ®y; gera uma aplicacao linear

L, : E¥ — F dada por ¢~ Ly,(p) = Z(p(xj)yj.
j=1

Note que a Proposicao [1.2.1] garante que a aplicacao linear u — L, ¢é injetiva. Dai
temos a identificacio £ ® F C L(E#; F).

Os elementos de L(E; F') que correspondem a tensores de E# @ I sob a identifica-
¢ao oy : E — F, dada por p®y(x) = ¢(z)y, sdo aplicagoes lineares de posto finito,
isto é, aplicagoes cuja imagem é um subespaco de dimensao finita em F'. Assim, quando
T € L(E; E) é de posto finito, podemos representé-lo na forma 7' = Z?Zl 0; ®xj, com
T1,...,tpn €EEepy,...,0, €E.

Definimos o traco de T' por
r(T) = > pi(x;)
j=1

e, naturalmente, esse valor independe da representagao.

Vamos agora apresentar algumas normas usuais no produto tensorial.



Sejam E e F espacos de Banach. Para cada tensor u € F® F', a norma projetiva

de u é definida como sendo o niimero

7(u) = inf {Z sl lysll - u=) 2@ yj} )
j=1 j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representagoes de u. Denotamos por ¥ ®, F' o
produto tensorial E ® F' munido da norma projetiva 7 e por EQ,F o completamento
de E @, F. O espaco de Banach E®, F sera chamado produto tensorial projetivo.

No Teorema [1.2.2] vimos que o produto tensorial £ ® F' lineariza aplicagoes bi-
lineares definidas em E x F. O proximo resultado nos diz que o produto tensorial
projetivo lineariza as aplicagoes bilineares continuas.

Teorema 1.2.3 [45] Proposition 2.9] Seja A € B(E, F'; G) uma aplicacao bilinear con-
tinua. Entdo, existe wm tdnico operador linear continuo A : EQ,F — G satisfazendo

fl(x ®y) = A(z,y) para todos x € E, y € F. Além disso, a correspondéncia A <— A
€ um isomorfismo isométrico entre os espacos B(E, F;G) e LIER,F;G).

Assim, se G = K no Teorema |1.2.3] temos B(E, F) = (E@WF)/. Com essa iden-

tificacao, a acao de uma forma bilinear continua A como um funcional linear continuo
em E®,F ¢ dada por A (Z?:1 T; ® yj) = o Az, y5)-

Nao é dificil verificar que
B(E,F) = L(E;F') = L(F;E),
por meio das aplicagoes

U, : B(E,F) — L(E; F') e Uy : B(E,F) — L(F;E) (1.2)
Ar— Uy (A)(2)(y) = A(z,y) Ar— Uy (A)(y)(x) = A(z,y).

Dessa forma, a agdo de um operador linear e continuo 7' : £ — F’ como um funcional

linear continuo em E®,F é dada por

T (Z T ® yj) = ZT(%)(%)-

Analogamente, a acao de um operador linear e continuo S : F — E’ como um

funcional linear continuo em E®,F é dada por
S (Z% ® yj) = S(y;) ().
i=1 j=1
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Vejamos agora a definicado da norma injetiva. Sejam E e F espagos de Banach.

Para cada tensor u € E ® F, a norma injetiva de u é definida como sendo o niimero

e(u) = sup { A

> o(x)e(y))

Z¢EBE/,¢EBF/},

onde ) z; ®y; é uma representacao qualquer de u. Denotamos por £ ®. F' o produto
j=1
tensorial £ ® F munido da norma injetiva ¢ e por E®.F o completamento de E Q. F.

O espaco de Banach E®,.F sera chamado produto tensorial injetivo.

Proposicao 1.2.4 [45, Proposition 3.14.] Sejam E e F espagos de Banach e B €
B(E,F). Entao, B é um funcional linear continuo em E®.F se, e somente se, existe
uma medida de Borel reqular p sobre o espago compacto Bgr X Bpr (com a topologia

produto das respectivas topologias fraca-estrela) tal que
Baw)= [ ela)vly) du(e,v) (13)
BE’ XBF/

para todos x € E, y € F. Além disso, a norma de B ¢ dada por
|B]| = it ul

onde p varia sobre o conjunto de todas as medidas que correspondem a forma bilinear

B dessa maneira e esse infimo € atingido.

Diz-se que uma forma bilinear B em E x F' é integral se sua linearizagao B é um
funcional linear e continuo sobre o produto tensorial injetivo EQ.F. A norma integral
de B é definida por ||B||; = inf ||x| , onde o infimo é tomado sobre todas as medidas
de Borel regular em Bgs X B que satisfaz . O espaco de Banach das formas

bilineares integrais, munido da norma acima, ¢ denotado por B;(FE, F'). Assim, temos
(E®.F) = B,(E, F). (1.4)

A definicao de operador linear integral é obtida a partir das formas bilineares
integrais da seguinte forma: diz-se que um operador 7" € L(E; F') ¢ integral se a forma
bilinear I'(T") : E x F' — K, dada por I'(T')(z)(v)) = ¢(T'(z)), é integral. O espago dos
operadores lineares integrais de E em F é denotado por L;(E; F).

Tomando as normas € e m como modelo e tendo em mente propriedades interes-

santes que o produto tensorial normado deve possuir, a teoria formula defini¢oes para

10



que uma norma qualquer seja, digamos, interessante sobre um produto tensorial. Esses
tipos de propriedades serao apresentadas agora.
Sejam FE e F' espacos de Banach. Dizemos que uma norma o em E ® F' é uma

norma razodvel no produto tensorial (reasonable crossnorm) se
e(u) < a(u) < 7(u)

para qualquer u € ' ® F. Esse fato serd denotado, de modo mais simples, de agora
em diante apenas por € < a < 7.

Quando for necessério especificar os espagos componentes no produto tensorial,
denotaremos a a-norma de u por a(u; E ® F). Denotamos por F ®, F o produto
tensorial F® F munido da norma razoavel a e por E®,F o completamento de E®, F.

Sejam Ey, Ey, F} e Iy espagos de Banach. Dizemos que uma norma razoavel «
é uniforme se satisfaz a propriedade da aplicagao métrica: se T; € L(FE;; Fy), i = 1,2,
entao

HT1 ®T2 . E1 ®a E2 — Fl ®a FQH S HT1H HTQH .

Sejam « e [ normas razoaveis em F ® F. A relacdo a < § significa que a(u) <
B(u) para qualquer v € E ® F. Perceba que se ¢ € (E®.F), entdo existe uma
constante C' > 0 tal que
[p(u)| < C-alu) <C-B(u)

para qualquer u € E® F. Logo, ¢ € (£ ®g F)’ = (E®gF). Assim,
(E®.F) C (E&.F) C (B®F) C (E&.F) £ B(E,F) = L(E;F') = L(F; E').

Se a é uma norma razoavel uniforme, a transposta de o é a norma razoavel
uniforme a! definida como segue: para cada par de espacos de Banach E,F e cada
ue F®F,

A EQF)=alu;F®E),
onde a transposta u' de u =Y " x; ®y; é dada por u' = > y; ® r;. Dizemos que
a é simétrica se o' = a; T e € sao simétricas. Além disso, F ®, F é isometricamente

isomorfo a F' ®,: E sob a aplicacao u — u'. Essa aplicacao estende-se por continuidade

para um isomorfismo isométrico entre FQ,F e FR.F.

11



Uma norma razoavel uniforme « ¢é dita finitamente gerada se para cada par de

espacos de Banach F e F' e cada u € E ® F', tivermos
a(u; FE® F) =inf{a(u; M @ N);u € M ® N,dimM < oco,dimN < oo},

tomando o infimo sobre toda representagdo de u € M®@N com M € F(E)e N € F(F).

De todo o exposto temos a definicao de norma tensorial:

Definigao 1.2.5 Uma norma tensorial em E ® F' é uma norma razoével, uniforme e

finitamente gerada.

As normas injetiva € e projetiva 7 sao normas tensoriais. Vamos apresentar mais
dois exemplos de normas tensoriais que serao muito citadas ao longo de nosso trabalho.

As normas de Chevet-Saphar sao definidas para 1 < p < oo, como segue

dp(u) = inf {H(Q:J).?:lHe;a(E) H(yj);;lep(F) U= in ® yJ}
j=1

n
() = inf {H(xnyluw) 8l 0= Sy yj} ,
j=1
onde, em ambos os casos, o infimo é tomado sobre todas as representacoes de u € EQF'.
As normas d, e g, sdo normas tensoriais, onde g; = d,. Mais ainda, tem-se

1 1

(E@q,F) =T (E; F') e (E®, F) =1, (F;,E'),

para todos os espacos F e F (veja [45, pag. 142]).

1.3 Ideais maximais

A teoria de ideais de operadores lineares foi sistematizada por A. Pietsch no livro
[40], que exibe o conceito de ideal de operadores lineares, desenvolve a teoria geral,
investiga muitos casos particulares e exibe varias aplicacoes. As principais referéncias
desta secao sao [19, 20, [45].
Definicao 1.3.1 Um ideal de operadores A é um método de atribuir a cada par de es-

pacgos de Banach (F, F') um subespago vetorial A(E, F') de L(E, F) tal que as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
(I1) oy e A(E,F), para todos ¢ € E' ey € F;
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(I 2) se Ey e Fy sdo espagos de Banach, entdao UTS € A(Ey, Fy) sempre que U €
L(F, Fy), T € A(E,F)eS e L(EyE).

Além disso, se para cada par (E,F), a classe A(F,F) ¢ munida de uma norma f

satisfaz as condigoes:
(N 1) Ble®y) = ll¢ll llyll, para todos p € E' e y € I

(N 2) p(UTS) < ||U|| B(T)||S]|, sempre que Ey e Fy sao espagos de Banach e U €
,C(F, Fo),T S A(E, F) eSe ;C(E(),E),

(N 3) [A(E, F), ] ¢ um espago de Banach;

entao [A, 8] é chamado um ideal de Banach de operadores ou simplesmente ideal de
Banach.

Sejam [ A, ] um ideal de Banach e E e F espagos de Banach. Dizemos que o
operador T' : E — F pertence a A*(F; F') se existe uma constante ¢ > 0 tal que,
independentemente dos espacos normados de dimensao finita Ey e Fy e dos operadores
U e L(Ey,E), S € L(F,Fy) e Q € L(Fy, Ey), a composicio By —» E — F -2,
Iy i) Ey satisfaz

tr(QSTU)| < c- Q) - [IS] - U]

Denotamos por 5*(7) o infimo tomado sobre a cole¢do de todas as constantes ¢ que

fazem a desigualdade acima ser verdadeira.

Teorema 1.3.2 [20, Theorem 6.7] [A*, 5*] é um ideal de Banach.

O ideal de Banach [A*, 3*] é chamado o ideal adjunto de [A, (] e [A**, **] é
chamado o ideal biadjunto de [A, 5], ou seja, o ideal adjunto de [A*, 5*].
Sendo M um subespacgo do espago de Banach F, denotando por I; o operador

inclusao de M em FE. temos o

Teorema 1.3.3 [20, 6.8, pag. 134]| Suponha que [A, 5] seja um ideal de Banach e que
E e F sejam espagos de Banach. Um operador T' € L(E; F') pertence a A (E; F) se,

e somente se,

¢ :=sup {B(QLT )} < oo,

onde o supremo € tomado sobre todo M € F(FE) e todo fechado L € CF(F'). Nesse
caso, (T = c.
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Dados dois ideais de Banach [A, 3] e [B,7], escrevemos

[A, 5] € [B,1]
se para quaisquer espagos de Banach E e F, temos A(E; F) C B(E; F) e v(T) < 5(T)

para todo T' € A(E; F'). Naturalmente, escrevemos

[A, 8] = [B,7]
se ambas as relagoes [A, §] C [B,] e [B,~] C [A, 5] ocorrem simultaneamente.
Proposicao 1.3.4 |20, Corollary 6.9] Se [A, 3] € qualquer ideal de Banach, entao
[A, B] C [A™, 5]

Com respeito a inclusao estabelecida acima, é um fato que [A**, 5**] é o maior
dos ideais de Banach [B,~] que satisfaz (1) = v(7T') para todo T € L(E; F'), sempre
que F e F sao de dimensao finita (ver, por exemplo, [20, pag. 135]).

Definicao 1.3.5 (|20, pag. 135|) Dizemos que um ideal [A, 3] é mazimal se
A, 8] = [A™, 67,
Os ideais maximais sao caracterizados por um comportamento local. Para apre-

sentarmos essa caracteristica, vejamos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.3.6 [45], pag. 198] Dizemos que um ideal de Banach [A, (] é finitamente
gerado se para cada par de espagos de Banach E e F' e cada T € A(E; F), o operador

F
Q.Tly M —FE—F— 7 satisfaz B(T) = sup {B(QLT1x)},
onde o supremo ¢ tomado sobre todo M € F(FE) e todo fechado L € CF(F).

A partir dessa definicao, apresentamos essa caracterizagao.
Teorema 1.3.7 [45, Theorem 8.11] Seja [A, 8] um ideal de Banach. Sao equivalentes:
(i) [A,p] € mazimal.
(ii) Ewiste um ideal de Banach [B,~] tal que [A, 8] = [B*,~*].
(iii) [A, 5] € finitamente gerado.

O resultado a seguir traduz a estreita ligacao entre a teoria de ideais de operadores
e a de produto tensorial de espagos de Banach:

Teorema 1.3.8 [19, Exercise 17.2] Um ideal de operadores normados [ A, B] é mazimal

se, e somente se, existe uma norma tensorial o tal que
A(E;F) = (E®.F') N L(E: F),
para todos espacos de Banach E e F'.
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1.4 Classes de sequéncias

O objetivo desta secao é descrever um aparato abstrato, conhecido como classe de
sequéncias que permite considerar, de forma unificada, todos os espacgos de sequéncias
vetoriais que satisfacam determinadas propriedades. Originalmente, classes de sequén-
cias foram apresentadas em [I10]. Em [12], sdo introduzidas novas propriedades de
classes de sequéncias que nos permitem falar em dualidade. Para mais detalhes reco-
mendamos ver os trabalhos supracitados, de onde retiramos as defini¢oes e resultados
dessa secao.

Sendo j € N, denotamos por e; a sequéncia escalar (0,0,...,0,1,0,0,...), onde
o ntimero 1 aparece na j-ésima coordenada. A sequéncia (0,0,...,0,z,0,0,...) € EN,
em que x aparece na j-ésima coordenada, sera denotada por z - e;.

Uma classe de sequéncias X é uma aplicacao que a cada espaco espaco de Banach

E corresponde um espago de Banach X(E) C EY tal que

(i) coo(E) C X(FE) = (- (E) para cada espago de Banach E.

(ii) [|z - €jll x(g = llzllp para cada j € N.

Denotamos a classe de sequéncias F — X (FE) por X(-) ou, ndo havendo perigo
de ambiguidade, denotamos simplesmente por X.
Dizemos que uma classe de sequéncias X ¢é finitamente determinada se para cada

(zj)%2, € EYN. tem-se (z7)52, € X(E) se, e somente se, sup H(x]) < 00 e, neste
k

k
J=1 HX(E)

caso,
@521 y () = 5P [ (@)5<1 | ) -
Ji=1IXx(E) : J173=1IX(E)
Dizemos também que uma classe de sequéncias X é finitamente dominada se uma

das seguintes condigoes abaixo é verdadeira:

(i) Existe uma classe de sequéncias finitamente determinada Y tal que, para todo
espago de Banach E, X (FE) é subespaco fechado de Y (FE) e, para toda sequéncia
(z;)52, € Y(E), (z;)32, € X(E) se, e somente se, h,?l ()52 ly(z) = 0. Neste

caso, escrevemos X < Y.

(ii) Existe uma classe de sequéncias finitamente determinada Y tal que, para todo

espago de Banach E, X (FE) é subespaco fechado de Y (F) e, para toda sequéncia
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(zj)52, € Y(E), (z;)32, € X(E) se, e somente se, l}ﬂrgl ||(xj)§-:,€||y(E) = 0. Neste

caso, escrevemos X < Y.

Acima, quando dizemos que X (F) é subespago fechado do espago de Banach
Y (E), queremos dizer que X (E) ¢ subespaco vetorial de Y (E) e || - [[x&) = || - [y
em X (F).

E importante perceber que se (z;)32, € X(E) e X é finitamente dominada, entao
também temos ||(x;)52; [l x(z) = supy || (z;)51 ]l x(m)-

Vejamos agora uma série de outras propriedades interessantes que uma classe de
sequéncias pode possuir. Comegamos com um comportamento associado a um tipo de
operador induzido entre espacos de sequéncias.

Uma classe de sequéncias X ¢ dita linearmente estdvel se para quaisquer espagos
de Banach F e F' e para qualquer T' € L(E; F), tem-se (T'(z;))52, € X(F) sempre que
(zj)32, € X(E) e que o operador linear induzido

A~

T:X(E) — X(F), T((z)%,) = (T(x)%

j=1 j=1

¢ continuo, com HfH = ||T|| . Isto nos diz que

NG ey < I gy

sempre que (7;)52, € X(E) e T € L(E; F).
Uma classe de sequéncias X é dita esfericamente completa se, para toda (xj)j?‘il €

X (E), as sentengas abaixo sao verdadeiras:
(i) (Njz;)52, € X(E) sempre que (A;)52, € KN e |A;] = 1 para todo j.
(ii) Sendo (A;)52, como em (i), vale ||(/\jxj)JQi1HX(E) = H(xj);?‘;lHX(E).

Uma questao importante diz respeito a como uma classe de sequéncias se com-
porta observando subespagos ou copias de um espaco de Banach. Em nosso caso,
estamos interessados em sequéncias finitas.

Uma classe de sequéncias X é dita finitamente injetiva quando

()5l < NGi())) 5=l
sempre que ¢ : £ — F é uma injecao métrica, k € Ne z,..., 2, € F.
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Observagao 1.4.1 Aqui vale observar que se X é uma classe finitamente injetiva
e linearmente estavel, segue que ||(z;)%_, || x@&) = [1(z;)5, | x#) sempre que E é um
subespago do espaco de Banach F', k € N e zy,...,2, € E. Assim, X “respeita

subespagos” para sequéncias finitas.

Vejamos alguns exemplos do que apresentamos.

Exemplo 1.4.2 a) Para 1 < p < o0, {, e ¢, sao exemplos de classes de sequéncias
linearmente estaveis, finitamente determinadas, esfericamente completas e finitamente
injetivas.

b) Para 1 < p,q < oo, £,(-), Eglid e fgj;d sao classes de sequéncias linearmente estéaveis,
finitamente determinadas e esfericamente completas.

c) Para 1 <p < o0, £y, co e Lo sao classes de sequéncias linearmente estaveis, esferica-

mente completas e finitamente injetivas. Tem-se também £ < £ e ¢y < lw.

Note que no exemplo acima utilizamos a notacao mais simples de classe de sequén-
cias, ou seja, X ao invés de X (). Para ndo sobrecarregar o texto de notagoes, fazemos
isso daqui em diante, salvo quando houver perigo de confusao, como por exemplo entre
a classe de sequéncias £, e o espago de sequéncias escalares £,. Uma excegao importante:
a classe de sequéncias ¢,(-) sempre sera denotada dessa forma para evitar confundi-la
com a classe de sequéncias £,,.

A proxima proposigao, um dos primeiros resultados de [10], descreve como a trans-
formacao de sequéncias vetoriais por operadores multilineares funciona no ambiente de

classes de sequéncias. Para o caso linear, basta tomar m = 1.

Proposicao 1.4.3 [10, Proposition 2.4] Sejam m € N e Xy,..., X, e Y classes de
sequéncias. As sequintes condicoes sao equivalentes para um dado operador multilinear
TeL(Ey,...,EnF):

(a) (T(a},... ,x;”))jil € Y(F) sempre que (25)52, € Xi(E;), comi=1,...,m.

(b) O operador induzido T : X1(Ey) X +++ X X;n(Ep) — Y(F), dado por

T ()0 (0)7) = (T af))]

J J/j=1 3’ J /) =17
€ um operador bem definido, m-linear e continuo.

As condigoes acima implicam na condi¢ao (c) abaizo, e todas sio equivalentes se

as classes de sequéncias Xi,...,X,, eY sao finitamente determinadas.
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(c) Existe uma constante C' > 0 tal que

m

(e | § [Chimn

i=1

Xi(E)? (1.5)

Y (F)

para todo k € N e todas sequéncias finitas azz eEFE,j=1,...keit=1,....,m.

Nesse caso,

HTH — inf {C : (T3) € vdlida} .

Um fato nao comentado na demonstragao da proposi¢ao anterior (em [10, Propo-
sition 2.4]) é que todos os itens também sao equivalentes se qualquer uma das classes
de sequéncias Xj, ..., X,, for finitamente dominada.

A proposicao anterior proporciona a definicao de classes abstratas de operadores

que envolvem classes de sequéncias:

Definigao 1.4.4 [10] Definition 3.1] Sejam n € Ne X;,..., X, e Y classes de sequén-
cias. Um operador multilinear T € L(FE4,...,E,; F) é (X1,...,X,;Y)-somante se
uma das condigoes equivalentes da Proposicao [1.4.3| é verdadeira para T'. Neste caso,

escrevemos 1" € Ly, . x,.v(Ei, ..., E,; F) e definimos

T = Hﬂ’ .
ITlx,, sy L(X1(E1)soons X (En )Y (F))

No caso linear, isto é n = 1, escrevemos Lx,y (E; F) e ||| x.y -

Dadas Xi,..., X, e Y classes de sequéncias, dizemos que X;(K)--- X, (K) <

Y(K) se (Aj---N")52, € Y(K) e

I A2l < TT A=A,
m=1

para todas (A7), € X, (K)em =1,...,n.
O proximo resultado, um dos resultados centrais do trabalho [10], mostra-nos
quando a classe dos operadores multilineares (X1, ..., X,,;Y)-somantes é um ideal de

Banach de operadores n-lineares.

Teorema 1.4.5 [10, Theorem 3.6] Sejamn € N e Xy,...,X,,, Y classes de sequéncias
linearmente estdveis tais que X1 (K) - - - X, (K) < Y (K). Entdo, |:£X17._.7Xn;y, I llx,. x.v

€ um tdeal de Banach de operadores n-lineares.
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Exemplo 1.4.6 Os ideais de operadores (¢, p)-somantes e de operadores Cohen forte-
mente p-somantes (ver definigdo dessas classes no final da Secao , na linguagem de
classes de sequéncias, correspondem aos ideais de operadores (f;f’,ﬁq)—somantes e dos

operadores (¢, ¢, (-))-somantes, respectivamente. Isto é

Lowe, =gy e Loy =Dy

Recentemente em [12], Botelho e Campos desenvolvem uma teoria de dualidade
para classes de sequéncias. Essa teoria é baseada na definicao de classe dual de uma

classe de sequéncias.

Definicao 1.4.7 [12, Definition 2.3] O dual de uma classe de sequéncias X é uma

regra que associa cada espago de Banach E ao espaco de sequéncias vetoriais:

oo
Xdual(p) = {(x]);’ol € BN ngj(a:j) converge , V(p;)52, € X(E’)} :
j=1
Se X é uma classe de sequéncias esfericamente completa, entao a expressao

> ()

J=1

Y

o
@)% [y = sup Y gzl = sup
] e ($i)7Z1€Bx () j=1 (#j)321€Bx (&1

1
define uma norma completa em X4 (F) e Xal(E) — ¢ (F) para todo espaco de
Banach E. Com isso, se X é esfericamente completa, entdao X9 & uma classe de
sequéncias.

Exemplo 1.4.8 Se 1 < p < oo, entdao (€¥)M = £.() e (6,)" = £, (ver [12
Examples 2.6 and 2.11]).

A proéxima proposicao nos fornece algumas propriedades da classe de sequéncias

Xdual

Proposicao 1.4.9 [12, Proposition 2.5 Seja X uma classe de sequéncias esferica-
mente completa. Entao X ¢ uma classe de sequéncias finitamente determinada e
esfericamente completa. Além disso, se X é linearmente estdvel, entdo X também

€ linearmente estdvel.

Para 1 < p < 0o, s@o fatos conhecidos as dualidades (¢,(E))" = (,-(E'), £, (E)" =
(') e (6,(F)) = £y (E'). Entao, sendo X uma classe de sequéncias, como deter-
minar (X (E))"?

O teorema a seguir, um dos principais resultados mostrados em [12], oferece

condigbes sobre a classe de sequéncias X para a caracterizagdo do espago (X (F)),

além de justificar a terminologia “dual” usada na Defini¢ao
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Teorema 1.4.10 [I2, Theorem 2.10] Sejam E um espago de Banach e X uma classe
de sequéncias linearmente estdvel, finitamente determinada (ou dominada) e esferica-
mente completa. Entao,

(a) A aplicagao
T XWEY 5 X(EY T ((@)350) (@) = 3 eies)

define um operador linear, injetivo e continuo.

Suponha ainda que X seja finitamente injetiva. Entao:
(b) J € um isomorfismo isométrico de X (E") sobre um subespago complementado
de X (E)'.
(c) J € um isomorfismo isométrico de X (E") em X (E) se, e somente se, coo(E) ¢
denso em X (E).

O teorema recupera algumas dualidades acima citadas e mais exemplos de apli-

cagoes desse resultado podem ser vistos em [12, Example 2.11].

1.5 Espacos quasi-normados

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados que tratam de espagos
quasi-normados. As principais referéncias sao [25] e [26].

Uma quasi-norma num espago vetorial £ é uma aplicagao ||-|| : £ — R que even-
tualmente difere de uma norma apenas no que diz respeito a desigualdade triangular.

No caso de uma quasi-norma, tem-se
[l +yll < K(|lz]l + llyll) para todos x,y € E,

sendo K > 1 uma constante. Quando K = 1, segue que ||-|| ¢ uma norma.
A constante K ¢é conhecida como o mddulo de concavidade da quasi-norma ||-||.
Ao par (E, ||-||) da-se o nome de espago vetorial quasi-normado. Se E é completo com
respeito a topologia oriunda da quasi-norma, diz-se que E é um espaco quasi-Banach.
Se E e F sao espagos quasi-Banach, denotamos por L(E; F') (a mesma notagao
do espago dos operadores lineares e continuos entre espagos de Banach) o espago dos
operadores T : E — F' lineares e continuos munido com a quasi-norma

IT|| = sup [ T(x)]].

r€EBR
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Um caso especial e importante é o espago dual E' = L(F;K), que é um espago

de Banach (veja [26], pag. 1102]).

Observacao 1.5.1 E um fato que a caracterizacao a seguir também vale se os espacos
envolvidos sao quasi-normados: T' € L(F; F') se, e somente se, ||T(x)| < ||T]] ||z| para
todo x € F.

Exemplos bem conhecidos de espagos quasi-Banach sao os espagos ¢, e L,(0, 1),
quando 0 < p < 1. Além disso, também ¢é conhecido que, neste caso, ({,) =
e (L,(0,1)) = {0} (dual trivial). O resultado que obtém o dual do espago L,(0,1)
aparece no trabalho [18], de M. Day, e que &, a menos do que sabemos, um dos primeiros

artigos sobre espacos quasi-Banach.

Observacao 1.5.2 E bem conhecido o fato de que se F é um espaco normado, F' um
espaco de Banach e T' : E — F um operador linear e continuo, entao existe uma
finica extensdo linear e continua 7 : E — F de T , onde Eéo completamento de F.
Na demonstragao desse resultado, usa-se o fato de que a norma ||-||; é continua na sua
topologia. No entanto, em [40, Section 6.1.9], Pietsch nos mostra que uma quasi-norma
nao ¢ necessariamente continua na sua topologia. Por isso, nao tomamos extensoes ao

completamento desse tipo quando E é um espacgo quasi-normado.

1.6 Resultados de topologia

Nesta secao, vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados a respeito de con-
ceitos topologicos que serao necessarios ao longo do trabalho. As principais referéncias
desta secao sao [19)] e [34].

Seja 2 um subconjunto do espaco vetorial E. Dizemos que €2 é balanceado se
Aw € ) para qualquer escalar |A| < 1 e qualquer w € Q.

A envoltoria convexa de ), denotada por conv({2), é a interse¢ao de todos sub-
conjuntos convexos que contém 2 enquanto que a envoltoria absolutamente convexa de
(2, denotada por I'(£2), é definida como a intersegao de todos subconjuntos convexos e
balanceados que contém (2.

Assim, ¢ imediato que conv(€2) C I'(©2). O proximo resultado ¢ uma adaptagao

imediata de [34, Theorem 4.2.11].

Teorema 1.6.1 Se Q € balanceado, entao conv(Q)) = T'(Q).
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Um sistema dual de separa¢ao (E, F') é definido por um par de espagos vetoriais
E e F e uma forma bilinear (-,-) : E x F' — K tal que para cada 0 # = € E existe
y € F de modo que (x,y) # 0 e para cada 0 # y € F existe x € F com (z,y) # 0. A
topologia em E da convergéncia pontual com respeito a F' é denotada por o(F, F) e,
por simetria, o(F, E') denota a topologia em F da convergéncia pontual com respeito

a E. Para cada A C E, definimos o polar absoluto A° de A por
A® = {y € F;|{a,y)| <1 para todo a € A}

e, por analogia, podemos definir o polar absoluto B° de B para cada B C F.

O proéximo resultado é conhecido como Teorema Bipolar.

Teorema 1.6.2 [19, pAg. 490| Para cada A C E, tem-se A% = F<A>U(E,F)'

Um exemplo importante de sistema dual de separagao ¢ (E, E'), em que E é um
espago normado com a forma bilinear (z,¢) = ¢(z). A topologia o(E, E’) é chamada
a topologia fraca de E e o(F’, F) é chamada a topologia fraca-estrela de E’, como
de costume. Note que em E’ também existe a topologia fraca o(E’, E”). Para mais
detalhes sobre sistema dual de separagao veja [19, Appendix A2|.

Para finalizar esta secao, enunciamos um resultado de continuidade fraca-estrela

para o operador adjunto, que segue da definigdo da topologia o(F”, F') e dos fatos:

e Se Z ¢é espago topologico e f : Z — (F',o(F',F)) é uma fungao, entao f é

continua se, e somente se, Jg(z) o f : Z — K é continua para todo = € E.

e SejaT € L(E; F). Para todo x € E, vale Jg(x) o T" = Jp(T(z)).

Proposicao 1.6.3 Sejam E e F espacgos de Banach e T € L(E; F). Entao o operador
adjunto T' : (F',o(F', F)) — (E',0(F', E)) é continuo.

1.7 Resultados de medida e integracao

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados conhecidos da Teoria
da Medida que serao necesséarios em algumas partes deste texto. Para um estudo mais
detalhado, recomendamos ver [§] e [44].

Seja > uma o-algebra no conjunto 2. Uma medida positiva ¢ uma fungao p :

Y — [0,00] C RU {o0} que satisfaz as seguintes condigoes:
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(a) u(0) =0;

(b) se (A4,)22, é uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de X, entao
(U] - u
n=1 n=1

A medida positiva p é dita finita se p(2) < co.

Uma medida compleza é uma fungao p : ¥ — C que satisfaz as condigdes (a) e
(b) acima. Neste caso deve-se observar que a convergéncia da série no item (b) agora
faz parte da exigéncia dessa defini¢ao (diferente das medidas positivas, onde a série
pode convergir ou divergir para 0o).

Denotamos por (€2,%, 1) o espago de medida complexa quando p é uma medida
complexa em 2. Quando p é uma medida positiva, chamamos (2, %, y) simplesmente
de espaco de medida.

Seja (€2, %, 1) um espago de medida finita. Denotamos por Li(u) o espago de
Banach das classes de equivaléncias das fungoes f : Q — K p-integréaveis; por Lo (p)
o espago de todas as fungoes mesuraveis f : 0 — K que sao limitadas p-quase sempre
e por L. (i) o espago de Banach das classes de equivaléncia das fungdes mensuraveis
f Q2 — K que sao limitadas p-quase sempre.

O resultado abaixo é conhecido como Teorema de Maharam.

Teorema 1.7.1 ([19, Appendix B7|) Cada medida finita p admite uma aplicagao

linear, multiplicativa e positiva

P Loo(p) — Loo(1t)

que € a inversa a direita da aplicagao quociente L (1) — Loo(p) e tal que p([1]) = 1.

Essa aplicagao p é chamada levantamento.
A wariagao total de uma medida complexa p é uma funcgao definida em X por
|| (A) = sup {Z (AN {A1,..., A} ¢ uma particio de A} ,
i=1

em que a particao de A é uma colegao finita de conjuntos mensuraveis dois a dois
disjuntos cuja uniao é A.

Note que se p ¢ uma medida positiva, entdo naturalmente p = |ul.
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Teorema 1.7.2 (|8, Theorem 5.1.12|) Seja (2,3, u) um espago de medida compleza.
Entao,

(a) (,%,|u]) € um espago de medida finita.

(b) |u(A)] < |u|(A) para cada A € X.

Vamos agora definir um espago cujos elementos sao medidas complexas; o espaco

Mb(Q)l

(a) Seja (£2,%) um espago mensuravel. O conjunto M,(€2) de todas as medidas com-

plexas é um espago vetorial normado com a norma ||u|| = |u|(€2).

(b) Sejam €2 um espago Hausdorff localmente compacto e 3 a o-algebra de Borel em 2.
Nesse caso, M, (€2) denota o espago das medidas regulares complexas definidas em
¥ e nos referimos a M, (£2) como o espago das medidas de Borel regular complexas.

M,(€2) é um espago de Banach com a norma ||u|| = |u|(€).

O préximo resultado é uma consequéncia do Teorema de Radon-Nikodym, embora

muitos autores o citem como o Teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 1.7.3 ([§], Theorem 5.3.5.) Sejam (2,X) um espago mensurdvel e p €
My(Q2). Entao, existe uma fungao |u|-integravel h tal que |h(x)| = 1 para todo x € Q e

/Qf i = /th dlu| (1.6)

para todo f € Ly(|pl).

Na literatura, ¢ comum encontrar a segunda afirmacao do teorema acima escrita
na forma

dp = h d|u|. (1.7)

A igualdade em simplesmente significa que ¢ verdade para cada funcao
f € Li(|u|). Pela semelhanca com a representagao de niimeros complexos, a equagao
¢ conhecida como a representa¢do polar (ou decomposicao polar) de p.

Seja €2 um espago topologico compacto. Denotamos por C'(2) o espaco de Banach

das fungoes continuas f : {2 — K munido da norma

1flloe = sup [f ()]
z€eQ)

O proximo resultado é conhecido como Teorema de representacao de Riesz.
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Teorema 1.7.4 (|8, Theorem 7.2.7]) Seja Q um espago Hausdorff compacto. Entao,
M,(Q) = C (). Esse isomorfismo isométrico nos diz que para cada L € C (), existe
uma unica medida p € My(Q) tal que

L(f)—/Qf dp

para cada f € C(Q2). Além disso, ||L|| = ||p]| -

Seja ) um espago Hausdorff compacto. Denotamos por Prob({2) o conjunto
formado por todas as medidas de probabilidade de Borel regulares em 2. O conjunto
Prob(€2) (que é um subconjunto de M,(2)) é convexo e compacto na topologia fraca-
estrela. Para mais detalhes sobre esse fato, veja [36, pag. 206].

Denotamos por D(2) o conjunto formado por todas as medidas de Dirac no espago
Hausdorff compacto €2 com a o-algebra de Borel. Como toda medida de Dirac é uma

medida de probabilidade de Borel regular (veja [3, pag. 443|), temos

D(Q2) C Prob(2).
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Capitulo 2

(Quasi-normas tensoriais e classes de

operadores somantes

Muitas das normas definidas no produto tensorial envolvem espagos de sequén-
cias vetoriais, como por exemplo as normas de Chevet-Saphar. Neste capitulo, gene-
ralizamos a construcao de normas dessa natureza e alguns dos resultados associados
conhecidos. Para isso, fazemos uso do conceito de quasi-norma e classes de sequéncias.
Obtemos também uma série de novos exemplos/resultados.

Em nossa primeira se¢ao, introduzimos algumas propriedades, resultados ligados
a um tipo especial de operador somante e duas classes de sequéncias. Isso sera usado
para compor a teoria e exemplos do capitulo.

Na segunda, nosso objetivo é, num sentido que ficara claro mais adiante, unificar
a construcao de quasi-normas que envolvem espagcos de sequéncias através da definicao
de quasi-normas abstratas envolvendo classes de sequéncias. Com essa ferramenta
abstrata, além de conseguirmos recuperar casos existentes, também é possivel gerar
novas uasi-normas.

Na terceira secdo, apresentamos caracterizagoes para operadores (X;Ydual)_so-
mantes e, com elas, estudamos o comportamento local desses operadores, resultados
de inclusao e de maximalidade de ideais, no sentido apresentado em [20, Cap. 6].

Na quarta segdo, caracterizamos o espago dual do produto tensorial (X, Y')-quasi-

normado dos espagos de Banach F e F. Fazemos isso identificando esse espago dual



tanto com subespacos do espaco dos operadores lineares e continuos quanto com um

subespaco do espacgo das formas bilineares continuas.

2.1 Definicoes, resultados e duas classes de sequéncias

Vamos introduzir algumas propriedades no contexto de classes de sequéncias e
operadores somantes. A primeira delas faz referéncia a como uma classe de sequéncias
pode “respeitar” subsequéncias, no sentido que explicamos agora. Este conceito é uma
adaptagao para o contexto de classes de sequéncias de [I3, Definition 3.1].

Sendo E um espaco vetorial e x = ()32, € E", tomamos z° := (29)52,, onde

é a j-ésima coordenada nao nula de = se esse termo existir, e m? = 0 caso contrario.

Definicao 2.1.1 Dizemos que uma classe de sequéncias X é norma mondtona se para

todo espago de Banach E e toda sequéncia x = (z;)52, € X(F), tem-se
(i) z € X(E) & 2° € X(E) e, neste caso, [|2°]|x(g) = 12/l x(z)

(ii) Toda subsequeéncia (7y,)32; de x pertence a X(E) e ||(xk].);?‘;1HX(E) < |zl x (g -

A proxima propriedade define um conceito mais abrangente que o de uma classe

de sequéncias ser esfericamente completa.

Definicao 2.1.2 Uma classe de sequéncias X é dita ser {,.-completa se para qualquer
espago de Banach E e todos (z;)72; € X(E) e (A\j)52; € loo, tem-se (\jz;)32, € X(E)

e

1Osz)3 ] iy < 1) - @32

Para 1 < p,q < 00, as classes de sequéncias £y, (), (2, £,(:), co, loo, 6;““1 Egj;d sa0

exemplos de classes norma mondétonas e £ .-completas.
Em conexao com a teoria de classes de sequéncias e operadores, o corolario a
seguir estabelece uma espécie de versao da Proposicao [1.4.3| para um caso particular

envolvendo o dual de uma classe de sequéncias. Este resultado sera muito ttil, por

exemplo, na Secao [2.3]

Corolario 2.1.3 (da Proposicao [1.4.3) Sejam X eY classes de sequéncias, em que
Y ¢ esfericamente completa. As sequintes sentencas sao equivalentes para um dado
operador linear T € L(E; F):
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(a) T 6 ;CX;Ydual (E, F)

(b) Existe uma constante C' > 0 tal que H(T(xj))‘j?il||ydua](F) <C- H(xﬂ')?ilHX(E) para
todo ()52, € X(E).

(c) Existe uma constante C' > 0 tal que
21T @) < C - [l@) i - 1@DZlly o
j=1

para todos (7;)52, € X(E) e (¢;)52, € Y(F).

Mais ainda, os itens acima implicam nos itens abaizo e tem-se (e) = (b) se X for
finitamente determinada e (d) = (c) se X e Y forem finitamente determinadas (onde

todos serao equivalentes).

(d) Ewxiste uma constante C' > 0 tal que
ST < C @)l @y e
j=1

para todosn € N, x1,...,x, € E e ,..., 1, € F'.

(e) Eziste uma constante C' > 0 tal que H(T(:Ej))?leydual(F) <(C- H(xj)?leX(E) para
todoneNexy,...,v, € E.

Neste caso, ||T|| i yaua € 0 infimo das constantes que satisfazem as desigualdades acima.

Demonstracao. Com efeito, como Y é esfericamente completa, segue que Y@ &
finitamente determinada. Assim, a equivaléncia dos itens (a), (b) e (e) segue imedia-
tamente da Proposigao Nao é dificil mostrar a equivaléncia dos itens (b), (c) e
(d), uma vez que segue da manipulacao da expressao da norma em Y ! e do fato que
X e Y sao finitamente determinadas. m

Da mesma forma que na Proposicao|1.4.3] o corolario acima também vale no caso

em que qualquer uma das classes X e Y ou até ambas sejam finitamente dominadas.

2.1.1 As classes de sequéncias X;nid e X"

Nesta subsecao, definimos e estudamos duas novas classes de sequéncias definidas
a partir de uma dada classe de sequéncias X. A primeira é inspirada no conceito de
sequéncias mid p-soméaveis e a segunda no conceito de sequéncias incondicionalmente

p-somaveis.
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Para a primeira classe de sequéncias, vamos omitir boa parte das demonstracoes
dos resultados, uma vez que elas seguem um caminho analogo as demonstracoes feitas
para a classe de sequéncias €gﬁd, que podem ser encontradas em [I1]. Serao feitas as
devidas referéncias a essas demonstragoes quando necessario. Ja para a segunda classe,
inspirada no espago ¢, (E), as demonstragoes eventualmente omitidas sdo imediatas.

No que segue, sendo X e Y classes de sequéncias, vamos usar a notagao X Sy
para indicar que X (FE) = Y (E) para todo espaco de Banach E.

Seja X uma classe de sequéncias tal que X < ¢y. Disso e gragas a identificagao

entre £)(E') e L(E; () (veja a Segao , para toda (7;)32, € EYN temos
(9n(2))51 € by, ¥ € N sempre que (n)2; € X(E).

Levando-se agora os dois indices acima em conta, podemos estabelecer a seguinte de-
finicao:

Definicao 2.1.4 Sejam 1 < p < oo, X uma classe de sequéncias tal que X < ly) e

o

E um espago de Banach. Uma sequéncia (7;)32, em E ¢é dita ser mid (X, p)-somdvel

quando
(nla)2) 7, € 6(0)
sempre que (¢,)5, € X(E'). Simbolicamente,
X;“id(E) = {(Q;J);”;l c EN: ZZ lon(x;)]" < 0o sempre que (p,)5 ;| € X(E’)} )
j=1 n=1

Nao é dificil mostrar que X;“id(E) é um espacgo vetorial com as operagoes usuais de
sequéncias e, como no caso do espago f;nid(E), os somatoérios nos indices j e n na
defini¢io de X"(E) também podem ser permutados.

Seguindo a mesma linha da demonstragao em [I1, Proposition 1.4], temos a

Proposigao 2.1.5 A fun¢io ||| xmia(g : X3 (E) — [0,00) dada por

leZlpae = s <Z > |90n(:vj)lp> |

(en)o1€Bx(mn j=1 n=1

define uma norma completa em X (E) e ainda X" (E) = £y (E) para todo espago
de Banach E.
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Como X < £, entao E;“id(E ) < X;“id(E ) qualquer que seja o espago de Banach

Son xy )

P
S ( |¢n<xj>|p) )
(Son) 1€Be“’(E’ 7j=1 n=1

E. De fato, se (z;);2, € (5"(E), temos

e.¢]
(25521 Hx;,nid(E) = b (Z
P

(n)pZ1€Bx(pr)

B =

||M8

Dali, segue que

coo(E) C (M4(E) < X™(E) < (¥(E) = (oo(E)

[zl = llz - ejllewm) < Nl - €l xmiam) < |2 - €jllamiam) = [z,

o que nos diz que X;nid é uma classe de sequéncias. Vejamos agora que X;}lid é finita-

mente determinada. Para toda sequéncia ()32, € EN. temos

k 00
sup €551l oy = sup sup (Z > len(z;) )

(Pr)aZi€Bx () \j=1 n=1

!%(%‘ﬂp)
|n(;) )

= sup >N |<Pn($j)|p>

(pr)aZi€Bx () \j=1 n=1

I¥
S =

3 =

M?r
]2

= sup sup
(Pn)nz1€Bx (&1 k j=1n

k
- (3

(en)pl1€Bx (1) j=1n

I
—

[ M8 !
3 =

B =

= H(xj)Jo'ilHX;}ﬂd(E)'

Essa igualdade implica que a classe X;;lid é finitamente determinada mesmo que X nao
o seja.

Além disso, a construgao da norma nos garante de imediato que X;nid ¢ esferica-
mente completa e f,,-completa.

Se X é linearmente estavel, um calculo analogo ao feito em [I1), Proposition 1.10|
nos diz que X" é também linearmente estavel. Nao ¢ dificil mostrar que se X é norma
mondtona, entao Xzﬂnid também é norma mondétona.

Por tudo que foi exposto acima, segue que
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Proposicao 2.1.6 Sejam 1 < p < oo e X uma classe de sequéncias tal que X N 0.
Entao:

a) X;md € uma classe de sequéncias finitamente determinada, esfericamente completa
e Uy -completa.

b) Se X € linearmente estdvel, entao X;“id também € linearmente estdvel.

c) Se X é norma mondtona, entdo X;md também € norma mondtona.

Vejamos alguns exemplos de classes que provém dos resultados anteriores além

de alguns fatos dignos de nota.

Exemplo 2.1.7  a) Para qualquer 1 < p < oo, sabemos que £,,(-), £, ﬁg‘id e [} sao
classes de sequéncias linearmente estaveis e norma monotonas. Logo (£,(-))m,

(Lp)pid e (Erid)mid sqo classes de sequéncias finitamente determinadas, esferica-

mente completas, ¢, -completas, linearmente estaveis e norma monétonas. Note
w\mid __ pmid
que (£)0¢ = 61

b) Para 1 < p < o0, a classe de sequéncia (£,)""'9 ¢ finitamente injetiva. De fato,

seja i : B — F uma injecao métrica e xq,...,x; € E com k € N. Segue que

1
koo P
|| ($j)§:1 ||(2p)g\id(E) = sup (Z Z |90n(xj)|p>

(Pn)n1€By, (k1

= sw (Z > lpao il((’i(xj)mp)

(pn)nl1€By, &1

< sup (Z Z Wn(i(l'jmp)

(Yn)nZ1€Boy, ((i(m)))

< swp (ZZ Jnu(xmp)

(Jn)ff:ﬁBep(F')

< sup (Z Z \¢n(i(wj))|p> - H(i@j))j‘;lH(Zp);;‘id(F) ’

(@n)2Z1€Be, 7y \j=1 n=1

onde 1, € F' ¢ uma extensio de Hahn-Banach de 1, € i(E)" para cada n € N.
Note que estamos usando o fato: se I ¢ subespago de F' e se (¢n)pl; € By, (g,
entao qualquer sequéncia (¢,)5°, construida com extensoes de Hahn-Banach de
cada funcional ¢, € E', pertence a By, pr).

c) Para 1l < p < o0, a classe de sequéncia (£, (-))2"' ¢ finitamente injetiva. Sejam i :

E — F uma injecao métrica, k € Ne zy,...,x, € . Vamos considerar £ como
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um subespaco de F por meio da identificacio E = i(E). Assim, se (p,)>2, €
(,(E"), sendo (,(E") = (G (E)), segue que (pn)pey = ¢ € (L (FE)). Como
(3. (E) € um subespago de £}, (F') (com igualdade de norma), entdo pelo Teorema
de Hahn-Banach existe ¢ = (¢n)p2; € (6-(F)) = p(F") tal que o((7;)32,) =
©((x4)32,) para todo (x;)32, € £ (E) e

||(80n)20:1||ep<E'> = ||90||(e;* (B)) — HQZH(ZZ*(F))’ = ||(Sb/n)ﬁ’0:1||ép<F'> :

Do fato de que /. é uma classe de sequéncias, segue que x - ¢; € (1n.(E) para
todo j € N e todo x € E. Logo, temos o(z - €;) = ¢(z - €;) o que implica em
©;(z) = ¢;(z) para todo x € E e todo j € N. Dessa forma,

;
”(% j= 1” Vymid(g) sup E E |on ()]
(Npid(E)

(S"n)%ozleng( j=1 n=1

e (S )1

(@n)ﬁ.ozleBlp( j=1 n=1

1
< sup (ZZ |thn () ) - H(xj)?ﬁH(ép(-))gﬂd(F)'

(Ip");:o:IEBlp(F’ j=1 n=1

Nosso objetivo agora é definir uma nova classe de sequéncias inspirada no conceito
de sequéncias incondicionalmente p-soméveis.

Se E é um espaco de Banach e X uma classe de sequéncias, definimos

X“(E) = {(a:j);’il € X(E); lim [|(2)52, ]| () = O} '

A proposigao a seguir nos garante uma condigao suficiente para que X"(E) seja

um subespago fechado de X (F), e portanto um espago de Banach com a norma herdada

de X.

Proposicao 2.1.8 Se X ¢ uma classe de sequéncias norma mondtona, entio X" (E)

¢ um subespago fechado de X(E) para todo espago de Banach E.
Demonstragao. Sejam (7;)%2,, (y;)52, € X"(£) e A € K. Note que

0 < [[(2)5%,, + AMyy)52 < || ()32

||X = ""‘)" H y]

wllxee) %ol

e assim temos

lim || ()52, + A(y;)2

Jm ollxee

_O7
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o que nos diz que X“(F) é um subespago de X (FE).
Seja (z*)22 | um sequéncia em X“(E). Para cada k € N, por definicdo, segue

- = 0, ou seja, dado 1 > 0, existe nék) € N tal que
X(E

. (k)\oo
ave lim (),

nZn(()k) = H(xgk))oo

j=n

Suponhamos que z*) — 2 = (z;)32, em X (F). Assim, existe ko € N tal que

k) 0o 0 n
k>ky = H(xg ))jzl - (xj)jZIHX < 5

(E)

e como X ¢é norma monoétona, segue que

2k = ||@)E, - @)

J j=n

Ui
< —_
X((E) 2

para todo n € N. Dessa forma, para todo n > n[()kO), temos

[l x e < H(l“j);’in — ("),

SO

J j=n

no,.n
<_ —_
2+2

=1,

X(E) X(E)

ou seja, r = (7;)32; € X*(E). Portanto, X"(E) ¢é fechado. m
A proposicao acima fornece a completude de X*“(E) para todo espaco de Banach
E. Esse fato consiste a parte “dificil” de se mostrar que X", com a norma herdada de

X, é uma classe de sequéncias. Mais que isso, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.9 Seja X uma classe de sequéncia norma mondtona. FEntao, X"

também € uma classe de sequéncias norma monotona. Mais ainda,
(a) Se X ¢ finitamente determinada, entdo X" € finitamente dominada.
(b) Se X ¢ linearmente estdvel, entao X* é linearmente estdvel.
(c) Se X € esfericamente completa, entao X" € esfericamente completa.
(d) Se X é finitamente injetiva, entao X" € finitamente injetiva.
(e) Se X ¢é ly-completa, entao X" é {y-completa.
A demonstracao dessa proposicao sera omitida, uma vez que é consequéncia ime-

diata das defini¢oes e/ou do fato de que X" herda a norma de X. Vejamos alguns

exemplos de classes de sequéncias que provém do resultado anterior.

Exemplo 2.1.10 Para qualquer 1 < p < oo, tem-se que (£,(-))" e (£3")" sdo classes

de sequéncias norma monétonas. Note que (£;)" = €2, (£,)" = £, e ({oo)" = co = (co)".
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2.2 (X, Y)-quasi-normas tensoriais

Nesta secao, introduzimos e estudamos um conceito abstrato de quasi-normas
tensoriais. Casos particulares onde essas sao normas tensoriais serao apresentadas em
uma subsecao adiante.

n
Quando escrevermos u = Y z; ®y; € £ ® F, isso significara que ) z; ® y; é
j=1 j=1
uma representagao do tensor u € £ ® F.

n

Definicao 2.2.1 Sejam E e F' espacos de Banach. Uma quasi-norma o« em E ® F' é

dita quasi-razodvel se
e(u) <afu) e a(z@y) < |z|yl

para qualquer u € F® F etodosx € Fey € F.

Sejam F e I espacos de Banach e X e Y classes de sequéncias. Consideremos a

fungao ayy : £ ® F — R definida por

ayy(u) = inf { H<xi)?=1HX(E) ||(yj>?=1||Y(F) U= Zq"j ® yj} ’
=1

em que o infimo é tomando sobre todas as representagoes de u € F ® F (o infimo
acima, é claro, esta bem definido).

Nosso objetivo agora ¢é estabelecer condigoes para que a fungao ay y defina uma
quasi-norma quasi-razoavel em E ® F. Neste caso, chamamos ay, de (X,Y)-quasi-
norma no produto tensorial £ ® F. Quando ay y for uma norma, vamos chamé-la de
(X, Y)-norma no produto tensorial £ ® F'.

Denotaremos por E ®q,  F o produto tensorial £ ® F munido da (X, Y)-quasi-
norma @y y € 0 seu completamento seré denotado por E(X\)ax!yF.

O resultado a seguir nos diz em quais condigoes ayy define uma quasi-norma

quasi-razoavel em £ ® F'.

Proposicao 2.2.2 Sejam E e F espacos de Banach e X e Y classes de sequéncias.
Se X e Y sao norma mondtonas e e(u) < ayy(u) para qualquer tensor u € E® F,

entao oy y € uma quasi-norma quasi-razodvel em E @ F.

Demonstracao. A defini¢ao de classes de sequéncias garante de imediato que a apli-

cacdo axy satisfaz a propriedade axy(r ® y) < ||z||||y|| para todos x € E ey € F.
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Resta-nos mostrar entao que axy ¢ de fato uma quasi-norma. E claro que « Xy (u) >0
para qualquer tensor ©u € F ® F' e que se u = 0, entao axyy(u) = 0. Por outro lado,
se ayy(u) = 0, temos u = 0, uma vez que £(u) < ayy(u) para qualquer tensor
ue E®F.

Mostramos agora que ayy(Au) = [Aayy(u). Quando A = 0, nao ha o que
demonstrar. Suponhamos que A # 0. Se >

=125 ®Y; é uma representacao de u, entao
=370 (M) ®y; e dai

CYX,YO‘U) S H(Axﬂ'>?=1||x(E) H(yj);;lHY(F) = Al H(xj)?=1HX(E) H<yj);'l=1HY(F)'

Como essa desigualdade ¢ valida para toda representacdo de u, segue que oy y(Au) <
[Alaxy(u). De modo andlogo, tem-se ayy(u) = axy (A A u) < A ayy(Au), ou
seja, [Mayy(u) < ayxy(Au). Logo, ayy(Au) = [May y(u). Resta apenas mostrar que

existe K > 1 tal que

ayy(ur +uz) < K (aX,Y(Ul) + aX,Y(u2>)

para quaisquer uj,us € F ® F. Quando u; = 0 ou us = 0 a demonstracao é ime-
diata. Suponhamos que uy,us # 0. Dado n > 0, podemos escolher representagoes

U; = Z?Zl T;j @ y;; tais que
H(I”);;lHX(E) < OéX,Y<ui> +n € H(yz]>§L:1HY(F) < 1’

para i = 1,2. Assim, Z?Zl T1j Q y1; + Z;;l Taj @ y9; ¢ uma representacao de uy + us.

Denotando as sequéncias

(wlla'--ax1n7x217"'ax2n70a07"') € (yllv-"ayln7y217"'7y2na0707"')

por (z;;)ij € (vi;)ij, respectivamente, como X e Y sao classes de sequéncias norma

mondtonas, temos

ay y (ur +u2) < [[(2i)isl x| Wis)islly ()
< (H(xlj)?ZlHX(E) + H<x2j)?=1||X(E)> (H<yu>?=1||Y(F) + H(yzj)?leY(F)>

Como 7 > 0 ¢ arbitrério, segue que ayy(u1 + ug) < 2 (axy(wr) + axy(ug)). ®
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Observagao 2.2.3 As nogoes de quasi-norma uniforme, finitamente gerada e tensorial
sao definidas de forma analoga ao que foi feito no primeiro capitulo para uma norma
no produto tensorial. Usamos, portanto, essas noc¢oes de forma indistinta para norma

e quasi-norma no produto tensorial.

As proximas proposicoes apresentam condigoes suficientes sobre as classes de
sequéncias X e Y para que uma quasi-norma quasi-razoavel ay y seja uniforme e

finitamente gerada.

Proposigao 2.2.4 Sejam X e Y classes de sequéncias tais que ayy € uma quasi-

norma quasi-razodvel. Se X e Y sao linearmente estdveis, entao ayy € uniforme.

Demonstragao. Sejam Fi, Fy, F1 e F, espacos de Banach, T; € L(E;; F;), i = 1,2, e
Tl X TQ : El ®O‘X,Y E2 — F1 ®O‘X,Y FQ, onde Tl &® TQ(LC X y) = Tl(m) &® T2<y) Sejam

n
u€ By ®q, , Eye ) r;®y; uma representagao de u. Assim,
: =

axy (T © Th(u) = axy (Z Ti(z)) @ T2(yj)> < @) izl gy @)=y )

J=1

< ITINTIH @) =l oy @51y, -

onde na ultima desigualdade usamos a hipotese de X e Y serem linearmente estaveis.
Tomando o infimo sobre todas as representagoes de u, temos ayy (11 ® Ta(u)) <

| T[] || T3] ey (w) e portanto || Ty @ To|| < [T || T2]|. =

Observacao 2.2.5 E claro que, na proposicao acima, se X, Y e a xy satisfazem as
hipoteses da Proposicao , segue imediatamente que ay y uma quasi-norma quasi-
razoavel. Entretanto, até onde investigamos, nao sabemos se a reciproca da Proposicao
é verdadeira. Assim, como no caso da proposicao acima, nos resultados apresen-
tados daqui em diante, estaremos levando em conta a possibilidade de existirem classes
de sequéncias X e Y que nao satisfacam, parcial ou integralmente, as hipoteses desses
resultados e mesmo assim se tenha oy y gozando das propriedades de suas respectivas
teses.

Proposigao 2.2.6 Sejam X e Y classes de sequéncias tais que ayy € uma quasi-
norma quasi-razodvel uniforme. Se X e 'Y sao finitamente injetivas, entao ayy €

finitamente gerada.
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Demonstragao. Sejam E e F' espagos de Banach e u € EF ® F. Dado n > 0, existe

uma representagao »  x; ® y; de u tal que
j=1

Tomando M = [zy1,...,2,) e N = [y1...,y,], temos u € M ® N e assim, como ay y ¢
uniforme, segue que

axy(u E®F) < oaxy(u; M@ N).

Além disso, como as classes X e Y sao finitamente injetivas, segue que

ayy(u; M®N) < H<xj)§b=1HX(M) ||(yj)?=1||Y(N)

< H(xj)?leX(E) H(?/j)?:lHy(F) <axy(w;E®F)+n

e portanto ay y (u; E® F) = inf{ay y{u; M @ N);u € M@N,dim M, dim N <oco}. m

Vejamos agora alguns exemplos, observando que estes nao esgotam todos os casos
possiveis e que em outras partes deste trabalho também faremos uso de quasi-normas

nao apresentadas aqui.

Exemplo 2.2.7 Sejam FE e F espacos de Banach e 1 < p,q < oo, onde 1 < %—i— q%.

Sao quasi-normas quasi-razoaveis uniformes em E ® F:

(a) Qe 0, (u) = inf {H<xJ)§L=1 Hep(E) ||(yﬂ>?=l| 0w, (F) U= Z;;l T ® yﬂ}'

(b) Qe e, (u) = inf {H(xj)?ﬂ”egw) H(yj);;l‘ 0 (F) U= Z;L:1 Tj & yﬂ}‘

e Quando 1 < p < oot

(c) Q) id g (u) = inf {}l(xﬂ')?:lH(ep)gid(E) H(yj)?ﬂ‘ (P T Z?:1 Tj & yﬂ}'

n

o) U= 2o T ®yj}'

(d) Oéfpmid,fq* (U) = inf { H (xj)?:l Hﬁgﬂd(E) H (yj).?zl ‘

() aepiaypia,. (u) = inf {||(xj>?=1||(egﬂd);,ﬂid(13) H(yﬂ)?ﬂ‘ b (P T 217 ® yﬂ'}'

(f) Qgmid g, (u) = inf { ‘}(J:J)?:lHe;nid(E) ||(yﬂ>?=l| ev,(F) U= Z;'Ll T ® yﬂ}'

e Quando 1 < p,r < oc:

(8) aguag,. (u) = inf { 15l gy | @51l gy 50 = 225 @ yj}-
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Além disso, as quasi-normas (a), (b) e (c¢) sdo quasi-normas tensoriais.

Observacao 2.2.8 A expressao do item (a) ja é uma quasi-norma tensorial conhecida
e sua demostragao pode ser encontrada em [33, Proposition 3.1], no caso multilinear.
A quasi-norma definida nesse trabalho possui uma expressao aparentemente diferente
da nossa do item (a). Entretanto, por um argumento usual (veja a Observagao ,
mostra-se que as quasi-normas sao iguais. Até onde sabemos, este é o inico exemplo

de quasi-norma nesse contexto presente na literatura.

Vamos apenas mostrar que a expressao do item (b) é uma quasi-norma tensorial,
uma vez que as demonstragoes dos outros itens seguem um caminho anélogo. Primeiro,
mostraremos que

e(u) < aégf,é;”* (u)

para qualquer u € F ® F. Seja Z?Zl r; ® y; uma representacao de u € £ ® F. Pela

desigualdade Holder temos

< sup sup > |o(x)v(y))|

<p€BE/ YEB Ry

> ey

J=1

e(u) = sup sup
‘PGBE/ YEB Ry

Jj=1

1
q*

< sup (ZI@D(%N”)p sup (thb(yj)lq*) = || (z;)5

pEBE/ YEDB py

) H (5)j=1 Hg;v* (F) "

Como essa desigualdade vale para qualquer representacao de w, temos (1) < Qpw w (10).
) — Hpw v
P g
Assim, como /¥ é norma monoétona, pela Proposicao [2.2.2] tem-se que aw 0 € uma
) P ’ P 2w 0%,
P g
quasi-norma quasi-razoavel. Além disso, como K;jf ¢ linearmente estével e finitamente

injetiva, as Proposi¢oes @ e @ garantem que ay, ;. ¢ uma quasi-norma tensorial.
P q

O leitor pode achar estranho o fato de usarmos no exemplo anterior o nimero

q*, conjugado de ¢, em vez do proprio nimero g. Isso nao atrapalha a generalidade

dos exemplos, mas poderia ser encarado como algo sem propésito. Entretanto, a real

vantagem do uso desse argumento se tornaré clara quando estivermos trabalhando com
ideais de operadores (X,Y)-somantes, por exemplo, na Se¢ao .

Por fim, apresentamos um fato que sera util mais adiante, como por exemplo

na Sec¢ao [2.3] Ele sempre sera aplicado sem maiores comentarios e o leitor deve estar

atento ao contexto de sua aplicagdo. A demonstra¢ao (um tanto simples) sera omitida.

Proposicao 2.2.9 Sejam FE, F e G espacos de Banach, em que F L @ através do

operador 7' : I — (G, e X e Y classes de sequéncias tais que ay y é uma quasi-norma
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quasi-razoavel. Se Y ¢é linearmente estavel, entao
1
E ®O‘X,Y F=E ®O‘X,Y G

por meio da aplicagdo x @ y — x @ T'(y), em que x € E ey € F.

2.2.1 (X,Y)-normas tensoriais

Nesta subsegao, apresentamos alguns exemplos de (X, Y')-normas tensoriais, al-

gumas delas recuperando normas ja conhecidas.

Exemplo 2.2.10 Sejam FE e F espacos de Banach. Sao normas razoaveis uniformes
em F® F:

e Quando 1 < p < o0

(a) apw, g, (u) = inf {H(%)?:lﬂé;"* () H<yj>?:1}|g,m U= ® yﬂ}‘

(b) ag, e (u) = inf {”(xj)?ﬂ”epw) [ (y3)5=1 ey T 21 % ® yj}‘

(c) Qe 0w, (u) = inf { H(QID;‘L:leg(E) H<y1)?=1‘ 0, (F) U= Z;;l Tj & Yj o

e Quando 1 < p < oo:

n

o) T 2= T ®yf}'

(d) ag,mig,. (u) = inf {”(xj)?:l”(fp)gﬂd(E) ()5

(e) Qgmid g, (u) = inf {H(xj)?ﬂHe;nid(E) ||(yﬂ>?=l| b (r) T Z;'Ll T ® yﬂ}'

(f) Qgia g, (u) = inf { H(xj)?zl emia(B) H(yj)?:lﬂéz,* () U= Z?:l z; ® y]}.

e Quando 1 < p < oc:

(g) afg‘id,egiid (U) = inf {” (a:]);l:l ||[1;11d(E) H (y])?=l| g}r)r::d(F) U= Z?:l Zj @ y]} €

Além disso, as normas em (a), (b), (c¢) e (d) s@o normas tensoriais.
As expressoes dos itens (a), (b) e (¢) ja sdo normas tensoriais conhecidas: os itens
(a) e (b) sao as normas de Chevet-Saphar d, e g,, respectivamente, apresentadas no

primeiro capitulo (veja o final da Se(;éo e cujas demonstragoes podem ser encontra-

das em [45]; uma demonstragao do item (c) pode ser encontrada, no caso multilinear,
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em [I]. As expressoes dos itens (d) ao (h), até onde sabemos, sdo novas normas no
produto tensorial. Vamos apenas mostrar que a expressao do item (e) ¢ uma norma ra-
zoavel uniforme, uma vez que as demonstragoes dos outros itens seguem analogamente.
Apos isso, restaria apenas mostrar que a norma no item (d) é finitamente gerada (i.e.
norma tensorial), mas isso segue imediatamente do fato de que as classes de sequéncias
envolvidas na expressao dessa norma sao finitamente injetivas.

Primeiro, vamos mostrar que
() < g () (2.1)

para qualquer u € EQ F. Seja >

=1 Lj ®y; uma representacao de u € £® F. Quando

1 < p < o0, pela desigualdade Holder, temos

> ola)(y;)| < sup sup Y Jp(a;)(y;)]

e(u) = sup sup

@wEBR YEB R j=1 @pEBR YEBR =1
. : . ,,%
< sup p(z;)" ] sup CIC701 N I | (7Y | g (€77 e |
(Z\ <a>|> o (SR ) = 1l 0

< ||($j)?:1||eglid(E) 1905 by (F)

Como essa desigualdade vale para qualquer representagao de u, temos (u) < vy , , (1).
p 7P
Quando p = 1, segue que

ew) < sup sup 1) 10| < [l 103

pEBp YEB Ly =1

< H (%‘)?:1

mid () H (yj)?il HEOO (F)

e novamente temos €(u) < Qpma , ().
1 stoo

Vamos agora mostrar que « satisfaz a desigualdade triangular. Sejam

fmid g,
U, us € FE® F. Quando u; = 0 ou us = 0 a demonstracao é imediata. Suponha-
mos que up, us # 0. Vejamos primeiro o caso em que 1 < p < oco. Dado n > 0,
podemos escolher representacoes u; = Z?Zl Ty @ i, © = 1,2, tais que

1
3

oty < (@i (1) + 1)

1
H('T’ij)?zlngglid(E) < (aggiag,. (w) +m)r e || (yy)ia]
De fato, a escolha dessas representacoes é possivel, pois existem representagoes u; =

n .
> i1 Zij ® wy; tais que

1G5l gia oy 11wl ey < oo () 41,
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para i = 1,2. Observando que H(wij)?lez " > 0 e uy, us # 0; consideramos
p*

(wiy)j—
N IS

(aéfpnid,ép (uz) + 77)

para i = 1,2. Assim,

n

n Wi
=1

j=1 !

Tomando z;; = A\izij e y;; = 5L parai=1,2e j=1,...,n, temos
T

n
u; = E Tij Q Yij,
i=1

1
(F) — \ H<wiﬂ')?:1Hep* (F) — <O‘Z§”dv@p (uz) +n)»

1
o

1 (i)

@5l gy < (tgia s, (ws) +m)7,

como queriamos mostrar.
: n n /. ~
Assim, Y o) 215 @Y1+ 5, T2 ®ya; € uma representagio de u; +up e denotando

as sequéncias

(xll,-u717171,,:521,-“71’277,,0707--‘) € (yllv"wyln)le)"'7y2n70707"')

por (x;;)i; € (yij)ij, respectivamente, temos

1
1Gzi3)is | gia ) = sup (ZZ > len(ay) >

(Pe)RZ1 €8y ) \ k=1 j=1 i=1
1
p
= sup E E o (z15) [ +§ E |on(225)|
(Pr)7Z1€Buw ) \ k=1 j=1 k=1 j=1
1
p
< sup E E |0k (x1;)] sup E E | (w25)]
(k)71 € Bew (1) k1 j—1 (90 P21 €Bew (B k=1 j—1

=

= (Nl + w25 )"
1

< (Oézr;id,ep* (w1) + ovgmia g . (u2) + 277) ’

Analogamente, mostra-se

1
1is)isllg,. ) < <Olfglid7gp* (u1) + cgpia g, (us) + 277) :
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Desta forma, temos

Qpmid g . (u1tuz) < ||(xij)ij”£;,nid(E) (i )] £+ (F)
1 1
< (upmia g, (ur) + ovgmia g, (u2) + 20)7 (Qmia g, (u1) + apmia g . (u2) + 21) 77
= amia g, (w1) + ogmia g, (u2) + 21,
e como 7 > 0 é arbitrario, segue que Qpia g, (w1 + u2) < agmia g, (u1) + pmia g, (u2).
Vejamos agora o caso em que p = 1. Dado n > 0, podemos escolher representagoes

n .
U; = ijl xi; @ yi; tals que

| (i) | ppid () S Qepid g, (wi)+n e H(yij)?leeoo(F) <1

para ¢ = 1,2. Uma vez que Z?Zl r1; @ Y5 + 2?21 T9j ® y2; ¢ uma representacao de
Uy + ug, temos
Qugmid g (u1 +ug) < H(xij)inzrlnid(E) H(Z/z‘j)ijngm(p)
< ||(5Elj)?:1

S Oéelinid’goo <u1) + Oéginid,eoo ('LLQ) + 277

T

Como 71 > 0 é arbitrario, segue que Qpia g (ug + ug) < aqmd,eoo(ul) + Qmia g (uz).

Acabamos de mostrar que « satisfaz a desigualdade triangular. Como vale

£mid g

(2.1)) e as classes de sequéncias Eg“d e {,- sao norma monodtonas e linearmente estaveis,

as Proposicoes e garantem que @4, , ¢ uma norma razoavel uniforme.
p vp*

Observagao 2.2.11 Para cada u=>_"

11T ®y; € E®F, temos oy (u) = ay x(u).

Com efeito,

ag{,Y(“? E®F)= aX,Y(ut; F®FE)

= inf {H(yj);;lHX(F) H(xj>?=1||Y(E) Jut = Zyj ® xﬂ}

it Ll 0= 30

=ayx(u; E®F).

Além disso, é bom deixar claro que se X e Y sao classes de sequéncias finitamente
injetivas e ay, é uma norma razoavel uniforme (e portanto norma tensorial), entao
oy y ¢ uma norma tensorial. De fato, se ax ;- ¢ uma norma razoavel uniforme, segue que
oy y ¢ uma norma razodvel uniforme (resultado geral) e como X e Y sao finitamente

injetivas, a Proposicao m garante que oy, é uma norma tensorial.
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Definimos a transposta de uma quasi-norma quasi-razodvel o da mesma forma

que a da norma razoavel, ou seja,
A EQF)=al;F®FE),

para cada par de espagos de Banach F, F' e cada u € E® F. Nao ¢ dificil verificar que a
observacao anterior é também valida para o contexto em que oy y € uma quasi-norma.
Além disso, ¢ imediato que se «a e § sdo quasi-normas quasi-razoaveis (ou normas

razoaveis), entao a < (3 se, e somente se, o < 3.

Vamos apresentar agora uma representacao de elementos no produto tensorial
completo E®axva , sendo ayxy uma norma razoavel. O lema a seguir realiza parte

importante desse trabalho.

Lema 2.2.12 Sejam E e F espacos de Banach e X e Y classes de sequéncias tais
que ayy € uma norma razodvel. Se X eY sao norma mondtonas, ()72, € X(E) e

(yj);?';l € Y*“(F), entao a série Z;; xr; ®y; converge em E@axva.

Demonstragio. E suficiente mostrar que a sequéncia (Z?Zl r; ®y;)e2, é de Cau-
chy em E@axyF. Dado n > 0, como (y;)52, € Y"(F), existe ng € N tal que
H(yj);?‘;n”Y(F) < n para qualquer n > ng. Mais ainda, como Y é norma monoétona,

tem-se H(y]) < 7, para quaisquer m > n > ng. Disso e do fato de X também

Fnlly ey

ser norma mondtona, segue que

axy (Zx] ®yj> = H(xj);n:nHX(E) H(yj)gn:nHY(F) < H('Tj)?ilHX(E) T

j=n

para quaisquer m >n >ng. ®

Note que o lema acima também vale no caso em que (7;)%2, € X“(E) e (y;)52, €
Y (F') ou ainda caso (7;)32, € X"(E) e (y;)52, € Y*(F)
Proposicao 2.2.13 Sejam E e F espagos de Banach e X e Y classes de sequéncias
tais que ayy € uma norma razodvel. Se X e Y sao norma mondtonas, X € fini-
tamente determinada (ou dominada), Y € finitamente determinada (ou dominada) e
u € EQq, I, entdo existem sequéncias (z;);2, € X"(E) e (y;);2, € Y"(F) tais que

a Série Z;; x; ®y; converge para u e, nestas condigoes,

() = mf{uwj);olum [l =3 y]} ,
=1

com o infimo sendo tomado sobre todas as possiveis representagoes de u dessa forma.
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Demonstracao. Dado n > 0, vamos encontrar uma sequéncia (u,,)>>, em F ® F' tal
2

que u =y U, com ayy(ur) < axy(u) +1 e axy(u,) < — quando n > 2. Como

4n
u € E@ax’yF, existe uma sequéncia (v,)%; em F ®a, I tal que v, — w. Assim,

existe n(? € N tal que se n > n(%, entao ay y (vn) < axy (u)+n. Por outro lado, como

,’72

E.
Denotamos k; = max {n<0), m(o)} e u; = vg,. Note que para cada n > 2, existe k, € N
2

(vn)22; € de Cauchy, existe m®) € N tal que se n,m > m®, entdo ay y (vm —vy) <

tal que se m > k,, entao aX’Y(vm —vg,) < Denotamos por w, = v, — Uk, ,

gn+1 :
quando n > 2. Assim, obtemos a sequéncia desejada, pois (u,,)?°; é uma sequéncia em

E®F,

axy(ur) = ayy(vr) < axy(u)+n

2

ayy(Un) = ayy(Vk, — Vk,_,) < 1

para cada n € N.
l1
Do que temos acima, podemos escolher uma representagao de u; da forma ) x1,;®
j=1
y1; tal que

@)l e < cxy@ +n e @)l <1

~ ln
e, para n > 2, escolhemos uma representagao de u,, da forma u, =) 11 Tnj ® Yy tal

que
Ui Ui
H(xm Jj= 1||X < on € H<ynﬂ j= 1HY(F < on on’
Note que para cada n € N, obtemos sequéncias finitas (mn])én cem E e (yn])J 1

em F'. A partir dessas sequéncias, formamos duas novas sequéncias, uma em E e outra

em F', da seguinte forma:

o0 P
(xj)jzl = (Q?H, ey L1y X215 ey L2y o5 Ty e oo s Tnlyys - - )

(y]);)il = (ylh e Y, Y215 - -5 Y2as - -5 Yndy - Ynlyys - - )

Agora, vamos mostrar que (7;)32,; € X“(E). Suponhamos que I + -+ + 1, 3 <m <

Iy +---+1,, entao

lin-1)

||(l'j>§n:1||X < H $1J HX(E) + ...+ H(I(n_l)j)jzl +

X(E)
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m—(l1++ln—1)

+ H Tng)j=1 X(E)

< H(xlj)?leX(E) +oF H(:U"j);n:lHX(E) = Z ”(m”j)é'n:lHX(E) (2:2)
n=1

N |
SO‘X,Y(U)+77+U'ZQ—”7
n=2

onde usamos o fato de X ser norma monétona. Disso, como X é finitamente determi-

nada (ou dominada), temos
H(xj)?ile(E) = Sup “(xj)Tzl“X(E

<axy(u)+n+n- Z—<oo (2.3)

Observando o que fizemos em (2.2) e e a construcao da sequéncia ()32,
temos limy oo [|(75)524 | x(2) = 0 (quando k — oo essa norma é majorada apenas pelo

rabo da série em ([2.3)). De fato, para k = [; + 1, temos

=1
H(xj);o:lﬁle(E) <7 Z 95
s=2

epara k=1,+1comn > 2,

= 1
H(xj)?ilnHHX(E) <n ) 25

s=n+1

Portanto, (7;)32, € X"(E). Seguindo de maneira analoga ao que fizemos acima,

mostra-se que
o0 G 1
H(yj)jleY(F) sl+n- Zz on <X
e que (y;)52; € Y"(F). Pelo Lema [2.2.12} a série ) %, x; ® y; converge em E@a S

e, por nossa construgao, temos u = Y -, x; ®y;. Usando as estimativas que obtlvemos

7j=1

para H(xj);'ilHX(E) ¢ H(yj)?il}lY(F)’ temos

=1
H(%)JO'.;IHX(E) ”(yj)?illly(}? = (QXY +n+n- Zgn) <1+77'Z_:2_">7

e dessa forma ay y(u) > inf {H(m]);’ilHX | (v J(?ilHy(F u=y02 1 ® yj} :

Para a outra desigualdade, sendo >~ z; ® y; convergente para u em E®q YF ,

J=1
tome u = Z] 12;®y;, N € N. Dado n > 0, existe Ny € N tal que se N > N, entao

ayy(u) —n < ayy(u). Assim,
ayy(u)—n< aX,Y(uNO) < H(x] Hx H (¥5); Hy
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< H(xj)yo'ilHX(E) H(yj)]o'ilHY(F)’

e como 7 > 0 é arbitrério, segue que ay y(u) < H(:cj);?’;lHX(E) H(yj)]o-‘;lHY(F) e temos

ayy(u) < inf {H(xj)(]?ilHX(E) H(yj)(;ilHY(F) U= ij ® yﬂ} :
j=1

2.3 O comportamento local de operadores (X ;Y dual)-

somantes

Nesta secdo, apresentamos caracterizagoes para operadores (X;Y4al)_somantes.
A primeira envolve funcionais lineares definidos em um produto tensorial. Com ela,
por exemplo, conseguimos obter resultados de inclusao entre classes de operadores
(X; Ydual)_somantes. A segunda, nos diz que os operadores dessa natureza se com-
portam bem localmente, ou seja, eles tém propriedades que asseguram seu bom com-
portamento em espacos de Banach gerais, levando em consideragao apenas subespacos
de dimensao finita. Em seguida, mostramos que essas caracterizagoes nos permitem
estudar a maximalidade dos ideais de operadores (X; Y ul)-somantes.

Antes de apresentarmos a primeira caracterizagao, observemos que o Teorema
apresenta condigoes sobre as classes de sequéncias X e Y (e também, claro,
para Y%) com as quais se garante que Ly;y (e que também Ly.yau) ¢ um ideal de
Banach. Portanto, esse ambiente nos oferece classes de operadores nao triviais e as
classes a seguir, para 1 < p < ¢ < 00, sao alguns exemplos de ideais de operadores

gerados pelo Teorema [1.4.5]

(a) [ﬁggj;gq, ||'”e;;;£q] (operadores absolutamente (g, p)-somantes);

(b) |:£g L () ||'||gp;gq(.)} (operadores Cohen fortemente (g, p)-somantes);

pr*q

(C) [E(zp)gzid;éq(-): H'||(gp)gxid;gq<,>i|, com p ;é 00;
(d) Ac(ép)glid;églidy H-H(ep)gnd;%md], com q 7§ o0;

(e) [ﬁfg;(zgnid)gﬂ% ||'||zg;(egid)5nid}a com ¢ # oo.
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Note ainda que no item (a) acima, no caso particular ¢ = oo, o ideal Lew.,
é justamente o ideal dos operadores lineares e continuos £. Casos como esse nao
justificam restrigdoes nos parametros p e ¢, ja que a teoria continua valida.

O seguinte fato geral motiva a nossa primeira caracterizacao: para qualquer 1" €
L(E, F), consideramos o funcional linear ¢ : EQF" — K definido como a linearizagao
da forma bilinear Ay : F x F' — K dada por Ap(z,v) = ¢(T(x)). Assim, para
qualquer u = )", 7; ®1; € E® I, tem-se

or (Z z; ® %) = Z%‘(T(l’j))-

Isso nos mostra que a aplica¢ao de L(F; F) em (E ® F’)# dada por T+ o esta bem
definida.

Proposicao 2.3.1 Sejam E e F espagos de Banach, T € L(E;F) e X e Y classes
de sequéncias tais que Qxy € Uma quasi-norma quasi-razodvel e Y € esfericamente

completa. Com 1sso:

(@) SeT € Lxyawa(E;F), entdo o funcional linear or : E®q , F' — K € continuo
e ler|l < 1T x,yaum-

(b) Se o funcional linear or : E Ray y F' — K € continuo, X € finitamente de-

terminada (ou dominada) e Y € norma mondtona, entao T € Ly yaa(E; F) e
1T xpyaun < [z
Claro, as sentencas (a) e (b) sdo equivalentes juntando-se suas hipdteses e, neste caso,

'Ua;le HTHX;Ydual == ||90T|| °

Demonstragao. (a) Suponhamos que T’ € Ly.yaa(E; F). Seu =) x;09; € EQF’,
j=1

entao
lor ()] = |¢r (ijwj) = D wi(T(a))| <D [ (T(x))]
j=1 Jj=1 j=1
g e o4 | N P |

onde na ultima desigualdade estamos usando a caracterizagao do Corolario (d).
Como isso vale para qualquer representacgao de u, temos |or(u)| < |T x.yava @y y (1)
e assim 7 : £ ®q I — K é continuo, com [[or|| < [ T[]y aum -

(b) SeneNexy,...,x, € FE, segue que

= sup
(¥5)521€By (5)

> (T (x5))

j=1

T(x )" =
H( (‘CEJ))Jfl”Yd“al(F) (wj);?‘;sllé%yw’)

()

j=1
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< sup lor|l - axy (Z Tj & %‘)

(¥j)321€By 51y j=1

<lerlll@)iallew s 1@l
) j=1SPY(F’)

<lorl @il s 10y

3)521€By (p1)

onde na tltima desigualdade usamos o fato de Y ser norma monétona. Como Ydual &
finitamente determinada e X é finitamente determinada (ou dominada), usando nova-
mente o Corolério m, temos T' € L,y (B F) e |7 y.yaw < [lor. =

Vejamos agora alguns exemplos de caracterizagoes de classes fornecidas pela pro-

posicao acima.

Exemplo 2.3.2 Se1 < p < ¢ < oo, temos 1 < %+ q% e a Proposicao nos garante
que:

(@) T € Lyyy,(E;F) se, e somente se, o funcional linear ¢r : E®,,,, F' — K¢
p o Lg*
continuo. Neste caso, [T, = o7 -
p7

(b) T € Lywy,y(E; F) se, e somente se, o funcional linear o7 : E ®, FF—Ké

LW e
P Tg*

continuo. Neste caso, |7,y = 7]l
p7

(c) Se p # o0, entao T € E(Zp)zmd;gq(E; F) se, e somente se, o funcional linear ¢r :

E® F" — K é continuo. Neste caso, ||T||(£p)g]id;gq = [ler| -

@ .
mid
(ep)p ,fq*

Como consequéncia da proposicao anterior é possivel estabelecer resultados de

inclusdo para classes de operadores (X;Y4"l)_somantes.

Coroléario 2.3.3 Sejam X; e Y; classes de sequéncias tais que oy, y. € quasi-norma
quasi-razodvel, Y; € esfericamente completa (i = 1,2) e ay, y, < ay,y,. Entdo, para
quaisquer espagos de Banach E e F, se Xy € finitamente determinada (ou dominada)

e Y5 € norma mondtona, tem-se
Lyt (B F) 5 Lo,y (B F).
Disso e do fato de que o, y, < o, y,, seque que
CYl;Xiiual(E; F) i) £Y2;X§1ual(E; F),
se Yy € finitamente determinada (ou dominada) e Xy € norma mondtona.
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Demonstragao. Seja T € Ly, yau(E;F). Pela Proposicao W, temos @r €

(E Rax, v, F'Y e HSDT“(E®O‘X1 VY S T[], o - Como ary, 3, < g, y,, segue que

T ~ Xl;Ydual X17Y1 -~ X1;Ydua1 X27Y2 5
oz (u)] < T,y ax, v, (0) < NT M|,y ax, v, ()

para qualquer v € E ® F'. Assim, pr € (E Qay,,, I') e H‘PTH(EQ%X Ly S
2,2
||| xpsygvat - Como Xy € finitamente determinada (ou dominada) e Y5 é norma mo-

noétona, usando a Proposic¢ao mais uma vez, segue que ' € L, yau (E; F) €

1T pygon < el sy, S I 1y aom

Vamos agora apresentar exemplos de quasi-normas quasi-razodveis ay, y, € (x, y,
que satisfazem ay, y, < ax,y,, € os correspondentes resultados de inclusao obtidos
mediante o uso do corolario anterior.

Sabemos que se p < ¢, entao g, g, = d, < d, = e, g, (veja [45], Proposition

6.6]). Pela transposicao dessas normas, temos g, < g, e assim o Coroléario m garante

(¢}

Exemplo 2.3.4 Se p < ¢, entao

1
Hq* (E, F) = ,Cg;u*ygq* (E, F) — ,Cg;uMgP* (E, F) = Hp* (E, F)

1
Dy(E;F) = Loy (B F) = Lo, 0,00(E3 F) = Dp(E; F),

para quaisquer espacos de Banach E e F.

Os resultados de inclusao obtidos acima, claro, ja sao bem conhecidos. O primeiro
pode ser encontrado em [20, Theorem 2.8| (observando-se que p < ¢ < ¢* < p*) e o
segundo em [I7, Theorem 2.4.1.].

Perceba que esses tipos de inclusoes, em geral, sao obtidas por dois resultados
distintos (e também em trabalhos distintos, como no caso acima) enquanto que o
Corolério [2.3.3] realiza esse trabalho em uma tnica etapa.

Para apresentar um exemplo de um novo resultado de inclusao, faremos antes a

seguinte observacao.
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Observagao 2.3.5 Sejam 1 < ¢ < oo e X uma classe de sequéncias tais que ax,,
seja uma quasi-norma quasi-razodvel em F ® F'. Entao, a quasi-norma ax ,, admite

Ser expressa na forma

k
ax g, (u) = 1nf{ll j=ll, Nl ?leX(E)H<yj>?:1ng(F>;u=ZWJ@%}-
j=1

Para verificar esse fato, vamos denotar o lado direito da expressao acima por dx, (u) e
. . ~ k .
notar primeiro que cada representagao de u da forma i1 \jz; ® y; pode ser escrita

como Z§:1 z; ® (Ajy;). Consequentemente,

ax g, () < [[@3)ia | o) |Aav)ially, ) < 1Tl @5 ) )il iy

e assim « u) < oxye (u). Por outro lado, seja L
im ay, (1) < dxg, P lado, sej j_l

k .
Podemos escrever u como Zj:1 lly;]| x]@”iﬁ. Logo, dx,, (u) < H(xj);?:lHX(E) H<yj)§:1H€q(F)

Tj; ® y; uma representacao de u.

e consequentemente dx ¢ (u) < ax g, (u).

Note que a observagao acima vale, com as adaptacoes 6bvias, para a norma

transposta ay, x.

Exemplo 2.3.6 Suponha que 1 < p; < ¢ < o0 (j =1,2), ¢1 < g2, p1 < p2 e
111

— L. Entao,
P1 q1 — p2 q2

O{Zmld K * S agmld Z . (24)

P17’ P2,P1°

Com isso, a aplicacao do Corolario [2.3.3| nos dé
1 1
,Cg;nlid;gql (E, F) — £€Tr)ﬂ2i?l’1 Las (E, F) (§] Eeqi‘;(egllid)dual (E, F) — qug;(gzr?;?lpl)dual<E; F),

para quaisquer espacos de Banach E e F'.
Vamos dividir a demonstragao de (2.4) em casos. Se ¢; = ¢o, temos p; = po € as
normas sao iguais. Suponhamos agora que 1 < ¢; < g < co. Sejam FE, F' espagos de

Banach, u € EQF en > 0. E suficiente mostrar que Qg g, (u) < it (u)+n. Pela

Observagao [2.3.5, podemos escolher uma representagao de v da forma Z?:l AT ® y;

tal que

H<)‘j>’?: (%)?:1”%51 H CUJ j= 1Hg(><> (F) < Qpmid Lo (u) +n.
Reescrevemos essa representacao como

koo g9
u=Y A ay) ey,
j=1

e temos

g () < || Oy ek el 25)

ar id(E)



mi (QD )';.7,0: EBZ“’ /
mia(my )i €8y o)

1

k o0 * H
(-2
- sup (ZZ Al A !@n(%‘)!m>
j=1 n=1

1
k * o7} p1
)
C (Zw (zwmm)).
n=1

(sﬁn)ﬁoﬂEBegl (B \ j=1

Com as hipoteses sobre py, pa, ¢1 € g2 nao é dificil verificar que

1 —1 > 1
P2 GG =
p1 147 —P1G3

e aplicando a desigualdade Holder, obtemos

X
_ %2

E3

(N Maj)h

J Jj=1

k ok
27

G S L i
< § :‘)\j| PV g
Jj=1

er’nlid(E)

sup

(en)ni€Bew (&)

11

— (Z |)\j|q5> H(‘rj)?leegﬂd (B)

Substituindo o que fizemos acima em ([2.5)), obtemos

a0 < O

s

(QJj)?:nggg’dpl (E) H(yj);?leZoo(F) < Qmid

1 P19 —P195
Pl

9391

2,P1

(u) +n.

P2,P1°7q5

O 1ltimo caso, em que ¢; = 1, é demonstrado da mesma forma que o caso anterior, mas

considerando agora a desigualdade de Holder com os indices py e ¢3, ja que 1 < p% + qi*.
2

O argumento usado para obter o novo resultado de inclusao acima também serve

para mostrar mais um resultado conhecido que pode ser recuperado pelo Corolario

2.3.3. A demonstracao neste caso, por ser andloga, sera omitida.

Exemplo 2.3.7 Suponha que 1 < p; < ¢; < oo (j

1 _ 1«1 _ 1 Entio
p1 q1 — P2 q2
Qy

e, aplicando o Corolario temos

<
P1 7Zq{ — O{g% ’qu

=12), ¢ < @, p <pye

1 1
Ly g, (B3 F) = Loy, (BSF) e Ly () (B F) = Ly, 0 (B3 F),

isto é,

Mgy (B3 F) < Ty (B3 F) € Dy g (B3 F) < Dys s (B3 F),

ol
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para quaisquer espacos de Banach E e F,
A primeira inclusao acima pode ser encontrada em [20, Theorem 10.4] e a segunda

é obtida em [5, Theorem 3.2], fazendo uso da primeira.

Vamos agora & nossa segunda caracterizacao dos operadores (X; Y 44!)-somantes:

aquela por meio dos seus comportamentos em subespacos de dimensao finita.

Teorema 2.3.8 Sejam E e F espagos de Banach, T € L(E;F) e X eY classes de
sequéncias tais que Y € esfericamente completa, Lx.yaw € um ideal de Banach e ay y
uma quasi-norma tensorial. Suponha ainda que X seja finitamente determinada (ou
dominada) e Y seja norma mondtona. Entio, T € Lx.yaa(E; F) se, e somente se,

existe uma constante C' > 0 tal que para quaisquer M € F(FE) e L € CF(F), o operador

a
QLoTo[M:M—>E—>F—>Z

satisfaz |Qr o T o Inf|| xyaua < C. Além disso, ||T| xyau = sup [[Qr o T o Ins| x.yauar »

onde o supremo € tomado sobre todos os pares (M, L) € F(E) x CF(F).

Demonstracao. Suponhamos que T € Ly yawa(E; F)es:=sup||QroT o IMHX;Ydu'dl'

Como |:£X;Ydual, ||‘||X;Ydual:| ¢ um ideal, tem-se Q0T o Iy € Ly.yaua(M; %) e

1QL o T o Iull xyyana < NQLIIT | yravar [[Far]] = T[] yauar

ASSim, S S HTHX;Ydual .
Reciprocamente, sejam u € £ ® F' e n > 0. Como ayy ¢ finitamente gerada,

existem subespagos M € F(E) e N € F(F') taisqueu= ) 7, ®@y; € M® N e
=1
axy (M@ N) < (1+nayxy (u; E® F').

Considere o subespago L € CF(F) tal que (%)/ = N, por meio da aplicacdo Q) :
(%)/ — N. Seja v, € (%)/ tal que Q(¢v;) = y;,j =1,...,n. Note que ) z; ®y; e

j=1
> x; ®1; s@o representacoes de u e que
j=1
PQuoToly (W) = PQLoToly (Z z; ® %) Z Ui (Qu(T Z QW) (T (x;))
j=1
_Zy] = ¥r (Z%@)ZIJ)_@T( )-
7=1
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Por hipotese Qp o T o I, € EX;Ydual(M;%) e assim, pela Proposicao m segue
que o funcional linear ¢, orory, : M ®a, (£)" — K ¢ contiuo e [pg,oron, || <

|QroT o [MHX;Yd“al' Dai, tem-se

F /
ool = loayerany (0] < leayerayllaxy (w0 (7))
= QroT o Inlly,yaw - axy (M @N) < s (L+n)ayy (u; £ F)
e segue que |pr(u)| < s-axy (u) e pr 1 B ®q ' — K & continuo. Usando

novamente a Proposicao [2.3.1} segue que T' € Lyyaua (E; F) e que ||T]| x.yau < [lor]],

donde temos [|T']| xyaw < s. ®

Observe que, com todas as hipoteses do teorema acima, o Teorema garante

que o ideal de Banach [Lx yaua, [||| x.y-aua] ¢ maximal e assim temos o seguinte corolario:

Corolario 2.3.9 Sejam X e Y classes de sequéncias tais que Y € esfericamente com-
pleta, Lx yaw € um ideal de Banach e ax y uma quasi-norma tensorial. Suponha ainda
que X € finitamente determinada (ou dominada) e Y € norma mondtona. Entdo, o

ideal Lx.yawa € mazimal.

Vejamos alguns exemplos da aplicacao do corolario acima.

Exemplo 2.3.10 a) Considerando 1 <p < ¢ < oo, X = /Y = {; e a quasi-norma

tensorial Qg g SCGUE quE

|:£K;) ;Zq ) H ’

e ;eq] = (g, Tg,p)

¢ um ideal maximal, o que ¢ bem conhecido (ver |20, Proposition 10.2], por exemplo).
b) Considerando 1 < p < g < oo, X ={,,Y = (. e a quasi-norma tensorial a; gu , 0
ideal

[ﬁz g ( || ||1z Ly } - [qup»dqvp]

é maximal. Acreditamos que este deva ser um caso conhecido, pelo menos para p = g,
mas nao encontramos referéncias sobre isso na literatura.

c) Agora trés casos novos. Seja 1 < p < ¢ < oo com p # 0.

e Se X = ({p)deY = (Y%, entdo

[Lenpaears Il

é um ideal maximal.
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e Se X = ({p)4eY = L4, entao

[E(fp)g‘id;lqa H’H(gp);nid;@q :|

é um ideal maximal.
e Se X = (6, ()9 eY ={g, entao

[ﬁ(gp(')){,“id;fqa ||'||(Zp<.>)glid;éq }

é um ideal maximal.

2.4 Dual tensorial e operadores somantes

O espaco dual do produto tensorial £ ®, F', onde o é uma norma razoavel, pode
ser interpretado como um subespago de formas bilineares em E x F', um subespaco de

operadores lineares de E' em F’ ou um subespaco de operadores lineares de I’ em FE’.
De fato, como (F®, F) C (E®, F)’, do Teorema e do que foi discutido na Segao

[1.2] temos
(E @, F) CB(E,F) = L(E;F') = L(F; E"). (2.6)

Mas quando a é uma quasi-norma quasi-razoavel qualquer, nao conseguimos garantir
que « < 7 e, portanto, que faca sentido.

Apresentamos nesta secao condigoes para que a identificacao do dual do produto
tensorial, munido com a quasi-norma quasi-razoével ay -, com subespagos como em
seja possivel.

Um fato importante: pode ocorrer que o dual de um espago quasi-normado seja o
espago nulo (dual trivial). Como, em nosso contexto, estamos identificando esses duais
com classes de operadores, justifica-se, ao longo da secao, um cuidado em estabelecer
condicoes que excluam esse tipo de trivialidade.

Nosso primeiro objetivo sera identificar (F ®q, . F)’

, onde ayy é uma quasi-
norma, com um subespago de formas bilineares em B(FE,F). E o que faremos no

resultado abaixo.

Teorema 2.4.1 Sejam E e F espacos de Banach e X eY classes de sequéncias tais
que axy € uma quasi-norma quasi-razodvel. Suponha que X seja finitamente deter-
minada (ou dominada), Y seja finitamente determinada (ou dominada) e que X ou'Y

seja Ly -completa. Entao,

i
(E Bay, F) L Ly (B, FiK).
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Demonstragao. Considere a aplicagao
/
U: Ly (B, F;K) — (E Doy, F>
definida por
D (Saen) -3 atm
i=1 j=1

Note que ¥(A) : E® F — K é um funcional linear, uma vez que por defini¢ao W(A)

¢ a linearizagao da forma bilinear A. Seu = ) z; ®y; € E® F, temos
j=1

< Z ’A<x]7y]>’ < HAHX,Y;Zl ||($J>?:1||X(E) H(yj)?:lHy(F)a
j=1

=D A(z;,y;)

j=1

[W(A)(u)

onde na tultima desigualdade usamos a Proposicao m para A € Lxy.y (E, F;K).
Como isso vale para qualquer representagao de u, temos |W(A)(u)| < [[All 5y, axy(u)
e dessa forma W(A) : F ®a, , 7 —> K& continuo. Isso nos diz que ¥ esta bem definida.
Observe ainda que ¥ é linear e além disso continua, pois, do que fizemos acima, segue
que [U(A)| < [All e,

Vamos mostrar agora que W é sobrejetiva. Seja ¢ € (F ay y F)'. Considere a
aplicacdo A, : E x F' — K definida por A,(z,y) = ¢(z ® y), que claramente esta
bem definida e é bilinear. Vejamos que A, € Lx v, (E, F;K).

Se (7;)j—, em E™ e (y;)7_; em F™, supondo que X é {,-completa, temos

[Actesm)aall, = sup [@ ((Astesm))isy)| = | sup > Al )
<I>€B(41)/ J 2 1€Bes j=1
= swp Y oz @y) - A= sup Zw (Ajzs) ® y;)
()‘J‘)J(?ileBéoo 7j=1 ()‘ )g 1€Béoo 7j=1

- w(i@jxj)@yj))‘

()‘ ) 1EBZOO j:1

J)j=1 €Byo

<l H(fj)?:le(E) H(yﬂ')?zlﬂy(p)

Supondo, sem perda de generalidade, que X e Y sejam finitamente determinadas, o

célculo anterior mostra que A, € Lx v, (E, F;K) e que [[Ayl 1., < l|eo]]-
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Resta-nos mostrar que W(A,) = p em E®,, , F. Seu =37 7, ®y; €
E Ray y F' temos

U (Ap) (u) =¥ (Ay) (Z T; ® yj) = ZAso(%yj)

n

= Z@(ﬂi‘j ®y;)=¢ (Z% ® yj) = ¢(u).

Jj=1

Portanto, Lx yu, (E, F;K) e (£ ®q,, F)' sao isometricamente isomorfos. m

Observacao 2.4.2 No Teorema acima e em muitos resultados deste capitulo, temos o
espaco £ ®,,  F sem o completamento, em virtude do fato apontado pela Observagao
1.5.2L Quando ay - for de fato uma norma, usando o argumento de extensao ao fecho,

vale o resultado para o completamento do espaco e, neste caso, temos
/
~ 1
(E@axny) L Ly (B, F;K).

Antes de mostrarmos exemplos da aplicagao do resultado anterior, vejamos alguns
casos em que classes da forma Ly y., (E, F;K) ndo sejam triviais. Por exemplo, o
Teorema [I.4.5] apresenta condiges sobre as classes de sequéncias X e Y de modo que
Lxy.(E,F;K) # {0}, uma vez que todo ideal de operadores bilineares contém os
operadores de tipo finito. Como ilustragao, apresentamos alguns ideais de operadores

bilineares gerados por esse teorema:

e Sendo 1 < p < ¢ < oo, tem-se 1 < 217 + qi* e sao ideais de Banach de operadores

bilineares as classes:
(@) [Laptyeitr gty |
(B) [Loptyettis Iy
(©) (Lt tyetyt I ppia sy 1| com b # 05
() [ L5,y ey 1]y i g | com p £ 00 € g 1.
Vejamos agora exemplos do uso do Teorema [2.4.1]

Exemplo 2.4.3 Sejam 1 < p < ¢ < oc.

— w — 3
a) Se X = () e Y =, tomando-se a quasi-norma Qg g+ SCGUC quE

prqT

/
(E oy, . F> L Lowsa(E, F;K).

o6



b)Seq#1, X={)eY = ﬁgiid, para a quasi-norma «,,, ,mi, tem-se
p7 q*

/
1
<E ®O¢£;‘,’,Z;§id F) = ﬁf;u;}j:;éd;fl(E’ _F17 K)
¢)Sep# o0, X = (ép)glid e Y = {,+, para a quasi-norma Qg ymid g tem-se

/
1
(E ®a(£p>mid,f * F) - E(Zp)pmid7€q* 7€1 (E7 F; K)'

Agora, tendo em mente o Teorema e o primeiro isomorfismo em ({2.6]), uma
questao imediata surge: qual a classe de operadores lineares e continuos A(FE; F”), des-
crita em termos das classes de sequéncias X e Y, esta associada a classe Lx y i, (£, F'; K)?

Assim, uma vez que consigamos determinar esta classe, teremos as identificacoes
/
(E ®aX,Y F) = ‘CX,Y;h(Ea F K) = ./4(E7 F,),

considerando-se todas as hipoteses necessarias para tal.

Nesta dire¢ao, apresentamos a seguir um resultado que acreditamos ser interes-
sante por si s6 e que poderia ser estudado, independentemente, no contexto da teoria
de operadores somantes. Mas antes, vamos apresentar um lema que fornece uma ca-
racterizacao da norma em Y% em espacos duais, que sera ttil para este resultado e

em outras partes do trabalho.

Lema 2.4.4 Sejam F um espaco de Banach e Y uma classe de sequéncias esferica-
mente completa, linearmente estdvel, finitamente determinada (ou dominada) e finita-

mente injetiva. Se (@;)52, € Y (F'), entdo

> i)

J=1

1)l y vy = 5552 e By

Demonstracao. Aplicando o item (b) do Teorema [1.4.10| e usando o fato de que
Jy(ry (Y(F')) € normante para Y (F)', temos

H(Spj)ﬁlHydual(F/) - ”J ((%‘)j’il) HY(F)’
= sup

PEBy (pyy ¢ (J <(¢J)j‘;l>>’
— e (s ()]

¢€BJY(F)Y<F>
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= sup Sy ((9)52) (J ((%’);il))’

(¥5)521€By (F)

= sup J <(80j>;i1> ((yﬂ)ﬂoil)

(Y5)521 €By (F)

= swp > ey
j=1

(¥5)521 €By (r)

Proposicao 2.4.5 Sejam E e F espacos de Banach e X eY classes de sequéncias,
onde Y € esfericamente completa, linearmente estdvel, finitamente determinada (ou
dominada) e finitamente injetiva. Entao,

Lxyu,(E,F;K) = Lyyaum(E; F').
Demonstragao. Considere a aplicagao
U: Lxy,(E, F;K) — Lx.yaa(E; F')

definida por ¥ (A) (z) (y) = A(z,y). Usando a bilinearidade e continuidade de A, é
imediato mostrar que W(A) € L(E, F"). Mais ainda, se (z;)32, € X(E), entdo

o

> (A (x)(y5)

Jj=1

< sup Z |A(zj,y;)] < HAHX,Y;el ||(‘rj>]®:1||X(E)’

(¥;)521€By (1) j—1

= sup
(¥5)521€By (F)

| @)z,

Ydual(F/)

onde o Lema estd sendo usado na primeira igualdade. Dessa forma, W(A) €
Ly yaua (E; F') e isso nos diz que ¥ estd bem definida. E facil mostrar que ¥ é linear

e, do calculo anterior, segue sua continuidade e que

(A yanar < 1Al x v, -

Agora mostraremos que ¥ é sobrejetiva. Se T' € Ly.yaua(E; F’), considere a
forma bilinear continua Ay : E x F — K definida por Ar(x,y) = T'(z)(y). Vejamos
que Ay € Lx vy, (E, F;K).

Se (:L’j);?‘;l em X(F)e (yj);?‘;l em Y (F), temos

| CArtes )2 |, = 2o lAr s = D2 TG )] = 3 el (7))
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< Ty

(xj)?il HX(E) H (']F(yj))?il HY(F”)

< Ty

(xj);)ile(E) H(yj);iluY(F) ’

onde na pentltima desigualdade usamos o fato de que T € Lx.yaua (E; F') e na tltima os
fatos de que Y é linearmente estéavel e || Jp|| = 1. Isso mostra que Ay € Ly y ., (E, F;K)
e que [[Arllx v, < T xyam-

Resta mostrarmos que W(Ar) = T'. De fato, se z € E e y € F, entao

U(Ar)(2)(y) = Ar(z,y) = T(z)(y).

Portanto, Lx v, (E, F;K) e Ly yaa(E; F') sdo isometricamente isomorfos. m

Como comentado acima, de posse do Teorema e da Proposicao [2.4.5] segue
imediatamente o seguinte corolario:
Corolario 2.4.6 Sejam E e F espacos de Banach e X eY classes de sequéncias tais
que axy € uma quasi-norma quasi-razodvel, com Y esfericamente completa. Suponha
que X € finitamente determinada (ou dominada), Y € finitamente determinada (ou
dominada), linearmente estdvel e finitamente injetiva, e que X ou'Y seja lo,-completa.
Entao,

/
<E ®ay, F) L Ly (B F).

O resultado acima pode ser obtido de maneira direta e, dessa forma, a hipotese
de que ao menos uma das classes de sequéncias X ou Y seja /. -completa pode ser
substituida pela hipotese de que Y seja norma monoétona.

Proposigao 2.4.7 (versao direta do Corolario [2.4.6) Sejam E e F espagos de Banach
e X eY classes de sequéncias tais que iy y € uma quasi-norma quasi-razodvel, com Y’
esfericamente completa. Suponha ainda que X € finitamente determinada (ou domi-

nada), Y € finitamente determinada (ou dominada), linearmente estdvel, finitamente

mjetiva e norma mondotona. Entao,
(E Bayy F)l L Ly (B F).
Demonstracao. Considere a aplicacao
U Ly (B F) — (B o, F)

definida por

n

v (T) (Z Tj @ yj) = T(x;) (y)-

j=1
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Note que ¥(7T) : E® F — K é um funcional linear, uma vez que ¥(7T") coincide com
a linearizacdo da forma bilinear Ay : £ x F' — K definida por Arp(z,y) = T(x)(y).
Além disso, se u =Y z; ®y; € E® F, temos

j=1

W) @)] = DT ws)| < DT @) )l = D 1Te(w) (T(as)
< ||T||X;Ydual (xj)?=1HX(E) H(‘]F(yj));;lHY(F”)
<N syana @305 ey 1851 My

e como isso vale para qualquer representacao de u, temos

(W) ()] < T xyaum cxy (w).

Dessa forma, o funcional ¥(T') : £ ®,,, F' — K & continuo e isso nos mostra que ¥
estd bem definida. Observe ainda que ¥ é linear (facil) e continua, ja que, pelo que
calculamos acima, temos

(D] < 1T )| pyrauan -

Mostraremos agora que W ¢é sobrejetiva. Se ¢ € (E ®q, , F)’, considere a
aplicacdo linear T, : £ — F’ definida por T,(z)(y) = ¢(x ® y). Vejamos que
TQO € £X;Ydual (E, F/)

Se (7;)j—, em E", temos

> ol @)

j=1

(e

= sup
(¥;)521 €By (F)

= sup Z Tp(5)(yy)

(¥5)521 €By (F)

= sup ¢ (Z Tj & yj)
j=1

(¥5)521€By (F)

Y dual (F’)

< el )il )

onde na primeira igualdade aplicamos o Lema e na ultima desigualdade usamos
que Y é norma monétona. Como Y ¢ finitamente determinada e X ¢é finitamente
determinada (ou dominada), segue que T, € L yaua (E; F”) € que || Ty | y.yau < [lo]]-

Resta-nos mostrar que ¥(7,) = ¢ em E ®,, _ F. Assim, se u= )"

j=1Lj QY; €

E RPay y F', temos
n

U (T,) (u) = W (1) (Z T ® yj) = Tu(z;)(y))

j=1
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n

= ng(xj ®Y;) = (Z T ® yj) = p(u).

7=1
Portanto, £x,yaui (E; F') e (£ ®,, ,, F)' sdo isometricamente isomorfos. m

Antes de apresentarmos alguns exemplos de aplicagoes dos resultados anteriores,
vamos primeiramente identificar o espago (F ®ay, F ) com um subespago de operadores
em L(F; E'), em fungao do segundo isomorfismo em , e em seguida caracterizar o
espago (E®a§( ,YF)/ . A demonstracao do primeiro resultado seréd omitida por ser anéloga
aquela da Proposicao [2.4.7, apenas trocando as hipdteses da classe de sequéncias Y
para X e fazendo adaptacoes sutis. A do segundo foi estabelecida como um corolério
da Proposicao [2.4.7 mas, claro, poderia ter sido estabelecida de forma independente e

direta.

Proposicao 2.4.8 Sejam E e F' espacos de Banach e X eY classes de sequéncias tais
que axy € uma quasi-norma quasi-razodvel, com X esfericamente completa. Suponha
ainda que Y € finitamente determinada (ou dominada) e que X € finitamente deter-
minada (ou dominada), linearmente estdvel, finitamente injetiva e norma mondtona.

Entao, temos

!
<E Rayy F) L Ly xaw(F; E).

Corolario 2.4.9 (da Proposigéo Sejam E e I espacos de Banach e X eY clas-
ses de sequéncias tais que Qxy UMa quasi-norma quasi-razodvel, com'Y esfericamente
completa. Suponha ainda que X € finitamente determinada (ou dominada) e que Y
¢ finitamente determinada (ou dominada), linearmente estdvel, finitamente injetiva e

norma mondtona. Entao
/
(E D, F) L Ly (F; E).

Demonstragao. Seguido um caminho anélogo ao da demonstracao da Proposigao

é possivel mostrar que

/

/
(B, 1) (P, )

/
e a Proposicao [2.4.7| garante que (F RPay E) = Lxyaa(F;E). m

Agora, vamos as aplicagoes desses resultados. No primeiro e segundo exemplos,

conseguimos recuperar casos conhecidos. O terceiro apresenta novos casos.
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Exemplo 2.4.10 Considerando 1 < p < 0o, X = {. e Y = {,, a Proposicao 2.4.7]

garante que

(B ®a, F) = (B Qapy ,, F)' = Lag. g, (B F') = e (B F). (2.7)
Como g, = d},, o Corolario nos da

(B @y, F) = (B ®ayy n F) = Loy 0,0 (F1 B) = W (F1 ). (2.8)

Esses resultados podem ser encontrados, por exemplo, em [45, Sections 6.2 and 6.3].
Agora, calculando o dual do produto tensorial munido da norma g, diretamente pela
Proposicao e o dual (E ®g, F)' pelo Corolario [2.4.9, temos, respectivamente,

(B ®y, FY = Lo, 0,0 (E; F) =Dy(E; F') e (E®q F) =D,(F; E),

Nao encontramos as caracterizacoes dadas pelas duas expressoes acima na litera-
tura e o comum ¢é encontrar as caracterizacoes em (2.7 e (2.8). Observamos ainda que

pelo exposto acima, por exemplo, obtivemos a identificacao
1
. (E; F') 2 D, (F; ), 2.9)

que se da por meio da aplicacdo T+ T dada por T (y)(x) := T'(x)(y). Entretanto, isso

nao representa uma novidade. De fato, em [I7, Theorem 2.2.2], foi demonstrado que:

(i) T € ll«(E; F) < 1" € D,(F'; E'), com igualdade de normas.
(i) T € D,(E; F) < T" € Il (F'; E'), com igualdade de normas.

Dai, a identificacao em ([2.9) se justifica ndo s6 por nossos resultados mas também de

(i) e do fato de que T"| s, (p)=r = T.
Exemplo 2.4.11 a) Sendo 1 <p < oo, X = /() e Y = (., temos
(E apy u, F)' = Loy, 9 (B F).

Resultado apresentado em [1, Theorem 3.3.], no contexto multilinear.
b) Considerando 1 <p < ¢ < o0, X = e Y = (4, entdo
(E ®@a,,, F) =Ly (B F)=1,,(EF)

Resultado apresentado em [33, Proposition 3.2, no contexto multilinear.
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Exemplo 2.4.12 Sejam 1 < p < ¢ < oo. Entao:
a) Sep# 00, X =00 eY =L, temos
(E @a FY = Logiay, (B F).

opid g
b) Se p # 00, X = ()1 e Y = {,-, segue que

1

(E ® F)/ = ﬁ(gp)g]idjq(E; F/)

O(([ )mid ¢
Cp)p g

c¢) Sendo X = £ e Y = (., temos

(E Q4 F) £ Lo,y (B F).

o e,
P org*

Note que quando p = ¢ nos itens a) e b) acima, estamos calculando o dual do produto

tensorial munido de novas normas razoéaveis.

Observagao 2.4.13 Em alguns casos, em fun¢ao das propriedades das classes de
sequéncias envolvidas, conseguimos usar todas as identificacoes de nossos resultados

simultaneamente. Por exemplo,

Loy om0 (B, FiK) = (B ®ayy o F)' = Loy g0y (B F') = Lo g0y (F3 ).

e,
P org*

No entanto, pode ocorrer de nao podermos usar alguns dos resultados. Por exemplo,

temos
rl _ .
(E ®aeg}ﬂgmid F) — ;Cg;)u’é(rlr:}d;gl (E, F, K),
q*
mas nao é possivel construir, por nossos resultados, a identificagao entre (E®, y FYy
Z’U} Zlnl
D otgx

e Ee;).(emid)dual (E; F'), uma vez que a classe de sequéncias fgiid nao é finitamente injetiva.
) q*
Juntando-se as hipoteses das Proposicoes e[2.4.8 tem-se
;CY;Xdual(F; E,) é ;CX;Ydual (E7 F,),

como no caso particular de no Exemplo . No entanto, pode-se provar este
fato, com menos hipdteses, diretamente no contexto da teoria de operadores. Omi-
timos a demonstragao, ja que ela segue linhas bem parecidas as da demonstracao da
Proposicao [2.4.5]

Proposicao 2.4.14 Sejam E e F espagos de Banach e X e Y classes de sequéncias
esfericamente completas, linearmente estdveis e finitamente injetivas. Suponha ainda

que X seja finitamente determinada (ou dominada) e Y seja finitamente determinada

(ou dominada). Entao
LX;Ydual(E; F/) é ;CY;Xdual(F; El),
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por meio do isomorfismo
\Ij . £X7ydual (_E]7 F,) — EY;Xdual(F; E/)

definido por W (T') (y) (x) = T(z)(y) para todos x € E ey € F.

Vejamos agora que podemos tomar, para quaisquer espacos de Banach E e F; a
identificagao

Lxy(E; F) = Lxy (E; Jp(F)),

por meio da aplicagdo ®(7T") = Jp o T, sempre que X e Y forem classes de sequéncias
com Y linearmente estavel. De fato, sejam T € Lx,y(E; F) e ()52, € X(F). Como

Y é linearmente estavel, temos

|CRTEDE Ny iy < I I EDE Ny < 1T 1@ -

donde segue que Jr o T € Ly (B: Jp(F)) ¢ |5 o Tllyy < Iy
Por outro lado, se A € Lx.y (E; Jp(F)), tome T € L(E; F) dado por T = Jz' 0 A.
Claro que ®(T') = A. Se (z;);2, € X(F), usando a estabilidade linear de Y mais uma

vez, temos

IT@NE iy = || (7 0 A,
< ”JEIH ' ”(A(Ij));ilHY(JF(F))

< “AHX;Y ’ ||(xj>;?i1||x(E)

Y(F)

e portanto T' € Lx.y (E; F) e [T xy < [|Allxy - Assim, a identificacao esta provada.
Um caso particular da identificacao acima, que usamos no préximo resultado, é
dada por
Lxyan (B F) = Ly yawm(E; Jp(F)),

onde, neste caso, Y deve ser esfericamente completa e Y9! linearmente estavel.
Vamos usar esse tipo de identificagdo e também a identificacdo Jp(F') = F, sem

maiores comentarios, no que segue.

De acordo com o Teorema |1.3.8] sendo [E X.ydual, ||| X-Ydual] um ideal de Banach,

entao esse ideal é maximal se, e somente se, existe uma norma tensorial « tal que
Ly.ywa(E; F) = (E®,F) NL(E,F), (2.10)
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para quaisquer espagos de Banach E e F. O proximo resultado estabelece condigoes
com as quais uma quasi-norma tensorial oy y- satisfaz (2.10)).

Teorema 2.4.15 Sejam E e F' espacos de Banach e X eY classes de sequéncias tais
que iy y € uma quasi-norma tensorial e Y € esfericamente completa. Suponha ainda
que X e Y sejam linearmente estdaveis e finitamente injetivas, que X € finitamente

determinada (ou dominada) e que Y seja finitamente determinada (dominada) e norma

monotona. Entao

Lyyau (B F) = (B ®a, , F') N LE;F).

Demonstragao. Considere a aplicagao ® : Ly yau (E, F) — (E®qy, F')NL(E, F)
definida por

o(T) (Z Tj ® %‘) = > W(T(x;)).
j=1 j=1
Note que ®(T) : E ® F' — K é um funcional linear ja que ¢ a linearizacdo da

forma bilinear Ay : E x F' — K, definida por Ar(z,v) = (T (z)). Além disso, se
u=Y z;®Y; € E®F' entao
j=1

|[P(T)(u)] =

Z V(T ()

< Z ;i (T ()]

< I yem

(mj)?zl Hx(E) H (wﬂ')?:l HY(F’)

e como isso vale para qualquer representacao de u, temos

[(T) ()] < T xyana coxy (w),

L

donde ®(T) : F ®,, , F' — K & continuo. Vejamos que ®(T) € L(E,F)
L(E, Jp(F)). Observe que ®(T') € L(E, F), pois

O(T)(2) () = ®(T)(z @ ¢) = (T (x)) = Jr(T(x))(¥),

onde a primeira igualdade acima segue do Proposigao 2.4.7] Agora, dados z € F e
Y € F') temos

[@(T)(x) ()] = [(T (@) < 1INl
e assim ||®(T)(z)|| < [Tl [|z[|. Portanto, ®(T") € (E ®a,, F')' N L(E,F) e isso nos
diz que ® estd bem definida. Observe agora que ® é linear (facil) e continua, ja que

[2(T)|| < [IT[| x.yauar - Mostraremos agora que @ é sobrejetiva.
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Seja v € (E ®aq, , F') NL(E, F). Considere T, : E — F < Jr(F') definida por
T,(x)(¢) = p(x ® ). Nao é dificil mostrar que T, € L(E,F). Sejam M € F(E) e

L € CF(F). Temos (£ = L*, por meio da aplicagio Qy : (£) — L*. Note que M

e % sao espacos de Banach com dimensoes finita. Assim, pela Proposi¢ao m

F AN F " Ja
(M ®O‘X,Y (E) ) é ﬁX;ydual (M, (Z) ) é EX;Ydual (M, z) . (211)

! /
Observe que ¢ |(M®O‘XYLJ_)E (M Bay.y LL> = (M Payy (%)’) e que se Z?:l z; ®
¥; € M®L* ¢ uma representagao de um tensor u, entao Z?zl Zj ®Q'L_1(¢j) eEM® (%)/

¢ também uma representacao de u. Logo,

po(In® QL) (u) =¢o(lu®Q) (Z%@Q )_90(2«75]@%)
= | M®a (ZIEJ@%) = ‘( aX’YLJ_) (u)

e isso nos diz que ¢ |(M® )= po (I ® Q). Além disso,
XYy

wo(Iu®Q7) <Zx]®Q )-w(Zx]éb@D]) 2290(35]-@%)
_ZT z;)() ij ZZ%(TNIM)(%')

n

_ Z(T@ o Ing) () () = > _(Ihy o TL) () (x5)

j=1
n

=D (L 0 T, o QL)(QL () (w5) = Y (Qr o Ty o L) (Q (1)) ()

=1 j=1

—ZQ (¥)(Qr 0 T, 0 Ing)(x;).

Por ([2.11]), existe um tnico operador

F .y

)& o (@ Q) € (M @, (2))

T e ;CX;Yduzﬂ(M; 7

e note que 1" = Q) o T, o Iy, pois

W(QLOTSDOIM <Z$]®Q > ZQ % QLOT OIM)(IJ)
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Assim,

1@z © Ty © Tull xyamm = [l 0 (Iar @ QI < lloll 1 ar @ @Il < ol ar [ QLI = lleell

e pelo Teorema T, € Lx.yawa(E; F) com

1Tl iy aua < sUp [[Qr 0 Ty © Ina| x ypauas < [l

Resta mostrar que ®(7},) = p em E®,,  F'. Assim,seu =37,

iL'j ®'I7DJ c E®ax,y F,,

temos

O(T,) (u) = O(T,) (Z T ® %‘) = Z%‘(Tw(%‘)) = Zﬂo(%)(%‘)

=Y olr; @) =¢ <Z$j®¢j) = (u).

j=1 j=1

Portanto, Lx yaw (E; F) e (E ®q, , F')' N L(E; F) sao isometricamente isomorfos. m
Observamos que quando ay - for de fato uma norma tensorial, com o argumento

de extensao ao fecho, o Teorema [2.4.15 nos diz que

Lyyaa(E; F) = (E®,  F') N L(E;F).

Vamos a aplicacoes do resultado anterior.

Exemplo 2.4.16 Considerando 1 < p < ¢ < 00, temos:
a) Para X = () e Y = [,
Loy, (B F) = (E @, , F)NLEF).

b) Para X = e Y = (1.,

. 1 N/ .
Lagie)( B F) = (B ®ay , FY NL(E;F).
¢) Sep# oo, X = (fp)glid eY = {4, temos
ﬁ(fp)iomd%@q (£ 1) = (B ®a(z ymid ' NL(E; F).

Quando p = ¢ nos itens a) e b) do exemplo anterior, estamos recuperando casos
ja conhecidos: o caso do item (a) pode ser encontrado em [45, pag. 143| e o do item

(b) em [I7, Lemma 2.5.1].
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Capitulo 3

A norma ,yé?éqy e classes de aplicacoes

pq .
(X, Y)-integrais

Neste capitulo, vamos definir uma nova classe de normas no produto tensorial, por
meio de classes de sequéncias, e a partir disso obter uma série de construcgoes, exemplos
e resultados. Além disso, vamos estabelecer o dual do produto tensorial munido com
esse tipo de norma.

Quando trabalhamos com ambientes abstratos, esperamos que estes recuperem
exemplos ja conhecidos da teoria, como também nos fornegcam novos exemplos. En-
tretanto, até onde sabemos, todos os resultados obtidos neste capitulo sao inéditos,

embora sejam claras as referéncias e paralelos relacionados a norma injetiva.

3.1 A norma tensorial 7%,

Comegamos introduzindo o conceito de classe de sequéncias dual.

Definicao 3.1.1 Seja X uma classe de sequéncias. Dizemos que uma classe de sequén-
cias X’ é dual de X se X(FE) = X'(E") para qualquer espago de Banach E, por meio
da aplicacao
v .X'(E") — X(E)
(0)521 = ¥ ((95)5%) : X(B) — K (3.1)

Jj=1

(25)320 = W ((5)52) ((25)32) = Z%’(%’)-



Vejamos alguns exemplos de classes de sequéncias duais.

Exemplo 3.1.2 a) ¢; é o dual de c.
b) Para 1 < p < oo, {p &€ dual de £,,.
c¢) Para 1 <p < oo, £;. é dual de £,(-) e £,+(-) & dual de £}

) p*

Uma observagao importante: neste capitulo, optamos por usar classes de sequén-
cia duais de X ao invés de classes do tipo X9 por dois motivos. Primeiro, nao
queremos sobrecarregar as nossas defini¢oes e resultados com as hipdteses necessérias
sobre uma classe X para que o item (¢) do Teorema seja valido. Segundo, e mais
importante, pode existir uma classe de sequéncias X que nao satisfaca as hipoteses
desse teorema e, mesmo assim, exista uma classe de sequéncias X’ que é dual de X,
no sentido da Definigao [3.1.1] Isto é, esse teorema nao caracteriza o dual de todas as
classes de sequéncias; ele tem limitagoes. Por exemplo, £ é dual de (,(-), mas nao é
um caso particular do Teorema [1.4.10 Entretanto, é claro, o Teorema fornece
uma classe de sequéncias dual de uma classe X, desde que X satisfaca suas hipoteses,

e isso ja nos fornece diversos exemplos dessas classes.

Vamos agora introduzir uma norma razoével, envolvendo classes de sequéncias,
no produto tensorial £ ® F. Esse tipo de norma tem inspiracao na construgao da

norma injetiva.

Proposicao 3.1.3 Sejam E e F espacos de Banach e X eY classes de sequéncias.

Suponha que existam 1 < p,q < oo, numeros reais satisfazendo %+ % > 1, tais que

1 1 . .
X =) eY — (7. Entao, a expressao

7(u) = sup { DO nlw)vn(y;)

j=1 n=1
define uma norma razodvel em E ® F, onde Zle x; ®y; € qualquer representacao de
ue E®F.

s (On)nzy € Bx(ery, (Vn)pey € BY(F/)}

Demonstragao. Para cada x € E e y € F, definimos a forma bilinear
B,, X(E)xY(F')—K

((SON)n 17<¢n)n 1) '—>Bzy((90n)n 1 ¢n n= 1 ZSOn ¢n
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De fato, vamos primeiro mostrar que B, , estd bem definida. Note que

1

Zm ) ()] < (an(x)v)p(an(y)\q)q (3.2)

1
Q)q
1

w (Soior) o (Sl

(Br)sl1€Bx (g n1EBy (51

1
oo \*
©®n
1 x (e ; ||(901)l:1||x(E’)

o

)2ty o (Z O

ATzl &

< ||(90n)20=1HX E) ||<wn)1ozo=1||y(F' :

= |’<¢n)?=1||X(E') ”(wn)ioleY(F') - elHXg‘id(E) ly - 6l”quid(F)
= [zl 1en)nzill x ey 1(@n)nzally oy < 00

Assim, Y > @, (x)y,(y) é convergente e

D (@) <le@n | [¢n ()]

< [zl 1 (pn)aZall x ) 1(@on)nZilly ry < 00

| By ((n)nzrs (¥n)nz)| =

Um célculo simples mostra que B, , ¢ bilinear. E imediato verificar que a apli-
cagdo A: E x F'— B(X(E'),Y(F")), dada por A(x,y) = B,,, ¢ bilinear e tomando

sua linearizagao, temos

A:E®F — B(X(E'),Y(F))
k k
u=) w @y ) Buy,
=1 i=1

cm que Z?:l ij,yj((%)iip (Vn)py) = 25:1 2211 on(2;)n(y;). Sejau € E® F e

k - . . , . .
> j=1%; ® y; uma representagao de u. Seguindo de maneira andloga ao célculo feito

em (3.2)), segue que

9071 () ¥n(y;)]

2%

(Zm s ) (S )
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k

< Mem)oallxmn 1@aially ery D syl

j=1
e isso mostra que, na verdade, ocorre que A:EQF — B(X(E'),Y(F")), isto ¢é, A
mapeia E ® F' em formas bilineares continuas. Vejamos agora que Ae injetiva. Se

Au = ZJ L% ®y;) =0, entao

k
j=1

=1 n=

o0

%(%)@/Jn(yj) =0

para todos (¢,)22, € X(E') e (¢,)5e, € Y(F'). Em particular, Z§:1 o(x)Y(y;) =0

para todas ¢ € E' e ) € F'  pois ¢ -e; € X(E') ep-e; € Y(F'). Logo, u=0.
Acabamos de mostrar que A : E® F — B(X(E'),Y(F')) é¢ uma imersio al-

gébrica. Definimos uma norma em E ® F' como a norma induzida por essa imersao.

Denotamos essa norma por

- e

k ')
{zz%%%%

j=1 n=1
Perceba que o valor acima nao depende da representacao de u. Falta-nos apenas

(gpn)n 1 € BX E")s (wn)n 1 € BY(F/)}

mostrar que essa norma é razoavel. E imediato verificar que ¢ < «. Para mostrar que
~v < m, basta observar que 7, por sua defini¢ao, ja satisfaz a desigualdade triangular e

que, usando os argumentos do calculo em (3.2)), tem-se

> al@)vn(y)];

< [l - eallxpiacey Iy - ellymagmy = [zl yll -

Yz ®y) = sup{ (n)oiy € Bx(mr), (Un)pe; € Bym)}

Observagao 3.1.4 Os somatoérios de indices j e n na definicao de v podem ser per-

mutados, ou seja,

u) = sup{

Isso ocorre porque a série Z?:l > len ()1 (y;)| € convergente para todas (p,)2, €
Bx gy, (Yn)pz) € By ().

Z Z @n(25)¥n ()

n=1 j=1

(<pn)n 1 € BX E")» (¢n)n 1 € By(F/ }
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Um caso particular e importante da proposi¢ao anterior ocorre quando exigimos,

em suas hipoteses, que existam classes duais X’ e Y’ de X e Y, respectivamente, com
1 1 ~ )

X' — £y eY' — (. Neste caso, usaremos uma notacao bem especifica para a norma,

cuja utilidade ficara clara na proxima secgao.

Proposicao 3.1.5 Sejam E e F espacos de Banach e X eY classes de sequéncias.

Suponha que existam 1 < p,q < 0o, numeros reais satisfazendo %—i—é > 1, e classes X'
1

dual de X eY’' € dual de Y tais que X’ <4 ty eY'— (. Entdo, a erpressio
k
Ryt = |5
j=1
define uma norma razodvel em E ® F', onde Zle x; ®y; € qualquer representacao de

ue bF®F.

o)

On(5)0n(Ys)] ; (Pn)net € Bxr(ery, (Yn)pey € BY/(F/)}
1

n=

. ) 1
Vejamos que a hipotese X — £, para algum 1 < p < oo, pode ser relaxada na
Proposicao m para o caso X = l, (e, é claro, o caso associado Y = /). Como
consideramos esse fato um complemento dessa proposicao, denotaremos a norma obtida

pelo mesmo simbolo.

Proposicao 3.1.6 Sejam E e F' espagos de Banach e Y uma classe de sequéncias tal

1 . .
que Y — (V. Entao, a expressao

u) :Sup{ Zzgpn x] wn yj

7j=1 n=1
define uma norma razodvel em E ® F', onde Z§:1
ue E®F.

s (Pn)nzt € Bog ey, (Un)pey € BY(F’)}

x; ®y; € qualquer representacao de

Demonstragao. Para cada x € E e y € F, associamos a forma bilinear
B,y leo(E") x Y(F') — K
((n)nzts (Yn)nie) — Bay((n)niy, (Yn)nii) Z‘Pn J¥nly

De fato, vamos primeiro mostrar que B, , esta bem definida. Note que

D len@n®) < Y llenll Il 19a(@)] < il 1(en)nZalle o D [a(y)

[e.9]

o . Uy,
= |2l 11(en)oZallo oy 1@n)2 iy D
n=1

1) 2y

(y)
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< ol )l o )illy ey s D (o)

(Yn)nZq eBY(F’) n=1
< [l 1(en)nzillew oy 1@n)nzilly ey 19 - exllygmia gy

= Nz Iy I Cen)nzallew ey 1@n)aially oy < 00

Assim, Y > @, (x),(y) é convergente e

|Bey ((0n )ty (¥ )ner)| = ), (y

1
< Hxl\ Iyl H(wn)?:lHeoo(E/) 1(&n)aZally gy < 00

Além disso, B,,, € bilinear (facil). A aplicacdo A: E x F — B({-(E'),Y (F")), dada
por A(x,y) = By, ¢ bilinear e, de forma analoga ao que foi feito na demonstragao da
Proposicao m, tem-se que A:EQF — B(l(E"), Y (F")) ¢ uma imersao algébrica.
Dai

7(u) = A

ko
:Sup{ Zzgpn X ¢n y]

j=1 n=1
define uma norma razodvelem F Q F. m

(Spn)n 1 € Bg (¢n)n 1 S BY(F/)}

Os somatorios nos indices 7 e n na defini¢ao de v, nesse novo contexto, também
podem ser permutados e, novamente, um caso particular e importante ocorre quando
exigimos que exista a classe dual Y’ de Y. Também nesse caso, usamos uma notagao

especifica.

Proposigao 3.1.7 Se existe uma classe Y’ dual de Y e Y’ < /¢, entao a expressao

ko
7&1, - Sup{ Zzgpn X wn y]

j=1 n=1
define uma norma razoavel em FE ® F', onde Z?Zl z; ® y; é qualquer representacao de
ue bF®F.

(Spn)n 1 € Bg (wn)n 1 € BY/(F/)}

A partir deste ponto vamos nos concentrar no estudo das normas geradas pelas
Proposigoes e A razdo disso decorre de nosso interesse em estudar o dual
do produto tensorial munido de uma norma do tipo v%%.. Neste caso, veremos que a

existéncia das classes duais X’ e Y/ desempenha um papel importante.
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Denotamos por E' ®,ra [0 produto tensorial £ ®@ F' munido da norma 7X v €o
seu completamento, por E®7§57yF . O espaco de Banach E®7§gxyF é chamado produto
tensorial fyp 4 -normado dos espacos de Banach E e F. Como veremos em exemplos
mais adiante, a norma 7 1, podera ser denotada apenas por Yx,y quando os parametros
p e q estiverem de certa forma bem determinados (como na norma da Proposi¢ao .

Uma observacao importante: em todos os resultados apresentados a partir deste
ponto, sempre que afirmarmos que %’(’?Y é uma norma razoavel e satisfaz alguma de-
terminada propriedade, estaremos admitindo que as classes X e Y, os parametros p e
q e as classes X’ e Y’ duais de X e Y (que existem) satisfazem as condigoes suficientes
para essa afirmagcao. Isso vai simplificar muito a escrita desses resultados. A proposicao

seguinte ¢ um bom exemplo disso.

Proposigao 3.1.8 Sejam X e Y classes de sequéncias tais que %% é uma norma
razodvel. Se as classes X' e Y' sao linearmente estdveis, entao 5% € uma norma

uniforme.

Demonstragao. Sejam E; e F; espagos de Banach e T; € L(E;; F;),i = 1,2. Considere
o operador linear T} ® Ty : E; Qpa Ey — Fi Qpa Iy dado por T1 ® Tr(z ® y) =

Ty (z) ® To(y). Uma vez que X’ e Y’ sdo linearmente estaveis, temos

H(Tll((pj));il”)(/(Ei) < HT1H H((p])jozl| X'(F!)’

sempre que (¢;)32; € X'(F]), e

1Ty ey < Nl @)l iy

k

sempre que (¢;)52; € Y'(F3). Dal, sendou € E1®ypa 1 Eye Z r;®y; uma representacao
=1

de u, temos

Wqu (T @ Th(u), Fy ® F)

:sup{
:sup{
J

= T[] -

NE

On(T1(25))Vn(T2(y)) | 5 (Pn)ner € Bxrryy, (Un)nzy € By

M- 1M
M 2

Ty () () T5(n) (5) | 5 (Pn)nes € Bxr(ry), (Yn)oey € By

}
}

I
N
S
Il
—
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k

- Ty
Sup{ 2.0 77 D)) ()i € Bty ()32 € BY,(F,>}
7j=1 n=1
k 00
< ||T1H HT2” Sup{ ZZ@n(xj)w ((pn)n 1 S BX’ EY) (w )n:l € BY’(Eé)}
7j=1 n=1
= |0l (| T2)l V35 (u, Ex @ E).

Portanto, Ty ® T ¢ continuo e ||T7 @ Ta|| < ||71] |72 . =

Vejamos agora alguns exemplos de normas razoaveis uniformes, consequéncia das

Proposicoes el3.1.8|

Exemplo 3.1.9 Sejam F e F espacgos de Banach. As aplicagoes abaixo definem nor-

mas razoaveis uniformes:

e Quando 1<p,q<ooell)+%21:

k oo
Zl Zl en(@)Un(y;)| 5 (Pn)nls € Buy(e), (Yn)niy € Be;v(Ff)} :
j=1ln=

(@) 127, () = sup{

Aqui cabe a observacao de que, neste caso, é dispensavel apresentar os parametros
p e ¢ na notagao da norma, visto que estes sao claramente determinados pela

notacao das classes de sequéncias. Dessa forma podemos escrever

p,q
111 7z .
")/gp* Lo () em vez de ’yzp* Lye ()

Vamos adotar essa notacao abreviada dessa norma sempre que for conveniente,

como nos exemplos seguintes.

(9071) =1 € B@“’ E’) (¢n) -1 € ng(F/)}

(b) 'Vep*<.>,gq*<.>(u) = sup {

P IEREATNOAE

k oo
-21 21 On(2)Vn(Y)| 5 (Pr)nzs € Beyery, (Yn)oig € Bew(F')}
j=1n=

(c) Tex, jq*(.)(u) = sup {
e Quando 1< ¢ < oc:

k oo
Zl Zl en()¥n(Y5) |5 (@n)ni1 € Beypry, (Yn)nzy € Bﬁ}f(F’)} :
j=ln=

(d) %O,zq*<.>(u) = sup {

Nosso objetivo agora sera buscar condigoes suficientes, sobre as classes de sequén-

cias envolvidas, para que a norma 7 v seja uma norma tensorial.
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Definicao 3.1.10 Dizemos que uma classe de sequéncias X satisfaz a propriedade de
ertensao se para todo espago de Banach F e todo M subespago de F, a seguinte
propriedade for verificada: para cada ()5, € X(M'), existe (@,)2, € X(£') tal

que
[(en)nzillxary = 1@n)azillx () € @nlx) = Enlz)para todos x € M,n € N.
Vejamos alguns exemplos de classes de sequéncias que possuem a propriedade de
extensao.

Exemplo 3.1.11 (a) As classes ¢ e {,, para todo 1 < p < oo, possuem a propriedade
de extensdo. De fato, se E' um espago de Banach, M um subespago de E e (¢,,)5°,
em co(M') ou £,(M’), tomando, para cada n € N, a extensao de Hahn-Banach ¢,
de ¢, a sequéncia ($,)5°  satisfaz a propriedade da Defini¢ao em ambos

OS Casos.

(b) A classe ¢,(-) satisfaz a propriedade de extensao para 1 < p < co. A demonstragao
deste fato esta contida no Exemplo c).

Agora vamos recordar o conceito de norma injetiva (ou que respeita subespagos).
Se M e N sao subespacos de F e F', respectivamente, sabemos que o produto tensorial
M ® N é um subespaco algébrico de £ ® F. Se a € uma norma razoavel uniforme, com

os operadores de inclusao Iy, : M — E e Iy : N — F', temos
a(u; E® F) < alu; M @ N),

para todo u € M ® N.

Dizemos que uma norma razoavel uniforme « é injetiva (ou respeita subespagos)
se a norma induzida em M ® N pela norma de F ®, F coincide com a norma de
M ®, N. E bem conhecido que toda norma razoavel uniforme injetiva é finitamente
gerada.

Proposigao 3.1.12 Sejam X eY classes de sequéncias tais que 7’;(’%, seja uma norma

razodvel uniforme. Se X' e Y’ satisfazem a propriedade de extensao, entao vR%, respeita

subespacos.

Demonstragao. Sejam E e F' espagos de Banach, M um subespaco de £ e N um

subespago de F'. Como %% é uniforme, temos
Yy (w E® F) <955 (u; M ® N),
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para todo u € M ® N. Por outro lado, sejam v € M ® N e Zf:

1T; @ y; uma

representacao de u. Entao, como X’ e Y’ satisfazem a propriedade de extensao, temos

’Ygé,qy(u; M ® N)

| /\

sup {

sup

j=1 n=1

Z Z &n (xj)Cn(yj

j=1 n=1

o

Z Z ‘pn(xj)wn(yj
Z Z an(xj)in<yj

(Son)n 1 € BX/(M/ (wn)n 1 € BY/(N/)}

s (Pn)ner € Bxi(ry, (¢n)n 1 € BY’(F’)}

(Sn)n 1 € BX/ E’)s (Cn)n 1 S BY/(F/)}

=7 qY(“aE®F)'

Logo, 7%y respeita subespagos. ®

A partir dos resultados da se¢ao, vejamos alguns exemplos onde fquY define uma

norma tensorial.

Exemplo 3.1.13 Sejam E e F' espacos de Banach. Definem normas tensoriais as

expressoes:
k oo
(@) Ve, 00(u) = SUP{ 2:: 2:: () (Ys) | ; (Pr)nzy € By, (Pn)pey € BMF’)}
k oo
(b) ’700,60( ) = Sup{ ; 21 Son(xj)wn(yj) (@n)n 1 € Bél E’")» (¢n n=1 € Bfl F' }
e Quando 1 < g < o0
k oo
(@%@MZW{QE%%M%)m%ﬁ&m(%me%m

3 3 s inl)|

(@n)n 1 S Bél(E/ (¢n n=1 S ng F’)}

(@%@M—m{

e Quando 1 <p,g<ooe +.>1:

(€) Ve, 0. (u) = SUP{ ‘ ; (Pn)nzy € By, (Yn)als € By (F’)} :

(f) Ve NG (u) = SUP{ ,

s (@n)ply € Beyery, (Un)pey € qum)} :
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3.2 O dual do espaco E®7§5?YF

O objetivo desta se¢ao é determinar o dual do espago E@)W?’qu como subespaco
de B(E, F).

Usaremos a notagao ¢ = (p,)2, € X(FE) = X'(E') para indicar que ¢ €
X(E), (pn)22, € X'(E') e (pn)22, — ¢ por meio do isomorfismo isométrico (3.1)).
Recordemos que no contexto da norma yXy, sempre existem as classes duais X' e Y’
de X e Y, respectivamente.

Em principio, como 7¥%, ¢ uma norma razoével, temos 73, < 7 e, portanto, a

~

inclusdo (E®,ra F)' C B(E, F) é verificada.
k
Agora, observando a defini¢do da norma 7%, de um elemento u = > 7; ® y; €

J=1
E®F

koo
Zzgpn T wn y]

7j=1 n=1

(Spn) -1 € BX’ E’), (¢n) —1 € BY’(F’)}

Xy (u) = sup {

encorajamo-nos, como também ¢é feito para a norma ¢ (veja [45, Section 3.4|), a tentar
associar u € E@)vé’gf’yF a uma funcao continua no espaco compacto Bx gy X By(ry,
onde Bx gy e By(ry estao munidas da topologia fraca-estrela.

O lema abaixo mostra que E@ ra F' pode, de fato, ser identificado como um
subespaco do espaco de Banach (C(BX( By X Byry)s ||l ) Nele percebe-se o porqué

do uso das classes duais X’ e Y’ na defini¢do da norma ~4%,

Lema 3.2.1 Sejam E e F espacos de Banach e X eY classes de sequéncias tais que

VR, € norma razodvel. A aplicagao

oK ®7§5:1Y F— O(BX(E)’ X BY(F)')

u = ZI’] ®y] — qu : BX(E')’ X BY(F)/ — K

J=1

(0, ¥) — ulp, ¥) = ZZ% )t (y;)

7j=1 n=1

€ uma isometria linear e, portanto, sua extensio @ : E@)v;qu — C’(BX(E)/ X By(F)/)

também o €.

Demonstragao. Vamos primeiro mostrar que @ estd bem definida. Seja (0}, 1*)xea

uma rede em Bx(gy X By(ry tal que (¢*,¢*) A — (¢,¢) € Bx(gy X By(py. Como
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.~ ~ . A A A A . .
as projecoes sao continuas, temos " — @ e ¥ — 1) nas respectivas topologias

fraca-estrela e assim,

M(w)32) = e((z)32) e M) = v()3) (3:3)

para todo ()72, (4)%2,) € X (E) x Y(F).

Como as classes X’ e Y’ sao duais de X e Y, respectivamente, podemos escrever,
para cada A € A, o* = ()2, € X'(E') e * = (¢})22, € Y/(F'). Também temos
0= (pn)2, € X'(E) ey = (,)02, € Y/(F'). Com isso, do isomorfismo em (3.1)) e
de , segue que

Ph(@) = QM- en) 2 p(x-en) = pal@) e UA(Y) = Ny en) = V(Y - en) = Ynly)

para todos x € E, y € F' e n € N. Logo,

k l

ZZSO Ny) = ZZ% ) n(Y;) (3.4)

j=1 n=1 j=1 n=1

para todo [ € N. Por outro lado, pela boa defini¢ao da norma %%, temos

k l koo
i D™ ST ) = 303 wha)vd) paratodo A€ A, (35)

j=1 n=1 j=1 n=1
¢ k
hm ZZ%‘ i) n(y;) = 22%1 25 )n(y;). (3.6)
j=1 n=1 j=1 n=1

Vamos agora mostrar que a rede dupla
kool
PO IETREY
j=1n=1 (LA)ENXA

é convergente. Dado n > 0, por (3.4)), existe \g € A tal que se A > \g, entao

k l

ZZ‘Pn ;) Q/})\ (y5) ZZSOn ) n(Y;)

7j=1 n=1 7j=1 n=1

Ainda, de (3.6)), existe {y € N tal que se [ > [y, entao

koo
ZZ(’D" {L‘] 77Z)”yJ ZZ@n 1‘] ¢n y]

j=1 n=1 j=1 n=1

< g para todo [ € N.

Mld

Dessa forma, se (I, \) > (lg, Ao), temos

ko1 k oo
ZZ@Q% )¢ (y;) ZZSOnQIJ Un(y;)
j=1 n=1 j=1 n=1
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k l

ZZ‘anJ wij Zzgpnxj 2ﬂnyj

Jlnl j=1 n=1
k oo

ZZ% 2)Un(y) = DY enla)aly;)| <,

Jj=1 n=1 j=1 n=1

e isso nos diz que

SN @@ m) ST ) va(yy)- (3.7)

Jj=1 n=1 j=1 n=1
Pelo que temos em (3.4), (3.5)) e (3.7), podemos aplicar a Proposigao e obtemos
kool kool
P A A A A
llggohinzlzlwn ) (y;) lelson ;) (y;) —hmhmzzlson ) (),
j=1n j=ln j=1n

donde segue que

k oo
lim @, (2", 1) = PZZ (y;) = lim lim ZZ% 20N (y;)

=1 7j=1 n=1
ko
SN enlm)vnlys) = Sule, ).

7j=1 n=1

Isso nos mostra que @, é continua e, dessa forma, @ esta bem definida. Vejamos agora

que @ ¢ linear. Se u,v € E®@ F, A € K, ¢ € Bx(gy e ¢ € By(ry, entao

Brro(9,0) = A+ 0) (0, 9) = M(u)(0, %) + Av)(p, )
= Ay (0, ) + Dy, ),

em que A é a linearizacio da aplicacio A : E x F —» B(X'(E"),Y'(F")) dada por
A(z,y) = B,,, como no caso particular (Proposi¢ao|3.1.5) da Proposi¢ao|3.1.3| Logo @
¢ linear. E claro que @ é uma isometria, ou seja, ||, ||, = 7%% (u) para todou € EQF.
|
~ !/
Agora, estamos preparados para caracterizar os elementos do espago (E ®qpa F ) )
Teorema 3.2.2 Sejam E e F' espagos de Banach, B : ExXF — K uma forma bilinear
e X eY classes de sequéncias tais que 7?5?3, € norma razodvel. Entao, B: E@)A&qu —
K € um funcional linear continuo se, e somente se, existe uma medida de Borel reqular

p sobre o compacto Bx(gy % Bypy (com a topologia produto das respectivas topologias

fraca-estrela) tal que

Blaw) = [ S o) ()0, 0) (3.8)

x () XBy(r) n=1
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para todos x € E ey € F. Além disso, = inf |||, em que p varia sobre o conjunto

d
de todas medidas que correspondem a forma bilinear B por (3.8)). Além disso, o infimo

€ atingido.

Demonstragao. Suponhamos que B : E®7§<“’YF — K seja um funcional linear

continuo. Pelo Lema [3.2.1, podemos identificar E(@W;qu como um subespaco de

C(Bx ey % Byry) e, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear con-
tinuo B : C(Bx(gy x Byry) — K que estende B e satisfaz HBH = HEH .
Pelo Teorema da Representacao de Riesz (Teorema , o funcional B ¢ dado

por uma unica medida complexa de Borel regular p na forma
B(h- | Pl ) dup,v),
BX(E)’ XBy(F)/

para cada f € C(Bx(gy X By (ry) €, além disso, HEH = ||p|| . Em particular, se f = z®y
(identificagao do Lema novamente), entao

Bla,y) = Ble®y) = Blr@y) = / S ona)n (W) dpi(i0, )
Bx gy *By(ry n=1

para todos x € E ey € F.

Reciprocamente, como Béa linearizacao de B, se u € E® F e Zk

j=1Tj Ky; e

uma representacao de u, temos
[k koo k
B <Z z; ® yj) =Y Blz;@y;) = Blx;,y)
j=1 j=1 j=1
k 00
- S oy (0o, )
=178

x(B) XBy(F) n=1

- / SN walanly)dnle, ).

x(B) XBy(r) j=1 n=1

O Lema nos diz que v € C(Bxy X Byry) € assim u é uma fungao Borel-

mensuravel. Mais ainda, como g é uma medida complexa, entdo || é uma medida

positiva finita e com isso u € Ly(|u|). De fato,
koo
SN () talys)

/ ul diltev) = [
Bx gy X By (ry! Bx gy *By ry | j=1 n=1

< A28 (u) / 1l (.0)

X(E) XBy(F)/

d|ul (e, )
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P,q

= 9%% (W) Il (Bxmy x By(ry) = 7%% (u) [|ul| < oo.

Dessa forma, pelo Teorema de Radon-Nikodym (Teorema [1.7.3) existe uma funcéo
|p|-integravel h em By gy x Bypy tal que || =1e
/ wdulp.v) = [ uh dlpi (9, 6).
Bx gy xvF)y Bx gy xyF)y
Com tudo isso, temos

k

’é(u)) = / > 3 son(wj)%(yj)du(wb)‘
Bx () X By (ry! n=1

j=1
:/ w du(p, ) :/ uh d|ul(p, )
BX(E)’XBY(F)/ BX(E)’XBY(F)’

</ ul dlul(o,0) < 8% @) ]
BX<E>IXBy(F)I

onde na segunda igualdade estamos usando a identificacdo u = ®(u) provida pelo

Lema (3.2.1, Logo, B:E ®,pa F — K € continuo. Por extensao, seque que B :
Bl <l

Por fim, pelo o que fizemos agora e na implicacao anterior, temos HEH = inf |||

E®7§(,qu — K é continuo com ‘

e que esse infimo ¢é atingido. m
Acabamos de caracterizar os elementos de (E ®7§5qu)’ em termos de certas formas

bilineares. Vamos definir o espago de Banach formado por essas formas.

P
Definigao 3.2.3 Dizemos que uma forma bilinear B : E' x F' — K é (X, Y)-integral
se B : E(@vﬁgqu — K é continuo.

P
Denotamos o espago das formas bilineares (X,Y)-integrais por BIYS (E, F), o qual

est4 munido com a norma
1Blisrgs, = inf llull = | B

Como fizemos antes com a norma 3%, quando p e ¢ forem facilmente identificaveis,
escrevemos esse espago na forma mais simples Blxy (F, F) e dizemos que este ¢ o
espago das formas bilineares (X, Y')-integrais.

Em sintese, o que fizemos no teorema acima foi mostrar que
— p.q
<E®,y§(,7yF> L BI%.(E, F).
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Note que o espaco Blg(’,qy(E, F') é Banach, uma vez que ¢ o dual do espago E@A&qy F.
O Teorema assegura a existéncia de yu € M, (B x(By X By( F)/). Mostraremos

agora que esta medida p pode ser tomada positiva e finita.

Proposicao 3.2.4 Sejam E e F espagos de Banach. Se B € BIQ?Y(E, F), entao eziste
uma medida de Borel reqular positiva (finita) p em Bx gy X Byry (com a topologia

produto das respectivas topologias fraca-estrela) tal que

Blz.y) = / S o) ()i, ),

x(B) *By(r) n=1

para todos x € E ey € F. Além disso, ||B||BI§5?Y = ||pll = 1 (Bx gy X By(ry)-
Demonstracao. Pelo Lema [3.2.1] segue que
oK Dypa, F — C(Bx(gy % Byry)
é uma isometria linear e, pelos Teoremas [3.2.2 e [1.7.4] tem-se que o operador adjunto
@ : My (Bxsy < Byiry) — (E @1, F)' L (BB, F)/

é sobrejetivo. Para nao sobrecarregar a demonstracao com notagoes extensas, escreve-
mos {2 = Bx(gy X By(ry. Como ) ¢ um espago Haudorff compacto, segue que Prob((2)
¢ convexo e compacto na topologia fraca-estrela. Mais ainda, D (€2) C Prob (2) C
M, ().

Considerando o sistema dual de separagao <(E Rnpa, FY (E ®npa, F)> com a

forma bilinear
. /
<.7 > . <E ®7§{,’¢IY F) X (E ®,Y§5:JY F) — K
(0, u) = p(u),

vamos determinar o polar absoluto de #'(D(f2)) C (E'®,za F)". Denotamos por d(y,y),

com ¢ € Bxgy e 1 € By(py, as medidas de Dirac em (2. Assim,

?'(D(Q))° =

uc E®@pa F; D' (8(p,)) (w)| < 1 para todos ¢ = (p,)32, € By (),
VY = (Yn)ply € By (r

u€ E®pq F |60y (D(w))| < 1 para todos ¢ = (p,)32; € Bxr (),
V= (Vo) € By(pry
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ue Eb®, P F UQ déww)}<1paratodosgp (pn)2, €
By gy, = (Vn)nzy € By ()

M=
8

u€ E@pa F; ©n(2)9n(y;)| < 1 para todos ¢ = (¢,)r2, €

1

k
(Vn)pey € Byrpry € u= lej ® Y
]:

Il
—_
3
Il

J

BX’(E”)?¢

= BE® p,q F'-
X,y

Determinando agora o polar absoluto de ¢'(D(Q))? C E @,z F, temos

@' (D(N)" = {gp € (E Rnpa, F)/ (g, u)| <1 paratodo u € @’(D(Q))O}

/
{gp € (E ®.pa F) |{p,u)] <1 paratodo u € Bgg ,, F}
XY XY
= B(E®,Yp,q F) -
XY

O Teorema |1.6.2| garante que

#(D()" =T@D@)) "k,
Vejamos que ¢'(D(2)) é balanceado. Sejam d(, ) € D(2) e A € K com |A] < 1. Se
U= Z§:1 r; ® y;, entao

k oo

A@/(é(@ﬂ/)))( ) - >\5(<P¢’ - )‘ZZS@n Ij wn yj

7j=1 n=1

Como |A| < 1, temos que d(xp,4) € D(2). Mais ainda,

& (S xp) —/\ZZ% 25)¥n ().

7j=1 n=1
Assim, AY'(0(pp)) = D' (6rp)). Acabamos de mostrar que AP'(D(Q2)) C ¢/(D(2)) e
portanto @'(D(2)) é balanceado. Pelo Teorema [1.6.1, segue que conv(®'(D(Q2))) =
['(@'(D(Q))) e assim

c((E®_p,q F) ,EQ _pq F)

r@ @) AR @ D))

oc((E®_p,q F),E®Q_p,q F)
XYy Xy .

Sabendo que Prob(£2) é convexo e compacto na topologia fraca-estrela, a lineari-
dade de @’ garante que &' (Prob(£2)) é convexo e, usando o fato que aplicagoes continuas

levam conjuntos compactos em conjuntos compactos, a Proposicao (1.6.3| garante que
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@' (Prob(€2)) é compacto na topologia fraca-estrela. Dessa forma, com os fechos toma-

dos na topologia fraca-estrela, temos

B<E®V??YF), = ¢'(D(N)? =T(¢'(D(Q))) = conv(?'(D())) C &' (Prob(Q)).

Se B € BIY%(E, F), segue que B e (Eg@vi’qu)/ = (£ ®ypa F)', onde Béa
linearizagao de B. Assim, pelo que acabamos de mostrar, existe v € Prob(Q2) tal que

B = HEH @' (v). Tomando pu = HEH -V, segue que B= D'(p) e

B@ww;Mx®w=¢WMx®w:u@@®ww=A¢@®ymm%w

= [ S en@rintudutiov)

Além disso, || Bllsrq = HEH TP
Observagao 3.2.5 a) Um fato digno de nota: como ¢ < %%, tem-se

Bi(E,F) C BIYS (B, F),

P
para todos F e F' Banach, ou seja, toda forma bilinear integral (veja (1.4])) é (X,Y)-

integral.

b) Na Proposigao [3.1.12 vimos que, sob algumas hipoteses, a norma yﬁ’(’?y respeita

subespacos. Entao, nas condi¢oes dessa proposicao, se M e N sao subespacos de E e
P
F'| respectivamente, segue do Teorema de Hahn-Banach que cada forma (X, Y')-integral

P
definida em M x N pode ser estendida para uma forma (X,Y)-integral definida em

E x F', com a mesma norma.

A . 2 D,q 3 =
Como a exigéncia do Teorema ¢ apenas de que a norma vy’ seja razoéavel,
tomando algumas das normas que apresentamos no Exemplo temos o seguinte

exemplo.

Exemplo 3.2.6 Se E e F espacgos de Banach, entao:

~ !/

(a) (E@%M F) L Bl,, ., (E,F).
/

~ 1
(b) (E@Wco’co F) L BI,, .. (B, F).

~ !/
(c) (E®%O,eu* F) = Bley g, (E, F), quando 1 < p < oo.

/

= 1

(d) <E®”’ep*<~>,e;;* F) = Bly,. ()., (E,F), quando 1 < p,g<occe % +§ > 1.
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y2U
As formas (X, Y )-integrais satisfazem uma propriedade caracteristica de multi-

ideais. A demonstracao desse fato, por sua simplicidade, sera omitida.

Proposicao 3.2.7 Sejam E, F,G e H espacos de Banach, T € L(G;E), S € L(H; F)

e X eY classes de sequencias tais que v%%, € wuma norma razodvel uniforme. Se

p,q
B € BIYS(E, F), entao a forma bilinear B' = B o (T,S) é (X,Y)-integral e

1B lsigs, < 1Bllsss, ITI1S]]-

Vejamos agora dois exemplos de formas bilineares (€p«(-), ¢, (-))-integrais. A

norma que gera essa classe foi exibida no Exemplo b).

Exemplo 3.2.8 Seja (£2,%, 1) um espago de medida finita. Sejam 1 < p,q < oo

: A , . 1
satisfazendo }%—l—% > 1, Z e W classes de sequéncias norma monétonas tais que Z < £}

e W < ;. A forma bilinear B : Z(Loo(1t)) X W(Leo(12)) — K dada por

B((fu)es (92)221) / Z fuge di

& (Lp+(-), g+ (-))-integral.
Vamos primeiro mostrar que B estd bem definida. Pelo Teorema de Maharam
(Teorema [1.7.1)), podemos tomar um levantamento p : Lo (1) — Loo(t) €

define um elemento em L. (1) de norma menor ou igual a 1, para cada w € Q. De
fato, se [f] € Loo(t), entao

10, ([FD] = 1D @) = [f (@) < £l = T/ -

Tendo em mente que os elementos de L. (i) sao classes de equivaléncia, escrevemos f
no lugar de [f].

Para cada n € N e cada w € Q, definimos o funcional linear ®,,, : Z(Loo(1)) —
K dado por

©, o ((fi)Z1) = fulw).

Note que @,,,, ¢ continuo, pois

||(I)n,w” = sup |fn(w)| = sup |fn(w)’
(fi)21€BZ(Loo (n)) (0,:+50,f2,0,--)EBZ(L o ()
= sup |fulw)l= sup |o(fu)l = [ld.]l <1
n€BLo(w) fn€BL o (u)

86



onde na segunda igualdade usamos o fato de Z ser norma monétona. Vejamos agora

que ()02, € Buw(2(Loo(u)y)» Para cada w € 2. Com efeito,

1
H((I)n,oJ>ZO=1Heg(z(Loo(M))/) = Sup (Z [P ((fz)fil)‘p>

(f)721€B2(Loo () \ =1

< sup (Z Ifn(w)l”)p

(Fr)RZi €Be (Loo () \n=1

N (Z |5w(fn)|p>p

(Fr)RZi €Be (Loo () \n=1

< s up (Z Iw(fn)!p)p

(Fn) 21 €Be (Loo (1)) PEBLoo () \ =1

=

= sup ICfm)nzt o ey < 1-
(f")zozleBl;#(Loo(u)) P ( (Iu’))

De maneira analoga ao que fizemos acima, podemos definir o funcional linear e continuo

U, 0 W(Le(p)) — K, de norma menor ou igual a 1, dado por

Y w((90)21) = gn(w)

e temos (W, )0, € Biw(W (Lo (u)))» Para cada w € .

Dos fatos acima, temos

dp

B((f)22y, (9)25)] < /

Q

> fatn
n=1

- / D Pu ((F)21) Tnol (9)31)

< Ve (e () ()21 @ (90) 205 Z (Loo (1)) © W(Lioo (1)) - 1(82)
= [1(fi)Zs

Assim, B esta bem definida e a sua bilinearidade é de fécil verificacao.
Sendo B : Z(Loo(pt)) @ W(Loo(p)) — K a linearizacio de B e seguindo de

maneira analoga ao que fizemos em ([3.9)), mostra-se que

Be (2Lu@)®,, ,, Wkxw) e |B]<u.

du (3.9)

|Z(LOO(M)) ||(9i)§.i1||W(LOO(M)) p1(§2) < oo.

Por outro lado, se f = g = 1, entao o tensor elementar u = f-e;®¢g-e1 € Z(Loo(1t)) ®
W (Loo()) tem norma (£, (-), £, (-))-integral menor igual a 1, pois

Wp*<.>,eq*<.>(u) <|f- €1||Z(Loo(u)) g - 61||W(Loo(u)) < [[fllo llgllo = 1.

Consequentemente, 1(Q) = B(u) < ”é ‘ :
Portanto, B € By (4,0 (Z(Lue(1)), WL () € |1 Blez, ., = 1),
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Exemplo 3.2.9 Seja (£2,%, 1) um espago de medida finita tal que Q é um espago
Hausdorff compacto, ¥ o-algebra de Borel e © uma medida positiva e finita de Borel.

Sejam 1 < p,q < oo satisfazendo % + % > 1, Z e W classes de sequéncias linearmente

estaveis e norma monoétonas tais que Z < ty e W < ¢7. A forma bilinear A :
Z(C(2) x W(C(Q)) — K dada por

A((fn)zozla (gn)zozl) = /QZJCngn dp

& (Lp+ (-) , g~ (-))-integral.

De fato, nessas condi¢oes podemos considerar o operador inclusao I¢(q) : C(2) —

Loo (i), com ’IC(Q) || =1, e como as classes de sequéncias Z e W sao linearmente esta-

veis, segue que os operadores induzidos Iz : Z(C(Q)) — Z(Loo(pt)) € Iw (o)) :
W(C(Q)) — W(Lx(p)) s@o lineares e continuos com H[Z(C(Q))H = H[W(C(Q))H = 1.
Considerando a forma bilinear B definida no exemplo anterior, segue que A = B o
(IZ(C(Q)),[W(C(Q))). Como 7y . ()¢, € uma norma razoavel uniforme, a Proposi¢ao
3.2.7 garante que A é (£, (), {4~ (-))-integral e ainda que

||A||Bzgp*<4>yeq*<.) < ||B||BIZP*(->,Z¢Z*<»> HIZ(C(Q))H ||IW(C(Q))H - M<Q)

Embora estes exemplos acima sejam um caso concreto e particular de formas
bilineares (X? ,’qY)-integrais, vamos explora-las na subsecao seguinte como base para
a definicao de operadores lineares dessa natureza, isto é, neste caso particular. A
inspiracao dessa classe reside na construgao dos operadores integrais, como apresentado

em [45] Section 3.5] para a norma e.

3.2.1 Operadores lineares ({,- (-), {,- (-))-integrais.

Nesta subsegao, definiremos os operadores lineares (£, (-) , €4+ (-))-integrais a par-
tir das formas bilineares (¢, (-) , {,~ (-))-integrais, vistas anteriormente.

Vamos fixar algumas notacoes. Consideramos 1 < p, g < oo satisfazendo %—i—% >1
e denotamos por (K, ¥, 1) um espago de medida finita tal que K é um espago Hausdorff
compacto, > a o-algebra de Borel e ;4 uma medida positiva e finita de Borel.

Dois fatos tteis que usamos mais a frente sao apresentados na observagao abaixo:

Observacao 3.2.10 a) Sejam E um espaco de Banach e (5,)5%, uma sequéncia em
L(E;C(K)) tais que (S,(7));e, € ((C(K)) para todo z € E. Entao, estd bem

n=1
definida e ¢ linear a aplicacdo O(s,)=  : B — (’(C(K)) dada por
O(suyz, (1) = (Su())nZs-

n=1
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b) Uma forma alternativa de calcular a norma do espaco £;(C(K)): se (fu)pl; €
Y (C(K)), entao

p

||(fn)2°:1||epw(cu<)) = su}g (Z |fn(x)|p>
TE n—=1

Para mais detalhes sobre essa expressao, veja [37, Segao 2.5]|.

Antes de definirmos os operadores (£, (-) , £ (-))-integrais, vamos apresentar uma

caracterizac@o das formas bilineares que sdo (¢, (-) , {4+ (-))-integrais.

Teorema 3.2.11 Sejam E e F espa¢os de Banach e B € B(E,F). Entio B €
BZy . (ye.)(E,F) se, e somente se, eristem um espago de medida finita (K,3, p),
sequencms ( whher em L(E;C(K)) e (Ru)pey, em L(F;C(K)) tais que O,y €
L(E: L) (C(K))), Oraye, € LI (C(K))) e

B(z,y) /ZS y) dp, (3.10)

para todos x € E ey € F. Além disso,

||B||Blg o (Dl ( = inf H@ 1|| ||@(Rn)%o:1H M<K)

sendo o infimo tomado sobre todas as escolhas possiveis, sobre 0s objetos envolvidos,

que tornem ([3.10)) verdadeira. Mais ainda, esse infimo € atingido.

Demonstracao. Suponhamos que B seja (£, (-), £, (-))-integral. Pela Proposicao

3.2.4], existe uma medida de Borel regular positiva e finita u sobre o espago Hausdorff

compacto By . gy X By .y tal que
B(ZE,y) = / Z@n J¥n(y) dp,
Bep*< >’XBz (FY n=1
para todos x € E, y € F'e [|B| g, ey = [p]l . Denotamos K = B, gy X By gy
p* \"/:bq

Para cada n € N, definimos as aplicagoes

Sp: E— C(K) e R,: F — C(K)
Sn(T) (0, ¥) = pn(z) Ra(y)(0,¥) = Yn(y).

Note que estamos identificando ¢ = (¢n)52; € £ (E') e ¥ = (Yn)p2, € L/(F'). De

forma andloga ao que foi feito na demonstragao do Lema [3.2.1] verifica-se que S, e R,
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estao bem definidas, sao lineares e é imediato verificar que sao continuas, para cada

n € N. Para cada x € F, temos

ISt lpern = sup (Z |Sn<m><so,¢>|p> ,,

(pb)e

n=1
1
oo x P P
— 2] sup o (—)
(p)EK ; [Ed]
%
<|lz|| sup sup lon (2
(p)EK 2€BER ;
= llzll sup [l(en)nZillew e = Il
(p)eK

e segue que Os,)= € L(E;(¥(C(K))) com ||Os,)= || < 1. De forma andloga, mostra-
se que O (g, )= € LIF;(Y(C(K))) com ||Og,)= || < 1.

Dessa forma,

B(z,y) = /KZSn(fIJ)Rn(y) dp,

para todos x € F e y € F. Além disso,

1Bllsz, ... = Il = (1O, [ 1Oz, || (K

Reciprocamente, considerando a forma bilinear A definida no Exemplo [3.2.9] se-
gue que B = Ao (9(571)?:1, G(Rn);";l)' Como Ve, ()6, () € UMA nOrma razoavel uniforme,

a Proposi¢ao [3.2.7 garante que B ¢ (€ (-) , {4 (-))-integral e

”BHBIep*<> oy = < 1Hl’>’Ie (ot H@(Sn H H@ Bn) H

< [|O¢s.z=, || H9<Rn>z°:1H (K

Convém observar que multiplicando (5,)2%, ou (R,)3%, por uma constante e
readaptando a demonstragao acima, é possivel assumir que g é uma medida de proba-
bilidade.

Vamos agora definir os operadores lineares ({p« (-) , £+ (-))-integrais.

A aplicagao I' : L(E; F) — B(FE, F') dada por I'(T)(z,v) = (T (x)) é uma

isometria (linear). Dai a definigao:
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Definigao 3.2.12 Dizemos que um operador T' € L(E; F) & (£ (-) , £ (-))-integral se
a forma bilinear I'(T") & (£« (-) , €4+ (-))-integral.

Denotamos o espago dos operadores lineares (£, (-) , £ (-))-integrais de £ em F

por E[gp*<.>7gq*<.>(E : ), o qual é um espago normado com a expressao

AP | C T (3.11)

Por meio da correspondéncia 7' — I'(T'), podemos identificar, é claro, o espago
LIy, )00y (E; F) com um subespago de Bl . (ys.y(E; F'). Vejamos que ele ¢ um

subespaco fechado em B]gp*<.>7gq*<.)<E; F’) e portanto um espago de Banach. De fato,

se (T,)p2; € uma sequéncia em Llg . ()¢ ()(E; F) tal que T, — T € L(E; F), da
expressao (3.11)) e da linearidade de I', temos

||F(Tn) - F(T) ) = ||Tn - TH»CIZP*(),Z . — 0.

HBI@,,* (Dol - o )

Como Bly,, (). () (E, F') & um espago de Banach, segue que I'(T) € Bl .y ¢,.(y(E, F”)
e, portanto, T' € LI .y .y (E; F).
Vamos agora caracterizar os operadores lineares (£, (-),{, (-))-integrais. Mas,

antes disso, mostraremos um resultado que seréd importante para obtermos essa carac-

terizagao. A notagao ©(g,)= abaixo tem o mesmo significado que o na Observagao

B.2.10

Proposicao 3.2.13 Sejam F um espago de Banach, (K,%, ) um espago de medida
finita e (R,);2, uma sequéncia em L(F'; C(K)) tal que Og, )= € LIF'; L7 (C(K))).
A aplicagio V(g )~ : £)(C(K)) — F" dada por

Vi, (7)) = [ 3 fuRulv) do
n=1
estd bem definida, € linear e continua.

Demonstracao. Para cada n € N e cada w € K, definimos o funcional linear ®,,,, :
£y (C(K)) — K dado por
Cr o ((fi)Z1) = falw).

Note que ®,,,, ¢ continuo, pois

[ sup /(@)= sup [fal(w) < 1.
(fi)21€Bew (c(x)) fn€Bo(x)
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Agora, para cada w € K, definimos o funcional linear §, : C(K) — K dado por

5.(f) = f(w). E imediato verificar que &, ¢ continuo com ||é,|| < 1. De forma analoga

ao que foi feito no Exemplo [3.2.8, mostra-se que (®,,)0, € B v (e2(C(K))y) PaTa cada

we K.

Para cada n € N e cada w € K, definimos o funcional linear T, g, : ' — K

dado por

Note que T, g, ¢ continuo, pois

Twr,ll = sup |[Rn(¢)(w)] < sup [|Rn(¢)]|oo < [|Rnl| < oo

YEB R, YEB s

Vejamos agora que (Yo g, )nz; € £ (F") para cada w € K. Com efeito,

1 1
(T, ro )zl g oy = Sup (Z!wazn > = sup <Z|R >

YEBp \ =1 YEBp \ 21
1

q
< sup sup R.( 1 = sup ||(Rn(¥))ozqll w
smp s <Z| @) = s IR

= [[©rz || < oo

Assim, temos

‘P(Rn);o:l((fn)fﬂ)(?ﬂ)! = ‘/}(anRn(w) dp

- ' /K > ()220 Yo, ()

S n n,w fz i= 1 an
< 1) B
HG(Rn ) 1” Ve () Ly () ((fz)fil @ ;L) (C(K)) ® F’) wu(K)

- H@(Rn);?:lH ||(fn>$zo:1||€;,“(C(K)) [ W(K) < o0

Assim, ¢ facil verificar que a aplicagao W(g,) estd bem definida, ¢ linear e continua
com [|¥az, || < [[Onze, | #(K). =
No proximo resultado, mostramos uma caracterizagao dos operadores lineares

(lye (), Ly~ (-))-integrais.

Proposicao 3.2.14 Sejam E, F espacos de Banach e T € L(FE;F). Um operador

T € LI, ye.)(E; F) se, e somente se, existem um espago de medida finita (K, 3, p),
sequéncias (Sn)n pem L(E;C(K)) e (Ry)ply em L(F';C(K)) tais que O,y | €
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,C(E,f;l)(C(K))), @(Rn)f,,o:1 c ,C(F/,EZ}U(C(K))) € JF ol = \P(Rn)?le o) Q(Sn)?f;f Além
disso,

1Tlzr, oy = 01Oz, Oz, || #F):

,Zq*

Esse infimo € atingido.

Demonstragao. Suponhamos que T € LIy, ().(y(E; F). Entao, por definigdo,

IN(T) € B]gp*<.>,gq*<.>(E, F’). O Teorema garante que existem um espaco de
medida finita (K, 3, ), sequéncias (S,)>° , em L(E;C(K)) e (R,)%2, em L(F';C(K))
tais que O(s, )~ € L(E; ) (C(K))), Or,)=, € LIF; 6 (C(K))),

V(T(@) = (T 0) = [ 3 Sula)R(w) di
para todos x € F e € F' e

1Tler, . peir = IDTMsr, oy = 1Oz [ Oz, | #(K).

Falta mostrar que JpoT = W (g, 0O (g,)= . Paratodosz € Fey € F’

n=1 n=1

(R, 0 O(s,) (2) (V) =V (g, )=, ((Sn(x))oz:) (V) = /K an(f)Rn(¢) dp
=(T(z)) = Jr o T(z)(¥).

Logo, JF O T = \D(Rn);’f: o @(Sn);’f’:l'

1

Reciprocamente, note que
D(T) (2, ) = (T(x)) = Jr(T () (V) = ¥(ryze, © Oz, (2)(¥)
= [ S s.@R) du

para todos © € E e ¢ € F'. Pelo Teorema [3.2.11) I(T') € Bly,.(y,.¢y(E, F'), ou seja,
T e L’[gp*(.)’g <.>(E; F) e

q*

ITes, oy = 10Dty ey, < 1O, [ 1Oz, | 1O

De modo semelhante ao caso das formas bilineares, multiplicando (S,,)32, ou
(R,)>2, por uma constante e readaptando a demonstragao acima, ¢ possivel assumir

que p ¢ uma medida de probabilidade.
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Sabemos que B(E, F'), para quaisquer espagos de Banach E e F, é isometrica-
mente isomorfo a L(F; F’) por meio da aplicagdo que associa a cada B € B(E, F) o
operador T' € L(E; F') dado por T'(z)(y) = B(z,y), como vimos em (|1.2). Disso e de

caracterizagoes de formas bilineares e de operadores lineares integrais segue que
Bi(E,F) = L;(E; F)

(veja o Apeéndice [B)).

Com isso, surge o questionamento:

Pergunta 3.2.15 E verdade que

Blyy. 4y () (B, F) = Lo, 0,000 (B FY),

q*

para quaisquer espacos de Banach E e F7

Para dar uma resposta parcial a essa pergunta, precisamos recordar certos fatos

da teoria de produto tensorial e apresentar alguns resultados.

Proposicao 3.2.16 ([/5], Proposition 6.4) Sejam o« uma norma tensorial e E e F
espagos de Banach. FEntao, FE ®, F é um subespago (com igualdade de normas) de
E// ® F/I‘

Do resultado anterior, inferimos que E®,F ¢ um subespaco (com igualdade de
normas) de E"®,F".

Nao é dificil mostrar que se o é uma norma tensorial, entao
a(u; EQ F) =inf{a(u; FE®Q N);u € E® N,dim N < oo} (3.12)

=inf{a(u; M @ F);ue M ® F,dim M < oo},

e fazendo algumas adaptagoes na demonstracao da Proposi¢ao [3.2.16] usando as equa-
goes (3.12), chegamos no seguinte resultado:

Proposigao 3.2.17 Sejam o uma norma tensorial e E e F' espacos de Banach. Entao,
E®uF ¢ um subespaco (com igualdade de normas) de EQoF" ¢ EQoF" € um subespago
(com igualdade de normas) de E"®.F".

E fato que toda forma bilinear continua sobre E x F pode ser estendida a uma

forma bilinear continua sobre E” x F” com a mesma norma (veja [45, Theorem 2.13]).
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Um caminho para construir essa extensao: como cada forma bilinear B € B(FE, F)
corresponde a um operador linear e continuo 7' : E — F”, dado por T'(x)(y) = B(z,y),

estd bem definida a forma bilinear *B : E” x F” — K dada por
*B(l‘/,, y//) — x//(T/(y//)))
e note que

‘B(x,y) = "B(Je(r), Jr(y)) = Je(@)(T'(Jr(y))) = T'(Jr(y)) ()

= Jp(y)(T(2)) = T(x)(y) = B(z,y),

para todos x € F e y € F. A forma bilinear *B é chamada de extensao canonica de B
a esquerda.
Teorema 3.2.18 ([/5], Theorema 6.5.) Sejam o uma norma tensorial, E e F espagos

de Banach e B € (E®,F)'. Entdo, a extensio canonica de B a esquerda ¢ um funcional

linear e continuo sobre E"®4,F" com a mesma norma de B.

Dos dois resultados anteriores, se B € (E®,F)’ segue que:
a) A aplicacdo bilinear B, obtida pela restricio de *B a E x F”, é um funcional linear

continuo sobre E®,F", isto é,
E = *B‘E®QF” € (E@aF/I)/ .

b) A aplicacdo B estende B ao espago E x F”.
c) Tem-se || B|| = ||B]|.

Sabemos que Ve (ol () é uma norma razodvel uniforme, mas nao sabemos se
ela ¢ finitamente gerada (em geral). No entanto, em alguns casos a norma 7y ..y s,. ()
¢ finitamente gerada e assim uma norma tensorial, como no caso em que 0s espagos
envolvidos tém a chamada propriedade da aproximacao métrica.

Dizemos que um espaco de Banach F tem a propriedade da aproximacao limitada
se existe uma constante A > 0 tal que, para cada subconjunto compacto €2 de E e
cada n > 0, existe um operador de posto finito S : E — FE tal que ||S]| < X e
|z — S(x)|| < n para cada x € €. Se isso é verdade para A = 1, entao dizemos que F
tem a propriedade da aproximacao métrica.

Os espagos £, e L, (1), para 1 < p < 00, e os espagos C(K) e ¢y tém a propriedade

da aproximacgao métrica. Os duais desses espagos também tém essa propriedade.
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Proposicao 3.2.19 ([/5], Proposition 6.2.) Sejam E e F espagos de Banach com a
propriedade da aprorimacao métrica. Entao, toda norma razodvel uniforme € finita-

mente gerada em E ® F.

Agora estamos aptos a dar uma resposta parcial a Pergunta

Teorema 3.2.20 Sejam E ¢ F espagos de Banach tais que Yy .0, () S€ja wma norma

tensorial em E ® F. Entdo, tem-se
Bly,. 4y ) (B, F) = Lo, (000 (5 FY),

de modo que cada B € Bl . (ys..(y(E, F) corresponde ao tinico operador T : E — F'
dado por T(x)(y) = B(z,y) para todos x € E ey € F.

Demonstragao. Suponhamos que B € Bl (y.()(E, F) = <E®Wp*<->,eq*<->F)/' Como
Ve ().b,+ () € Uma norma tensorial em E® F', podemos estender a aplicagao B para Be
Bly,. ()4, () (E; F") com ”BHB[ZP*M,%*H - HBHBIep*<»>,eq*<->
um espago de probabilidade (K, X, 1), sequéncias (S,)5°, em L(E;C(K)) e (R,)%,

em L(F";C(K)) tais que @5,y € LIE; ) (C(K))), Pryy=, € LIF"; 07 (C(K))) e

B(r.v) = /ZS v) dn,

para todos x € E e ¢ € F”. Mais ainda,

. Pelo Teorema [3.2.11] existe

||B||B[5p*<.>,gq*<4> = HEHBIZP*(_ y) - ||®(Sn)2o=1 H H@(Rn)?f:lu :

)ge ()
Dados x € E e ¢ € F”, temos
Jpr o T(x)(¥) = (T(x)) = T'(¥)(z) = B(z, )
/Zs 0) dii = Wiy, 0 Osge, (1)),

e assim mostramos que Jpr 0T = W(p, yo 06O (g,)= . Pela Proposicao segue que
T e ﬁ]gp*<.>7gq*<.>(E; F/) e

ITler, s < MOz HIORz | = 1Bllsr, (00

Reciprocamente, suponhamos que 1T € ﬁfzp*<-),zq*<.>(E; F"). A Proposicao [3.2.14]

garante que existem um espago de probabilidade (KX, ), sequéncias (S,)2; em

96



L(E;C(K))e (R,)5, em L(F"; C(K)) tais que Os,)= , € L(E; E;J(C’(K))), OR.)=, €
LF" 00 (C(K))) e JproT = W(g,)=  06s,)= , onde, além disso, tem-se

ITller, , iy, 00 = W€z 1Oz, |-

Note que, para cada n € N, o operador R,|r € L(F;C(K)) e, mais ainda, O g, |~ €
L(F; 02 (C(K))).
Agora, para todos x € E e y € F, temos
B(z,y) =T (2)(y) = Jr(y)(T(x)) = Jp o T(x)(Jr(y))
= Virz, © Oz, () (Jr(y))

&/ZS ey m(/ZS Rl (y) dp
e entao, do Teorema |3.2.11} segue que B € B[gp*<.>,gq*<.><E, F)e

n 1

< ||@(Sn)2°:1H H@(Rn)?f:lu - ||T||Uzp*<‘>,eq*<»> ’

IBller, 1. < 1O | 1O, |

Segue do resultado acima que
1 ~ 1
BIZ‘D* <'>’£q* <> (E7 F) = (E®Zp* <'>’£q* <>F)/ = ‘CIZp* <'>7Zq* <> (E7 F/)

sempre que g . ()., () ¢ finitamente gerada em F'® F' (norma tensorial), como no caso

em que E e F tém a propriedade da aproximagao métrica.

Problema em aberto: Sem hipoteses adicionais sobre os espagos de Banach E e F,

ainda é verdade que

Bly,. ()6, 0(E, F) = LIy, (B F)?

A titulo de curiosidade e também para a informacao do leitor, pontuamos que a
técnica usada no Teorema exige a hipoGtese de 7y, () ¢,. () ser norma tensorial, em
uma de suas implicagoes, enquanto que a técnica aplicada para demonstrar o isomor-
fismo B;(E, F) = L;(E; F') em [45] nao faz uso dessa hipotese, mesmo sendo a norma
£ uma norma tensorial. Para os leitores interessados, apresentamos no Apéndice [B] a
demonstragao dessa implica¢ao no resultado de [45] com a técnica usada no Teorema

0.2.20)]
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3.3 Uma caracterizagao para o espago (£"4)*(E)

E fato que certos espacos de sequéncias podem ser caracterizados por um pro-
duto tensorial normado. Como exemplos bem conhecidos, temos cy(E) < E®.cy e
(4(E) = E®.{, (veja [45, Examples 3.3 e 3.4], respectivamente). Consequéncia disso e

da dualidade do produto tensorial injetivo (ver ([1.4))), temos
((EY £ Bi(E, t) e colE) =Bi(E,c).

Um outro exemplo notéavel é a caracterizacao do espaco ¢, (E). Em [I7]|, Cohen
define o espago e mostra que E@)ﬂép < (, (E), enquanto que em [38] Bu e Diestel
mostram, definitivamente, que ¢, (E) = E®q, para 1 < p < oo.

Nesta segdo, vamos caracterizar o espaco (£1)%(E) e também o seu dual em
termos do produto tensorial munido de uma norma do tipo 7%% conveniente. Para
isso, utilizaremos uma classe de sequéncias que possui uma relagao importante com a
classe (. Essa relacao sera suficiente para podermos aplicar os resultados da Segao
.2 ¢ atingirmos o nosso objetivo.

Seja E um espaco de Banach. E fato que E®.c = co(F) por meio da aplicagao
J: E®.co —> co(E), a qual é a unica extensao da aplicagdo J : E ®. ¢g — ¢o(F)
dada por

J(u) = (Z ai,kxi) ,

i=1 k=1
para cadau = ", r; ®a; € E® ¢y, com a; = (a; )72, € ¢o (veja [45, Example 3.3]).

E uma tarefa simples mostrar que E®..co <i> E&X\)gco, usando a defini¢ao do com-
pletamento, o fato de que € < 7 e a continuidade dessas normas. Deste modo, podemos
usar a mesma aplicacao J acima para identificar F®,cy com o subespaco vetorial (de
sequéncias) J(E®xcy) de ¢o(E). Por simplicidade e para trabalharmos no ambiente de
classes de sequéncias, denotamos o subespaco J(E®,c) por ¢i(E). Equipando ¢f(E)

com a norma de E®,cq, temos a identificacao isométrica
E®qco = i (E)
w0 — &

pela aplicacao J.
Pelo que foi exposto acima, é claro que (¢J(E),n(:)) é um espago de Banach e

que cf(E) < co(E) < l«(E). Note que para todo u = Y_1", z; ® ¢; € E ®, ¢o, temos
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J(u) = (), € c(F) e isso significa que coo(E) C ¢f(F). Mais ainda, para todo
ieN,
—rzwe) = ol

<5 (E)

o+ eillg e = | T @ )

Acabamos de mostrar que a regra ¢j(-), que a cada espago espago de Banach E faz
corresponder o espago de Banach ¢J(F), ¢ uma classe de sequéncias.

Além disso, temos
G (B) = (ESqco) = L{co; E') = (Y (E), (3.13)

onde (¥(E') = L(co; E') pela aplicacio ()2, € (¥(E') —» Tipiye, € L(co; E') dada

=1

por
Tz, (N)Z)) = Z Aipi,
i=1

para toda (\;)2, € ¢p. Assim, dados (¢;)2, € {Y(E'),n € Ne x-e, € ¢f(F), usando
as identificagoes em (3.13)), obtemos

(pi)iZi (2 - en) = Tipe, (en)(x) = @n(2),
e acabamos de mostrar o seguinte resultado:

L

Proposicao 3.3.1 Seja E um espago de Banach. Entao (¥ (E') = ¢ (E)" por meio de

uma aplicagao V : (V' (E") — c§(E) que satisfaz

Y ((@0)i21) (2 - en) = pn(2), (3.14)

para todos (p;)2, € (V(E'),x € E en €N,

Observando atentamente os resultados dados pelas Proposicoes[3.1.3],[3.1.6]e[3.1.7]

percebe-se que a dualidade entre Y e Y’ (caso particular da Proposigao [3.1.7)) nao é o
ponto chave das demonstragoes. Apenas o fato de Y ou Y estar imerso em algum £}’

é usado. Assim, estd bem definida a norma razoavel

DY enlw)vnlys)

j=1 n=1

Ve 02 (1) = sup { $ (n)mer € Bewsry, (Yn)psy € Beoo(F')}

em F® F.
Agora, vamos nos ater a dualidade do produto tensorial E@)w 0o F. Convém, an-
7,

tes, observar que nao sabemos se £}’ é dual a classe ¢ no sentido exato da Defini¢ao[3.1.1]
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(e isso provavelmente é verdade). No entanto, com uma observagao atenta das demons-
tracoes do Lema e do Teorema (que depende desse lema), percebe-se que
estes resultados continuam validos (com demonstragoes idénticas) se X (E)’ B¢ (E")
e Y(F) Ly (F") por meio de aplicagoes Wy e Wy, respectivamente, que satisfagam

apenas

U, X'(E) — X(EY e Uy Y'(F) — Y(F)
U1 ((9)521) (2 - €n) = pnla) Wy ((45)521) (4 - €n) = ¥nly),

para todos (¢;)52, € X'(E'), (¢;)52, € Y/(E'), v € B,y € Fen€N.
Dessa forma, como a aplicacao ¥ da Proposicao satisfaz (3.14]), o Teorema
[3-2.2] garante que

~ /
(E@VCWI F) L Bl (B, F). (3.15)

Vamos mostrar agora que o espaco (¢74)*(E) ¢ isometricamente isomorfo ao
espaco E®.,  {.
el NaT
Antes, para que um célculo usado na proposigao seguinte fique mais claro, apre-
sentamos o fato:

e Se um elemento a = (ay,)5>y = ((ank)721)s>; pertence a ¢1(¢;), entdao, por um lado,

temos
(e.¢] o
||CLH€1(€1) - Z Z | ] -
n=1 k=1
Por outro, da dualidade ¢1(f1)" = o (ls) € escrevendo b = (b,)5%; = ((bn)i21)5,
para elementos de fo ({~ ), temos
lallaey = sup  [b(a)] =~ sup > bulan)
beBeoo(loo) (b")zozleBZoo(@oo) n=1
= sup Zmekan,k )
(br)7Z1€Beoo (o) [ n=1 k=1

Dai, segue a igualdade

[e.e] [e.e]
ZZ |ank| = sup

n=1 k=1 (0n)7Z1€Brog (£00)

. (3.16)

oo 00
§ E bn,kan,k

n=1 k=1

Teorema 3.3.2 Seja E um espago de Banach. Entdo, ((™9)"(E) = ER®, . L
CO7 1
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Demonstragao. Considere a aplicagao J : E x {1 — (£9)*(E) dada por
J(Ia a) = (akx)zozla

para todos x € E e a = (ay)52, € 1. Observe que

||J<I7a)”e§ﬂid(E) = H(akI)zo:l”zTid(E) = Sup ZZ |on(arz)|

(pn)2 1€B£w(E’)k 1 n=1

C Zw(Zm )

(@n)n 1€BZ“)(E/) k=1

(] s (Sl
k=1 (@n)leeBZi‘)(El n=1

= @)l 10, )i

= [(ar)iZ |y ||| < oo,
e esse calculo também nos da
im0 oy = i ([ (@) o] = 0

Portanto, J esta bem definida e ¢ imediato mostrar que ela é uma aplicacao bilinear.

Vamos agora mostrar que J : E ., b — (¢midye (B a linearizacdo de J, é uma
ch 41

isometria. Sendo u =", z; ® a;, como J esta bem definida, temos

m [e.9]

J(u) = (Z ai,kxi> e (17 (B),

i=1 k=1

isto é, para cada (¢n)pZ; € B (m),

(o)) (o))

Portanto, usando o fato em (3.16), segue que

Hj(u)Heiﬂid(E) a SUp Z Z “n (Z_; ai,k$i>

(Pn)7Z1€Bew (B =1 k=1

= sup Z Z (Z az’,k@n(%)) |
(Pn)aZi€Bew (B p=1 k=1 i=1
Zzbnk (Zazk@pn X ) |

n=1 k=1

= sup sup
(Pn)aZ1€Bew g1y (0n) 721 €Brog (000)
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YD eali)bala)

n=1 i=1

= sup sup
(en)pZq €Byw () (br)7Z1€Brog (000)

= Yeg n (u)a

e acabamos de mostrar que J é uma isometria. Como (M9)*(E) ¢ um espago de
Banach, segue que J se estende de modo tinico a uma isometria J : E&x\)%g,zlgl —
(pidye( ). Mais ainda, é facil observar que j(E ®/;) é denso em (£9)4(E), e portanto
J & um isomorfismo isométrico. m

Com o que acabamos de fazer e com (3.15)), caracterizamos o dual do espago
(4 )*(E) pelo

Corolario 3.3.3 Seja E um espago de Banach. Entao, ((ﬁﬁnid)“(E))/ < Bl o (B, ().
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Apéndice A
Redes duplas em K

O estudo de sequéncias duplas em K (sendo K =R ou C) esta bem estabelecido
na literatura. Por exemplo, os trabalhos [22] e [24] abordam o tema de forma bem
completa.

Estamos interessados no conceito de redes duplas em K. Acreditamos que esse
conceito seja bem conhecido, entretanto nao encontramos referéncias que trabalhem
essa teoria explicitamente. Por isso, neste apéndice, vamos definir esse conceito e
explorar um resultado que usamos no nosso trabalho. Vamos comegar relembrando

algumas defini¢oes ja conhecidas.

Definicao A.1 Um conjunto dirigido é um par (A, <) em que < é uma dire¢do no

conjunto A, isto é, é uma relacao em A tal que:
(a) A < X para todo A € A.
(b) Se )\1,)\2,)\3 c A, )\1 S /\2 e )\2 S /\3, entao )\1 S )\3.

(c) Para todos A, A2 € A, existe A3 € A tal que \; < Az e Ay < As.

Definigcao A.2 Uma rede em um conjunto €2 é uma fungao P : A — 2, onde A é
um conjunto dirigido. Usualmente se denota P(\) por x) e, neste caso, nos referimos

arede (zy)ren-

Definigao A.3 Dizemos que a rede (z))yea no espago topologico 2 converge para
x € (2 se para cada vizinhanca U de z, existe \g € A tal que x, € U para todo A > ).

A .
Neste caso, escrevemos ) — x ou limz), = x.
by



Vamos agora definir uma rede dupla em K.

Definigao A.4 Uma rede dupla em K é uma fungao @) : A x A — K, onde A e A sdo
conjuntos dirigidos. Denotamos (A, d) por z(»s) e, neste caso, nos referimos a rede

dupla (2(x6))(\8)eaxa-
Vamos usar a direcao em A x A dada coordenada a coordenada:
(A1,01) < (Ag,02) <= A1 < Ay e 61 < 0y,

para ()\1,51), ()\2,52) €A xA.

Definicao A.5 Dizemos que uma rede dupla (z(xs))s)eaxa em K € convergente se
existe x € K satisfazendo a seguinte condi¢ao: para cada n > 0, existe (A, dp) € A X A
tal que

|z (x6) — x| < n para todo (A, 0) > (Ao, do).

Neste caso, dizemos que (z(xs))(rs) COnverge para & e escrevemos

Tirs (Lé;x ou limzs = z.
(A,0) Ond) (A.9)

E facil mostrar que o ntmero x é tnico e o chamamos de limite (ou limite duplo)
da rede (z(5))1)-
Embora muitos resultados envolvendo redes duplas possam ser formulados e de-

monstrados, vamos apresentar apenas o resultado que usamos em nosso trabalho.

Proposigao A.6 (Limites iterados de redes duplas) Suponha que (z(xs))(\5)caxa

. (A0
seja uma rede convergente e que Ty g) x.

(i) Se li}r\n T(\s) existe para cada § € A, entao o limite iterado

I (1' )
1(1511 1§Il T(\,0)
existe e € iqual a x.

(ii) Se lign T(\s) existe para cada N € A, entdo o limite iterado

11/1\11 (hgn x(M))
existe e € igqual a x.
(iii) Se as hipcteses em (i) e (ii) sao verdadeiras, entio
lim (1 ) = =1im (1 ).
im { limz ) 7 = lim (lim (s
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Demonstragao. Seja n > 0. Uma vez que x(y 5 G x, existe (Mg, dp) € A X A tal que
|z — 2] < g para todo (A, d) > (Ao, do)-
Para cada 6 € A, tomando li)r\n T\ = Ys, existe ks € A tal que
[T ne) — Ys| < g para todo A > ks.
Assim, para todo d > g, tomando-se \; € A tal que \; > A\g e A\; > ks, temos
lys — x| < |ys — zon0)] + 2008 — 2] <1,

isto é, o limite li(lsrn ys existe e é igual a x. Isto prova (i). A demonstracdo de (ii) é

similar e a de (iii) ¢ imediata. m
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Apéndice B

Sobre a demonstracao do isomorfismo
Bi(E,F) = Li(E; F')

O objetivo deste apéndice é mostrar que a técnica usada na demonstragao do
Teorema 3.2.20|serve, e de certo modo é semelhante, a uma das implicagoes do Theorem

3.22 em [45] (enunciado abaixo como Teorema|B.3)), cujo resultado nos da o isomorfismo
Bi(E.F) = L(E: F).

Para isso, vamos recordar algumas caracterizacoes e apresentar o teorema e a implicacao

que sera redemonstrada.

Teorema B.1 (|45, Theorem 3.18.]) Sejam E e F espacos de Banach. Uma forma
bilinear B : E x F' — K ¢€ integral se, e somente se, existem um espago de medida
finita (2,5, 1) e operadores S : E — Loo(p), R: F — Loo(p) tais que

B(r,y) = /(593)(1%@/) dp,
Q
para cada x € E, y € F. Além disso,
I1Bl; = inf || S|/ R[] £(€2),

onde o infimo € tomado sobre todas fatoracoes de B e esse infimo € atingido.

No resultado acima, multiplicando R ou S por uma constante, é possivel assumir

que a medida p nessa fatoracao é uma medida de probabilidade.



Teorema B.2 ([45, Theorem 3.19.]) Um operador T : E — F ¢é integral se, e
somente se, existem um espago de medida finita (2,3, 1) e um par de operadores
S E — Loo(p), U : Li(pn) — F" tais que JpT = UIS, onde I € a aplicagio
candnica de Loo(p) em Li(p). Além disso,

17|, = mf [[SI U (),

onde o infimo € tomado sobre todas fatoragoes de T' (e esse infimo € atingido).

Para fins de comparagao, vamos exibir ambas as demonstragoes da implicacao de
nosso interesse, no teorema abaixo, como itens: a) para a que consta na referéncia [45]
e b) para a que usa a técnica do Teorema .

Recordemos que B(FE, F) = L(E; F') pela seguinte identificagdo: uma forma bili-
near B é associada ao operador T definido por T'(x)(y) = B(z,y). Sao fatos conhecidos

que se (£2,%, 1) ¢ um espago de medida finita, entdo By, (,) € normante para L. (/)

(veja [45] pag. 60]) e que (L1(u)) = Loo(p)-

Teorema B.3 ([45, Theorem 3.22.] Uma forma bilinear B : E x F — K ¢ integral
se, e somente se, o operador associado T : E — F' é integral. A aplicacio B —— T

¢ um isomorfismo isométrico de Br(E, F) com L;(E;F").

Demonstragao. Vamos apenas mostrar que B;(E, F) < Li(E;F").
a) (da referéncia [45]) Suponha que B € B;(E, F). Pelo Teorema [B.1] existe um
espago de probabilidade (£2, %, 1) e operadores S : E — Loo(p), R : F — Loo(pt)
tais que
Ba) = | S@RW) du

para cada z € E ey € F. Além disso, ||B|; = ||S]|||R||. Tomando V = R'|r,() e
considerando a aplica¢do candnica I : L (1) — Li(p), segue que

T(z)(y) = Blx,y) = /QS(QJ)R(y) dp = R(y)IS(x) = 15(z)R(y) = VIS(x)(y),

para quaisquer x € E, y € F. Logo, T = VIS e assim JpT = JmVIS. Tomando
U = JpV, segue que JpT' = UILS e pelo Teorema , T € L;(E;F"). Além disso,

como By, () ¢ normante para Lo (), temos

170, < ISITHIUT = ISV = ST = 1SIHIRT = 1B, -
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b) (usando a técnica do Teorema Suponha que B € Bi(E, F) = (E&.F)'.
Como a norma injetiva € é uma norma tensorial, podemos estender B para B €
Bi(E,F") com ||B|; = HE”I Pelo Teorema , existe um espaco de probabilidade
(Q,%, 1) e operadores S : E — Loo(u), R: F" — Loo(p) tais que

E%wzésmmwm%

para todos x € E e ¢ € F”. Além disso, ||B||; = HEHI = |IS||||R]]. Tomando

U = R'|1,(u e considerando a aplicacao canonica I : Lo (1) — Lq(it), segue que
I T (@) =6(T(a) = T(@)(w) = Bla.v) = | S@RW) du
=R()IS(x) = IS(x)R(y) = ULS(x)(¢),

para todos x € F e ¢p € F”. Logo, J»T = UIS e assim, pelo Teorema [B.2| T €

Li(E; F'). Além disso, como By, (,) € normante para Lo (u), temos

170, < ISTIUT = ISR = 15T IR =181, -
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